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A. E. H. Love. Zasady rachunku rézniczkowego i catko-
wego. Z upowaznienia autora przettumaczyli St. Kalinowski i Wt Wojto-
wicz. Warszawa. 1913. Str. 1—225.

Spopularyzowanie matematyki wyzszej, a wiec w pierwszym rzedzie ra-
chunku roézniczkowego i catkowego, stato sie jednym z naczelnych haset spot-
czesnej dydaktyki matematycznej. Poglebienie pojecia funkcji (funktionales
Denken) zaréwno przez wykresy, jak i przez Scislejsze rozwazania analizy,
ma by¢, wedlug Kleina i jego zwolennikéw, ,.centralng ideg" wyksztatcenia
matematycznego na stopniu S$rednim. W mys$l tych daznosci wprowadzono
juz zasady rachunku rézniczkowego w szkotach Srednich francuskich i austry-
jackich przy pomocy urzedowych planéw nauki, a w literaturze dydaktycznej
niemieckiej roi sie od broszur i podrecznikéw, zawierajacych wyktad elemen-
tarny a popularny zasad rachunku rozniczkowego. Proby te jednak nie po-
wiodty sie moim zdaniem zupetnie, z wyjatkiem chyba ksiazki Nernsta-Schén-
fliesa. To tez z prawdziwg radoscig witamy przektad znakomicie obmyslanej
ksigzki angielskiej Love'a, ktéra pod wzgledem Sscistosci doréwnywa znanej
ksigzce J. Tannery’ego, p. t. Notions de mathematiques, a pod wzgledem ob-
fitoSci tresci moze wspdlzawodniczyé z wymieniong wyzej ksigzkg Nernsta-
Schonfliesa.

Zatowa¢ wprawdzie nalezy, ze nie zdobyliSmy sie na oryginalny, polski
podrecznik zasad rach. réz. i calk., stojacy na wysokosci swego zadania — bo
usitowania dotychczasowe (Szczepanski, Wilk-Hoborski, Ralski) nie zaspokoity
chyba wymagan szerszej publicznosci. Moze jednak wiasnie ksigzka Love’a
podsunie naszym autorom, pracujgcym w dydaktyce, niejedng mys$l zdro-
wag, niejedng zreczng metode dowodzenia i zacheci do stworzenia wykfadu,
liczacego sie z dzisiejszemi pradami nauki. W kazdym razie podrecznik ten
odda nieocenione ustugi kazdemu, kto zechce studjowac fizyke matematyczna,
bedzie pomostem, taczgcym matematyke szkolng z naukag fizyki, a w szcze-
golnosci mechaniki, czy to na uniwersytecie, czy na politechnice.

Czy jednak zasmakuje w tej ksigzce ,szersze grono czytelnikdw", ma-
jacych po skonczeniu szkoty $redniej bardzo metne pojecie nawet o elemen-
tarnych wzorach fizyki, pozwalam sobie watpi¢. Calg przedze poje¢ rozsnu-
wa autor prawie wylacznie na materjale, czerpanym z fizyki, a nie zdaje mi
sie, aby ten materjat byt znany chociaz pobieznie ,kazdemu wyksztatconemu
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mezczyznie i kobiecie XX-go wieku" (np. § 93, 94, 95, 120). Ksiazka zy-
skataby na tym bardzo, gdyby autor zamiast niektérych przyktadéw z fizyki
teoretycznej podat niektdre zastosowania z techniki, z rachunku procentu
skfadanego i t. p. Tak np. zagadnienie na str. 104 o inwersji cukru trzci-
nowego zastgpiCby mozna zadaniem: obliczy¢ wartos¢ koncowg kapitatu, je-
zeli jego predkos$¢ wzrastania jest proporcjonalna do kazdorazowej wartosci
kapitatu; do zadahn na maxima i minima (str. 54 i nast.), nalezaloby doda¢
obliczenie wymiaréw przekroju belki o maximalnej wytrzymatosci i t. p. Je-
zeli sie pisze zasady rach. roz., to kazda zasade powinno sie ilustrowaé
przyktadami jak najprostszemi. Co innego, gdyby sie pisatlo zbiér przyktadow
do rach. réz., wtedy, stopniujac je odpowiednio, moznaby sobie pozwoli¢ obok
przyktadéw z innych dziedzin nauki takze i na obliczenie predkosci przy spa-
daniu ciata z uwzglednieniem oporu (str. 107), na zbadanie ruchéw drgaja-
cych w S$rodowisku opornym (str. 120) lub na obliczenie $rodka cisnienia hi-
drostatycznego (str. 187). W ksigzce jednak przeznaczonej dla wszystkich,
takie przyklady sg raczej utrudnieniem, chocby byly tak piekne i przejrzy-
Scie wylozone, jak w wykladzie Love’a.

Jedng z najpowazniejszych trudnosci dla autora, uktadajacego popularny
podrecznik rach. rézn. i catk.,, jest bez watpienia ustalenie zakresu wiado-
mosci, wymaganych od czytelnika. W tym wzgledzie Love jest — Zze tak po-
wiem — liberalny: znajdzie tam czytelnik pojecia gieometrji analitycznej od
samego poczatku (wprowadzenie uktadu spoétrzednych), catg nauke o funkcjach
trygonometrycznych i zasadnicze wiadomosci z nauki o logarytmach, wylozo-
ne jasno i zwiezle. Zapewne, ze ksigzka na tym nie traci, skoro autor pew-
ne, nawet elementarne kwestje ujmie w taki spos6b, aby uzyska¢ podstawe
do jednolitego traktowania dalszych problematéw: wadg tego jest tylko to,
ze ksigzka urosta do wcale pokaznych rozmiaréw. Gdyby sie autor ograniczyt
w przykifadach do niewielu prostych zastosowan, a od czytelnika wymagat
przynajmniej elementarnych wiadomos$ci z trygonometrji i z gieometrji anali-
tycznej, ksigzka zamiast 220 str., zmalataby do jakich 100 str. Swojg drogg
autor bardzo pieknie a $cisSle rozwija te elementarne wiadomosci (np. § 86
i dodatek IV, a zwlaszcza dodatek V: o mierzeniu kota i o radjanach) tak, ze
trudno sie gniewa¢ za to zbaczanie z drogi.

Metoda wykladu samego rach. rézn. i catk. jest bez zarzutu. Autor opie-
ra sie wylacznie na pojeciu granicy—zgodnie z spotczesnym duchem analizy,
nie operujac nigdzie metafizyczng ,,rézniczka”, i pod tym wzgledem przewyz-
sza wszystkie publikacje popularne podobnej tresci. Kazdy czytelnik, wpra-
wiony cho¢ troche w matematyczny sposéb rozumowania, podazy z fatwoscig
i przyjemnoscig za tokiem dowodzenia autora i przyswoi sobie zaréwno Sci-
ste pojecia pochodnej i calki, jak i metode wyprowadzania wzoréw i rozwig-
zywania nawet trudniejszych zagadnien. Czytelnik nabiera tych poje¢ droga
ewolucji i nie widzi zadnej przepasci miedzy matematyka, jakiej sie uczyt
w szkotach, a rachunkiem roézniczkowym, nie spotyka sie bowiem na samym
progu nowej nauki z takim dziwolggiem logicznym, jak ,rézniczka". Spotyka
sie natomiast z pojeciem granicy, do ktorego przygotowala go juz matema-
tyka elementarna, rozwazajgc utamki okresowe, liczby niewymierne, lub sze-
regi gieometryczne.

Droga obrana przez autora trafi zapewne do przekonania kazdego, czyj
smak nie zostal zepsuty dowodzeniami dawnej szkoly, zakazonej metafizycz-
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ng monadologja Leibnitza. Przy tej sposobnosci nalezy z uznaniem podniesc,
ze tym razem zrywa z pojeciem rozniczki fizyk; gdyby ta ksigzka wyszia
z pod pidra matematyka, zarzuconoby mu moze, ze sie nie liczy z potrzeba-
mi nauk przyrodniczych, ze zrywa z rzekomo ,poglagdowg” metodg tradycyj-
ng, aby ja zastapi¢ wysubtelnionym pojeciem granicy. Tymczasem w wykladzie
Love'a przekonywamy sie naocznie, ze fizyka matematyczna obchodzi sie zu-
petnie dobrze bez rozniczek: ile razy ma sie do czynienia z elementami ja-
kichkolwiek wielkosci, wystarczy bra¢ pod uwage skonczone przyrosty
nigdy za$ nie spotykamy sie z rzekomemi wielkoSciami dI,

ds, dt, dv. Szkoda, ze autor dla konsekwencji nie zarzucit symbolu
stepujac go dogodnym znakiem y'. Wtedy moze nie spotkatby sie z nieuza-
sadnionym, co prawda, zarzutem, ze uwaza symbole — za utamki. (Wszech-

dx
Swiat t. XXXI, No 46, str. 784).

Po tych ogolnych uwagach przyjrzyjmy sie uktadowi ksigzki i tresci.
Wychodzac z dwuch specjalnych przyktadow zaleznos$ci miedzy dwiema zmien-
nemi (wazenie na wadze sprezynowej i poréwnanie skal termometrycznych),
autor wprowadza uktad spotrzednych i podaje wykresy réwnan y=mx-+b
oraz y=x2. Interpretujgc te wykresy réwnoczesnie gieometrycznie i mecha-
nicznie, wprowadza pojecie ,wzniesienia" linji (bardziej utarto sie wyrazenie
»Spadek'™) i predkosci chwilowej, tak, ze juz na str. 15 moze wyjasnié, co
to znaczy ,rozniczkowac”. Nastepny rozdzial jest poswiecony w pierwszym
rzedzie Scistemu okreSleniu pochodnej; popartszy to pojecie jeszcze kilkoma
przyktadami, wyklada autor bardzo zwieZle, a przejrzyscie reguty rdzniczko-
wania sumy, iloczynu, potegi, funkcji ztozonej i ilorazu, i przechodzi odrazu
do drugiej pochodnej, podajac jej znaczenie w mechanice i w gieometrji.
Rozdziat 1l zawiera zastosowanie rachunku rézn. do gieometrji (styczna, nor-
malna), do przyblizonego obliczania poteg i iloczynéw, do obliczania maximum
i minimum, a konczy sie twierdzeniem o wartosci $redniej. W rozdziale IV
przechodzi juz autor do rachunku catkowego, okresSlajac catke, jako funkcje
pierwotng (odwrdcenie rach. rozn.) i podaje zasadnicze catki. W nastepnym
rozdziale V (str. 76—93) znajdujemy definicje catki okres$lonej, zastosowanie
catki okr. do obliczania p6l i objetosci i do calkowania najprostszych row-
nan mechaniki. Gdyby autor w tym miejscu umiescit jeszcze rozdziat X (str.
170--178), w Iﬁt()rym wykazuje, ze catke okreslong mozna pojmowaé jako

granice sumy =F(X)Ax, mielibySmy zaokraglong cato$¢, wystarczajacg do

pierwszego wprowadzenia w rach. rozn. i catk. Dla szk6t srednich te wiado-
mosci wystarczytyby zupeknie.

Autor jednak, majac na oku dalsze zastosowania rach. rézn. do trud-
niejszych problematéw mechaniki, nie poprzestaje na tych elementarnych
wiadomosciach. W rozdziale VI, wykfada teorje logarytmoéw naturalnych i funk-
cji wyktadniczej, a nauczywszy rézniczkowania i catkowania tych funkcji,
stosuje je do zagadnien z chemji fizycznej i z teorji pradu elektrycznego.
Rozdziat VII zajmuje goniometrja i troche rozwlekie wyprowadzenie pochod-
nych funkcji sin x, cos x (autor bowiem chce unikna¢ twierdzenia o doda-
waniu; dopiero w dodatku VI podaje prostszy dowod).
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Nastepuja zastosowania tych praw do catkowania réwnan ruchu waha-
dtowego, drgajacego i pradu elektrycznego zmiennego. W rozdziale VIII wy-
tozono metody catkowania i wprowadzono funkcje cyklometryczne.

W rozdziale IX stosuje autor rachunek catkowy i rézn. do obliczania
dtugosci tuku, krzywizny i pola powierzchni obrotowych, w rozdz. za$ Xl,
omowiono obliczenie Srodka ciezkosci, Srodka cisnienia hidrostatycznego i mo-
mentu bezwladnosci.

Oprocz przyktadéw umieszczonych w tekscie znajdujemy w kazdym roz-
dziale wiele pouczajacych zagadnien, dobranych nieraz z wielka starannoscig
(np. przyklady wykreséw na str. 16 i 17).

Ksigzka konczy sie dodatkami, zawierajgcemi $ciSlejsze rozwazania nie-
ktérych kwestji zaznaczonych tylko w tekscie. Z nich zastuguje na uwage
dodatek Il o granicach, IV o liczbie e, tudziez V o mierzeniu kota i o ra-
djanach.

Z tego krotkiego przegladu uderza przedewszystkim bogactwo tresci
i umiejetnos¢ w ugrupowaniu materjatu.

Przechodzac do krytyki szczegOtowej, zaznacze przedewszystkim, ze nie
dostrzegtem zadnych bleddéw zasadniczych lub brakéw—z wyjatkiem pewnych
niedomowien w ustepie 0 maximum i minimum. Inne uwagi, ktére mi si¢ na-
suwaja, dotycza przewaznie strony dydaktycznej.

| tak uderzy¢ musi czytelnika, ze autor unika wszelkich uwag histo-
rycznych i filozoficznych, ktére w dzietku popularnym bylyby bardzo wias-
ciwe. Z tym faczy sie takze i to, ze autor nie wyjasnia pochodzenia znako-

wania zasadniczych symboli A x=differentia x, = granica sumy i t. p.

Skoro juz mowa o symbolach, to nadmienig, Ze autor unika konsekwentnie
znaku: limes—czy stusznie?

We wstepie, poswieconym graficznym przedstawieniom funkcji, naleza-
toby poda¢ wykresy kilku krzywych empirycznych i tam juz wprowadzi¢ po-
jecie zmiennej zaleznej i niezaleznej (a nie dopiero na str. 34 i to drobnym
drukiem).

Niektére twierdzenia nie sg ilustrowane przyktadami (np. str. 26, wiersz
11 od dotu, lub str. 33 § 25).

Rozkladanie funkcji utamkowej na utamki proste w § 122 wypadio nie-
co rozwlekle. W kilku miejscach zauwazylem takze zawielki skok w rozumo-

waniu (np. z wzoru k2=(Ax)2+(Ay)2 odrazu

Niektore przyktady z fizyki podano bez nalezytego objasnienia, np. na
str. 53: ,,przypusémy ze , przyczym nie uzasadniono mozliwosci takie-
go przypuszczenia; na str. 105 pisze autor: ,niech bedzie dana predkos¢ re-
akcji chemicznej przez réwnanie: (1) o przyczym ani sto-

wem nie wspomina, co to za reakcja, ani tez, jakie znaczenie majg liczby:
X, a, b. Lepiej bylo poprostu powiedzie¢: zcatkujmy réwnanie rézniczkowe
(1); autor jednak, nie wiem z jakiego powodu, konsekwentnie unika terminu
rébwnanie rozniczkowe. Podobnie nie okreslono, jakiemu zjawisku odpowiada
réwnanie rozniczkowe na str. 106.
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W 88 117 i 118 niepotrzebnie uzywa sie w catym rachunku utamka
— zamiast masy m. Zalowaé nalezy, ze autor nie zastosowat catki do pojecia

pracy. W ogélnosci jednak ujecie zagadnien fizycznych opracowat autor bar-
dzo przejrzyscie i przystepnie. Szkoda, ze z réwng staranno$cig nie przed-
stawiono gieometrycznych zastosowarn rachunku rézniczkowego. Tak np. ustep
136 o dlugosci tuku, i niektore inne wypadly stabiej od pieknych ustepéw,
poswieconych fizyce.

Nie godze sie z metodg, ktorej autor uzyt do wprowadzenia catki,
okreslajac ja, jako funkcje pierwotng. Wprawdzie dzisiaj powrdcono do tego
okreslenia, jako do zasadniczego (Lebesgue. Lecons sur l'integration), jed-
nakowoz w podreczniku elementarnym wolatbym najpierw zdefinjowaé catke
okreslong, jako granice sumy, a pozniej dopiero przejs¢ do catki nieokreslo-
nej i wykaza¢ jej zwigzek z funkcjg pochodna. Pomijajac juz sprawe wyjas-

nienia symbolu  f(x)dx, zwroce tylko uwage na naturalny sposéb, w jaki

sie nasuwa pojecie catki okre$lonej przy obliczaniu pdl. W kazdym jednak
razie droga, ktoérej uzyt autor jest nieco zadtuga: przygotowania do wpro-
wadzenia pojecia catki, zawarte w 88 58 i 59 znuzg czytelnika, zanim zro-
zumie ich potrzebe.

Najmniej udat sie autorowi ustep o maximach i minimach. Niema w nim
zadnej wzmianki 0 mozliwosci istnienia wiecej maximow i miniméw, a co za-
tym idzie, nie powiedziano, ze chodzi tu tylko o maxima i minima wzgle-
dne. Przyklady na max. i min. zamalo interesujgce, a przeciez tutaj naj-
piekniej wystepuje zastosowanie rachunku rézn. do probleméw technicznych,
gieometrycznych i t. p.

Zatlowal takze nalezy, ze autor nie rozszerzyt zastosowan rach. réz. tak-
ze na symbole nieoznaczone i na rozwiniecie na szeregi chocby tylko funkcji
sin x, ex, log (1+x), czym zainteresowatby zarowno miodziez, jak i szersze
kota czytelnikow.

Co sie tyczy samego przekiadu, to autorowie dotozyli wszelkich staran,
aby uzyska¢ poprawnos$¢ i przejrzystos¢ stylu, co tez w zupetnosci osiagneli.
Pewne drobne usterki notuje tylko dla Scistosci:

Str. 51 w. 9 od géry: wartos¢ ,,pierwiastka" zamiast ,,pierwiastku".

Str. 73 w. 10 od goéry po stowie ,funkcji" opuszczono stowo: ,,zio-
zonej".

Str. 76 § 69 powinien mie¢ tytut: ,obliczenie pdl".

Str. 90 w. 9 od dotu: zamiast ,niech potozenie dane jest" ma byé
,hiech potozenie bedzie dane".

Str. 90 w. 7 od dotu: zamiast ,,ignorowali" ma by¢ ,,zaniedbywali".

Str. 114 w. 2 od dotu. Tablice wstaw nie zostaly obliczone przy
pomocy szeregbw nieskoriczonych, tylko dawne obliczenia, oparte przewaznie
na twierdzeniu o dodawaniu, spravwdzono w ten sposob.

Str. 124 zamiast ,,cieciwa podpiera kat Srodkowy", lepiej pisa¢ ,,na cie-
ciwie wspiera sie kat Srodkowy".

Str. 126 w. 15 od go6ry w calce (1) opuszczono znak: —

Str. 127 w. 4 od géry zamiast ma by¢
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Str. 159 zamiast kat ,,wykre$lony przez promien” ma by¢ ,kat zakres-
lony przez promien”.

Str. 174 w. 3 od géry zamiast ,lge 2° ma by¢ ,,Igl02*

Str. 202 w. 4 od dotu: ,zobrazowaé gieometrycznie" — termin troche
niezreczny.

Str. 216 w. 5 od gory zamiacst ,,dtugos¢ apotemy" lepiej ,,dtugos¢ pro-
mienia kota wpisanego”.

Str. 216 w. 6 od dotu zamiast ,na tuku AB* ma by¢ ,to na tuku AB*

Pod wzgledem formy zewnetrznej uwazam za konieczne zaakcentowanie
silniejsze najwazniejszych twierdzen, badz to przez podkreslenie, badz to
przez uzycie ttustego druku. Co do figur, to niektore z nich nalezalo staran-
niej wykonczy¢ i dokladniej oznaczy¢ literami np. fig. 13, 24, 30, 31, 57,
61. Sag to jednak wszystko szczegdty drobniejszej wagi: cato$¢ robi wrazenie
dodatnie.

Totez konczac swoje uwagi o podreczniku Love'a, pozwole sobie raz
jeszcze wyrazi¢ zadowolenie, ze Pp. ttumacze wzbogacili naszg literature dy-
daktyczng o jedng dobrg ksigzke, ktéra z pewnoscig nie sprowadzi zadnego
zametu pojeé, a w reku dosy¢ bystrego czytelnika stanie sie¢ pozadanym na-
rzedziem w ujeciu praw przyrody w formy matematyczne, lub tez zachetg
do dalszych studjéw matematycznych.

Lwow, 1913 r. Dr. Antoni tomnicki.





