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Wprowadzenie 

Optymalizacja dyskretna stała się samodzielną dziedziną badawczą od po
lowy lat pięćdziesiątych dwudziestego wieku. Powstała ona na styku zastoso
wa11 praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarządzanie, technika 
i wiele innych oraz matematyki ze szczególnym uwzględnieniem kombinato
ryki, teorii grafów i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo
żna powiedzieć, że podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybór 
optymalnego wariantu ze skończonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty
malność jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej 
funkcji. Uzyskanie rozwiązania zadania optymalizacji dyskretnej umożliwia 
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektów działalności 
ludzkiej. Przykładami kryteriów optymalizacyjnych może być maksymaliza
cja zysków, minimalizacja kosztów lu~ strat i wiele innych. 

Można powiedzieć, że w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych 
pojawiło się wiele ważnych, złożonych i trudnych do rozwiązania problemów 
o powyższym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni 
sposób bardzo przydatny okazał się aparat i metodologia matematyki. 

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostało sformalizowane jako 
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego efektyw
nego rozwiązania. Oznacza to konieczność opracowania algorytmów i wy
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazało się, że w przy
padku wielu zada11 optymalizacji dyskretnej oraz algorytmów opracowanych 
do ich rozwiązywania pojawia się zasadnicza trudność. Dla nawet niezbyt du
żych przykładów tych zada11 obliczenia numeryczne wymagają niemożliwego 
do zaakceptowania nakładu oblicze11, na przykład mierzonego w stuleciach 
pracy obecnych superkomputerów. Co więcej, nawet drastyczne zwiększenie 
wydajności komputerów nie jest w stanie zasadniczo poprawić sytuacji. Dla 
ustalenia uwagi, 100-krotne przyśpieszenie oblicze11 zmniejsza nakład oblicze11 
ze 100 lat do jednego roku, co wciąż jest wielkością abstrakcyjną, niemożliwą 
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuacji był rozwój 
teorii i praktycznego zastosowania algorytmów przybliżonych , których celem 
jest wyznaczenie przybliżonego rozwiązania zadania o akceptowalnej jakości , 
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przy "niewielkim" nakładzie obliczeń. 
Praktyczna niemożliwość uzyskania rozwiązań optymalnych dla licznych 

przykładów zadań optymalizacji dyskretnej spowodowała konieczność anali
zowania nakładu oblicze11 wymaganego przez algorytmy, dla zadań o określo
nej wielkości. 

W efekcie powstała dziedzina badawcza zwana złożonością obliczeniową. 
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadaf1 i algorytmów optyma
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakładu obliczeń niezbędnego do 
uzyskania rozwiązania optymalnego jako funkcji rozmiaru, wielkości zada
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostały umownie podzielone na łatwe 
i trudne do rozwiązywania. 

Należy zwrócić uwagę na fakt, że uzyskane w ten sposób oceny noszą 
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, że są one prawdziwe dla wszystkich 
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwę analizy 
przypadku najgorszego, gdyż oparta jest ona na najbardziej niekorzystnym 
zachowaniu się zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Praktyka rozwiązywania zadań optymalizacji dyskretnej wykazała jednak 
szybko, że uzyskane w ten sposób oceny są bardzo często nadmiernie pe
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejście przypadku najgorszego 
nie charakteryzują w sposób właściwy przeciętnego, średniego zachowania się 
zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Ta sytuacja spowodowała powstanie dziedziny nazywanej analizą przy
padku średniego lub inaczej analizą probabilistyczną zada11 i algorytmów 
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku średniego wy
maga zdefniowania losowego modelu rozważanego zadania. Uzyskane w efek
cie przeprowadzenia analizy przypadku średniego wyniki odnoszą się tylko do 
rozważanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast 
ich olbrzymią zaletą jest możliwość uzyskania alternatywnych, w stosunku 
do złożoności obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania się 
zada11 i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Ważną i oryginalną właściwością analizy przypadku średniego jest możli
wość analizowania innych charakterystyk zadania niż złożoność obliczeniowa. 
Dobrym przykładem jest asymptotyczna ocena zachowania się wartości roz
wiązania optymalnego jako funkcji pewnych parametrów zadania. Wyniki 
tego typu znacznie poszerzają wiedzę na temat zada11 optymalizacji dyskret
nej i w efekcie umożliwiają ich rozwiązywanie w znacznie bardziej efektywny 
sposób. 

Zasadniczym celem tej monografii jest wykazanie, na przykładzie wybra
nych, ważnych zada11 optymalizacji dyskretnej, że przy zastosowaniu prostego 
aparatu rachunku prawdopodobieństwa można uzyskać wartościowe wyniki 
analizy przypadku średniego. 
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W celu właściwego osadzenia uzyskanych wyników w teorii i praktyce 
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdziały monografii poświęcone zostały 
prezentacji wybranych zada11 optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwiązy
wania, złożoności obliczeniowej oraz analizy przypadku średniego. Należy 

jednak podkreślić, że zamiarem autora była poglądowa, a nie bardzo szcze
gółowa i wyczerpująca prezentacja tych zagadnie11. Szczegółowy plan mono
grafii jest następujący. 

\V rozdziale 1 zaprezentowano dziedzinę optymalizacji dyskretnej ze szcze
gólnym uwzględnieniem programowania całkowitoliczbowego i liniowego, za
da11 binarnych, zada11 teorii grafów oraz zada11 harmonogramowania. 

VV rozdziale 2 zostały przedstawione znane metody rozwiązywania zada11 
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podziału i oszacowa11, progra
mowanie dynamiczne, algorytmy zachłanne, metody lokalnej poprawy oraz 
algorytmy programowania linowego. 

W rozdziale 3 rozważono podejście przypadku najgorszego do oceny zło
żoności obliczeniowej zada11 i algorytmów optymalizacji dyskretnej. Zdefinio
wano niezbędne elementy oceny rozmiaru wielkości danych zadania i nakładu 
oblicze11, wprowadzono klasy złożoności obliczeniowej. 

Podejście przypadku średniego zastało przedstawione w rozdziale 4. Szcze
gólną uwagę poświęcono aparatowi probablistycznemu niezbędnemu w dal
szej części monografii oraz prezentacji wybranych wyników analizy przy
padku średniego znanych z literatury. 

W rozdziałach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowymiarowe zadanie zała
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zako11czenia. Na przykła
dzie tych ważnych zada11 optymalizacji dyskretnej dokonano dogłębnej ana
lizy zagadnie11 będących przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii, 
takich jak metody rozwiązywania, analiza złożoności obliczeniowej oraz ana
liza przypadku średniego. Przedstawione zostały oryginalne wyniki opisujące 
asymptotyczne zachowanie się rozwiąza11 optymalnych jako funkcji parame
trów zada11 w przypadku średnim. Wykazano również, że proste algorytmy 
przybliżone mogą być asymptotycznie optymalne w sensie analizy przypadku 
średniego. 

Zamiarem autora było używanie możliwie najprostszej notacji matema
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystości wywodu. W monografii 
stosowane są powszechnie przyjęte oznaczenia matematyczne. Dla przykładu: 

• { a1, a2, ... , an} oznacza zbiór n - elementowy. 

• [x 1 , x2 , ... , xm] oznacza wektorom składowych przyjmujących wartości 
liczbowe. 
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• limx_,a J(x) lub limn---->a9n oznacza granicę funkcji lub ciągu liczbowego, 
co jednoznacznie wynika z kontekstu. 

• { X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykład x < b, 
gdzie x jest zmienną, b pewną stałą. 

• lal oznacza wartość bezwzględną liczby a, natomiast IAI oznacza moc 
(liczbę elementów) zbioru A. 

Kolejne oznaczenia są definiowane w tekście monografii w miarę potrzeb. 
W przypadku możliwości wystąpienia niejednoznaczności w trakcie przepro
wadzania wywodów, odpowiednie pojęcia są przytaczane na bieżąco. 

Oryginalna terminologia opisująca pojęcia i obiekty rozważane w mono
grafii w przytłaczającej większości pochodzi z języka angielskiego. W mono
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, która zdaniem autora, zjed
nej strony właściwie oddaje sens oryginału angielskiego, z drugiej zaś strony 
jest dobrze osadzona w języku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w 
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojęcia w na
wiasach przytoczono jego angielski odpowiednik. 

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora 
tematyką analizy przypadku średniego wybranych zada11 optymalizacji dys
kretnej. Pracę naukową nad tymi zagadnieniami autor prowadził w Instytucie 
Bada11 Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakładzie Progra
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i 
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji. 

Pragnę serdecznie podziękować wszystkim koleżankom i kolegom z IBS 
PAN za wieloletnią współpracę. Przez cały okres mojej pracy naukowej szcze
gólne znaczenie miała dla mnie współpraca z doc. dr hab. Markiem Liburą, 
na którego pomoc i cenne rady mogłem zawsze liczyć. 

Swojej rodzinie składam wyrazy wdzięczności za cierpliwość, wyrozumia
łość i wsparcie podczas całego okresu mojej pracy naukowej. Szczególnie 
gorąco pragnę podziękować mojej Żonie i Mamie. 



Rozdział 3 

Złożoność obliczeniowa 

3.1 Wprowadzenie 

Jak już wspomniano wcześniej, zagadnieniem o podstawowym znaczeniu dla 
teorii i praktyki rozwiązywania zadań optymalizacji dyskretnej jest złożoność 
obliczeniowa algorytmów i zadań. Ujmując problem intuicyjnie, jeśli dla 
wszystkich realizacji danych rozpatrywanego zadania istnieje algorytm da
jący zawsze rozwiązania optymalne, zaś nakład obliczeń nie jest nadmierny, 
to takie zadanie możemy uważać za stosunkowo łatwe do rozwiązywania. Na
tomiast jeżeli algorytm (dokładny czy przybliżony) wymaga dużego nakładu 
obliczeń, to możliwość wykorzystania go w praktyce obliczeniowej jest bar
dzo dyskusyjna. Dziedzina nazywana złożonością obliczeniową ma, między 
innymi, za zadanie: 

• Określić "efektywność" algorytmów ( dokładnych i przybliżonych). 

• Dokonać podziału zadań optymalizacji dyskretnej na "łatwiejsze" i "tru
dniejsze" do rozwiązywania. 

W ocenie złożoności obliczeniowej zadań i algorytmów można wyodrębnić 
dwa zasadnicze podejścia: analizy przypadku najgorszego ( worst case analy
sis) oraz analizy przypadku średniego ( average case analysis). Podejścia te 
różnią się zasadniczo swoją filozofią i wykorzystywaną metodologią. 

Podejście analizy przypadku najgorszego dla algorytmu polega na wyzna
czeniu najbardziej niekorzystnego zestawu danych rozpatrywanego zadania. 
Uzyskany w ten sposób wynik charakteryzuje algorytm. Jeśli dotyczy on 
"najlepszego" spośród algorytmów dokładnych dla rozważanego zadania to 
uzyskujemy w ten sposób ocenę złożoności obliczeniowej zadania. Zaletą tego 
podejścia jest jego uniwersalność i jednoznaczność. Uzyskane w ten sposób 
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gwarancje mają charakter absolutny, to znaczy, że ocena działania algoryt
mów dokładnych dla zadań dotyczy działania rozważanego algorytmu dla 
wszytkich realizacji danych rozwiązywanego zadania. Wadą tego podejścia 
jest często uzyskiwana nadmiernie pesymistyczna ocena zarówno algoryt
mów jak i zadań optymalizacji dyskretnej. W wielu przypadkach uzyskana 
ocena przypadku najgorszego może być zupełnie niereprezentatywna dla "ty
powych" realizacji danych zadania. 

Celem analizy przypadku średniego jest zbadanie "przeciętnego" zacho
wania się zarówno zadań jak i algorytmów. Zaletą uzyskiwanych wyników 
jest określenie przeciętnego, "średniego" zachowania się zadań i algorytmów 
z odrzuceniem niereprezentatywnych realizacji zadań. Wadą jest , że uzyskuje 
się wyniki prawdziwe dla zdefiniowanych, losowych klas zadań, co ogranicza 
ogólność rozważań oraz wymaga zastosowania aparatu probabilistycznego. 

W dalszej części tego rozdziału zostanie bardziej szczegółowo omówiona 
specyfika podejścia przypadku najgorszego. Natomiast w rozdziale 4 przed
stawiona zostanie metodologia analizy w sensie przypadku średniego. 

3.2 Podejście przypadku najgorszego 

W ocenie złożoności obliczeniowej algorytmów ogólnie przyjętą zasadą jest 
odnoszenie nakładu obliczeń wymaganego przez algorytm do rozmiaru roz
wiązywanego zadania. Rozmiar zadania jest powszechnie rozumiany jako 
liczba jego istotnych parametrów. W przypadku zadań programowania li
niowego, całkowitoliczbowego, w tym również wielowymiarowych zada11 za
ładunku, patrz (1.1), (1.2), (1.3) oraz (5.1), są to: liczba zmiennych decyzyj
nych, na ogół oznaczana jako n, oraz liczba ograniczeń, oznaczana jako m. 
W przypadku zadań przedstawianych w postaci grafów może to być liczba 
wierzchołków grafu oraz, ewentualnie, liczba jego łuków lub krawędzi. 

Niestety, w wielu przypadkach te charakterystyki nie są wystarczające. 
W przypadku licznych algorytmów oraz ich komputerowych implementacji 
ważny jest również zakres zmienności współczynników zadania. Stwierdzenie 
powyższe ma związek z faktem, że nakład oblicze11 niezbędnych dla wyko
nania podstawowych działa11 takich jak dodawanie, odejmowanie, porówny
wanie, mnożenie lub dzielenie dwóch liczb jest zależny od ich wielkości. To 
znaczy, im większa jest wartość liczb, tym większy nakład obliczeń jest wyma
gany dla wykonania działania na tych liczbach. Fakt ten znajduje odzwier
ciedlenie w teoretycznych modelach oblicze11, takich jak maszyna Turinga 
lub RAM (Random Access Machine), patrz Aho, Hopcroft i Ullman [2], oraz 
w pracy rzeczywistych komputerów. Jednak w przypadku niezbyt dużych 
liczb można przyjąć, dla uproszczenia rozważań, że wykonanie podstawowych 
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działań na tych liczbach wymaga pewnego ustalonego kosztu jednostkowego. 
W ogólnym przypadku będziemy mówić, że rozmiar realizacji danych za

dania, to znaczy wartości wszystkich jego parametrów, jest tożsamy z ilo
ścią informacji niezbędną do opisania wszystkich charakterystyk zadania. W 
przypadku zadania programowania liniowego lub całkowitoliczbowego będą 
to: liczba zmiennych, liczba ograniczefr, wartości wszystkich współczynni
ków funkcji celu, lewych stron ogranicze11 oraz prawych stron ograniczefr. 
Nieznacznie ograniczając ogólność rozważań można przyjąć założenie, że re
alizacja danych rozważanego przykładu zadania może być reprezentowana 
przez poniższy wektor: 

[,81 , (32 , ... , .Bv], gdzie /3i jest liczbą wymierną, i= 1, ... , v. 

Aby reprezentację danych zadania przybliżyć zarówno do teoretycznych 
modeli obliczeń jak również do sposobu działania rzeczywistych komputerów, 
przyjmiemy założenie, że wszystkie liczby całkowite są reprezentowane w za
pisie binarnym. Oznacza to, że liczba całkowita a może zostać zapisana w 
jednoznaczny sposób w poniższej postaci: 

k 

a= I: ai • 2i gdzie Cti = O lub 1, dla wszystkich i= 1, ... , k. (3.1) 
i=O 

Zauważmy, że k :S log2 a < k + 1. Znak liczby może być reprezentowany 
jako wielkość binarna, na przykład Ctk+l = 1 w przypadku liczby dodatniej 
oraz ak+l = O w przypadku liczby ujemnej. Aby zapisać liczbę całkowitą a 

można więc używać wektora binarnego [eto, a 1 , ... , etk,Qk+il. Niech c będzie 
skończoną liczbą wymierną, c = a, b, gdzie a jest jej częścią całkowitą oraz 
b jej częścią ułamkową. Liczba wymierna c może być reprezentowana jako 
dwie liczby całkowite a oraz b. 

Z powyższych rozważań wynika, że każdy wektor [/31 , (32 , ... , f3v] liczb 
wymiernych może zostać zapisany jako wektor binarny 

[81,82 , .•. ,8!], gdzie 8i = O lub 1, i= 1, ... , l. (3.2) 

To oznacza, że każda realizacja danych zadania może być zapisana w jedno
znaczny sposób jako wektor binarny o postaci (3.2). 

Zadanie optymalizacyjne będziemy teraz rozważać jako {p1 , P2, ... , p;, ... } 
- nieskończony zbiór różnych realizacji jego danych, gdzie każde Pi jest wekto
rem binarnym Pi = [81 , 82 , ... , 8iJ. W przyjętej powyżej konwencji zapisanie 
realizacji danych zadania Pi wymaga wektora binarnego o rozmiarze l (Pi) = li. 
Będziemy mówić, że rozmiar realizacji danych zadania Pi wynosi Z;. 
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Niech A będzie algorytmem wyznaczającym w skończonej liczbie iteracji 
rozwiązanie optymalne dla każdej z realizacji danych zadania Pi· Niech na
kład obliczeń wykonywanych przez algorytm A będzie wyrażony jako liczba 
elementarnych działań wykonywanych przez ten algorytm w celu uzyskania 
rozwiązania Pi· Przyjmijmy, że nakład oblicze1.'1 wykonywanych przez algo
rytm A jest zadany w postaci poniższej funkcji: 

9A(Pi) : {P1,P2,. ·.,Pi, ... }__, R+· 

Zauważmy, że jeżeli dwie realizacje danych zadania Pi' oraz P-;" mają taki 
sam rozmiar, l(pi,) = l(P;', ), to z tego faktu wcale nie wynika, że 9A(Pi') = 

9A(p;u). 
Naszym celem jest uzyskanie oszacowania nakładu obliczeń wymaganego 

przez algorytm jako funkcję rozmiaru realizacji danych zadania li= l(p;), w 
taki sposób, aby ocena ta nie zależała od konkretnej postaci Pi· Warunek ten 
spełnia poniższa funkcja : 

f A(n) = sup{gA(Pi) : l(pi) = n}. (3.3) 

Funkcja f A(n) jest oszacowaniem od góry wymaganego przez algorytm 
A nakładu obliczeń dla każdej realizacji danych zadania p;, i = 1, 2, ... , o 
rozmiarze n. Ocena ta jest ważna dla wszystkich wartości n, n= 1, 2, ... . 

Definicja 3 Punkcja f A(n) zdefiniowana w (3.3) wyznacza złożoność obli
czeniową algorytmu A dla rozważanego zadania optymalizacji dyskretnej w 
sensie analizy przypadku najgorszego. 

Ocena złożoności obliczeniowej algorytmu w sensie analizy przypadku naj
gorszego ma szereg zalet, poniżej przedstawione zostały najistotniejsze z nich. 

• Uzyskana ocena nosi charakter absolutnej gwarancji, a więc jest praw
dziwa dla wszystkich realizacji danych zadania. 

• Nie jest wymagana żadna dodatkowa wiedza o charakterze zadania i 
realizacji jego danych, na przykład rozkład prawdopodobieństwa reali
zacji danych zadania. 

• Miara ta wydaje się być najprostszą dla przeprowadzania dalszych ana
liz, jest ona niezależna od konkretnego modelu maszyny obliczeniowej, 
takiego jak maszyna Turinga lub RAM, patrz Aho, Hopcroft i Ullman 
[2], Garey i Johnson [48] oraz Nemhauser i Wolsey [110]. 
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Poza wieloma istotnymi zaletami powyższa ocena złożoności obliczeniowej 
algorytmu ma jedną kardynalną wadę. Mianowicie wartość f A ( n) uzyskana 
poprzez (3.3) może być wyznaczona przez realizację danych zadania Pi zbyt 
pesymistyczną w stosunku do przytłaczającej większości realizacji danych 
zadania. Oznacza to, że dla większości realizacji danych zadania algorytm 
może wymagać znacznie mniejszego nakładu obliczeń niż wynika to z oceny 
danej przez (3.3). W takiej sytuacji może być stosowana analiza przypadku 
średniego, zaprezentowana w rozdziale 4. 

Zamiast uzyskiwania dokładnej postaci funkcji f A ( n) wystarczy dla wię
kszości zastosowań rozważać jej asymptotyczne aproksymacje. 

Dla dowolnej funkcji f(n), n= 1, 2, ... , f(n) 2: O, będziemy oznaczać 

J(n) = O(g( n)) 

jeśli istnieją stale c' oraz n', c',n' > O, takie, że 

f (n) ::; c' · g(n) dla wszystkich n 2: n'. 

Dla dowolnej funkcji f(n), n= 1, 2, ... , J(n) 2: O, będziemy oznaczać 

f (n) = D(g(n)) 

jeśli istnieją stale c" oraz n", c",n" > O, takie, że 

c" • g(n) ::; J(n) dla wszystkich n 2: n". 

Dla dowolnej funkcji f(n), n= 1, 2, ... , f(n) 2: O, będziemy oznaczać 

f ( n) = 8(g(n)) 

jeśli 

f(n) = O(g(n)) oraz f(n) = D(g(n)). 

Zgodnie z powyższą notacją dla funkcji wielomianowej f(n) = :Z:::7=o a; •n\ 
ai > O, mamy 

Powyższy przykład pokazuje, że oceny 0(-), D(·) oraz 8(-) mają charak
ter asymptotycznej aproksymacji zachowania funkcji f(n). Przy n ---, oo 
pomijane są wszystkie potęgi mniejsze niż k oraz stałe mnożniki. 
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Algorytmy o gwarantowanej dokładności i złożoności obliczeniowej 

Pojęcie złożoności obliczeniowej w połączeniu z oszacowaniem dokładności 
działania algorytmów w sensie miar wprowadzonych w podrozdziale 2.1, 
patrz (2.1) oraz (2.3), pozwala wyodrębnić klasę algorytmów przybliżonych 
dla zadań optymalizacji dyskretnej posiadających gwarancje dotyczące za
równo dokładności ich działania jak również złożoności obliczeniowej. 

Definicja 4 Algorytm przybliżony A nazywamy wielomianowym schematem 
aproksymującym (polynomial time approximation scheme) jeżeli dla dowol
nego O < E < 1 uzyskuje on rozwiązanie przybliżone zadania takie, że speł

nione jest (2.3) oraz f A ( n) jest ograniczona przez funkcję wielomianową od 
n, fA(n) = O(nk), gdzie k 2 1 jest stałą. 

Definicja 5 Algorytm przybliżony A nazywamy w pełni wielomianowym sche
matem aproksymującym (Jully polynomial time approximation scheme) jeżeli 
dla dowolnego O < E < 1 uzyskuje on rozwiązanie przybliżone zadania takie, 
że spełnione jest {2.3) oraz fA(n) jest ograniczona przez funkcję wielomia
nową od n oraz 1/ (1 - E). 

3.3 Algorytmy wielomianowe i klasa P 

Funkcje wielomianowe rosną stosunkowo powoli wraz ze wzrostem n. W 
związku z tym szczególną uwagę poświęcono algorytmom o wielomianowej 
złożoności obliczeniowej i zadaniom optymalizacji dyskretnej, dla których 
one istnieją. 

Definicja 6 Algorytm A dla zadania optymalizacyjnego będziemy nazywać 
algorytmem o złożoności wielomianowej (polynomial time algorithm), jeśli 

JA(n) = O(nk) gdzie k,k 2 1, jest stałą 

dla wszystkich realizacji danych zadania {P1,P2, ... ,Pi, ... }. 

Definicja 7 Klasa zadań optymalizacji dyskretnej, dla których istnieją do
kładne algorytmy o złożoności wielomianowej, nazywana jest klasą P. 

Zadania z klasy P są uważane za stosunkowo proste do rozwiązywania z 
powodu niezbyt dużego oczekiwanego nakładu obliczeniowego. W związku 
z potrzebą efektywnego rozwiązywania zada11 optymalizacji dyskretnej zaga
dnieniem o zasadniczym znaczeniu jest zbadanie różnic pomiędzy zadaniami 
należącymi do klasy P oraz zadaniami, dla których nie jest znany żaden 
dokładny algorytm wielomianowy. 
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Definicja 8 Funkcję f(n), n= l, 2, ... , f(n) 2 O, będziemy nazywać funkcją 
wykładniczą, jeżeli istnieje stała a > l taka, że 

Definicja 9 Algorytm A dla zadania optymalizacyjnego będziemy nazywać 
algorytmem o złożoności wykładniczej (exponential time algorithm), jeśli 

fA(n) = O(an) oraz f A(n) = 0(/3n) gdzie a, /3 > l, są stałymi. 

Przykładem procesu obliczeniowego o złożoności obliczeniowej wykładni
czej jest przegląd wszystkich 2n wektorów binarnych o postaci [x 1, ... , xnl, 
gdzie Xi = O lub 1. Funkcja 2n rośnie bardzo szybko, nie istnieje taka stała 
k, że 

2n :S nk dla wszystkich n, 

a więc nie istnieje funkcja wielomianowa ograniczająca od góry wzrost funkcji 
wykładniczej. Aby zilustrować szybkość wzrostu funkcji wykładniczej rozwa
żmy następujący przykład. Jeśli każda z wykonywanych operacji trwa jedną 
mikrosekundę i wykonywane jest 2n operacji, to przy n = 60 czas obliczeń 
przekroczy 300 wieków (30.000 lat), podczas gdy dla funkcji n5 wyniesie 
on poniżej 15 minut. 

Większość znanych algorytmów ma złożoność obliczeniową wielomianową 
albo wykładniczą. Warto jednak mieć świadomość, że istnieją również: 

• funkcje rosnące szybciej niż funkcje wielomianowe ale wolniej niż wy
kładnicze, na przykład f ( n) = n 10g n oraz 

• funkcje rosnące szybciej niż funkcje wykładnicze, na przykład 

f(n) = nnn_ 

Zauważmy, że algorytm sympleks dla zadania programowania liniowego, 
patrz Klee i Minty[86] oraz podrozdział 2.5, ma w przypadku najgorszym 
wykładniczą złożoność obliczeniową, co nie umniejsza jego wysokiej przydat
ności praktycznej. Algorytm elipsoidalny zaproponowany w pracy Chacziana 
[20] ma wielomianową złożoność obliczeniową. Ten wynik pozwolił zakwalifi
kować zadanie programowania liniowego do klasy P . Natomiast przydatność 
praktyczna algorytmu Chacziana okazała się bardzo wątpliwa, gdyż został w 
nim zastosowany bardzo szczególny model obliczeniowy. 
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3.4 Algorytm niedeterministyczny i klasa NP 
Jak już wspomniano powyżej, funkcje wielomianowe rosną stosunkowo po
woli, szczczególnie w porównaniu do funkcji wykładniczych. Dlatego zagad
nieniem o szczególnym znaczeniu jest stwierdzenie, czy dla danego zada
nia optymalizacji dyskretnej może istnieć algorytm uzyskujący zawsze roz
wiązania optymalne i mający wielomianową złożoność obliczeniową. Fakt 
przynależności zadania do klasy P decyduje o względnej łatwości jego roz
wiązywania. Niestety, w odniesieniu do wielu ważnych zadań optymalizacji 
dyskretnej, takich na przykład jak programowanie całkowitoliczbowe, zadanie 
komiwojażera i wiele innych, nie są znane dokładne algorytmy wielomianowe. 
Celem zaprezentowanego poniżej modelu teoretycznego było przeanalizowa
nie możliwości istnienia dla takich zadań algorytmów wielomianowych. Cho
ciaż model ten nie rozstrzyga jednoznacznie faktu nieistnienia dla szczegól
nie trudnych zadań optymalizacji dyskretnej algorytmów wielomianowych, 
to jednak zasadniczym wnioskiem, jaki można wyciągnąć na jego podsta
wie, jest stwierdzenie, iż z bardzo wysokim stopniem wiarygodności istnieją 
zadania optymalizacji dyskretnej nie należące do "łatwiejszej" klasy P. 

Definicja 10 Problem rozstrzygalności (feasibility problem) dla zadania X 
stanowi para (D, V) gdzie V ~ D oraz elementy zbioru D są wektorami bi
narnymi. Zbiór D będziemy nazywać zbiorem realizacji rozwiązań dla zadania 
X, natomiast V będziemy nazywać zbiorem dopuszczalnych realizacji rozwią
zań dla zadania X. Dla danego d E D chcemy znać odpowiedź na pytanie, 
czy d E V. Dla każdego d E D odpowiedź brzmi tak lub nie. 

W odniesieniu do zadań optymalizacji dyskretnej odpowiedni problem 
rozstrzygalności jest definiowany w taki sposób, aby zbiór V zawierał jed
noznaczny opis zbioru rozwiązań dopuszczalnych rozważanego zadania opty
malizacji dyskretnej. Dla jednowymiarowego zadania załadunku (1.6) zbiór 
D składa się ze wszystkich możliwych 2n wektorów binarnych o postaci 
[x1 , ... ,xn] gdzie Xi= O lub 1, natomiast zbiór V zawiera wektory binarne 
spełniające I::~=l ai · xi :S b( n), a więc zbiór V zawiera zbiór rozwiązań do
puszczalnych dla realizacji danych zadania. 

Zbiory D oraz V mogą być konstruowane w taki sposób, aby dodatkowo 
zawierały zależności opisujące wartość kryterium optymalizacyjnego (funkcji 
celu) dla każdego rozwiązania dopuszczalnego realizacji danych zadania. Roz
ważania powyższe mogą być zilustrowane na przykładzie jednowymiarowego 
zadania załadunku (1.6). W konstrukcji zbioru V do opisu zbioru rozwiązań 
dopuszczalnych realizacji danych zadania dodajemy dodatkowe ograniczenie 
o postaci: 

zon(n) 2: w. 
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W tym przypadku dla każdej konkretnej wartości parametru w istnienie 
d E V oznacza, że istnieje rozwiązanie dopuszczalne jednowymiarowego za
dania załadunku (1.6) o wartości funkcji celu nie mniejszej niż w. Przyj
mując założenie o całkowitoliczbowości i nieujemności współczynników funk
cji celu zadania C;, rozwiązanie optymalne zadania załadunku może zostać 
wyznaczone po sprawdzeniu co najwyżej L~=l C; + 1 różnych wartości w, 
W= 0, 1, 2, · · ·, :2:;=l C;. 

Klasa P jest w tym ujęciu rozumiana jako klasa problemów rozstrzygal
ności rozwiązywalnych przez algorytmy o wielomianowej złożoności oblicze
niowej. 

Aby wprowadzić pojęcie algorytmu niedeterministycznego potrzebne jest 
wprowadzenie kilku dodatkowych pojęć. Jednym z nich jest świadectwo roz
strzygalności ( certificate of feasibility ). 

Definicja 11 Niech Qd oznacza wektor binarny, za pomocą którego dla każ
dego d E D , jeżeli d E V, uzyskiwana jest odpowiedź pozytywna. Qd nazy
wamy świadectwem rozstrzygalności dla ( D, V). 

Powstaje naturalne pytanie, jak praktycznie możemy zrealizować świa
dectwo rozstrzygalności Qd. W tym celu wyobraźmy sobie algorytm, który 
generuje dużą liczbę zapytań w celu ewentualnego odgadnięcia Qd. Ta idea 
prowadzi wprost do pojęcia algorytmu niedeterministycznego ( nondetermini
stic algorithm). Należy mieć na uwadze, że algorytmy tego typu są niekon
struktywne, to znaczy, że nie mogą być one zaimplementowane w praktyce 
obliczeniowej. Działanie algorytmu niedeterministycznego składa się z dwóch 
faz. Dane wejściowe dla algorytmu niedeterministycznego stanowi d E D. 

1. W pierwszej, zgadującej fazie (guessing stage) swojej pracy algorytm 
zgaduje (inaczej - korzysta z wyroczni) ciąg binarny Q, który jest prze
kazywany do drugiej, weryfikującej fazy ( checking stage) jego pracy. 

2. W fazie weryfikującej algorytm pracuje z parą (d, Q) i może stwierdzić, 
że d E V. Wymagane są dwie właściwości: 

• Jeżeli d E V, to istnieje świadectwo rozstrzygalności Qd takie, że 
kiedy para (d, Qd) zostanie przekazana do fazy weryfikującej, to 
algorytm da odpowiedź, że d EV. 

• W przypadku d tj:. V algorytm nie uzyskuje żadnego wyniku, jego 
działanie jest niezdefiniowane, może on nawet nie zakończyć pracy. 
Tak więc zakończenie pracy algorytmu oznacza, że d E V. 
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Złożoność obliczeniowa algorytmu niedeterministycznego jest mierzona 
tylko w fazie weryfikującej i tylko w przypadku istnienia świadectwa roz
strzygalności d E V. 

Definicja 12 Niedeterministyczny algorytm A ma wielomianową złożoność 
obliczeniową, jeżeli dla każdego d E V nakład wykonywanych przez niego 
obliczeń jest ograniczony przez funkcję będącą wielomianem od rozmiaru wek
tora binarnego reprezentującego d dla pewnego świadectwa rozstrzygalności 
Qd, gdzie Qd pozwala stwierdzić, że d EV. 

Sens powyższej definicji jest taki, że jeżeli d E V, to algorytm niede
terministyczny stwierdza to szybko, to znaczy w wielomianowym nakładzie 
obliczeń. Innymi słowami można powiedzieć, że istnieje w tym przypadku 
krótki dowód rozstrzygalności (short proof of f easibility). Poniżej zostanie 
zdefiniowana klasa zadań NP. Odgrywa ona zasadniczą rolę w teorii złożo
ności obliczeniowej. 

Definicja 13 Klasa problemów rozstrzygalności, gdzie dla każdego d E V 
istnieje wielomianowy, niedeterministyczny algorytm rozstrzygający fakt , że 
d E V, nazywana jest klasą NP. 

Skrót NP oznaczał pierwotnie niedeterministyczny wielomianowy (non
deterministic polynomial). Obecnie coraz więcej autorów odczytuje go jako 
niewielomianowy ( non polynomial). Zauważmy, że dla każdego d E V istnieje 
wektor binarny Qd, którego rozmiar l(Qd) jest wielomianem od rozmiaru 
d. Niech L = l(Qd) = O(lP(d)). Wynika z tego, że dla każdego konkret
nego d E D w fazie zgadującej wystarczy rozważenie wektorów binarnych 
o rozmiarach nie przekraczających L. Dlatego wystarczy rozważyć co naj
wyżej 2L+l wektorów, aby roztrzygnąć, że d E V. Wszystkie pozostałe ele
menty wielomianowego, niedeterministycznego algorytmu rozstrzygającego 
mają wielomianową złożoność obliczeniową od rozmiaru danych wejściowych. 
Oznacza to, że działanie wielomianowego niedeterministycznego algorytmu 
rozstrzygającego może być modelowane przez algorytm deterministyczny o 
co najwyżej wykładniczej złożoności obliczeniowej od rozmiaru danych wej
ściowych zadania. 

Dla każdego problemu rozstrzygalności X = (D, V) istnieje związany z 
nim problem rozstrzygalności X = (D, V), gdzie V = D\ V. X zwany jest 
dopełnieniem X. Istnieje również klasa zadań będąca dopełnieniem klasy 
NP, w skład której wchodzą zadania nie należące do klasy NP. 

Definicja 14 Klasa CoNP jest to klasa problemów rozstrzygalności X ta
kich, że ich dopełnienia należą do klasy NP, co można zapisać w poniższy 
sposób: 

CoNP={X:XENP}. 
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Zauważmy, że jeżeli problem rozstrzygalności X należy do klasy P, to 
również jego dopełnienie X należy do klasy P. Z drugiej strony dla dopełnie11 
wielu problemów rozstrzygalności, na przykład dla problemu rozstrzygalności 
związanego z zadaniem programowania binarnego, nie wiadomo, czy ich do
pełnienia należą do klasy NP. Poniższy rysunek 3.1 przedstawia wzajemne, 
możliwe relacje pomiędzy klasami P, NP oraz CoNP. 

NP CoNP 

Rysunek 3.1: Relacje pomiędzy klasami NP, CoNP oraz P 

Do klasy NP należy wiele ważnych zada11 optymalizacji dyskretnej, ta
kichjak zadania programowania mieszanego, całkowitoliczbowego i liniowego, 
w tym zadania załadunku, patrz podrozdział 1.2, zadania rozbicia zbioru, za
danie pakowania zasobników, patrz podrozdział 1.3, liczne zadania teorii gra
fów, na przykład zadanie komiwojażera, zadanie wyznaczenia najkrótszego 
drzewa rozpinającego w grafie ważonym, patrz podrozdział 1.4, wiele zada11 
harmonogramowania, patrz podrozdział 1.5. 

Dla wielu zada11 optymalizacji dyskretnej istnieją algorytmy wielomia
nowe, na przykład dla zada11 programowania liniowego oraz dla zadania wy
znaczenia najkrótszego drzewa rozpinającego w grafie ważonym. Należą one 
do klasy zada11 P. 

Dla wielu istotnych zadań optymalizacji dyskretnej, na przykład zada11 
programowania całkowitoliczbowego, komiwojażera oraz wielu zada11 teorii 
harmonogramowania nie są znane algorytmy wielomianowe. Co więcej, do
świadczenie wielu badaczy wskazuje, że ich istnienie jest bardzo problema
tyczne. Oznacza to, że w klasie NP mogą istnieć zadania nie należące do 
klasy P. 

Jest faktem oczywistym, że 

P ~ NP. 

Pytaniem o zasadniczym znaczeniu dla oceny złożoności obliczeniowej licz
nych ważnych zada11 optymalizacji jest pytanie, czy 

P=NP. (3.4) 
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Fakt ten jest wciąż nie rozstrzygnięty, ale powszechnie uważa się , że w klasie 
NP istnieją zadania nie należące do klasy P a więc, że 

P :f-NP. (3.5) 

Jeżeli prawdziwa jest relacja (3.5) to w klasie NP mogą istnieć klasy 
zadań trudniejszych niż klasa P, dla których nie istnieją algorytmy wielo
mianowe. Poniżej idea ta zostanie rozwinięta. 

Jeżeli mamy rozwiązać nowe zadanie optymalizacyjne, to dość powszech
nie stosowanym podejściem jest próba sprowadzenia rozważanego zadania 
do innego, znanego zadania i zastosowanie wykorzystywanych dla niego al
gorytmów do rozwiązania nowego zadania. Podobna idea jest stosowana 
do problemów rozstrzygalności z klasy NP. Załóżmy, że mamy dwa pro
blemy rozstrzygalności X 1 = (D1 , Vi) i X 2 = (D2 , ½) oraz, że istnieje funk
cja g : D1 -+ D2, taka, że dla każdego d E D1, g(d) E ½ wtedy i tylko 
wtedy, kiedy d E Vi- Jeżeli wartość g(d) dla wszystkich d E D 1 jest obli
czana w czasie ograniczonym przez wielomian od rozmiaru d, to wtedy X 1 

jest wielomianowa transformowalne do X 2 . Jeśli X 1 jest wielomianowa trans
formowalne do X2 oraz X2 jest rozstrzygalny w wielomianowym czasie, to 
X 1 jest również rozstrzygalny w wielomianowym czasie. Natomiast z faktu 
wielomianowej rozstrzygalności X 1 nie wynika wielomianowa rozstrzygalność 
X2. Będziemy mówić, że X 1 jest wielomianowa sprowadzalne do X2, jeśli 
dla rozstrzygnięcia X 1 istnieje algorytm wykorzystujący algorytm dla roz
strzygnięcia X2 jako procedurę. Algorytm ten działa w czasie wielomiano
wym zależnym od rozmiaru danych wejściowych. Wspomniana procedura 
rozstrzygająca jest wywoływana w jednostkowym koszcie nakładu obliczeń. 
Wielomianową sprowadzalność X 1 do X 2 będziemy oznaczać 

X1 ex X2. 

Pojęcia wielomianowej transformowalności i wielomianowej sprowadzalności 
są sobie bliskie. Wielomianowa transformowalność jest tożsama z wielomia
nową sprowadzalnością z jedorazowym wywołaniem wzmiankowanej proce
dury. Konsekwencje dla X 1 wielomianowa sprowadzalnego do X 2 są podobne 
jak powyżej opisane dla wielomianowej transformowalności. Mianowicie: 

• jeżeli X1 ex X2 oraz X2 E P, to wtedy również X1 E P. 

Poniżej przedstawimy definicję problemów istotnie trudniejszych od klasy 
P, przy założeniu prawdziwości (3.5). 

Definicja 15 Problem rozstrzygalności X E NP będziemy zazywać NP
zupełnym (NP-complete), jeżeli wszystkie problemy z klasy NP są wielo
mianowa sprowadzalne do problemu X. Klasę problemów NP-zupełnych 
będziemy oznaczać NPC. 
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Zauważmy, że: 

jeżeli X 1 ex: X2 oraz X 1 E NPC, to wtedy również X2 E NPC. 

Oznacza to, że każdy problem rozstrzygalności, do którego jest wielomianowa 
sprowadzalny problem NP-zupełny, jest również problemem NP-zupełnym. 

Przyjmując, że klasa NPC zawiera najtrudniejsze problemy z klasy NP 
powstaje pytanie o wzajemne relacje klas NPC oraz P. Zachodzi następująca 
relacja: 

P = NP wtedy i tylko wtedy, jeżeli istnieje X: XE NPC oraz XE P. 

Ogólnie, zakładając prawdziwość (3.5), realacje pomiędzy klasami NP, NPC 
oraz P są przedstawione na rysunku 3.2. 

Rysunek 3.2: Relacje pomiędzy klasami NP, NPC oraz P 

Zbiór problemów NP-zupełnych nie jest pusty. Pierwszy problem NP
zupełny przedstawił Cook w roku 1971 w pracy [26], następne Karp w roku 
1972 w pracy [79]. Książka Garey'a i Johnsona [48] jest bogatym kompen
dium wiedzy o problemach NP-zupełnych. Nowo poznane problemy NP
zupełne są na bieżąco prezentowane, na przykład w pracach D.S. Johnson 
[71], [72] oraz [7 4]. 

Jak już wspomniano na stronie 72, dla zadań optymalizacji dyskretnej 
istnieją odpowiadające im problemy rozstrzygalności. 

Definicja 16 Jeżeli problem rozstrzygalności odpowiadający zadaniu opty
malizacji dyskretnej jest NP-zupełny, to zadanie optymalizacyjne będziemy 
nazywać NP-trudnym (NP-hard). 
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Określenia .NP-zupełny oraz NP-trudny są często stosowane wymiennie 
w odniesieniu do zadań optymalizacji dyskretnej. Należy mieć na uwadze, iż 
użycie jednego z tych terminów oznacza, że problem rozstrzygalności odpo
wiadający zadaniu optymalizacj dyskretnej jest NP-zupełny. 

NP-trudnymi zadaniami optymalizacji dyskretnej są, między innymi, wy
mienione powyżej zadania programowania mieszanego, całkowitoliczbowego 
w tym zadania załadunku, zadania rozbicia zbioru, zadanie pakowania za
sobników, zadanie komiwojażera i wiele innych. 

Jak wspomniano w podrozdziale 3.2, dane zadań są zapisywane w postaci 
binarnej, patrz (3.1). Oznacza to, że dla zapisu liczby całkowitej a potrze
bujemy ciągu binarnego o długości llog2 aJ + l. Innym możliwym sposobem 
zapisu licz by całkowitej a jest kodowanie vnarne, a jest wtedy reprezentowana 
przez ciąg jedynek o długości lal+ 1 (to znaczy lai jedynek plus dodatkowy 
symbol O lub 1 na oznaczenie znaku liczby). 

Definicja 17 Algorytm wymagający wielomianowego nakładu obliczeniowego 
przy 2asto.sowaniv vnarnego kodowania danych zadania nazywamy algoryt
mem pseudowielomianowym (pseudopolynomial algorithm). Klasę zadań, dla 
których istnieją optymalne algorytmy pseudowielomianowe będziemy nazywać 
Pseudo-P. 

Zauważmy, że w pewnych przypadkach algorytm pseudowielomianowy 
może stać się algorytmem wielomianowym, w innych zaś wykładniczym. W 
poniższej definicji pojęcia algorytmu psudowielomianowego użyto do zdefi
niowania szczególnie trudnej podklasy problemów NP-zupełnych. 

Definicja 18 Problemy NP-zupełne, dla których istnienie dokładnych algo
rytmów pseudowielomianowych oznacza NP = P, będziemy nazywali silnie 
NP-zupełnymi (strongly NP-complete) i oznaczać Silnie NPC. Odpowiada
jące im zadania optymalizyjne będziemy nazywać silnie NP-trudnymi. 

Wzajemne relacje pomiędzy różnymi klasami złożoności problemów roz
strzygalności, a więc również i zadań optymalizacyjnych, są przedstawione 
na rysunku 3.3. 

Ścisłe, w sensie równości czy zawierania, relacje pomiędzy klasami .NP, 
NPC, CoNP, P, Silnie-NPC oraz Pseudo-Pnie są znane. Jeżeli zachodzi 
relacja (3.4), to wtedy 

NP = Jf PC = CoNP = Silnie-NPC = P = Pseudo-P. 

Prawdziwość jednej z dwóch wykluczających się relacji (3.5) lub (3.4) po
mimo ponad 25 lat wysiłków wielu badaczy jest wciąż otwartym problemem 
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NP 

Silnie NPC 

CoNP 

Rysunek 3.3: Relacje klas NP, NPC, CoNP, P, Silnie NPC i Pseudo-P 

poznawczym o kluczowym znaczeniu dla teorii złożoności obliczeniowej, opty
malizacji dyskretnej, badań operacyjnych, informatyki, matematyki i wielu 
pokrewnych dziedzin. 

Powszechnie oczekiwany jest dowód, że prawdziwa jest relacja (3.5). Praw
dziwość (3.5) oznacza, że istnieją zadania optymalizacji dyskretnej o zło
żoności obliczeniowej wyższej niż wielomianowa. Oczekiwanie to wynika z 
dotychczasowej wiedzy o zadaniach optymalizacji dyskretnej, na przykład o 
zadaniach komiwojażera lub programowania całkowitoliczbowego. 

Jeżeli prawdziwa jest relacja (3.5), to nie wyklucza ona możliwości efek
tywnego rozwiązywania oddzielnych przypadków NP-trudnych zada11 nawet 
o dużych rozmiarach. Natomiast z ewentualnej prawdziwości relacji (3.4) 
nie będzie automatycznie wynikała łatwość rozwiązywania wszystkich zada11 
optymalizacji dyskretnej w praktyce obliczeniowej. Z powyższych rozważa11 
wypłyv.ra wniosek, że prawdziwość jednej z relacji (3.5) lub (3.4) nie wyklucza 
istnienia pewnych przypadków szczególnych odbiegających od normy, którą 
wyznacza przynależność zadania do określonej klasy złożoności obliczeniowej. 

Uwagi powyższe w żaden sposób nie umniejszają olbrzymiej wartości po
znawczej klasyfikacji zadań optymalizacji dyskretnej, uzyskanej w oparciu 
o teorię złożoności obliczeniowej. Ponadto, zjawiska te mogą być dokładniej 
zrozumiane i wyjaśnione przy zastosowaniu analizy przypadku średniego roz
ważanej w następnych rozdziałach monografii. 
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3.5 Podsumowanie 

Celem tego rozdziału było przedstawienie podstawowych po jęć złożoności 
obliczniowej zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej zgodnie z podej
ściem przypadku najgorszego. Zostały formalnie zdefinowane między innymi 
takie pojęcia jak: 

• Rozmiar zadania optymalizacji dyskretnej. 

• Nakład obliczeń jako funkcja rozmiaru zadania. Dokonano rozróżnie
nia na algorytmy o "niskim" (wielomianowym) i "wysokim" ( wykła
dniczym) nakładzie obliczeń. 

• Złożoność obliczeniowa algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

• Klasa zadań P o wielomianowej złożoności obliczeniowej. 

• Klasa zadań NP zawierająca zadania optymalizacji dyskretnej o zło
żoności obliczeniowej wyższej niż wielomianowa, o ile prawdziwa jest 
relacja P -=j .NP. 

• W ramach klasy NP wyodrębniono podklasy zadań szczególnie trud
nych, takich jak zadania NP-trudne oraz silnie NP-trudne. 

Zamiarem autora było zdefiniowanie podstawowych pojęć złożoności obli
czeniowej zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej w sensie analizy przy
padku najgorszego. Teoria ta pozwala umownie podzielić zadania optymali
zacji dyskretnej na łatwe, trudne i bardzo trudne. W rzeczywistości analiza 
złożoności obliczeniowej może być rozszerzona na wiele dodatkowych klas zło
żoności obliczeniowej, na przykład w oparciu o pojęcie złożoności przestrzen
nej (space complexity), gdzie oprócz niezbędnego nakładu obliczeń analizo
wane jest wykorzystanie pamięci (rozmiaru zapisu danych) przez algorytmy. 

W rozdziałach 4, 5 oraz 6 zaprezentowano wyniki pokazujące, że pomimo 
przynależności zadań do klasy problemów NP-trudnych lub nawet silnie 
NP-trudnych, mogą dla nich istnieć: algorytmy asymptotycznie optymalne 
w sensie analizy przypadku średniego. 



Uwagi końcowe 

W monografii rozważono podejście przypadku średniego do analizy zadań 
oraz algorytmów optymalizacji dyskretnej. Celem monografii było wykaza
nie, na przykładzie binarnego wielowymiarowego zadania załadunku, zadania 
szeregowania prac z terminami zakończenia oraz wyników znanych z litera
tury, że podejście przypadku średniego jest bardzo użytecznym narzędziem 
analizy zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

W monografii dokonano przeglądu dziedziny optymalizacji dyskretnej z 
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadań, takich jak: pro
gramowanie całkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po
krycia, pakowania i rozbicia zbiorów, wybrane zadania teorii grafów oraz 
zadania harmonogramowania. 

Następnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki 
rozwi1łZywania zadań optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pełnego 
przeglądu, metoda podziału i oszacowań, programowanie dynamiczne, algo
rytmy zachłanne, metody programowania liniowego i inne. 

Zdefinowane zostały sposoby oceny dokładności pracy algorytmów opty
malizacji dyskretnej. Do oceny złożoności obliczeniowej zadań i algorytmów 
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologię przypadku najgorszego. 
Dokonano podziału zadań optymalizacji na umowne kategorie zadań łatwych 
(należących do klasy P), trudnych (należących do klasy zadań NP-trudnych) 
oraz szczególnie trudnych (zadań silnie NP-trudnych). Z pewnym upro
szczeniem można powiedzieć, że o łatwości rozwiązywania wybranych zadań 
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytmów dokładnych 
o wielomianowej złożoności obliczeniowej. 

Jako dopełnienie oraz poszerzenie możliwości poznawczych podejścia przy
padku najgorszego zaprezentowano podejście przypadku średniego. Zdefi
niowano niezbędne podstawy teoretyczne analizy przypadku średniego oraz 
dokonano prezentacji wybranych wyników znanych z literatury. 

Ogólne rozważania dotyczące zadań optymalizacji dyskretnej, metod ich 
rozwiązywania, podejścia analizy przypadku najgorszego i średniego do oceny 
zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej szczegółowo omówiono na przy-
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kładzie wielowymiarowego binarnego zadania załadunku , z odrębnym rozpa
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z 
terminami zakończenia. 

Dla rozważanych modeli losowych zadaf1, które uzyskano przyjmując zało
żenie, że współczynniki funkcji celu i lewych stron ogranicze11 są, realizacjami 
zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale (O, 1] , uzyskano 
szereg ciekawych wyników analizy przypadku średniego. Najważniejszym z 
nich było wykazanie, że wartości rozwiąza1\ optymalnych dla całych losowych 
klas zadań dążą do swoich wartości oczekiwanych - deterministycznych funk
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ogranicze11 m 
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania załadunku), oraz warto
ści prawych stron ograniczeń. Z przeprowadzonych rozważań wynika istotny 
wpływ wartości i wzajemnych uwarunkowań wektorów prawych stron ograni
czeń na asymptotyczny wzrost wartości rozwiązań optymalnych jako funkcji 
rozmiaru zadania n. 

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania załadunku można za
uważyć, że liczba ograniczeń m ma bardzo duży wpływ na asymptotyczny 
wzrost wartości rozwiązań optymalnych jako funkcji rozmiaru zadania n, 
szczególnie w przypadku funkcyjnej zależności wartości prawych stron ogra
niczeń od m oraz małych wartości prawych stron ograniczeó. bj(n), j = 
1, ... , m. Dla dużych wartości bj (n), j = l, ... , m, zależność od m ulega 
znacznemu osłabieniu, a przy bj( n) ~ n/2 praktycznie zanika. 

Powszechnie stosowaną w praktyce obliczeniowej metodą służącą do oceny 
algorytmów przybliżonych jest testowanie ich na zadaniach generowanych lo
sowo. Uzyskane wyniki są następnie poddawane analizie statystycznej. Ła

two jest zauważyć, że powszechnie stosowane generatory zadań losowych są 
praktycznie tożsame z rozważanymi w monografii losowymi modelami zada11. 
Wyniki analizy przypadku średniego są więc w wielu przypadkach potwier
dzeniem i teoretycznym uzasadnieniem wyników eksperymentalnych. 

Co więcej, w uzasadnionych przypadkach wyniki analizy przypadku śre
dniego mogą wyeliminować konieczność przeprowadzania eksperymentu obli
czeniowego testującego algorytmy dla zadań optymalizacji dyskretnej. W 
takim przypadku w oczywisty sposób jest oszczędzany czas badaczy oraz 
zmniejszane wykorzystanie zasobów komputerowych. 

W monografii wykazano, że bardzo proste algorytmy heurystyczne, o li
niowej złożoności obliczeniowej, nie mające nawet gwarancji uzyskania rozwią
zań dopuszczalnych zadań, są, asymptotycznie optymalne w średnim przy
padku. Wyniki tego typu są, w oczywisty sposób odmienne od wyników 
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowią ich wartościowe uzupełnie
nie. 

Pogląd, że analiza przypadku średniego może zastąpić analizę przypadku 
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najgorszego jest w odczuciu autora błędny. Zarówno analiza przypadku naj
gorszego, jak również analiza przypadku średniego mają swoją specyfikę oraz 
uzyskują wartościowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie się z wynikami ana
liz różnego rodzaju pozwala wyrobić sobie możliwie najbardziej obiektywny 
pogląd na różne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji 
dyskretnej. 

Należy również podkreślić, że wyniki analizy przypadku średniego są 
prawdziwe tylko dla rozważanych losowych klas zada11. Należy więc zacho
wać szczególną ostrożność przy próbach uogólniania uzyskanych wyników na 
inne klasy zadań, gdyż może to prowadzić do fałszywych i nieuzasadnionych 
wniosków. 

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana
lizy przypadku średniego dla szczególnie trudnych zada11 optymalizacji dys
kretnej. Dobrym przykładem jest zadanie programowania całkowitoliczbo
wego, patrz podrozdział 1.2 oraz wzór (1.2). W przypadku zadania programo
wania całkowitoliczbowego postać funkcji Lagrange'a oraz zadania dualnego 
nie sprzyja zastosowaniu technik i oszacowa11 wykorzystanych w podrozdzia
łach 5.2 oraz 6.2. 

Innym ważnym celem przyszłych prac badawczych wydaje się rozważe
nie bardziej realistycznych modeli zada11, co w szczególności może wyma
gać zastosowania złożonych rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych lo
sowych opisujących charakterystyki analizowanych zada11. Również w tym 
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wyników o podobnym 
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdziałach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo
nografii. 
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