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Wprowadzenie

Optymalizacja dyskretna stala sie samodzielng dziedzing badawczg od po-
lowy lat pietdziesigtych dwudziestego wieku. Powstata ona na styku zastoso-
wan praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarzgdzanie, technika
1 wiele innych oraz matematyki ze szczegdlnym uwzglednieniem kombinato-
ryki, teorii graféw i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo-
zna powiedziec, ze podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybdr
optymalnego wariantu ze skoficzonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty-
malnos¢ jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej
funkcji. Uzyskanie rozwigzania zadania optymalizacji dyskretne] umozliwia
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektéw dzialalnosci
ludzkiej. Przykladami kryteriéw optymializacyjnych nioze by¢ maksymaliza-
¢ja zyskéw, minimalizacja kosztéw lub strat 1 wiele innych.

Mozna powiedziet, ze w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych
pojawilo sie wiele waznych, zlozonych 1 trudnych do rozwigzania problemdéw
o powyzszym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni
sposéb bardzo przydatny okazal sie aparat i metodologia matematyki.

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostalo sformalizowane jako
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego cfektyw-
nego rozwigzania. Oznacza to konieczno$t opracowania algorytmoéw i wy-
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazalo sie, ze w przy-
padku wielu zadan optymalizacji dyskretnej oraz algorytmdéw opracowanych
do ich rozwigzywania pojawia si¢ zasadnicza trudnos$¢. Dla nawet niezbyt du-
zych przykladéw tych zadan obliczenia numeryczne wymagaja niemozliwego
do zaakceptowania naktadu obliczen, na przykiad iierzonego w stulcciach
pracy obecnych superkomputeréw. Co wiecej, nawet drastyczne zwickszenie
wydajnosci komputeréw nie jest w stanie zasaduniczo poprawié sytuacji. Dla
ustalenia uwagi, 100-krotne przy$pieszenie obliczen zmniejsza naktad obliczen
ze 100 lat do jednego roku, co weigz jest wielkodcig abstrakeyjng, niemozliwg
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuaci byl rozwaj
teoril 1 praktycznego zastosowania algorytméw przyblizonych, ktérych celem
Jjest wyznaczenie przyblizonego rozwiazania zadaiia o akceptowalnej jakosci,
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przy "niewielkim” nakladzie obliczen.

Praktyczna niemozliwos¢ uzyskania rozwiazah optymaluveh dla licznych
przykladéw zadan optymalizacji dyskretnej spowodowata koniccznosé anali-
zowania nakladu obliczen wymaganego przez algorytmy, dla zadan o okreslo-
nej wielkosci.

W efekcie powstala dziedzina badawcza zwana zlozonoécia obliczeniowa.
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadan 1 algorytmoéw optyma-
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakladun obliczen niezbednego do
uzyskania rozwigzania optymalnego jako funkcji rozimiaru, wiclkoécl zada-
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostaly umownie podzielone na latwe
1 trudne do rozwiazywania.

Nalezy zwrécic uwage na fakt, ze uzyskane w ten sposdb oceny noszy
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, ze sq one prawdziwe dla wszystkich
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwe analizy
przypadku najgorszego, gdyz oparta jest ouna na najbardziej niekorzystnym
zachowaniu sie zadan i algorytmow optymalizacji dyskretnej.

Praktyka rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej wykazala jednak
szybko, ze uzyskane w ten sposdb oceny sa bardzo czgsto nadinicrnie pe-
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejécie przypadku najgorszego
nie charakteryzuja w sposéb wiasciwy przecietnego, Sredniego zachowania sie
zadan 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Ta sytuacja spowodowala powstanie dziedziny nazywanej analiz:y przy-
padku éredniego lub inaczej analiza probabilistyczug zadan 1 algorytiméw
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku Sredniego wy-
maga zdefniowania losowego modclu rozwazanego zadania. Uzyskane w efek-
cie przeprowadzenia analizy przypadku Sredniego wyniki odnosza sie tylko do
rozwazanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast
ich olbrzymig zalety jest mozliwost uzyskania alternatywnych, w stosunku
do zlozonosci obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania sig
zadail 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Wazna 1 oryginalng wilasciwoscig analizy przypadku $redniego jest mozli-
wos¢ analizowania innych chiarakterystyk zadania niz zlozonosé obliczeniowa.
Dobrym przykiadem jest asymptotyczna ocena zachowania si¢ wartosci roz-
wigzania optymalnego jako funkcji pewnych parametréw zadania. Wyniki
tego typu znacznie poszerzaja wiedze na temat zadan optymalizacji dyskret-
nej i w efekcie umozliwiajg ich rozwigzywanie w znacznie bardziej efektywny
sposdb.

Zasadniczyin celem tej monografii jest wykazanie, na przyktadzie wybra-
nych, waznych zadan optymalizacji dyskretuej, Ze przy zastosowauiu prostego
aparatu rachunku prawdopodobicnistwa mozna uzyska¢ wartosciowe wyniki
analizy przypadku $redniego.
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W celu wilasciwego osadzenia uzyskanych wynikéw w teorii 1 praktyce
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdzialy monografii po$wiecone zostaly
prezentacji wybranych zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwigzy-
wania, ztozonoéci obliczeniowej oraz analizy przypadku Sredniego. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zamiarem autora byla pogladowa, a nic bardzo szcze-
golowa i wyczerpujaca prezentacja tych zagadnien. Szczegdlowy plan mono-
grafii jest nastepujacy.

W rozdziale 1 zaprezentowano dziedzing optymalizacji dyskretnej ze szcze-
golnym uwzglednieniem programowania catkowitoliczbowego i liniowego, za-
dan binarnych, zadan teorii grafow oraz zadan harmonogramowania.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione znane metody rozwigzywania zadan
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podzialu i oszacowan, progra-
mowanie dynamiczne, algorytmy zachlanne, metody lokalnej poprawy oraz
algorytiy programowania linowego.

W rozdziale 3 rozwazono podejécie przypadku najgorszego do oceny zlo-
zonoscl obliczeniowej zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej. Zdefinio-
wano niezbedne elementy oceny rozmiaru wielkoéci danych zadania i naktadu
obliczeni, wprowadzono klasy ztozonoéci obliczeniowe;j.

Podejécie przypadku Sredniego zastalo przedstawione w rozdziale 4. Szcze-
gblng uwage podwiecono aparatowi probablistycznemu niezbednemu w dal-
szej czedci monografii oraz prezentacji wybranych wynikéw analizy przy-
padku Sredniego znanych z literatury.

W rozdzialach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowyiniarowe zadanie zala-
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia. Na przykla-
dzie tych waznych zadan optymalizacji dyskretnej dokonatio doglebnej ana-
lizy zagadnief bedacych przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii,
takich jak metody rozwiazy wania, analiza zlozonosci obliczeniowej oraz ana-
liza przypadku sredniego. Przedstawione zostaly oryginalne wyniki opisujace
asymptotyczne zachowanie si¢ rozwigzan optymalnych jako funkeji parame-
trow zadan w przypadku srednim. Wykazano réwniez, ze proste algorytiny
przyblizone moga by¢ asymptotycznie optymalne w sensie aunalizy przypadku
érednicgo.

Zamiarem autora bylo uzywanie mozliwie najprostszej notacji mateina-
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystoSci wywodu. W monografii
stosowane sa powszechnie przyjete oznaczenia matematyczite. Dla przykladu:

e {a1,as,...,a,} oznacza zbiér n - elementowy.

e [11,T2,...,2,) oznacza wektor o m skladowych przyjimujacych wartodcd
liczbowe.
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e lim, ., f(z) lub lim,_,, g, 0znacza granice funkcji lub ciaggu liczhowego,
co jednoznacznie wynika z kontekstu.

e {X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykiad © < b,
gdzie x jest zmienng, b pewna stala.

e |a| oznacza warto$¢ bezwzgledng liczby a, natomiast |A} oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru A.

Kolejne oznaczenia sg definiowane w tekécie monografii w miare potrzeb.
W przypadku mozliwoéci wystapienia niejednoznacznosci w trakcie przepro-
wadzania wywoddéw, odpowiednie pojecia sg przytaczane na biezyco.

Oryginalna terminologia opisujgca pojecia i obiekty rozwazanc w mono-
grafii w przytlaczajacej wiekszosci pochodzi z jezyka angielskiego. W niono-
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, ktéra zdaniem autora, z jed-
nej strony wlasciwie oddaje sens oryginalu angielskiego, z drugiej za$ strony
jest dobrze osadzona w jezyku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojecia w na-
wiasach przytoczono jego angielski odpowiediik.

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora
tematyky analizy przypadku éredniego wybranych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Prace naukows nad tymi zagadnieniami autor prowadzil w Instytucie
Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakladzie Progra-
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji.

Pragne serdecznie podzigckowat wszystkim kolezankon i kolegom z 1BS
PAN za wieloletnia wspdlprace. Przez caly okres mojej pracy naukowej szcze-
gélne znaczenie miala dla mnie wspéipraca z doc. dr hab. Markiem Libura,
na ktérego pomoc i cenne rady mogten: zawsze liczyc.

Swojej rodzinie skladam wyrazy wdzigcznosci za cierpliwo$t, wyrozuinia-
loé¢ i wsparcie podczas catego okresu mojej pracy naukowej. Szczegdlnie
goraco pragne podzickowaé mojej Zonie i Mamie.



Rozdziat 3

Z1ozonoS¢ obliczeniowa

3.1 Wprowadzenie

Jak juz wspommniano wczeéniej, zagadnieniem o podstawowym znaczeniu dla
teorii 1 praktyki rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej jest ztozonosc
obliczeniowa algorytméw i zadan. Ujmujac problem intuicyjnie, jesli dla
wszystkich realizacji danych rozpatrywanego zadania istnieje algorytm da-
jacy zawsze rozwigzania optymalne, za$ naklad obliczen nie jest nadmierny,
to takie zadanie mozemy uwazac za stosunkowo latwe do rozwigzywania. Na-
tomiast jezeli algorytm (dokladny czy przyblizony) wymaga duzego nakladu
obliczen, to mozliwos¢ wykorzystania go w praktyce obliczeniowej jest bar-
dzo dyskusyjna. Dziedzina nazywana zloZonosciq obliczeniowq ma, miedzy
innymi, za zadanie:

o Okresli¢ "efektywnose” algorytméw (dokladnych i przyblizonych).

e Dokona¢ podziatu zadan optymalizacji dyskretnej na "latwiejsze” 1 "tru-
dniejsze” do rozwiazywania.

W ocenie ziozonosci obliczeniowej zadan 1 algorytmdéw mozna wyodrebnic
dwa zasadnicze podejscia: analizy przypadku najgorszego (worst case analy-
sis) oraz analizy przypadku $redniego (average case analysis). Podejscia te
réznig sie zasadniczo swoja filozofig 1 wykorzystywana metodologia.

Podejscie analizy przypadku najgorszego dla algorytmu polega na wyzna-
czeniu najbardziej niekorzystnego zestawu danych rozpatrywanego zadania.
Uzyskany w ten sposéb wynik charakteryzuje algorytm. Jedli dotyczy on
"najlepszego” spoérdd algorytméw dokiadnych dla rozwazanego zadania to
uzyskujemy w ten sposéb ocene zlozonoéci obliczeniowej zadania. Zaleta tego
podejécia jest jego uniwersalnodé i jednoznacznoét. Uzyskane w ten sposéb
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dziatafi na tych liczbach wymaga pewnego ustalonego kosztu jednostkowego.

W ogélnym przypadku bedziemy moéwic, ze rozmear realizacyi danych za-
dania, to znaczy wartoci wszystkich jego parametréw, jest tozsamy z ilo-
écia informacji niezbedna, do opisania wszystkich charakterystyk zadania. W
przypadku zadania programowania liniowego lub calkowitoliczbowego beda
to: liczba zmiennych, liczba ograniczen, wartodci wszystkich wspdiczynni-
kéw funkcji celu, lewych stron ograniczen oraz prawych stron ograniczen.
Nieznacznie ograniczajac 0gélnost rozwazan niozna przyjac zalozenie, ze re-
alizacja danych rozwazanego przykladu zadania moze by¢ reprezentowana
przez ponizszy wektor:

B1, By ..., By, gdzie (B, jest liczbg wymierng, 1 = 1,... 0.

Aby reprezentacje danych zadania przyblizy¢ zarédwno do teoretycznyclh
modeli obliczen jak réwniez do sposobu dziatania rzeczywistych komputeréw,
przyjmiemy zatozenie, ze wszystkie liczby caltkowite sa reprezentowane w za-
pisie binarnym. Oznacza to, ze liczba catkowita a moze zostal zapisana w
jednoznaczny sposéb w ponizszej postaci:

k
a= ;-2 gdzie o; =0 lub 1, dla wszystkichi =1,... k. (3.1)
1=0

Zauwazmy, ze k < logya < k + 1. Znak liczby moze by¢ reprezentowany
jako wielkoé¢ binarna, na przyklad oz, = 1 w przypadku liczby dodatuiej
oraz ar,; = 0 w przypadku liczby ujemnej. Aby zapisa¢ liczbe calkowity a
mozna wigc uzywat wektora binarnego [ag, ay, ..., oy axs;]. Niech ¢ bedzie
skoficzong liczbg wymierna, ¢ = a, b, gdzie a jest jej czgécia catkowity oraz
b jej czeScig utamkows. Liczba wymierna ¢ nmwoze by¢ reprezentowana jako
dwie liczby catkowite a oraz b.

Z powyzszych rozwazah wynika, ze kazdy wektor [3,,8,,...,0,] liczb
wymiernych moze zostac¢ zapisany jako wektor binarny

[61,52, .. .,6[}, gdZie 6i =0 lub 1, 1= 1,.. .,l. (32)

To oznacza, ze kazda realizacja danych zadania moze by¢ zapisana w jedno-
znaczny sposéb jako wektor binarny o postact (3.2).

Zadanie optymalizacyjne bedziemy teraz rozwazaé jako {p1,pa,....pi, ...}
- nieskoficzony zbiér réznych realizacji jego danych, gdzie kazde p; jest wekto-
rem binarnym p; = [61,6s,...,8,]. W przyjete] powyzej konwencji zapisanie
realizacji danych zadania p; wymaga wektora binarnego o rozmiarze l(p;) = {;.
Bedziemy moéwi¢, ze rozmiar realizacji danych zadania p; wynosi (;.









70 ROZDZIAL 3. ZLOZONOSC OBLICZENIOWA

Algorytmy o gwarantowanej dokladnoéci i zlozonoéci obliczeniowe]j

Pojecie zlozonoéci obliczeniowe] w polaczeniu z oszacowaniem dokladnosci
dzialania algorytmoéw w sensie miar wprowadzonych w podrozdziale 2.1,
patrz (2.1) oraz (2.3), pozwala wyodrebni¢ klase algorytméw przyblizonych
dla zadan optymalizacji dyskretnej posiadajacych gwarancje dotyczace za-
réwno dokladnoéci ich dzialania jak rowniez zlozonosci obliczeniowe;.

Definicja 4 Algorytm przyblizony A nazywamy wielomianowym schematem
aproksymujgeym (polynomial time approximation scheme) jezeli dla dowol-
nego 0 < € < 1 wzyskuje on rozwigzanie przyblizone zadania takie, e spel-
nione jest (2.8) oraz fa(n) jest ograniczona przez funkcje wielomianowq od
n, fa(n) = O(nk), gdzie k > 1 jest stalq.

Definicja 5 Algorytm przyblizony A nazywamy w petni wielomianowym sche-
matem aproksymujgcym (fully polynomial time approximation scheme) jezeli
dla dowolnego 0 < € < 1 uzyskuje on rozwigzanie przyblizone zadania takie,
ze spelnione jest (2.8) oraz fa(n) jest ograniczona przez funkecje wielomia-
nowg od n oraz 1/(1 — ¢).

3.3 Algorytmy wielomianowe i klasa P

Funkcje wielomianowe rosng stosunkowo powoli wraz ze wzrostem n. W
zwigzku z tym szczegdlng uwage podwiecono algorytimom o wielomianowej
ztozonodci obliczeniowej 1 zadaniom optymalizacji dyskretnej, dla ktérych
one istnieja.

Definicja 6 Algorytm A dla zadania optymalizacyjnego bedziemy nazywaé
algorytmem o zloronosci wielomianowej (polynomial time algorithm), jesli

fa(n) = O(n*) gdzie k,k > 1, jest stalq
dla wszystkich realizacji danych zadania {py,pa, ... ,Di,...}.

Definicja 7 Klasa zadah optymalizacji dyskretney, dla ktorych istniejq do-
Kladne algorytmy o zlozonosci wielomianowej, nazywana jest klasq P.

Zadania z klasy P sg uwazane za stosunkowo proste do rozwiazywania z
powodu niezbyt duzego oczekiwanego nakiadu obliczeniowego. W zwiazku
7z potrzebg efektywnego rozwiazywania zadan optymalizacji dyskretnej zaga-
dnieniem o zasadniczym znaczeniu jest zbadanie réznic pomiedzy zadaniami
nalezgcymi do klasy P oraz zadaniami, dla ktérych nie jest znany zaden
dokladny algorytm wielomianowy.
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Definicja 8 Funkcje f(n),n =1,2,..., f(n) > 0, bedziemy nazywaé funkciq
wyktadnicza, jezeli istnieje stata o > 1 taka, %e

f(n) = a"

Definicja 9 Algorytm A dla zadania optymalizacyjnego bedziemy nazywat
algorytmem o ztozonosci wyktadniczej (exponential time algorithm), jesli

fa(n) = Q(a™) oraz fa(n) = O(B") gdzie a, § > 1, sq stalymi.

Przykladem procesu obliczeniowego o zlozonosci obliczeniowej wykladni-
czej jest przeglad wszystkich 2™ wektoréw binarnych o postaci [z1,...,2,),
gdzie z; = 0 lub 1. Funkcja 2" roénie bardzo szybko, nie istnieje taka stala
k, ze

2™ < n* dla wszystkich n,

a wigc nie istnieje funkcja wielomianowa ograniczajaca od géry wzrost funkeji
wykladniczej. Aby zilustrowaé szybko§¢ wzrostu funkeji wykladniczej rozwa-
zmy nastepujacy przyktad. Jesli kazda z wykonywanych operacji trwa jedna
mikrosekunde i wykonywane jest 2" operacji, to przy n = 60 czas obliczeil
przekroczy 300 wiekéw (30.000 lat), podezas gdy dla funkcji n® wyniesie
on ponizej 15 minut.

Wiekszoét znanych algorytmoéw ma zlozono$¢ obliczeniows wielomianowa
albo wykladnicza. Warto jednak mie¢ §wiadomos¢, ze istniejg réwniez:

e funkcje rosnace szybciej niz funkcje wielomianowe ale wolniej niz wy-
kladnicze, na przyklad f(n) = n'°8™ oraz

e funkcje rosmgce szybciej niz funkcje wykladnicze, na przyklad

fn)=n"".

Zauwazmy, ze algorytm sympleks dla zadania programowania liniowego,
patrz Klee i Minty[86] oraz podrozdzial 2.5, ma w przypadku najgorszym
wykladniczg zlozonoéé obliczeniowa, co nie umniejsza jego wysokiej przydat-
nosci praktycznej. Algorytm elipsoidalny zaproponowany w pracy Chacziana
[20] ma wielomianows, zlozonoéé obliczeniows. Ten wynik pozwolit zakwalifi-
kowa¢ zadanie programowania liniowego do klasy P. Natomiast przydatnosc
praktyczna algorytmu Chacziana okazala sie bardzo watpliwa, gdyz zostal w
nim zastosowany bardzo szczegélny model obliczeniowy.
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3.4 Algorytm niedeterministyczny i klasa NP

Jak juz wspomniano powyzej, funkcje wielomianowe rosng stosunkowo po-
woli, szczezegdlnie w poréwnaniu do funkeji wykladniczych. Dlatego zagad-
nieniem o szczegdlnym znaczeniu jest stwierdzenie, czy dla danego zada-
nia optymalizacji dyskretnej moze istnie¢ algorytm uzyskujacy zawsze roz-
wigzania optymalne i majacy wielomianows ztozonoé¢ obliczeniows. Fakt
przynaleznoéci zadania do klasy P decyduje o wzgledne) tatwosci jego roz-
wigzywania. Niestety, w odniesieniu do wielu waznych zadan optymalizacji
dyskretnej, takich na przyklad jak programowanie catkowitoliczbowe, zadanie
komiwojazera i wiele innych, nie sa znane doktadne algorytmy wielomianowe.
Celem zaprezentowanego ponizej modelu teoretycznego bylo przeanalizowa-
nie mozliwoéci istnienia dla takich zadan algorytméw wielomianowych. Cho-
ciaz model ten nie rozstrzyga jednoznacznie faktu nieistnienia dla szczegol-
nie trudnych zadafn optymalizacji dyskretnej algorytméw wielomianowych,
to jednak zasadniczym wnioskiem, jaki mozna wyciagnaé¢ na jego podsta-
wie, jest stwierdzenie, iz z bardzo wysokim stopniem wiarygodnosci istniejg
zadania optymalizacji dyskretnej nie nalezace do "latwiejszej” klasy P.

Definicja 10 Problem rozstrzygalnosci (feasibility problem) dla zadania X
stanowi para (D, V) gdzie V. C D oraz elementy zbioru D sq wektorami bi-
narnymi. Zbior D bedziemy nazywal zbiorem realizacyt rozwigzaf dla zadania
X, natomiast V' bedziemy nazywat zbiorem dopuszczalnych realizacyi rozwiq-
zan dla zadenia X. Dla danego d € D chcemny znaté odpowiedz na pytanie,
czyd € V. Dla katdego d € D odpowied? brami tak lub nie.

W odniesieniu do zadah optymalizacji dyskretnej odpowiedni problem
rozstrzygalnoéci jest definiowany w taki sposéb, aby zbior V' zawieral jed-
noznaczny opis zbioru rozwiazan dopuszczalnych rozwazanego zadania opty-
malizacji dyskretnej. Dla jednowymiarowego zadania zaladunku (1.6) zbior
D sklada sie ze wszystkich mozliwych 2% wektoréw binarnych o postaci
[zy,...,2,) gdzie z; = 0 lub 1, natomiast zbiér V' zawiera wektory binarne
spelniajgce Y - a; - ; < b(n), a wigc zbiér V zawiera zbidr rozwigzan do-
puszezalnych dla realizacji danych zadania.

Zbiory D oraz V mogg by¢ konstruowane w taki sposéb, aby dodatkowo
zawieraly zaleznoéci opisujace wartos¢ kryterium optymalizacyjnego (funkeji
celu) dla kazdego rozwiagzania dopuszczalnego realizacji danych zadania. Roz-
wazania powyzsze moga by¢ zilustrowane na przykladzie jednowymiarowego
zadania zaladunku (1.6). W konstrukeji zbioru V' do opisu zbioru rozwiazan
dopuszczalnych realizacji danych zadania dodajemy dodatkowe ograniczenie
o postaci:

zopr(n) > w.
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W tym przypadku dla kazdej konkretnej warto$ci parametru w istnienie
d € V oznacza, ze istnieje rozwiazanie dopuszczalne jednowymiarowego za-
dania zaladunku (1.6) o wartoéci funkcji celu nie mmiejszej niz w. Przyj-
mujac zalozenie o calkowitoliczbowosci i nieujemnosci wspélezynnikéw funk-
cji celu zadania ¢;, rozwigzanie optymalne zadania zaladunku moze zostaé
wyznaczone po sprawdzeniu co najwyzej y ., ¢; + 1 réznych wartosci w,
w=0,1,2,-+,) " ¢.

Klasa P jest w tym ujeciu rozumiana jako klasa probleméw rozstrzygal-
noéci rozwiazywalnych przez algorytmy o wielomianowej zlozonosci oblicze-
niowej.

Aby wprowadzi¢ pojecie algorytmu niedeterministycznego potrzebne jest
wprowadzenie kilku dodatkowych poje¢. Jednym z nich jest swiadectwo roz-
strzygalnosci (certificate of feasibility).

Definicja 11 Niech Qg oznacza wektor binarny, za pomocq ktdrego dla kaz-
degod € D | jezeli d € V, uzyskiwana jest odpowieds pozytywna. g nazy-
wamny Swiadectwem rozstrzygalnosci dla (D, V).

Powstaje naturalne pytanie, jak praktycznie mozemy zrealizowal Swia-
dectwo rozstrzygalnoei @q. W tym celu wyobrazmy sobie algorytm, ktéry
generuje duzg liczbe zapytan w celu ewentualnego odgadniecia ;. Ta idea
prowadzi wprost do pojecia algorytmu niedeterministycznego (nondetermini-
stic algorithm). Nalezy mie¢ na uwadze, ze algorytmy tego typu sa niekon-
struktywne, to znaczy, Zze nie moga by¢ one zaimplementowane w praktyce
obliczeniowej. Dzialanie algorytmu niedeterministycznego sklada sig z dwéch
faz. Dane wejéciowe dla algorytmu niedeterministycznego stanowi d € D.

1. W pierwszej, zgadujgcej fazie (gquessing stage) swojej pracy algorytim
zgaduje (inaczej - korzysta z wyroczni) cigg binarny @), ktéry jest prze-
kazywany do drugiej, weryfikujgcej fazy (checking stage) jego pracy.

2. W fazie weryfikujacej algorytm pracuje z parg (d, Q) i moze stwierdzic,
ze d € V. Wymagane s dwie wlaSciwosci:

o Jezeli d € V| to istnieje Swiadectwo rozstrzygalnodci @)y takie, ze
kiedy para (d,()y) zostanie przekazana do fazy weryfikujacej, to
algorytm da odpowiedz, ze d € V.

o W przypadku d ¢ V" algorytm nie uzyskuje zadnego wyniku, jego
dzialanie jest niezdefiniowane, moze on nawet nie zakonczyé pracy.
Tak wiec zakoficzenie pracy algorytmu oznacza, ze d € V.
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Zauwazmy, ze jezeli problem rozstrzygalnoéci X nalezy do klasy P, to
réwniez jego dopelnienie X nalezy do klasy P. Z drugiej strony dla dopelnien
wielu probleméw rozstrzygalnoéci, na przykiad dla problemu rozstrzygalnosci
zwigzanego z zadaniem programowania binarnego, nie wiadomo, czy ich do-
pelnienia naleza do klasy AN'P. Ponizszy rysunek 3.1 przedstawia wzajemne,
mozliwe relacje pomiedzy klasami P, NP oraz CoNP.

Rysunek 3.1: Relacje pomiedzy klasami NP, CoN'P oraz P

Do klasy NP nalezy wiele waznych zadan optymalizacji dyskretnej, ta-
kich jak zadania programowania mieszanego, calkowitoliczbowego i liniowego,
w tym zadania zaladunku, patrz podrozdzial 1.2, zadania rozbicia zbioru, za-
danie pakowania zasobnikéw, patrz podrozdzial 1.3, liczne zadania teorii gra-
fow, na przykiad zadanie komiwojazera, zadanie wyznaczenia najkrotszego
drzewa rogpinajacego w grafie wazonym, patrz podrozdziat 1.4, wiele zadan
harmonogramowania, patrz podrozdziat 1.5.

Dla wielu zadan optymalizacji dyskretnej istniejs algorytniy wielomia-
nowe, na przyklad dla zadan programowania liniowego oraz dla zadania wy-
znaczenia najkrétszego drzewa rozpinajacego w grafie wazonym. Nalezg one
do klasy zadan P.

Dla wielu istotnych zadan optymalizacji dyskretnej, na przyklad zadan
programowania calkowitoliczbowego, komiwojazera oraz wielu zadan teorii
harmonogramowania nie sg znane algorytmy wielomianowe. Co wiecej, do-
swiadczenie wielu badaczy wskazuje, ze ich istnienie jest bardzo problema-
tyczne. Oznacza to, ze w klasie NP mogg istnieé¢ zadania nie nalezace do
klasy P.

Jest faktem oczywistym, ze

P CNP.

Pytaniem o zasadniczym znaczeniu dla oceny zlozonosci obliczeniowej licz-
nych waznych zadan optymalizacji jest pytanie, czy

P =NP. (3.4)


















Uwagi koncowe

W monografii rozwazono podejécie przypadku éredniego do analizy zadan
oraz algorytméw optymalizacji dyskretnej. Celem monografii bylo wykaza-
nie, na przykladzie binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku, zadania
szeregowania prac z terminami zakonczenia oraz wynikéw znanych z litera-
tury, ze podejécie przypadku éredniego jest bardzo uzytecznym narzedziem
analizy zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej.

W monografii dokonano przegladu dziedziny optymalizacji dyskretnej z
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadan, takich jak: pro-
gramowanie catkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po-
krycia, pakowania i rozbicia zbioréw, wybrane zadania teorii graféw oraz
zadania harmonogramowania.

Nastepnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki
rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pelnego
przegladu, metoda podzialu i oszacowarni, programowanie dynamiczne, algo-
rytmy zachlanne, metody programowania liniowego 1 inne.

Zdefinowane zostaly sposoby oceny dokladnoéci pracy algorytmoéw opty-
malizacji dyskretnej. Do oceny zlozonosci obliczeniowej zadan i algorytmow
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologie przypadku najgorszego.
Dokonano podzialu zadan optymalizacji na umowne kategorie zadan latwych
(nalezacych do klasy P), trudnych (nalezacych do klasy zadan A/P-trudnych)
oraz szczegélnie trudnych (zadan silnie A/P-trudnych). Z pewnym upro-
szczeniem mozna powiedzieé, ze o latwosci rozwigzywania wybranych zadah
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytméw dokladnych
o wielomianowej zlozonoéci obliczeniowe;j.

Jako dopelnienie oraz poszerzenie mozliwosci poznawczych podejscia przy-
padku najgorszego zaprezentowano podej$cie przypadku éredniego. Zdefi-
niowano niezbedne podstawy teoretyczne analizy przypadku éredniego oraz
dokonano prezentacji wybranych wynikéw znanych z literatury.

Ogdlne rozwazania dotyczace zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich
rozwiazywania, podejécia analizy przypadku najgorszego i éredniego do oceny
zada i algorytméw optymalizacji dyskretne) szczegdlowo oméwiono na przy-
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kladzie wielowymiarowego binarnego zadania zatadunku, z odrebnym rozpa-
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z
terminami zakoficzenia.

Dla rozwazanych modeli losowych zadan, ktére uzy ano przyjmujac zato-
zenie, ze wspélczynniki funkcji celu i lewych stron ograniczen sa realizacjami
zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym w przedziale (0, 1], uzyskano
szereg ciekawych wynikéw analizy przypadku éredniego. Najwazniejszym z
nich byto wykazanie, ze wartosci rozwiazan optymalnych dla catych losowych
klas zadaf dgzg do swoich wartosci oczekiwanych - deterministycznych funk-
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ograniczen m
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku), oraz warto-
sci prawych stron ograniczen. Z przeprowadzonych rozwazan wynika istotny
wplyw wartoécii wz: mnych uwarunkowan wektoréw prawych stron ograni-
czen na asympt /czny wzrost wartoSci rozwigzan optymalnych jako funkceji
rozmiaru zadania n.

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zaladunku mozna za-
uwazyt, ze liczba ograniczen m ma bardzo duzy wplyw na asymptotyczny
wzrost wartoéci rozwigz  optymalnych jako funkeji rozimiaru zadania n,
szczegdlnie w przypadku funkeyjnej zaleznosci wartoéei prawych stron ogra-
niczen od m oraz malych wartosci prawych stron ograniczen b;(n), j =
1,...,m. Dla duzych wartosci b;(n), 7 = 1....,m, zalezno$¢ od m ulega
znacznemu ostabieniu, a przy b;(n) ~ n /2 pr: tycznie zanika.

Powszechnie stosowana w pr  tyce obliczeniowej metoda  1zaca do oceny
algorytmoéw przyblizonych jest testows ei na zadaniach generowanych lo-
sowo. Uzyskane wyniki sa nastepnie poddawane analizie statystycznej. La-
two jest zauwazy¢, Zze powszechnie stosowane generatory zadan losowych sg
praktycznie tozsame z rozwazanymi w mv - ografii losowymi modelami zadaf.
Wyniki analizy przypadku redniego sa wiec w v :lu przypadkach potwier-

eniem 1 teoretycznym uzasad) niem wynikéw eksperymentalnych.

Co wiecej, w uzasadnionych przypadka wyniki analizy przypas u ére-
dniego moga wyeliminowa¢ koniecznoé¢ przeprowadzania eksperymentu obli-
czeniowego ujacego algorytmy dla zadan optymalizacji dyskretnej. W
takim przy W w oczywisty sposdb jest oszczedzany czas badaczy oraz
zmniejszane wykorzystanie zasobéw kompr rowych.

W monografii wykazano, ze bardzo proste algorytiny heurystyczne, o li-
niowej zlozonosei obliczeniowej, nie majace nawet gwarancji uzyskania rozwia~
zan dopuszczalnych zadan, sa asymptotycznie optymalne w srednim przy-
pa wm. Wyniki tego typu sa w oczywisty sposéb odmienne od wynikdw
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowig ich warto$ciowe uzupelnie-
nie.

Poglad, ze analiza przypac u ére iego moze zastapi¢ analize przypadku
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najgorszego jest w odczuciu autora bledny. Zaréwno analiza przypadku naj-
gorszego, jak réwniez analiza przypadku $redniego maja swoja specyfike oraz
uzyskuja wartosciowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie sie z wynikami ana-
liz réznego rodzaju pozwala wyrobié sobie mozliwie najbardziej obiektywny
poglad na rézne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji
dyskretne;j.

Nalezy réwniez podkre§li¢c, ze wyniki analizy przypadku $éredniego sg
prawdziwe tylko dla rozwazanych losowych klas zadan. Nalezy wiec zacho-
wat szczegdlng ostroznosé przy prébach uogdlniania uzyskanych wynikéw na
inne klasy zadan, gdyz moze to prowadzié do falszywych i nieuzasadnionych
wnioskéw.

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana-
lizy przypadku éredniego dla szczegdlnie trudnych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Dobrym przykladem jest zadanie programowania catkowitoliczbo-
wego, patrz podrozdzial 1.2 oraz wzdr (1.2). W przypadku zadania programo-
wania catkowitoliczbowego postac funkcji Lagrange’a oraz zadania dualuego
nie sprzyja zastosowaniu technik 1 oszacowah wykorzystanych w podrozdzia-
tach 5.2 oraz 6.2.

Inniym waznym celem przyszlych prac badawczych wydaje sie rozwaze-
nie bardziej realistycznych modeli zadan, co w szczegdlnosci moze wyma-
gal zastosowania zlozonych rozkladéw prawdopodobiehstwa zmiennych lo-
sowych opisujacych charakterystyki analizowanych zadan. Réwniez w tym
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wynikéw o podobnym
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdzialach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo-
nografii.
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