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JEDNOWYMIAROWY MATEMATYCZNY 
MODEL ALOKACJI KAPITAŁU 

Leszek Pęksyk 
Zaoczne Studium Doktoranckie IBS PAN 

W roku 1990 firma Wiley&Sons wydała książkę Ralph Vince'a 
„Portfolio Management Formulas", w której autor podał matematyczny 
model alokacji kapitału. W latach 1992 i 1995 ukazały się dwie kolejne 
książki tego autora na ten sam temat. 

Do powyższego modelu nawiązuje L. Zaremba (,,Matematyczny 
model alokacji kapitału w długookresowym horyzoncie" - preprint). W 
swojej pracy podaje wyraźnie inny (bardziej precyzyjny) niż oryginał model 
alokacji. Wspomniane prace opisywały różne przypadki, które mogły 
zachodzić z tym samym prawdopodobieństwem, tzn. prawdopodobieństwo 
zysku oraz straty były takie same i wynosiły ½. Niniejsza praca opisuje 
sytuację bardziej ogólną, tzn. nie zakłada się równości prawdopodobieństw 
uzyskania zysku czy straty. 

Inwestujemy pieniądze (w ilości S PLN) na rynku ryzykownych 
papierów wartościowych, takich jak: kontrakty futures, akcje o dużym 
ryzyku, opcje, przeznaczając za każdym razem stały ułamek f posiadanych 
w danej chwili środków pieniężnych. 

Założenie I. Za każdy jeden okres (dzień, tydzień, miesiąc itp.) uzyskujemy 
z każdej złotówki albo A złotych albo tracimy B złotych. 

Oznacza to, że po każdym jednym okresie posiadana kwota S albo 
wzrośnie do S + S JA = S (1 + JA) albo zmaleje do S - S jB = S (1 -JB). 

Założenie 2. Zysk A pojawia się z prawdopodobieństwem p(O<p<l), strata 
B pojawia się z prawdopodobieństwem q(q = 1-p). 

W niniejszej pracy będziemy rozważać sytuację w n kolejnych 
okresach. Oznacza to, że mamy dokładnie 2n ciągów długości n wyników 
typu A bądź B. Oczywiście rozne c1ąg1 mogą m1ec rozne 
prawdopodobieństwa ich uzyskania. Przez i-ty scenariusz będziemy 

rozumieć sytuację, w której wystąpi dokładnie i wyników typu A i n - i 
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wyników typu B. Prawdopodobieństwo wystąpienia i-tego scenanusza 
wynosi 

(n) i n-i p;= i pq . (1) 

W przypadku wystąpienia scenariusza typu i ( i zysków A oraz n -i 
strat B) kwota S wzrośnie (zmaleje) do 

M; = S(1 + JAY(I- JBY. (2) 

Założenie 3. Zakładamy, że scenariusze występują tak często, jak wynika to 
z ich prawdopodobieństw p;. 

Znając te prawdopodobieństwa możemy obliczyć oczekiwane 
bogactwo końcowe ( expected finał wealth = EFW) po n · 2n okresach (n · 2n = 
horyzont inwestycyjny: 

EFW, (f) = sfl [(1 + JAY (I- JBr-i r)p'q•-i 2" (3) 
i=O 

Dla inwestorów długoterminowych będziemy maksymalizować 
średnie geometryczne tempo wzrostu kapitału S = 1 przez n okresów w 

czasie n · 2n okresów tzn. 2✓ EFw; (f) , tzn. terminal wealth relative- TWR 
(Ralph Vince) 

TWR(f) = 2✓ EFw; (f) = n [o + JAY (1- JBr-i r )pt q"-; = 
i=O 

= t'I [o+ JAY o - JBr-i tj 
(4) 

i=O 

Dla inwestorów o średnim horyzoncie indeksem do maksymalizacji 
może być: 

GeoMean(f) = ✓TWR(f) (5) 

czyli średnie geometryczne tempo zwrotu na kapitale za jeden okres (tzn. 
dzień, tydzień, etc.). 
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n 

Lemat 1. "f.i(npiqn-i = np 
i=O 

Dowód: 

~ .. ~ ni .. 
L,.)G)p'qn-1 = L.) ·i ~. ,p'qn-1 = 
i=O i=O 1.(n 1). 

Ln . n, i n-i I:n . (n-1)! i-1 n-i - 1---pq =nn l---p q -·,c - .), 'I:' ·,< - .), i=l l. n l . i=I l. n l . 

n (n - 1) I n- I (n - 1) I 
=npI:C-1)1( ~ '),l-lqn-i =np I: 'I( - ·-·l)llqn-i-1 = 

i=I l . n l . i=O l. n l . 

n-I 
=npL(7-1)pi-lqn-i-1 =np(p+qy-1 =np 

i=O 

n 

Lemat 2. 

Dowód: 

L(n-i)G)iqn-i =nq 
i=O 

n n 

L(n-i)G)piqn-i =I:(n-i)(:_;)iqn-i = 
i=O i=O 

O n 

= LkG)pn-kqk =I:kG)pn-kqk =nq 
k=n k=O 

Twierdzenie 1. Dla dowolnego n naturalnego: 

(i) TWR(f) = (1 + f AYP (1- JBYq 

(ii) GeoMean(f) = (1 + JA)P (l - JBt . 

Dowód: 

(i) 
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TWR(J) = fi [(1 + JA)i (1- JBY-i ]Pt = 
i=O 

i=O 

i=O 

~·(") I n-I ~( ·x•) I n-i L.J I P ą L..., n-, ; P q 

= (1 + JA)'"" . (1- JB)i=O = 
= (1 + J AYP (l - JBYq 

(ii) 

GeoMean(J) = '4TWR = V(l + JAYP(I- JBrq = 

=(1+ JAY(l- JBt 

Twierdzenie 2. Wartość / maksymalizująca EFWs(f), TWR(f) oraz 
Geo.Mean(f) dana jest wzorem: 

(6) 

Dowód: 
Łatwo zauważyć, że liczba maksymalizująca każdą z funkcji jest ta sama. 
Wystarczy więc znaleźć ją dla TWR(f). 

NiechF= TWR 

F (J) = (l + J AY p (1 - JBYq 

F' (J) = npA(l + JAyp-l (l - JBYq - nqB(l + JAY p (1- JBrq-l = 
= n(l + JAyp-!(1- JBrq-l[pA(l- JB)- qB(l + JA)]= o 

Stąd 

pA(l - JB) - qB(l + f A) = O 

pA - pJAB - qB - qfAB = O 

-pfAB-qfAB= qB-pA 

J(-pAB-qAB) =qB- pA 
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/= qB-pA 
-pAB-qAB 

/= pA-qB 
AB(p+q) 

/= pA-qB 
AB 

f=P_:l_ 
B A 

F' (/) > O dla f < p - :]_ 
łtw . . . BA 
a o zauwazyc, ze 

F' (/) < O dla f > p - :l 
B A 

Stąd /* = /* (A,B) = p - :l spełnia tezę twierdzenia. 
B A 

Twierdzenie 3. Maksymalne wielkości dla TWR(f), EFWs(/} oraz 
Geo.Mean(f) dane są wzorami: 

(i) TWR(f ') = [ ( p( I + ~) )'( { I + ~) n (7) 

(ii) EFW,(f') = s[ (p(l+ 1)J( ą(1+ ~)Jr• (8) 

(iii) GeoMean(f') ~ ( p(l + ~) J( q( I+ ~) J (9) 

Dowód: 

Wystarczy we wzorach (3), (4), (5) przyjąć / = p - :l. 
B A 
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Twierdzenie 4. Niech f • = f • ( A, B) = p - !1. . 
B A 

Wówczas f*(a4,aB) = _!_ f*(A,B) 
a 

Dowód: 

f*(a4,aB) = :s-: = ! (; + !) = ! f*(A,B) 

Wniosek I. Dla p = q = _!_ otrzymujemy: 
2 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

Dowód: 
(v) 

f*(A,B) = ½[~ -~] 
IWRU')=[ ~ (1+1}+~) J 
EFW,(J')=S[ ~ (1+1}+~) r• 
GeoMean(f*) = ~ (1+ i)(1+ ~) 
f* (a4,/JB) = _!_ f' (A,B) + _!_ f*(a,p) 

/J A 

f*(a4 /JB)=_!_[_l __ l ]=_!_[_l __ l +-1 __ l ]= 
' 2 f]B a4 2 f]B /JA PA a4 

11[1 1] 11[1 l] 1. 1. =-- --- +-- --- =-f (A B)+-f (a /J) 2/J B A 2A /J a /J ' A ' 

Wniosek 2. Dla p = q = _!_ otrzymujemy: 
2 

(i) Geo.Mean{f) > I 
(ii) TWE(/) > I 
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(iii) FWs(/) > S 

Dowód: 
Wystarczy udowodnić (i). 

,-------

GeoMean(f*) = ½ (1 + ~)(1 + ~) = ½ 

= 1 2+A2+B2 >_!_✓2+2=_!_2=1 
2 AB 2 2 

B A AB 1+-+-+­
A B BA 

Nierówność wynika z faktu, że dla A, B > O A2 + B2 > 2AB. 

Przykład J. Dla p = q = _!_ i A = 2, B = 1 (przypadek rozważany przez 
2 

Ralpha Vince'a) otrzymujemy: 

/*(21) =I.(!_!)=_!_. 
' 2 1 2 4 

Przykład 2. p = 0,55; q = 0,45 

a) A = 0,50; B = 0,40 wówczas /* = 38 
80 

b) A = 0,50; B = 0,45 wówczas /* = 29. 
90 

Oznacza to, że im bardziej korzystny rynek (większa różnica A - B) 
tym większą część naszych pieniędzy warto inwestować w ryzykowne 
papiery wartościowe na tym rynku. 
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