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JEDNOWYMIAROWY MATEMATYCZNY
MODEL ALOKACJI KAPITALU

Leszek Peksyk
Zaoczne Studium Doktoranckie IBS PAN

W roku 1990 firma Wiley&Sons wydala ksigzk¢ Ralph Vince’a
,Portfolio Management Formulas”, w ktérej autor podal matematyczny
model alokacji kapitalu. W latach 1992 1 1995 ukazaly si¢ dwie kolejne
ksiazki tego autora na ten sam temat.

Do powyzszego modelu nawigzuje L. Zaremba (,Matematyczny
model alokacji kapitalu w dlugookresowym horyzoncie” — preprint). W
swojej pracy podaje wyraznie inny (bardziej precyzyjny) niz oryginal model
alokacji. Wspomniane prace opisywaly r1o6zne przypadki, ktére mogly
zachodzi¢ z tym samym prawdopodobienstwem, tzn. prawdopodobienstwo
zysku oraz straty byly takie same i wynosily 2. Niniejsza praca opisuje
sytuacj¢ bardziej ogolna, tzn. nie zaklada si¢ rownosci prawdopodobienstw
uzyskania zysku czy straty.

Inwestujemy pienigdze (w ilosci S PLN) na rynku ryzykownych
papierow wartosciowych, takich jak: kontrakty futures, akcje o duzym
ryzyku, opcje, przeznaczajac za kazdym razem staly ulamek f posiadanych
w danej chwili srodkow pienigznych.

Zalogenie 1. Za kazdy jeden okres (dzien, tydzien, miesigc itp.) uzyskujemy
z kazdej zlotowki albo A zlotych albo tracimy B zlotych.

Oznacza to, ze po kazdym jednym okresie posiadana kwota S albo
wzrosnie do S + S f4 = S (1 + fA4) albo zmaleje do S-S/B =S (1 - fB).

Zalozenie 2. Zysk A pojawia si¢ z prawdopodobienstwem p(0<p<l), strata
B pojawia si¢ z prawdopodobienstwem g(q = 1 — p).

W niniejszej pracy begdziemy rozwaza¢ sytuacj¢ w n kolejnych
okresach. Oznacza to, ze¢ mamy dokladnie 2" ciagow dlugosci n wynikow
typu A badz B. Oczywiscie rézne ciagi moga mieC r10Zne
prawdopodobienistwa ich uzyskania. Przez i-ty scenariusz bgdziemy
rozumie¢ sytuacj¢, w ktérej wystapi dokladnie i wynikéw typu A i n — 7
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wynikéw typu B. Prawdopodobienstwo wystapienia i-tego scenariusza
Wynosi

i _n—i

pi=Q0)r'q (M

W przypadku wystapienia scenariusza typu i (i zyskéw A oraz n —i
strat B) kwota S wzrosnie (zmaleje) do

M, =5Q+f4y (- fB) . @

Zalozenie 3. Zakladamy, ze scenariusze wystgpuja tak czgsto, jak wynika to
z ich prawdopodobienstw p;.

Znajac te prawdopodobienstwa mozemy obliczyé oczekiwane
bogactwo koncowe (expected final wealth = EFW) po n 2" okresach (n 2" =
horyzont inwestycyjny:

EFW.(f)= Sl_n-[ [(1 + fA)Y (1- B)"" Nplgt" . o

Dla inwestorow dhlugoterminowych begdziemy maksymalizowaé
$rednie geometryczne tempo wzrostu kapitalu § = / przez n okresow w

czasie 1 2" okresow tzn. 4 EF Wl(—f—) tzn. terminal wealth relative- TWR
(Ralph Vince)

TWR(f) = ZW = ﬁ[(l + fA) (1- jB)n—i},")p‘q'” _
. : @)
= H[(1+ £y a- sy J

Dla inwestoréw o $rednmim horyzoncie indeksem do maksymalizacji
moze by¢:

GeoMean( f) =3 TWR(f) )

czyli Srednie geometryczne tempo zwrotu na kapitale za jeden okres (tzn.
dzien, tydzien, etc.).
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L. Peksyk: Jednowymiarowy matematyczny model alokacji kapitatu

Lemat 1. ZSI( YWq =
Dowod:
,Z;‘l( )p'q —Zn‘,i pym nii),p"q"*" =
:x"liﬂ(n"ll)' Z <( ~_I))" g
e i(z—(&:’ RO e T

_an(n I)pl =1 _n—-i-1 _np(p+q)n—-1 —

Lemat 2. > (n=-H)p'q" =nq
i=0

Dowod:

Z("—l)( wp'q ‘Z(n—l)(n apq =
=Zk(2’)p” ‘4" Zk(k)p” “q" =nq

Twierdzenie 1. Dla dowolnego n naturalnego:

©) TWR(f)=Q0+ 4”1~ B)™
(i) GeoMean(f)=~1+ fA)’(1- fB)?.

Dowaod:

@)
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TWR(f) =ﬁ[(1+ 4y (1- jB)""']"‘ -

— ﬁ[(1+fA)i(l_ﬁ)n—i F)p'q"" _

= l—n_I [(1 + fA)i(;')p‘q"'i . (l B fB)("_iX;.)ptqn-i ]:
i=0

i¢)p'g™ > -yrg

$
=+ fA)* (1- fB)™= =
= (1+ fA)" (1~ /B)"
(i1)
GeoMean(f)=TWR = d(l + fA)Y?(1- fB)" =
= (1+ 4 (1~ fBY’

Twierdzenie 2. Wartos¢ f maksymalizujaca EFWs(f), TWR(f) oraz
Geo.Mean(f) dana jest wzorem:

_P_4
S =5~ ©)

Dowdd:

Latwo zauwazy¢, ze liczba maksymalizujaca kazda z funkcji jest ta sama.
Wystarczy wi¢c znalezc ja dla TWR(Y).

Niech F = TWR

E(f)= Q1+ fA)*(1- fBy*
F'(f) = npA(l + fA)np_1 (] — ]‘B)"q _ an(l + fA)np (l _ fB)nqﬂ —
=n(l+ f4)" (1= fB)""[pA(1 - /B) - gB(1 + /)] =0

PA(1- fB)-qB(1+ f4) =0
pA—-pfAB-qB—qfAB=0
— pfAB—qfAB = qB — pA

f(~=pAB-qA4B)=qB- pA

Stad

174



L. Peksyk: Jednowymiarowy matematyczny model alokacji kapitatu

qB - pA

S = 4B - gAB

F'(f)>0dla f <
latwo zauwazy¢, ze

F'(f)<0dla f >

Wit Wl
NSNS

Stad /"= f"(4,B) =

ool laS

spelnia tezg twierdzenia.

SNRES

Twierdzenie 3. Maksymalne wiclkosci dla TWR()),

Geo.Mean(f) dane sq wzorami:

o | (4]
@ EFW(S) :S[(p (H%Dp(q[l%)ﬂ
@) GeoMean(f‘)=[P(”%jjp(q(l+ B

Dowdd:

n-2"

x|

Wystarczy we wzorach (3), (4), (5) przyja¢ f =

SRS
SNES
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Twierdzenie 4. Niech f~ = f (4,B) = £_4
B 4
Wowczas [ (ad,aB) = —l-f‘(A,B)
a
Dowod.:

P _1(p )],
ratas=L- L2 4] 4

1 .
Whiosek 1. Dla p=q = —2— otrzymujemy:

. - 111 1
(i) b (A,B):‘Z‘[B;—:ﬂ

(i TWR(f‘):B\/(Hg)(H%ﬂ"
I = =

(iv)  GeoMean(f") = %\/[l + %}(1 + %)

W f (e pB) =%f'(A,B)+i-f‘(a,ﬂ)

Dowod:
)

1 1 1y 1 1 1
e i i

1111 1 11]1 1 . *
5;{57}52{75 ‘E}Ef 4D LT

2| BB oA

1
Whiosek 2. Dla p=q = 5 otrzymujemy:

1) Geo.Mean(/' ) > 1
(i) TWE({) >1
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L. Peksyk: Jednowymiarowy matematyczny model alokacji kapitatu

(i) FWs(f)>S

Dowod:
Wystarczy udowodnic (1).

GeoMean(f’"):l (1+4 1+£ ::l\/1+§+§_+A_B
2 B A 2 A B BA

2 2
:l 2+A 5B >l\/2+ :12-—-1
2 AB 2 2

Nieréwnos¢ wynika z faktu, ze dla4, B > 0 A% + B* > 24B.

1.
Przyklad 1. Dla p=q= 5 14 = 2 B = ] (przypadek rozwazany przez
Ralpha Vince’a) otrzymujemy:

on< ML 1)1
S @h= 2(1 2)_4'

Priyklad 2. p = 0,55; q = 0,45

a) A =030; B=1040 wowczas = Z—i
, . 29
b) A =0,50; B=045 wowczas f = 50

Oznacza to, ze im bardziej korzystny rynek (wigksza rdznica A — B)
tym wigksza czg$¢ naszych pienigdzy warto inwestowaé w ryzykowne
papiery wartosciowe na tym rynku.
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