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DWUWYMIAROWY MATEMATYCZNY MODEL
ALOKACJH KAPITALU W DLUGOOKRESOWYM
HORYZONCIE CZASOWYM

Leszek Peksyk
Zaoczne Studium Doktoranckie IBS PAN

W latach dziewigédziesiatych wydawnictwo Wiley&Sons wydalo trzy
prace Ralpha Vince’a dotyczace problemu alokacji na rynku ryzykownych
papieréw wartosciowych. Autor rozpatrywal dwie — zachodzace z tym
samym prawdopodobienstwem rownym 0,5 - sytuacje: zysk albo stratg. W
swoich pracach odpowiedzial na pytanie: jaki staly ulamek f posiadanych w
danej chwili srodkow pieni¢znych nalezy przeznaczy¢ by po n okresach
zyska¢ jak najwiece)? Niniejszy model nawiazuje do prac Ralpha Vinne’a,
jest przy tym bardziej precyzyjny 1 bardziej przekonujacy.

Inwestujemy jednocze$nie pieniadze (S PLN) na dwu rynkach
ryzykownych papieréw wartosciowych takich, jak: akcje o duzym ryzyku,
opcje, kontrakty futures, przeznaczajac za kazdym razem state ulamki fi g
posiadanych w danej chwili $rodkow pieni¢znych na rynku pierwszym i
drugim odpowiednio, tzn. na pierwszym rynku stale inwestujemy ulamek f
posiadanych w danej chwili zasobow finansowych; natomiast na drugim
rynku inwestujemy ulamek g posiadanych aktualnie srodkéw pieni¢znych.

Zalozenie 1. Za kazdy 1 okres (dzien, tydzien, miesiac, etc.) uzyskujemy z
kazdej ztotowki na rynku pierwszym albo A, zlotych zysku albo B, zlotych
straty; oraz na rynku drugim albo A, zlotych zysku, albo B, zlotych straty.

W swoich pracach Ralph Vince przyjmowat
A1 = A2 = 2,
B] = Bz =1.
Mozna oczywiscie przyjmowaé inne wartosci znacznie mniejsze.

Zaloienie 2. Zysk A, 1 strata B; pojawig si¢ na rynku pierwszym z

prawdopodobienstwem % zysk A, i strata B, pojawiaja si¢ na rynku drugim
z prawdopodobienstwem Y5.
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ANALIZA SYSTEMOWA W FINANSACH 1 ZARZADZANIU

Zalozenie 3. Oba rynki pracujg niczaleznie od siebie, tzn. wynik na rynku
pierwszym nie ma zadnego wplywu na wynik rynku drugiego.

W dalszym ciagu bgdziemy uzywaé symbolu g. Symbol ten oznacza,
Zze tym samym okresie (w tym samym momencie) na rynku pierwszym
wystapit wynik C, a na rynku drugim wynik D.

Niezalezno$¢ rynkow oznacza, ze roOwnoprawne sa mnastgpujace

sytuacje:

A
zysk na pierwszym rynku (A,), zysk na drugim rynku (A,): Al

2

A

e zysk na pierwszym rynku (A,), strata na drugim rynku (B,): Bl
2

. . B,

e strata na pierwszym rynku (B,), zysk na drugim rynku (A,): 4
2
. . B,

e strata na pierwszym rynku (B;), strata na drugim rynku (B,): B
2

Kazda z powyzszych sytuacji ma prawdopodobienstwo wystapienia
rowne Y4 .
Begdziemy rozpatrywa¢ sytuacj¢ w kolejnych okresach. Kazdy ciag

(Al Al Bl Bl

wynikow nalezacych do zbioru .., w kolejnych n sesjach ma
y acy 1A2B2A2B2} jny j

prawdopodobienstwo wystapienia Zn— Kazdy taki mozliwy ciag bedziemy

nazywac scenariuszem. Liczba scenariuszy wynosi 4", Za horyzont
inwestycyjny przyjmijmy liczbg nd4" okreséw (dni, tygodni, miesigcy etc.).

180



L. Peksyk: Dwuwymiarowy matematyczny model alokacji kapitatu...

Przyktad 1. Dlan = 2 mamy 4° = 16 mozliwych scenariuszy:

A A A A4 A A A A4

A, A A, B, B, A, B, B’

A4 B 4 B A4 B 4 B

AZ AZ’ AZ BZ’ B2 AZ, B2 BZ, d . 1 Bl

B, 4 B A B 4 B 4 gdzie np. 4, B, , oznacza,
4 A4 4, B, B, 4 B, B

B, B B, B, B, B B B

A, A4, 4, B,” B, A, B, B,

ze w pierwszym okresie uzyskalismy wynik typu Al , natomiast w drugim
2

okresie uzyskalismy wynik typu :

2

Przyktad 2. Dla n = 3 mamy 4’ = 64 mozliwych ciagdéw (scenariuszy) Moga
tu wystapi¢ takie sytuacje jak:

Ly

A A A A B B B B 4
4 itp.

AZ AZ B?. ’ AZ AZ BZ ’ 2 BZ A2 ’

A
Zauwazmy, ze w przypadku wystapienia sytuacji typu Al posiadana
suma S wzrosnie do:
S+ SfAl + SgA;; = S(l + fAl + gAz)

A
Gdy wystapi sytuacja typu Bl uzyskamy wynik:

2

S+ SfA; - SgB2 = S(l + fAl - ng)
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B
Podobnie dla sytuacji Al : S - SfB, + SgA, =S(1 - fB; + gA))

2

B
i dla sytuagji B‘ S - SfB, - SgB; = S(1 - B, - gB,).

2

Przyktad 3. Niech n = 8. Rozwazmy scenariusz:

A A B B A B B A
A, B, A, A, A, A, A, A,

W przypadku zajscia tego scenariusza kwota S wzrosnie (zmaleje) do:

S(I + fA, + gAy) (1 + fA; - gBy) (1 - 1B, + gAy) (I - fB; + gAy)
1 + fA + gA) (1 - fBi + gAy) (I - B, + gAy
1 + fA, + gAy) = SO + fA, + gA)’Q + fA, - gB))
(1 - fB1 + gA2)4(1 - fB1 - gB2)0.

Latwo zauwazy¢, ze wynik koncowy zalezy od ilosci czynnikéw postaci: (1
+ A + gAy), (1 +fA, - gBy), (1 - fB; + gA,), (1 - fB, - gB,) i moze byé¢ taki
sam dla réznych scenariuszy.

Definicia 1. Méwimy, ze scenariusz jest typu (k;, ko, ks, ks,) jesli w tym

A
scenariuszu otrzymamy dokladnie k; wynikow typu Al , ko wynikow typu
2

Al e B] -1z Bl
, ks wynikow typu , ks wynikow typu | oraz
B2 A2 B2

ke N,0<k<ndlaie {1,2, 3,4} atakzek, +k; + ks + ks =n.
Niech
def
M(/q,kz,k],lq) :(1 + fAl + gAz)kl (1 + fAl - gB'z)k1 (1- fBl + gAz)h
(1 - fBl - ng)k4

Wowczas w przypadku wystapienia scenariusza typu (k;, ks, ki, k)

kwota § wzrosnie (zmaleje) do SM, , 4 .-
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L. Pekesyk: Dwuwymiarowy matematyczny model alokacji kapitatu...

Prawdopodobienstwo wystapienia scenariusza typu (k;, k;, ks, ks,)

n!
Ve Vk Ak
wynosi dokladnie: LALALAI (1)
4”

Znajac prawdopodobienstwa wystapienia wszystkich mozliwych
scenariuszy mozemy obliczy¢ oczekiwane bogactwo koncowe po n4"
okresach inwestowania, tzw. expectet final wealth = EFW, zakladajac, ze

scenariusze wystapia tak czgsto, jak wynika to z ich prawdopodobiefistw
danych wzorami (1)

n!

EFW,(f,g)= [[Ma%"% @)

ky ey ks kg

n
gdziek, e N, 0<ki<n,1€ {1, 2,3, 4}, Zk,. = N, oraz mnozenie rozciaga
i=1
sie na wszystkie mozliwe czworki (ky, k;, ks, ka,).

Dla inwestoréw dlugoterminowych begdziemy maksymalizowac

Srednie geometryczne tempo wzrostu kapitatu S = 1 przez n okresow w
czasie n 4" okresow, czyli tzw. terminal wealth relative = TWR:

TWR(f,8) = EWF,(f,2) .

Dla inwestorow o srednim horyzoncie indeksem do maksymalizacji

moze by¢: GeoMean(f,g)=4%TWR(f,g) . czyli $rednic geometryczne

tempo zwrotu na kapitale za 1 okres.

-, n-k

n n
Lemat 1. Zk( J?a =pn4"!
k=0 k

Dowod:
n n n-k f n n~k n | n-k
n
k 3 = k 3 = k—-———3 =
M 2 tww
an (n-1)! 3H—ni n=T)."" _
e (k- l)'(n k)! \k—1
n __1 B
:nZ[: 13 -1"'1:n(3+1)""=n4"'1
-4
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Lemat 2. Niech k; €N, e N,0<k<n, Y k =n dla

i=1

n -
ie {1, 2,3, 4} Wowczas k—————=n4"
kl,,,z,z,,s,h RALAV AV

Dowod:

P v )

kq 3

—zzzk(ﬁj(” "J(” .

)-
~212f(”J£”;f‘J ( "J

Twierdzenie 1. Dla dowolnego n naturalnego:

EFWS(f,g) = S(1+fA1 +gA2)n4"-l (1+fA1 -ng)rmﬂ—] '
(- /B, +g4,)"" (1~ fB, +gB,)""
TWR(f,8) = (1+ f4 +g4)} (1 + f4 — gB,)*

)

(i1 . .
(1= jB] + gAz);(l - fBl - ng)Z
iy CeoMean(f.g)=(+ fA+ g4,) (1 + f4 - gB,)* -
-(1- /B, + g4,)* (1 - /B, - gB,)*
Dowdd:

Wystarczy udowodni¢ (i)

Niechki € N,0<ki<ndlaie {1,2,3,4} oraz ) k, =n.

i=1
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L. Peksyk: Dwuwymiarowy matematyczny model alokacji kapitatu...

n!

EFW(f,8)=S [[M{%55 =

Ky ey ey Ky

K nl ky nl
— S H(l+fAl +gA2) keyley ey Vhey! (1+fAl __ng) Jeylhey ey Vey ! R

kykey ey kg

k, nl ke nl
'(l_ﬁ] +gA2) kl!kl!k3!k4!(1_ﬁl _ng) Jey Yo Yy Uy ! —

nt ¥ nt
plrorraron 2tk ths tha 1

= S(U+ fA + gAY (1 f - gB, )M

¥ n' n
3 htkathythg! WS wrevrarow

(] _ jBl +gA2)n.n.k3,u (1 _ _/B1 _ gB2 )hl,kz.h,u —
=S+ f4, +gd,)"™ (+ f4,-gB)™ (1- B, +gd,))"™"

-(1- /B, _ng)n4_
(i1) oraz (ii1) wynikaja z ().
Uwaga. Powyzszy problem znalezienia powyzszych sum jest rownowazny
nastgpujacemu problemowi. Rozwazmy wszystkie mozliwe ciagi dhuigosci n,
ktorych wyrazy naleza do zbioru {A, B, C, D}. Prawdopodobienstwo
pojawienia si¢ jednego z elementow A, B, C, D jest takie samo. Policzmy,

ile razy w sumie pojawi si¢ A we wszystkich mozliwych takich ciagach.

Ciagow, w ktorych A pojawia si¢ dokladnie raz jest

n_3n—\ — n 3n~1
1 .

n
Ciagow , w ktorych A pojawia si¢ 2 razy jest (2)3 =
., , L. ) ny .5 .
Ciagow, w ktorych A pojawia sig¢ 3 razy jest 3 377, itd.
ey , L ) ny .,
Ciagow, w ktérych A pojawia sig n razy jest 3" =1.
n

We wszystkich mozliwych ciggach A pojawia si¢ wige
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h n-1 h n-2 n n—n
3" +2] B +...n [377 razy.
1 2 n

Na mocy Lematu 1 liczba ta wynosi n4™".

Twierdzenie 2. Wartos¢ (f, g) maksymalizujaca EFWs(f,g), TWR(fg),
Geo.Mean(f,g) jest punktem, w ktorym funkcja

F(f,g) = (1+/A,+gA42) (1+/A1-gB2) (1-/B1+gA2) (1-/B1-gB)) ®)

osiaga swoje ekstremum.

Dowod jest oczywisty, gdyz kazda z tych funkcji osigga swoje
ckstremum w tym samym punkcie (f", g°) (jak latwo zauwazy¢) a biorac pod
uwagg posta¢ Geo.Mean(f,g) wystarczy rzeczywiscie rozpatrzy¢ funkcjg (5).

Ekstremum tej funkcji nie zawsze si¢ da w sposob analityczny
(rachunkowy) policzy¢. Jednak w pewnych przypadkach jest to mozliwe. W
trudniejszych mozna si¢ poshizy¢ technikami komputerowymi.

Twierdzenie 3. Jezeli A) = A, = A1 B; = B, = B to funkcja (5) osiaga swoje
ekstremum (maksimum) w punkcie (f* £¥), gdzie

fre ~(34% +3B* —104B)— 94" +9B* —104°B> + 44 +44°B

2 3 (6)
2(-8A°B+84B")
Dowod.
NiCChA1 =A2:AiB1=B2=B.
Wowczas
F(fg) = (1+fA+gA) (1+/4-gB) (1-/B+gA) (1/B-gB)
oF
§=A(l+fA—gB)(1—fB+gA)(1—fB—gB)+
+A(1+ fA+ gA)(1 - /B+ gA)(1 - fB-gB) - @)

- B+ fA+gA)(1+ fA-gB)(1- fB-gB)—
- B+ fA+gA)Q + fA-gB)(1— fB+ gA)
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L. Peksyk: Dwuwymiarowy matematyczny model alokacji kapitalu...

%g-=A(l+fA~gB)<1—/B+gA)<1-—/B—gB)+
B+ fA+gA)1 - B+ gA)(1— /B~ gB)+ ®)

+ A+ fA+ gA( + fA-gB)1~- fB-gB)—
-B(+ fA+gA)(1+ fA-gB)(1- fB+gA)

Rozwigzmy ukltad rownan:

oF
Z =0
of
oF '
=0

o8
Odejmujac stronami otrzymujemy:

(1+fA+gA)[A(1-fB+gA)(1-fB-gB)-B(1+fA-gB)(I-fB-gB)+
+B(1-/B+gA)(1-/B-gB)-A(1+fA-gB(1-fB-gB)]=0.

Stad, po wymnozeniu 1 dodanin wyrazéw podobnych w nawiasie
kwadratowym:

-2fAB+gA’-fA’+gB’-fB’+ 2gAB=0
24B(g-f)+B (g + A’ (g =0
(g-H(A*+24B+B%)=0

g=/

Oznacza, to ze ekstremum bedziemy poszukiwaé w punktach postaci
(f,f). Wstawiajac za g do rdwnania (7) f dostajemy:

A(1+fA-fB)(1-fB+fA)(1-fB-fB)+A(1+fA+fA)(1-fB+fA)(1-fB-fB)-
-B(1+fA+ fA)(1+fA-fB)(1-fB-fB)-B(1+fA~fA)(1+fA-/B)(1-/B+f4)=0.

Stad
(1+fA-fB)[A(1+fA-fB)(1-2/B) + A(1+ 2f4)(1-2fB)-b(1+2fA)(1-2/B)-
B(1+2f4) (1+f4-fB)] =0.

Oznacza to, Ze
A(1+fA-fB)(1-2fB)+A(1+2fA)(1-2fB)-B(1+2fA)(1-2fB)-B(1+2fA)(1+fA-
B)=0.
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Po uporzadkowaniu dostajemy rownanie kwadratowe:

F(-84°B+8AB*)+(34°+3B°-10AB)f+24-2B=0

©)
A=9A4"+9B*-104°B*+4AB° +44°B.

Zauwazmy, ze A=(34°-38°)*+84°B +4AB’+44°B > 0
oraz  -84°B+84B’ < 0.

Witedy
P ~ (34> +3B% —104B) — V94" +9B* —~104’B* + 44B’ + 44°B
b 2(-84°B +84B?)

. ~ (342 +3B* —104B) +J94* + 9B* —~104°B* + 44B° + 44’B
i 2(-84°B +84B)

Pokazemy jeszcze, ze

34> +3B% —104B <\94* +9B* —~104°B*> +44B°> +44°B.  (10)

Rzeczywiscie, podnoszac obie strony nierownosci (10) do kwadratu
otrzymujemy:

9A + 9B’ + 1004’ B’ + 18A°B>-60A’B-60AB° < 9A*+9B*+ 104°B* +44° B+ 4AR’.

Stad  [1284°B° <64A4’°B+644R°
2AB <A’+B°
i (A-B)’ 20 co jest oczywiste.

Nieréwno$¢ (10) oznacza, ze f; < 0, co z punktu widzenia naszego

problemu nie jest interesujace. Warunek f = g oznacza rowniez, ze

o og df

dF
Narysujmy wykres —‘—1—
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L. Peksyk: Dwuwymiarowy matematyczny model alokacji kapitatu...

AN

f2 S

Latwo jest zauwazy¢, ze dEFf> Odla f < f, i‘ji—F<O dla f > f,

w punkcie f; funkcja F(f,f) osiaga ckstremum, czyli w punkcie (f,f)).
Oznacza to, ze funkcja F(f,g) osiaga ekstremum. Twierdzenie zostalo
udowodnione.

Przyklad4. A1=A2=2iB1=B2=1.

Podstawiajac do wzoru (6) otrzymujemy (f*,£¥)=(0,23;0,23). Przykiad
ten byl rozpatrywany w pracach Ralpha Vince’a. Autor otrzymal dokladnie
taki sam wynik. W tym szczegélnym przypadku mozna sobie poradzié
rowniez w inny sposéb.

Proste obliczenia komputerowe pokazuja, ze w tym przypadku
funkcja posiada dokladnie jedno maksimum. Warunek A; = A, 1B, =B;
implikuje, ze F(f.g) = F(g,1).

Oznacza to, ze wykres tej funkcji (pewna powierzchnia w R’) jest
symetryczny do siebie wzgledem plaszczyzny prostopadtej do plaszczyzny
OFG 1 zawierajacej prosta g = f. A skoro tak, to ekstremum musi istnie¢ w
punkcie postaci (f,f)

F(ig) = (I+40(1+/°(1-20).
Stad  F(ff) =-8-14f-3Ff+4f+1.

Oznaczajac prawg strong ostatniej rownosci przez F,(f) otrzymujemy
Fi() = -8f-14F-3F +4f+1.

Wtedy F;(f) = -32f-42F-6f+4.
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Przyréownujac pochodna do zera 1 rozwiazujac rownanie dostajemy:

2(F+ D(-16£-5f+2) =0.

Roéwnanie kwadratowe —/ 6£-5f+2 = 0 posiada dwa pierwiastki
fi = 0,23 i f; takie, ze -1 < f, < 0. Tak wigc miejscem podejrzanym o
ekstremum jest punkt f;. Ponadto dla f bliskkich f; mamy:

Fi)>0dlaf<fiiF () <0daf> f,.

Stad funkcja Fi(f) osigga w fi maksimum. Oznacza to, ze funkcja
F(f,g) osiaga w punkcie (0,23;0,23) swoje maksimum lokalne.
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