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WYBRANE ZADANIA PARAMETRYCZNE 
STEROWANIA OPTYMALNEGO 

Kazimierz Malanowski 
Instytut Badań Systemowych PAN 

ul.Newelska 6, 01-447 Warszawa, <kmalan@ibspan.waw.pl> 

Abstract: The basie stability and sensitivity results are presented 
for parametric optimal control problems, subject to mixed control
state constraints, for systems described by nonlinear ordinary dif
f erential equations. For the same class of optimal control problems, 
the rate of convergence of the Euler approximation is estimated. 

Keywords: parametric optimal control, nonlinear ordinary dif
f erential equations, Lipschitz continuity and differentiability of the 
solutions, convergence of the Euler approximation. 

1. W prowadzenie 

W rzeczywistych zadaniach sterowania optymalnego informacja 
o danych układu obarczona jest zwykle błędem. Poza tym dane te 
mogą podlegać zmianom i zakłóceniom w procesie sterowania. Takie 
niedokładne dane procesu używane są w modelu matematycznym, na 
postawie którego wyznacza się sterowanie, wykorzystywane w układzie 
rzeczywistym. Wobec tego bardzo istotna jest informacja o zależności 
zachowania się układu od zmian danych. Zmiany zachowania mogą być 
mierzone zmianami, bądź to rozwiązań optymalnych, bądź wskaźnika 
jakości. Badaniem tej zależności zajmuje się analiza stabilności i wrażli
wości. Zakłada się, że dane układu zależą od pewnego parametru (może 
to być parametr skalarny, wektorowy lub funkcyjny) i bada się własności 
rozwiązań (lub wskaźnika jakości) traktowanych jako funkcje parametru. 
Badania te mają charakter lokalny, dotyczą własności funkcji w otocze
niu nominalnej wartości parametru (punktu odniesienia). Przy tym 
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analiza stabilności dotyczy ciągłości odpowiedniej funkcji, natomiast jej 
różniczkowalnością zajmuje się analiza wrażliwości. Metodologicznie, 
bliskie analizie stabilności są problemy zbieżności aproksymacji zadań 
sterowania optymalnego, ważne dla numerycznego rozwiązywania takich 
zadań. 

Analiza stabilności i wrażliwości jest trudna z dwóch względów: 

• w ogólnym przypadku rozwiązanie optymalne nie jest jednoznaczne, 
a więc odpowiednie odwzorowanie jest wielowartościowe, 

• występowanie ograniczń typu nierównościowego powoduje, że prob
lem jest niegładki, nawet w przypadku dowolnie gładkich danych. 

Powyższe przyczyny nie pozwalają na użycie klasycznej analizy, a w 
szczególności klasycznego twierdzenia o funkcji uwikłanej , lecz wyma
gają aparatu analizy wielowartościowej i niegładkiej. 

Analiza stabilności i wrażliwości dla zadań sterowania optymal
nego rozwijała się intensywnie w latach 90-tych, zarówno dla układów o 
parametrach skupionych, jak i rozłożonych. Dla tych pierwszych, wyniki 
są dosyć kompletne, w przypadku, gdy nie występują czyste ograniczenia 
stanu. Obecność takich ograniczeń bardzo komplikuje analizę i szereg 
problemów pozostaje jeszcze bez odpowiedzi. 

Niniejsze opracowanie dotyczy zadań sterowania optymalnego z 
ograniczeniami mieszanymi sterowanie-stan. Pokrótce przedstawiono 
podstawowe założenia i wyniki analizy stabilności i wrażliwości zawarte 
pracy (Malanowski 2001), a także rezultaty dotyczące zbieżności aprok
symacji Eulera, uzyskane w pracy (Malanowski et al. 1998). Dowody 
nie są podane, jedynie odnośniki do odpowiednich pozycji literatury. 
Stosowane są, mniej lub bardziej standardowe oznaczenia. Oto niektóre 
z nich: 
Duże litery oznaczają przestrzenie Banacha. Normę w przestrzeni X 
oznaczamy przez li · llx- Dxf(x,y),Dyf(x,y),Dxyf2 , ... oznaczają 
pochodne Frecheta funkcji f względem odpowiednich argumentów. IRn 
oznacza n-wymiarową przestrzeń euklidesową, z iloczynem skalarnym 

1 (x, y) i normą lxl = (x, x) 2. Indeks górny i oznacza i-tą składową wek-
tora, lub i-ty wiersz macierzy. Przez L 8 (0, 1; JRn) oznaczamy przestrzeń 
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Banacha funkcji mierzalnych f, określonych na przedziale [O, 1], z normą. 

llflls = { [JJ IJ(t)l8dtf dla s E [1,oo), 
ess sup[O,l] IJ(t)I dla s = oo. 

W 1•8 (0, l; JRn) oznacza przestrzeń Sobolewa funkcji absolutnie ciągłych 
na [O, 1], z normą. 

llflli,s = { [1f(O)l 8 + llill~]¾ dla s E [1,oo), 
max{IJ(O)I, llflloo} dla s = oo. 

2. Postawienie problemu i regularność ograniczeń 

Będziemy rozpartywali zadania sterowania optymalnego, w których 
przedział sterowania jest ustalony i wynosi [O, l]. Przez H = IRr x 
L00 (O, 1; JRr) oznaczamy przestrzeń parametrów funkcyjnych. Niech G C 
IRr będzie zbiorem otwartym i ograniczonym. Przez 

g := {h EH I h(O) E G and h(t) E G dla prawie wszystkich t E [O, 1]} 

oznaczamy zbiór parametrów dopuszczalnych. Dla h E g rozpatrujemy 
rodzinę następujących zadań sterowania optymalnego: 

(O)h Znajdź (xh, uh) E X 00 takie, że 

gdzie 

F(x1i, u1i, h) = min{F(x, u, h) := fi cp(x(t), u(t), h(t))dt 

+1J,(x(O), x(l), h(O))} 
przy ograniczeniach 
x(t) - f(x(t), u(t), h(t)) = O 
e(x(O), x(l), h(O)) = O, 
0(x(t), u(t), h(t)) • O 

xs = W 1•5 (O, 1; IRn) x L 5 (O, 1; IRm), 
<p : ]Rn X JRm X JRr --+ JR, 
f : ]Rn X JRm X JRr --+ ]Rn, 
0; ]Rn X JRm X JRr--+ JRl_ 

dla p.w. t E [O, lj, 

dla p.w. t E [O, lj, 

s E [1, oo], 
1/1 : ]Rn X ]Rn X JRr --+ JR, 
e: ]Rn X ]Rn X IRr--+ IRn, 

W całej pracy będziemy zakładać, że spełnione są. następują.ce warunki: 
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(I) Istnieją zbiory otwarte Rn c ]Rn i Rm c IRm takie, że: 

- Funkcje J(·, ·, ·) , 0(·, •,•)są dwukrotnie różniczkowalne w sen
sie Frecheta względem (x, u) na Rn x Rm x G. Obie te 
funkcje , wraz z pierwszymi pochodnymi względem (x, u) są 
różniczkowalne w sensie Frecheta względem h. Wszystkie 
pochodne pierwszego i drugiego rzędu względem (x,u) sąjed
nostajnie lipschitzowskie względem (x, u, h). 

- Funkcje 'lj}( ·, ·, •) i ~(-, •, •) spełniają warunki analogiczne do 
powyższych na zbiorze Rn X Rn X G. 

(II) Dla ustalonej wartości odniesienia ho E y parametru istnieje roz
wiązanie odniesienia (xo, uo) := (xh0 , Uh0 ) zadania (O)h0 

i (xo(t), uo(t)) E Rn x Rm, dla p.w. t E [O, l ]. 

Dla uproszczenia, indeksem "O" będziemy oznaczać funkcje odpo
wiadające punktom odniesienia. 

Naszym zadaniem jest analiza stabilności i wrażliwości rozwiązań 
zadań (O)h względem parametru. Bardziej precyzyjnie, będziemy roz
patrywali następujący problem: 

(P) Znaleźć warunki przy których istnieją otoczenia YO E H i Xo E X 00 

punktów ho i (xo, uo), takie, że dla każdego h E YO istnieje jednoz
naczne w Xo rozwiązanie zadania (O) h, które jest lipschitzowską i 
kierunkowo różniczkowalną funkcją parametru h. 

Chcielibyśmy, by warunki występujące w (P) wystarczyło sprawdzić w 
punkcie odniesienia, a więc by były one weryfikowalne, przynajmniej 
teoretycznie. Okazuje się, że warunki takie obejmują dwa typy założeń: 

( 1) regularność ograniczeń, 

(2) koercytywność hessianu lagranżianu. 

Zaczniemy od warunków regularności ograniczeń. Aby je wprowadzić, 
będziemy potrzebowali pewnych definicji. 

Dla nieujemnej stałej a 2: O i prawie każdego t . E [O, 1] wprowadza
my zbiór ograniczeń a-aktywnych dla rozwiązania odniesienia: 

I a(t) = {i EI I 0b(t) 2: _:_a}, ia(t) = card I a(t). (1) 
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Oznaczamy 

0c,(t) = [e\xo(t), uo(t), ho(t)]. . 
iEI0 (t) 

Na potrzebną regularność ograniczeń składają się następujące trzy 
warunki: 

(Al) rank [ Dx(o)fo + Dx(1)(o<I>(l)] = n, 
gdzie <I> jest macierzą rozwiązań fundamentalnych zlinearyzowa
nego równania stanu, tj.: 

<P(t) - Dxfo(t)<I>(t) = O, <I>(O) = I. 

(A2) Istnieją stałe o:, f3 > O takie, że 

jDu0a(t)ryj 2: /311"71 dla każdego ry E JRia(t) i dla p.w. t E [O, 1]. 

(A3) Istnieje stała o: > O, taka, że dla każdego e E IRn istnieje rozwią
zanie (y, v) E X 00 następującego układu równań liniowych: 

Oznaczmy 

y(t) - Dxfoy(t) - Dufo(t)v(t) = O, 
Dx(o)foy(0) + Dx(l)foy(l) = e, 
Dx0a(t)y(t) + Du0a(t)v(t) = O. 

Wprowadzamy następujacy lagranżian i hamiltonian związane z (O)h: 

L : X 00 X Y 00 X g ---+ JR, 1-l : JRn X JRm X JRn X JR1 X G, 
C(x, u,p, p, v, h) = F(x, u, h) - (p, x - f(x, u, h)) 

+(p, ((x(O), x(l), h(O)) + (v, 0(x, u, h)), 
1-l(x, u,p, v, h) = cp(x, u, h) + (p, f(x, u, h)) + (v, 0(x, u, h)). 

Poniższy rezultat jest szczególnym przypadkiem twierdzenia 4.2 w (Mala
nowski, 2001): 

LEMAT 2.1 Jeżeli warunki (AJ) - (A3) są spełnione, wówczas istnieje 
jednoznacznie określony mnożnik Lagrange 'a >-o := (Po, po, vo) E Y 00 , 

związany z rozwiązaniem odniesienia zo := (xo, uo) problemy (O)ho, taki, 
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że spełnione są warunki optymalności pierwszego rzędu typu Karusha
K uhna-Tuckera: 

Dx.C(xo, uo,Po, Po, 110, ho)= O, 
Du.C(xo, uo,Po, Po, 110, ho) = O, (2) 
(0(xo, uo, ho), 110) = O, 11o(t) ~ O. 

• 

UWAGA 2.2 Lemat 2.1 wymaga pewnego komentarza. Zapewnia on ist
nienie i jednoznaczność normalnych mnożników Lagrange'a, tzn. ta
kich w których mnożnik odpowiadają.cy funkcjonałowi jest różny od 
zera. Ponadto lemat zapewnia regularność mnożników. W szczególności 
mnożnik 110 , odpowiadają.cy ograniczeniom nierównościowym, jest ele
mentem przestrzeni L 00 (0, 1; JR1) , a więc funkcją,, a nie dystrybucją,. 
Dowód lematu oparty jest na abstrakcyjnym twierdzeniu Kurcyusza 
(twierdzenie 4.3 w (Kurcyusz 1976)) i w istotny sposób wykorzystuje 
fakt, że w założeniach (A2) i (A3) występuje "margines swobody" a > O. 
• 

3. Pomocnicze zadanie liniowo-kwadratowe 

Warunki optymalności analogiczne z (2) wraz z ograniczeniami 
tworzą, następują.cy układ optymalności dla zadania (O)h: 

(OS)h x(t)- f(x(t),u(t),h(t)) = o, 
e(x(O), x(l), h(O)) = O, 
p(t) + Dx1-l(x(t), u(t),p(t), 11(t), h(t)) = O, 

p(O) + Dx(o)[e(x(O) , x(l), h(O))*p + 1/,(x(O), x(l), h(O))] = O, 
-p(l) + Dx(i)[e(x(O), x(l), h(O))*p + 1/,(x(O), x(l), h(O))] = O, 
Du1-l(x(t), u(t),p(t), 11(t), h(t)) = O, 

(11(t), 0(x(t), u(t), h(t))) = O, 
0(x(t), u(t), h(t)) • O, 11(t) ~ O. 

Dla rozwiązania zadania (P) wykorzystamy układ optymalności (OS)h 
Z (2) wynika, że dla h = ho układ (3) posiada rozwiązanie: 

(zo, >-o) := (xo, uo,Po, Po, 110) E X 00 x Y 00 • 

Będziemy rozpatrywać zadanie analogiczne do (P): 
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(PS) Znaleźć warunki przy których istnieją otoczenia 9o C H i Zo C zoo 
punktów ho i (zo, .Xo) takie, że dla każdego h E 9o istnieje jednoz
naczne w Zo rozwiązanie (zh, uh) układu (3), które jest lipschit
zowską i kierunkowo różniczkowalną funkcją parametru h. 

Ponieważ (zh, .Xh) są. punktami stacjonarnymi problemu (O)h, więc jeśli 
spełniają. one warunki zadania (PS) , a jednocześnie zh są. lokalnymi 
rozwiązaniami problemów (O)h, to spełniają. one warunki zadania (P). 

W celu znalezienia rozwiązania zadania (PS), układ (3) rozpisuje 
się w równoważnej postaci inkluzji ( równania uogólnionego) i stosuje się 
do niego twierdzenie Robinsona o funkcji uwikłanej. W twierdzeniu tym, 
rolę analogiczną. do regularności jakobianu w klasycznym twierdzenie o 
funkcji uwikłanej odgrywa tzw. silna regularność równania uogólnionego. 
Twierdzenie mówi (patrz twierdzenia 2.1 i 2.3 oraz wniosek 2.2 w (Robin
son 1980)), że jeśli linearyzacja równania uogólnionego w punkcie odnie
sienia posiada lokalnie jednoznaczne rozwiązanie, spełniają.ce warunki 
lokalnej lipschitzowości i różniczkowalności kierunkowej względem addy
tywnych zakłóceń, to analogiczne własności, względem parametru, posi
ada rozwiązanie nieliniowego równania uogólnionego. 

Dla sformułowania warunków silnej regularności dla układu (3), 
rozpatrujemy następują.ce, pomocnicze liniowo-kwadratowe zadanie ste
rowania optymalnego (accessory problem) związane z (O)h: 

(LO)ó 

gdzie 

Znajdź (Yó, Vó) E X 00 takie, że 

I(yó, Vó , o) = minI(y, v, o) 
przy ograniczeniach 
y(t) - Dxfo(t)y(t)) - Dufo(t)v(t) + a1(t) - 81(t) = O, 
Dx(o)foy(O) + Dx(1)foy(l) + a2 - 82 = O, 
Dx0o(t)y(t) + Du0o(t)v(t) + a3(t) - o3(t) O O, 

I(y,v,o) = ½ ((y,v),D 2.Co(y,v)) 

+ JJ[(a4(t) - o4 (t),y(t)) + (a7(t) - 87(t),v(t))]dt 

+(a5 -85 ,y(O)) + (a6 -86 ,y(l)), 

a D 2 .Co oznacza drugą. pochodną. lagranżianu względem ( x, u) w punkcie 
odniesienia. 
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W zadaniu (LO)ó, 

8 (81,82,83,J4,J5,J6,87) E b.oo 
·- L00 (0, 1; mn) x mn x L 00 (0, 1; JR1) x L00 (0, 1; !Rn) x mn x mn 

xL00 (0, l; IRm) 

jest funkcją zakłóceń, a a= a1,a2 ,a3 ,a4,a5 ,a6 ,a7) E b.00 jest ustaloną 
funkcją, tak skonstruowaną, że (zo, >.o) jest punktem stacjonarnym zada
nia (LO)o . 

Warunek silnej regularności układu (3) jest spełniony jeśli istnieje 
otoczenie zera D E b. 00 oraz otoczenie Zo E Z 00 takie, że dla każdego 8 E 

D istnieje jednoznaczny w Zo punkt stacjonarny (Yó, C\5 ) zadania (LO)ó, 
który jest lipschitzowską i kierunkowo różniczkowalną funkcją 8. Tak 
więc, twierdzenia Robinsona pozwalają sprowadzić analizę stabilności i 
wrażliwości nieliniowego zadania (O)h do podobnej analizy dla zadania 
liniowo-kwadratowego (LO)ó. To ostatnie zadanie jest znacznie prostsze. 

Będziemy potrzebowali dodatkowego założenia typu koercytywnoś
ci. W tym celu, podobnie jak w (1), dla a 2 O wprowadzamy zbiory 

I;t(t) := {i E Io(t) I vb(t) > O, dla i EJ oraz t E [O, l]. 

Ponieważ va jest określone jednoznacznie, więc zbiory I;t(t) są dobrze 
określone. 

Zakładamy następujący warunek koercytywności hessianu lagran
żianu : 

(A4) Istnieją stałe a, 1 > O takie, że 

((y,v),D 2.Co(y,v)) 2 ,ll(y,v)lli-2 

dla wszystkich par (y, v) E X 2 spełniających układ równań 

y(t) - Dxfo(t)y(t) - Dufo(t)v(t) = O, 

Dx(o)eoy(O) + Dx(1)foy(l) = O, 

(Dx0b(t), y(t)) + (Du0b(t), v(t)) = O, 

dla wszystkich i E J;t(t) i p.w. t E [O, 1] . 
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Dowód następującego lematu znajduje się w (Malanowski 2001) (Propo
zycja 5.4 i Lemat 6.1). 

LEMAT 3.1 Jeśli spełnione są warunki (AJ) - (A4), wówczas istnieje 
otoczenie zera 1) C 6. = i otoczenie Zo C zoo punktu (zo, >.o), takie, że 
dla każdego ó E 1) istnieje jednoznaczny w Zo punkt stacjonarny (ws, 05) 
problemu (LO)s- Ponadto istnieje stała .e, > O, taka, że 

llws, - Ws11 llx00 , ll l~, - Os11 IIY00 o e1w - 8"lb00 , 

dla wszystkich ó', 811 E 1). (6) 

Dla s E [2, oo), odwzorowanie 1) 3 ó H (ws, C15) E zs jest kierunkowo 
różniczkowalne. Różniczka kierunkowa w punkcie ó = O i w kierunku 1r E 
6. 00 dana jest przez punkt stacjonarny następującego liniowo-kwadrato
wego zadania sterowania optymalnego: 

(LQ)1r Znaleźć (z1r, w1r) Ex= takie, że 

:J(z1r, w1r, 1r) = min { :J(z, w, n) := ½((z, w), .Co(z, w)) 

+ Jl [ (1r4 (t), z(t)) + (1r 7 (t), w(t)) ]dt 

+ ( 1r5 , z ( 0)) + ( 1r6 , z ( 1)) } 
przy ograniczeniach 
ż(t) - D xfo(t)z(t) - Dufo(t)w(t) - 1r1 (t) = O, 

Dx(o)foz(0) + Dx(1)foz(l) - 1r2 = O, 

(Dx0b(t), z(t)) + (Du0b(t), w(t)) 

{ 
= O jeśli i E It(t), 

-(1r3)i(t) O O jeśli i E Io(t) \ It(t), 
swobodne jeśli i (/. Io(t). 

• 

UWAGA 3.2 Marginesy swobody a > O w (A2) - (A4) odgrywają za
sadniczą rolę w dowodzie lematu 3.1. Należy zwrócić uwagę, że warunek 
koercytywności ( 4), spełniony jest w normie przestrzeni X 2 , a nie w sil
niejszej normie przestrzeni x=, w której problem (O)h jest zdefiniowany. 
Zjawisko to nosi nazwę niezgodności norm i jest typowe dla nieliniowych 
zadań sterowania optymalnego. Wobec ( 4) naturalną przestrzenią, w 
której możemy oczekiwać ciągłości lipschitzowskiej, względem ó, punk-
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tów stacjonarnych zadania (LO) 5 jest przestrzeń Z 2 = X 2 x Y 2 . Taka 
ciągłość jest zbyt słaba dla zastosowania twierdzenia Robinsona. Jed
nakże, korzystając z zasady maksimum Pontriagina, można pokazać, że 
zachodzi oszacowanie (3.1) , tj. lipschitzowość punk- tów stacjonarnych 
spełniona jest w przestrzeni zoo. Z drugiej strony, punkty stacjonarne 
nie są, kierunkowo różniczkowalne w zoo, lecz w zs dla s E [2, oo). o 

4. Stabilność i wrażliwość rozwiązań dla zadań nielinio
wych 

Następujące twierdzenie jest podstawowym wynikiem przedstaw
ianym w tej pracy (patrz twierdzenia 7.5 i 8.1 w (Malanowski 2001)). 

TWIERDZENIE 4.1 Jeśli warunki (Al) - (A4) są spełnione, wówczas ist
nieje otoczenie 9o cg punktu ho i otoczenie Xo C X 00 punktu (xo, uo), 
takie, że dla każdego h E 90 istnieje, jednoznazne w Xo, rozwiązanie 

(xh, uh) problemu (O)h, oraz związany z nim jednoznaczny mnożnik La
grange 'a (Ph, Ph, vh) E Y 00 • Ponadto istnieje stała P > O, taka, że 

ll xh1 - Xh11 1ł1,oo, lluh1 - Uh11 1łoo, IIPh' - Ph11 1ł1,oo, IPh' - Ph11 ł, llvh' - Vh11 1łoo, 
• Pllh' - h"IIH dla każdego h', h" E 9o . 

Odwzorowania 1) 3 h H (xh, uh) E xs oraz 1J 3 h H (Ph, Ph, vo) E 
ys są kierunkowo różniczkowalne dla każdego s E [2, oo). Różniczki 

kierunkowe w punkcie ho i w kierunku g E H są dane, odpowiednio przez 
rozwiązanie i mnożniki Lagrange 'a następującego pomocniczego zadania 
liniowo-kwadratowego: 

(L)g Znaleźć (zg, wg) E X 00 takie, że 

JC(zg, wg, g) = min {JC(z, w, g) := ½((z, w), .Co(z, w)) 

+(z, D;h.Cog) + (w, D~h.Cog)} 
przy ograniczeniac 
ż(t) - Dxfo(t)z(t) - Dufo(t)w(t) - Dhfog(t) = O, 

Dx(o)foz(O) + Dx(1)foz(l) + Dhfog(O) = O, 
(Dx0b(t), z(t)) + (Du0b(t), w(t)) 

{
-o 

+(D1i0o(t), g(t)) • O 
swobodne 
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UWAGA 4.2 Z warunku (3.1) oraz z twierdzenia Robinsona wynika lo
kalna jednoznaczność oraz lipschitzowość punktów stacjonarnych zadań 
(O)h, Z drugiej strony, warunek koercytywności jest silnym warunkiem 
dostatecznym optymalności drugiego rzędu. Wobec lematu 3.1, łatwo 
pokazać, że warunek ten jest spełniony dla wszystkich h z pewnego 
otoczenia punktu ho. Stąd wynika, że punktom stacjonarnym odpo
wiadają lokalne minima. Kierunkowa różniczkowalność punktów stacjo
narnych i charakteryzacja różniczki jako punktu stacjonarnego problemu 
(L)9 wynika z twierdzenia 2.3 w (Robinson 1980) oraz z charakteryza
cji różniczki punktów stacjonarnych zadania (LO)0, danej przez (LQ)7r, 
Bardziej szczegółowa analiza problemu (L)9 prowadzi do wniosku (patrz 
twierdzenie 8.1 w (Malanowski 2001)), że różniczka punktu stacjonar
nego jest równomierna względem kierunku, a więc jest tzw. różniczką 

Bouliganda. Z tego rezultatu oraz z postaci ograniczeń w (L)9 wynika 
natychmiast poniższy wniosek. o 

WNIOSEK 4.3 Jeśli założenia twierdzenia 4.1 są spełnione i dodatkowo 
Io(t) = Iii(t) dla prawie wszystkich t E [O, 1], tj. jeśli punktowy warunek 
ścisłej komplementarności jest spełniony prawie wszędzie w przedziale 
sterowania, wówczas w otoczeniu punktu odniesienia, rozwiązania i mnoż
niki Lagrange'a zadań (O)h są silnie różniczkowalnymi funkcjami para
metru h. o 

Inny ważny wniosek wynikający z twierdzenia 4.1 dotyczy tzw. 
funkcji optymalnościF0 (h), która, na zbiorze 9o, zdefiniowanajest przez 

F 0 (h) := F(xh, uh, h), 

tj. każdej wartości parametru przyporządkowuje lokalnie optymalną 
wartość wskaźnika jakości problemu (O)h, 

WNIOSEK 4.4 Jeśli założenia twierdzenia 4.1 są spełnione, wówczas dla 
każdego h = ho + g E 9o ma miejsce następujący rozkład drugiego rzędu 
funkcji optymalności, równomierny względem g: 

F 0 (h) = F 0 (ho) + (DhCo,g) 
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gdzie (z9 , w 9 ) jest rozwiązaniem zadania (1)9 . o 

Założenia twierdzenia 4.1 są, warunkami dostatecznymi które za
pewniają, spełnienie tezy tego twierdzenia. Powstaje naturalne pytanie, 
jak odległe są, te warunki od warunków koniecznych? W szczególności, 
czy "marginesy swobody" a > O, założone w (A2) - (A4), są, rzeczywiście 
konieczne, czy też wynikają, tylko z użytej techniki dowodu? Problem ten 
był badany w pracach Dontchev and Malanowski (1999) i Malanowski 
(2001). W twierdzeniu 10.1 w (Malanowski 2001) pokazano, że jeśli 

zależność danych zadań (O) h od parametru jest silna w punkcie odnie
sienia, wówczas założenia (Al) - (A4) są, również warunkami koniecznymi 
spełnienia tezy twierdzenia 4.1. Tak więc, w tym przypadku, otrzymu
jemy pełną, charakteryzację własności lokalnej lipschitzowości i kierunk
owej różniczkowalności rozwiązań i mnożników Lagrange'a. 

5. Zbieżność aproksymacji Eulera dla zadań sterowania 
optymalnego 

Poza bardzo rzadkimi przypadkami, zadania sterowania optymal
nego dla układów ciągłych ( opisywanych równaniami różniczkowymi zwy
czajnymi lub cząstkowymi) nie dadzą, się rozwiązać analitycznie. Ażeby 
rozwiązać takie zadania numerycznie, trzeba wprowadzić ich skończenie 
wymiarową, aproksymację. Takie aproksymacje zależą, od pewnego para
metru aproksymacji h, przeznaczonego do zbieżności do zera. Czym 
mniejsza jest wartość parametru h tym lepiej aproksymowane jest ciągłe 
zadanie wyjściowe . Powstaje pytanie, czy dla h dążącego do zera rozwią
zania zadań aproksymujących są, zbieżne (w jakimś sensie) do rozwiązania 
zadania wyjściowego, a jeśli tak to czy potrafimy oszacować prędkość tej 
zbieżności? 

Tak postawiony problem zbieżności aproksymacji jest bliski prob
lemowi stabilności rozwiązań względem parametru, rozważanemu w po
przednich sekcjach. Zasadnicza różnica polega na tym, że zadania aprok
symujące mają, na ogół inną strukturę niż zadanie wyjściowe; np. różnicz
kowe równanie stanu jest aproksymowane równaniem różnicowym. Powo
duje to dodatkowe trudności, które nie występują, w zadaniach sta
bilności względem parametru. W pracy Malanowski, Biiskens, Maurer 
(1998). zaproponowano ogólne podejście do badania zbieżności aproksy
macji, stanowiące pewną, modyfikację metodologii przedstawionej w po-
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przednich sekcjach niniejszej pracy. Korzystając z tego podejścia, zbada
no w (Malanowski 1998) prędkość zbieżności aproksymacji Eulera dla 
nieliniowych zadań sterowania optymalnego, przy ograniczeniach miesza
nych sterowanie-stan. Poniżej krótko przedstawimy te wyniki. 

Będziemy rozpatrywać to samo zadanie sterowania optymalnego, 
które zostało wprowadzone w sekcji 2, jednakże teraz założymy, że dane 
zadania są, niezależne od parametru. Dla odróżnienia, zadanie to będzie
my oznaczać przez ( S): 

(S) Znajdź (x0 , u0 ) E X 00 takie, że 

F(xo, uo) = min{F(x, u) := J~ cp(x(t), u(t))dt 

+'lj,,(x(0), x(l))} 
przy ograniczeniach 
x(t) - J(x(t), u(t)) = O 
~(x(O), x(l)) = O, 
0(x(t),u(t)) • O 

dla p.w. t E [O, 1], 

dla p.w. t E [O, 1]. 

Zakładamy, że spełnione są, warunki regularności danych względem x i 
u, takie jak w (I) oraz, że problem (S) posiada rozwiązanie (xo, Yo). 
Ponadto spełnione są, założenia (Al) - (A4). 

Niech N będzie liczbą, naturalną,. Przez h = t oznaczamy krok 
dyskretyzacji, który traktujemy jako parametr. Oznaczamy tj = j h, j = 
O, 1, ..... ,N.Dla ustalonego h wprowadzamy przestrzeń skończenie wymi
arową, Lr(o, 1; JRm), przedziałami stałych funkcji v zdefiniowanych na 
[O, 1] przez 

v(t) = v(tj) dla t E [tj, Tj+1), j = O, 1, ... .. , N - l, 
z normą, llvlloo = max{lv(tj) I j = O, 1, ..... , N - 1}. 

Ponadto wprowadzamy przestrzeń W~•00 (0, 1; IRn), ciągłych i przedziała
mi liniowych funkcji 

y(t) = y(tj) + (t - tj)""vy(tj) dla t E [tj, tj+1], j = O, 1, ..... , N - 1} 
z normą, IIYlli,00 = max{ly(0)I, J"'vy(tj)I I j = O, 1, ..... ,N -1}, 

gdzie ""vy(tj) = ¾(y(tj+1 - tj). Przestrzeń 

X 00 ·= W 1•00 (0 1· IRn) x L00 (O 1· JRm) 
h · h ' ' ' ' 
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możemy traktować jako podprzestrzeń przestrzeni X 00 • Wprowadzamy 
następującą aproksymację zadania (S), którą będziemy nazywać aproksy
macją Eulera, gdyż do aproksymacji równania stanu zastosowany jest 
schemat Eulera: 

(S)h Znajdź (xh, uh) E Xh takie, że 
Fh(xh, uh) = min{Fh(x, u) := h'J:,f'=c/rp(x(tj), u(tj)) 

+v;(x(to), (x(tN))} 
przy ograniczeniach 

"'vx(tj) - f(x(tj), u(tj)) = O, 
e(x(to), x(tN) = 0, 
0(x(tj), u(tj)) • O, 

dla j = O, 1, ... , N - 1, 

dla j = O, 1, ... , N - 1. 

Należy zwrócić uwagę, że problemy (S) i (S)h mają różne struktury, a 
rozwiązanie zadania ( S) nie należy na ogół do przestrzeni Xh. Naszym 
zadaniem jest oszacowanie odległości pomiędzy (xo, uo) a (xh , uh)- Dla 
ustalonego h, przez (xh, uh) oznaczamy rzut (xo, uo) na podprzestrzeń 
Xh i korzystamy z nierówności trójkąta : 

ll(xo,uo)- (xh,uh)llx= • ll(xo,uo)- (xh,uh)llx= 
+ll(xh, uh) - (xh, uh)llx=-

Wprowadzamy dodatkowy warunek regularnosci: 

(7) 

(A5) Sterowanie optymalne uo jest funkcją ciągłą w przedziale [0,1]. 

Można pokazać, że, wobec założeń (A2) - (A4) , warunek (A5) implikuje 
ciągłość lipschitzowską uo, która pozwala oszacować pierwszy człon po 
prawej stronie (7). Do oszacowanie drugiego członu stosuje się technikę 
podobną do użytej w dowodzie twierdzenia 4.1, traktując (xh, uh) jako 
punkt odniesienia. Ostatecznie uzyskuje się następujący wynik (patrz 
twierdzenie 5.6 w (Malanowski 1998)): 

TWIERDZENIE 5.1 Jeśli założenia (Al) - (A5) są spełnione, wówczas 
istnieje stała TJ > O taka, ze dla każdego h < TJ istnieje lokalnie jednoz
naczne rozwiązanie zadania (S)h oraz stała f > O, niezależna od h, taka, 
że 

llxh - xoll1,oo, lluo - uhlloo D f h dla wszystkich h < TJ· (8) 

• 
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Należy podkreślić, że oszacowanie (8) prędkości zbieżności aproksymacji 
jest tego samego rzędu co rząd aproksymacji przestrzeni, a więc jest 
optymalne. 
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