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Władysława TRZASKĘ. 

Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa dnia 7 września 1871 roku. 

W i a d o m o w jaki sposób Koszi (CAUCHY) op ie ra jąc się na i lościach złożonych ( l) (u ro jonych) d r u g i e g o 
s topn ia zbudował t e o r j ę funkey j , k tó ra nas t ępn ie rozwinię ta znakomi t emi p r a c a m i p a n ó w Pjuize 
(PUISEUX), Bri jo (BRIOT) i Bukie (BOUQUET), Ż o r d a n (JORDAN), Loran (LAURENT) i i nnych , s t anowi dz i -
siaj gałęź m a t e m a t y k i , odznacza jącą się ścisłością i wykończen i em. 

Poniże j znajdzie czytelnik uogóln ien ie pewne j małe j cząstki tych pojęć Kosziego, oraz d o w o d z e n i e 
p e w n e g o twierdzen ia tyczącego się pewnego rodzaju funkey j tak uogóln ionych . 

HAMILTON (2) zda je się być p ie rwszym, k tó ry zaczął uważać ilości złożono w całéj ogólności . P o 
n im na jba rdz ie j uprawia l i t e n p r z e d m i o t l iczni ma tema tycy angielscy j ak C A Y L E Y , K I R K M A N , DE M O R G A N , 

J O H N i C H A R L E S G R A V E S , C A R M I C H A E L , COCKLE i wie lu innych . Powsta ło tym sposobem wiele o d m i a n 
ilości z łożonych obda rzonych różnemi własnośc iami , j ak couples, douplets, triplets, tessarines, octaves, 
quaternions, pluquaternions, sets, algebra of the n th character i t . d . Pomiędzy m a t e m a t y k a m i innych 
k r a j ó w zasługuje na uwagę przed i n n e m i Koszi, k tó ry dał początek tak zwanym kluczom algiebrycznym 
(clefs algébriques), (3) a k t ó r e w e d ł u g zdania Hami l tona są szczególnym p r z y p a d k i e m jego sets i późnie j -
szemi od tych os ta tn ich . Możnaby tu w s p o m n i e ć i nnych jeszcze, lecz p race ich w ogólności n ie l iczne 
z wyją tk iem p r a c włoskiego m a t e m a t y k a pana Bel lawit is ( B E L L A Y I T I S ) t w ó r c y t e o r j i zwané j przez 
niego Metodo a lbo Calcolo delle Equipollenze (4), oraz naszego z iomka pana W A W R Z Y Ń C A Ż M U R K I , k t ó r y 
zebrał p r ace swoje nad i lościami złożonemi przes t rzeni t r o j w y m i a r o w e j i ogłosił t akowe w e Lwowie 
w roku 1864 w obsżerném d w u t o m o w é m dziele (5). Z w r ó c i m y też także uwagę na r a c h u n e k g i eomet ry -
czny szwedzkiego m a t e m a t y k a pana D I L L N E R . Kończąc tę k ró tką wycieczkę h i s to ryczną o i lościach zło-
żonych, d o d a m , że na jba rdz i e j rozwin ię tą (po i lościach złożonych d rug iego s topnia) j e s t dzisiaj bez za-
przeczenia t eor ja czwórków (6) (qua te rn ions) s tworzona przez Hami l t ona , k tó ry oprócz p r a c umieszczo-
nych w różnych p i smach czasowych a poświęconych już to teor j i czwórków, już też ich zas tosowaniom 
do geomet ry i , m e c h a n i k i , fizyki, i t. d. poświęci ł téj teor j i nad to dwa obszerne dzieła. T e o r j a czwórków 
doczekała się już w A nglji dzieł wykładowych (e lementa rnych) między k t ó r e m i p iękne dzieło pana TET 
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(TAIT) z a j m o w a ć będzie długo p ie rwszo mie jsce (7) tak pod względem wykładu , jako też z p o w o d u 
l icznych i r ozma i tych zas tosowań. 

P rzys t ąp i ę te raz do okreś lenia p e w n y c h ilości z łożonych pod ług pojęć Hamil tona i do rozciągnięcia 
do n ich pojęc ia funkc j i Kosziego. 

Hami l ton w swych poszuk iwan iach uważał ilości złożone na jogóln ie jsze pod nazwiskiem sets. J a k o 
szczególny p rzypadek tych sets czyli ilości zbiorowych, z p o w o d ó w p e w n y c h rozumowań teorycznych 
nas t ręczyły m u się ilości, k t ó r e n a z w ę złożonemi wielowymiarowemi a k tó re określę w n a s t ępu j ący 
sposób . 

Oznaczmy przez j ednośc i u ro jone j ak ieko lwiek , przez tyleż ilości rze-
czywistych, wtedy wyrażenie 

n a z w i e m y ilością złożoną lwymiarową lub w ogólności wielowymiarową. Dodam przy tém, że zmie-
n i ł em cokolwiek znakowanie Hami l tona , k tóry pisał dop i e ro w y m i e n i o n ą ilóść z w ten sposób 

w czém poszedłem za p rzyk ładem z n a k o m i t e g o m a t e m a t y k a angielskiego pana Kele (CAYLEY), k tóry 
podobnegoż znakowania używał p r z e d e m n ą . 

U w a ż m y teraz dwie ilości lwym ia ro we 

takie , że ilości rzeczywiste są f unkc j ami rzeczywis temi , choćby najogólnie jszemi ilości 
rzeczywis tych to w t e d y każdemu znaczeniu ilości z odpowiada znaczenie ilości u. 
Uogóln ia jąc w ięc myśl Kosziego, nazwiemy ilość u funkcją lwymiarową ilości z, l u b w ogólności 
funkcją wielowymiarową. 

Naprzyk ład jeżeli 

z n a j d z i e m y się w dziedzinie funkcy j d w u w y m i a r o w y c h a w szczególności w przypadku teor j i Kosziego, 
k t ó r a służyła za wzór do wyżéj opisanego uogó ln ien ia pojęcia funkc j i . 

Jeżel i zaś 

b ę d z i e m y w dziedzinie f u n k c y j t r ó j w y m i a r o w y c h a w szczególności w przypadku ilości złożonych 

u w a ż a n y c h po raz pierwszy przez pana Ż m u r k ę . 

Jeżel iby by ło 

k t ó r e to j e d n o ś c i u ro jone ulegają p r a w o m n a s t ę p u j ą c y m 

i t . d . u ż y w a n y m przez Hami l tona , będz iemy w dziedzinie funkcy j cz t e rowymia rowych , a mianowic ie 
w p r z y p a d k u teor j i czwórków tak świetnie rozpoczę te j i u p r a w i a n e j przez tego znakomi tego m a t e m a -
tyka . I t . d . 
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29 O FUNKCJACH WIELOWYMIAROWYCH 

Okreś lenia f u n k c j i ciągłéj, jednowartościowéj (8) ( m o n o d r ô m e ) , jednopochodnej (9) (monogène) do-
skonałej (10) ( synect ique) , jakie zrobił Koszi, da ją się z ła twośc ią rozc iągnąć i do f u n k c y j w ie lowymia -
r o w y c h . I t ak f u n k c j a lwymiarowa u zmienne j n ieza leżne j l w y m i a r o w e j z będzie w p e w n y m 
zakresie te jże z m i e n n e j : 

a) ciągłą, jeżel i w t émże zakresie zmien ia j ąc z m i e n n ą niezależną z w sposób ciągły albo raczej 
ilości f unkc j a u zmienia się także w sposób ciągły, a raczéj ilości 

b) jednowartościowy, jeżeli p o m i m o wszelkich m o ż e b n y c h zmian zmienne j niezależnej z we-
wną t rz zakresu , i l ekroć razy zmienna niezależna wróc i do p i e r w o t n e g o znaczenia , funkc ja powraca 
r ó w n i e ż do p i e r w o t n e g o znaczenia 

c) jednopochodną, jeżeli pochodna w uważanym zakresie , m a przy każdém znaczeniu zmien-

n é j n ieza leżne j z j edno ty lko znaczenie niezależne od przyros tku dz. 

d) doskonałą, jeżeli w d a n y m zakresie jes t j ednocześn ie skończoną (co do znaczeń), ciągłą, j e -

d n o w a r t o ś c i o w ą i j e d n o p o c h o d n ą . 

Własnośc i powyższe gdyby się zdarzyły i na samych gran icach zakresu , lub w zakresie n i eogran i -
c z o n y m , to w okreś len iu funkc j i wyraz ićby to można o d p o w i e d n i o przez dodan ie wyrazu i na granicy, 
lub w y m i e n i a j ą c sam p r z y m i o t ty lko . 

Z a j m ę się teraz bliżej f u n k c j a m i dwu i t r ó j w y m i a r o w e m i , k t ó r e m o ż n a b y nazwać gieometrycznemi, 
gdyż d a j ą się ł a t w o p rzeds tawić g i eomet ryczn ie , gdy p rzec iwn ie funkc je więcéj jak t r ó j w y m i a r o w e 
n a z w a ć ogóln ie hipergieometrycznemi, gdyż zdaje się, że tegoż p rzymio tu nie posiadają . 

W i a d o m o , że Koszi używając przeds tawian ia ilości złożonych d r u g i e g o s topnia , podanego jeszcze 
przez z n a k o m i t e g o m a t e m a t y k a angielskiego W A L L I S ' A W d z i e l e : Treatise of Algebra, London, 1 6 8 5 . 

przeds t awia f u n k c j ę u zmienne j z, za p o m o c ą d w ó c h płasczyzn Z i U na k tó rych wspó ł rzędne p r o 
s t o k ą t n e d w ó c h p u n k t ó w o d p o w i a d a j ą c y c h z i u są o d p o w i e d n i o z1, z2, i v1 v2. To p r z e d s t a w i e n i e 
można , rozc iągnąć do wszelk ich funkcy j d w u w y m i a r o w y c h . 

P o d o b n i e ż dwie p rzes t rzen ie t r ó j w y m i a r o w e Z i U w k tó rych o d p o w i e d n i o współ rzędne p r o s t o -
k ą t n e z1, z2, z3 i u1, u2, u3, oznaczają pozorn ie d w ó c h p u n k t ó w o d p o w i a d a j ą c y c h z i u mogą służyć 
do p rzeds t awien i a g i eome t rycznego wszelkich funkcy j t r ó j w y m i a r o w y c h . Pan Żmurko stworzył w ł a -
śn ie s w e ilości u r o j o n e do p rzeds tawien ia p rzes t rzen i t r ó j w y m i a r o w é j . Uwaga więc tycząca p r z e -
s t rzen i t r ó j w y m i a r o w e j jes t p o d o b n é m u o g ó l n i e n i e m myśli pana Z m u r k i , j ak poprzedza jąca tycząca 
płasczyzny jes t uogó ln ien iem myśli Kosziego. 

F u n k c j a l w y m i a r o w a 

j e s t okresową (11) (pér iodique) , jeżeli i s tn ie je i lość lwymia rowa stała a taka, że przy wszelkiém zna-
czeniu z m i e n n e j niezależnej z j es t zawsze 

i w t e d y ilość a nazywa się okresem (pér iode) funkc j i u. 

W r a z i e f u n k c y j gieometrycznych to jes t dwu i t r ó j w y m i a r o w y c h jeżeli a, oznacza okres funkc j i , 
poprowadz iwszy o d p o w i e d n i o przez p u n k t a 

gdzie r j e s t l iczbą ca łkowi tą , l in je i powie rzchn ie równoleg łe , podzie l iwszy o d p o w i e d n i e płasczyznę 
i p rzes t rzeń t r ó j w y m i a r o w ą na pasy i wa r s twy takie , że funkc ja w każdym z n ich przybierać będzie 
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30 O FUNKCJACH WIELOWYMIAROWYCH 

wszystkie swe możebne znaczenia . L in je i p o w i e r z c h n i e u ż y w a n e pospol ic ie do tego celu są p r o s t e 
i płasczyzny. 

Gdyby w razie funkcj i d w u w y m i a r o w e j is tnia ły d w a okresy to jeżel i 
wykreś l imy n a płasczyznie p rzeds tawia jące j f u n k c j e d w u w y m i a r o w y p u n k t a z+ra wychodząc n a -
przykład z p u n k t u 

punk ta te b ę d ą się zna jdować na p ros t e j p r zechodzące j przez począ tek współ rzędnych w od l eg ło -

ściach r ó w n y c h jeżel i d rug i okres b j e s t tego rodza ju że p u n k t a 

(gdzie s j es t liczbą ca łkowi tą rzeczywistą) nie leżą na p ros te j na k tó re j leżą p u n k t a 

lecz na inné j pros té j , p rzechodzące j wszakże przez początek wspó ł r zędnych , to wtedy w i d z i m y , że 

punk ta 

są w ie rzcho łkami równoleg łoboków (mających boki r ó w n e k tó re wype łn i a j ą 
płasczyznę i funkcja d w u w y m i a r o w a przyb ie ra w e w n ą t r z każdego z tych równo leg łoboków wszyst-
kie swe możebne znaczenia . 

Podobnież w ogólności do funkcy j t r ó j w y m i a r o w y c h . Jeżel i funkc ja jest t ró jokresową, k tó re j o k r e -
sami niech będą a, b, c, p o p r o w a d ź m y o d p o w i e d n i o przez punk t a 

(gdzie r, s, t oznaczają liczby ca łkowi te rzeczywiste) płasczvzny równoleg łe do t r zech płasczyzn prze-
chodzących odpowiedn io przez p u n k t a 

to przestrzeń wypełnioną będzie przez równoległośc iany r ó w n e sobie, i w każdym z nich funkc j a 
p rzybie rać będzie wszystkie swe możebne znaczenia. W razie zaś, gdyby funkc ja była dwuokresową , 
możnaby uważać ją j ako t ró jokresową k tó re j okres trzeci jes t n ieskończony i dowo lnego k i e runku 
i wtedy przestrzeń podzie lonąby była na równoległośc iany n ieogran iczone w j e d n y m k i e r u n k u , 
i w każdym z n ich funkc ja p rzyb ie ra łaby podobn ież wszystkie swe m o ż e b n e znaczenia. 

Powiedziałem wyżéj w ogólności dla tego, że jeżel iby okresy były tego rodzaju że punkta im o d -
powiadające 

przypadły na j e d n e j p ros te j w razie funk j i d w u w y m i a r o w e j d w u o k r e s o w é j , a lbo też n a jednej p r o s t é j 
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lub płasczyznie w razie funkcj i t r ó j w y m i a r o w é j , w tedy p r zeds t awien i e ok re sów przestałoby być wyra-
zistém jak w o g ó l n y m p r z y p a d k u . Niżćj zwrócę jeszcze uwagę czy te ln ika na te szczególne przy-
padki z p o w o d u , że t a k o w e w p ł y w a j ą czasami na zmnie jszenie liczby o k r e s ó w , lub też na na tury 
s a m é j f unkc j i . 

Gdyby w razie f u n k e y j g i eome t rycznych to j es t d w u lub t r ó j w y m i a r o w y c h funkc ja miała większą 
liczbę okresów od liczby w y m i a r ó w , p rzeds t awien i e powyższe przestałoby być wyraz i s tém i nastręcza 
mimowoln i e py tan ie czy to się zdarzyć może i w jak ich w a r u n k a c h . Otóż w odpowiedz i na to pytanie 
d o w i o d ę nas t ępu j ącego t w i e r d z e n i a . 

Jeżeli ilości lwymiarowe ulegają zwykłym prawom dodawania algiebrycznego (12) to wtedy funkcja 1wy-
miarowa legoż rodzaju niebędąca stałą i mająca skończoną liczbę znaczeń dla każdego znaczenia zmiennej 
niezależnej nie może być więcej jak 1okresową, to jest mieć więcéj jak 1 okresów różnych, rozumiejąc przez 
okresy różne takie tylko, które nie są summo mi wielokrotników całkowitych innych okresów w mniejszej 
liczbie. 

Dowiedziemy tego t w i e r d z e n i a dla funkey j g i eomet rycznych to jes t w razie l = 2 i l = 3. W razie 
funkey j Kosziego twie rdzen ie j es t z n a n é m i is tnieje wie le j e g o dowodzeń . Dowodzenia te s tosu ją się 
do wszelkich f u n k e y j d w u w y m i a r o w y c h . P o d a m j ednakże j e d n o dowodzen ie dla oszczędzenia czytel-
nikowi szukania i d la tego, że bieg dowodzenia jes t ten s am jak w p rzypadku 1 = 3, k tó ry dotąd o ile 
mi w i a d o m o nie został an i spos t r zeżonym, ani u d o w o d n i o n y m . 

Nim j ednakże p rzys tąp ię do d o w o d u twierdzenia wyżéj wymien ionego , dowiodę poprzedn io dwóch 
nas tępujących tw ie rdzeń p o m o c n i c z y c h : 

a) Punkt leżący nie za obrębem powierzchni równoległoboku, jest odległy przynajmniej od jednego 
z czterech wierzchołków tegoż równoległoboku, mniej jak na długość największego z boków równoległoboku. 

b) Punkt leżący nie za obrębem objętości równoległościanu jest odległy przynajmniej od jednego z ośmiu 
wierzchołków tegoż równoległościanu, mniéj jak na długość największej z krawędzi równoległościanu. 

Co do równoleg łoboku , zważywszy, że tenże jes t syme t rycznym wzglądem punk tu przecięcia d w ó c h 
jego przeką tnych , zwanego n iek iedy środkiem, i że jeżeli p u n k t nieleżący za o b r ę b e m równoleg łoboku 
porusza p ros topad le ku j e d n e m u z b o k ó w , to odległości tegoż p u n k t u r u c h o m e g o od d w ó c h wierz-
cho łków wspomnianego d o p i e r o boku ma le j ą , a odległości od d w ó c h pozosta łych wierzchołków 
równoleg łoboku rosną , wnieść można , że twie rdzen ie j e s t p r a w d z i w é m zawsze, jeżeli dowiedz iemy go 
dla p u n k t ó w linji p r zechodzące j przez środek r ówno leg łoboku (a k tó r ą d la tego nazwiemy średnicą dla 
k ró tkośc i ) równoleg łé j do j e d n e g o z boków równoleg łoboku . Dowiedziemy więc twie rdzen ia up ro -
ść ionego n a s t ę p u j ą c e g o : 

Punkt którykolwiek średnicy równoległéj do jednego z boków równoległoboku, jest odległy przynajmniej 
od jednego z pomiędzy dwóch wierzchołków leżących na tymże boku, mniéj jak na długość największego 
z boków równoległoboku. 

Oznaczmy przez a , b wie lkośc i b o k ó w równo leg łoboku w porządku n i e rosnącym, przez k kąt 
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między niemi zawarły, k tó ry co zawsze m o ż n a w e ź m i e m y rozwar tym lub p ros tym, przez A wie rzcho -
łek kąta k, zaś pozostały kon iec boku a przez B. P rzypuśc imy nad to , że ś rednica o k tó re j m o w a 
w twierdzeniu jes t równoleg łą d o boku a. 

Przypuśćmy teraz, że p u n k t o k t ó r y m m o w a w twie rdzen iu przebiega ś r edn ice w k i e runku r ó w n o -
ległym do k i e runku od A ku B, j ego lodległości więc od tych os ta tn ich , p o d ł u g j ak kąt k j e s t roz-
w a r t y lub pros ty zmien ia ją się w n a s t ęp u j ący sposób. P ie rwsza odległość to jes t od A zaczyna m a l e ć 
a później rośnie lub od razu ciągle rośnie , podczas gdy druga odległość od B ciągle i zawsze m a l e j e . 
Z w r ó c i m y przy tém uwagę , że odległości p u n k t u poruszającego się od p u n k t ó w A i B są sobie r ó w n e 
gdy tenże z n a j d u j e się na przec ięc iu ś redn icy z p ros topad łą do niéj p rzechodzącą przez ś rodek 
boku a i odległości są wtedy r ó w n e Doda jmy że przecięcie to i s tn ie je zawsze w e -
wną t rz równoleg łoboku , bo pochy łe do ś rednicy wychodzące z p u n k t u B leżą z j e d n e j s t rony p r o -
s topadłe j p rzechodzące j przez tenże p u n k t i zadość czynią n ie równośc i 

a lbowiem takowa zmienia się na inną widoczną 

gdyż założenia Wraz i e zaś kąta k p ros tego , r a c h u n e k pozostanie ten sam t y l k o krótsza z po-
chyłych jes t p ros topad łą . Zb ie ra j ąc razem co powiedz ia łem wyżéj pokaże się, że tw ie rdzen ie będzie 
dowiedz ioném, jeżeli go usp rawied l iw imy dla d w ó c h p u n k t ó w C i D, k tó rych odległości od p u n k t u 

Pozos ta je w ięc dowieść d w ó c h nierówności 

P ierwsze s t rony tych n ie równośc i będą na jwiększe , gdy b = a i kąt k p ros ty , dos ta teczném w i ę c 
jes t uważać j e w t y m na jn i edogodn ie j s zym p r z y p a d k u . Takowe z ła twością p r z e m i e n i ć można na 

i twierdzenie z p o w o d u ich widoczności zos ta je os ta tecznie d o w i e d z i o n é m . Twierdzen ie zresztą jes t 
szczególnym p rzypadk iem nas tępu jącego odnoszącego się do równoleg łośc ianu , przypuszczając , że 
j e d n a z krawędzi j e s t z e r em. 

Co do równo leg łosc i anu , zważywszy, że tenże j e s t syme t rycznym względem p u n k t u przecięcia czte-
rech jego p rzeką tnych w e w n ę t r z n y c h zwanego ś r o d k i e m równoleg łośc ianu i przypuszczając , że punk t 
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nieleżący za o b r ę b e m równoległościanu porusza się p ros topad le ku j e d n é j ze ścian tegoż, spos t rze -
żemy że odległości punk tu ruchomego od cz te rech wie rzcho łków w y m i e n i o n é j dop i e ro ściany ma le j ą , 
a odległości od cz t e rech pozostałych wie rzcho łków równoległośc ianu r o s n ą , i wn ies i emy , że twier-
dzenie będz ie d o w i e d z i o n é m , jeżeli po t ra f imy go udowodn ić dla p u n k t ó w leżących na płasczyznie 
p r z e c h o d z ą c e j przez środek równoleg łośc ianu , (k tórą z tego p o w o d u dla k ró tkośc i nazwiemy średni-
cową) równoleg łe j do j e d n é j ze ścian równoleg łośc ianu . Dowiedz iemy więc tw ie rdzen i a uprość ionego 
n a s t ę p u j ą c e g o : 

Punkt którykolwiek płasczyzny średnicowej równoległej do jednej ze ścian równoległościanu, jest odległy 
przynajmniej od jednego z pomiędzy czterech wierzchołków téjże ściany mniéj niż na długość największej 
krawędzi równoległościanu. 

Oznaczmy przez a, b, c wie lkości k rawędz i równoległośc ianu w po rządku n i e r o s n ą c y m , przez k 
ką t r o z w a r t y lub p ros ty zawarty m iędzy bokami a i b, przez l ką t o s t ry między b o k i e m c i p ro s to -
pad łą do śc iany zawiera jące j ką t k. Kąty k i l zawsze w ten sposób d o b r a ć m o ż n a . P r z y p u ś ć m y 
n a d t o , że płasczyzna ś redn icowa j e s t równoleg łą do ściany zawiera jącej boki a, b a z a t e m i kąt k. 

W y o b r a ź m y teraz rzut p ros topad ły ściany zawiera jące j boki a i b na płasczyznę ś r edn i cową do n ié j 
r ó w n o l e g ł ą . Śc iana rzuci się więc w na tu ra lne j swéj wielkości . Nazwijmy dla u ła twienia A rzu t w ie rz -
chołka ką ta k, li rzut d rug iego końca boku a, C rzut podobny końca boku b, D rzu t pozos ta -
łego wie rzcho łka ściany uważané j . 

Płasczyzna ś r edn i cowa przec ina równoległośc ian wed ług r ó w n o l e g ł o b o k u równego r ó w n o l e g ł o b o -
kowi ABDC, k tó rego boki są równoleg łe do boków równoleg łoboku ABDG, a wierzchołk i z n a j d u j ą 
się o d p o w i e d n i o na cz te rech kołach zakreś lonych z punk tów A, B, G, D p r o m i e n i e m 1/2 c wst l. leżeli 
p o p r o w a d z i m y do tych cz te rech kół s tyczne zewnęt rzne równoległe do boków równo leg łoboku ABDG, 
spos t rzeżemy, że równoleg łobok pod ług k tó rego przecina płasczyzna ś redn icowa r ó w n o l e g ł o ś c i a n , 
n ie wyjdzie po za o b r ę b powierzchn i ogran iczonej cz te rema ł u k a m i kół zakreś lonych p r o m i e n i e m 

1/2 c ws t l, mianowic ie łukami EF , GH, IJ, KL z c z t e r e m a p ros t emi FG, HI, JK, LE. 

Jeżeli oprócz tego ze cz terech wie rzchołków ściany, k tóre j rzut wyżéj robi l iśmy na płasczyznę 

ś r edn i cową , zakreś l imy cz tery kule p r o m i e n i e m r ó w n y m największe j k rawędz i a , t akowe p rze -

tną płasczyznę ś r edn i cową pod ług cz te rech kół zakreś lonych z p u n k t ó w A, B, C, D p r o m i e n i e m 

i pozos tanie dowieść , że powierzchn ia EFGHIJKL nie zawiera ani j ednego p u n k t u takie-

go, k tó r egoby odległość od j e d n e g o p rzyna jmnie j z p u n k t ó w A, B, G, D była większą od 

P u n k t a powie rzchn i EFGHIJKL leżą a lbo zewnątrz równoleg łoboku ABDG lub w e w n ą t r z . U ważmy 
więc n a p r z ó d , czy os ta tn ie p u n k t a zadość czynią twierdzeniu , w d r u g i e j zaś części d o wo d zen i a zaj -
m i e m y się p u n k t a m i pozos ta łemi . 

Pon ieważ równoleg łobok ABDG jes t syme t rycznym względem swego ś rodka , i pon ieważ p u n k t 
nieleżący za j ego o b r ę b e m a porusza jący się p r o s t o p a d l e do boku a sp rawia , że odległości j ego od 
p u n k t ó w A i B male ją podczas gdy odległości od p u n k t ó w C i D rosną , i że to samo m o ż n a b y powie-
dz ieć o t rzech pozosta łych bokach , dos ta t eczném więc będzie zapewnić się czy p u n k t a ś redn icy MO 
r ó w n o l e g ł e j do boku a m a j a zawsze p rzyna jmn ie j jedne z odległości od p u n k t ó w A i B mnie j szą od 

Uważa jąc więc p u n k t przebiegający tę ś redn icę w k ie runku równo leg łym w k i e r u n k u od A ku B 
spos t rzeżemy, że w razie ką ta rozwar tego k odległość p u n k t u r u c h o m e g o od p u n k t u A jes t r ówną 1/2 b 
p o c z é m male je , p rzechodz i przez na jmnie j szość 1/2 b wstk a później rośnie, w razie zaś kąta k p ros tego 
od razu zaczyna r o s n ą ć ; odległość zaś od p u n k t u B zawsze male je . W t y m przeb iegu odległości p u n k t u 
porusza jącego się od p u n k t ó w A i B s ta ją się r ó w n e sobie i gdy p u n k t znajdzie się 
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n a przecięciu ś r edn icy r ó w n o l e g ł o b o k u ABDC z p ros topad łą do niéj p rzechodzącą przez środek b o k u 
AB. To przec ięc ie i s tn ie je zawsze wewną t r z ABDC gdyż pochyłe j e d n o s t r o n n e BO i BN do t e j ż e 
ś r edn icy zadość czynią n i e r ó w n o ś c i BO < BN czyli 

k t ó r e j już raz wyżéj d o w i e d l i ś m y . 

Zb ie ra jąc w ięc co powiedz i a ł em o punkc i e p rzeb iega jącym ś redn icę MO widz imy, że zawsze p rzy -

n a j m n i e j j e d n a z j ego odległości nie przechodzi długości AM lub AN czyli lub 

k t ó r e pozosta je dowieść , że są mnie j szemi od czyli u d o w o d n i ć d w ó c h na s t ępu j ących 
n ie równośc i 

T y m n i e r ó w n o ś c i o m m o ż n a n a d a ć kszta ł ty 

k tó rych drug ie s t rony są na jwiększemi gdy i dają n a w e t w tym 
na jn iekorzys tn ie j szym p rzypadku 

zkąd zatém w n i e ś ć m o ż n a , że są p r a w d z i w e m i . 

Pozos ta je teraz uważać p u n k t a p o w i e r z c h n i EFGHIJKL leżące na zewną t rz powie rzchn i ABDC. 
Gałą tę powie rzchn ię można podziel ić na cztery części takie, jak A R S F E P M p r o w a d z ą c przez ś rodk i 
b o k ó w równo leg łoboku ABDC pros topad łe do tychże boków, i rozumie się, że co powiemy o téj czę-
ści to samo s tosu je się i do t r zech pozosta łych. Dowiedz iemy więc , że p u n k t a zawar te w części 
ABSFEPM są odległe od p u n k t u A mnié j niż na odległość 

Uważmy p u n k t porusza jący się po obwodzie A B S F E P M wychodzący z p u n k t u A w k i e runku 
ku B. Odległość j ego od A ciągle rośnie n a w e t gdy przejdzie B idąc ku S gdyż długości pochyłych 
ciągle rosną . Przeszedłszy S i idąc ku F odległość p u n k l u r u c h o m e g o od p u n k t u A male je , po -
czém przeszedłszy F idąc ku S z a c h o w u j ą długość równą 1/2 c wst l , przeszedłszy E idąc ku P odle-
głość zaczyna ro snąć . Przeszedłszy nakon iec P p rzechodząc M i w r a c a j ą c do A odległość ciągle 
m a l e j e . Pokazu je się więc os ta tecznie , że odległość p u n k t u r u c h o m e g o od p u n k t u A przechodzi 
w p u n k t a c h S i P na jwiększe znaczenia , k t ó r e są A P i AS to j es t 
i widoczn ie z p o w o d u , że z założenia b ≤ a więc odległość AS n igdy mniejszą od AP nie jes t . P o -
nieważ n a d t o w i d o c z n é m jes t , że p u n k t a położone wewnąt rz części A B S F E P M są t é m bardzie j bliższe 
p u n k t u A aniżeli p u n k t S, pozosta je więc dla dowiedzenia w zupełnośc i twierdzenia dla równole -
g łośc ianu, ty lko u d o w o d n i ć n i e r ó w n o ś ć 

czyli 

k t ó r a n a w e t w na jn i eko rzys tn i e j s zym razie c = a nie p rzes ta je być p rawdz iwą . 

Twie rdzen ia dop ie ro dowiedz ione tyczące równo leg łoboku i równoleg łośc ianu , p rowadzą do d o w o 
dzenia g i eome t rycznego twie rdzen ia a lg iebrycznego n a s t ę p u j ą c e g o : 

Jeżeli 
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oznaczają ilości rzeczywiste, takie, że pomiędzy niemi nie istnieje jednocześnie 1 związków kształtu 

jeżeli nadto znaczenia wyrazeń 

jest największe przy s = 1; wtedy istnieje zawsze 1 takich liczb całkowitych rzeczywistych 

które zadość czynią nierówności 

Rozumie się, że dowodzenia s tosu ją się tylko do d w ó c h p r z y p a d k ó w mianowic i e 

nie będę się j ednak nad n i é m za t r zymywał , i p r ze jdę do d o w o d u twierdzenia głównego tyczącego 
funkcy j ok re sowych dwu i t r ó j w y m i a r o w y c h . 

a) Funkcja dwuwymiarowa, niebędąca stałą i mająca skończoną liczbę znaczeń dla każdego znaczenia 
zmiennej niezależnéj, lub jeżeli nieskończoną to różniących się o ilości skończone, nie może być więcej jak dwu-
okresową, to jest mieć więcéj jak dwa okresy różne, zastrzegając, że ilości dwuwymiarowe ulegają zwykłym 
prawom dodawania algiebrycznego. 

Gdyby twie rdzen ie było p r a w d z i w é m , byłby wtedy p rzyna jmnie j trzeci okres różny od d w ó c h o k r e -
sów różnych przypuszczonych i m o ż n a b y było w y b r a ć z pomiędzy nich dwa zwroty na jmnie j sze (13). 
Poprowadziwszy więc na płasczyznie Z przeds tawia jące j zmienną niezależną z, dwa uk łady pros tych 
równoleg łych do dwóch p ros tych p rzechodząych przez punk ta 0 i a, oraz przez p u n k t a 0 i b, (a, b, c 
oznaczają trzy okresy funkc j i d w u w y m i a r o w e j uważanej , us tawione co do długości w porządku nie male-
jącym) t akowe podzielą całą płasczyznę Z na równoległoboki . Jeżeli t e r az z j ednego z wie rzchołków 
któregokolwiek z r ó w n o l e g ł o b o k ó w p o p r o w a d z i m y p ros t ą wyobraża jącą trzeci okres (tak co do wie l -
kości j akoteż i k ie runku) , to d rug i kon iec téj p r o s t é j nie upadn ie w żadnym z wie rzcho łków tego l u b 
innego równo leg łoboku , lecz w e w n ą t r z , gdyż inaczej trzeci okres byłby s u m m ą wie lok ro tn ików 
d w ó c h pierwszych okresów a za t ém nie by łby różnym, co p rzec iwne założeniu. 

Lecz na mocy twie rdzen ia o równo leg łoboku wyżéj dowiedzionego, ten drugi kon iec linji p rzeds ta -
wia jące j trzeci okres funkc j i , jes t bliższy p rzyna jmnie j z wie rzcho łków równoleg łoboku w k t ó r y m się 
zna jdu j e , aniżeli na d ługość na jwiększego z boków tegoż równoleg łoboku . czyli wie lkość j ednego 
z d w ó c h okresów na jmnie j szych . Wnies i emy więc , że d w ó c h najmnie jszych okresów d o b r a ć nie m o -
żna, b o w i e m odległość o k tó re j dop ie ro mówi l i śmy jest ok re sem mnie j szym od j e d n e g o z d w ó c h n a j -
mnie j szych przypuszczonych i że p rzec iwnie , można je d o b r a ć mnie j szemi od wszelkich długości 
danych jakkolwiek m a ł y c h . 

Skoro więc funkc ja przy z m i a n a c h zmienne j niezależnej , mnie jsze j od wszelkiej dané j ilości j akko l -
wiek małej , nie zmienia swego znaczenia, jes t więc albo stałą, a lbo też ma nieskończoną l iczbę zna -
czeń nieskończenie mało się różn iących przy każdém znaczeniu z m i e n n e j n iezależnej . Przypuszcza jąc 
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więc is tnienie t r z e c h okresów różnych wychodzimy zawsze z zastrzeżeń twie rdzen ia , i tym s p o s o b e m 
twierdzen ie zos ta je dowiedz ioném dla funkeyj d w u w y m i a r o w y c h . 

Prze jdz iemy te raz do funkey j t r ó jwymia rowych dla k tó rych twie rdzen ie n ie zostało o ile mi wia-
d o m o , ani spos t r zeżoném, ani dowiedz ioném. 

b) Funkcja trójwymiarowa niebędąca stałą imająca skończoną liczbę znaczeń dla każdego znaczenia 
zmiennéj niezależnej, lub jeżeli nieskończoną, to różniących się o ilości skończone, nie może być więcej jak trój-
okresową, to jest mieć więcej jak trzy okręty różne, zastrzegając, że ilości trójwymiarowe ulegają zwykłym 
prawom dodawania algiebrycznego. 

Gdyby twierdzenie nic było prawdziwém, byłby w t e d y p rzyna jmnie j czwar ty ok re s różny od t rzech 
okresów różnych przypuszczonych i możnaby w y b r a ć z pomiędzy n ich trzy zwro ty n a j m n i e j s z e . 
Poprowadz iwszy w przes t rzeni Z przeds tawia jące j z m i e n n ę niezależną z t rzy u k ł a d y płasczyzn rów-
noległych do t rzech płasczyzn oznaczonych przez p u n k t a 0, b, c; a, 0, c; a, b, 0; (a, b, c, d oznaczają 
tu cztery okresy funkc j i w porządku nie male jącym) i k tó re to płasczyzny podzie lą przes t rzeń Z na 
równoleg łośc iany , k tó rych krawędziami będą wielkości t rzech na jmn ie j s zych okresów. Jeżel i t e raz 
z j e d n e g o z wie rzcho łków któregokolwiek z równo leg łośc i anów, p o p r o w a d z i m y p ros t ą wyobraża jącą 
czwar ty okres (tak co do wielkości jak i k ie runku) , d rug i jé j koniec nie u p a d n i e w żadnym z wie rz -
c h o ł k ó w tegoż lub innego równoległościanu, lecz w e w n ą t r z , gdyż inaczej czwar ty okres byłby s u m m ą 
wie lok ro tn ików t rzech pierwszych okresów, to j es t n ie byłby różnym, co p r zec iwne założeniu. 

Lecz na mocy twierdzen ia o równoległościanie , wyżéj dowiedz ionego , t en d rug i kon iec p r o s t e j wyo . 
b raża jący czwarty okres funkcj i , jest bliżéj j e d n e g o z wie rzcho łków równoleg łośc ianu , w k t ó r y m się 
z n a j d u j e , jak na długość największej krawędzi równoleg łośc ianu , czyli wie lkość j e d n e g o ze t rzech 
ok re sów na jmnie j szych . Wnies iemy więc, że t rzech na jmnie j szych okresów d o b r a ć nie można , bo-
w i e m odległość o k tó re j mówil iśmy można uważać j a k o okres mniejszy od j e d n e g o ze t rzech n a j -
mnie jszych przypuszczonych, i że przec iwnie , można zawsze dobrać trzy okresy mnie j sze od t rzech 
ilości danych jakkolwiek ma łych . 

Skoro więc funkc ja przy zmianach zmienne j n iezależnéj , mnie jszych od wszelkie j dané j ilości jak-
kolwiek małé j , nie zmien ia swego znaczenia, jest więc a lbo stałą, a lbo też m a n ieskończoną l iczbę 
znaczeń nieskończenie mało się różniących przy każdém znaczeniu zmienne j n iezależnej . Przypuszcze-
nie więc istnienia cz terech okresów różnych , prowadzi n ieun ikn ien ie do sprzeczności z tw ie rdze -
n i e m , i dowodzi twie rdzen ia w zupełności . 

Dokończywszy d o w o d u twierdzenia g łównego zakończę k i lku wyrazami odnoszącemi się do szcze-
gólnego przypadku , gdy przy przeds tawianiu f u n k e y j d w u lub t r ó j w y m i a r o w y c h okresowych zdarzy 
się, że okresy są tego rodza ju , że punkta 

p rzypada ją na j edne j p ros te j lub na jedné j płasczyznie. 

Jeże l iby w razie funkcj i okresowej d w u w y m i a r o w e j , punk t a o k t ó r y c h m o w a leżały na linji j e d n e j 
p ros te j , mogłoby się zdarzyć oprócz tego, że wielkości dwóch okresów o d p o w i e d n i c h byłyby współ -
m i e r n e lub nie. W p ie rwszym razie funkc ja byłaby ty lko j e d n o o k r e s o w ą , w d r u g i m zaś byłaby stałą 
l u b posiadałaby n ieskończoną liczbę znaczeń różniących się między sobą n ieskończenie ma ło dla 
każdego znaczenia z m i e n n e j niezależnej. 

Oznaczmy b o w i e m przez w1, w2 wielkości dwóch ok re sów a1, a2 f unkc j i , k t ó r e p rzypuśćmy n a p r z ó d 
w s p ó ł m i e r n e m i i k tó rych największą wspólną mia r ą n iech będzie w. Jeżeli więc r1, r2 oznaczają 
l iczby całkowite p ierwsze między sobą s tosowne, to można napisać 
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p u n k t a więc o d p o w i a d a j ą c e o k r e s o m i leżące w linji p ros t e j wyrażą się przez 

gdzie s1, s2 oznaczają l iczby ca łkowi te rzeczywiste d o w o l n e . Ponieważ r1, r2 są pierwszemi między 
sobą można więc na zasadzie znanego twierdzenia a lg iebrycznego d o b r a ć ca łkowi te s1, s2 tak że 

i lunkc ja m i e ć będzie widoczn ie j e d e n tylko okres a, k t ó r e g o wielkość w. 

Jeże l iby zaś wielkości w1, w2 o k r e s ó w były n i e w s p ó ł m i e r n e , w tedy wed ług znanej własności u ł am-

ków ciągłych spos t rzeżemy, że różnica pomiędzy znaczeniem bezwzględném u ł a m k u i dos ta tecz-

nie od leg łym u ł a m k i e m p r z y w r ó c o n y m jes t mniejszą bezwzględnie od jednośc i podzielonej przez 
k w a d r a t z m i a n o w n i k a tegoż u ł a m k u przywróconego , i k t ó r y to mianownik można wziąć większym 
od wszelkiej ilości dane j j a k k o l w i e k wielkie j , b iorąc tylko u ł a m e k p r z y w r ó c o n y dos ta tecznie o d l e g ł y . 
W n i e s i e m y z tąd , że wie lkość wyrażen ia alsl + a2 s2 można w t e d y uczynić mnie jszą od wszelkiéj i lo-
ści dané j j akko lwiek ma łé j . Skoro więc funkc ja n iezmien ia swego znaczenia przy t ak małé j j ak się 
p o d o b a zmian ie znaczenia zmienne j niezależnej, jest w ięc stałą lub też m a nieskończoną l i czbę 
znaczeń n i e skończen ie mało się różniącyh dla każdego znaczenia zmienne j niezależnej , jak to wyżéj, 
powiedz i ano . 

J akko lwiek to dowiedz iono już dla funkc j i Kosziego, powtórzy łem d o w ó d dla dogodnośc i czy te l -
nika, zwraca j ąc p rzy tém uwagę , że się to s tosuje do wszelkich f u n k c y j d w u w y m i a r o w y c h . 

Gdyby w razie f u n k c y j t r ó j w y m i a r o w y c h dwuokresowych , zdarzyło się, że p u n k t a odpowiadające-
o k r e s o m były na j e d n e j l in j i p ros te j wyciągnę l ibyśmy podobneż wnioski m ianowic i e w razie w s p ó ł -
mie rnośc i w ie lkośc iok re sów, zmnie jszenie liczby o k r e s ó w ; w razie zaś n i ewspó łmie rnośc i f u n k c j a 
byłaby stałą lub mia ł aby n ieskończoną liczbę znaczeń n ieskończen ie mało się różniących dla każdego 
znaczenia z m i e n n e j niezależnéj . 

Jeże l iby zaś w razie funkc j i t ró jokresowéj t r ó j w y m i a r o w e j zdarzyło, że punk t a o d p o w i a d a j ą c 
t r zem ok re som a1, a2, a3, a mianowic ie punk ta 

(gdzie s1, s2, s3, oznaczają ca łkowi te rzeczywiste) dowolne zna jdowały się na j edne j płasczyznie, m o ż n a 
by w t e d y u w a ż a ć daną f u n k c j ę n a té jże płasczyznie lub na wszelkiej płasczyznie równo leg łe j , j a k o 
d w u w y m i a r o w ą m a j ą c ą t rzy okresy różne . Na mocy więc twie rdzen ia wyżéj dowiedz ionego , wnieśl i -
byśmy , że f u n k c j a j es t stałą lub też ma n ieskończoną liczbę znaczeń n ieskończen ie mało się różniących 
dla każdego znaczenia zmienné j n iezależnej . 

(l) Używam tu nazwy ilość złożona (complesse, complex i t. d. ) zamiast pospolicie używanej ilość urojona, gdyż 
pierwsza lepiéj rzecz przedstawia i dzisiaj jest prawie ogólnie używaną w językach włoskim, angielskim i t. d. Zo-
stawiam jednakże nazwę jedność urojona zgodnie z matematykami cywilizowanego Zachodu, gdyż rzeczywiście na-
tura jéj ma coś nieujętego w prawidła, coś że tak powiem fantastycznego, gdyż nadajemy jéj własności najrozmaitsze 
jakie uznajemy za stosowne do skrócenia lub ułatwienia w rozwiązaniu zadania lub dowodzeniu twierdzenia które 
mamy na uwadze. 

(2) Najlepszą wskazówką, w rozwoju teorji ilości złożonych [uważanych po raz pierwszy przez matematyków włos-
kich a mianowicie Kardana (CARDANO)] jest zdaje mi się przedmowa obszerna jaką zrobił Hamilton do swego dzieła; 
Lectures on Quaternions,... By Sir WILLIAM ROWAN HAMILTON,... Dublin: Hodges and Smith,... London: Whittaker 
and Co,... Cambridge: Macmillan and Co. 1853, 8ka, stronic 71, 64, 730, 2. Dodamy tu jeszcze dzieło pośmiertne 
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tegoż wielkiego matematyka: Elements of Quatemions. By the late Sir WILLIAM ROWAN HAMILTON,.. . Edited by his 
son WILLIAM EDWIN HAMILTON,.. . London: Longmans, Green, and Co. 1866. 8ka, stronic 6, 2 , 6 0 , 7 0 2 . Dwa dopiero 
wymienione dzieła stanowią dwie obszerne prace jakie Hamilton zostawił w tym przedmiocie. 

(3) Czytelnik znajdzie takową obszernie rozwiniętą w pracy Kosziego: Mémoire sur les clefs algébriques zawartej 
na stronicach 3 5 6 do 4 0 0 , tomu 4 pisma: Exercises d'analyse et de physique mathématique, par le Baron AUGUSTIN 

CAUCHY,.. . Paris, Bachelier,... 1 8 4 0 , 1 8 4 1 , 1 8 4 1 , 1 8 4 7 , tomów 4 , 4ka. Zdaje się jednakże, że pierwsze prace Kosziego 
nad kluczami algiebrycznemi sięgają 1853 roku i zatém przytoczona wyżéj praca nie jest wcześniejszą. 

(4) Z pomiędzy licznych i pięknych prac Pana Bellawitis przytoczę następujące, naprzód dla tego, że Hamilton 
zdaje się ich wcale nie znać i dla tego że rzeczywiście zasługują na uwagę. 

a) Saggio di applicazioni di un nuovo metodo di geometria analitica (Calcolo delle equipollenze); Padova, 1835. 

b) Saggio sull'algebra degli imaginarii; Venezia, 1852. 

c) Sposizione del metodo delie equipollenze; Modena, 1854. 

d) Calcolo dei quaternioni di W. R. Hamilton, e sua relazione col metodo delie equipollenze; Modena, 1858. 

e) Sposizione dei nuovi metodi di geometria analitica; Venezia, 1860. 

f) Determinazione numerca delle radici imaginarie delie equazioni algebriche; Venezia, 1864. 

h) Elementi di geometria, di trigonometria e di geometria analitica,... Padova, 1862. 

(5) Wykład Matematyki na podstawie ilości o dowolnych kierunkach. Napisał WAWRZYNIEC ŻMURKO, . . . Nakładem 
Włodzimierza Hr. Dzieduszyckiego. Lwów. Z drukarni Kornela Pillera. 1864. 8ka, 2 tomy, tom pierwszy zawiera 
stronic 24, 372. 4; drugi zaś zawiera stronic 26, 698, 8. 

(6) Po raz pierwszy zdaje mi się przychodzi użyć wyrazu polskiego odpowiadającego wyrazowi angielskiemu qua-
ternion. W niewiadomości, czy kto już go przetłumaczył ośmielam się użyć wyrazu czwórek, który zdaje mi się przy-
pominać poczwórną naturę tego rodzaju ilości i tłomaczyć niejako nazwisko nadane przez Hamiltona. 

7) An elementary treatise on quaternions by P . G . T A I T , . . . Oxford, at the Clarendon press, 1 8 6 7 . London. Mac-
millan and Co. publishers to the University of Oxford. 8ka stronic 20 i 320. 

(8) (9) (10) (11) Nazwisk tych użył Pan Folkierski w swym dziele: Zasady Rachunku różniczkowego i całkowego z za-
stosowaniami.... Tom I . . . . Nakładem bibljoteki Kórnickiéj. Paryż, księgarnia Luxemburska,... Warszawa, księgarnia 
M. Glücksberga.... 1870. 8ka, stronic 50 i 1088, odpowiednio na stronicach 664 i następnych, 704 i następnych, 
718 i następnych, oraz na stroncy 15. 

( 12) To jest jeżeli 

(13) Nazywamy tu odpowiednio z powodów gieometrycznych długością lub wielkością ilości dwu i trójwymiarowej 

wyrażenia dodatnie 

To określenie wielkości ilości wielowymiarowej stosuje się i do ilości więcéj jak trójwymiarowych, i nazywamy 
z pomiędzy dwóch ilości wielowymiarowych większą tę, która ma wielkość większą. Nakoniec dodam jeszcze, że kie-

runek linji przechodzącéj przez początek współrzędnych i przez punkt z1, z2, lub z1, z2, z3, nazwiemy kierunkiem 
ilości dwu lub trójwymiarowej. 
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