
LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES

ET

LES PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE

Bulletin astronomique, t. 19, p. 177-198 (mai 1902).

L’élude des solutions périodiques de la première el de la seconde sorte présente un intérêt particulier quand on suppose que les moyens mouvements sont à peu près commensurablcs. Ces solutions périodiques donnent, en effet, une première approximation pour les orbites des petites planètes donile moyen mouvement est sensiblement le double de celui de Jupiter. C’est ainsi qu’à procédé M, Simonin; c’est ainsi également, tout compte fait, qu’a procédé M. Brendel dans sa Theorie der kleinen Planeteii, où il a appliqué la méthode de Gyldén; il commence, en elTet, par déterminer les termes de degré zéro, et ces termes correspondent précisément à une solution périodique de lapremière sorte.
Équations du problème.Nous négligerons les Inclinaisons et l’excentricité de Jupiter. Nous supposons donc que l’orbite de Jupiter est circulaire et que la planète troublée se meut dans le plan de cette orbite. Comme d’ailleurs la masse de la planète troublée est nulle, nous sommes dans les conditions de ce qu’on appelle le problème 

restreint.On sait qu’on doit rapporter la première planète au Soleil, et la seconde au
H. P. — Viti. 53
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4i8 solutions périodiques et planètes du type d’hécube.centre de gravité du système formé de la première planète et du Soleil. Si la première planète est la petite planète dont la masse est nulle, ce centre de gravité coïncide avec le Soleil, de sorte que les deux planètes peuvent être rapportées au Soleil.Soit alors R une fonction égale à la masse du Soleil divisée par la distance de la petite planète au Soleil, plus la masse de Jupiter divisée par la distance de cette planète à Jupiter, moins le demi-carré de la vitesse de la petite planète.Nous pourrons choisir les unités et l’origine du temps de telle façon que la longitude de Jupiter soit égale à Z, puisque le mouvement de cet astre est supposé uniforme.Quant aux éléments osculateurs de la planète troublée, nous désignerons par L- le grand axe, par G = l.ç i —e- la constante des aires, par l l’anomalie moyenne, par g la longitude du périhélie.Nous avons alors
(I) Comme R dépend seulement de L, G, l et g — Z, ce qui s’écrit 
nous sommes conduits à poser F = R + G, et nos équations deviennent
(2)

Posons maintenant 
j’observe (pie la dillérence 
est une diiléreniielle exacte, fie sorte <pιe nos équations conserveront la forme canonique et s’écriront
(3)
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE. 419Je remarque que λ représente la difiérence des longitudes moyennes et que ξ et η sont de l’ordre de l’excentricité.Quelle est la forme de la fonction F ? Nous pourrons écrire 
m étant la masse de Jupiter; on aura d’ailleurs

Quant à Fl, ce sera une fonction de L, Z, ξ et η développable suivant les puissances entières de ξ et de η et suivant les sinus et cosinus des multiples de Z.Par raison de symétrie, Fi ne changera pas quand on changera Z etηen — Z et — η.
Solutions de la première sorte.Recherchons d’abord les solutions périodiques de la première sorte. A cet effet , écrivons nos équations en faisant passer dans le second membre les termes affectés du coefficient zn; il viendra

(4)

En première approximation, nous aurons donc
Si dans les seconds membres des équations (4) nous substituons les valeurs approchées ainsi trouvées, ces seconds membres deviennent des fonctions connues de i, qui se présenteront sous la forme de séries procédant suivant les sinus ou les cosinus des multiples de //„ i, avec cette circonstance que les seconds membres des équations en et en ne contiendront que des sinus, tandis que ceux des équations en et en ne contiendront que des cosinus.Ces équations (4), où les seconds membres sont regardés comme des fonctions connues de i, vont nous donner de nouvelles valeurs approchées de nos inconnues.
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420 SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.La première nous donne
(5)

ce qui détermine L par quadrature à une constante près; nous voyons que L sera une fonction paire de t.11 vient ensuite
(6)

Le secondmembre se compose de deux termes ; dans le second de ces termes qui contient m en facteur, je remplace ξ, η, L et λ par les valeurs trouvées en première approximation et j’ai ainsi pour ce second terme une fonctioncQiime^ périodique et paire de Z, développable en série procédant suivant les cosinus des multiples de ΛθΖ. Quand au premier terme, qui dépend seulement de L, j’y remplace L par la valeur à laquelle vient de me conduire l’intégration de l’équation (5); j’ai encore une fonction périodique et paire de Z, mais cette fonction n’est pas entièrement connue; elle le serait si L l’était, mais nous venons de voir que l’équation (4) ne peut déterminer L qu’à une constante près.Le second membre de (6) est donc une série procédant suivant les cosinus des multiples de h^t^, mais cette série n’est pas entièrement connue, car les coefficients dépendent d’un paramètre indéterminé (qui est la constante dont je viens de parler). Nous disposerons de ce paramètre de telle sorte que le 
terme tout connu de la série trigonométrique qui figure dans le second 
membre de (6) soit égal à Λθ. Le second membre de (6) est alors entièrement connu et nous aurons λ par une simple quadrature.Nous voyons que λ — ΛθΖ sera une fonction périodique de Z, et il en sera par conséquent de même de

COSÀ = cos/io Z cos (À — ΛοΖ) sin AoZ sin (λ — h^t )et de sinλ. D’ailleurs, on voit que λ est une fonction impaire de Z.Nous avons enfin les équations
Dans les seconds membres nous remplacerons L, λ, ξ et η par les valeurs
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’hÉCUBE. 4'21obtenues en première approximation et nous trouverons des équations de la forme suivante :
(7)d’où nous tirons immédiatemeni

11 y aurait exception si le dénominateur s’annulait, c’est-à-dire si, pour une valeur entière n de ∕√, on avait
Si //„, sans être rigoureusement égal à - , était voisin de - , le dénominateur, sans s’annuler, deviendrait très petit, et il pourrait y avoir des doutes sur la convergence.Les approximations suivantes se poursuivraient de la même manière sans qu’il y ait absolument rien à changer à ce qui précède.On ne rencontrerait de difficulté que si Λθ était voisin de ± comme Λ0esl toujours positif (mouvement direct), il ne sera jamais voisin de — mais il j)ourra être voisin de q- j)o∣∣r b‘s planètes dites caractéristiques, c’est- à-dire tle I pour les planètes du type d’Ilécube, de pour les planètes du type de Ililda et de | pour les planètes du type de Tliulé.

Solutions de la seconde sorte.Pour l’étude des solutions de la s(∙conde sorte, nous choisirons une variable nouvelle o), en posant t = et nous proposerons de choisir ce coefficient constant //, qui est d’abord indéterminé, de telle façon que L, cos/., sinλ, ξetη soient des fonctions périodiques de ω de période de 2π, développables en séries procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de ω.Nous aurons alors les équations
(8)
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422 SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.En première approximation, nous remplacerons les seconds membres par zéro et nous trouverons
P et cj étant deux entiers et β une constante arbitraire quelconque. Pour la secondi* approximation, nous poserons
et dans les seconds membres des équations (8) nous remplacerons les variables L, a, Λ, ξ, η par leurs valeurs approchées Lθ, (/'>}. j). β cosy>ω, β sin∕>ω. Ces seconds membres deviennent ainsi des fonctions connues de ω périodiques, dont deux sont paires et développables en séries de cosinus et deux impaires développables en séries de sinus. Nous avons ainsi d’abord
(9)d’où l’on déduit par quadrature ôL, à une constante près.Quant aux deux dernières équations (8), elles s’écrivent

Les corrections ôA, άξ, οη sont de l’ordre de m; si donc nous négligeons zw^, nous })θurrons négliger les produits âA δη, êA <5ξ et nos équations s’écriront
(lO)

L’intégration de ces équations est Immédiate et nous donne

Sous le signe Σ, on doit donner à n toutes les valeurs entières, sauf la valeur p. Quant à γ, c’est une constante d’intégration que l’on peut supposer nulle, car elle fait double emploi avec la constante β.
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE. 423Nous avons ensuite
Je rappelle que, dans la dérivée de F*, les variables sont remplacées par leurs valeurs approchées.D’autre pari, en négligeant m-, et par conséquent δ∕∕ ôL et oh-, je puis écrire 

d’où
(II)Les coefficients En seraient entièrement connus si ôL était entièrement connu, mais ôL nhi été déterminé qu’à une distance près; les coefficients En dépendent donc de celte constante que Voti cJioisira de façon cpie Eθ soit nul. Ce choix étant ainsi fait, les En sont connus et l’on trouve όλ par quadrature.En troisième approximation, on tiendra compte de m-, mais on négligera m≡ ; soient L, λ. Λ, ξ, η les valeurs obtenues en seconde approximation; et soient L + 3L, λ 4- δλ, h + èh, ξ 4- δξ, η 4- δη les valeurs exactes aux quantités près de l’ordre de zn≈* que nous cherchons à déterminer.Dans les premiers membres des équations (8) nous remplacerons donc L, λ, 
h, ξ, fl par L 4- 3L, λ 4- δλ, Λ 4- δΛ, ξ 4- δξ, η 4- δη. Dans les seconds membres, au contraire, nous pourrons négliger δL, δλ, δΛ, δξ, δη, de sorte que ces seconds membres seront des fonctions connues de ω.Nous avons d’abord pour déterminer oL une équation analogue à (9) qui se traitera de la môme manière; puis nous avons 
ou, en négligeant δΛ δη, qui est de l’ordre de ni'*,

Le second membre est de la forme sin∕iω.D’autre part, je puis négliger (η — β sinτ>ω) δΛ et (Λ—7?) δη, puisque iQ — (3 sin∕>ω et h —p sont de l’ordre de m, et que èh et δη sont de l’ordre de Notre équation devient donc
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42/, SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.et nous avons de même
Ces équations étant de même forme que les équations (lo) se traiteront do la même manière. Nous délerminerions enfin δλ par une équation qui serait dola forme (i i).Il y a cependant un cas où il pourrait y avoir une difficulté.Nous avons trouvé plus liaul
(12)

Cetle formule deviendrait illusoire si β était nul, et même si β était très petit la convergence dos développements pourrait être compromise. On retrouve d’ailleurs à chaque approximation des équations de la forme (lo), de sorte qu’il faut chaque fois calculer une nouvelle correction δΛ par une formule de la forme ( 12), de sorte que la même difficulté se représentera chaque fois.On pourrait donc craindre que la méthode ne fût pas applicable au cas où β (et par conséquent l’excentricité) est une petite quantité. Mais nous observons que, si l’on fait β = o, on retombe précisément sur les solutions de la première sorte que nous venons d’étudier; or nous venons de voir que ces solutions existent toujours, sauf peut-être pour les planètes caractéristiques.Le cas des planètes caractéristiques est celui où le rapport est entier. Si donc est commensurable sans être entier, nous sommes certains que la difficulté se dissipera d’elle-mêmc, c’est-à-dire que Cp—Dy, s’annulant en même tenq)s que β, la correction èk restera finie. C’est ce qu’il est aisé d’ailhmrs de constater pour les premières approximations. Si au contraire est entier (y> entier, ^=1), la méthode peut se trouver en défaut, et nous allons voir ce que deviennent dans ce cas nos solutions périodiipies.
Raccordement des deux sortes de solutions.On peut représenter schématiquement les résultats obtenus par une figure.Supposons que nous représentions chaque solution périodique par un point défini de la façon suivante. Nous pouvons toujours choisir pour origine des 
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE. 425temps l’instant où les deux planètes sont en conjonction symétrique. A ce moment on a :
λ = η = ο.Prenons alors pour abscisse la valeur de L à cet instant et pour ordonnée la valeur de ξ; nous aurons un point qui pourra être regardé comme représentant la solution périodique.Les solutions de la première sorte seront représentées par les arcs de courbe AB, GHRL et RS. La courbe est interrompue entre B et G et entre L et S ; nous avons vu en effet que la méthode est en défaut quand Λθ est voisin de -· Nous ne savons alors ce que deviennent les solutions de la première sorte;

j’ai donc représenté deux interruptions correspondant, par exemple, l’une aux planètes du type d’Hécube, l’autre aux planètes du type de Hilda.Représentons maintenant les solutions de la seconde sorte; à chaque système de nombres entiers p et </ correspondra une courbe représentant une série de solutions de la secondi* sorte, .l’ai tracé quatre courbes, à savoir EFCD correspondant à = I (type d’Hécube). TIIU correspondant à VRW corres-j)ondant à = ∣, et enfin PQMN correspondant <1^ = 2 (type de Hilda). Comme nous avons vu que les solutions de la seconde sorte correspondant aux valeurs entières de n’existent plus pour les petites valeurs de β, j’ai interrompu la première courbe entre F et C, et la dernière entre Q et M. Au contraire, les deux autres courbes THU et VKW, qui ne correspondent pas à des planètes caractérisques, ne sont pas interrompues et viennent croiser la courbe GHRL en H et en R.Comment se raccordent les courbes EF, GH, AB, CD, PQ, RS, RL, MN ?
H. P. - Vin. - 54
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426 SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.Il est probable que c’est par de petits arcs de courbe BC, FG, QR, LM, tels que ceux que j’ai représentés en trait pointillé. Cette prévision est confirmée par l’application de la méthode Delaunay, dont l’approximation est évidemment suffisante pour résoudre une question qualitative de ce genre.Supposons que dans la fonction F nous conservions seulement les termes à longue période. Pour les planètes caractéristiques, telles que le rapport des moyens mouvements soit voisin de , ces termes à longue période seront de la forme (ξ cos∕zλ + η sin∕tλ)^, de sorte qu’après la suppression des termes à courte période F ne dépende plus que de
D’ailleurs F est développable suivant les puissances entières de S et de T. L’intégration complète des équations est alors possible et les solutions périodiques auront pour équations

(i3)

les valeurs constantes de L, S et T étant données par les équations
(i4)

On trouve, en effet, que les équations (3) deviennent
(i5)

et sont satisfaites par les valeurs ( i3) et ( i4).Que deviennent alors nos courbes? Au moment de la conjonction symétrique, on a
λ = o, η=o, ξ = T.Il faut donc construire la courbe

T2 en prenant L et T pour coordonnées et en remplaçant S par -- ·
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE. 42?Si nous arrêtons le développement de i aux termes du premier degré par rapport aux exceniricités, nous aurons
A et B étant des fonctions de L, cl par conséquent
A.' et B' étant les dérivées des fonctions A et B. Notre équation s’écrira alors

Pour m = O, celte courbe se décompose en deux droites ;
(solutions de la première sorte).

(solutions de la seconde sorte).

Ce seraient encore deux droites si nous prenions pour coordonnées non plus T et L, mais T etSi m n’est pas nul, mais très petit, nous aurons des courbes s’écartant peu de ces droites, et pour nous rendre compte de la forme de ces courbes, le mieux est de prendre pour coordonnées T et et de négliger mT^. La courbe se réduit alors à une hyperbole équilatère. D’où nous devons conclure que la forme générale des courbes est bien celle qui a été représentée sur la figure. On voit que ce sont les solutions de la seconde sorte qui sont la continuation analytique de celles de la première sorte, et inversement.
Cas des planètes caractéristiques.Je voudrais maintenant montrer comment on peut, avec une approximation indéfinie, déterminer les solutions périodiques correspondant aux parties pointillées de nos courbes, c’est-à-dire aux planètes caractéristiques.Nous allons développer, non plus suivant les puissances de zn, mais suivant celles de y/m, de sorte que nous dirons qu’un terme est î/’ordre p quand il 

Pcontiendra en facteur mL Nous devrons, d’autre part, distinguer le rang et
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418 SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.

V ordre, car certains termes, étant à longue période, seront plus importants que les autres termes du même ordre et aussi importants que les termes d’ordre moindre.Pour les termes qui figurent dans le développement des deux inconnues L, λ, et pour ceux qui figurent dans les développements des seconds membres des deux équations (8), qui donnent et , le rang sera égal à Γordre.Passons maintenant aux développements de ξ, de η ou des seconds membres des deux équations (8) qui donnent ⅛ et ~ ·Ici je dois distinguer; je suppose que le rapport des moyens mouvements soit voisin de ’ ji‘ poserai t = Λω, Λ étant une constante voisine de n queje déterminerai ])lus complètement dans la suite, et je prendrai ω comme variable.Mes seconds membres, contiendront alors des termes en cosy>ω ou sin∕>ω, 
P étant un entier. Pour ceux des termes où p n’est pas égal à /i, le rang sera 
encore égal à V ordre.Considérons maintenant les termes en cos∕tω et sln∕iω, et soient
(ι6) G sin Zi CO, D cos Zi COdeux termes de même ordre figurant respectivement dans les seconds membres de la troisième et de la quatrième équation (8). Nous décomposerons ces termes et nous les regarderons comme formés chacun de la somme de deux autres, à savoir
(17)

(;t

(18)

Pour les termes (17), Ze rang sera encore égal à l'ordre, mais pour les 
termes (18) le rang sera égal à l'ordre diminué d'une unité.

Ces définitions posées, nous allons procéder à l’intégration. En première approximation, nous remplaçons les seconds membres des équations (8) par zéro et nous trouvons
L = Lo = const., h-p, ξ = η = o.
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’hÉCUBE. 429Pour la seconde approximation, je remplace dans les seconds membres toutes les variables par leurs valeurs approchées; ces seconds membres deviennent 
rn∑λpsinpω, mΣBpCθspω, m∑Cpsinpω, rn∑ι)pcospω,les A, B, C, D étant des coefficients connus. Tous ces termes sont du second ordre, puisque nous avons m = (ÿ ∕n)' en facteur.Mais nous conserverons seulement les termes de rang i, de sorte que ces seconds membres se réduiront respeclivement à

Nos équations (8) deviendront ainsi
(19)

Intégrons d’abord les deux dernières.équations (19); nous trouverons
Quant aux deux premières, elles me donnent

(20)

On volt que β est une constante arbitraire d’intégration et que Lj est une nouvelle constante peu différente de Lθ et déterminée par la dernière équation (20).Passons maintenant à la troisième approximation..le désigne par L, λ, ξ, η, Λ les valeurs de nos inconnues obtenues en deuxième approximation, et par L + ôL, λ + δλ, ξ + δξ, η + δη, Λ + δΛ les valeurs en troisième approximation. Nos équations (8) deviennent alors (en laissant de côté la seconde équation)
(21)
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43ο SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.J’ai néglige, bien entendu, les produits δξόΛ, δηδΛ. Les seconds membres des équations (21 ) sont des fonctions connues de ω de la forme

Ces termes sont d’ordre 2 et 3, les termes d’ordre 4 étant laissés de côté.Les coefficients Gy, et Dy, ne sont naturellement pas les mômes que tout à l’heure.Nous avions satisfait en deuxième approximation à nos équations (8) aux termes près de rang 2, en tenant compte des termes de rang i. Cela veut dire que, si l’on fait 0L=δξ = 3η = o, les équations (21) seront satisfaites aux termes près de rang 2; c’est-à-dire encore que les seconds membres de ces équations ne contiendront plus de termes de rang i.
∩n aura donc

sans quoi nous aurions des termes de rang i
Nous conserverons seulement les tenues de rang 2, de sorte que nos seconds membres se réduiront à

D’autre part, dans les premiers membres des équations (21) nous pouvons négliger 
qui sont de rang 3, île sorte (lue nos équations s’écrivent
(22)

et que nous trouverons (en nous rappelant que C„= D^),
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE. 431OÙ SOUS le signe Σ, on donne à p toutes les valeurs entières sauf n, et où λ est une constante arbitraire d’intégration qui, faisant double emploi avec β, pourra être supposée nulle.La première équation (21 ) nous donnera ensuite ôL à une constante près, et la seconde équation (8) nous donnera 
où les coefficients Bp ne seront pas entièrement connus, mais dépendront encore de la constante additivo arbitraire dont dépend ôL. On déterminera cette constante de façon que Βθ soit nul et, les coefficients B étant désormais entièrement connus, on aura δL par quadrature.Il est à peine nécessaire de parler de la quatrième rpproximatlon, pour laquelle on procéderait comme pour la troisième. Soient L, λ, ξ, η, h les valeurs des inconnues en troisième approximation; soient L -⅛- ôL, ... leurs valeurs en quatrième approximation. On remplacera les variables par leurs valeurs approchées L, λ, . . ., dans les seconds membres des équations (8) et par les valeurs L -H ôL, ... dans les premiers membres. On obtiendra ainsi des équations de la forme (21 ). Les seconds membres seront des fonctions connues de ω dont tous les termes seront au plus de rang 3 ; on y retiendra seulement, d’ailleurs, les termes de rang 3.Dans les premiers membres nous pourrons négliger (Λ —zz) δξ, (Λ — zz) δη, et aussi (η — β m sinzzω) δZz, (ξ —- β ∖∕zzz coszzω) δ∕z, qui sont de rang 4-Nous retomberons ainsi sur des équations de la forme (22) avec cette diil’é- rencc que, dans les seconds membres, les coefficients m\Jm devront être remplacés par zzz^^zzzet m'-. D’ailleurs on aura encore Cn=D„, puisque nos seconds membres ne doivent pas contenir de ternies de rang 2.Ij’intégration se ferait donc comme celle des équations (22), et l’on déterminerait ensuite δL et δλ comme dans la troisième approximation.On volt que, dans les solutions que nous venons d’étudier, ξ, η et la différence sont de l’ordre deÿ'z». Si ξ et η étaient très petits par rapport∖ψn la différence ⅛~serait grande par rapport à m, et l’on pourrait appliquer les méthodes relatives aux solutions de la première sorte. Si au contraire, — était petit par rapport à yzzz, ξ et η seraient grands parrapport à \/m et l’on pourrait appliquer les méthodes relatives aux solutions de la seconde sorte. On ne sera donc jamais pris au dépourvu.
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432 SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.

Comparaison avec les résultats de M. Brendel.M. Brendel, dans sa Theorie der Kleineιι Planeten, a étudié également ces solutions périodiques. Il est arrivé, page 126, à des équations qu’il appelle (278) 
dont je vais expliquer la signification.On désigne par μ le rapport des moyens mouvements osculateurs dans les orbites absolues, et par ∫Λi le rapport des moyens mouvements moyens. Pour les planètes du type d’Hécube, p. et pi sont très voisins de ^5 de sorte que l’on peut poser 
δ et 0) étant très petits.Quanta βι, c’est un coeflicient qui correspond à peu près à celui que nous avons appelé β dans l’étude des solutions de la seconde sorte, ctβ^^∕ndans l’étude des planètes caractéristiques; il est à peu près égal à la valeur initiale de ξ au moment de la conjonction symétrique.Pour y/j et y?i ce sont des coefficients qui dépendent de p et de diverses variables, mais qui, variant peu dans le voisinage de la valeur critique p.= ∣5 pourront, dans la discussion qui va suivre, être regardés comme constants.M. Brendel arrive aux équations qu’il appelle (267) et (269) et où je néglige oh elles s’écrivent 
d’où (27.3) se déduit immédiatement.Nous pourrons dans le voisinage de la valeur critique faire p = | de telle façon que l’équation (278) s’écrive

Si nous regardons βι et δ comme des coordonnées planes d’un point, si d’autre part nous continuons à considérer yq et y/, comme des constantes, c’est là l’équation d’une courbe du troisième degré.Au lieu de tracer graphiquement cette courbe, M. Brendel a préféré construire un petit tableau numérique qui se trouve page 128.
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE. 433J’ai représenté sur la figure cette courbe du troisième degré en ABC, DEl·. Le tableau de M. Brendel ne comprend que les arcs BG et ED marqués en trait plein. Il saute brusquement du point B au point E. Ces deux points B et E sont sur une même droite perpendiculaire à l’axe des ô et tangente à la courbe enE.On voit facilement ce saut brusque sur le tableau, où à la valeur 8, 1670 de logâ on voit correspondre les deux valeurs 5g3,3 et 6o3,8 de zìi; 9)θ9« θt 8,79 de log (31.Les droites perpendiculaires à l’axe des ô coupent la courbe en un point si elles sont à droite de BE, et en trois points si elles sont à gauche. Les droites perpendiculaires à l’axe des βι la coupent en un point.Si, passant à la limite, on fait zn = o,∕>ι et p\ s’annulent et la courbe se

décompose en une droite βι = o et une parabole βj^ = 4<5. Cette droite et cette parabole sont représentées en trait mixte sur la figure en LHM et GHR.Ce résultat peut paraître étrange au premier abord; il est clair, en effet, que la droite LHM corrrespond aux solutions de la première sorte, qui pour m — o se réduisent à des orbites circulaires, et que la parabole GHK correspond aux solutions de la seconde sorte, qui pour m — o se réduisent à des orbites elliptiques ayant toutes même grand axe et même moyen mouvement — 2.Mais si (J. et δ dépendent seulement du moyen mouvement oscillateur, on pourrait croire que, ce moyen mouvement étant le même pour toutes ces orbites, la valeur de δ doit être aussi la même pour toutes ces orbites, de sorte que la courbe GHR devrait se réduire à une droite.Il importe d’expliquer la raison de cette anomalie.Soient /· et v les coordonnées polaires de la planète. Soient a et η le grand
H. P. - Vili. 55
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434 SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.axe eL l’excentricité de cette planète dans son orbite absolue, c’est-à-dire ce grand axe et cette exentricité réduits à leurs termes élémentaires, c’est-à-dire aux tenues constants ou périodiques de leurs développements dont le coefficient ne contient pas m en facteur. Dans ces conditions « est une constante. On uose ensuite
C’est avec cette constante a que l’on calcule le moyen mouvement n à l’aide de la troisième loi de Répler n^a^ = i, et y, est égal à — i le moyen mouvement de Jupiter étant pris pour unité.Dans l’étude de ce qu’il appelle les termes de degré zéro, c’est-à-dire des solutions périodiques, M. Brendel suppose η = o. 11 semblerait donc que l’excentricité ne doit contenir que des termes non élémentaires, c’est-à-dire dont le coefficient contient m en facteur. Ces termes devraient donc s’annuler pour m = O, de sorte qu’en faisant m = o nous devrions trouver seulement des orbites circulaires. Nous devrions donc trouver seulement la droite LHM, mais rien n’expliquerait la parabole GHK.Mais les choses ne se passent pas d’une manière aussi simple : l’expression de P contient un terme dit caractéristique

βι cos 2(1 — jj-ι)r,et βι est de la forme 
a étant finiQu’est-ce maintenant que η≡7 C’est la partie élémentaire de l’expression 
c’est-à-dire ce que devient cette expression quand on y supprime tous les termes (lui contiennent m en facteur. Si l’on borne p au terme caractérlstidue, il vient

Si nous regardons o∣ comme une constante diflérenle de zéro, aucun de ces termes n’est élémentaire ; c’est le point de vue auquel s’est placé M. Brendel. Quand, Oi restant constant, on fait tendre m vers zéro, l’expression (23) tend aussi vers zéro. C’est à ce point de vue que l’on peut dire que η est nul.
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SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE. 435Mais, SI maintenant je tais tendre snniillaneinent ôj et tn vers zéro, si je pose par exemple Oj =γΛ∕∕, γ élaiil lini, alors a la limile on aura ôi = o,p∙ι -et
Gomme nous avons supposé, avec M. Brendel, — o, nous avions, en réduisant P à son terme caractéristique 

ou à la limite, pour m = o.
C’est l’équation d’une ellipse qui a pour excentricité - et pour grand axe non pas a, mais—-—r,· Dans ces conditions l’orbite réelle tend vers une ellipse, 

tandis que l’orbite absolue, toujours circulaire, tend vers un cercle qui non seulement n’est pas identique à cette ellipse, mais n’a pas môme grand axe que cette ellipse.Toutes ces ellipses limites correspondent aux divers points de la parabole GlIK.. Elles ont toutes môme grand axe, mais les orbites absolues correspondantes n’ont pas toutes môme grand axe; la valeur de p ou de o n’est donc pas la môme pour toutes ces ellipses, et c’est pour cela que la courbe GHK ne se réduit pas à une droite.Ainsi donc, quand m tend vers zéro, ce n’est pas la quantité p qui tend vers le rapport des moyens mouvements des deux orbites képlériennes, c’est la (piantlté pi. Si donc, au Heu de prendre pour coordonnées βι et ô, nous avions pris βι et ôj, notre courbe GIIK serait devenue une droite et la courbe du troisième degré serait devenue une Hyperbole équilatère.Donc l’anomalie provient simplement de ce qu’il y a d’un peu vague et Hou dans la définition <le l’orbite absolue et, par conséquent, dans celle des quantités a, P et 0.Si l’on fait attention à ces points, on verra que les résultats de M. Brendel sont en parfait accord avec les miens, .le dois cependant faire une réserve. M. Brendel croit avoir expliqué de celle manière l’existence de lacunes dans
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436 SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET PLANÈTES DU TYPE D’HÉCUBE.la série des petites planètes. Cette opinion té est pas fondée. Son tableau montre en eli'et une lacune dans les valeurs de et sur la figure ce saut brusque se produit quand on saute du point B au point E; saute alors de la valeur à la valeur oj. Cela veut-il dire qu’il ne saurait y avoir de petites planètes pour lesquelles ôi prendrait une valeur comprise entre oj et ôj? Nullement; il pourrait en exister qui correspondraient aux parties poinlillées de la courbe. Mais M. Brendel, pour dresser son tableau, a supprimé ces parties pointillées. 
C’est eette amputation arbitraire qui a créé la lacune. Pourquoi a-t-elle été faite aux points B et E plutôt qu’allleurs? C’est parce que le point E est le point de contact d’une tangente parallèle à l’un des axes de coordonnées. C’est donc le choix des coordonnées qui a déterminé le choix du point E. Or ce choix dépend lui-même de la définition de δ et de «, et nous venons de voir justement combien cette définition est vague et artificielle.
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