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MINIMALIZACJA FUNKCJI WYPUKŁYCH KAWAŁKAMI LINIOWYCH 
METODĄTYPUKARMARKARA 
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Streszczenie 

Funkcje kawałka.mi liniowe definiowane ~ ja.ko maksimum akończo.. 
nej ilości form liniowych. Om6wiono zastoeowanie metody lączlicej algo
rytm typu Karmarkara z metocii\, plaazczyzn ~eh. Powstał program 
komputerowy oparty na tej metodzie. Omówiono wyniki numeryczne 
dl& kilku przykładów. 

1 Wstęp 

W roku 1984 Karma.rkar (3) opublikował swój algorytm do r0Żwil\Z}'Wa.nia 
zadań programowania liniowego ze znaną wartością funkcji celu. W latach na
stępnych rozszerzono jego metodę na zada.ni& z nieznaną wartością optymalną 
funkcji celu i znacznie ją ulepszono. Goffin i Via! [2] opracowali algorytm spe
cjalizowany do zadań wypulcłych kawałkami liniowych. Niniejsza praca oparta' 
Jest na ich pomys1e. 

Funkcje wypukłe kawałkami liniowe (WKL), definiowane jako maksimum 
ze skończonej ilości form liniowych, odgrywają dUŻ& rolę w metodach nume
rycznych. Można nimi aproksymować dowolną funkcję wypukłą. Funkcje te 
znalazły istotne zastosowanie w metodach elementu skończonego. 

Opracowano algorytm do minimalizacji funkcji WKL przy pomocy roz
wiązania serii prostszych zadań zrelaksowanych. Opracowano program kom
puterowy, został on napisany w języku FORTRAN 77, działa na komputerach 
zgodnych z IBM PC/ AT. Wykorzystano liczne procedury z biblioteki LIN
PACK [1]. 

2 Opis zagadnienia 

Rozpatrywano następujące zadanie 

min{f(x) : I$ x $ h}, {l) 
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Minimalizacja metodą Karmarkara 

gdzie f jest funkcją WKL daną wzorem 

n 

/(x) = max{b; - L a,;x;: i E /}, 
jal 

zbiór I jest ~ .. ończony. 

Dla funkcj i WKL problem może być sformułowany jako zadanie programo
wania liDiowe~c w postaci prym!llnej 

min { vertic : vertic • lm + Ax ~ b, I $ x $ h} (2) 

lub dualnej 
max{i?s : As= O,s ~ O,gTs = l}, (3) 

gdzie 

• I jest podzbiorem skoiiczonym zbioru liczb ną.tur~ych, 

• 1,,. = (1, . . . , 1) ER•, 

• p = L + 2n, l L jest IIlOClł zbioru /), 

• vertic jest skalarem rzeczywistym, 

• s,h,g ER', 

• A= { I., -I., Ar}, I. jest ~ jednostkową o wymia.radi n x n, 

• ar= (vT,wT,uT) epi• x R• x R', 

• V= w,-hr,,;r) E 'Jl,· X R" X R' , 

• g = (O,., O,., 1:), 1, E X•, O,. E R". 

Niech M C I będzie zbiorem indeksów form liniowvch na R" o mocy m. 
Niech f II będzie fwi.kcj11 kawałkami linio~ą zdefini~w~ą przez formy liniowe 
ze zbioru M. Oznaczamy przez A.v i bu odpowiednio podmacierz macierzy A 
i po<lwektor wektora o odpowiadające formom liniowym ze zbioru M. Rozpa-
1.1•40no proł>lem problem zrelaksowany do (1) 

min{/u(x): I$ x $ h}, (4) 

n 

!M(x) = max{b; - L 11;;x, : i EM} , 
jz:1 

lub do (3) 

min{vertic: vertic• 1.,. + AM z~ b,., , I ~ x $ h} (5) 
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Zada.niem dualnym do (5) jest 

(6) 

Metoda rozwiązywa.nia zadania (6) oparta jest na (4] . Definuje się funkcję 
potencjalow14, 

• "T li--
łM(BMi(J) = ln[-(bM-6g) BM)- - L,lnB;, p= m +2*n. 

p i • l 

(7) 

gdzie (J jest oszacowaniem górnym wartoeci zada.ni& ( 6) . Szukane jest minimum 
funkcji potencjalowej przy ograniczeniach, 

(8) 

(bM - 6gf BM = o. 
Jes1i układ liniowy (8) ma rozwi,.za.nie, to albo (J jest rozwi,.za.niem (6), albo 
można znaleźć lepsze oszacowa.nie rozwi,.za.nia (6) niż 9. Watawi&jllC nowe 
OIIZłlCOwa.nie 9 do (8), można kontynuować proces iteracyjny dopóki oszaco
wanie spełnia żadane warunki. Do minimalizacji funkcji potencjalowej używa 
się metody Newtona. Zada.nie przybliża się przez 

min llq(9) - 1„112, 
ą(I) 

AMSMq(9) = o, 
(b.11-9gfSMq(9) = o, 

(9) 

SM jest maciel'Zl\ diagonalną z elementami wektora BM na przekątnej. Wektor 
q( 9) jest rzutem 1„ na jądro macierzy ograniczeń. 

Latwo jest w zadaniu prymalnym (2) znależć rozwi,.za.nie dopuszczalne. 
Dla dowolnego z E (l, h] wystarczy obliczyć vertic = /(z); tak otrzymany 
punkt ( vertic, z) jeit punktem dop~alnym. W związku z tym jako osza
cowa.nie górne dualnej wartości optymalnej przyjmuje się wartość prymalnej 
funkcji celu w punkcie dopuszczalnym dla zada.nia prymalnego. 

R.ozwiązywa.nie pełnego zada.ni&, często bardzo dużego, zostało zastąpione 
rązwiązywaniem serii zadań (6) z odpowiednio zmienianym (rozszerzanym) 
zbiorem M. Gdy moc zbioru M jest mała, odpo11'iadaj~ mu zadanie (6) 
jest małe i łatwe do rozwi,.za.nia. Taki sposób postępowa.nia, poleg&j11Cy na 
zamia.nie jednego dużego zadania serią zadań mniejszych, często przyspiesza 
znalezienie rozwiązania. 
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Ninimalizacja metodą Karmarkara 

3 . Skrócony opis algorytmu z generacją. kolumn 

Rozwiązywane jest zadanie (6) dualne do (5). Nazwa. algorytmu wywodzi się 
stąd, że w trakcie jego działania. zbiór M jest rozszerza.ny, do macierzy AM 

dodawany jest wiersz, a to oznacza dodanie kolumny do macierzy SMA~T
Algorytm z generacją. kolumn ma postać na.stępującą. 

Krok 1 - . Inicjalizacja. 
Wybierz dokładnoić obliczeń E > O i maksymalną. liczbę iteracji 
MAXIT. Zdefiniuj zbiór M. Znajdź punkt dopuszczalny BM dla 
problemu (6) o dodatnich składowych. Znajdź punkt x, I$ x $hi 
oblicz 9 = f(x) (oszacowanie górne wartości zadania dualnego (6)). 

Krok 2 - Generacja kierunków 
Oblicz 'Y2 - rzut wektora SMbM na ker(AMSM) i -y3 ·- ~t wektora 
SMg na ker(AMSM), 

·-y, = SMbM - SMAftx, i 

'Ya = S119 - S11Ai,x3, gdzie 

z,= (AMSl,Ai,)-1AMS1-b.v i 

x3 = cAMslt..iL r1 ,iMs1-g. 
Krok 3 - Modyfikacja górnego oszacowania rozwiązania 

Oblicz _9 i i sposobem opisanym w rozdziale 4, wzory (11). · 

Krok 4 - Wyznaczanie kierunku spadku 

(10) 

Oblicz i = min{ 9, 9} i q - rzut wektora 1„ na jądro przeksztalcenia 
o macierzy ograniczeń (9) 

q = 1,, _ (b-ig)T s("f2-0-y3) 
h'- 1: II~ 

Podstaw BN :=BM+ aSMq(9) fila pewnego a>' O 
(np. a = i+lf.r.; ). 

Krok 5 - Generacja kolumny 
Jes1i 8."?. 9 (nowe oszacowanie jest gorsze od starego), to idż do 
kroku 6. W przeciwnym razie ustaw ż := x,ix3• 

Gdy• /(ż) = !M(Ż) (nie zachodzi potrzeba generacji kolumny), to 
podstaw 9 := 9 i x := ż, idż do kroku 6. · · 
Gdy /(ż) > /M(Ż), to wyznacz indeks dodawanej kolumny k ,t M 
o własności · 

n 

/(ż) = bk - L>k;Ż;. 
i=I 
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Ustaw M := Mut'k},m := m+l, Jeżeli /(x) < 6 (możnaznaleźć 
lepsze 6sza.cowa.nie niż 6), to podstaw x := x i 8 := /(x). Zdefiniuj 
wewnętrzny punkt dopuszczalny BM dla (6) z nowym zbiorem M. 

Krok 6 - Normalizacja 
Znormalizuj BM , podstawiajll(: BM:=-?.;;-

Krok 7 - Test zbieżności 
Sprawdż czy osiągnięto zadaną dokladnośc t:. Gdy lbftaMI < t:, to 
sprawdź czy 8- bI,aM < t:, (b8dana jest dokładność bezwzględna). 
W przeciwnym razie sprawdż czy osiągnięto dokladnośc wzgl~, 
cżyli 8 - bI,a11 < elbI,•NI• Jes1i osiągnięto Ż4(łaną dokładność 
lub przekroczóna została maksyma.Ina liczba iteracji, to zakończ 
działanie. W przeciwnym razie powrót do kroku 2. -

Można udowodnić [2) wielomianową zbieżność algorytmu· dla funkcji WKL. 

-ł Oszacowanie wartości funkcji celu. Procedury do minimalizacji funkcji wy-
pukłej kawałkami liniowej jednej zmiennej 

Ja.ko pocz.\tkowe oszacowanie góme dualnej wartości optymalnej przyjmuje się 
wartaić pcymalnej funkcji celu w punkcie dopuszczalnym dla :&&dania prymal
nego. Następnie I liczone~ w nowym punkcie dopuszczalnym z, - izs, 

i= orgmJn{f(z, - tza) : I$ z, -tza $ h}, ·, (11) 

i= f(z2 - izs). · 

Zależnaici iniędzy 72 i z, oraz 72 i za dane ~ równościami (Hl).-'- Jeśli nie 
istnieje takie t, że I $ z2 - tz3 $ h, to t jest niezdefiniowane i przyjmuje się 

j = +oo. 
Aby użyć definicji powyższej definicji trzeba rozwill,HĆ zadanie znalezienia 

minimum funkcji WKL jednej zmiennej . Zadanie powyższe można rozwill,HĆ, 
stosujll(: metodę płaszczyzn tnll(:Ych. 

5 Obliczanie czynnika R w rozkładzie macierzy SAT 

Do obliczenia rzutu wektora jedynkowego potrzebne są 72 i 73 - rzuty wektorów 
Sb i Sg na ker(AS). Dokonywany jest rozkład QR macierzy SAT. Jest on sta
bilny numerycznie, ale jest czasochłonny i stanowi główny koezt obliczeniowy 
programu. 

Wykorzystano specjaln, strukturę macierzy SAT do obliczenia czynnika R 
( z dokładnością do znaków wierszy czynniki R w rozkładzie Choleskiego i QR 
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Kinimalizacja metod4 Xarmarkara 

są równe). Macierz SAT i wektor Sb mają postać 

"T ( T )T • • T SA = V, -W,A U ,Sb = (Vl, -Wh,Ub) , 

gdzie macierze V, W i U są diagonalne. Wyodrębniamy podmacierz T macierzy 
SAT i podwektor -r wektora Sb, 

' Rozkład Choleskiego tej macierzy jest bardzo proety, można go 4bliczyć anali-
tycznie. Następnie rozszerzamy macierz To wiersz macierz;- U A, analogicznie 
wektor -r rozszerzamy o odpowiedni element wektora. Ub. Dla. ta.k powstałego 
1adania obliczamy rozkład . Dokonując m takich rozszerzeń, gdzie m jest liczbą 
wierszy macierzy U A, otrzymujemy ostateczny rozkład m a.cif'!!zy SAT. 

6 Wyniki 

Wszystkie wyniki podane ·lllł z conajmniej czterema cyframi znaczącymi . W 
tabelach z wynikami w kolumnie FQR znajduje się rodzaj użytego rozkładu, 
T oznacza pełny rozkład QR macierzy SAT, a F rozkład z rozszerzeniami. 
BCN oznacza początkową moc zbioru M, a ECN końcową, WDFC jest obli
czoDą wartośc dualnej funkcji celu z podzadania, NITER liczbą iteracji. Dla 
zwięzłości opisu wyników użyto następujących skrótowych oznaczeń wersji pro
gramu: 
Fl - FQR =Fi generacja kolumn (moc początkowa zbioru M jest równa 1), 
FA - FQR = F, bez generacji kolumn (moc początkowa zbioru M jest równa 
jego mocy końcowej) , · • 
Tl - FQR =Ti generacja kolumn (moc początkowa zbioru M jest równa 1), 
TA - FQR = T, bez generacji kolumn (moc początkowa zbioru M jest równa 
jego mocy końcowej). 

6.1 Minimalizacja normy infimum 

Zadanie polegało na rozwiva.niu zadania. z /(z)= llzlloo, llzll"" = mai lz;I, 
i = 100 • In, li= 100000 • l ,. , 1,.-E 'R," . 
Dla. n = 20 otrzymano następujące wyniki: 
FQR BCN ECN NITER WDFC tolera.nce 
F 1 roo.0000 ld-4 
F 40 100.0000 ld-4 
T 1 99.9999·· ld-4 
T 40 99.9999 ld-4 

time 
0:01 :46 
0:03:11 
0:01 :52 
0:02:16 

e. 
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NITER WDFC 
66 99.9999 
52 99.9999 
66 99.9999 
52 99.9999 

tolerance 
ld-4 
ld-4 
ld-4 
ld-4 

time 
0:09:06 
0:18:28 
0:09:58 
0:11:45 

szyst ·e o osci w tyc przy są wzg e. 
Najlepsze czasy uzyskano dla wersji , najgorsze dla FA. Przy FQR-= F 

końcowa moc zbioru M zmniejszyła się dwukrotnie. 

6.2 Zadanie z macierzą. llilberta 

Rozwiązywno zadanie z / ( x) = IIH x - bł1 00 , gdzie H jest macierzą Hilberta 
(h,J = ,+J-1 ),b= ll°•ln, 1 = -\•ln,h = 17•1,.. Macierz A m.awymia.ry4n•n, 
zadana dokladnośc e: = 10-6 • 

Dla n = 20, ,\ = O, '7 = 100 otrzymano następujące wyniki: 

FQR BCN ECN NITER WDFC toi. residuum time 
F 1 25 92 -0.7613d-6 ld-6 0.1917d-6 0:02:49 
F 40 40 46 -0.'8328d-6 ld-6 0.2470d-9 _0:03:32 
T 1 25 92 -0.7638d-6 ld-6 0.1920d-6 0:04:13 
T -40 40 46 -0.8329d-6 ld-6 0.2470d-9 0:03:17 

Dla n= 40,,\ = -10, '1 = 100 ot rzym ano nastę u ące tiki: p J wym 
FQR BCN ECN NITER WDFC toi. residuum time 
F 1 36 96 -0.8382d-6 ld-6 0.1398d-6 0:13:21 
F 80 80 45 -0.8440d-6 ld~6 0.1134d-9 0:21:01 
T 1 36 96 -0.8352<1-6 ld!'fi 0.138ld-6 0:24:05 
T 80 80 48 -0.8130d-6 ld-6 0.1120d-9 0:20:51 

Najszybszą wersją w tych przykładach jest wersja Fl, najwolniejszą Tl. 
Końcowa moc zbioru M, przy FQR = F, zmniejsza się około dwóch razy tak 
jak w przykładzie (6.1). 

6.3 Zadanie 2 x 10 

Rozwiązano zadanie z macierzą 

A= u ~ ~ -~ -~ -~ ; ! -~ -~ r' 
wektorem b = (0,1,-2,3, -1,1, 2,0, 3,4}7,1 = (0,0}7,h = (10,20)7. Zadana 
dokładność e; = 10-6 , wartość optymalna funkcji celu jest równa 4. Otrzy
mano następujące wyniki. 
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Minimalizacja metod~ Xarmarkara 

FQR DCN ECN NITER time 
F . 1 2 40 0:00:03 
F 10 10 50 0:00:07 
T _l 2 40 0:00:03 
T 10 10 50 0:00:06 
e wszyst ·c o liczona wartość dualnej funkcji celu 

jest równa 4, uzyskano dokładność względru\. 0.4000 • 10-1 • 

Wszystkie przykłady przytoa.one powyżej pÓkil.zują, że najszybsz4 metodą 
rozwi~a,nia tych zadań jest wersja Fl z generacją kolumn i otrzymywaniem 
rozkładu przy pomocy rozszerzeń. To nie oznacza, że zawsze ta wersja jest 
najszybsza. Może się zdarzyć, że końcowa moc zbiou M jest IÓwna mocy 
zbioru I (p. rozdz. 2) i wtedy wei:sja TA jest szybsza. Wersja FA jest wersją 
nieużyteczną. 
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