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METODA PROGRAMOWANIA CELOWEGO 

Andrzej Najgebauer 
Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa 

Streszczenie: 
Przedstawiono ideę metody programowania celowego jako 

metody rozwiązywania zadań optymalizacji wielokryterialnej. 
Sformułowano pierwotne zadanie optymalizacji wielokryter
ialnej. Rozpatrzono trzy postacie zadania, w zależności od 
przyjętej relacj i dominowania (relacja PARETO"~", relacja 
leksykograficzna :e~ ,relacja leksykograficzna grupowa :e: >. 
Pokazano przekształcenie zadania pierwotnego w zadanie pro
gri!mowania celowego. Przedstawiony został ogólny algorytm 
rozwiązywania zadań programowania celowego.Podano własności 
uzyskiwanych rozwiązań. 

1. Wprowadzenie 

Metoda programowania celowego•'prezentowana była w 

pracach [2l,.[3l, [4]. W celu uzupełnienia i uporządkowania 

zapisu i sposobu foraułowania zadań zostanie przedstawiona 

próba sformułowania zadań programowania celowego w typowym 
0 języku" optymalizacji wielokryterialnej. We wspoinnianych 

pracach zakłada się, że zadanie wielokryterialne może być 

sprowadzone do zadania progra-ania celowego, gdy decydent 

posiada informacje dotyczące wektora b e :11.Q, którego 

składowymi są postulowane poziomy realizacji celów. Nożna 

jednak podejść do zagadnienia inaczej. Otóż •ożna za

łożyć, że cele określa się arbitralnie nakładając jedynie 

warunek poprzedzania przez cel b tzw.. punktu idealnego w 

zadaniu wielokryterialnym [ll w sensie przyjętej relacji 

· dominowania. 

Niech będzie określone zadanie wielol, ryterialne w • 

1 ) 
W terminologii anglosaskiej programowanie celowe nosi 

nazwę goal programminG, 

27 



28 

Hetoda programovania celovego 

postaci trójki 

( 1) <O, lf, R> 

gdzie: O - zbiór rozwiązań dopuszczalnych O c X, X 

przestrzeń rozwiązań; lf - funkcja kryterium, lf: X-> -'t0 ; 

R - relacja dominowania. 

Przyjmiemy następujące warianty relacji dominowania 

De(.. 1. 

Relacja .PARETO: 

"S " = { <y 1;1)e lf<O>xlf(O> I ~ y S w } ' qel,Q q q 

De(.. 2. 

R~={<y,1;1)EIF(O>xlf(O> I ( Al Q Sw,,.. V yk<wk)} 
- qe • q q kel, Q 

De(.. 3. 

Relacja leksykograficzna: 

:e< = { <y,N)E lf <mxlf(O> I ( V yk< 
- kel,Q 

~-4-

Relacja leksykograficzna grupowa: 

W A 

k 
I\ 
q<k yq 

:e: = { (y,1;1)e lf(O>xlf<O> I [V ~ yq 

V /\ rel,Z q&Q 

~ ( wSy"'Vw<y)) 

S wq"' vyk(.wk) 
kE_!:2r 

t < r qEQl q q l&Ql l l 

gdzie Qr = {Qr_.+ 1, Q-• 2, ••• , gr}. 
z 

.., v="'} 

Q = IRr, r - nt.UDer grupy kryteriów, Rr- li c zbA kryteriów 

r=. 

w grupie r ( r E 1,Z>, Qr• Qr-•+ Rr &10 = O>, Q = Qz. 

Da,:ty• y do wyznaczenia niepustego podzbioru rozwiązań 

niezdo• inowanych zadAOia (ll. Od tej pory z~dAnie (1) 

będzi-y nazywać zadanie• pierwotny•• 

Niech b • <b.,b2 , ••• ,bq, ••• ,b0 ) oznacza wektor po

stulowanych (nie zawsze .osiągalnych> poziomów realizacji 

celów wyrd:anych przez funkcję wektorową lf, Q = {1, ••• , 

q, ••• ,Q} - zbiór indeksów funkcji kryteriu• ·• W szczególnym 

przypadku b = min f <x> <x - z • ienna decyzyjna, O 
q „en q 

zbiór 

rozwiązań dopuszczalnych). Wartości bq mogą być ustalone 

przez decydenta. Często zakł ada się , :te b S 
q 

min 
xeO 

f <x) 
q 
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<w zadaniach z relacjami dominowania " !!i <.f>el.1>, 

Rs <~.2>, :es <~.3>, :e~ <.f>el.4>>. Takie ustalenie wekto

rab pozwala osiągnąć rozwiązania n i ezdominowane w sensie 

wymienionych relacji dominowania. 

Dana jest funkcja ograniczeń G: X -> 3ł.L 

(2) G (IC) = ( gł (IC) ) __ ; 

łEt,L 

gdzie :Z= {1, ••• ,1, ••• ,L> - zbiór indeksów funkcji .ograni-

czeń. Niech c = <c.,c2 , ••• ,cł•···•cL> oznacza wektor celów, 

odpowiadaja.cy funkcji ograniczeń <analogicznie jak " 

przypadku fuńkcji ~).Na wektor celów c składaja. si• prawe 

strony ograniczeń wyznaczaja.cych zbiór rozwia.zań 

dopuszczalnych O 

<3> O ={ x E X f A (gł he) !!i cłv gl(x) = clv gł <x> l!:: cl)} 
lel, L . 

Wska:tnikami jakości" zadaniu prograaowania celONRQo 

sa, tzw. funkcje osiągni~. określaja.ce odchylenie Nartości 

funkcji kryterium zadania pierwotnevo od -ktor-a cel6" b 

oraz odchylenie wartości funkcji cvraniczeń od -ktor-a 

cel6" c. 

Niech Z= <1, ••• ,Z> oznacza zbidr priorytetów oraz 

jednocześnie zbiór indeks6M funkcji osiągni~ Priorytet 

to liczba całkowit.a dodatnia, która okrMla wuność kryte

riwa lub grupy kryteriów i ograniczeń. I• .-iiejsza liczba 

ty• wi•kszy priorytet.Niech A• ozn.acza zbiór indeksów funk-

cji ograniczeń gl<lel,L> lub funkcji kryterium fq (q E Q) 

o priorytecie z (zEZ>. Funkcje ograniczeń _J, tan aaa 

priorytet. Ró:tne funkcje kryteriwa IIOQĄ • iac! ten-• prio

rytet <ustalono ich r6Mlowa:tność >. Przez d-, d+ oznaczono 

-ktory utNOrzone z odchylań: 

{ c,- Cl, (x) • i e 1,L 
d . <x>= 
' b,:Lfi.~f) i E L+l,L+Q • 

{ d . <x> • gdy d, <x> l!:: o 
(4) - ' i 1,L+Q d . (x)c E 

' o • gdy d, <x> < o 

d+(x)= {'d,hc>f gdy d, <x> < o 
i E 1,L+Q x4iX. 

' o • gdy d . <x> ,!: o 
' 

Zbiory A2 (zel,Z> dzieli si• na pewne podzbi~y według 
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nastqpuja,cego sposobu: 

(5) 

gdzie 

oraz 

(6) 

gdzie 

SM/.. 5 

A= A' u A2 u .,,,s. 
• • • •' 

: ' 
A' { 1 E :e gł (x) s. cl X E ': }; • 
A2 { E :e gł (x l ,!: e t X e X }; • 
.,,,s { I E /e I gł <x) Cl , x e X } • 

.Ili= ..tJ' U A2, dla z E 2,Z; z z „ 
{ ieHI i L+q, q E ·Q f (xl -> 

q 

f <x> -> max { i EN I i = L+q, q E Q 
xEO 

Funkcj• osia,gni~ definiuje si• nast•pująco: 

q 

li,, : X -> ,tz; 

( a (x), a <x>, ••• ,a <x>, • •• ,a <x>) , x & X; A Cx) = 
gdzie: 

l 2+ z SZ. + 
a (x) = ~ d . Cx) + ~ d-:-(x) + "\' (d-:-(x)+ d . <x»; 

i ' \. ~ \. ' \. \. 
i.EA1 i. ~ i.d • • • 

az(x) = I d~(x) -~ z 

+ I d~(x) , zE2,Z. 
,;;..,z ,. 

Funkcja osia,gni~ am:e być interpretowana, jako ocena (wek-

torowa> odchyleń wektorów realizacji celów g<x> i fCx> oc1 · 

ustalonych -ktorów ci b. 

2. Zadanie progra-ania celowego 

Mcn:na sformułować zadanie poliopty•alizacji 

(7) <X, A, ZS. > 
gdzie: X - przestrzeń rozwia,zań; li,, wektorowa 

osiągni•ć relacja leksykograficznego 

funkcja 

porządku 

(hiera.rchia ścisła). Zbiór rozwiązań niezdominowanych zada

nia (7) nazywany jest zbiorem rózwia,zań preferowanych. 

SM/.. ó 

Zbiorem rozwiązań preferowanych zadan i a (7) określa się 

zbiór ~ekurencyjnie: 

• a <x > = mi n a <x l 
z. ,ceX % } ' z 4;:; 1,Z • 

:z-l 
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Wniosek 1. 

Z definic ji funkcji osiągnięć i zbioru rozwiązań preferowa-

nych wynika , :te zbiór x.= f •e X 0 1 a• <x•> = o} jest zbio

rem rozwiązań dcpuszczalnych O zadania pierwotnego. 

Rozwiązanie zadania (7) polega na wyznacz eniu zbioru 

rozwiązań preferowanych w wyniku realizacji nast•pującego 

algorytmu 

Dla danych wektorów b oraz c 

1° Wyznaczyć a;= min a.<x>; 

;o Wyzn.aczyć 

Zo Wyznaczyć 

g 1 (:d + d~ - d~= c 1 , l E 1,L; 

d-,d+~ O, d~d~=O, l E 1,L; 

,-: EX; 

••= ain a. <x>; 
" z 

a\ he) 

f . <x> ,-L 

x e X; 

i&A • 
z' 

zbiór takich • X • Oe: x. :te X e C: 

a z 
lx•> 

z 
"' • in a lx); 

~ + 
gthc) + dl - dl= cl, l E 1,L; 

E 1,Z-1; 
+ 

di. "' b,l.L ie Az; 

d~ d; -=O, i E 1, 1-"J°; 
X E XI 

Do rozwiązania Z za.dań jednokryterialnych mo:tna 

zastosować znane procedury progra• owania • ateaatycznego. W 

pet.-iych przypadkach 1110:tna wy~orzystać procedurę- INPC 

Clteracyjne•go Ni eliniowego Progra-ania Celowego> [ 3 1 , [5J. 

3. Własności rozwiązań preferowanych 

Dl a ilustracji własności roz~•ia.zań preferowanych ~oz

patrzono trzy przypadki zadań pierwotnych. 

1° Zadanie pierwotne: < O, Ir, :e~ >, gdzie O, Ir jak~ (1 ) , 
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Hetoda programowania celowego 

~ 5 - relacja leksykograficznego porządku (:JM/. 3) . 

Odpowiednie zadanie programowar,ia celowego ma postać 

< X, A\, :es >; gdzie elementy X,A\ , :es jak w (7). 

Ola tych zadań zachodzą następujące związki :Z Q + 1}; 

.,,/= CL+q}, .,;z= 0 , z E 2,Z , q = z 
% % 

w zadaniu pierwotnym kryteria 

1 (przy zało±eniu 

ponumerowane 'są 

najważniejszego do najmniej ważnego) . Zakłada się 

elementy wektora celów b spełniają zależność: 

I\ 
(8) qe1,Q b S min f (xl; 

ą xEO ą 

że 

od 

że 

Wyznaczenie takich celów jest często dużo łatwiejsze niż 

znalezienie punktu idealnego [1]. Stąd można określić 

funkcje osiągnięć a (x) = L;d+ (x > przy I~ I 1 następująco: 
z . I\. .. 

' % 

fz~~) - bz!ldla zE2,Z az(x) = jbz:• fz~~> I 
Porównując zbiory rozwiązań 

następujący Mliosek . CS]: 

obu zadań GIOŻna wyciągnąć 

Wniosek 2. 

Zbiór rozwiązań preferow.anych pokrywa się ze zbiore111 

rozwiązań leksykograficznych zadania pierwotnego, a z tego, 

że ten ostatni zawiera się w zbiorze rozwiązań niezd0111ino-

wanych zadania <n,~,s > wynika, że zbiór rozwiązań 

wanych równim: zawiera się w ty• zbiorze. 

2° Zadanie pierwotne:< n,~. s >, gdzie n,~ jak 

prefero-

.. (1) 

S - relacja PARETO <.t>ct-1>. Odpowi~dnie zadanie programowa

nia celowego ma postać: < X, A, .zs >; 9dzie elementy X, 

A\, ZS jak w (7). Zachodzą następujące związki : wszystkie 

kryteria zadania pierwotnego sa. równoważne, stąci Z 2, 

.,,/={L+1,L+2, ••• ,L+q, ••• ,L+Q},.,,,2= 0, ponadto na elementy z z 
wektora celów nakłada się warunek (Bł, 

A\ ca.,a2 l, a~ jak w :JM/.5, 

postać:a"' ~ lb . - f . <x> I "' ~ (f . (x)- b . > • 
2 L,,_ 1.-L 1.-L ~ 1.-L \.-L 

i. E.d'ł .\ , i. EA1 . 
2 Z 

Autor (6] sformułował następuJący lemat: 

Lemat 1. 

funkcja 

a 
2 

osiągnięć 

przyjmuje 

Jeśli dane jes t zadanie wielokryterialne <O,~,S > oraz 

zachodzi warunek (8>, to -zbiór rozwiązań posta=i : 
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Q • 

O: = { x•• nj~cx•> .. =~ ( I jbq- fqtx> IP)i} 1 ~ p <. co, 

q•• < 
za~ ier-a sJ• w zbiorze rozwi,zań niezdo• inowanych n~. 

l:.atNO zaullłUyć, :!e dla p = 1 zbiór ten róomooouny j-t 

X 2 •{x • .X• I a 2 Cx •, • i--n I (f .~~ > -bi.-L l }• 
XE.X' &i.--,• 

od~ na podstawie wniosku lx ... n. 

Wniosek 3. 

z 

Zbiór rożwi •,zań prefarowanych · zawiera si• w zbiorze 

rozwi,z&ń niazdo• inowanych zadania <n, F, s >. 
3° Zadanie pier_wot~e: < n, F, z:>, odzie n, F jak w Cl> 

~- relacja 9rupo..;e,j hierarchii . C~ 4. >. Odpowiednie zada

ni• prOQr&-ania celowec;Jo • a postać 1 < X, A, ZS >; 9dzie 

ele• enty X,A,Zs jak w C7l. Dla tych zadań z.achodz, nastcr 

puJ,ce z'Ni,zki : je2:eli S-. liczba 9rup kryter-iów,to Z =S+l_, 

Q= 
r 

Q + ..... Rr li c zba kryterióiol w 9rupie rCre1,S> i 

.-'-=fL+Q + 1 ,L+Q + 2, ••• ,L+Q} , r „ z-1 , s\: r-t. · r-• r .,,ł .. " • • 
zachodŻi warunek CB> Na kudy• pozio• ie z wyznacza 

{• • . I . .} 
X-= x EX I a ·ex >-=• in Cf . <x>-b . > .• 

• •-• • EX 1.-L 1.-L 
X • - • ;_ ..,,,. 

z 

R· r• 

a w zadaniu pier-NOt.ny• na kudy• pozio• ie wyznacza si• n:: 

nr•~{x•.ar-sl~Y ( x • x• .... l A f Cx>Sf ex•>,.. 
N N eC)r-f. < < q q 

,>s N r-•••- q - Qr 

l + .Ys Q fk <x> <fk (>c•) )))-

r-j. r 

Na podstawie wniosku l wiadomo, :te X._= n oraz 

Stosuj,c analizę jak w przypadku J 0 i 2° ao:tna 

przej~cie z pozio111U o wy:tszy• · priorytecie na ni:tszy nie 

p01Jarsza rozwi,zania. Lemat 1 odnosi · się do ka:tdego z 

pozioaiów priorytetów, czyli rozwi,zania uzyskiwane na 

ka:tdym poziomie 5' niezdo• inowane w sensie . relacji Si Rs 

i na1e:1:, do zbioru n:, w który• znajduj, się rozwi,zania 

niezci ominowan_e - w sensie relacji RS _na pozio• ie 

Mażna więc sformułować wniosek: 

lillniosek 4. 

r Crel,S>. 

Rozwi,zania preferowane są niezdominowane w sensie z: przy 
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a 
załmeniu, ~• zadanie pi--..otne jest postaci <O,F,Zs >. 

Zalet- przadstaNionej 1 -tody jest dl.da łatN!Śt 
f·. ' . 

określania Nektora cel6N funkcji kryteri6N oraz funkcji 

DQraniczllń : Istnieje tu SIIIOboda określania hierarchii 

. kryteriĆlf, zalriy to jedynie od dacydenta lub Nynika z 

potrzeb aodelONA11ej sytuacji. '1a to jedynie NPłYN na liczb,. 

pozic.óN priorytet6N. 
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