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O .P T Y M A L I Z A C J A: 
Zadania, metody, algoryuny 

PTBOiS, w-- 1991. 

. DALII.A POOP'flllALIUCYJRA 

DLA IADAIIIA WYZIIACIAlfIA W IIA'l'ROIDHB BAZY O MINIMALRBJ WADZE 
, 

Jl.łlrelc Lil>ura 
Inatytut Badań · Syatemowych PAN 
ul • ...,_llJka ·6, 01-44? Warssawa 

Cele probl8l11Óv opt}'lllll1aacyjnych w padaniach 
oparacyjiąch da, .• •i• pr:;-edatawić jako zadanie znajdowania 
basy o ~nimalnej, wadze dla odpOv.1,-dnlo ,,ybranego ma_troidu. Podsta_,., próblea v: analls$,.e . ~~J;b1oacl dla tego zadania 
pol419~ -~ snalesieniu dla d••t bilą dopuascsalnych zmian 
1ia9 eleaentów -matxoichl · il:ie , ftllrUllsajłlCJCh jej optymalności. 
TP:ił! MQ'ria:~~ S1WU17 ,aa . IJłl . ~syv:an• toleran~jami 
eleaantw .-troidu. J'<)dany sostanie . sposób wyznaczania 

•· to("era.ncji 4'lmiient6w Qtas ilml.t-,jć . ich vykorsyatania v 
imlycła ·, llłld&nJ;ach s surnu · _analisy ~lisacyjnej 
~iąanych s opt'ylialr14 ba•ll lllltroicłu. _ 

L'llllt4iP 
t4csne ·~a ć, t,ptJ1iillisacji koiflb~torycsnej JIIOCJłl być 

riórm1~ ,. ,. probl• wysnacsanla basy o 111in~lnej 

· , adse w odp0viedli11? w;r.branja .•troidsie (patrz np. [2,6]). 

· lliniej•sa p;<aca . dotyczy · anallsy poopt}'lllllisacyjnej dla 

~ prot>l-.. lakladil •1'• •• · .baća OptJl!illna jest znana i 
. s.-n1.e pol. ' ' ńa wpnllCB~JU.U .· -~yaalnych zmian wag 

po~Ja el--.itów •tt,otdu nie naruazaj,cych 

oi,t~~i tej bihy. Sattmy takle *-" na1:yvime tolerancjami 
' '' . ~ -,~ ' . ..... ~ ' - . 

·•1~. -~ ~IUlCs«nia tol~mmcji jest · opisana w 
ro~lat11" ,2.,- Rosds.1&1 · 3\ dotycly pev:ri.ych v:laaciv:oaci 
~l•bl:IC1l •. · ·•l•ntów . · •ttoistu · ~ha 110:Uiv:ośei ich 

~•t•t.!Plia 1', SAdaniath majdowenl.a ba~y Jllltroidu maj11cej 
~l?UI . ~ .. . • i . iP8hfaj4cef" clodatlto1fa warwiki dotycz,ce 
••wi~aa~e,!-~ych podsblo~' il:eiiliintów. . 

• ? ' . ' . ·- . 

-~~ _· ;,r,d,~ prs'9(let_aw!ua " jest· w _ pracy jest bez 
:·j ~.p ~ - oni ' ~ - WJ:•• • ·,o'be•erni•jsz11 presentacj" 
't_-wi~ 'tu NterLdu ·l' ć5,4l, ·•1es~ definic.je i 
• l .· . • . . . '. · · 
1'--łakty • '~tU- Utt'(>ldmr -.,1na snalł;tć na przykład w _ ( 6, ·8 J • 

43 



44 

Analiza pooptymalizacyjna 

2. Tolerancje elementów ma~roidu 
Niech S będzie zbiorem skończonym i ISI = m. Parę (M,1), 

gdzie 1 jest rodziną podzbiorów S, nazywamy matroidem na S, 
jeśli spełnione są następujące warunkiz (i) 111 e 1, 

(ii) Jeśli X !i 1 i Y s:; X, to T E 1, (iii) Dla o,v e 1 

gdzie ._I.Ol = IVl+l, istni!je x e O\V taki, •e V v {x} e 1. 

Elementy rodziny 1 są naz~ne zbiorami niezaleinymi, 
pozostałe podzbiory S noszą tytzwę zbiorów zaletnych. 
Maksymalne w sensie zawierania zbiory niezale•ne nazywane są 
bazami matroidu, natomiast · minimalne zbiory zaleine 
cyklami. 
Oz~aczmy symbolem tł rodzinę baz matrpidu X. Wi; d01110, •e dla 
BE tł i y E S\B istnieje dokładnie jeden cykl C(y,B) tiki, 
•e C(y,B) s:; B v {Yh nazywany cyklem fundament_alnym 
wyznaczonym. w~ przez el8118nt y. 
W(x,B) • {y ES\ BI ŻE C(y,B)} 

Dla BE tł i XE B zbiór 
jest nazywany przekrojem 

fundamentalnym. wyznaczonym pzez element x i bazę B. 
• J 

Załó*my, •e ka•demu elementowi przyporządkowana jest liczba 
rzeczywista w(x) nazywana wagą elementu x. 'Waga v(Q) zbioru 
Q s:; S jest definiowana jest jako •uaa wag :jego elementów. 

Wiele zadań z zakresu badań operacyjnych iaotna sforJ111lować 
(wybierając odpowiedni matroid X i wagi j990 el9!19ntów) jako 
następujący . probl8lll wyznaczania w llllltroidzie li baxy o 
minimalnej wadze 

mi.n v(B) 
BEtł • 

WiadoJIIC), •e probl- ( 1) ao:l:e być 

algorytmem zachłannym _(patrz np. [6]). 
operacj~ dla uporządkowania zbioru wag 
badań ~iezale•ności podzbiorów. 

(1) 

rozwiązany proatya 

Wymaga to„ PC• log •l 
el-ntów. oraz O(m) 

· Z aló:1:my teraz, :l:e zna~ jest bazca B0 będąca 

rozwiązani- optymaln}'II zadania ( 1) • Podstawowy p~bl• z 
zakresu analixy pooptymalizacyjnej -(patJ;z np. [L]) pol~ na 
znalezieniu dla ~xy B0 takich zmian wag potedynczych 
elementów matroidu, przy; których B0 pozostaj• baz11 

~optymalną. ,Maksymalny przyrost wa_gi elementu x (przy 
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ustalonych wagach pozostałych elementów) nie naruszający 

optymalnoś?i , B0 będziemy oznaczać symbolem . t•(x,B0 ) i 
nazywać tolerancją górną elementu x. Podobnie, maksymalne 
zmniejszenie wagi w(x), przy którym B0 jest nadal 
rozwiązaniem optymalnym zadania ( 1), nazwiemy tolerancją 

dolną elementu x i będziemy oznaczać symbolem t-(x,B0 ). 

Jeden ze sposobów wyznaczania tolerancji elementów matroidu 
polega na wyznaczeniu wartości optymalnych następujących 

zadań pomocniczych definiowanych _dla x ES: 

vx = min •{ v(B) s BE s, x • B} (2) 

vx z min { v(B) s BE s, x EB} (3) 

(Przy wyznaczaniu vx stosujemy . standardową 
polegającll na przyjęciu, te jeśli zadanie 
sprz.eczne, to jego wartość optymalna jest równa ... ) 
Zachodzą następuj11ce proste fakty (patrz [S])s 

Lemat .l. 

Jeśli x E B0 , to t-(x,B0 ) • • oraz 

t·cx,B0 ) - V - v(B0
). 

Jeśli XE S \ B0 , to t•(x,B0 ) • • oraz 
t-(x,B0 ) • v" - v(B0 ). 

Wyznaczenie tolerancji dla pojedynczego elementu 11\Btroidu na 
podstawie powytszego lematu wymaga rozwiązania odpowiedniego 
zadania (2) albo (3). Motna tego dokonać stosując prostą 
módyfik4cję algorytai zachłannego i jeśli wagi elementów 
zostały wcseśniej uporz11dkowane, to wymaga to O(m) badań 

nieźaletności podzbiorów. Na wyznaczenie wszystkich 
tolerancji elelll&ntóv przy tym podejściu potrzeba zatem O(m2 ) 

badań niezaletności podzbiorów. 
Inny sposób wyznaczania tolerancji elementów matroidu polega 
na skorzystaniu z następujących warunków koniecznych i 
dostat1ilc~nych -optymalno~ci bazy matroidu s 
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Leaat 2. 
Naat.ępuj11ce warunki •11 równowatne, 
(1) s• jest ba~II o ~lJMtj ~ dla -Uoidn x: 
i'i.t.J Dla Jtatdego li • a• 1 dowinego y • •<~,-·, .aptilUODA 

.;!•at nJ.erównołć w(ll) • w(y.). 

(111) Dl~ kat~ · y • S \ a• 1 ~lnego li • C(y,B0 ) 

aachocls~ nie~, w(y) a: w("ll) -• 

• 
Beapośredn111 konaekwencji powyłaaego l•tu jNt nut4H>uj~ 
fakt I 

Wn1o• elt 1. 

Jeśli li • Ff', to 'IIÓWCSU t•(ll,B•) ~ • oru 

t•(ll,B0 ) • min { w(y) I 'f' • W{ll,8•) } - w(z) ( .4) 

Jeśli li • S -, 8°, to _ 'IIÓIICSU t•(s;II~-, • • oru 
t·(ll,8°) • W(ll} _ > -.· { lf('f') ., r ·• C(lt,11.), y „ ż } (.5) 

• 
Skorayatanie • pcn,ytaa-vo wniQ• Jai _-do -,.nac..,U.-a to1-łlJ!IC}1 
eleaentów _ wyaa9a anajoaośc1 · DHtęplljllCJCh -~ll iodstn . . . . . 
podab1orów ab1oru S 1 

rodainy prsekrojów fvnd.....,~•J.Jąch 

, .,..(B0
) • < •<x:a~, , ~ • .8°) 

oras fflldsJ.n]' crJtiJ,' fundlmenta~ll . . . . . ·. , .. 
,c, (B•) • . ( ~(y,.•) I y • · S \ lf). 

I 

· . Wp~dłJly ·nuaa~j• el~~~ •• oras ~\~- 1 
niech B0 . • { ll1,,, •• ,z.}, ·t~:-• ·{ .~1,.- •• ,r;),, ~i.• · 
b ~ 1-a•1, n ,• I S\B0 1. Pełna· illfoą.c_ja ~ ~~ ~ta 
~ca(.8°)_, •c1 (8~) a>łe bjlć odc:Qtana . • . -~ &R.D8j ~1ltn'f' 
funduentalnej . A( B0 ). CJCb1-e - ·· 

A(B•) • .( . a 1J] 1. • i; •• ~ !b; j ~ 1,. i. ,Jt · 

a •{ ·01 IJ 

; • ',.:i. 

jril4, • .. • _C(y J .. ~·.ł: 
w prsec1~ :pray,p•~· 
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Jlotna łatwo sau.vatyć , te kolumny Jllllcierzy A(i3°) odpowiadajll 

el-ntoll rodsiny Jc1(B•) natomiaat wierase tej macierzy -

el81118Jl~ zodziny Jca(B0 ). 

Jłaciers A(i3°) mot:e być skonstruowana w O(b·n) wywołaniach 
procedury badania niesalet:ności zbiorów, poniewat: pojedynczy 

element a 1J aot:e -być oJa:ejlony poprzez sprawdzenie esy 

(B0 \ {x1}) v (Yi E t. JfajllC aaciers fundamentalJlll l!IOłnA 

na .podstawie saletnolici (4) .i (5) wysnacsyć -zyatlde 
tolerancjeeleaantów dokonujllC O(bn) porównań. 

1f niektórych prq,padkach struktura cykli oraz przekrojów 

fundólDlmtaln:,c~ · _ Ntroidu **• być reprezentowana w sposób 
bardziej efektywny ~rns Jtonatrakcj• pomocniczego grafu 
~ tran&m1tttn!ID ~patrz np . (5 J) . _ Podejście takie 
było wyk~rzyatywane w [7] do badania wratliwości dla 

lliniMlnych drzew.·. rospinaJIICJ'Ch grafu, co sprowadza się do 

suj4owe,nia tohtranc:Ji el.-ntów dla tak svanago matroidu _ 

grafa-.,. 

3. Wl&łciwości tolerancji el8!18Dtów -aatroidu i ich utycie w 

anai.isie poąptpalisacyjnej 
w J.'Os<b_~-•le tya pob.łeay, jak snajoa>ść - toierancji 

elwntów · llbł• -t,y,ć wyltOnyatana w innych sa4&niach · analizy 

pooptpalisacyjnej. Podajłc!ie to jest oparte na następujll

CJ'II fucl• wiU~ toł•ran.cje eluentów _• ~•niell -9' basy 
· opt_yaalnej 1 dowoitMt:I ~, bazy •troidu. 

'lvi\Hdsenie 1. 

•tech rf' . bodaie .baSłl o ainillalnaj -dse matroidu X, · a B 

dowollUI 'iliml 'baSłl tego Mtroidu. Wówczas 

- v(B) .. v(B0 ) a I t-(y,B0 ) (6) 
,, ., .. 

oraz 

Y·(B') ..;, v{B0 ) a I t·cx,B0 ) .... ,. 
~- ąomtay dwie basy B' ,a- aatroidu Il i niech _ 

(7) 

47 



48 

Analiza pooptymalizacyjna 

~(8',B·) • { ł 1; jest bijekcją B'\B· --ł s•\B' 

spełniającą warunek 

(B"\{~(x)}) v {x} e S dla k~żdego .x e B'\B• }. 
Z teorii matroidów wiadomo (patrz np. [8]), te dla 
dowolnych B', e• • s, B'• s•, zbiór 9(B',B•) jest niepusty. 
Wetmy dowolną bijekcję ; -e 9(B,B0 ). Mamy v(B) - v(B0 ) 

• E [w(y) - w(;(y))]. Z. faktu, te dla y e B\B0 , 

'I 1\1° o 
(B0 

\ {ł(Y)}) v {y} e 23 wynika, te ł(Y) e C(y,B), bowiem 
gdyby tak nie było, to zbiór (B0 \ {;(y)}) v {y} zawierałby 

cykl ' fundamentalny C(y,B0 ), a zatem nie mógłby być zbiorem 
niezależnym, Ale teraz zależność (5) pociąga za sobą 

nierówność w(y) - w(;(y)) a: t-(y,B0 ) dla k~żdego y e B\B0 , 

co w konsekwencji impHkuje (6). · Podobnie, dfa dowolnego 
X E B0 '( B' Z faktu, te (B0 \ {X}) V {\ł-1 (x)} E !I· wynika, 
te ;-1 (x) e W(x,B0 ), co na podstawie zależności (4) pociąga 
za aob11 nferówność w(;-1 (x)) - v(x) a: t'(x,B). Poniewat 
v(B) - v(B0 ) • E [w(;-1 (x)) - w(x)], . implikuje to (7 

" a0 \a 
• 

Rozważmy teraz następujący problem z ' zakresu analizy 
pooptY1!14lizacyjnej 1 

Zakładamy, te maj~c bazę o minimalnej wadze B0 wprowadzamy 
" o dodatkowe wymaganie, . że niektóre elementy należ11ce do B }lie, 

mogą· występ01!1lć w rozwiązaniu zadania ( 1) • Waga bazy 
n ~ o ) 

spełniającej taki warunek jest nie mniejsza niż waga bazy B0 

i naszym celem jest wyznaczenie • pogorszenie rozwiązania 
spowodowanego tym dodatkowym wymaganiem. "Podobnie, może nas 

:li . L 
interesować pogorszenie rozvi11zania związane z żądaniem,. 

aby pewne elementy, które nie występowały w bazie optymalnej 
B0 , zostały do bazy wprowadzone. Ro: wi11zanie powy:iszych 
problemów wyniaga wyznaczenia wartości optymalnych następują
cych zadań optymalizacyjnych 1 

Jeśli badamy pogorszenie rozwiązania zwi11zane z usunięciem z 
bazy podzbioru elementów D s:; B0 , · wówgi:as należy wyznaczyć 

wartość v0 , gdzie 

VD •min .{ v(B) I BE s, Dn B • 8} 
i 

(8) 
. \. 
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Natomiast dla oceny skutków włączenia do bazy elementów 

zbioru A i;; S\B0 , A „ 1, trzeba obl'iczyć wartość v•, gdzie 

v• ~ min { v(B) : BE~. A i;; B} (9) 

Zadania (8) i ( 9) mogą być rozwiązane dla zadanych zbiorów 

D l ub A przez odpowiednio zmodyfikowany a lgorytm zachłanny . 

,Jeśli jednak znamy wartości tolerancji elementów matroidu, 

wówczas bardzo łatwo jest wyznaczyć dobre oszacowania od 

dołu wartości v 0 oraz v• dla dowolnych zbiorów D, A. Motli

wość ta wynika z następujących faktów, które s21 prostymi 

konsekwencjami Twierdzenia l 1 

Wniosek 2 . 

Niech D i;; B0 • Wówczas dla dowolnej bazy B0 spełniającej 

warunek Dn B0 = e zachodzi zaletność 

V{B0 ) ~ v(B0 ) + L t•(x,B0 ) 

X D 

Wniosek 3. 

(10) 

• 

Niech A i;; S\B0
, gdzie A e 9. Wówczas dla do~lnej bazy a• 

spełniającej warunek A i;; B• zachodzi zaletność 

v(B.) ~ v(B0 ) + r t-(x,B0 ) (11) 
X A 

• 
W [4] pokazano, jak powytsze fakty motna wykorzystać w 

podobnej analizie pooptymalizacyjnej dla znanego zadania 

komiwojatera. ~alogicznie , jak w przypadku zadania ( l) 

zakładamy, te znany jest najkrótszy obwód Hamiltona w grafie 

i interesuje nas pogorszenie , rozwiązan;ia związane z 

wprowadzeniem dodatkowych wymagań, te pewne zadane podzbiory 

krawędzi grafu muszą naleteć d9 drogi komiwojat~ra albo te 

nie mogl!l się w niej znaletć. Wartość takiego pogorszenia 

dla dowolnego podzbioru krawędzi motna łatwo oszacować jeśli 

dla zadania komiwojatera przeprowadzona była analiza 

wratliwości opisana w [3]. w trakcie tej analizy dokonuje 

1;1ię wyznaczenia tolerancji elementów dla bazy optymalnej 

pewnego matroidu związanego z relaksacją zadania 
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koaiwojat:era 1, jak pokazano w [4], na podstawie Wniosków 2 

i 3 mot:na łatwo uzyskać poszukiwane oszacowania wydłut:enla 

obwodu Hamiltona . Oszacowania te BIi mniej ścisłe nit w 

przypadku zadania ( 1) , ale •11 uzyskiwane . bardzo. -łym 

dodatkowym nakładem obliczeń i pozwalaj11 na szybk11 zgrub~ 

ocenę skutków wprowadzenia dodatkowych ograniczeń na 

zawieranie zadanych krawędzi w rozwi11zanlu opt:ir-lnym. 
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