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AGREGACJA ZADAfl HARMONOGRAMOWANIA PRZY WYS~WANIU 
OGRANICZEfl NA WIELKOŚĆ PORCJI PRODUKCYJNYCH 1 

Krzysztof Pieltlmsz 
. Instytut Automatyki PoHtechnild Wnzawskiej 

ul. Nowowiejsb 15/10, OM65 Warszan 

Silesia.: W P!ł!CJ jest rozważane zadanie ~IIICMllnia. w ktdrym na1eiJ 
wymaayt wielko4d I terminy produląi poszaegdlnydi WJ:robcSw tik, q ~ 
zapotrzel>CM!!'llliia klientów oraz zminimalizował. \omy związane z pn,clulrc,M. pne­
.,..iłlmi oraz mapzynowaniem. fonnubrane ,- lilodele ~ane dla r.aclal\, 
w ~eh wyst4PU~ o~iłl na wieUcoU porcji f)!OCl~dl. W stosowa­
nych ~chczas uproszczonych IIIOdelach zagregąwanydl op11iiaienia talde nie były 
~ milllO, ie w praklyc:e 5' one aesto istotne. 

1. Zadanie hlnlonopaaawania produlrqi 

w pracy rozwmny jest problem harMOflOll'anlOlllnia pn,cldlą • .,.... • 

kldfy111 jednclstld wytw6rcze mop w danej chwll mm p,oclulaawat tylDD jeden typ 
wyrobcSw. Zllliw n,dzajll wytwarzanych wynib6w wyup pmzbrojellia IIIIIZJII, co 
podllania pewne koszty oraz CDS. Prochaja rulzlowMa jest wiec porcjni - pnez 
olcreiony przedział aa, jest wytwaana pewna poltjl jednep typu wyrobcSw, po 
CZJ111 111stt,uje prmbrojenie. produlmwana jest poltjl nm.,.. typu wyrob6w 
ltd .. Zadanie hannonopa11owania, kt6ry• ~Y sit zajlllowat. polega na ~ 
amii wielmci porcj wynib6w oraz......., tniincSw ntZpOQIICil ic:11 proclullCji 
tik. ,by - przy ograniczonych aoclrach wyhm:zydl - uspokoit upotrabowania 
klientów oraz minimalizował. koszty zw..- z ~ prztZbrojenlami oraz „ 
pzynowanienl. Niech N = { 1, .. . , T} b4llzie zbiorem wszystkich wyrob6w wytwa­
l'Zln)'dl w syst.ie. R - zllioreal zasob6w wymapnych do produlGCji. llllollliast Nł 
spełniające ,lJxN, = N OZIIICZI ~ nNlziny p,odukWw. ~. wzal,lu 
U poclobielistwo nie wy• apk przezbrojlll 11ilidzy • • 8azuMc m ldasyany• 
sfonaubnnil. • odel ----,any tepzadania • oina apisaf ~= ,,..._, 

llin t [Jt. S11,V1i(t) + !i(Cics.(t) + litli(t))] (1) 

1Praca cz~lowo flnanao-na przez MEN 
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przy .... lic:mliach 
l,(ł - 1) + Si(ł) - l,(ł) = ,I;, 

Si(ł) s MV,(t), V,(t) e {o, 1} 
li 

ł~ EłrtVi(ł) + ł; linS.(ł) S Q,e 

o s Si(~) s !i, 
os J,(t) 

11(0) = O, J.(T) = O 
, 

ie N: t = 1, .•. , T (2) 
i E N,:lc E K:t = 1, . . . ,T (3) 

r e R: t = 1, .•. , T (4) 

ie N:t = 1, .•. ,T (5) 
i e N: t = 1, . .. , T - 1 (6) 
ie N (7) 

W IIOdelu P NIZplłnlje sit T o1rres6w decyzJJnych. Z• iennyllli decyzyjnymi ._: 
Zi(ł) - wielmt procMricji wy10IMI i' w olcmie t: J.(ł) - 11t1n upasu produktu i na 
........ t: V,(ł) - ZIINIIIII blnna olcrela1'ca obesy •• lct6rych ~ 
... zmlnjenia. w udaniu ...... JiltylD ...... pmzlirojenia- •ildżJ wynibami 
'6żnyc:ti.,.. N, - przyJmw. alllllaty i cmr ~ przy zmiaie procMctft 
z t.; .... "" q poaijalne. Panadto Dkłlda •• .., decyzyjle q ...... 
,....., z alia wytwamliai poaaepli,,ch pcRj wynib6w i. zw.- z tya 
pmzlll'Ojenia -....k • lraidJa olcnllil, w lct6ry• ~ q w,rabJ dwj 
rodzinJ, tm. Vt(ł) jest nSwne jldal wtedy i tyllD wtedy, adY EieN6 s.(t) > O. 
,........ adllia --= s,,, -lroszt WZIIIWilllia pn,cMm:ji wjlOb6w z rodzinJ le 
• ._ ł; Cit - jednoltlmwy lmzt pnic1u1rj wynMw: Ai, -~ łlDszl 
mapzyaawania; ~ - apo11__. 111 proMt i w o11r1sie t. E'" - wiellmt 
DNllu r wy• 1p111 przy wznawilnill pracMą wyrob6w z rodziły le w ollrelie ł: 
Pwc - wlp6lczymiik zuiyda ~ r „ jednoslq wysęllu i • alcresie t: Q,e -
...-~ _.. r w ollrlsiet, .!i,-..,.. dapuslCmna __.. 
,-J procMqjiNi wyro11u i w ... t: M = EieN !i,. 
,__. p jest ..... ,....... ........ kt«e. l'NCZJwistJch przy­

,-dl __. ....._ dllil wyHry wyala1-ce z.laby wyraWw wytwamnJdl • .,_.1e om laby nazpltlyWanyq ob-• decyzyjnych. Pod.,.... struttur. 
.... ilatollOKi jest to,..... Jl p_....., (pabJ ~- (31). w praklyce pml!IJ-.j 
olrazuje ... ie wiele wyn,b6w chnlcterymje sit bardzo dużya .pocląbiel\ltwea tedl-

. NlopaJ• , ~ •• ., sab4 jedynie dnlbliy•i clala• i, np • .,~ • 
.,,...., ...... ilp.: Fakt ta • lllturalny tp096I, sl&tania do ~ 

idl w .-A łilanJ i .-.. do IINPCJ_prolllau. Warto~,-~ ie 
..,..cja _. tit·~ ·utraq pewnej mJłci ąonqacj i.praz to aoie ~ 
dnt do zbyt dalelDo -.ych uproszcza\. Istotne jest wite stosowanie wlńciwydl 
IMlłod aanpcj. W ~ l\lłeŻJ d.tżyt do tego, ., • odele Zlgre(OWIM 
bJlr ~ • ocWGM1 'p1erwotnJ. tzn. ,.antoinly .uzyslanie oplylllNlep 
rmw ... pn,blenlu ~ z·optymalnego rozw.-a pn,ble• u upepa-
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nego. Dotycha.as równoważne modele zagregowane udało się sfonnulowat dla zadań, 
·. w których zmienne Zi(t) nie są ograniczone od góry (2.4) oraz gdy zmienne Ji(t) są 
'ograniaone niezerowymi wartościami od dołu [7] i od g6ry (6). W niniejszej pracy 
zajmiemy się' poszukiwaniem równoważnych modeli zagregowanych dit pr_oblemu P. 

2. Agregacja problemu 

Ola upl'OSZCZUlia ~emy zakładał, że w idealnym przypadku podobiel\stwo wy­
robów wyraża się rcSwnością wspók:zynników Cie, la.at, Pirt, tzn. 

W praktyce wymagane jest aby wspólaynniki te miały jak najbardziej zbliżone wartc:lki. 
Od stopnia ich podobiel\stwa zależy dokładnośt uzyskiwanych wyników. 

Sumując ograniczenia problemu P odpowiad\ljące poszczeg61nym rodzinom pro­
duktów podobnych N,:, le E K i wprowadzając zmienne zagreguwane 

X1:(t) = . r-' Zi(t), F,:(t) = . r-' J1(t) l: E K: t = 1, ... , T (9) 
ieN,. . ee~,. 

otrzymujemy przy założeniu (8) model zagregowany postaci 

PralllemA1 
T 

min ~ ~ (S1:tV1:(t) + C„X,:(t) + H„F1:(t)) (10) 

przJ ograniczeniach 

F1:(t - 1) + X,:(t) - F1:(t) = D1:t 
X1:(t) ~ MV,(t), V1:(t) E {0,1} 

JtlE1:reV1:(t) + Ą„X,(t)) ~ Qre 

o :5 X,:(t) :5 Xłt 
o :5 F,(t) 

F1:(0) = o, F1:(T) = o 

przy aym D1:t = I: ~' ~l:ł = I: ii, . 
iEN, ieN, 

leeK:t=1, ... ,T (11) 
le E K:t = 1, ... ,T (12) 
r E R:t = 1, . .. ,T (13) 

leeK:t=1, ... ,T (14) 

leeK:t=1, ... ,T-1 (15) 
le E K (16) 

Problem A1 ma taką samą stnlkturę ograniczei\ jak problem pierwotny P, ale 
występuje w nim mniej zmiennych i ograniczed. Może byt rozwiązywany jednym ze 
znanych z Ateratury algorytmów (1). Każde rozw~nie dopuszculne problemu P 
jest przekształcane przez odwzorowanie (9) w rozwiązanie dopuszczalne problemu A1 

I 
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dake taq ~ -wt funkcji atu. Nit zdezagregwat ~ie problemu .At 
..-, .. laidep k e K znalett rozw~nie dopuszczalne ~jącego ~ .... 
Pa„ra••DI\, keK 

f.(t - 1) + Si(ł) -1.(t) = l;, i e N,: t = 1, ... , T (17) 

o S Si(ł) Sł., ie N,:t = 1, .•• ,T (18) 
o S I.1t) i e N,: t = 1, ... , T - 1 (10) 

f.(O) = O, f.(71 = O i E N, (20) 
bł Si(ł) = X,(t) ł = 1, ... , T (21) 

Roni ... to IIGina uzyslat np. znajduMc ...,.., pmplyw • ~ 
lilci dmpipcJ SD, . 

Rys. 1: Si« cllra...-cJ SD, .. poclprablemu Dl\. w wilwll nadrltowydl 
podano dolne I pme opnamia PfJIIIPl,wdw łulmwych. 

W powyimj liec:i Md (Z,, Bi,), (Ą,, Bi,Hd, (Ą,, Uł) repnnntuM odpo­
wiednio mienne z.(t), f.(t) oraz ZlpOlmboRnil ,!;,. Z IIIOlei wierzchollci Bi, 
oclpc,wiada;. opaniaMiom (17). --- wierzdlolci Z, op111iaeniotll (21j. Pod­
pniblein Dl\ IU ~ dopuszculne wtedy i tyl(o wtedy. &dY • abylll„ 
......,_ w liecl SD, ...-..tmt Ef=1 EieN, Il;, = Et.1 Dld = Ii.1 X,(t). 
Pmplyw ta ollrela wcSwc:as1..,._.ie zdezagnigowane. 

8'dzieaJ a6wli, ie ~ problemu ugre&WIMIO MCIIŹllil zdezaareawat 
jałal lllidy z podpnlblemcSw Dl\, k E K • ~ dopumalne. Olrazuje 
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się. że w przyp~!cu modeliJ A1 mogą pojawiał się rozwiązania zagregowane. których 
nie można zdezagregowat, C-' pokazuje poniższy prosty przykład. Fakt ten w istotny 
sposób ograniaa użyteczność modelu A1. 

Przykbcl Rozważm:, p~oblem harmonogramowania produkcji 2 wyrobów podob­
nych w 2 okresach decyzyjnych: T = 2, N = N1 = {1,2}. W"iellrośt pro­
dukcji każdego z wyrobów jest ograniczona do 30 jednostek w obu okresach, czyli 
~ = 30 dla i = 1, 2, t = 1, 2. Zapotrzebowania na wyroł,y są nast.,ujące: 
du = 20, d12 = 20, "21 = 10, dn = 10. Dla uproszCZl!llia przykładu pomi­
jamy tutaj ograniczenia :mob-,v,e (4). W wyniku agregacji otrzymujemy zadanie, w 
którym: Xu = 60, X1:2 = 60, .Du = 30, D12 = 30. Zauważmy, że rozwiązanie 
X1(1) = 60, X1(2) = O jest dopuszczalne dla problemu At, ale nie można go 
zdezagregowal 

3. Warur.lci konieczne i dostatecznt dopuszaalnej dezagrepcji 

W tym rozdziale s'ior1nutujemy IJIN'lki gwarantuwe możliwośf clezagregacji roz­
wiązań problemu At. Oznaczmy sybolem le zbidr { 1, ... , t}. Można łatwo polrazat. 
ie Z.'IC!lodzi nastl)UMQ wWcjwojć_ 

~ l Każde ~ie dopuszcalN prablau P spllnia _...,.. 
. ' >. Si('"} ~ l!IIX (O, E cli, - Y: !a,) V (i e N: L c l!r: L ~ I). 

re]; łE.tr r=l rel;\L 
Dow6d. Dla dowolnych i E N, L C l!r i każdego rozwiązania dopuszaalnego 
problllllu P achoclzi OCZ)'Wikie EreL Si( r) ~ O. Po zsumowaniu ograniczel\ (2) 
dla f" = 1, . .. , t ••Y ~1 2";(t") -1,(t} = r::'r=1 cli,. Z (5) i (6) wynib więc 

,e~Si(t") + rE'fj,,\Lłsr ~ I!..1 Si(t") ~ ~1 clir I zatem 

r:: Ss(t") ~ E Si(t") ~ r::',-1 cli, - ~r::. @.,. a 
rEL rEt,nL ret,\L 

P~puuy, że rozwi~ dopuszczalne (Xł(t), Fł (t), Vł (t) )łeK,c=l, ... :r pro­
bk?mu A1 można zdezagregowat w dopuszczalne rozwiązanie problemu P. Ponieważ 
X.tli) = EśeN, :.alt). •~ z lematu 1 wynib, ie rozwiązanie agregowane musi 
spelniat warunek 

' ' >- Xł(t") ~ >. m4X(O, E d;, - J. is,) lee K:L c lr:L ~ e 
,el ielł łEl.T r=l rel;\L 

I (22} 

Okazuje się. ie (22) jest nie tylko warunkiem koniecznym, ale również dostateanym 
dopuszczalnej dezagrepcji. 
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T...._.. I Ranri4zanie dcpuszrnlne (optymalne) problemu A1 mOŻM zdeu­
,,.,,,.t • ~ dopuszt:zMJe (opłfmalne) problemu P wtedy i tylko wtedy. 
"'1 spełniany je5t nrundc (22). 

Oort6d. K~ warunku (22) wynika z lematu 1 i zależności (9). Dla dowodu 
clostatecznołci zal6żnay, ie istnieje rozwiązanie dopuszczalne problemu A1 spełniające 
warunek (22), ale nie dające się zdezagregował. Oznacza to, że istnieje le E K. 
dla lct6rep ~ maksymalnego przepływu w sieci SD1 (rys.1) jest mniejsza 
od EL1 EiEN, dg, czyli dla pewnego zbioru produktów J s; N1 przepływ w 
nielct6rych łulrach (Bił, Ut) jest mniejszy niż dg. Niech E oznacza zbiór łuków sieci 
SD1. /(e),e E E ~ lików, natomiast /(e),e E E niech będzie 
mabymalnym przepływem między wierzcholkiem Z i ujściami Ut, t =: 1, ... , T. 
Dla przepływu / wyznaczmy minimalny przeknSj (patrz (5)) defjniując podzbiór wierz.­
chollccSw W sieci SD1, z których i~ ścieżki powiększające do uj§ć U,. tj. 

• V1=1, .•• ,r U, EW. . 
• jeżeli v EW oraz (•,v) EE i /(•,v) < /(•,v), to u EW: 

jeieli v EW oraz (v, •) EE i /(v, •) > O, to• EW. 
Dla produkt6w i E J• = {j I j E Ni, istnieje B;, E W} określmy 
Ili= max(f I Bi, EW). ZMIWainay, ie cDa i EJ* mamy /(B,,..,13.,..+d = ,O, 

gdyż :'>°/lliZ.. =TB.albo 13.'--.+~~ W. Zatem _spełnione są .-.,ujące zaleźnoki 
Lr=l ( r, ir) < E;':1 air da • E J oraz 
E~1 /(Z,., Ą,.) = E:':1 ~,. da i E J• \ J. 

Niech L = {ł I Za E W}. ZMIWainty, ie zacbocm 
(a) /(Z,, Bi,) = /(Z,, Bił) = ii, da i E J• i t E /!,_ \ L. 
(b) /(Z,,Bi,) = O cła i E N1 \J• i f E Lorazdla i E „ i t E L,t > li, 

Wynika to z definicj zbioru W oraz z falctu, ie w przypacllcu (a) Z, <t W • Bi, E 
W bo B.,. EW i Md (Ą,.,.Bs,r+d,r = l, ... ,li -1 mają nieograniczone 
plZłtlUStowofd. natollliast w przypadku (b) Bi, <t W a Z, EW. Zatem .. 

r: !;J(Z,., Ą,.) = .E„ r: nL/(Z,, Bir) < .E.J E ~,. - E, -\L~r) 
iEN,,11:M iE" rEl,; iE" r=l re-. 

Dla t E Lzachodzi EieNi7/(Z,,~) = /(Z,Z,) = /(Z,Z,) = X1(f) gdyż 
Za E W. • Z <t W bo jest przeplyWIIII maksymalnym. W rezultacie mamy 

~ ł 

ELX1(f) <.~ .. (E ~,.-r: \Lłir) <.E IIIIXt. (O, E~r-El\Lłir) 
rE '""' r=l ret-, ,eN„ te r r=l re , 

co przy L C /!r przeczy zalożmiu ie~ X1(t) spełnia warunek (22). a 
pay L = l!r przeczy zalożmiu, że X1(t) jest dopuszczalne (dla L = lr prawa 
strona powyższej nierównoki jest równa EieN, ~1 ~,. = E?':.1 D.,.). 

Jeżeli spełniony jest warunek (22). to z (8) wynika ponadto. że optymalne rozwiąz> 
nle problemu A1 jest dezaarepnlie w optymalne ~ie problemu P. • 
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4. R6wn011ażny model zagregowany 

Na podstawie twierdzenia 1 możemy zaproponcwat model zagyegwany rcSwważny 
problemowi P. Model taki oprócz ograniaei\ problemu A1 musi zawierać dodatkowo 
ograniaenia (22). 

Prolllem A2 
min (10) przy ograniaeniach 

(11),(12),(13),(14),(15),(16) i (22) 

Podstawową zaletą modelu A2 jest fakt. ie lraide jego rozwiązanie dopuszczalne 
można zdezagregowat w rozwiązanie dopuszaalne problemu P. Co -.ej. opty­

malne rm•iązanie probl1!111u A2 jest zawsze dezagregowane w optymalne rozwiązanie 
problemu P. Istotną mielą modelu A2 jest jego wymial'Vlfflł. Chociaż uzyskano 
redukcję liczby zmiennych, to jednak pojawiło się bardzo dużo nowych ograniem (22) 
- ich liczba w ogólnym przypadku zależy w sposób wykładniczy od &aby olcres6w 
T. Duża aęśt tych ograniczei\ bywa często redundancyjla. ale mimo wszystlro 
jest ich na tyle dużo, że model A2 nie nadaje sit raaej do bezpośedniego za­
stosowania. Jego praktyane znaaenie polep na tym, ie sta~ pełny opis 
równoważnego modelu zagregowanego jest inSdlem wielu cennych informacj, kt«e 
mogą byt w różnorodny sposób wylrorzystywane w procesie konstrukcji modelu za­
gregowanego, jego rozwiązywania i dezagregacji. Na przykład, na podstawie ~ 
delu A2 można z góry przewidziet wartości niektórych zmiennych V,(t) i wylllOl'zy­
stat to podaas harmonogramowania. Zauważmy bowiem, ile r.ier6wności (22) dla 
L = {t}, t = 1, ... ,T wyznaczaj4 dolne ograniczenia dla zmiennych Xt(t). 
Jeieli ograniczenia te są dodatnie to zmienne binarne V,(t) mu514 byt równe 1. 
Ponadto wylrorzystując fakt, ie tyllll, niekt«e z ograniael\ (22) są zwykle aktywne 
dla rozwiązania optymalnego problemu A2. można zaproponował iteracyjny schemat 
agregacji. W tym celu, zamiast ~ od razu wszystkie ograuimnia (22), 
zastosujemy nastcpukq algorytm rozwi4zywania. 

1. Utwórz model A będący relalcsacj11 problemu A2. powshba w wynlcu pomin~ 
ograniczał (22), ayli utwcSrz model A postaci Al. 

2. Rozwiąż problem A 
• Jeżeli problem A jest niepuszaalny to również problem A2 • Dłetlł i P są 

niedopuszczalne; KONIEC. 
• Jeżeli uzyskano rozwiązanie dopuszaalne i można ~ zdm~at to w 

efekcie uzyskujemy optymalne rozwi11DRie problemu P: KONIEC. 
• Jeżeli uzyslcano rozwiązanie dopuszczalne, ale nie można go zdezagrepnt. 

iclido3. . 

3. Określ, które z ograniaei\ (22) jest naruszone przez rozwiązanie problemu A • 
nasqpnie zmodyfikuj problem A dołączając do niego to ogranicnnie. leli do 2. 
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Pnedstawiony schemat rozwiązywania może wymagał w prńiyce uwzglednienia 
tylro niewielkiej liczby ograniczei\ (2'l). Aby w kroku 3 un:l..11ąt przeszukiwania wszy­
sttich ogra„11 (22) warto wlromponawat tę operację \T proces dezagr'P.fclCj reali­
...,., w lmlla., 2. Dezagregację można pmprowadzit np. nizjdr.jąc: maksymalny 

przepływ w siedach SD,, le E K (rys.i) wariantem algorytmu Fónla-Fulkersona 
(5), w kt6ry1lt ~ zwiększaniu przepływu, 11!' pierwszej kolejnoKi są • nasycane• łuki 
(B,1, Ul). poten ( Bi2, U2). itd„ W chwili,~, pewną-> łllku (Bu, Uł) nie udaje się 
nasycić, ayli dezagr,gacja jest niemt,iliwa, to podobnie jak w dowodzie twierdzP.nia 1 
WJZMCUlłJ jest zbiór L. dla ktdrel') nie jest spelniofte opaniczenie (22). 

5.lJwacl~ 
lbieiy mnaczyt. ie rezultaty pmdstawione w pracy moina bezi-.,wednio pm­

llwt taie na udania hannonopmowania, w llldrydl stan ~ J,(O} or• 
dolne oa,a11icmlia III poziolll apas6w są widem od ~•. W tJ• c:elu "'lstalaJ 
zreplaryaMat ogratiafll problemu (patrz (7)) i ~ prostei tran5'onnacj li­
niowej zmiennych l,(l). Warto też wspomni«. ie problt.• P IIIOŻl'la przeksztalcil do 
r6wnowainej postaci. w kt6rej zachodzi li, S !i, dla każdego i E N, t = 1, ... , T 
CO polrmno W pracy (31. Dla takiego przJpldai l;pnl..~ się nieco wanna „ 
aaalMj dezaarepcj (22). 
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