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WYZNACZANIE ILOSćI KOMPUTERÓW DO REALIZACJI 

lADANEGO CIĄGU ZADAJ-i OBLICZENIOWYCH 

Marian Chudy 
Wojskowa Akademia Techniczna. Warszawa 

Streszczenie: Wyznaczono oszacowanie granicznych charakte
rystyk kosztowych systemu składającego się z N komputerów, 
realizującego zadania obliczeniowe o losowej długości obli
czeń i napływające w losowych odstępach czasowych. 
SforlllUłowano zadanie wyznaczenia ilości komputerów 
minimalizującej oczekiwane koszty jednostkowe. 

1. Wstęp. 

Dany jest syste• (rys.li składaj,cy się z N kDfllputerów 

przeznaczonych do realizacji ciągu zadań obliczeniowych. 

N•(t>/0 

__ N_<_t_> __ • ['.:J~Ctl 0 ___ _ 

~~-
rys. 1. 

Napływające w losowych odstępach czasowych zadania oblicze

niowe są przydzielane przez urządzenie kierujące <UK> kom

puterom według zasady, ~e kolejne zadanie jest przydzielone 

komputerowi o numerze o jeden większym od nuAIE!ru komputera, 

do którego przydziełono zadanie poprzednie - gdy ten numer 

jest nmiejszy od N; w przeciwnym przypad.ku przydzielone 

jest komputerowi o numerze 1. , 
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Komputery dla zadanego ciągu zadań 

Jeśli komputer , do którego przydzielono zadanie jest zaj9ty 

realizacj~ poprzednich zadań, to aktualnie przydzielone 

zadanie wchodzi do kolejki typu FIFO przy tym komputerze. 

Wprowadzimy nast9puj~ce oznaczenia: 

t . zmienna losowa oznaczaj~ca chwil9 napływu do UK 
' i-tego zadania obliczeniowego <zamówienia>, 

t,+t ti.= xi. - odległość czasoNa mi9(:lzy <i+1> a i-tym 

zaaóNieniem. 

Zała.tymy, :te • 
1'? <x . l ci-g niezale:tnych zmiennych losowych o jedna

kowym rozkładzie i skończon- wartości- ocze

kiwan- rÓW'I- a. 

' 

Dalsze oznaczenia 

N<t> - ilość zaaówień, które n;apłyneły do UK do chwili t, 

t" -
lt 

chwila pojawienia si9 w n-tym komputerze k-tego 

zadania obliczeniowego, 

gdzie 

odległośc czasowa mi~zy (k+1)-szy• a 

k-tym zamóNieni- do komputara o nu--ze n, 

n~ - zmienna losowa oznaczaj-ca czas wykonania przez 

n-ty komputar k-tRgo zadania obliczeniDNltQo, 

ci-g niezala:tnych zmiennych losowych o jednakowy• 

rozkładzie dla n=1,N oraz skończonej wartości 

oczekiwanej równej b. 

Z zasady działania U< wynika,:te 

k·N+n 

(1) X~•.) ______ _ 
i=Ck-1>N+n+l 

X. 

' 

Zat- (x~> - ciĄg niezaletnych zmiennych losowych o jedna

kowym rozkładzie, dla n=l,N. 

Niech ponadto 

c 0 - opłata za realizacJ• zadania obliczeniowego przez 
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UwzględniajĄc (1) oraz zała.tenie 1°otrzymamy z podstawowe

go twierdzenia teorii odnowy 

(6) 

gd~ 

N (t) 1 _n __ _ 

t 

Ex~ N·a 

1 

N·a 

Uwzględniaj~c założenie <2>. z silnego prawa wielkich 

liczb Cll • a • y 

(7) li• 
t„a, 

C __ o_ 
N (t) 

n 

N <t> 
n 

C 
k=t 

c · b. 
o 

Z (6), <7> oraz twierdzenia 1 C3l dotyczĄcego granicy z 

p-te• 1 iloczynu procesów otrzy111a• y 

K 2 <t,N> 1 N b b lim L 
C C 

(8) _g__ _g__ 
t-+(I) t N·a a 

n=l 

Jak widać (8) nie zależy od N. Nie jest to wynik zaska-

kujĄcy gd~ z przyjętej reguły działania UK oraz kolejki 

typu FIFO wynika, że niezalrinie_na ilu komputerach obsłu

żymy wpływajĄcy strumień zadań obliczeniowych opłata na 

jednostkę czasu za obliczenia będzie w granicy taka sama. 

Znacznie trudniejsze jest wyznaczenie granicy z p-t- 1 

wyrażeni a <5> • 

Ostatecznie, tej granicy nie wyznaczymy a tylko jej oszaco

wanie. 

Rozpatrzymy w tym celu wyrażenie określajĄce W~+A dla 

pewnego n E (1,2 ••• ,N} 

(9) n 
{o , w~ 

n ;., } {o,w~ + ,:" } w - max + Y)k - Xk max 
k+i k 

gdzie 
,:n n n 

k 7)k - xk 
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Xomputery dla zadanego ciągu zadań 

komputer w jednostce czasu <zakładamy,~e k0111Putery sa,. 

jednorodne>, 

c koszt wypłacony zaaćwieniu <dokładniej właścicielowi 
V 

zadania obliczeniowego) za oczekiwanie przez jednostkę 

czasu na realizację obliczenia. 

Przy po.ocy wprowadzonych wielkości będzieay aogli określić 

interesujące nas charakterystyki kosztowe systeau. 

2. Charakterystyki koszt<>He systeau. 

Całkowita opłata za. wykonanie zadań obliczeniowych, 

które napłyneły do systeau do chwili t będzie wynosiła. 

(2) 
n 

Col)k 

gdzie 

Nn <t>- ilość z;adań obliczaniowych, które napłynltły do 

n-tego koaputera do chwili t. 

Całkowity koszt oczaki-..nia zadań, które napłyneły do sy.

teau (U<) do chwili t b~zie wynosił 

(3) 

gdzie 

N N Ct> 
n 

K Ct,N> -~ ~ 
V l,;.r~ 

"~ cz•• ocz• kiwania k-tego zad•ni• obliczeniONeQo 

n;a rozpoczęcie obliczeń w n-ty• koaputerza. 

Interesować nas b~ą gr;anice lub ich oszacow;anie n;astr 

pujących wielkości przy t• a, 

N N <t> 
K0 <t,Nl n 

(4) 1. L ~ 
u 

t t Col)k 

n==~ 

oraz 

N , N (t) 
KwCt,N) n 

(5) 1 L ~ 
u 

t t c..,w1c 
n=l 
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Przyjmuj,c -~ O można „ykazać, że 

Ci,g <-~> zdefiniot,1any „yrażeniem (10) nie jest stacjonar

ny .. ~skim sensi·e, co uniemożli„ia zastoso„anie t„ierdze

nia ergodycznego. 

Z twierdzenia KołftlOgora..a [ll wynika natomiast, że <~~> 
można dopełnić do postaci 

(11) ( ~~ ) • - Cl> < k < Cl> n 1,N 

Rozpatrz• y ci,g z • iennych losowych postaci 

(12) 

Dla każdego zdarzenia ele• entarnlltQO zachodzi 

< 13) , k ~ 1, n z 1,N 

Jest to ważne dla dalszych roz„ażań spostrze:!:enie. 

Jak pokazano„ C2l,ci,g <;;;;> jest stacjonarny w .. ,skim sen-

sie, a ponadto jeśli E{~ < o, to ;;;; s, skończo,1e z p-t„e• 1. 

Nożna wi•c zastosować dla ci,gu (wn>, k ~ 1 twierdzenie 

ergodyczne C4l "rezultacie czego otrzy• aaay 

(14) li• 
1'1..al 

1 

" 
1 

w<N>, Ew<N> ~ E;" 
i 

Z podstaNONego twierdzenia odnowy oraz (13) i (14) otrzy-

,nujemy 

K,., (t,N> N N (t) N (t) 
C n 

(15) li• L " V 

~ lim 
n 

t..al t t..al t N (t) 
Wk 

n=l n 

N N (t) 
N (t) 

w<N> C n C 

L 
r, V 

C 
n 

! 
V 

~ 
lim w 

k 
t•CI> t N (t) a 

n=l n k=l 

~ 
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Komputery dla zadanego ciągu zadań 

stąd 

K <t,N> ) c Ew(N) 
-,., 

C Ew 
< 16) E [li• 

V V V l 

t-+<lO s 
t a a 

Jednocześnie z [2] wie•y, :te przy k-+<lO rozkład zmiennej 

l osowej w; dą:ty do rozkładu z•iennej losowej;: 
-,., 

Zate• aby obliczyć Ew1 nale:ty obliczyć wartość oczekiwaną 

zmiennej losowej o rozkładzie graniczny• 

(17) 1 i111 P < w~ < y } 

czyli • 
Ew<N> 

Wartość EW"<N> jest funkcją zaiennej N <ilości komputerów w 

systemie> i lll<ńna ją obliczyć wykorzystując znane IIOdele 

SMO z oczekiwanieai dla ró:tnych rozkładów z•iennych losowych 

X 
n 

oraz Y)" . • 

3. SforlllUłowanie zadania wyznaczania ilości komputerów 

111inimalizującej koszty jednostkONe syste1111.1. 

Oznaczamy przezs 

C - koszt eksploatacji komputera w jednostce czasu. 

Oszacowanie wielkości zysku na jednostkę czasu wynosi 

< 18) 
a 

Przy pr zyjętych założeniach i regułach realizacji zalll6wień 

zadanie wyzanczenia optymalnej ilości komputerów do reali

zacji z adań obliczeniowych mo:tna sfor111Ułować nast~ująco. 

< 19) 

C · b o 

a 

C · E'w(Nl 
o 

a N • c) 



przy ogr . 

(20) 

(21) 

Mar ian Chudy 

b N · a < O 

N~ O, N - całkowita 

gdz i e ograniczenie (20) wynika z warunku Et; < O. 

Powy~sze zadanie jest zadaniem programowania dyskreth ego, 

które przyjmie postać zal~n~ od postaci wyruenia EW<N>. 

Nale:ty zauwuyć, ~e uzyskane rozwi~zanie tego zadania 

b•dzie oszacowaniem optymalnej ilości komputerów w sytemie. 
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