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ANALIZA ŚREDNIEGO PRZYPADKU M
WYMIAROWYCH ZADAŃ ZAŁADUNKU 

1. Wprowadzenie 

Krzysztof SZKATUŁA 
Instytut Badań Systemowych PAN 
ul. Newelska 6, 01-447 Warszawa 

E-mail: szkatulk@ibspan. waw. pl 

Rozpatrzmy m-wymiarowe, binarne zadanie załadunku : 
n 

z0PT(n) = max I, C; · X; 
i=l 
n 

przy ograniczeniach I,au ·X;~ bin) 
i=l 

gdzie j = l , ... ,m, X; = O lubl 

Parametry zadania muszą spełniać następujące warunki: m ~ n, c;, aif > O. 
Aby wyeliminować z rozważań zadania sprzeczne i trywialne zakładamy, że: 

n 

0 < b/n)~ I,au, j =1, ... ,m· 
i =I 

(1) 

Wielowymiarowe, binarne zadanie załadunku jest NP-trudnym zadaniem optymalizacji 
dyskretnej , patrz [2]. 

Celem niniejszej pracy jest przeprowadzenie analizy probabilistycznej i 
porównanie asymptycznego wzrostu · wartości rozwiązań optymalnych dla 
umiarkowanych oraz bardzo dużych prawych stron ograniczeń w przypadku klasy 
losowych m-wymiarowych zadań załadunku. Rozważona w pracy kla~a losowych zadań 
załadunku uogólnia modele rozpatrzone w pracach [I, 3-7). 
Rozdział 2 zawiera oszacowania wartości optymalnej zadania (1) oparte na relaksacji 
Lagrange'a i teorii dualności . Główne wyniki pracy zawarte są w rozdziale 3. 

W pracy przyjęto następujące oznaczenia: 
V,, "' ~,, n--'>00, oznacza: 
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- Y,,·(l - o(l)) :S: V,, :S: Yn-(1 + o(l)) w przypadkujeśH V,, i Y,, są ciągami liczb. 
- limB: Y,. · (1- o(l)) :S: V,. :S: Y,. · (1 + o(l) )} = 1 w przypadku .V - ciąg zmiennych losowych 

- - n 
oraz Y,, ciąg liczb lub zmiennych losowych, gdzie limo(l) = O. 

n• -

- (x) =--= 
lxl + x {x jesli x ~ O 

+ 2 O w przeciwnym przypadku · 

2. Wybrane oszacowania oparte na relaksacji Lagrange'a i teorii dualności 

Rozpatrzmy funkcję Lagrange'a dla zadania (1), L11 (x, L): 

Ln(x,A) = te; ·X;+ tA-1 -(b/n)- ta;J ·X;)= tA-1 ·b1 + t( C; - tA-1 ·a;1 }x;, 
gdzie x = {xp·• •.Xn}, L = {/p···,/m} • 

W)= D~:~;:,0A::f:~~1;::r(c\i~1 a,)·x;(A)= 
xe(O. I} j=I i=l J=I . 

= tA-1 ·b1(n)+ td;(n)-(c;(A)-tA-1 •au(A)) 

gdzie 
m 

jesli c. - I A. . · a .. > O 
l }=I J lj 

w przeciwnym przypadku 
(2) 

{
c. jesli c. - I A- . · a .. > O {a. . jesli c . - I A- . · a .. > O 

c/A) = 1 1 }=I J 11 ay<A)= 11 1 }=I J 11 
O w przeciwnym przypadku O w przeciwnym przypadku 

Prawdziwe są następujące zależności: ci (L) = ci · x;(L), aij (L) = aij · xy(L). 
Zadania dualne do (I) ma postać następującą: 

<Il:= minq>n (A) 
A<!O 

Dla każdego A~ O, z0PT(n) $ <I>: $ <l>n (A). Przyjmijmy następujące oznaczenia: 
n n n n m 

zn(A)= L,C; ·xJA)= L,C;(A), s/A)= Lav·xJA)= I,aiA), Snm(A)= L,AJ ·s/A), 
i=l i=l i=l i=l j=l 

Bm(A) = f ,_J ·b/n). Ze względu na konstrukcję: c;(A) ~ f AJ ·a;/A), a więc: 
j =l j=l 

z/A)~ Snm(A) (3) 
Jeśli dla pewnygo wektora L, x;(L), określone przez (2), wyznacza dopuszczalne 
rozwiązanie (I) to znaczy: 

s/L) :S: b/n) dla wszystkich j = 1, ... ,m (4) 
to wtedy: 
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Jeśli zachodzi (4) to wtedy Bm(A)-Snm(A) jest nieujemne i uwzględniając (3) 
otrzymamy: 

<l>n(A) = zn(A) + Bm(A)-Snm(A) ::;; 1+ Bm(A)-Snm(A) 

zn(A) z/A) z/A) Snm(A) 

Tak więc jeśli ( 4) jest spełnione to prawdziwa jest następująca nierówność: 
l ::;; Z0n(n) ::;; q>: ::;; <j>/A) ::;; · Bm(A) (5) 

zn(A) z/A) z/A) Snm(A) 

3. Analiza Probabilistyczna 
Zostanie rozpatrzony następujący model losowy zadania (1): 

- m dodatnia liczba całkowita, n• 00, i= l, .. ,n, j =l, .. ,m. 
- c;, au, są . realizacjami wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie 

równomiernym z przedziału (O, 1 ]. 
- O < b/ n)~ n/2, b;(n) jest funkcją deterministyczną. 

W pracach [1,3-5] przyjęto założenie, że b;(n) = 1. Przy przyjętych odnośnie au 

założeniach prawdziwe są następujące zależności: O< I,a;1 ~ n, I,a;1 "'!!'., j = J, ... ,m. 
i=l i=l 2 ,' 

n 

Fakt, że O< b;(n) ~ }:,av powoduje iż założenie b/n) = I bardzo zawęża ogólność 
i=l 

rozpatrywanego modelu i w konsekwencji w istotny sposób ogranicza adekwatość 
takiego losowego modelu zadania do jakiejkolwiek sytuacji rzeczywistej. W pracy [6] 

. . ł . . bj1(n) n . 1 R 
przyJęto następuJące za ozeme: ------- ::;; ---, J = , ... ,m. azważony 

b1 (n)· b2 (n)· ... ·bm(n) (m+ 2)! 

model opisuje przypadek małych i średnich wartości b;(n). W pracy [7] rozważono 

następuj('}?,:~w.~dekmbardzo d':n~~h b1~n): . . 

----~I,b;(n)~--, hmb;(n)= 00 , dlawszystkicly=l, ... ,m . . 
12 J =l 2 n->~ 

Celem tej pracy jest przedstawienie obu przypadków w oparciu o jednolitą 
platformę. Dalsze rozważania będą oparte na analizowaniu zmiennych losowych 
a;;(A), c;(A), z/A), s/A) jako funkcji n, m, A w przypadku asymptotycznym. Dla 

rozważenia wymienionych zmiennych losowych niezbędna jest dystrybuanta 

następującej zmiennej losowej: t A 1 · av. Istnieje (;) różnych k-elementowyc~ 

permutacji wektora L = {/p···,/m}. Niech l1(r,k,L) oznacza /-ty element w r-tej, k
elementowej, permutacji L. 

P{').., . · a .. < x} = ((x )+ - (x - A . )+) / A . jest dystrybuantą zmennej losowej A . -a . 
j lj ) ) J V 

Wtedy: 
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m k (;) k m 
(x)+ + L (-1) · L (x- L 'A/r,k,A))+ 

. k=l r=l l=l 

Pełne wzory opisujące dystrybuanty i wartości oczekiwane dla ai/A), c;(A), przyjmują 

następującą postać: 

G;/x,A)=P{au(A)<x}=P aij <xUaij ~xnI,Ak ·a;k ~C; =1-f f F,,,-l(r-'A,j ·t,A \ A)drdJ { 
111 } I I 

k=I . X o 

'H;(x,A) = P{c;(A) < x} = P{c; < xUc; ~ xni')..,k · a;k ~ C;} = 1-J Fm(t,A)dt, 
k=I x 

I I I 

E(a;/A)) = J xdGu(x,A) = J xf F,,, _1(r-A i ·x,A \ A)drdx = 
o o o 

= -------· 1 + I,(-1/ · L(l- LA,(r,k,A));+2 -
1 ( m (Z') k 

')..,j . ')..,l ."',A,111·(m+2)! k=I r =I l= I 

I I 

E(c;(A))= f xdH;(x,A)= f x·F,,,(x,A)dx= 
o o 

1 [ 111 (Z') k k l = . . . . ,· m+I+I_(-1/ · L,(1-~A1(r,k,A))t1 •(m+I+~'A,1(r,k,A)) 
')..,I A,2 .. ,A,111 (m+2). k=I r = I 1-1 1- 1 

Należy zwrócić uwagę, że powyższe wzory są bardzo skomplikowane i trudne do użycia 
w ogólnym przypadku. Tym niemniej dwa ważne szczególne przypadki są znacznie 
łatwiejsze do rozważenia. Pierwszy z nich zachodzi wtedy, gdy ')..,i~ 1, j = 1, ... ,m, i był 

on rozpatrywany w pracy [6] . Wtedy: 
1 m+l 

E(au(A))=------, E(c;(A))=----- ._ 
Aj ·A1· .. . ·Am ·(m+2)! A1· ... ·Am ·(m+2)! 

m 

Drugi przypadek zachodzi gdy I, 'A, J ::; 1 i został rozważony w pracy [7]. Wtedy: 
j=l 
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lAlm llm 1mm 
E(a .. (A)) = __ _i_ __ , L,A. E(c.(A)) =---·L,A2 --·I, L,A . ·Ak 

<J 2 12 4 k=l J ' ' 2 6 j =l J 4 j=lk= j+ 1 J 

Przypadki te dotyczą umiarkowanych i bardzo dużych wartości b/n), j =I, .. . , m 

Poniżej przytoczono twierdzenia opisujące asymtotyczne zachowanie się rozwiązania 
optymalnego m-wymiarowego zadania załadunku w obu przypadkach dla rozważanego 
modelu losowego . 

Twierdzenie 1. Niech m (I S:: '!1 < 8, 8 -. stała) bę?zie liczb~ całkowitą, n• 00 , b/n)_ -
(O < a :::; b/ n) a - stała) funkcJe determ1styczne, 1 = I, ... ,n, J = I, ... ,m; c;, aiJ, reahzaCJe 

wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym z przedziału 
(0,1]. Jeśli istnie stała n0 ~ I , takie, że dla wszystkich j = I, .. ,m, n ~ n0, zachodzi 

b-1(n) n 
1 s; --- to wtedy: 

b1(n) ·bz(n)· .. . ·bm(n) (m+2)! 

() ( 1) b1(n) -b2 (n)· .. . ·bm(n) 
ZoPT n ~ m+ ·m+ -"'---~--~-

(m+2)! 
(6) 

Dowód można odnależć w pracy [6] . 

Twierdzenie 2. Niech m = o(Vn) , n• 00 , b/n) - funkcje determistyczne, i= I , ... ,n, 

j = 1, ... ,m; c;, aiJ- są realizacjami wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o 
rozkładzie równomiernym z przedziału (O, 1]. Jeśli istnieje stała n0 ~ I , taka, że dla 

(3-m-l)·n f, m·n 
wszystkich) = I, .. ,m, n ~n0, limb/n)= 00 oraz----:::; ,L,b (n) S::-- to wtedy: 

n• = 12 j=l J 2 

ZopT(n) ~ --· -+6· 2,bj+-·2, L b j- b k -----·2,bJ 1 [ n ( 111 6 111 
"' 3m 2 "' )) 

3m + I 2 j= I n j= I k=j+ I n j=I 

(7) 

Dowód może być odnaleziony w pracy [7]. 

Wzory (6) i (7) opisują sytuację kiedy 'Aj > 0, j=I, ... ,m co oznacza, że wszystkie 

ograniczenia są "aktywne" (w tym przypadku oznacza to, że różnice miedzy 
prawymi i lewymi stronami wszystkich ograniczeń są asymptotycznie zerowe). Aby 
uzyskać bardziej realistyczne wyniki należy rozpatrzyć przypadki zadań z 
"luźnymi" ograniczeniami, to znaczy, że pewne A i = O (co w przypadku modelu 

losowego może oznaczać asymptotycznie niezerowe różnice miedzy prawymi i 
lewymi stronami odpowiednich ograniczeń). Przeprowadzenie takiej analizy wydaje 
się być bardzo istotnym krokiem w kierunku uzyskania wyników asymptotycznej 
analizy probabilistycznej dla losowego modelu wielowymiarowego zadania 
załadunku z pełnym spektum wartości prawych stron ograniczeń (O < b/n) s; n/2, 
j= I , ... ,m). 
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