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Wprowadzenie 

Przedmiotem niniejszej pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych 
algorytmów odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zakłada się, że 

poszukiwane rozwiązania (parametry algorytmów o założonej strukturze, 
nastawy regulatorów) uzyskuje się, stosując komputer w celu wykonania od
powiednich obliczeń wymaganych przez daną metodę syntezy. Jakość takich 
rozwiązań zależy od trzech podstawowych czynników: 

( 1) właściwości realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu 
reprezentowanych liczb), 

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrażliwości rozwiązania na zmiany 
wejściowych danych), 

( 3) właściwości algorytmu użytego do rozwiązywania postawionego zadania 
(numerycznej stabilności metody pozyskiwania rozwiązań). 

Wymaga podkreślenia, że w rzetelnej analizie cech danego konkretnego spo
sobu dochodzenia do pożądanych rozwiązań, nie można zaniedbać żadnego 
z wyżej wymienionych aspektów. Przykładowo, nawet numerycznie stabilna 
metoda obliczeniowa implementowana w 'silnej' arytmetyce może, w przy
padku źle uwarunkowanego zadania, prowadzić do wyników nieakceptowal
nych ze względu na zakładany cel sterowania. 

Współcześnie obserwuje się intensywne dążenie do zapewnienia metodom 
syntezy algorytmów sterowania odpowiednio wysokiej numerycznej jakości. 
Zabieganie o wymieniony walor dostępnych narzędzi projektowania systemów 
automatycznego sterowania procesami jest głęboko uzasadnione rolą odgry
waną przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenie 
jakie uzyskała omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia 
się w: ( i) randze licznych publikacji poświęconych tej tematyce (Datta [78], 
Higham et al. [180], Mehrmann i Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al. 
[323], Van Dooren [447], Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (ii) powodzeniu 
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8 WPROWADZENIE 

oraz żywotności inicjatyw służących promowaniu stosownego oprogramowa
nia - zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET 
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et 
al. [448], http://www.win .tue.nl/ niconet/niconet.html; por. także biblioteka 
NETLIB, http://www.netlib.org/ master_ counts2.html, Elmroth et al. [103]). 

W niniejszej pracy skupiono się na wybranych algorytmach odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym, wywiedzionych głównie z metod przestrzeni 
1{00 . Akcentując potrzebę i znaczenie analizy błędów oraz uwarunkowa
nia proponowanych metod syntezy algorytmów sterowania, wskazuje się na 
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczególności, dowodzi się, 
że cel ten w wielu przypadkach można osiągnąć przez zastosowanie modelo
wania sterowanych obiektów opartego na operatorze delta ( J). 

Merytoryczną treść pracy ujęto w sześciu rozdziałach oraz dodatku. 

Wstępny rozdział 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym - w tym 
głównie modeli związanych z operatorem J. Podano tu podstawowe definicje 
oraz pojęcia wykorzystywane w dalszych rozdziałach. 

Rozdział 2. poświęcono problemom syntezy dyskretnych algorytmów ste
rowania, w których stosuje się metodę rozmieszczania (pozycjonowania) bie
gunów odpowiedniej funkcji przenoszenia układu zamkniętego. To klasyczne 
zadanie rozwiązuje się, rozważając niezbędne równania diofantyczne zdefi
niowane dla operatora J. Zbadano właściwości dwóch rodzin par takich 
równań, przyporządkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz 
minimalnofazowym i nieminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa
nych obiektów. Pokazano w jaki sposób, modyfikując znaną metodę Youli
Kucery, zapewnić danemu układowi odporną stabilność oraz odporną jakość 
przy założeniu typowych charakterystyk niepewności nominalnego modelu 
obiektu. Podano oszacowanie względnego błędu rozwiązania zadania roz
mieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych zaburzeń danych tego 
zadania. Rozważono trudności, które pojawiają się przy rozwiązywaniu rów
nań diofantycznych sformułowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli 
sterowanych obiektów. Przedstawiono także stosowne numerycznie stabilne 
algorytmy upraszczania takich modeli. 

Rozdział 3. poświęcono algorytmom sterowania predykcyjnego w oparciu 
o prognozę sterowanego procesu uzyskiwaną na podstawie odpowiedniego 
modelu tego procesu. Podano analityczne formuły opisujące rodziny cha
rakterystycznych wielomianów tak ukształtowanych optymalnych układów 
zamkniętych. Omówiono metody parametryzacji takich prototypowych wie
lomianów przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorów predykcyj-
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nych. Parametryzacja, o której mowa, służy dążeniu do zapewnienia projek
towanym układom sterowania założonych cech - a więc wymaganego zapasu 
stabilności oraz pożądanego charakteru procesów przejściowych . Rozważania 

tego rozdziału , dotycząc przede wszystkim reguł sterowania w czasie dyskret
nym, obejmują także analizę asymptotycznych cech układów zamkniętych 
odpowiadających predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie 
ciągłym. 

Tematem rozdziału 4. są właściwości równań Riccatiego oraz Lapunowa 
zdefiniowanych dla modeli związanych z operatorem 8. Sformułowano tu 
lematy dotyczące stabilizujących rozwiązań równań Riccatiego, a także omó
wiono cechy uogólnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi rów
naniami . Rozważając wrażliwość dyskretnych równań Riccatiego oraz La
punowa na zaburzenia elementów macierzowych pęków definiujących takie 
równania, pokazano, że przy dostatecznie małym okresie próbkowania roz
wiązania równań przyporządkowanych standardowemu operatorowi przesu
nięcia charakteryzują się znacznie gorszym uwarunkowaniem, a więc i mniej
szą odpornością na wpływ zaburzeń, w zestawieniu z odpowiednimi równa
niami wywiedzionymi dla operatora 8. Pokazano też w jaki sposób, korzys
tając z rozwiązań pewnych pomocniczych równań Lapunowa, ocenić zakres 
niestrukturalizowalnych zaburzeń nominalnego modelu sterowanego obiektu, 
dopuszczalnych ze względu na stabilność układu zamkniętego. 

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy układu zamkniętego, w któ
rym uogólniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardową 
macierz rozproszenia oraz łańcuchowe macierze rozproszenia. W następnej 
kolejności wprowadzono cechę tak zwanej J-bezstratności operatora opisu
jącego dany obiekt, co stanowi podstawę definicji stosownych ]-bezstratnych 
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano właściwości ]-bezstratnych sta
bilizujących koniugatorów, a także dokonano pewnego uogólnienia definicji 
łańcuchowych macierzy rozproszenia. 

Rozdział 6., ostatni i najobszerniejszy rozdział pracy, poświęcono proble
mom syntezy dyskretnych układów sterowania oraz estymacji optymalnych 
ze względu na normę 1{00 . Rozważano standardowe zadania formułowane 
dla różnych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogólnionego obiektu, 
koncentrując się przede wszystkim na zadaniach dotyczących łańcuchowych 
macierzy rozproszenia. Podstawę rozwiązania omawianych zadań stanowią 
odpowiednie ]-bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia 
sformułowane w tym rozdziale odnoszą się do problemu istnienia oraz właś
ciwości rozwiązań dwóch 'sprzężonych' dyskretnych równań Riccatiego po
danych w postaci stosownej dla operatora ó. W przypadku, w którym model 
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obiektu nie ma zer należących do brzegu obszaru wyznaczonego definicją sta
bilności liniowych systemów modelowanych za pomocą operatora ó, poszuki
wane są stabilizujące rozwiązania odpowiednich równań Riccatiego. Gdy 
model obiektu ma takie zera, interesują nas także rozwiązania niestabi
lizujące stosownych równań Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano 
także analizy podstawowych strukturalnych cech tak uzyskiwanych optymal
nych regulatorów oraz estymatorów. Wskazano wreszcie na pewien typ os
obliwych problemów, które - pomimo stosowania reguł modelowania odwołu
jącego się do operatora ó - mogą charakteryzować się złym numerycznym 
uwarunkowaniem. 

W dodatku A zebrano podstawowe informacje dotyczące uwarunkowa
nia, oceny względnych błędów, numerycznej stabilności, a także wstecznych 
błędów rozwiązań nieosobliwych zadań liniowych oraz nieosobliwych linio
wych zadań najmniejszych kwadratów. Dodatek B zawiera spis oznaczeń. 

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy mają analityczne 
ugruntowanie. Prezentacja materiału zasadza się na układzie twierdzeń, 

lematów oraz uwag, czyli podziale odwzorowującym merytoryczną ważkość 
odpowiednich sformułowań. Integralną część pracy stanowią numeryczne 
przykłady, ilustrujące uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszystkie twier
dzenia oraz lematy są wszakże dowodzone z jednakową szczegółowością. W 
każdym przypadku podano jednak źródło danej tezy, co umożliwia Czytel
nikowi śledzenie wkładu autora niniejszej pracy w rozwój referowanej tema
tyki. 

W pracy umieszczono szereg nowych i nigdzie nie publikowanych ele
mentów. Dotyczy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnień numerycznego uwarunkowania 
zadania rozmieszczania biegunów, własności oraz syntezy J - bezstratnych 
stabilizujących koniugatorów oraz własności rozszerzonych modeli obiektów 
opisanych łańcuchowymi macierzami rozproszenia. 



Rozdział 5 

Modele łańcuchowe 

W niniejszym rozdziale sformułowano problem syntezy układu zamkniętego 
dla uogólnionego obiektu dynamicznego reprezentowanego w dziedzinie ope
ratora ó przez różne odpowiednio zdefiniowane modele. W tym celu, obok 
standardowego modelu - czyli macierzy rozproszenia - wprowadza się łańcu
chowe macierze rozproszenia takich obiektów. Następnie definiuje się cechę 
J-bezstratności operatora opisującego dany obiekt. Na tej podstawie można 
mówić o . J -bezstratnych oraz uogólnionych J -bezstratnych faktoryzacjach 
rozważanych modeli w czasie dyskretnym. Analizując właściwości obiektów 
o J-bezstratnych modelach, wyróżnia się ważną klasę odwracalnych opera
torów - tak zwanych stabilizujących koniugatorów. Rozdział ten zakończono 
krótkim podrozdziałem, w którym podano pewne uogólnienia definicji łańcu
chowych macierzy rozproszenia. Rozważania niniejszego rozdziału pozostają 
w ścisłym związku z omawianymi w następnym rozdziale metodami kształto
wania układów zamkniętych ze względu na kryteria wymagające stosowania 
normy 1{00 . 

Weźmy uogólniony obiekt dynamiczny (generalised plant) P opisany li..
niowym, przyczynowym operatorem czasu dyskretnego 

(5.1) 

gdzie wejściowy sygnał w o wymiarze r odwzorowuje wpływ zewnętrznych za
kłóceń, wejściowy sygnał u o wymiarze p jest sygnałem sterującym (zmienne 
aktualizujące), sygnał z o wymiarze m oznacza sterowane zmienne modelu
jące cel sterowania (zmienne kryterialne), zaś sygnał y o wymiarze q .jest 
sygnałem wielkości mierzonych ( zmienne obserwowane). Operatorowi P 
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148 ROZDZIAŁ 5. MODELE ŁAŃCUCHOWE 

można przyporządkować macierz rozproszenia (scattering matrix ; Kimura 
[224, 225]) 

o elementach będących macierzowymi wymiernymi funkcjami przenoszenia. 
W przypadku, w którym PE R~m+ą) x (r+p), możemy mówić o odpowiednim 
modelu w przestrzeni stanu. Niech zatem czwórka macierzy (A, B, C, D) o 
stosownych wymiarach (przyjmujemy A E IRn xn) oznacza pewną realizację 
funkcji P(() 

(5.2) 

Założenie 5.1. Zakłada się, że P jest obiektem standardowym (stan
dard plant; Stoorvogel [385], Zhou et al. [487]) spełniającym następujące 
warunki: 

(al') para (A, Bu) jest stabilizowalna, 

(al") para (A, Cy) jest wykrywalna, 

(a2') Dzu ma pełny kolumnowy rząd (D;uDzu > O, m 2: p), 

( a2") Dyw ma pełny wierszowy rząd (DywDfw > O, r 2: q), 

(a3') rank [ A(w) Bu 
] = n + p, Vw 2: O, Cz Dzu 

( a3") rank [ A(w) Ew ] d . .A() A ejw!:,. _ lI 
Cy Dyw = n+ q, Vw 2: O, g zie w = - -ii.-- n, 

(a4) Dyu = Oq x p • o 

Uwaga 5.1. Założenia al musimy zaakceptować jako konieczne dla za
pewnienia istnienia stabilizującego regulatora. Naruszenie założeń a2 pro
wadzi do osobliwych . rozwiązań - mowa tu, przykładowo, o nierealizowal
nym lub numerycznie nadmiernie wrażliwym sterowaniu. Przypadki takich 
niestandardowych (nieregularnych) obiektów rozważymy w podrozdziale 6.5. 
Z kolei, założenia a3 wiążą się z postulatem istnienia rozwiązań odpowied
nich dyskretnych równań Riccatiego. Zadania syntezy optymalnych układów 
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5.1. ŁAŃCUCHOWE MACIERZE ROZPROSZENIA 149 

zamkniętych z obiektami o niestandardowych modelach, dla których założe
nia te są naruszone, stanowią przedmiot podrozdziału 6.3 oraz 6.4- Wresz
cie, żądając aby obowiązywało założenie a4, zapewniamy uproszczenie odpo
wiednich algorytmów optymalnego sterowania. Żądanie to to nie ma jednak 
charakteru krytycznego: regulator odpowiadający przypadkowi Dyu i= Oąxp 
łatwo jest uzyskać w oparciu o proste przekształcenie 'źródłowego' algorytmu 
wyznaczonego dla Dyu = Oąxp• • 

Sterowanie obiektem P odbywa się w układzie zamkniętym za pomocą 
regulatora K : Y • U (rys. 5.1). Wejściowo-wyjściowe cechy tego układu 
modelujemy funkcją LF(P, K) : W • Z , gdzie LF(P, K) E nr;xr o 
postaci 

LF(P, K) = Pzw + PzuK(Ią - PyuK)- 1 Pyw 

jest odpowiednim operatorem liniowej frakcyjnej (ułamkowej) transformacji 
(linear fractional transformation, LFT; por. Kimura [224, 225], Zhou et al. 
[487]). 

z w 
y p (i;;) u 

K (i;;) 

Rys. 5.1. Układ zamknięty z uogólnionym obiektem P oraz regulatorem K. 

Standardowy problem syntezy regulatora K (sub)optymalnego ze względu 
na normę 1{00 , sformułowany dla macierzy rozproszenia uogólnionego obiektu 
P, polega na znalezieniu takiego liniowego i przyczynowego operatora K E 
R1;,xą, który prowadzi do dobrze określonego i wewnętrznie stabilnego układu 
zamkniętego oraz gwarantuje temu układowi spełnienie nierównościowego 
warunku IILF(P, K) 11 00 < 1 , gdzie 'mała' rzeczywista liczba 1 > O jest para
metrem-projektu (por. Doyle et al. [96], Dullerud i Paganini [100] , Feintuch 
[110], Francis [116], Green i Limebeer [153] , Kimura [221, 225], Skogestad i ' 
Postlethwaite [363], Zhou et al. [487]). 

5 .1 Łańcuchowe macierze rozproszenia 

W tym podrozdziale przedstawiono podstawowe algebraiczne właściwości 
łańcuchowych modeli czasu dyskretnego sformułowanych w dziedzinie opera-

\ 
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tora 8. Większości zdań wypowiedzianych niżej możnaby nadać formę pros
tych lematów, odwołując się w tym celu do analogicznych wyników odnoszą
cych się do modeli obiektów dynamicznych czasu ciągłego (Kimura [221]
[225], Kimura i Okunishi [227]). Zrezygnowano z tego, aby niepotrzebnie nie 
wydłużać wywodu. 

Właściwości takiego uogólnionego obiektu P, dla którego q = r oraz ele
ment Pyw(() jego macierzy rozproszenia P(() jest odwracalny, można opisać, 
rozważając następujące pary sygnałów wejściowych oraz wyjściowych 

gdzie 

jest łańcuchową macierzą rozproszenia ( chain-scattering matrix) tego obiektu. 
Zachodzi przy tym 

G = Fc(P) 

Dla stabilnego uogólnionego obiektu PE R,}{~+r)x(r+p) pierwsza z powyż
szych faktoryzacji jest prawostronną względnie pierwszą faktoryzacją łańcu
chowej macierzy rozproszenia GE R~m+r) x (p+r), zaś druga jest lewostronną 
względnie pierwszą faktoryzacją tej macierzy (por. rozdział 1.). Gdy PY~l E 

n~x r, wtedy łańcuchowy model G istnieje, a ponadto GE R~m+r)x(p+r) oraz 

(5.3) 

Na tej podstawie wnioskujemy, że dla modelu PE R~m+r)x(r+p) odwrotność 
P;J istnieje oraz Py--;); E n~xr wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Dyw jest 
macierzą nieosobliwą. Ponadto, gdy (5.2) jest realizacją minimalną, wtedy 
realizacja dana wzorem (5.3) jest także minimalna. 

\ 
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Rozważmy przypadek, w którym G jest łańcuchową macierzą rozprosze
nia pewnego obiektu P; co oznacza, że G = Fc(P). Model takiego obiektu 
otrzymuje się w następujący sposób 

P = Fc(G)-1 [ GzyG;;;t Gzu - GzyG;;;tGwu ] 
G-1- -G;;;tGwu wy 

[ Gzu Gzy ] [ Gwu ]-1 Gwy (5.4) 
Orxp Ir Ip Op xr 

[ Im 
Orxm 

-Gzy ]-l [ Omxr 
Gwy Ir 

Gzu ] 
-Gwu 

Wymaga podkreślenia, że element Gwy łańcuchowej macierzy rozproszenia 
G jest zawsze odwracalny. Odwzorowanie Fc(P) można opisać w kategoriach 
odpowiednich względnie pierwszych faktoryzacji. Niech zatem będzie dana 
pewna prawostronna względnie pierwsza faktoryzacja modelu P 

(5.5) 

przy czym wymiary czynników tej faktoryzacji wynoszą odpowiednio: (m + 
r) x (r + p) oraz (r + p). Na tej podstawie stwierdzamy, że 

Danej lewostronnej względnie pierwszej faktoryzacji modelu P , w której wy
stępują czynniki o odpowiednich wymiarach (m + r) oraz (m + r) x (r + p) 

(5.6) 

przyporządkować można łańcuchową macierz rozproszenia 

Dla takiego uogólnionego obiektu P , że p = m oraz element Pzu(() jego 
macierzy rozproszenia P( () jest odwracalny, można podać opis oparty na 
następujących parach sygnałów wejściowych oraz wyjściowych 

\ 
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gdzie 

ROZDZIAŁ 5. MODELE ŁAŃCUCHOWE 

H(() = [ Huz(() 
Hyz(() 

jest dualną łańcuchową macierzą rozproszenia ( dual chain-scattering matrix) 
tego obiektu. W rozważanym przypadku mamy 

H = Fdc(P) 
[ p-1 -Pz-;} Pzw ] zu 

PyuPz-;,1 Pyw - PyuPz-;,l Pzw 

[ Im Om x r ] [ Pzu ]-1 Pzw 
Pyu Pyw Or x m Ir 

[ Pzu ]-1 [ -Pzw ] . Om x q Im 

-Pyu Iq · Oq x m Pyw 

Dla P E ,-r,1ioo(m+ą) x (r+m) . . h f kt .. . t /\, pierwsza z powyzszyc a oryzacJI Jes prawo-
stronną względnie pierwszą faktoryzacją dualnej łańcuchowej macierzy roz
proszenia H E 'R,~m+ą) x (m+r), zaś druga z podanych faktoryzacji jest le
wostronną względnie pierwszą faktoryzacją tej macierzy (por. rozdział 1.). 
Gdy Pz--;_1 E nr;xm, wtedy dualny model łańcuchowy H istnieje, a ponadto 
HE ,n(m+ą) x (m+r) 

1\-p oraz 

BuD-;u1 

D-;u 
DyuD-;u1 

(5.7) 

Poczynione ustalenia stanowią podstawę wniosku, że dla PE n~m+ą) x (r+m) 
odwrotność Pz-;,1 istnieje oraz Pz-;,1 E nr; xm wtedy i tylko wtedy, gdy Dzu jest 
macierzą nieosobliwą. Minimalnej realizacji (5.2) odpowiada minimalna re
alizacja (5.7). Jeżeli Pyw oraz Pzu są odwracalne, wted_y istnieją łańcuchowe 
modele Fc(P) oraz Fdc(P), a ponadto Fc(P) · Fdc(P) = Im+r· 

Niech H będzie dualną łańcuchową macierzą rozproszenia pewnego uo
gólnionego obiektu P; a zatem H = Fdc(P). Model takiego obiektu wyznacza 
się ze wzoru 

\ 



5.1. ŁAŃCUCHOWE MACIERZE ROZPROSZENIA 153 

Element Huz dualnej łańcuchowej macierzy rozproszenia H jest zawsze od
wracalny. Odwzorowanie Fdc(P) można opisać w kategoriach odpowied
nich względnie pierwszych faktoryzacji. W tym celu rozważa się prawo
stronną względnie pierwszą faktoryzację modelu P daną wzorem (5.5), przy 
czym założone wymiary czynników tej faktoryzacji wynoszą odpowiednio: 
(m + q) x (r + m) oraz (r + m). W ten sposób uzyskujmy reprezentację 
dualnej macierzy rozproszenia 

Danej lewostronnej względnie pierwszej faktoryzacji (5.6), w której wystę
pują czynniki o wymiarach (m+ą) oraz (m+ą) x (r+m), przyporządkować 
można dualną łańcuchową macierz rozproszenia o postaci 

Rys . 5.2 ilustruje przyjętą konwencję przedstawiania zamkniętych układów 
sterowania danym obiektem P opisanym łańcuchowymi modelami G oraz 
H, przy czym działanie regulatora K : Y -+ U modelowane jest funk
cjami przenoszenia odpowiednio: K E nr;,,xr oraz K E nr;; xą. Wejściowo
wyjściowe cechy takich układów są wyznaczone przez stosowne funkcje prze
noszenia: HM(G, K) E nr;xr oraz DHM(H,K) E nr;xr, gdzie 

to operator homograficznej transformacji ( homographic transformation) , zaś 

DHM(H,K) = -(Huz - KHyz)- 1(Huw - KHyw) 

oznacza operator dualnej homograficznej transformacji ( dual homographic 
transformation). 

Uwaga 5.2. Homograficzne transformacje charakteryzują się następu
jącymi właściwościami: 

( a) HM(Fc(P), K) = LF(P, K), 

(b) HM(Ip+r,K) = K, 

(c) HM(G1,HM(G2,K)) = HM(G1G2,K), gdzie G1 E n~+r)x(m+r) oraz 
G2 E R~m+r)x(p+r)' 

\ 
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z 

w G(ć;;) K(ć;;) 

a) b) 

Rys. 5.2. Schemat układu z uogólnionym obiektem opisanym: a) łańcuchową 
macierzą rozproszenia, b) dualną łańcuchową macierzą rozproszenia. 

(d) jeżeli funkcja GE R~+r) x(p+r) jest odwracalna, to HM(G- 1,HM(G, 
K)) = K. 

Analogiczne właściwości przysługują dualnym homograficznym transformac
jom: 

(a) DHM(Fdc(P),K) = LF(P,K), 

(b) DHM(Im+ą,K) = K , 

(c) DHM(H1 , DHM(H2,K)) = DHM(H2H1,K), przy czym zachodzi 
H E ,n(m+r) x (m+k) H E ,n(m+ą) x (m+r) 

1 '"P oraz 2 '"P , 

( d) jeżeli funkcja H E R~m+ą) x (m+ą) jest odwracalna, to DH M(H- 1, DH M 
(H,K)) = K. 

Podstawowe znaczenie mają właściwości a oraz c. Pierwsza z nich dotyczy 
możliwości wykorzystania łańcuchowych modeli do rozwiązywania standar
dowego problemu syntezy optymalnego sterowania. Problem syntezy regula
tora K optymalnego ze względu na normę 1{00 można bowiem sformułować w 
postaci żądania, aby IIHM(G, K)lloo <, lub odpowiednio IIDH M(H, K)lloo 
< 1 , gdzie 1 > O. Wyróżniając drugą właściwość, wskazujemy na znaną do
godność stosowania łańcuchowych modeli do opisu układów o kaskadowo 
sprzężonych elementach - takiemu połączeniu odpowiada bowiem mnożenie 
stosownych łańcuch,owych modeli (por. Kimura [224 , 225], Kimura i Okun
ishi [227)) . O 

N a zakończenie tego podrozdziału podamy modele układów zamkniętych 
(rys. 5.2) z blokiem K(regulatorem) o realizacji (Ak, Bk, Ck, Dk)- Niech 

By] 

\ 
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zaś (Ac, Be, Ce, De) oznacza pewną realizację funkcji przenoszenia HM(G , 
K) układu zamkniętego. Stosując standardowe reguły algebry modeli łań
cuchowych, otrzymujemy: 

Ac [ t BA~k ] - [ :k ] C21 [ Cw DwuCk ] 

Be [ :k ] C21 

Ce [ Cz - DcCw (Dzu - DcDwu)Ck ] , De = C1 C21 

gdzie 

[ gł ] = [ :z: i:y ] [ ~rk ] 
C2 Dwu Dwy 

przy założeniu, że spełniony jest konieczny i wystarczający warunek dobrej 
określoności tego układu , przyjmujący postać żądania odwracalności macie
rzy C2 = DwuDk - Dwy· W przypadku statycznego sprzężenia zwrotnego 
u = Dky (istotnego przy syntezie tak zwanych centralnych algorytmów ste
rowania optymalnego ze względu na normę 1-l00 ) mamy 

HM(G, K) = [ A - BC2~Cw BC21 
] _ 

Cz - C1C2 Cw C1Ci 

Dla dualnego modelu łańcuchowego 

postępując w podobny sposób, wyznaczamy realizację (Ac, Be, Ce, De) funk
cji przenoszenia DH M(H, K) układu zamkniętego: 

gdzie 

Duw] 
Dyw . 

\ 
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Zakłada się przy tym, że macierz D1 = Duz -DkDyz jest odwracalna, co jest 
koniecznym i wystarczającym warunkiem dobrej określoności tego układu. 
Stosując statyczne sprzężenie u = Dky, uzyskujemy model 

5.2 J-bezstratne systemy 

Zasadnicze znaczenie dla przedstawionej w rozdziale 6. metody syntezy ste
rowania optymalnego ze względu na normę 1{,00 mają pojęcia tak zwanych 
]-bezstratnych ( J -lossless) systemów dynamicznych oraz ]-bezstratnych 
faktoryzacji modeli systemów (obiektów) opisanych w dziedzinie operatora 
ó. Odpowiednie definicje sformułowano, stosując analogie do znanych de
finicji odnoszących się do modeli czasu ciągłego oraz dyskretnego ( q) (por. 
Devilde i Dym [87], Genin et al. [130], Green [151], Green et al. [152], Hung 
i Chu [187], Kimura [221], [223]-[225], Kimura i Okunishi [227], Suchom
ski [389]-[391], Tsai i Postlethwaite [432], Tsai i Tsai [433]-[435], Tsai et al. 
[436]). 

Definicja 5.1 (bezstratnej funkcji; Suchomski). Funkcja G(() E Rtlr.::,+r) 
x(p+r) jest bezstratną funkcją, gdy c~(() · G(() = Ip+r, \/(. D 

Definicja 5.2 (dualnej bezstratnej funkcji; Suchomski). Funkcja H(() E 

Rtlr.::,+ą) x(m+r) jest dualną bezstratną funkcją, gdy H(() · H~(() = Im+ą, 
\/(. o 

Gdy od funkcji G(() spełniającej warunek c~(() · G(() = Ip+r, \:/(, nie 
wymaga się stabilności, funkcję tę nazywamy unitarną. Funkcja H(() jest 
dualną unitarną funkcją, gdy H ( () · H~ ( () = Im+ą , \:/ (. Przyjmijmy, że 
(A, B, C, D), gdzie A E llln xn jest regularną macierzą , oznacza pewną re
alizację funkcji G(() E RHr.::,+r) x(p+r). Niech X = xr E lllnxn (gramian 
obserwowalności) będzie rozwiązaniem równania Lapunowa AT X + X A + 
..6.ATXA + crc = On xn• Jak łatwo pokazać , c~(() · G(() = G_(() + 
G+(O + (DT - !:Ś.BTIACT)D , przy czym ściśle właściwy składnik G_(() = 
(BTIAX + (DT -6..BTJACT)C)((In -A)-1B jest funkcją stabilną, zaś 
składnik G+(O = -BTJA((In + IAAT)- 1(XB + IACTD) jest ściśle właś
ciwą funkcją antystabilną. Żądając, aby XE+ IACTD = On x(p+r) , mamy 
ET IAX + (DT - ..6.BT IACT)c = O(p+r) xn · Co oznacza, że c~(() . G(() = 

\ 
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DT D + b..BT X B. Konieczny i wystarczający warunek bezstratności można 
zatem sformułować w postaci następującego lematu. 

Lemat 5.1 ( o koniecznym i wystarczającym warunku bezstratności; Su
chomski). Funkcja G(() E RH.<;;:;:+r) x(p+r) o realizacji (A, B, C, D) z re

gularną macierzą A E llłnxn jest funkcją bezstratną wtedy i tylko wtedy, gdy 
istnieje macierz X = xT E llłnxn, X 2 O, spełniająca równania: 

ATx +xA + b..ATxA+ cTc 

XE+ b..ATXB + CTD 

DTD + b..BTXB 

Analogiczny lemat dotyczy dualnej bezstratności. 

Lemat 5.2 ( o koniecznym i wystarczającym warunku dualnej bezstrat
ności ; Suchomski). Funkcja H(() E RH.<;;:;:+ą) x(m+r) o realizacji (A, B, C, 

D) z regularną macierzą A E llłn x n jest dualną bezstratną funkcją wtedy i 
tylko wtedy, gdy istnieje macierz Y = yT E llłnxn, Y 2 O, spełniająca rów
nania: 

AY+YAT +b..AYAT +BET 

ycT +b..AYcT +BDT 

DDT +b..CYCT 

On xn 

On x (m+q) 

Im+ą. • 

Definicja 5.3 (]-unitarnej oraz ]-bezstratnej funkcji; Suchomski [400, 
406]). Niech G(() E R.c<;;:;:+r)x(p+r). 

(1) G(() jest (Jmr,lpr)-unitarną funkcją, gdy a~(()· lmr · G(() = Jpr, 
V(. 

(2) (Jmr, lpr)-unitarna funkcja G(() jest (Jmr, Jpr)-bezstratną funkcją, 

gdy G*(() · lmr · G(() ~ lpr, V( E -D~. • 

Definicja 5.4 ( dualnej ]-unitarnej oraz ]-bezstratnej funkcji; Suchom
ski [400, 406]). Niech H(() E R.c<;;:;:+ą) x (m+r). 

(1) H(()jest dualną (Jmą, lmr )-unitarną funkcją, gdy H(()·lmr·H~(() = 
lmą, V(. 
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(2) Dualna (Jmą, Jmr )-unitarna funkcja H(() jest dualną (Jmq, Jmr )- bez
stratną funkcją, gdy H(() · Jmr · H*(() 2:: Jmą , V( E -'Dt:,.. O 

, Podkreślmy, że (dualne) J-unitarne oraz J -bezstratne funkcje nie mogą 
mieć biegunów należących do a'D t:,. , mogą jednak być funkcjami niestabil
nymi. Macierz 'D' J-unitarnej (bezstratnej) funkcji G(() E R.d;::+r)x(p+r) 
musi mieć pełny kolumnowy rząd, zaś macierz 'D' dualnej J-unitarnej (bez
stratnej) funkcji H(() E nc"::;:+ą) x (m+r) musi być macierzą o pełnym wier
szowym rzędzie. 

Koniecznym warunkiem bezstratności danego operatora P jest jego iniek
tywność, ponadto taki operator jest izometrią w odpowiednich wektorowych 
przestrzeniach. Niech macierz rozproszenia P(() systemu (5.1) będzie ma
cierzą bezstratną, p~(() · P(() = Ir+p, V(. Załóżmy, że istnieje macierz 
rozproszenia G(() = Fc(P(()). Warunek izometrii przyjmuje w tym przy
padku postać równości a~ ( () · Jmr · G ( () = Jpr , V(. Zgodnie z zasadą maksi
mum modułu (Conway [70], Dullerud i Paganini [100], Feintuch [110], Green 
i Limebeer [153]) dla bezstratnych funkcji zachodzi P*( () · P( () :s; Ir+p, 
V( E -'Dt:,., co w odniesieniu do G(() = Fc(P(()) oznacza wymaganie 
G*(() · Jmr · G(() :S Jpr, V( E -'Dt:,.. 

Uwaga 5.3 (Suchomski). Macierz G(() jest (Jmr, Jpr)-unitarną (bez
stratną) funkcją wtedy i tylko wtedy, gdy G(() = Fc(P(()), gdzie P(() jest 
pewną unitarną (bezstratną) funkcją (por. dowód dla p = m; Genin et 
al. [l30]) . Dla (Jmr, Jpr)-unitarnej funkcji G(() mamy bowiem G:;'y(() · 
Gzy(() - G;y(() · Gwy(() = _:_fr, V(. Na tej podstawie wnioskujemy, że 
istpieje Gwy(()- 1 , a zatem, zgodnie ze wzorem (5.4) można zdefiniować funk
cję P(() = Fc(G(())-1 =N(()· D(()-1, gdzie 

N{()= [ Gzu(() Gzy(() ] , D(() = [ Gwu(() Gwy(() ] . 
. Orxp Ir Ip Opxr 

Zachodzi przeto Jpr - a~(()· Jmr · G(() = D~(() · D(() -N~(()· N((). Na -' 
tej podstą.wie łatwo uzasadnić podaną równoważność: P( () jest funkcją uni
tan:ią wtedy i tylko wtedy, gdy D~ ( () · D( () = N~ (()•N ( (), zaś jest funkcją 
bezstratną wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcją unitarną oraz D*(() · D(()
N~(() · N(() 2:: O, V( E -'Dt:,.. Podobnie rozumując, stwierdzamy, że H(() 
jest dualną (Jmą, Jmr )-unitarną (bezstratną) funkcją wtedy i tylko wtedy, 
gdy H(() = Fdc(P(()), gdzie P(() jest pewną dualną unitarną (bezstratną) 
funkcją. J-bezstratność danego operatora jest zatem pewnym uogólnie
niem cechy bezstratności w przypadku, w którym mamy do czynienia z 
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przestrzenią o algebraicznie nieokreślonej ( indefinite) metryce (przestrzenią 
Kreina; Bognar [36], Hassibi et al. [169], Kailath et al. [207]). • 

Opierając się na powyższych ustaleniach, można sformułować konieczne 
i wystarczające warunki J-unitarności oraz J -bezstratności funkcji zdefi
niowanych dla operatora 8 i reprezentowanych przez modele (realizacje) w 
przestrzeni stanu. Szczegółowych wyprowadzeń nie podaje się - w tym przy
padku mają one elementarny charakter (podobny do stosownych dowodów 
dotyczących funkcji unitarnych oraz bezstratnych), chociaż są trudniejsze niż 
ich odpowiedniki dla modeli czasu ciągłego (por. Kimura [225]; zob. także 

Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Tsai i Tsai [434]). 

Lemat 5.3 ( o koniecznym i wystarczającym warunku J-unitarndści oraz 
J-bezstratności ; Suchomski [400, 406]). Funkcja G(() E R.C~+r)x(p+r) o 

realizacji (A, B, C, D), gdzie AE ffi.n xn, jest (Jmr,Jpr)-unitarną funkcją 
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz X = xr E ffi.nxn , spełniająca 
równania: 

ATX+ XA + .6.ATXA + cT JmrC 

XB + .6.ATXB + CT lmrD 

Dr lmrD + b.BT X B 

0n xn 

0nx(p+r) 

Jpr. 

X ~ O wtedy i tylko wtedy, gdy G(() jest funkcją (Jmr, Jpr)-bezstratną . 
Ponadto, X > O wtedy i tylko wtedy, gdy G(() jest (Jmr, Jpr)-bezsttatną 
funkcją oraz (A, C) jest parą obserwowalną. • 

Lemat 5.4 ( o koniecznym i wystarczającym warunku dualnej J- unitar
ności oraz dualnej J-bezstratności; Suchomski [400, 406]). Funkcja H(() E 

R.C~+ą) x (m+r) o realizacji (A, B, C, D), gdzie AE ffi.nxn, jest dualną (Jmr, 

Jpr )-unitarną funkcją wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz Y = yT E 
Ilłnxn, spełniająca równania: 

AY + Y AT+ .6.AYAT - BJmrBT 

Y CT + .6.AY CT - B lmrDT 

DJmrDT - .6.CYCT 

0nxn 

0nx(m+ą) 

Jmq· 

Y ~ O wtedy i tylko wtedy, gdy H ( () jest dualną (Jmą, Jmr )-bezstratrtą 
funkcją. Ponadto, Y > O wtedy i tylko wtedy, gdy H(() jest dualną (Jmą, 
lmr)-bezstratną funkcją oraz (A, B) jest parą sterowalną. • 
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Jak się dalej okaże, w powyższych definicjach podstawowe znaczenie mają 
obecne w nich równania Lapunowa. Istotne będą także następujące właści
wości J-bezstratnych funkcji. 

Lemat 5.5 (o realizacji J-bezstratnej funkcji; Suchomski [409]). (Jmr, 

Jpr )- bezstratnej funkcji G ( () E RJ:J;:+r) x (p+r) można przyporządkować ob
serwowalną realizację 

przy czym llłnxn 3 X > O jest rozwiązaniem równania Lapunowa AT X+ 
XA + .6.AT XA + CT JmrC = 0n xn, zaś DE ]lł(m+r)x(p+r) spełnia równanie 
DT(Jmr +.6.CIJX-1 IACT)D = Jpr· Gdym= p, macierz DE ]lł(p+r)x(p+r) 
jest macierzą nieosobliwą. 

Dowód. Niech (A, B, C, D') będzie dowolną obserwowalną realizacją 
danej funkcji G((), zaś X > O oznacza macierz spełniającą warunki lematu 
5.3. Na tej podstawie otrzymujemy B = -x-11AcT JmrD' . Ponadto, D = 
JmrD'. D 

Lemat 5.6 ( o realizacji dualnej J-bezstratnej funkcji; Suchomski [409]). 
Dualna (Jmą, Jmr)-bezstratna funkcja H(() E R.Ct+ą) x(m+r) ma stero
walną realizację 

przy czym llłn x n 3 Y > O jest rozwiązaniem równania Lapunowa AY + 
Y AT +.6.AYAT -BJmrBT = 0n xn , zaś DE ]lł(m+ą) x(m+r) spełnia równanie 
D(Jmr-.6.BT JAy-l IJB)DT = Jmr · Gdy r = q, macierz DE ]lł(m+ą) x (m+ą) 

jest macierzą nieosobliwą. • 

Lemat 5. 7 ( o zerach i biegunach J-bezstratnych funkcji; Suchomski [409]). 
Jeżeli (o jest niezmienniczym zerem (dualnej) J-bezstratnej funkcji, to (0 = 
-(o/(1 + .6.(o) jest biegunem tej funkcji. 

Dowód. Rozważmy (przykładowo) dualną ( Jmą, Jmr )-bezstratną funk
cję H(() E n..ct+ą)x(m+r) o realizacji danej w lemacie 5.6. Niech (o 
będzie zerem tej realizacji. Istnieją zatem takie wektory x -=J- On E Rn 

\ 
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oraz v E llł.m+ą , dla których: xT(A-(oln) +vTDBTJAy-l = 01 xn oraz 
xT B + vT DJmr = Oi x(m+r)· Eliminując z tych wyrażeń v, otrzymujemy 
xT(A- BJmrBTJAy-l - (oln) = 01 xn• Na podstawie lematu 5.4 uzysku
jemy równość xTY(AT JA+ (oln) = 01 xn, z której wynika, że ((1 + ~(o)A + 
(oln)Yx = On. D 

Warto podkreślić, że dla asymptotycznego przypadku ~ -+ O otrzymu
jemy żądanie, aby macierze 'D ' realizacji (dualnych) ]-bezstratnych funk
cji były odpowiednimi ( dualnymi) ]-unitarnymi macierzami liczbowymi. 
Gdy ~ > O, w stosownych wymaganiach nałożonych na te macierze wy
stępuje zależność od dodatnio określonych rozwiązań odpowiednich równań 
Lapunowa. Fakt ten jest jedną z przyczyn, które sprawiają, że w wielu przy
padkach teoretyczne rozważania oraz wyznaczone na ich podstawie formuły 
mają znacznie bardziej złożony charakter - w porównaniu do podobnych 
wyprowadzeń oraz wyników dotyczących modeli w domenie czasu ciągłego 
(Kimura [222, 225]). 

5.3 ]-bezstratne faktoryzacje 

Ustalenia poprzedniego podrozdziału stanowią podstawę definicji tak zwa
nych ]-bezstratnych oraz dualnych J -bezstratnych faktoryzacji odpowied
nich łańcuchowych modeli danego obiektu. Definicje takich faktoryzacji w 
przypadku modeli opartych na operatorze ó mają postać analogiczną do sto
sownych definicji odnoszących się do modeli czasu ciągłego oraz dyskretnego 
(ą) (por. Green [151], Hung i Chu [187], Kimura [224, 225], Kongprawechnon 
i Kimura [229, 230], Lee et al. [270], Suchomski [400, 406], Tsai i Postleth
waite [432], Tsai et al. [436]) . Faktoryzacje takie odgrywają pierwszorzędną 
rolę w syntezie układów optymalnych ze względu na normę 1{00 . 

Definicja 5.5 ( ]-bezstratnej faktoryzacji; Suchomski [400, 406]). Jeżeli 

funkcja G(() E n,c.J;;,+r) x (p+r) może być przedstawiona w postaci iloczynu 

G(() = 0(() · II(() , którego pierwszy czynnik 0(() E R.C~+r)x(p+r) jest 
(Jmr, Jpr)-bezstratną funkcją, zaś drugi czynnik II(() E QH'f;tr jest funkcją 
unimodularną, wtedy o G(() mówimy, że ma (Jmr, Jpr)-bezstratną faktory

zacyę. • 

Definicja 5.6 ( dualnej ]-bezstratnej faktoryzacji; Suchomski [400, 406]). 
Jeżeli funkcja H(() E R.C~+ą)x(m+r) może być przedstawiona w postaci 
iloczynu H(() = O(() · '11((), którego pierwszy czynnik O(() E g11,rz:;+ą jest 

\ 
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funkcją unimodularną, zaś drugi czynnik w(() E n,et+ą) x(m+r) jest dualną 
(Jmą, Jmr )-bezstratną funkcją, wtedy o funkcji H(() mówimy, że ma dualną 
( Jmą, Jmr )-bezstratną faktoryzację. • 

Uogólnione J-bezstratne faktoryzacje 

W dalszych rozważaniach przydatne będą uogólnione J -bezstratne fakto
ryzacje ( extended J -lossless factorisation) funkcji należących do przestrzeni 
RL:00 • Podane definicje sformułowano przez analogię do odpowiednich defi
nicji dotyczących modeli czasu ciągłego (Rara et al. [168]) oraz dyskretnego 
(q) (Hung i Chu [186 , 189]) . 

Definicja 5. 7 ( uogólnionej J-bezstratnej faktoryzacji; Suchomski [404, 
409]). Jeżeli funkcja G(() E n,et+r) x(p+r) może być przedstawiona w 
postaci iloczynu G(() = 8(() · II(() , którego pierwszy czynnik 8(() E 

n,et+r)x(p+r) jest (Jmr, lpr)-bezstratną funkcją, zaś drugi czynnik II(() E 

R1i~+r) x(p+r) nie ma zer należących do -Vt:,. , wtedy o iloczynie tym mó
wimy, że stanowi uogólnioną ( lmr, Jpr )- bezstratną faktoryzację funkcji G ( () . 

• 

Definicja 5.8 ( uogólnionej dualnej ]-bezstratnej faktoryzacji ; Suchom
ski [404, 409]). Jeżeli funkcja H(() E n,et+ą) x(m+r) może być przed
stawiona w postaci iloczynu H(() = O(() · w((), którego pierwszy czynnik 
O(() E R1i.t+ą) x (m+ą) nie ma zer należących do -Vt:,, zaś drugi czynnik 

w(() E n,et+ą) x(m+r) jest dualną (Jmą, Jmr )-bezstratną funkcją, wtedy o 
iloczynie tym mówimy, że stanowi uogólnioną dualną (Jmą, lmr )-bezstratną 
faktoryzację funkcji H(() . • 

Należy podkreślić, że od czynników II(() oraz O(() występujących w powyż
szych iloczynach nie wymaga się, aby były funkcjami unimodularnymi (por. 
definicja 5. 5 oraz 5. 6). 

Uogólnione J - bezstratne faktoryzacje stanowią podstawę syntezy ukła
dów zamkniętych w przypadku obiektów, których modele mają zera należące 
do {)1) t:,. Metody optymalizacji takich układów ze względu na normę 1{00 

omówiono w podrozdziale 6. 3. 

\ 
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5.4 ]-bezstratne stabilizujące koniugatory 

163 

Związki między ]-bezstratnymi koniugatorami a klasyczną teorią wymiernej 
interpolacji w sensie Nevanlinny- Picka badano w (Kimura [220, 224, 225], 
Kongprawechnon i Kimura [229]). Niniejszy fragment naszych rozważań , 

dotyczący ]-bezstratnych oraz dualnych J -bezstratnych stabilizujących 
koniugatorów w przypadku omawianych modeli czasu dyskretnego ( ó) , pub
likowany jest po raz pierwszy. 

Dana jest funkcja G(() E n~m+r)X (p+r). Każdą funkcję Gr(() E n~+r) 
x (p+r) taką, że wszystkie bieguny G(() · Gr(() są równe koniugacjom od
powiednich biegunów G(() nazywamy prawostronnym koniugatorem funk
cji G((). Koniugator taki nie jest oczywiście wyznaczony jednoznacznie. 
Niech (A, B, C, D), gdzie AE !Rnxn jest regularną macierzą, oznacza mini
malną realizację funkcji G((), zaś (Ar, Br, Cr, Dr), gdzie Ar E ]Rnr xn,, bę
dzie realizacją pewnego prawostronnego koniugatora. Kładąc Ar = -IAAT 
oraz nr = n, otrzymujemy model G(() · Gr((), dla którego można łatwo 
sformułować wystarczający warunek niesterowalności modów skojarzonych z 
wartościami własnymi macierzy A. Rozważając stosowną relację podobień
stwa, otrzymujemy następujące równania: 

PrBr -BDr 

(APr + BCr)(In +~AT)+ PrAT 

(5.8) 

(5.9) 

w których funkcja (zbiór funkcji) G(() reprezentowana jest przez parę (A, B), 
zaś macierz Pr E !Rnxn jest parametrem. Funkcję Gr ( (), której realiza
cja (-IAAT, Br, Cr, Dr) dla pewnego Pr spełnia równania (5.8) oraz (5.9), 
można zatem nazwać prawostronnym koniugatorem dla pary (A, B) z regu
larną macierzą A. System G(() · Gr((), w którym Gr(() jest prawostronnym 
koniugatorem, opisany jest modelem 

[ -IAAT Br ] 
G((). Gr(()= DCr + CPr DDr . 

Tak postawione zadanie koniugacji stanowi podstawę bardziej szczegółowych 
definicji, w których na poszukiwany koniugator nakłada się pewne dodatkowe 
ograniczenia. Istotną pożądaną cechą takiego koniugatora jest jego odwracal
ność, co jest równoważne z postulatem nieosobliwości macierzy Dr. W dal
szych rozważaniach przyjmujemy, że koniugatory są odwracalne. 

Wnioski uzyskane w niniejszym podrozdziale wykorzystuje się w rozdziale 
następnym przy omawianiu syntezy układów optymalnych ze względu na 
wymagania wyrażone za :gomocą normy 1{00 • 

\ 
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Lemat 5.8 (o prawostronnym koniugatorze; Suchomski). Jeżeli (-IAAT, 
Br, Cr, Dr) o nieosobliwej macierzy Dr E JR.(P+r) x(p+r) jest prawostronnym 
koniugatorem dla sterowalnej pary (A, B) , spełniającym warunki (5.8) oraz 
(5. 9), wtedy Pr jest macierzą nieosobliwą. 

Dowód. Z (5.8) wynika, że B = PrBrD; 1. Jeżeli dla pewnego x /:
On E IR.n zachodziłoby xT Pr = 01 x n, wtedy XT B = Oi x(p+r)· Z kolei, na 
podstawie (5 .9) mamy (In +6..A)Pr = PrIA-6..BCr. Zatem, konsekwentnie: 
xT(In + 6..A)Pr = 01 x n oraz xT(In + 6..A)B = 01x(p+r)· Indukcyjnie można 
pokażać, że dla takiego x mielibyśmy xT(In + 6..A)k B = Oix(p+r), Vk 2:: O, co 
jednak pozostaje w sprzeczności z założeniem o sterowalności pary ( A, B). 
Musimy przeto przyjąć, iż x = On, a w konkluzji także przyznać, że Pr jest 
macierzą nieosobliwą. • 

W podobny sposób dla danej pary (A, C), złożonej z regularnej macierzy 
A E IR.n xn oraz macierzy C E JR.(m+ą) x n, definiujemy lewostronny koniugator 
Gz(() o realizacji (Az, Bz, Cz, D1), gdzie A1 E JR.ni xni. Kładąc A1 = -IAAT 
oraz n1 = n, uzyskujemy równania: 

C1P1 +D1C 

(In+ 6..AT)(PzA - B1C) + AT P1 

(5.10) 

(5.11) 

sparametryzowane macierzą P1 E IR.n xn. W tym przypadku P1 (In + 6..A) = 
IAPi + 6..B1C. System G1(() · G((), w którym G1(() jest lewostronnym 
koniugatorem, opisany jest modelem 

Lemat 5.9 (o lewostronnym koniugatorze; Suchomski). Jeżeli (-IAAT, 
B1, Cz, Dz) o nieosobliwej macierzy D1 E JR.(m+ą)x(m+ą) jest lewostronnym · 

koniugatorem dla obserwowalnej pary (A, C), spełniającym warunki {5.10) 
oraz {5.11), wtedy Pz jest macierzą nieosobliwą. • 

Ponieważ -IAAT -BrD;1Cr = pr-l APr, zatem zera prawostronnego ko
niugatora Gr(() są biegunami G(() . Podobnie jest w przypadku lewostron
nego koniugatora: -IAAT - B1F11CL = PiAP1- 1. Realizacje (-IAAT, Br, 
Cr, Dr) oraz (-IAAT, Bi, Cz, Di) wyżej opisanych koniugatorów są w ogól
ności realizacjami nieminimalnymi. Istotne znaczenie mają ]-bezstratne 
funkcje, które pełnią rolę koniugatorów w odniesieniu do tylko i wyłącznie 
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niestabilnych wartości własnych regularnej macierzy A danej pary. Takie 
funkcje nazywamy stabilizującymi koniugatorami (por. Hung i Chu [187], 
Kimura [220]-[223], [225], Kongprawechnon i Kimura [229], Liu i Mita [276]). 

Lemat 5.10 (o stabilizującym J-bezstratnym prawostronnym koniuga
torze; Suchomski). Stabilizujący Jpr-bezstratny prawostronny koniugator 
Gr(() dla sterowalnej pary (A, B), w której A E JRnxn jest regularną ma
cierzą, zaś B E lRnx(p+r), istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy (Ux, Wx) E 

dom (óRic) oraz Xr = óRic(Ux, Wx) ~ O, gdzie: 

Jeżeli takie rozwiązanie istnieje, wtedy 

(5.12) 

(5.13) 

przy czym macierz Ar E JRnxn dana wzorem 

Ar A - BJprBT(In + l::,.XrBJprBT)-l Xr(In + 6.A) 

A- BJprBTI AXr 

jest macierzą stabilną, zaś D r E JR(P+r)x(p+r)_ jest nieosobliwą macierzą, speł
niającą równanie 

(5.14) 

Dowód. (•) Niech (Ar, Br, Cr, Dr) będzie realizacją stabilizującego 
Jpr- bezstratnego prawostronnego koniugatora, gdzie Ar E ]Rn+ xn+, nr = 
n+ oraz >.(Ar) C 1)6., przy czym n+ jest liczbą niestabilnych wartości włas
nych macierzy A. Rozważmy relację podobieństwa 

[ A BCr ] [ M_ M+ ] [ M_ M+ ] [ A_ 
On+xn Ar N_ N+ N_ N+ On+xn 

Onxn+ ] 
A+ 

(5.15) 
w której A_ E ]Rnxn, A+ E ]Rn+ xn+, zbiór >.(A_) C 1) 6. zawiera stabilne 
wartości własne oraz koniugacje niestabilnych wartości własnych macierzy 
A, zaś zbiór >.(A+) C - f>ó. składa się z niestabilnych wartości własnych 
tej macierzy. W podanej macierzy podobieństwa obowiązuje przeto podział 

\ 
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(n+ n+) x (n+ n+)- Mody systemu G(() · Gr(() skojarzone z >.(A+) są
niesterowalne, zatem 

[ BDr ] [ M_ M+ ] [ B_ ] !Jr - N_ N+ On+ x(p+r) (5.16)
gdzie B_ E llłnx(p

+r). Macierz M_ E llłnxn jest macierzą nieosobliwą. W
przeciwnym bowiem razie istniałby taki wektor x -/:- On E llłn , dla którego
xT M_ = 01xn, a w konsekwencji - wobec nieosobliwości Dr - zachodziłoby
xT B = 0ix(p

+r)· Uwzględniając, że AM_ +BCrN- = M_A_, otrzymujemy
równość xT AM_ = 0ixn· Mamy zatem Ker M!. C Ker BT oraz AT x E
Ker BT. Indukcyjną metodą dochodzimy do równości xT Ak B = 0ix(p

+r),
\:/k � O, która jest jednak sprzeczna z założoną sterowalnością pary (A, B).W konsekwencji, wobec (5.15) oraz (5.16), uzyskujemy:

SBDr 

M_=- 1(A + BCr S)M_
(5.17)
(5.18)

gdzie S = N_M_=:- 1 E llłn+ xn _ Ponadto ArS = SAr , przy czym llłnxn 3 Ar
= 

A+ BCrS = M_A_M_=- 1 jest macierzą stabilną. Rozważany koniugator jest
funkcją l

pr -bezstratną, zatem na podstawie drugiego równania lematu 5.3

otrzymujemy równość Cr
= -l

prBTSTX(In+ +�Ar), przy czym llłn+ xn+ 3 
X � O. Korzystając z pierwszego równania tego samego lematu, wywodzimy
poszukiwane równanie Riccatiego 

AT Xr + XrA + �AT XrA
-(In+ �AT)XrBl

prBT(In + �XrBl
prBT)-l Xr(In +�A)= Onxn (5.19)

w którym ]lłnXn 3 Xr = s
r
xs �o.Biorąc pod uwagę równość

(5.20)
stabilną macierz Ar zapisujemy jako Ar

= A - Bl
pr BTJAXr . Trzecie rów

nanie z warunku l
pr -bezstratności koniugatora przyjmuje postać ograni

czenia (5.14) na nieosobliwą macierz Dr . Okazuje się, że istnienie Xr =

óRic(Ux , Wx) � O gwarantuje, że potrzebna macierz Dr także istnieje. Sto
sowne rozumowanie, odnoszące się do szerszego kontekstu, przedstawiono w
podrozdziale 6. 2J 

Model 'niskiego rzędu' rozważanego stabilizującego l
pr -bezstratnego ko

niugatora ma zatem postać 

\ 

A_ == 
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Jak widać, wyznaczenie tego modelu wymaga znajomości wielu 'szczegółów' 
wynikających z (5.15). Model (5.12) koniugatora uzyskamy po wykona
niu kilku prostych przekształceń. Ze wzoru (5.20) otrzymujemy równość 
s7'X(In+ + �Ar)S = IAXr . Na tej podstawie wnioskujemy, że STX(In+ + 

�Ar)(Un+ -Ar)-1S = IAXr (Un - Ar )-1. Co oznacza, iż

Ze wzorów (5.19), (5.20) oraz z postaci macierzy Ar wynika, że 

(5.21) 

a zatem Xr Ar -IAAT Xr , co pozwala model (5.12) wyrazić w postaci 
(5.13). Obie wymienione realizacje w ogólności nie są oczywiście minimal
nymi realizacjami rozważanego stabilizującego koniugatora. 

( �) Niech Xr E ffi.n xn będzie stabilizującym rozwiązaniem równania (5.19). 
Funkcja Gr(() dana wzorem (5.13) spełnia warunki J

p
r-bezstratności. Wy

starczy zatem pokazać, że rząd tej funkcji jest równy liczbie niestabilnych 
wartości własnych macierzy A. Niech ,\ E .\(A) oznacza dowolną stabilną 
wartość własną macierzy A, zaś x E llłn będzie odpowiednim (prawym) 
wektorem własnym tej macierzy. Ze wzoru (5.21) wynika, że xT Xr (Ar -

_ .\~ In) = 0ixn• Ponieważ Ar jest macierzą stabilną, zatem x E Ker Xr - Ale 
.\~ E .\(-IAAT), zaś x jest stosownym (lewym) wektorem własnym skoja
rzonym z tą wartością własną. Wreszcie, z równości xT Xr BDr = 0ix(p+r)
wnioskujemy, że >. ~ jest wartością własną niesterowalną. D 

Lemat 5.11 (o stabilizującym dualnym ]-bezstratnym lewostronnym ko
niugatorze; Suchomski). Stabilizujący dualny lm

ą -bezstratny lewostronny 
koniugator G1(() dla obserwowalnej pary (A, C), w której A E ffi.n xn jest 
regularną macierzą, zaś C E ffi:(m+ą)xn, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
(Uy, W

y
) Edom (8Ric) oraz Yi = 8Ric(Uy, Wy) 2'. O, gdzie: 

Jeżeli takie rozwiązanie istnieje, wtedy 

I 

\ 

= 
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przy czym macierz A1 E !Rnxn dana wzorem 

A1 A+ Un + ~A)Yi(In - ~cT JmąCYi)- 1 cT JmqC 

A+ YiIA cT ImqC 

jest macierzą stabilną, zaś D1 E JR(m+ą) x(m+ą) jest macierzą nieosobliwą, 
spełniającą równanie 

Uwaga 5.4 (Suchomski). Rozważmy system G(() · Gr((), w którym 
Gr ( () jest stabilizującym Jpr-bezstratnym prawostronnym koniugatorem 

Wykażemy, że każde zero tego systemu jest zerem G((). Niech zatem {) E 
llł będzie zerem G(() · Gr((). Wtedy istnieje taki wektor [ xf x{ jT # 
On+(p+r) E Ilłn+(p+r), dla którego 

[ A - BJprBT fATXr - {)Jn BDr ] [ X1 ] 

C - DJprB l AXr DDr x2 
= On+(m+r) · 

[ A-{}In B][ xi ] 
C D x2 = On+(m+r) . 

Ponieważ Dr jest macierzą nieosobliwą, przeto {) musi być zerem funk
cji G(() . Podobnie jest dla funkcji G1(() · G((). Stabilizujące koniuga
tory Gr(() E RH~+r) x(p+r) oraz G1(() E n11,r;,+ą) x (m+ą), będąc funk

cjami odwracalnymi, nie wprowadzają zatem do odpowiednich iloczynów 
dodatkowych zer. O 

! 

-
Uwaga 5.5 (Suchomski). Konieczny warunek istnienia stabilizujących 

rozwiązań równań Riccatiego podanych w lemacie 5.1 O oraz 5.11 ma post,ać 
żądania, aby macierze A odpowiednich par (A, B) oraz (A, C) nie miały wą,r
tości własnych należących do 8D t:.. Niech bowiem ), E 8D t:. , zaś x # On E ~n 
oznacza wektor własny skojarzony z taką wartością własną >- E >-(A). Po
nieważ >-(Ar) C 'Dt:., zatem>,~(/:. >-(Ar)- Na podstawie (5.21) wnioskujemy, 
że x E Ker Xr, co jednak - wobec równości Arx = Ax = AX - prowa
dzi do zaprzeczenia założenia o stabilności macierzy Ar. Ponieważ Ker Xr 
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jest podprzestrzenią A-niezmienniczą, przeto dla macierzy A o wszystkich 
niestabilnych wartościach własnych >.(A) C -156. rozwiązanie Xr jest nie
osobliwą macierzą, Xr > O (por. uwaga 4.5). Dla Yi mamy odpowiednio 
Yi > O. Niech zatem >.(A) C -V6. oraz istnieje stabilizujący Jpr-bezstratny 
prawostronny koniugator dla sterowalnej pary (A, B). Stosowne rozwiąza
nie Xr spełnia równanie XrA + IAAT Xr - XrBJprBT IAXr = 0n xn (por. 
lemat 4. 7). Kładąc Yr = X; 1 , stwierdzamy, że w rozważanym przypadku 
stabilizujący koniugator istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dualne równanie 
Lapunowa AYr + YrAT + ~AY;.AT - B JprBT = 0n xn ma rozwiązanie Yr > O. 

Wreszcie, jeżeli dla pary (A, B) istnieje stabilizujący Jpr-bezstratny pra
wostronny koniugator związany z macierzami Xr oraz Ar, wtedy podobnej 
parze (T-1 AT, T- 1B), gdzie T E IRn xn oznacza nieosobliwą macierz , jest 
przyporządkowany Jpr-bezstratny prawostronny koniugator odpowiadający 
macierzom TT XrT oraz T- 1 ArT. Mamy tu zatem do czynienia z pewnymi 
relacjami kongruencji oraz podobieństwa. Analogiczny wniosek obowiązuje 
w przypadku stabilizujących dualnych Jmą-bezstratnych lewostronnych ko
niugatorów. • 

5.5 Modele rozszerzone 

Niniejszy podrozdział dotyczy standardowych obiektów P o modelach, któ
rym nie można przyporządkować odpowiednich łańcuchowych macierzy roz
proszenia. Rozpatruje się zatem obiekty, dla których elementy Pyw(O oraz 
Pzw ( () ich macierzy rozproszenia P( () są macierzami nieodwracalnymi. Pre
zentowane tu w skrócie podejście opiera się na idei odpowiedniego rozszerze
nia podstawowego modelu danego obiektu (por. Hou et al. [184], Kimura 
[225], Kongprawechnon i Kimura [230], Pugh i Tan [329], Suchomski [412], 
Tan i Pugh [430]) . Problemy numerycznego uwarunkowania różnych zadań 
syntezy układów sterowania takimi obiektami według optymalnych reguł 
wywie 'zionych z właściwości normy 1{00 szczegółowo opisano w (Suchom
ski [41~. 

Niech będzie dany standardowy obiekt P, czyniący zadość wymaganiom 
postawionym w założeniu 5.1. Przyjmujemy, że przynajmniej jedna z nie
równości m ~ p lub r ~ q jest nierównością ostrą. W dalszych rozważaniach 
niezbędne są następujące dwa dodatkowe modele obiektów: model z rozsze
rzonym wyjściem 
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gdzie y' E Y' jest pomocniczym (fikcyjnym) wyjściowym sygnałem o wymia
rze r - q 2:: O oraz model z rozszerzonym wejściem 

P, •[i,]-+[;] 
gdzie u' E U' oznacza pomocniczy (fikcyjny) wejściowy sygnał o wymia
rze m - p 2:: O. Modelom tym przyporządkowujemy odpowiednie macierze 
rozproszema: 

Odnośnie Py1w(O E R~-ą) x r oraz Pzu' (() E n;x (m-p) zakładamy, że : 

[ Pyw(()-' Pyw(()J_' ] 

[ Pzu ( ()'J_ ] 
Pzu(()'-

przy czym Pyw(O-' E R~x ą jest prawostronną odwrotnością macierzy Pyw(O , 
przez Pyw(()1-' E R~x(r-ą) oznaczono prawostronny anihilator tej macierzy, 

Pzu(()'- E R1;,xm jest lewostronną odwrotnością, zaś Pzu (()'1- E R~m-p) x m 

jest lewostronnym anihilatorem macierzy Pzu ( (). Zatem: Pyw ( () · Pyw ( () _, = 
lq, Pyw(()·Pyw(()_L' = Oą x (r-ą), Pzu(()'--Pzu(() = lp oraz Pzu(()'1-.pzu(() = 
O(m-p)xp· Modelowi P0 odpowiada rozszerzona łańcuchowa macierz rozpro
szenia 

gdzie: 
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Modelowi Pi przyporządkowujemy rozszerzoną dualną łańcuchową macierz 
rozproszenia 

przy czym: 

Zachodzi zatem 

Przedmiotem naszego zainteresowania są układy z liniowymi regulatorami 
K : Y • U, gdzie KE R1;,xą_ W pierwszym przypadku (model z rozsze
rzonym wyjściem) odpowiednie sprzężenie zwrotne ma postać 

U= [ K Op x(r-q) ] [ :, ] 

czemu odpowiada funkcja przenoszenia EHM(G0 ,K) E nr; xr opisana na
stępującą rozszerzoną homograficzną transformacją 

W drugim przypadku (model z rozszerzonym wejściem) mamy 

czemu z kolei odpowiąda funkcja przenoszenia EDH M(Hi, K) E nr; xr 
reprezentowana przez rozszerzoną dualną homograficzną transformację 

Hu'z Hu'w 
[ ]

-1 [ ] 
EDHM(Hi,K) = - Huz -KHyz Huw -KHyw . 
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Uwaga 5.6 (Suchomski). Niech 

Przy czym C· = [ er er ]T E JR.TXn oraz D · = [ DT DT ]T E JR.TXT y y y' yw yw y'w , 
gdzie Cy, E JR.(T-q)xn, zaś Dy'w E JR.(T-q)xT. Na tej podstawie wyznaczamy 
rozszerzoną łańcuchową macierz rozproszenia 

Cz - DzwDgwCY Dzu 
-Dg~Cg OT xp 

gdzie Ac E JR.nXn' Be E JR.nX(p+T)' Ca E JR.(m+T)Xn oraz De E JR.(m+T)X(p+T). 

Macierz tę można przedstawić w postaci iloczynu dwóch łańcuchowych ma
cierzy rozproszenia pewnych pomocniczych (cząstkowych) obiektów, zacho
dzi bowiem Fc(P0 (()) = Fc(Pz(()) · Fc(Pg(()), gdzie: 

[ A 
Bw 

B, l [~] Cz Dzw Dzu = 
Or xn Ir Or x p Czo Dz 

Pg(() [ O;n Bw 

o~; l = [ ;1'" \ :, ] Op x T 

Cg Dgw r x p 

zaś wymiary odpowiednich elementów tych modeli wynoszą: B E IR.nx(r+p), 

Czo E JR.(m+T)xn' Dz E JR.(m+r) x (r+p)' Gog E JR.(P+r)xn oraz Dg E JR.(p+r)x(r+p). 

· Obowiązują zatem równości: Ac = A - BDi 1Cog, Be = BDg1, Ce = 
Czo - DzDg1Cog oraz De = DzDg1. Zauważmy, że Pz(() oraz Fc(Pz(()) 
nie zależą od parametrów Cy' oraz Dy'w rozszerzenia modelu P . 

Podejmując analizę drugiego rozszerzonego modelu, zakładamy 

przy czym Bu = [ Bu' Bu ] E IR.nxm oraz Dzu = [ Dzu' Dzu ] E IR.mxm, 

gdzie Bu' E IR.n x(m-p) , zaś Dzu' E IR.mx(m-p). Odpowiednia rozszerzona 
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dualna łańcuchowa macierz rozproszenia dana jest zatem wzorem 

[ 
A - Ba,D-.1Cz Ba,D-.1 

Hi(() = -D;u Cz -D;u 
Cy Oqxm 

w którym AH E IRn x n, BH E llłn x (m+r), CH E JR(m+ą) x n oraz DH E 

JR(m+ą) x (m+r). Zachęceni poprzednio rozpatrywanym przypadkiem macierzy 
GO ( () , wyznaczymy odpowiednią faktoryzację macierzy Hi ( () , wyróżniając 
w niej czynniki, które można interpretować jako dualne łańcuchowe macierze 
rozproszenia pewnych pomocniczych ( cząstkowych) obiektów dynamicznych. 
Okazuje się bowiem, że zachodzi Fdc(Pi(()) = Fdc(Pu(())-Fdc(Pw(()), gdzie: 

[t Bw 
On xm] [~] Dzw Im = C Dw I-mr 

Cy Dyw Oq x m 

[ A 
On x q 

Bu ] [~] Cz Om x q Dzu = C D: Lmą 
Cy Ią Oq x m 

przy czym: 

Baw = [ On x m Bw ] , D _ [ -Im . Dzw ] 
w - Oq x m Dyw 

Bua = [ -Bu On x ą ] , Du= [ -Dzu Om x q ] 
Oq x m Iq 

Wymiary podanych macierzy wynoszą: Baw E llłn x (m+r), Bua E llłn x (m+ą), 
Dw E ]R(m+ą) x (m+r), Du E ]R(m+ą) x (m+ą) oraz I-mn E ]R(m+n) x (n+m) . Na 

tej podstawie wyprowadzamy zależności: AH = A - BuaD-;;,1c, BH = 
Baw - BuaD-;;_ 1 Dw, CH = D:a1C oraz DH = D-;;_ 1 Dw. Funkcje Pw(() oraz 
Fdc(Pw(()) nie zależą od parametrów Bu' oraz Dzu' rozszerzenia modelu P. 
Odpowiednie schematy układów zamkniętych pokazano na rys. 5.3 (por. rys. 
5.2) . O 

Uwaga 5.7 (Suchomski). Macierz Dyw E llłą x n jest macierzą o pełnym 

wierszowym rzędzie, zatem ma reprezentację Dyw = Uyw~yw V~w, w której 
Uyw E llłą x ą jest ortonormalnym czynnikiem, Eyw E llłąxą jest niesobliwą 
macierzą diagonalną, zaś Vyw E llłr x ą. Na tej podstawie otrzymujemy przy
kładową macierz Dy'w = Vfw , przy czym V yw E llłr x (r-ą) jest ortonormal
nym kolumnowym dopełnieniem w macierzy [ Vyw Vyw ] E llłr x r. Stąd 
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,---------------, 
I .------.Go( S) : 

z I u 
w 1 ~(P2 ((,)) ~(Py(<'.;;)) I y K((,) 

I ,...._ __ _. ._ __ __, y' I 
L _______________ . 

a) 

,---------------, 
I u' Hi((,) I 

u ..!:'...I.,----, ..-------. I z 

K((,) Y I ~c(Pn((,)) 

I I L ___________ ____ _ 

b) 

Rys. 5.3. Schemat układu z uogólnionym obiektem opisanym: a) rozszerzoną 
łańcuchową macierzą rozproszenia, b) rozszerzoną dualną łańcuchową macierzą 

rozproszenia. 

D:g~ = [ Vyw~y~UJ'w Vyw ]. Podobnie postępujemy w przypadku ma
cierzy D zu E !Rmxp o pełnym kolumnowym rzędzie, której przyporząd
kowujemy dogodną reprezentację D zu = U zu~zu Vz;,, gdzie U zu E !Rmxp, 
~zu E w x p jest niesobliwą macierzą diagonalną , zaś Vzu E wxp jest ortonor
malnym czynnikiem. Mamy zatem Dzu' = U zu E !Rmx(m-p) , przy czym 
[ U zu U zu ] E !Rm x m jest ortonormalną macierzą . W efekcie uzyskujemy 

Jak nietrudno zauważyć, obowiązują następujące równości: 



Zakończenie 

Praca dotyczyła problemów syntezy algorytmów odpornego sterowania w 
czasie dyskretnym. Próbując wskazać najważniejsze przyczynki, które zda
niem autora wnosi niniejsza praca, należałoby - konsekwentnie wiążąc poniż
sze sformułowania z przyjętym sposobem modelowania sterowanych obiektów 
opartym na operatorze ó - wymienić co następuje. 

(1) Opracowano analityczne formuły nastawiania korektorów Youli-Kućery 
o niskim rzędzie, służące zapewnieniu odpornej stabilności oraz odpor
nego zachowania się nominalnie stabilnych układów sterowania wy
znaczonych zgodnie z metodą rozmieszczania biegunów oraz układów 
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych 
równań niezbędnych przy rozwiązywaniu zadań syntezy algorytmów 
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunów. 

(2) Podano oszacowanie wstecznego oraz względnego błędu rozwiązania 
problemu rozmieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych za
burzeń liniowego zadania wynikającego z odpowiednich równań diofan
tycznych. 

( 3) Przedstawiono numerycznie stabilną metodę oceny stopnia najwięk
szego wspólnego dzielnika wielomianów dyskretnego modelu sterowa
nego obiektu. 

(4) Opracowano metodę strojenia algorytmów predykcyjnego sterowania, 
mającą postać analitycznych formuł wywiedzionych z właściwości od
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianów . 

( 5) Badając wrażliwość rozwiązań dyskretnych równań Riccatiego oraz dys
kretnych równań Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych 
pęków, wykazano, że w przypadku nieosobliwych zadań przy dostatecz
nie małej wartości okresu próbkowania równania przyporządkowane 
standardowemu operatorowi przesunięcia q charakteryzują się istotnie 

245 
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do równań wynikających z za
stosowania operatora 8. Ujawniono także istnienie klasy osobliwych 
zadań, dla których taka przewaga modeli związanych z operatorem 8 
nie występuje. 

( 6) Dla typowych struktur algorytmów optymalnego sterowania pokazano 
w jaki sposób, wykorzystując odpowiednio zdefiniowane równania La
punowa, wyznaczyć zakres niestrukturalizowalnych zaburzeń nominal
nego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze względu na sta
bilność układu zamkniętego . 

( 7) Zbadano właściwości ]-bezstratnych stabilizujących koniugatorów. 

( 8) Sformułowano konieczne i wystarczające warunki istnienia różnych ]
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym także 
uogólnionych ]-bezstratnych faktoryzacji macierzy, które mają zera 
należące do 8'Dt:,.. Szczegółowo przeanalizowano właściwości czynników 
takich faktoryzacji. 

( 9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych 
algorytmów sterowania, które uzyskuje się, biorąc pod uwagę zalecenia 
wynikające z teorii przestrzeni 1{00 . Podano wystarczające warunki 
istnienia wymiernych rozwiązań o ściśle właściwej postaci, a także 

zwrócono uwagę na ograniczony zakres ich stosowalności. 

(1 O) Omówiono szereg algorytmów odpornego sterowania oraz estymacji 
stanu, w tym ogólną postać algorytmu wyprowadzonego z metody roz
mieszczania biegunów. 

Rozdział 6., poświęcony problemom syntezy liniowych układów optymal
nych ze względu na normę 1{00 , stanowi merytorycznie najistotniejszą część 
pracy. Łatwo wszakże zauważyć, że motyw kształtowania charakterystyk 
układów dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania 
formułowane z wykorzystaniem normy 1{00 wielokrotnie pojawiał się także 
w innych miejscach tej pracy. 

Problemy oraz zadania tu podjęte nie wypełniają całości obszaru zasługu
jącego na penetrację. Jeden z rozpoczętych i interesujących wątków wiąże 
się z pytaniem o możliwość zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu 
syntezy regulatora według normy 1{00 na podstawie rozszerzonego modelu 
daneg~ obiektu. Okazuje się, że w przypadku takich modeli, badając ko
nieczne i wystarczające warunki istnienia odpowiednich ]-bezstratnych fak
toryzacji, a także definiując dodatkowe strukturalne wymagania nakładane 
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji , po raz kolejny przekonujemy 
się o korzyściach, jakie daje reprezentacja rozważanych równań Riccatiego 
w postaci stosownych macierzowych pęków (Suchomski [412]) . Inny prob
lem, o którym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozważań, doty
czy algorytmów syntezy odpornych adaptacyjnych układów sterowania z 
Q-parametrami zmieniającymi się w czasie (Suchomski [411]). 

Na zakończenie warto jeszcze wymienić dwa tematy, które będąc rozwinię
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowią o aktualnych fas
cynacjach jej autora. Są to problemy syntezy numerycznie odpornych al
gorytmów sterowania nieliniowymi obiektami o nieskończeniewymiarowych 
modelach oraz zagadnienia związane z adekwatnym modelowaniem w czasie 
dyskretnym niepewności charakterystyk obiektów opisanych różniczkowymi 
inkluzjami. 
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Sterowanie odporne polega na zapewnieniu układowi sterowania 
wymaganej stabilności oraz jakości w warunkach występowania 
niepewności w modelu sterowanego obiektu dynamicznego. Przedmiotem 
pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych algorytmów odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym obiektami czasu ciągłego. Skupiono się 
na algorytmach wynikających z metod przestrzeni H00 • Wskazano na 
znaczenie analizy uwarunkowania zadania syntezy ( optymalizacji) 
sterowania oraz na rolę oceny numerycznych błędów proponowanych 
algorytmów. Omówiono sposoby polepszania uwarunkowania poprzez 
zastosowanie modelowania opartego na operatorze delta. 

W pracy wykazano przydatność łańcuchowych macierzy 
rozproszenia modelowanego obiektu, udowodniono szereg twierdzeń 
odnoszących się do J -bezstratnych faktoryzacji takich macierzy, a także 
omówiono strukturę algorytmów sterowania optymalnych ze względu na 
normę H00 • 

Teoretyczne rozważania zilustrowano numerycznymi przykładami 
dotyczącymi zadań odpornego sterowania oraz estymacji stanu. Przykłady 
te obejmują między innymi: metodę rozmieszczania biegunów, sterowanie 
predykcyjne, a także sterowanie optymalne ze względu na kwadratowy 
wskaźnik jakości oraz ze względu na normę H00 • 
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