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Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszej pracy sg zagadnienia zwigzane z synteza liniowych
algorytméw odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zaklada sie, ze
poszukiwane rozwigzania (paranetry algorytmoéw o zalozonej strukturze,
nastawy regulatorow) uzyskuje sie, stosujac komputer w celu wykonania od-
powiednich obliczern wymaganych przez dang metode syntezy. Jakosé takich
rozwiazan zalezy od trzech podstawowych czynnikow:

(1) wlasciwosci realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu
reprezentowanych liczb),

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrazliwosci rozwiazania na zmiany
wejsciowych danyclh),

(8) wlasciwosci algorytmu uzytego do rozwigzywania postawionego zadania
(numerycznej stabilnosci metody pozyskiwania rozwiazar).

Wrymaga podkreslenia, ze w rzetelnej analizie cech danego konkretuego spo-
sobu dochodzenia do pozadanych rozwiazan, nie mozna zaniedbaé zadnego
z wyzej wymienionych aspektow. Przyktadowo, nawet numerycznie stabilna
metoda obliczeniowa implementowana w ‘silnej’ arytmetyce moze, w przy-
padku zle uwarunkowanego zadania, prowadzi¢ do wynikéw nieakceptowal-
nych ze wzgledu na zakladany cel sterowania.

Wspodlczesnie obserwuje sie intensywne dazenie do zapewnienia metodom
syntezy algorytmow sterowania odpowiednio wysokie] numerycznej jakosct.
Zabieganie o wymieniony walor dostepnych narzedzi projektowania systeniow
automatycznego sterowania procesami jest gteboko uzasadnione rola odgry-
wana przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenic
jakie uzyskala omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia
sie w: (i) randze licznych publikacji poswieconych tej tematyce (Datta [78],
Higham et al. [180], Mehrmann 1 Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al.
[323], Van Dooren [447|, Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (i¢) powodzeniu
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8 WPROWADZENIE

oraz zywotnos$ci inicjatyw stuzacych promowaniu stosowncgo oprogramowa-
nia — zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et
al. [448], http://www.win.tue.nl/ niconet/niconet.html; por. takze bibliotcka
NETLIB, http://www.netlib.org/ master counts2.html, Ehuroth et al. [103]).

W niniejszej pracy skupiono sie na wybranych algorytmach odpornego
sterowania w czasic dyskretnym, wywiedzionych gltéwnic z metod przestrzeni
Hoo- Akcentujac potrzebe 1 znaczenie analizy bledéw oraz uwarunkowa-
nia proponowanych metod syntezy algorytmow sterowania, wskazuje sie na
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczegoélnodei, dowodzi sie,
ze cel ten w wielu praypadkach mozna osiggnac¢ przez zastosowanie modelo-
wania sterowanych obiektéw opartego na operatorze delta (4).

Merytoryczna tre$é¢ pracy ujeto w szesciu rozdziatach oraz dodatku.

Wstepny rozdziaf 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym — w tym
glownie modeli zwigzanych z operatorem é. Podano tu podstawowe definicje
oraz pojecia wykorzystywane w dalszych rozdziatach.

Rozdziat 2. poswiecono problemom syntezy dyskretnych algorytmoéw ste-
rowania, w ktorych stosuje sie metode rozmieszczania (pozycjonowania) bie-
gunéw odpowiedniej funkeji przenoszenia uktadu zamknietego. To klasyczne
zadanie rozwigzuje sie, rozwazajac niezbedne réownania diofantyczne zdefi-
niowanc dla operatora . Zbadano wilasciwosci dwédch rodzin par takich
rownan, przyporzadkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz
minimalnofazowym i nieminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa-
nych obiektéw. Pokazano w jaki sposéb, modyfikujaec znang metode Youli-
Kucery, zapewni¢ danemu ukladowi odporna stabilnosé oraz odporng jakosé
przy zalozeniu typowych charakterystyk niepewnosci nominalnego modelu
obiektu. Podano oszacowanic wzglednego btedu rozwigzania zadania roz-
mieszczania biegunéw dla scisle strukturalizowalnych zaburzen danych tego
zadania. Rozwazono trudnosci, ktére pojawiajq sie przy rozwigzywaniu row-
nan diofantycznych sformutowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli
sterowanych obiektow. Przedstawiono takze stosowne numerycznie stabilne
algorytmy upraszczania takich modeli.

Rozdzial 3. podwiecono algorytmom sterowania predykeyjnego w oparciu
0 prognoze sterowanego procesu uzyskiwana na podstawie odpowiedniego
modelu tego procesu. Podano analityczne formutly opisujace rodziny cha-
rakterystycznych wielomianéw tak uksztaltowanych optymalnych uktadow
zamkni¢tych. Omowiono metody parametryzacji takich prototypowych wie-
lomianéw przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorow predykeyj-
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nych. Parametryzacja, o ktorej mowa, stuzy dazeniu do zapewnienia projek-
towanvm ukladom sterowania zalozonych cech — a wiec wymaganego zapasu
stabilnosci oraz pozadanego charakteru proceséw przejsciowych. Rozwazania
tego rozdziatu, dotyczac przede wszystkim regul sterowania w czasie dyskret-
nym, obejmujg takze analize asymptotycznych cech ukladéw zamknietych
odpowiadajacych predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie
ciaglym.

Tematem rozdziatu 4. sa wlasciwosci rownan Riccatiego oraz Lapunowa
zdefiniowanych dla modeli zwigzanych 2 operatorem ¢§. Sformulowano tu
lematy dotyczace stabilizujacych rozwiazan réwnan Riccatiego, a takze omo-
wiono cechy uogélnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi row-
naniami. Rozwazajac wrazliwo$¢ dyskretnych réwnan Riccatiego oraz La-
punowa na zaburzenia elementéw macierzowych pekoéw definiujacych takie
rownania, pokazano, ze przy dostatecznie malym okresie prébkowania roz-
wigzania réwnan przyporzadkowanych standardowemu operatorowi przesu-
niecia charakteryzuja sie znacznie gorszym uwarunkowaniem, a wiec 1 mniej-
szg odpornoscig na wplyw zaburzen, w zestawieniu z odpowiednimi réwna-
niami wywiedzionymi dla operatora §. Pokazano tez w jaki sposéb, korzys-
tajac z rozwigzan pewnych pomocniczych réwnan Lapunowa, oceni¢ zakres
niestrukturalizowalnych zaburzen nominalnego modelu sterowanego obiektu,
dopuszczalnych ze wzgledu na stabilnosé uktadu zamknietego.

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy uktadu zamknietego, w kté-
rym uogoélniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo-
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardowa
macierz rozproszenia oraz tancuchowe macierze rozproszenia. W nastepnej
kolejnosci wprowadzono ceche tak zwanej J—bezstratnosci operatora opisu-
jacego dany obiekt, co stanowi podstawe definicji stosownych J—bezstratnych
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano wtasciwosci J—bezstratnych sta-
bilizujacych koniugatoréw, a takze dokonano pewnego uogolnienia definicji
tanicuchowych macierzy rozproszenia.

Rozdziat 6., ostatni i najobszerniejszy rozdzial pracy, poswiecono proble-
mom syntezy dyskretnych uktadéw sterowania oraz estymacji optymalnych
ze wzgledu na norme H.,. Rozwazano standardowe zadania formulowane
dla roznych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogélnionego obiektu,
koncentrujac sie przede wszystkim na zadaniach dotyczacych taricuchowych
macierzy rozproszenia. Podstawe rozwiazania omawianych zadan stanowia
odpowiednie J—bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia
sformutowane w tym rozdziale odnoszg sie do problemu istnienia oraz witas-
ciwosci rozwigzan dwoch ’sprzezonych’ dyskretnych rownan Riccatiego po-
danych w postaci stosownej dla operatora 6. W przypadku, w ktérym model
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obiektu nie nia zer nalezacych do brzegu obszaru wyznaczonego definicja sta-
bilnosci liniowych systemow modelowanych za pomoca operatora 4. poszuki-
wane sa stabilizujace rozwiazania odpowicdnich réwnan Riccatiego. Gdy
model obiektu ma takie zera, interesuja nas takze rozwiazania niestabi-
lizujace stosownych réwnan Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano
takze analizy podstawowych strukturalnvch cech tak uzyskiwanych optvmal-
nyvch regulatordéw oraz estviuatorow. Wskazano wreszcie na pewien typ os-
obliwych probleméw, ktore — pomimo stosowania regut modelowania odwotu-
jacego sie do operatora 0 — miogq charakteryzowa¢ sie ztym numneryveznyin
uwarunkowanicm.

W dodathu A zcbrano podstawowe informacje dotyezgee uwarunkowa-
nia, oceny wzglednych bleddéw, numerycznej stabilnosct. a takze wstecznych
bledéw rozwiazanl nieosobliwvch zadan liniowych oraz nieosobliwycli linio-
wych zadai najmnicjszych kwadratow. Dodatek B zawiera spis oznaczen.

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy maja analityczue
ugruntowanie. Prezentacja materiatu zasadza sic na ukladzie twierdzen,
lematow oraz wwag, czyli podziale odwzorowujacyin merytoryczna wazkosé
odpowiednich sformutowari. Integralng czesé pracy stanowig numeryczne
przyktady, lustrujace uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszvstkie twier-
dzenia oraz lematy sa wszakze dowodzone ¢ jednakowa szezegdtowosciy. W
kazdym przypadku podano jednak zrodto danej tezy, co minozliwia Czytel-
nikowi gledzenie wktadu autora ninicjszej pracy w rozwoj referowanej tema-
tyki.

W pracy umieszczono szereg nowych 1 nigdzie nie publikowanych ele-
mentdédw. Dotyezy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal-
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnient numerycznego uwarunkowania
zadania rozmieszczania bicgunéw, wilasnodci oraz syntezy J—bezstratnych
stabilizujacych koniugatoréw oraz wiasnosci rozszerzonych modeli obiektow
opisanych ancuchowymi macierzami rozproszenia.




Rozdzial 5

Modele tancuchowe

W niniejszym rozdziale sformulowano problem syntezy ukladu zamknigtego
dla uogélnionego obiektu dynamicznego reprezentowanego w dziedzinie ope-
ratora § przez rézne odpowiednio zdefiniowane modele. W tym celu, obok
standardowego modelu — czyli macierzy rozproszenia — wprowadza sie taricu-
chowe macierze rozproszenia takich obiektéw. Nastepnie definiuje sig ceche
J—bezstratnosci operatora opisujacego dany obiekt. Na tej podstawie mozna
moéwié o J—bezstratnych oraz wogdlnionych J—bezstratnych faktoryzacjach
rozwazanych modeli w czasie dyskretnym. Analizujac wladciwosci obiektow
o J—bezstratnych modelach, wyréznia si¢ wazna klase odwracalnych opera-
toréw — tak zwanych stabilizujgcych koniugatoréw. Rozdzial ten zakoriczono
krotkim podrozdzialem, w ktérym podano pewne uogoélnienia definicji taricu-
chowych macierzy rozproszenia. Rozwazania niniejszego rozdzialu pozostaja
w $cistym zwigzku z omawianymi w nastepnym rozdziale metodami ksztalto-
wania ukladéw zamknietych ze wzgledu na kryteria wymagajace stosowania
normy Heo.-

Wezmy uogdlniony obiekt dynamiczny (generalised plant) P opisany li-
niowym, przyczynowym operatorem czasu dyskretnego

1]+ (8

gdzie wejsciowy sygnal w o wymiarze r odwzorowuje wplyw zewnetrznych za- '
klécen, wejsciowy sygnal u o wymiarze p jest sygnatem sterujacym (zmienne
aktualizujace), sygnal z o wymiarze m oznacza sterowane zmienne modelu-
jace cel sterowania (zmienne kryterialne), za§ sygnal y o wymiarze q jest
sygnalem wielkosci mierzonych (zmienne obserwowane). Operatorowi P

147
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mozna przyporzadkowaé macierz rozproszenia (scattering matriz; Kimura
[224, 225])

Pouw(C) Paul(C)

Pyw(¢)  Pyu(C)

o elementach bedacych macierzowymi wymiernymi funkcjami przenoszenia.
W przypadku, w ktérym P € Rgﬂ)x(rﬂ), mozemy moéwié¢ o odpowiednim
modelu w przestrzeni stanu. Niech zatem czwoérka macierzy (A, B, C, D) o
stosownych wymiarach (przyjmujemy A € R"*") oznacza pewna realizacje

funkcji P(¢)
A| By By
P(g):[%%]: C. 1 Dow D.u | . (5.2)
Cy Dyw Dyu

Zaltozenie 5.1. Zaklada sie, ze P jest obiektem standardowyrﬁ (stan-
dard plant; Stoorvogel [385], Zhou et al. [487]) spelniajacym nastepujace
warunki:

P(¢) =

(a1’) para (A, B,) jest stabilizowalna,
(a1”) para (A, Cy) jest wykrywalna,
(a2’) D,, ma petny kolumnowy rzad (D, D,, > 0, m > p),

(a2”) Dy, ma pelny wierszowy rzad (Dyw DY, > 0, r > q),
A(w) B

(a®’) rank[ c.. Do

]=n+p,Vw20,

Aw) By
Cy Dyu

(a83”) rank [ } =n+gq, Yw > 0, gdzie z‘_l(u)) —A_ eng_llm

(a4) Dyu=04xp- U

Uwaga 5.1. Zalozenia al musimy zaakceptowac jako konieczne dla za-
pewnienia istnienia stabilizujacego regulatora. Naruszenie zalozen a2 pro-
wadzi do osobliwych rozwiazan — mowa tu, przykladowo, o nierealizowal-
nym lub numerycznie nadmiernie wrazliwym sterowaniu. Przypadki takich
niestandardowych (nieregularnych) obiektow rozwazymy w podrozdziale 6.5.
7 kolei, zalozenia a3 wiaza sie z postulatem istnienia rozwigzan odpowied-
nich dyskretnych réwnan Riccatiego. Zadania syntezy optymalnych ukladéw
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zamknietych z obiektami o niestandardowych modelach, dla ktérych zaloze-
nia te sa naruszone, stanowia przedmiot podrozdziatu 6.3 oraz 6.4. Wresz-
cie, zadajac aby obowigzywalo zalozenie a4, zapewniamy uproszczenie odpo-
wiednich algorytméw optymalnego sterowania. Zadanie to to nie ma jednak
charakteru krytycznego: regulator odpowiadajacy przypadkowi Dy, # O¢xp
latwo jest uzyskaé¢ w oparciu o proste przeksztalcenie ’Zrédlowego’ algorytmu
wyznaczonego dla Dy, = Ogxp. U

Sterowanie obiektem P odbywa si¢ w ukladzie zamknietym za pomocs
regulatora K : Y — U (rys. 5.1). Wejsciowo-wyjsciowe cechy tego uktadu
modelujemy funkcja LF(P,K) : W — Z, gdzie LF(P,K) € REP*" o
postaci

LF(P,K) = P,y + Py K(I; — Py K) Py

jest odpowiednim operatorem liniowej frakcyjnej (utamkowej) transformacyi
(linear fractional transformation, LFT; por. Kimura [224, 225], Zhou et al.
[487]).

A

Rys. 5.1. Uklad zamkniety z uogblnionym obiektem P oraz regulatorem K.

Standardowy problem syntezy regulatora K (sub)optymalnego ze wzgledu
na norme Moo, sformutowany dla macierzy rozproszenia uogélnionego obiektu
P, polega na znalezieniu takiego liniowego i przyczynowego operatora K €
’R,’;;(q, ktoéry prowadzi do dobrze okreslonego i wewnetrznie stabilnego uktadu
zamknietego oraz gwarantuje temu ukladowi spelnienie nieréwnosciowego
warunku ||LF (P, K)|leo < 7, gdzie 'mala’ rzeczywista liczba v > 0 jest para-
metrem projektu (por. Doyle et al. [96], Dullerud i Paganini [100], Feintuch
[110], Francis [116], Green i Limebeer [153], Kimura [221, 225], Skogestad i
Postlethwaite [363], Zhou et al. [487]).

5.1 Larnicuchowe macierze rozproszenia

W tym podrozdziale przedstawiono podstawowe algebraiczne wlasciwosci
taficuchowych modeli czasu dyskretnego sformutowanych w dziedzinie opera-
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tora §. Wiekszosci zdan wypowiedzianych nizej moznaby nadaé¢ forme pros-
tych lematéw, odwolujac sie w tym celu do analogicznych wynikéw odnosza-
cych sie do modeli obiektéw dynamicznych czasu ciaglego (Kimura [221}-
[225}, Kimura i Okunishi [227]). Zrezygnowano z tego, aby niepotrzebnie nie
wydhuzaé¢ wywodu.

Wtasciwosci takiego uogélnionego obiektu P, dla ktérego ¢ = r oraz ele-
ment Py, ({) jego macierzy rozproszenia P(() jest odwracalny, mozna opisac,
rozwazajac nastepujace pary sygnaléw wejsciowych oraz wyjsciowych

o v]- 1w

LY
[ GulO) GalO)
GO =] Guu(®) Gw”.f,(o}

jest taricuchowq macierzq rozproszenia (chain-scattering matriz) tego obiektu.
Zachodzi przy tym

gdzie

[ Py — PP Py PoywPrt
G =F.(P — 2 z_w yw * yu zw_ w ]
c( ) | ”'walpyu waf

r -1

— qu Pzw ] l: Ip Opxr ]
L Orxp Ir Pyu wa
- -1

_ I’ITL Pzw qu O’rn,)(’l‘
L Orxm _wa _Pyu Ir .

Dla stabilnego uogélnionego obiektu P € ’R'H(o? Fr)x(rp) plerwsza z powyz-
szych faktoryzacji jest prawostronna wzglednie pierwszg faktoryzacja ancu-
chowej macierzy rozproszenia G € ’Rgnw)x(p +T), za$ druga jest lewostronna
wzglednie pierwsza faktoryzacja tej macierzy (por. rozdziat 1.). Gdy Py_w1 €
Rp", wtedy laricuchowy model G istnieje, a ponadto G € Rgn+r)x(p+r) oraz

A—ByDjiCy | By—Bu,DyDyy  Bu,Dl

G()= | C: = DawDyyCy | Doy — DDy Dy DDy | - (5.3)
—Dg,Cy ~Dyy Dy Dy,

Na tej podstawie wnioskujemy, ze dla modelu P € Rgn+r)x(r+p )

odwrotnosgé
P, istnieje oraz Py, € RP" wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Dy, jest
macierza, nieosobliwg. Ponadto, gdy (5.2) jest realizacja minimalna, wtedy

realizacja dana wzorem (5.3) jest takze minimalna.
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Rozwazmy przypadek, w ktérym G jest taricuchows macierza rozprosze-
nia pewnego obiektu P; co oznacza, ze G = F,(P). Model takiego obiektu
otrzymuje sie w nastepujacy sposob

[ -1 _ -1
P = FC(G)_l — Gzcg_ley qu _gfi/g:}yqu :l
wy wy u
r -1
— qu Gzy ] [ qu Gwy jl (54)
L Orxp Ir Ip Opxr
— [ Im _Gzy }_1 [ Omxr qu :|
L Orxm Gwy I’r _qu ‘

Wymaga podkreslenia, ze element G, lancuchowej macierzy rozproszenia
G jest zawsze odwracalny. Odwzorowanie F.(P) mozna opisa¢ w kategoriach
odpowiednich wzglednie pierwszych faktoryzacji. Niech zatem bedzie dana
pewna prawostronna wzglednie pierwsza faktoryzacja modelu P

-1
P:[Nu N12][M11 M12]

5.5
Na1 No My Moy (5:5)

przy czym wymiary czynnikéw tej faktoryzacji wynosza odpowiednio: (m +
r) X (r + p) oraz (r + p). Na tej podstawie stwierdzamy, ze

-1
| Nui Npp Ms1 Moy
Fe(P) = [ M1 M } [ Na;  Noa '

Danej lewostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji modelu P, w ktérej wy-
stepuja czynniki o odpowiednich wymiarach (m + r) oraz (m +1r) x (r + p)

o - -1 . -
My, M, ] [ N1 Npg ]
P = - - . N 5.6
[ M1 M, Nz1 Noap (5.6)

przyporzadkowaé¢ mozna tancuchowa macierz rozproszenia
~ N -1 ~ N
Fu(P) = [ My —Ny ] [ Ny =My, } _
My —Noy Nap —Mz

Dla takiego uogdélnionego obiektu P, ze p = m oraz element P,,(() jego
macierzy rozproszenia P(({) jest odwracalny, mozna podaé opis oparty na
nastepujacych parach sygnaléw wejSciowych oraz wyjsciowych

N EARat
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gdzie
| Huz(€) Huw(C)
H(O‘[Hyz(c) Hyw(o}

jest dualng taricuchowg macierzq rozproszenia (dual chain-scattering matriz)
tego obiektu. W rozwazanym przypadku mamy

P! — P! Po
H= ch(P) - |: PyuPz_ul wa - PyuPz_ulPZ'w ]
-1
~ [ I, omer Pry Pzw]
Pyu wa OTXm IT

— l: qu Oqu ]—1 |: Im _Pzw jl
_Pyu Iq qum Py‘w '

Dla P € RH&?H)X(Hm) plerwsza z powyzszych faktoryzacji jest prawo-
stronng wzglednie pierwsza faktoryzacjg dualnej taricuchowej macierzy roz-
proszenia H € Rggm+4)x(m+r), za$§ druga z podanych faktoryzacji jest le-
wostronng wzglednie pierwsza faktoryzacja tej macierzy (por. rozdziat 1.).
Gdy P! € RP*™, wtedy dualny model tacuchowy H istnieje, a ponadto
He Rgnﬂ)x(mH) oraz
A-B,DjC, | B,D;! By,-B,D;!D,,
H(¢) = -D;,C, Dy, —D;/ Dy . (5.7)
Cy — Dy D1 C, Dy, D7} Dyy — Dy, D! D,

Poczynione ustalenia stanowia podstawe wniosku, ze dla P € Rgn+4)x(r+m)

odwrotnosé P! istnieje oraz P,;! € RE*™ wtedy i tylko wtedy, gdy D, jest
macierza nieosobliwg. Minimalnej realizacji (5.2) odpowiada minimalna re-
alizacja (5.7). Jezeli Py, oraz P,, s3 odwracalne, wtedy istnieja lancuchowe
modele F.(P) oraz Fy.(P), a ponadto F.(P) - F4.(P) = Iy

Niech H bedzie dualng larficuchows macierza rozproszenia pewnego uo-
golnionego obiektu P; a zatem H = Fy.(P). Model takiego obiektu wyznacza
sie ze wzoru

-1 -1
P=Fu(H)™" = Hyz Huw B ]

| Hyw — Hy H ' Hy HyzHJZ1

_ [ In omxr][orm I, ]‘1
_Hyz Hyw Huz Huw

[ Huz Oqu ]_1 [ _H‘uw Im :|
L _Hyz Iq Hyw qum '
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Element H,, dualnej laficuchowej macierzy rozproszenia H jest zawsze od-
wracalny. Odwzorowanie Fjy.(P) mozna opisa¢ w kategoriach odpowied-
nich wzglednie pierwszych faktoryzacji. W tym celu rozwaza sie prawo-
stronng wzglednie pierwszg faktoryzacje modelu P dang wzorem (5.5), przy
czym zalozone wymiary czynnikoéw tej faktoryzacji wynosza odpowiednio:
(m+ q) x (r +m) oraz (r + m). W ten sposéb uzyskujmy reprezentacje
dualnej macierzy rozproszenia

My Moo ] [ Ni1 Nig ]_1

Fae(P) = [ No1 Nap My Mo

Danej lewostronnej wzglednie pierwszej faktoryzacji (5.6), w ktorej wyste-
puja czynniki o wymiarach (m + q) oraz (m+ q) x (r +m), przyporzadkowac
mozna dualng laiicuchowa macierz rozproszenia o postaci

. . _1 " .
Nig —Mj, ] [ My —Nyp ]
F; (P) = - ~ N N .
ao(P) [Nn —Mao My —Ny;

Rys. 5.2 ilustruje przyjeta konwencje przedstawiania zamknietych uktadéow
sterowania danym obiektem P opisanym laricuchowymi modelami G oraz

H, przy czym dzialanie regulatora K : Y — U modelowane jest funk-

. . . . . % e, .
cjami przenoszenia odpowiednio: K € RE" oraz K € Rp™?. Wejsciowo-

wyjSciowe cechy takich ukladéw sa wyznaczone przez stosowne funkcje prze-
noszenia: HM(G, K) € Rp*" oraz DHM(H, K) € R}*", gdzie

HM(G,K) = (GuK + Guy) (Guu K + Gyy) ™
to operator homograficznej transformacji (homographic transformation), za$
DHM(H,K) = —(Hy, — KHy,) " (Hyy — K Hyy)

oznacza operator dualnej homograficznej transformacyi (dual homographic
transformation).

Uwaga 5.2. Homograficzne transformacje charakteryzuja sie nastepu-
jacymi wtagciwosciami:

(a) HM(F,(P),K) = LF(P,K),
(b) HM(Ipsr, K) = K,

(c) HM(G1, HM (G2, K)) = HM(G\Ga, K), gdzie Gy € R gray
(m+r)x(p+r)
G2 E RP ,
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= < 4 ——
w |GE) | vy | KE) K(C) < H(C) W
a) | b)

Rys. 5.2. Schemat ukladu z uogélnionym obiektem opisanym: a) laficuchowa,
macierzg rozproszenia, b) dualng tancuchows macierzg rozproszenia.

(d) jezeli funkcja G € Rg”LT)x(p’Lr) jest odwracalna, to HM(G~!, HM(G,
K)) = K.

Analogiczne wlasciwosci przystuguja dualnym homograficznym transformac-
jom:

(a) DHM(ch(P)aK) = LF(P,K),
(6) DHM (Insq,K) = K,

(c) DHM(H,,DHM(H,,K)) = DHM(H3H,,K), przy czym zachodzi
H, € Rgn+r)><(m+k) oraz Hy € .Rg;n—H])x(m—H)7

(d) jezeli funkcja H € jomﬂ)x(mﬂ) jest odwracalna, to DHM(H-', DHM
(H,K)) =K. '

Podstawowe znaczenie maja wlasciwoéci a oraz c¢. Pierwsza z nich dotyczy
mozliwosci wykorzystania lanicuchowych modeli do rozwigzywania standar-
dowego problemu syntezy optymalnego sterowania. Problem syntezy regula-
tora K optymalnego ze wzgledu na norme Ho, mozna bowiem sformulowaé w
postaci zadania, aby ||HM (G, K)||« < < lub odpowiednio | DHM (H, K)||
< 7, gdzie v > 0. Wyrdzniajac druga wlasciwosé, wskazujemy na znang do-
godno§¢ stosowania lancuchowych modeli do opisu ukladéw o kaskadowo
sprzezonych elementach — takiemu polaczeniu odpowiada bowiem mnozenie
stosownych tancuchowych modeli (por. Kimura [224, 225], Kimura i Okun-
ishi [227]). O

Na zakoriczenie tego podrozdzialu podamy modele ukladéw zamknietych
(rys. 5.2) z blokiem K (regulatorem) o realizacji (A, Bg, Ck, D). Niech

A| B, B,
G(C) = Cz Dzu Dzy
Cw Dy Dwy
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za$ (A, Be, Cc, D¢) oznacza pewng realizacje funkeji przenoszenia HM (G,
K) ukladu zamknietego. Stosujac standardowe reguly algebry modeli lan-
cuchowych, otrzymujemy:

A, = [A B“Ck]—[B]c;l[cw DyuCy |

0 Ay By
B -
C. = [C.—D.Cy (Dzy—DcDyu)Cx |, D.=C1Cy?
gdzie
B B, B,
Ci | =| Dw Dy [l;’“]
C2 Dwu D'wy ’

przy zalozeniu, ze spelniony jest konieczny i wystarczajacy warunek dobrej
okreslonodci tego uktadu, przyjmujacy postaé¢ zadania odwracalnosci macie-
rzy Cp = DyyDi — Dyy. W przypadku statycznego sprzezenia zwrotnego
u = Dy (istotnego przy syntezie tak zwanych centralnych algorytmoéw ste-
rowania optymalnego ze wzgledu na norme Ho,) mamy

A-Bcyte, | BCy!
C.—CiCy'Cy | 1G5 |

HM(G,K) = [

Dla dualnego modelu taficuchowego

A| B, By
H(C) = Cu | Duz Dyyw
Cy | Dyz Dyy

postepujac w podobny sposob, wyznaczamy realizacje (A, Be, Ce¢, D.) funk-
cji przenoszenia DHM (H, K) ukladu zamknietego:

_ A 0 BZ —1 ~
e = [Bkcy Ak]+[BkDyz]D1 [-¢ 6]
[ By — B.DT'D, ]
BC = 1
Bk(Dyw - DyzD1 D2)

C. = Di'{-C Ciy], Dc=-Di'D,
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Zaktada si¢ przy tym, ze macierz D1 = D,; — D¢ D, jest odwracalna, co jest
koniecznym i wystarczajacym warunkiem dobrej okreslonosci tego ukladu.
Stosujac statyczne sprzezenie u = Dyy, uzyskujemy model

A-B,D'C| B, - B,D{'D,
-pr'Cc | -Dr'D,

DHM(H,K) =

5.2 J—bezstratne systemy

Zasadnicze znaczenie dla przedstawionej w rozdziale 6. metody syntezy ste-
rowania optymalnego ze wzgledu na norme H, maja pojecia tak zwanych
J—bezstratnych (J—lossless) systemoéw dynamicznych oraz J—bezstratnych
faktoryzacji modeli systemoéw (obiektéw) opisanych w dziedzinie operatora
d. Odpowiednie definicje sformulowano, stosujac analogie do znanych de-
finicji odnoszacych sie do modeli czasu ciaglego oraz dyskretnego (q) (por.
Devilde i Dym [87], Genin et al. [130], Green [151], Green et al. [152], Hung
i Chu [187], Kimura [221], [223]-[225], Kimura i Okunishi [227], Suchom-
ski [389]-[391], Tsai i Postlethwaite [432], Tsai i Tsai [433]-[435], Tsai et al.
[436]). ~

Definicja 5.1 (bezstratnej funkcji; Suchomski). Funkcja G(¢) € RHHT)
*(PH7) jest bezstratng funkeja, gdy G~ (¢) - G(¢) = Ipyr, ¥¢. O

Definicja 5.2 (dualnej bezstratnej funkcji; Suchomski). Funkcja H(() €

RHSJSH)X(mH) jest dualng bezstratng funkcja, gdy H(() - H™ () = Im+q,
v¢e. O

Gdy od funkcji G(¢) spelniajacej warunek G~(¢) - G({) = Iptr, V¢, nie
wymaga sie stabilnosci, funkcje te¢ nazywamy wunitarng. Funkcja H(({) jest
dualng unitarng funkcja, gdy H(() - H~(¢) = Im+q, V(. Przyjmijmy, ze
(A, B, C, D), gdzie A € R*™" jest regularng macierza, oznacza pewna re-
alizacje funkcji G(¢) € RHLT ) Niech X = XT € R**" (gramian
obserwowalnoéci) bedzie rozwiazaniem réwnania Lapunowa ATX + XA +
AATX A + CTC = Opyn. Jak latwo pokaza¢, G~(¢) - G(¢) = G_(¢) +
G4+(¢) + (DT — ABTI4CT)D, przy czym &cisle whasciwy sktadnik G_(¢) =
(BTI4X + (DT — ABTIL,CT)C)(¢I, — A)"'B jest funkcja stabilng, za$
sktadnik G, (¢) = —=BTI4(¢I, + T4AT)"Y(XB + I4CT D) jest scisle whas-
ciwa funkcja antystabilng. Zadajac, aby XB + I,CTD = Onx (p4r), mamy
BTI4X + (DT — ABTI4CT)C = 0(p4ryxn- Co oznacza, e G~(¢) - G(¢) =
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DTD + ABTXB. Konieczny i wystarczajacy warunek bezstratnosci mozna
zatem sformulowaé w postaci nastepujacego lematu.

Lemat 5.1 (o koniecznym i wystarczajacym warunku bezstratnoéci; Su-
chomski). Funkcja G(¢) € RHTHEIEIT) ) realizacyi (A, B, C, D) z re-
gularng macierzqg A € R**" jest funkcjg bezstratng wtedy i tylko witedy, gdy
istnieje macierz X = XT € R**" X > 0, spetniajgca réwnania:

ATX + XA+ AATXA+CTC = Opxn
XB+ AATXB+CTD = Opy(pin)
DD+ ABTXB Iy, . O

Analogiczny lemat dotyczy dualnej bezstratnoéci.

Lemat 5.2 (o koniecznym i wystarczajacym warunku dualnej bezstrat-
nosci; Suchomski). Funkcja H(C) € RUprOximin realizacyi (A, B, C,
D) z regularng macierzg A € R"™™ jest dualng bezstratng funkcjg witedy 1
tylko wtedy, gdy istnieje macierz Y = YT € R*™™ Y > 0, spetniajgca réw-
nania:

AY + YAT + AAYAT + BBT = 0,xn
YCT + AAYCT + BDT = Opxpmniq)
DDT + ACYCT = I,4,.0

Definicja 5.3 (J—unitarnej oraz J—bezstratnej funkcji; Suchomski [400,
406]). Niech G(¢) € RLIH*PH7),

(1) G(C) jest (era Jpr)_unitarnq funkcja, gdy GN(C) e G(C) = Jpr:
v¢.

(2) (Jmr, Jpr)—unitarna funkcja G(C) jest (Jmr, Jpr)—bezstratng funkcja,
gdy G*(¢) - Jmr - G({) < Jpr, V(€ =Da. O

Definicja 5.4 (dualnej J—unitarnej oraz J—bezstratnej funkeji; Suchom-
ski [400, 406]). Niech H(() € RLTOX (M)

(1) H(Q) jest dualng (Jmgq, Jmr)—unitarng funkcja, gdy H(() - Jmr-H™(C) =
JImg, VC.
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(2) Dualna (Jpg, Jmr)—unitarna funkcja H(() jest dualng (Jmgq, Jmr)— bez-
stratng funkceja, gdy H(C) - Jmr - H*(C) > Jmq, V¢ € —=Da. O

Podkreslmy, ze (dualne) J—unitarne oraz J —bezstratne funkcje nie moga,
mie¢ biegunéw nalezacych do 0Da, moga jednak byé¢ funkcjami niestabil-
nymi. Macierz ’D’ J—unitarnej (bezstratnej) funkcji G(¢) € RLEHIXPEr)
musi mie¢ pelny kolumnowy rzad, zas macierz ’D’ dualnej J—unitarnej (bez-
stratnej) funkcji H(¢) € RLTHOXHT) s by¢ macierzg o pelnym wier-
szowym rzedzie.

Koniecznym warunkiem bezstratnosci danego operatora P jest jego iniek-
tywnoé¢, ponadto taki operator jest izometriag w odpowiednich wektorowych
przestrzeniach. Niech macierz rozproszenia P(() systemu (5.1) bedzie ma-
cierza bezstratng, P~(() - P({) = Ir4p, V(. Zalézmy, ze istnieje macierz
rozproszenia G(¢) = F¢(P(¢)). Warunek izometrii przyjmuje w tym przy-
padku posta¢ réwnosci G~ () - Iy - G(C) = Jpr, V(. Zgodnie z zasada maksi-
mum modutu (Conway [70], Dullerud i Paganini [100], Feintuch [110], Green
i Limebeer [153]) dla bezstratnych funkcji zachodzi P*({) - P(¢) < Ir4p,
V¢ € —Da, co w odniesieniu do G(¢) = F.(P({)) oznacza wymaganie
G*(C) “Imr - G(C) < Jpr; V¢ € =Da.

Uwaga 5.3 (Suchomski). Macierz G(() jest (Jmyr, Jpr)—unitarng (bez-
stratng) funkcja wtedy i tylko wtedy, gdy G(¢) = F.(P((¢)), gdzie P(() jest
pewnq unitarng (bezstratng) funkcja (por. dowo6d dla p = m; Genin et

[130]). Dla (Jimr, Jpr)—unitarnej funkcji G(¢) mamy bowiem G7;(¢) -
Gzy(C) Goy(€) - Guy(C) = =I, V(. Na tej podstawie wnioskujemy, ze
istnieje Gy (() ™", a zatem, zgodnie ze wzorem (5.4) mozna zdefiniowa¢ funk-

cje P(¢) = Fe(G C))_1=N(C)-D(C) !, gdzie

— H\/

OpXT

Zachodzi przeto Jpr — G~ (() - Jmr - G(¢) = D~ () - D(¢) = N~(¢)- N(¢). Na
tej podstawie tatwo uzasadnié podang réwnowaznosé: P(() jest funkcja uni-
tarng wtedy i tylko wtedy, gdy D~(¢)-D(¢) = N~ ({)-N(¢), zas$ jest funkcjg
bezstratna wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcja unitarng oraz D*(¢)-D({) —
N*(¢)- N({) > 0, V¢ € ~Da. Podobnie rozumujac, stwierdzamy, ze H(¢)
jest dualna (Jmg, Jmr)—unitarng (bezstratng) funkcja wtedy i tylko wtedy,
gdy H({) = Fg.(P(C)), gdzie P(¢) jest pewna dualng unitarng (bezstratng)
funkcja. J—bezstratno$¢ danego operatora jest zatem pewnym uogoélnie-
niem cechy bezstratno$ci w przypadku, w ktérym mamy do czynienia z
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przestrzenia o algebraicznie nieokreslonej (indefinite) metryce (przestrzenia
Kreina; Bognar [36], Hassibi et al. [169], Kailath et ol [207]). O

Opierajac sie na powyzszych ustaleniach, mozna sformutowaé konieczne
i wystarczajace warunki J—unitarnosci oraz J—bezstratnosci funkcji zdefi-
niowanych dla operatora é i reprezentowanych przez modele (realizacje) w
przestrzeni stanu. Szczegdlowych wyprowadzen nie podaje sie¢ — w tym przy-
padku majg one elementarny charakter (podobny do stosownych dowodéw
dotyczgcych funkeji unitarnych oraz bezstratnych), chociaz sg trudniejsze niz
ich odpowiedniki dla modeli czasu ciagtego (por. Kimura [225]; zob. takze
Kongprawechnon i Kimura [229, 230], Tsai i Tsai [434]).

Lemat 5.3 (o koniecznym i wystarczajacym warunku J—unitarnosci oraz
J—bezstratnosci; Suchomski [400, 406]). Funkcja G(¢) € RLIADIXP)
realizacsi (A, B, C, D), gdzie A € R**", jest (Jmr, Jpr)—unitarng funkcjq
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje macierz X = XT € R, spetniajgca
rownania:

ATX + XA+ AATXA+CYJprC = Opxn
XB+AATXB+CTJmD = Opxipin)
DTJ..D+ABTXB = J,.

X > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy G(C) jest funkcjg (Jmr, Jpr)—bezstratng.
Ponadto, X > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy G(C) jest (Jmr, Jpr)—bezstratng
funkcjg oraz (A, C) jest parg obserwowalng. 0O

Lemat 5.4 (o koniecznym i wystarczajacym warunku dualnej J— unitar-
nosci oraz dualnej J—bezstratnosci; Suchomski [400, 406]). Funkcja H(C) €
RE&’.I‘*")X(’"”) o realizacji (A, B, C, D), gdzie A € R**", jest dualng (Jomyr,
Jpr)—unitarng funkcjg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz Y = YT ¢
R**™  spetniajgca réwnania:

AY + Y AT + AAY AT — BJ, BT = Opxn
YCT + AAYCT — BIme DT = Opy(miq)
" DJmeDT —ACYCT = Jp,.
Y > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy H(C) jest dualng (Jpmq, Jmr)—bezstratng

funkcjg. Ponadto, Y > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy H(C) jest dualng (Jmq,
Jmr)—bezstratng funkcjg oraz (A, B) jest parg sterowaing. O
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Jak sie dalej okaze, w powyzszych definicjach podstawowe znaczenie maja
obecne w nich réwnania Lapunowa. Istotne beda takze nastepujace wtasci-
woéci J—bezstratnych funkcji.

Lemat 5.5 (o realizacji J—bezstratnej funkcji; Suchomski [409]). (Jmr,

Jpr)—bezstratnej funkcji G(¢) € RLEV*EF) oina przyporzgdkowaé ob-
serwowalng realizacje

Al =X114CT
6(¢) = [-H=25 4

D, AeR*™™

przy czym RY™™ 3 X > 0 jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa ATX +
XA+ AATXA + CTJpyC = Opyn, zas D € RHTIXPIT) spelnia réwnanie
DT (Jmr + ACIS X YIACT)D = Jpr. Gdy m = p, macierz D € RPH)x(p+7)
jest macierzg nieosobliwg.

Dowo6d. Niech (A, B, C, D') bedzie dowolng obserwowalng realizacja,
danej funkcji G(¢), zas X > 0 oznacza macierz spelniajacg warunki lematu
5.8. Na tej podstawie otrzymujemy B = —X ~'14CT J,,, D’. Ponadto, D =
Jne D', O

Lemat 5.6 (o realizacji dualnej J—bezstratnej funkcji; Suchomski [409]).
Dualna (Jmg, Jmr)—bezstratna funkcja H(() € RLIAONMIT s stero-

walng realizacje
A | B
BTI,Y ™! | Je

H(C)=D[ ], A e R

przy czym R*™*™ 3 Y > 0 jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa AY +
Y AT+ AAY AT — BJ e BT = Opxn, 208 D € RMFTOX(MAT) opebnia réwnanie
D(Jyr—ABTIAY ' I5B)DT = J,. Gdyr = q, macierz D € RmFa)x(m+q)
jest macierzqg nieosobliwg. O

Lemat 5.7 (o zerach i biegunach J—bezstratnych funkeji; Suchomski [409]).
Jezeli (o jest niezmienniczym zerem (dualnej) J—bezstratnej funkcyi, to (5" =
—Co/(1 + Alp) jest biegunem tej funkcyi.

Dowdd. Rozwazmy (przyktadowo) dualng (Jpg, Jmr)—bezstratng funk-
cje H(C) € RLImHOX(mAT) realizacji danej w lemacie 5.6. Niech (y
bedzie zerem tej realizacji. Istnieja zatem takie wektory z # 0, € R*
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oraz v € R™19, dla ktorych: zT(A — (ol,) + vT DBTIAY ™! = 01y, oraz
zTB + vTDJpy = 01x(m+r)- Eliminujac z tych wyrazen v, otrzymujemy
2T (A — BJpe BTI4Y ! — (oI,) = 01xn. Na podstawie lematu 5.4 uzysku-
jemy rownoéé £ Y (ATI4 + (ol,) = O1xn, z ktérej wynika, ze ((1+ Ap)A +
Coln)Yz =0, O

Warto podkreslié, ze dla asymptotycznego przypadku A — 0 otrzymu-
jemy zadanie, aby macierze 'D’ realizacji (dualnych) J—bezstratnych funk-
cji bylty odpowiednimi (dualnymi) J—unitarnymi macierzami liczbowymi.
Gdy A > 0, w stosownych wymaganiach nalozonych na te macierze wy-
stepuje zaleznosé od dodatnio okreslonych rozwiazar odpowiednich réwnan
Lapunowa. Fakt ten jest jedna z przyczyn, ktére sprawiajg, ze w wielu przy-
padkach teoretyczne rozwazania oraz wyznaczone na ich podstawie formuty
majg znacznie bardziej zlozony charakter — w poréwnaniu do podobnych
wyprowadzenn oraz wynikéw dotyczacych modeli w domenie czasu ciaglego
(Kimura [222, 225]).

5.3 J—bezstratne faktoryzacje

Ustalenia poprzedniego podrozdziatu stanowia podstawe definicji tak zwa-
nych J—bezstratnych oraz dualnych J—bezstratnych faktoryzacji odpowied-
nich laicuchowych modeli danego obiektu. Definicje takich faktoryzacji w
przypadku modeli opartych na operatorze § maja posta¢ analogiczng do sto-
sownych definicji odnoszacych sie do modeli czasu ciaglego oraz dyskretnego
(q) (por. Green [151], Hung i Chu [187], Kimura [224, 225], Kongprawechnon
i Kimura [229, 230], Lee et al. [270], Suchomski [400, 406], Tsai i Postleth-
waite [432], Tsai et al. [436]). Faktoryzacje takie odgrywaja pierwszorzedna
role w syntezie uktadéw optymalnych ze wzgledu na norme H .

Definicja 5.5 (J—bezstratnej faktoryzacji; Suchomski [400, 406]). Jezeli
funkcja G(¢) € RE((Q FXPH) ose by¢ przedstawiona w postaci iloczynu
G(¢) = ©(() - II(¢), ktorego pierwszy czynnik O(() € RLA (P4 jest
(Jmer, Jpr)—bezstratng funkcja, zas drugi czynnik II(¢) € GHEI" jest funkcja
unimodularng, wtedy o G(¢) méwimy, ze ma (Jmy, Jpr ) —bezstratng faktory-
zacje. O

Definicja 5.6 (dualnej J—bezstratnej faktoryzacji; Suchomski [400, 406]).

Jezeli funkcja H(() € RE&ZHq)X(mH) moze byé przedstawiona w postaci
iloczynu H(¢) = Q(¢) - ¥(¢), ktérego pierwszy czynnik Q(¢) € GHT jest
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funkcja unimodularna, zas drugi czynnik ¥(¢) € RLERFOX (M) jest dualna,

(Jmgqs Jmr ) —bezstratna funkcja, wtedy o funkcji H({) méwimy, ze ma dualng
(Img> Imr)—bezstratng faktoryzacje. O

Uogoblnione J—-bezstratne faktoryzacje

W dalszych rozwazaniach przydatne beda uogélnione J—bezstratne fakto-
ryzacje (extended J—lossless factorisation) funkcji nalezacych do przestrzeni
RLs. Podane definicje sformutowano przez analogie do odpowiednich defi-
nicji dotyczacych modeli czasu ciagtego (Hara et al. [168]) oraz dyskretnego
(¢) (Hung i Chu [186, 189]).

Definicja 5.7 (uogolnionej J—bezstratnej faktoryzacji; Suchomski [404,
409]). Jezeli funkcja G({) € RLIADPH) oze by¢ przedstawiona w
postaci iloczynu G(¢) = ©(() - H(¢), ktorego pierwszy czynnik ©(¢) €
RLEHT*(PE) jest (Jmr, Jpr) —bezstratng funkcja, za$ drugi czynnik II(¢) €
RH&TT)X(” *) nie ma zer nalezacych do —Da, wtedy o iloczynie tym mo-
wimy, ze stanowi uogdiniong (Jpmr, Jpr)—bezstratng faktoryzacje funkeji G(¢).
O

Definicja 5.8 (uogoélnionej dualnej J—bezstratnej faktoryzacji; Suchom-
ski [404, 409]). Jezeli funkcja H(¢) € RLIFOXMT) hose byc przed-
stawiona w postaci iloczynu H({) = Q(¢) - ¥(¢), ktorego pierwszy czynnik
Q) € RHTFD*™FD pie ma zer nalezacych do —Da, za$ drugi czynnik
¥(() e RLEpFOX(mr) jest dualng (Jymq, J;mr)—bezstratna funkcja, wtedy o
iloczynie tym méwimy, ze stanowi uogdlniong dualng (Jpmgq, Jmr)—bezstratng
faktoryzacje funkcji H(¢). O

Nalezy podkreslié, ze od czynnikow II({) oraz 2({) wystepujacych w powyz-
szych iloczynach nie wymaga sig, aby byly funkcjami unimodularnymi (por.
definicja 5.5 oraz 9.6).

Uogélnione J—bezstratne faktoryzacje stanowia podstawe syntezy ukla-
dow zamknietych w przypadku obiektéw, ktérych modele maja zera nalezace
do 0DA. Metody optymalizacji takich ukladéw ze wzgledu na norme Hyo
omoéwiono w podrozdziale 6.3.
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5.4 J-—Dbezstratne stabilizujace koniugatory

Zwiazki miedzy J —bezstratnymi koniugatorami a klasyczna teorig wymiernej
interpolacji w sensie Nevanlinny-Picka badano w (Kimura [220, 224, 225],
Kongprawechnon i Kimura [229]). Niniejszy fragment naszych rozwazan,
dotyczacy J—bezstratnych oraz dualnych J—bezstratnych stabilizujacych
koniugatoréw w przypadku omawianych modeli czasu dyskretnego (&), pub-
likowany jest po raz pierwszy.

Dana jest funkcja G({) € Rg)m-}—r)x(p%—r)‘ Kazdg funkcje G,(¢) € ’Rng)
x(P+7) taka, ze wszystkie bieguny G(¢) - Gy(¢) sa réwne koniugacjom od-
powiednich biegunéw G({) nazywamy prawostronnym koniugatorem funk-
cji G(¢). Koniugator taki nie jest oczywiscie wyznaczony jednoznacznie.
Niech (4, B, C, D), gdzie A € R®*" jest regularna macierza, oznacza mini-
malng realizacje funkcji G({), zas (4, By, Cyr, D,), gdzie A, € R %" be-
dzie realizacja pewnego prawostronnego koniugatora. Ktadac A, = —I4AT
oraz n, = n, otrzymujemy model G(¢) - G-(¢), dla ktérego mozna tatwo
sformutowaé¢ wystarczajacy warunek niesterowalnosci modéw skojarzonych z
wartoéciami wlasnymi macierzy A. Rozwazajac stosowna relacje podobieri-
stwa, otrzymujemy nastepujace réwnania:

P.B; —BD: = Opy(pin) (5.8)
(AP, + BC) (I, + AATY + P.AT = Opxy (5.9)

w ktorych funkcja (zbior funkcji) G(¢) reprezentowana jest przez pare (A, B),
za$ macierz P, € R™™ jest parametrem. Funkcje G,((), ktorej realiza-
cja (=I4AT, B,, Cr, D,) dla pewnego P, spetnia réwnania (5.8) oraz (5.9),
mozna zatem nazwaé prawostronnym koniugatorem dla pary (A, B) z regu-
larng macierza A. System G(¢)-G,({), w ktérym G,(() jest prawostronnym
koniugatorem, opisany jest modelem

—I4AT B,

Tak postawione zadanie koniugacji stanowi podstawe bardziej szczegétowych
definicji, w ktérych na poszukiwany koniugator naktada sie pewne dodatkowe
ograniczenia. Istotna pozadana cecha takiego koniugatora jest jego odwracal-
no$¢, co jest rownowazne z postulatem nieosobliwosci macierzy D,.. W dal-
szych rozwazaniach przyjmujemy, ze koniugatory sa odwracalne.

Wnhioski uzyskane w niniejszym podrozdziale wykorzystuje sie w rozdziale
nastepnym przy omawianiu syntezy ukladéw optymalnych ze wzgledu na
wymagania wyrazone za pomoca normy Heo.
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Lemat 5.8 (o prawostronnym koniugatorze; Suchomski). Jezeli (—I4A”,
B., Cy, D;) o nieosobliwej macierzy D, € RPT*P+) jest prawostronnym
koniugatorem dla sterowalnej pary (A, B), spetniajgcym warunki (5.8) oraz
(5.9), wtedy P, jest macierzq nieosobliwg.

Dowéd. Z (5.8) wynika, 2e B = P.B,D;!. Jezeli dla pewnego z #
0, € R* zachodzitoby z7 P, = 01xy,, wtedy 27 B = O1x(p+r)- 2 kolei, na
podstawie (5.9) mamy (I, +AA)P, = P.I4—ABC,. Zatem, konsekwentnie:
T (Iy + AA)P, = 014, oraz 27 (I, + AA)B = 01x(p4r)- Indukecyjnie mozna
pokazaé, ze dla takiego x mielibysmy =7 (I, + AA)*B = O1x(p+r), V>0, co
jednak pozostaje w sprzecznoéci z zalozeniem o sterowalnosci pary (4, B).
Musimy przeto przyjaé, iz £ = 0,, a w konkluzji takze przyznaé, ze P, jest
macierza nieosobliwag. O

W podobny sposéb dla danej pary (A4, C), ztozonej z regularnej macierzy
A € R**" oraz macierzy C € RM™t9*"  definiujemy lewostronny koniugator
G,(¢) o realizacji (A}, By, Cy, Dy), gdzie A; € R%*™, Kladac A = —T4 AT
oraz n; = n, uzyskujemy réwnania:

CiPi+DiC = Opnigyxn (5.10)
(I + AATYPA— BiC) + ATP, = Opxn (5.11)
sparametryzowane macierza P, € R**". W tym przypadku P([,, + AA) =

I4P, + ABC. System Gi({) - G(¢), w ktorym G;({) jest lewostronnym
koniugatorem, opisany jest modelem

—J4 AT —
Gile)-6(0) = [ AL AR ]

Lemat 5.9 (o lewostronnym koniugatorze; Suchomski). Jezeli (—I4A7,
By, Cy, D;) o nieosobliwej macierzy Dy € RM+O)x(m+a) jest lewostronnym
koniugatorem dla obserwowalnej pary (A,C), spetniajgcym warunki (5.10)
oraz (5.11), wtedy Py jest macierzg nieosobliwg. [

Poniewaz —I4 AT — B, D1C, = P71 AP,, zatem zera prawostronnego ko-
niugatora G.(¢) sa biegunami G({). Podobnie jest w przypadku lewostron-
nego koniugatora: —I4 AT — BlDl_lCL = PlAPl_l. Realizacje (=14 AT, B;,
C,, D,) oraz (—I4AT, By, C;, D;) wyzej opisanych koniugatoréw sa w ogol-
nosci realizacjami nieminimalnymi. Istotne znaczenie maja J—bezstratne
funkcje, ktoére pelnig role koniugatorow w odniesieniu do tylko i wylgcznie
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niestabilnych warto$ci wlasnych regularnej macierzy A danej pary. Takie
funkcje nazywamy stabilizujgcymi koniugatorami (por. Hung i Chu [187],
Kimura [220]-[223], [225], Kongprawechnon i Kimura [229], Liu i Mita [276]).

Lemat 5.10 (o stabilizujacym J—bezstratnym prawostronnym koniuga-
torze; Suchomski). Stabilizujgcy Jpr—bezstfatny prawostronny koniugator
Gr(¢) dla sterowalnej pary (A, B), w ktdrej A € R**™ jest reqularng ma-
cierzq, zas B € R™P+7) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy (Uy,W;) €
dom (6§ Ric) oraz X, = §Ric(Uy, W) > 0, gdzie:

PI = Aa Q.’L‘ = Onxn, R:c = BJPTBT .

Jezeli takie rozwigzanie istnieje, wtedy

_ A, | BD,

G-(¢) = [—JPTBTIAXTI D, ] (5.12)
_ —I4AT | X,BD,
= [—J,,TBTIAI R ] (5.13)

przy czym macierz A, € R**™ dana wzorem

A, = A-BJ,BT(I, + AX,BJyBT) 1 X, (I, + AA)
A— BJ,BTI X,

jest macierzq stabilng, za$ D, € R =p+) jest nieosobliwg macierzq, spet-
niajgcg réwnante
DI (J,. + ABTX,B)D, = J,, . (5.14)

Dowéd. (=) Niech (A,, By, Cy, D,) bedzie realizacja stabilizujacego
Jpr— bezstratnego prawostronnego koniugatora, gdzie A, € R*+*"+ n, =
n4 oraz AM(A,) C Da, przy czym ny jest liczbg niestabilnych wartosci wlas-
nych macierzy A. Rozwazmy relacje podobieristwa

[ A BCT][M_ M+}_[M_ M+][A_ Oan+]
Onyxn Ar N_ Ny, | | N Ng Onpxn Ay

o (5.15)
w ktorej A € R™"™, A, € R X"+ zbior A(A_) C Da zawiera stabilne
warto$ci wlasne oraz koniugacje niestabilnych wartosci wtasnych macierzy
A, za$ zbiér A(A;) C —Dp sklada sie z niestabilnych wartosci wiasnych

tej macierzy. W podanej macierzy podobieristwa obowiazuje przeto podzial
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(n+n4) x (n+ny). Mody systemu G(() - G,({) skojarzone z A\(A4) sg
niesterowalne, zatem

BD, M. M, B_ ]
= 5.16
[ B, } [ N_ Ny ] [On+x(p+r) (510

gdzie B_ € R**(P*+7) . Macierz M_ € R™ " jest macierza nieosobliwg. W
przeciwnym bowiem razie istniatby taki wektor z # 0, € R", dla ktérego

zTM_ = 01xp, a w konsekwencji — wobec nieosobliwosci D, — zachodzitoby
tT'B = 01x (p+r)- Uwzgledniajac, ze AM_+BC;N_ = M_A_, otrzymujemy
rownosé 2T AM_ = 01xn. Mamy zatem Ker ML C Ker BT oraz ATz €

Ker BT. Indukcyjna metoda dochodzimy do réwnosci 2T A¥B = 01 (p+r)s
Vk > 0, ktora jest jednak sprzeczna z zalozong sterowalnoscia pary (A, B).
W konsekwencji, wobec (5.15) oraz (5.16), uzyskujemy:

B, = SBD, (5.17)
A. = MZ'(A+ BC,S)M_ (5.18)

gdzie S = N_M~! € R**"_ Ponadto 4,5 = SA,, przy czym R"*" 5 A, =
A+ BC,S = M_A_MZ~"! jest macierza stabilng. Rozwazany koniugator jest
funkcjg Jpr—bezstratng, zatem na podstawie drugiego réwnania lematu 5.3
otrzymujemy réwnosé¢ Cr = —Jp, BTST X (I, + AA,), przy czym R+ X+ 5
X > 0. Korzystajac z pierwszego réwnania tego samego lematu, wywodzimy
poszukiwane réwnanie Riccatiego

ATX, + X, A+ AATX, A
—(In + AATYX, BJ, BT (I, + AX, BJp BT) 71X, (I, + AA) = 0pxn
(5.19)
w ktorym R**" 3 X, = STXS > 0. Biorac pod uwage réwnosé

(In + AX, BJp BT) ' X (I, + AA) = I4 X, (5.20)

stabilng macierz A, zapisujemy jako A, = A- BJpTBTI A4Xy. Trzecie réow-
nanie z warunku Jp,—bezstratnosci koniugatora przyjmuje posta¢ ograni-
czenia (5.14) na nieosobliwa macierz D,. Okazuje sie, ze istnienie X, =
dRic(Uy, W;) > 0 gwarantuje, ze potrzebna macierz D, takze istnieje. Sto-
sowne rozumowanie, odnoszace sie do szerszego kontekstu, przedstawiono w
podrozdziale 6.2.1.

Model ’'niskiego rzedu’ rozwazanego stabilizujacego J,,—bezstratnego ko-
niugatora ma zatem postaé

A, | SBD,
—JuwBTSTX (I, + AA;) | D

G:(0) = |
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Jak wida¢, wyznaczenie tego modelu wymaga znajomoéci wielu 'szczegotow’
wynikajacych z (5.15). Model (5.12) koniugatora uzyskamy po wykona-
niu kilku prostych przeksztalcen. Ze wzoru (5.20) otrzymujemy réwnosé
STX(In+ + AA;)S = 14X,. Na tej podstawie wnioskujemy, ze STX(In+ +
AAN)(CIny — Ap)7LS = 14X, (CI, — A,;)7L. Co oznacza, iz

A, | BD,
~JpeBTIAX, | D,

6.0 = |

Ze wzorow (5.19), (5.20) oraz z postaci macierzy A, wynika, ze
ATXT + erir + AATXrAr = Onxn (521)

a zatem X, A, = —I4ATX,, co pozwala model (5.12) wyrazi¢ w postaci
(5.13). Obie wymienione realizacje w ogo6lnosci nie sg oczywiscie minimal-
nymi realizacjami rozwazanego stabilizujacego koniugatora.

(<) Niech X, € R**™ bedzie stabilizujacym rozwigzaniem réwnania (5.19).
Funkcja G,(¢) dana wzorem (5.13) spelnia warunki J,,—bezstratnosci. Wy-
starczy zatem pokazaé, ze rzad tej funkcji jest rowny liczbie niestabilnych
wartosci wlasnych macierzy A. Niech A € A(A) oznacza dowolng stabilna
warto§¢ wlasng macierzy A, za$§ z € R" bedzie odpowiednim (prawym)
wektorem wlasnym tej macierzy. Ze wzoru (5.21) wynika, ze z7 X, (A, —
A~I,) = O1xn. Poniewaz /i, jest macierza stabilng, zatem z € Ker X,. Ale
X~ € M(—I4AT), zaé z jest stosownym (lewym) wektorem wlasnym skoja-
rzonym z ta wartoscig wlasna. Wreszcie, z réwnosci 7 X, BD, = 01 (p+r)
wnioskujemy, ze A~ jest wartoscig wtasng niesterowalng. [

Lemat 5.11 (o stabilizujacym dualnym J—bezstratnym lewostronnym ko-
niugatorze; Suchomski). Stabilizujgcy dualny Jp,,—bezstratny lewostronny
koniugator Gi(¢) dla obserwowalnej pary (A,C), w ktérej A € R**™ jest
reqularng macierzq, zas$ C € RMHOXn - istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
(Uy,Wy) € dom (dRic) oraz Y; = 6Ric(Uy, W) > 0, gdzie:

Py = AT, Qy =0Onxn, Ry= —CTquC.

Jezeli takie rozwigzanie istnieje, wtedy

e [ AW | _ [ =T | 14T
: chl D, DZCY[| D
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przy czym macierz A € R**™ dana wzorem

~

A = A+ (I, + DAY, — ACT T, CY)CT Ty C
= A+ Y CT Jy,C

jest macierzq stabilng, za$§ D; € RMHOX(m+9) jest macierzg nieosobliwg,
spetniajgeq réownanie

Dy(Jmg — ACY,CT)DF = Jpy . O

Uwaga 5.4 (Suchomski). Rozwazmy system G(¢) - G(¢), w ktérym
G- (¢) jest stabilizujacym Jpr—bezstratnym prawostronnym koniugatorem

A, | BD; ]

G()-Gr(¢) = [ C—DJprBTIAXr | DD,

Wykazemy, ze kazde zero tego systemu jest zerem G((). Niech zatem ¢ €
R bedzie zerem G(C) - G,(¢). Wtedy istnieje taki wektor [ z7 zI |7 #
Ont(psr) € RH@+7)  dla ktérego

[ A—BJ,BTI X, — 91, BD, ] [ T

C — DJ, BTI X, DD, || zo ] = Ont(mir) -

Dla & = Dyx9 — Jp,-BTIAerl € RPtr mamy

A-oI, B[z ]
C D || & |7 Oetnen:

Poniewaz D, jest macierza nieosobliwa, przeto ¥ musi byé¢ zerem funk-
cji G(¢). Podobnie jest dla funkcji Gy(¢) - G({). Stabilizujace koniuga-
tory G-(¢) € RHET*FH) oy Gi(¢) € RH&Z‘*")X‘m*"), bedac funk-
cjami odwracalnymi, nie wprowadzaja zatem do odpowiednich iloczynéw
dodatkowych zer. O

Uwaga 5.5 (Suchomski). Konieczny warunek istnienia stabilizujacych
rozwiazar réwnan Riccatiego podanych w lemacie 5.10 oraz 5.11 ma postac
zadania, aby macierze A odpowiednich par (A, B) oraz (A, C) nie mialy war-
tosci wlasnych nalezacych do 0D . Niech bowiem A € 9Da, zas§ ¢ # 0, € R®
oznacza wektor wlasny skojarzony z taks wartoscia wlasng A € A(A). Po-
niewaz A(4,) C Da, zatem A\~ ¢ A(4,). Na podstawie (5.21) wnioskujemy,
ze ¢ € Ker X,, co jednak — wobec réwnosci Az = Az = Az - prowa-
dzi do zaprzeczenia zalozenia o stabilnosci macierzy flr. Poniewaz Ker X,




5.5. MODELE ROZSZERZONE 169

jest podprzestrzeniag A—niezmiennicza, przeto dla macierzy A o wszystkich
niestabilnych wartosciach wtasnych A\(A) C —Da rozwiazanie X, jest nie-
osobliwg macierzg, X, > 0 (por. wwaga 4.5). Dla Y, mamy odpowiednio
Y; > 0. Niech zatem A(A) C —Da oraz istnieje stabilizujacy J,r—bezstratny
prawostronny koniugator dla sterowalnej pary (A, B). Stosowne rozwigza-
nie X, spetnia réwnanie X, A + I, AT X, — XTBJPTBTIAXT = Opxn (por.
lemat 4.7). Kladac Y, = X!, stwierdzamy, ze w rozwazanym przypadku
stabilizujacy koniugator istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dualne réwnanie
Lapunowa AY, +YTAT+AAYTAT—BJPTBT = 0, xn, Ma rozwigzanie Y, > 0.

Wreszcie, jezeli dla pary (A, B) istnieje stabilizujacy Jp—bezstratny pra-
wostronny koniugator zwigzany z macierzami X, oraz A,, wtedy podobnej
parze (T AT, T~'B), gdzie T € R**™ oznacza nieosobliwg macierz, jest
przyporzadkowany Jpr—bezstratny prawostronny koniugator odpowiadajacy
macierzom T7 X, T oraz T 'A,T. Mamy tu zatem do czynienia z pewnymi
relacjami kongruencji oraz podobieristwa. Analogiczny wniosek obowigzuje
w przypadku stabilizujacych dualnych Jy,,—bezstratnych lewostronnych ko-
niugatoréw. [

5.5 Modele rozszerzone

Niniejszy podrozdzial dotyczy standardowych obiektow P o modelach, kto-
rym nie mozna przyporzadkowa¢ odpowiednich laricuchowych macierzy roz-
proszenia. Rozpatruje si¢ zatem obiekty, dla ktérych elementy Py, () oraz
P,,,(¢) ich macierzy rozproszenia P(() s macierzami nieodwracalnymi. Pre-
zentowane tu w skrécie podejscie opiera si¢ na idei odpowiedniego rozszerze-
nia podstawowego modelu danego obiektu (por. Hou et al. [184], Kimura
[225], Kongprawechnon i Kimura [230], Pugh i Tan [329], Suchomski [412],
Tan i Pugh [430]). Problemy numerycznego uwarunkowania réznych zadan
syntezy ukladéw sterowania takimi obiektami wedlug optymalnych regut
wywiedzionych z wlasciwosci normy Hoo szczegblowo opisano w (Suchom-
ski [412']).

Niech bedzie dany standardowy obiekt P, czyniacy zado$¢ wymaganiom
postawionym w zalozZeniu 5.1. Przyjmujemy, ze przynajmniej jedna z nie-
réwnodci m > p lub r > ¢ jest nier6wnoscia ostra. W dalszych rozwazaniach
niezbedne sa nastepujace dwa dodatkowe modele obiektéw: model z rozsze-
rzonym wyjsciem
VA
P, : [ w ] — Y

U v
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gdzie y' € Y’ jest pomocniczym (fikcyjnym) wyjsciowym sygnatem o wymia-
rze v — q > 0 oraz model z rozszerzonym wejsciem

1)1

gdzie ' € U’ oznacza pomocniczy (fikcyjny) wejsciowy sygnal o wymia-
rze m — p > 0. Modelom tym przyporzadkowujemy odpowiednie macierze
rozproszenia:

P,,(¢) Pu(Q)
P,(¢) = | Pw() Pl

Py’w(C) Py’u(C)
. _ Pzw(C) qu’(C) qu(C)
B© = [wa(o Py (0) Pyu(o]'

Odnognie Py (¢) € RE™D*™ oraz Py (¢) € R saktadamy, ze:

-1
O] = 1@ R

Y

[ qu’(C) PZU(C) ]_1 = [ ﬁz:gg;:i ]

przy czym Py, (¢)™ € RB*? jest prawostronna odwrotnoscia macierzy Py, (¢),
przez Py, ()Y € R;X(T_q) oznaczono prawostronny anihilator tej macierzy,

P (¢)'~ € RE™ jest lewostronna odwrotnoscia, zas Py, (¢)'* € Rg;n_p)xm
jest lewostronnym anihilatorem macierzy P,y (C). Zatem: Py, (C)- Py (¢) ™' =
Iy, Pyu(€)-Pyu (O = Ogx (r—g)» Peu(C)' ™ Pzu(() = Ip oraz Pou()+Pru(() =
O(m—p)xp- Modelowi F, odpowiada rozszerzona taricuchowa macierz rozpro-
szenia

U

G, : Y —)[Z]
Y’ W

— Pouw(Pyi Py + P Pyu)  PowPyy PowPyl
—(PywPyu + Py Pya) Pru o
qu(C) Gzy(() GZy'(C) ] )

qu(C) Gwy (C) Gwy’(C)
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Modelowi P; przyporzadkowujemy rozszerzong dualng taricuchowq macierz
TOZPTOSZenia

UI
Y
przy czym:
Pﬁf _leipzw
H; = Fy(P)= PzI; _P‘;;Pzw

Pyu’Pﬁ + PyuPzI; wa - (Pyu’P::i + PyuPzI;)Pzw

Hu’z(C) Hu’w(C)
Hz(C) = Huz(C) Huw(C)
Hy.(¢)  Hyw(C)

Zachodzi zatem

ch(Pz(C)) . Fc(Po(C)) = |: O(m—;;):q(P‘HI) (())((m;P)):((T“Q)) } .
prgq T—q

Przedmiotem naszego zainteresowania sg uklady z liniowymi regulatorami
K :Y — U,gdzie K € ’R’I’;Xq. W pierwszym przypadku (model z rozsze-
rzonym wyjsciem) odpowiednie sprzezenie zwrotne ma postaé

U= [ K Opx(r-q) ] [ 5/ ]

czemu odpowiada funkcja przenoszenia EHM(G,,K) € RE*" opisana na-
stepujaca rozszerzong homograficzng transformacjg

EHM(GO,K) = [ quK+Gzy Gzy_’ ] [ quK+GWy GWy' ]_1 '

W drugim przypadku (model z rozszerzonym wej$ciem) marmy
u _ | Otm—p)xq
u K y

czemu z kolei odpowiada funkcja przenoszenia EDHM(H;, K) € Rp*"
reprezentowana przez rozszerzong dualng homograficzng transformacje

-1
. — Hy, Hyw
EDHM(H;,K) = [Huz—KHyz] [Huw—KHyw ] '
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Uwaga 5.6 (Suchomski). Niech

A| By, By
Po(C) - Cz D,y Dzu
Cg Dgw OTXP

przy czym Cj = | C;f Cg; 1T € R*™ oraz Dy = | Dgw Dg;w T e R>",
gdzie Cy € R—D*n 738 Dy, € Rr—9*7  Na tej podstawie wyznaczamy
rozszerzong laricuchowa macierz rozproszenia

-1 -1
A—B,D;.Cy | By BuDy,

Go(¢) = | C: = DauDyCy | Do DewDyy =[

Ag | Be
C¢ | Do

gdzie Ag € R™" Bg € Rv*(P+7) O € R™HX" grag Do € RMHTIx(ptr)
Macierz te mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch tancuchowych ma-
cierzy rozproszenia pewnych pomocniczych (czastkowych) obiektéw, zacho-
dzi bowiem F.(P,(()) = Fe(P:(Q)) - Fe(Py(Q)), gdzie:

w By

B
A | B
Pz(C) = C; | Dy Day = [ Coo | D :|
| Orsn | Ir Orxp * ?
[ A B, B,
A | B
PQ(C) = Oan Opxr Ip = [ C- 1D ]
L Cy | Dgw Orxp Ty

za$ wymiary odpowiednich elementéw tych modeli wynosza: B € R*(r+p)
Cyo € RivE)xn D Rm+n)x(r+p) O € RPHI*™ orag Dy € RPFIX+p),
Obowigzuja zatem réwnosci: Ag = A — BDg—lCOg, Bg = BD;I, Co =
Cuo — DZDZ}"lC’Og oraz Dg = DzDg-l. Zauwazmy, ze P,(¢) oraz F.(FP,(¢))
nie zaleza od parametrow Cys oraz Dy, rozszerzenia modelu P.

Podejmujac analize drugiego rozszerzonego modelu, zakladamy

A| B, B
i Pz(C) = C1z Dzw Dzﬂ
Cy Dyw qum

przy czym By = | By By ] € R*™™™ oraz D,y = [ Dy Dyy | € RV
gdzie By € R**(Mm=P) 335 D, € R™*(™~P) Odpowiednia rozszerzona
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dualna lancuchowa macierz rozproszenia dana jest zatem wzorem

A-ByDC, | ByD! By, —ByD D,y

Hi(Q) = ~D; C: -D —Dy D - [ é’H gH ]
& Doy w | Dm

Ogsxm

w ktorym Ag € RV By € R+ Oy e RMHOXn oraz Dy €
Rm+@)x(mtr) Zacheceni poprzednio rozpatrywanym przypadkiem macierzy
G, (¢), wyznaczymy odpowiednia faktoryzacje macierzy H;((), wyr6zniajac
w niej czynniki, ktére mozna interpretowaé jako dualne taricuchowe macierze
rozproszenia pewnych pomocniczych (czastkowych) obiektéw dynamicznych.
Okazuje si¢ bowiem, ze zachodzi Fy.(P;(C)) = Fac(Pu(€)) - Fac(Py(€)), gdzie:

[ A By Opxm
A | B
P‘w(C) = C: | Daw I, = I:T*—‘S)L] I
L Cy Dyw qum v
. i A Oan Bﬂ
A Al B-
Pﬂ(C) = Cz Oqu Dzﬁ = [ C Duf) ] I—mq
LGy | I Ogxm :
przy Czym:

_I, D,
BOw:[Onxm Bw]a D, |:0m Dw:I
gxm yw
[ —D.q Oqu ]

BiZO = [ —Bﬁ O"Xq ]’ Dﬁ qum Iq

Wymiary podanych macierzy wynosza: Bo, € R**(M+7)  B.q € RW*(mta)
D, € R(m+q)><(m+r), D, € Rm+a)x(m+q) oraz I yon € R(m+n)x(n+m) Na
tej podstawie wyprowadzamy zaleznoéci: Ay = A — ByoD, ¢, By =
Bow — BgoD3;' Dy, Cy = D;'C oraz Dy = D;'D,,. Funkcje P, (¢) oraz
Fy.(Py(¢)) nie zalezg od parametréw B, oraz D, rozszerzenia modelu P.
Odpowiednie schematy ukladéw zamknietych pokazano narys. 5.3 (por. rys.
5.2). O

Uwaga 5.7 (Suchomski). Macierz Dy,, € RI*" jest macierzg o pelnym
wierszowym rzedzie, zatem ma reprezentacje Dy = Uywzywvfw, w ktorej
Uyw € R?*? jest ortonormalnym czynnikiem, ¥, € RI*9 jest niesobliwg
macierzg diagonalng, zas§ V,,, € R™*9. Na tej podstawie otrzymujemy przy-
ktadows macierz Dy = Vo, przy czym V., € R™*("=2) jest ortonormal-
nym kolumnowym dopetnieniem w macierzy | Vi Vyw ] € R, Stad
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el
Z | o lu
W EEo[ el Tv] «@
_l'_’ c\ Zz L p cV Y y"
o 7
a)
R AEY 7
ul u '_l’ _:L>
Ke) Lyl T|R.P@ BB w
b)

Rys. 5.3. Schemat ukladu z uogélnionym obiektem opisanym: a) rozszerzona
laricuchowa macierzg rozproszenia, b) rozszerzona dualng lancuchowa macierzg
TOZproszenia.

D;ul) = Vway_ul,Ugw V,w |- Podobnie postepujemy w przypadku ma-

cierzy D,, € R™*P o pelnym kolumnowym rzedzie, ktorej przyporzad-
kowujemy dogodng reprezentacje D,, = UzuEquz:Z, gdzie U,, € R,
¥,u € RPXP jest niesobliwg macierza diagonalna, zas V,,, € RP*P jest ortonor-
malnym czynnikiem. Mamy zatem D,y = U,, € R™(™=?) przy czym

[ U, U,, ] € R™™ jest ortonormalna macierza. W efekcie uzyskujemy

T
Qzu

D! = -
= VZU E;ul Ufu

Jak nietrudno zauwazy¢, obowigzuja nastepujace rownosci:
-1
Dwagw = [ Iy Ogx(r—q) ]

DD, = [O(m}mxz’ ] O
p



Zakonczenie

Praca dotyczyta probleméw syntezy algorytméw odpornego sterowania w
czasie dyskretnym. Probujac wskazaé¢ najwazniejsze przyczynki, ktore zda-
niem autora wnosi niniejsza praca, nalezatoby — konsekwentnie wigzac poniz-
sze sformutowania z przyjetym sposobem modelowania sterowanych obiektow
opartym na operatorze § — wymieni¢ co nastepuje.

(1) Opracowano analityczne formulty nastawiania korektoréw Youli-Kucery
o niskim rzedzie, stuzgce zapewnieniu odpornej stabilnosci oraz odpor-
nego zachowania sie nominalnie stabilnych ukladéw sterowania wy-
znaczonych zgodnie z metodg rozmieszczania biegunéw oraz ukladow
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych
rownan niezbednych przy rozwigzywaniu zadan syntezy algorytmow
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunéw.

2) Podano oszacowanie wstecznego oraz wzglednego biedu rozwigzania
g gledneg € 2
problemu rozmieszczania biegunéw dla $cigle strukturalizowalnych za-

burzen liniowego zadania wynikajacego z odpowiednich rownan diofan-
tycznych.

(8) Przedstawiono numerycznie stabilng metode oceny stopnia najwiek-

szego wspoélnego dzielnika wielomianéw dyskretnego modelu sterowa-
nego obiektu.

(4) Opracowano metode strojenia algorytmoéw predykeyjnego sterowania,
majaca postaé analitycznych formul wywiedzionych z wtasciwosei od-
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianow.

(5) Badajac wrazliwos¢ rozwigzan dyskretnych rownan Riccatiego oraz dys-
kretnych réwnan Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych
pekéw, wykazano, ze w przypadku nieosobliwych zadar przy dostatecz-
nie matej wartosci okresu prébkowania réwnania przyporzadkowane
standardowemu operatorowi przesuniecia q charakteryzuja sie istotnie

245
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do réwnan wynikajacych z za-
stosowania operatora 4. Ujawniono takze istnienie klasy osobliwych

zadan, dla ktérych taka przewaga modeli zwigzanych z operatorem 4
nie wystepuje.

(6) Dla typowych struktur algorytméw optvinalnego sterowania pokazano
w jaki sposdb, wykorzystujac odpowiednio zdefiniowane réwnania La-
punowa, wyznaczy¢ zakres niestrukturalizowalnych zaburzen nominal-

nego modelu sterowanego obicktu, dopuszczalnych ze wzgledu na sta-
bilnoé¢ uktadu zamknietego.

(7) Zbadano wtasciwosci J—bezstratnych stabilizujacych koniugatorow.

(8) Sformulowano konieczne i wystarczajace warunki istnienia réznych J—
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym takze
uogdlnionych J—bezstratnych faktoryzacji macierzy, ktére maja zera

nalezace do 9Da. Szczegotowo przeanalizowano wlasciwosci czynnikow
takich faktoryzacji.

(9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych
algorytmow sterowania, ktore uzyskuje sie, biorac pod uwage zalecenia
wynikajace z teoril przestrzeni H.,. Podano wystarczajace warunki
istnienia wymiernych rozwigzan o sci§le wtasciwe] postaci, a takze
zwrécono uwage na ograniczony zakres ich stosowalnosci.

(10) Omowiono szereg algorytméw odpornego sterowania oraz estymacji

stanu, w tym ogélng postaé algorytmu wyprowadzonego z metody roz-
mieszczania biegunow.

Rozdzial 6., podwiecony problemom syntezy liniowych uktadow optymal-
nych ze wzgledu na norme H ., stanowi merytorycznie najistotniejsza czesc
pracy. Latwo wszakze zauwazyé, ze motyw ksztaltowania charakterystyk
uktadéw dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania
formutowane z wykorzystaniem normy He, wielokrotnie pojawial si¢ takze
w innych miejscach tej pracy.

Problemy oraz zadania tu podjete nie wypetniaja calosci obszaru zastugu-
jacego na penetracje. Jeden z rozpoczetych i interesujacych watkow wigze
sie¢ z pytaniem o mozliwoé¢ zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu
syntezy regulatora wedtug normy Hy na podstawie rozszerzonego modelu
danego obiektu. Okazuje sie, ze w przypadku takich modeli, badajac ko-
nieczne i wystarczajace warunki istnienia odpowiednich J—bezstratnych fak-
toryzacji, a takze definiujac dodatkowe strukturalne wymagania naktadane
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji, po raz kolejny przekonujemy
sie o korzyéciach, jakie daje reprezentacja rozwazanych réownan Riccatiego
w postacl stosownych macierzowych pekéw (Suchomski [412]). Inny prob-
lem, o ktérym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozwazan, doty-
czy algorytmoéw syntezy odpornych adaptacyjnych uktadow sterowania z
()—parametrami zmieniajacymi sie w czasie (Suchomski [411]).

Na zakoriczenie warto jeszcze wymieni¢ dwa tematy, ktore bedac rozwinie-
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowia o aktualnych fas-
cynacjach jej autora. Sa to problemy syntezy numerycznie odpornych al-
gorytméw sterowania nieliniowymi obiektami o nieskoriczeniewymiarowych
modelach oraz zagadnienia zwigzane z adekwatnym modelowaniem w czasie
dyskretnym niepewnosci charakterystyk obiektéw opisanych rézniczkowymi
inkluzjami.
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