
POLSKA AKADEMIA NAUK 

Instytut Badań Systemowych 

Franciszek GRABSKI 

SEMI-M ARKOWSKIE MODELE 
IEZAWODNOŚCI I EKSPLOATACJI 



Wprowadzenie 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie jednocześnie w la
tach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem 
procesów Markowa, dzięki czemu dają możliwość konstruowania szerszej klasy loso
wych modeli, w tym modeli niezawodności. Przykłady zastosowań procesów semi
markowskich w teorii niezawodności można znaleźć w wielu publikacjach, np. w 
pracach [7], [9], [11], [17], [22], [23], [27],[30], [34], [38], [43], [50]. Teoria procesów 
semi-markowskich rozwija się nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwią
zać niektóre problemy w teorii niezawodności. Celem tej książki jest przedstawienie 
wybranych elementów teorii procesów semi-markowskich, oraz przedstawianie przy
kładów semi-markowskich modeli niezawodności i eksploatacji. 

Praca składa się z 11 rozdziałów. 
Wstępny rozdział 1 zawiera elementy teorii jednorodnych łańcuchów Markowa 

o dyskretnym zbiorze stanów. W rozdziale tym zostały przedstawione najistotniej
sze pojęcia i twierdzenia, które były niezbędne do przedstawienia elementów teorii 
procesów semi-Markowa (SM). 

W rozdziale 2 została przedstawiona definicja i podstawowe własności procesu 
semi-markowskiego o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów. Podane zostały 
różne sposoby konstrukcyjnego określania procesu semi-markowskiego. Przedsta
wiony związek procesu semi-Markowa z procesem Markowa. Zostały podane przy
kłady procesów semi-markowskich. 

W rozdziale 3 zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego ta
kie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, prawdopodobieństwa przej
ścia, prawdopodobieństwa graniczne, sumaryczny czas przebywania w podzbiorach 
stanów, proces odnowy generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione róż
nego rodzaju zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

W rozdziale 4 został podany sposób komputerowej symulacji procesu SM o skoń
czonym zbiorze stanów. 

W rozdziale 5 przedstawiono SM model odnawialnego systemu o strukturze sze
regowej przyjmując założenie, że czasy zdatności są zmiennymi losowymi o rozkła
dach wykładniczych, natomiast czasy obsług maja rozkład dowolny. W oparciu o 
zbudowany model wyznaczono kilka charakterystyk niezawodnościowe systemu. 

Rozdział 6 zawiera SM model funkcjonowania obiektu realizującego różne zada
nia. Do obliczenia przybliżonej funkcji niezawodności systemu wykorzystano pojęcie 
i własności zaburzonego procesu SM. 

W rozdziale 7 przedstawiono 3-stanowy SM model procesu eksploatacji obiektu 
uwzględniający obsługi profilaktyczne. Sformułowano zagadnienie optymalizacji czasu 
użytkowania do chwili rozpoczęcia obsługi profilaktycznej. Podano i udowodniono 
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania tego zadania. 

W rozdziale 8 przedstawiono SM model odnawialnego systemu z zimną rezerwą 
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i wyznaczono pewne charakterystyki i parametry niezawodności tego systemu. 
Rozdział 9 zawiera SM model intensywności użytkowania. Omówiono sposób 

estymacji parametrów modelu oraz sposób matematycznej analizy intensywności 
użytkowania. 

W rozdziale 10 została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy za
łożeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym o określonych 
własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej intensywność uszkodzeń. Otrzy
mano interesujący wynik dla procesu Poissona jako intensywności uszkodzeń. Ba
dano również przypadek losowej intensywności uszkodzeń jako liniowej funkcji pro
cesu obciążeń. 

W rozdziale 11 przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując za
łożenie że modelami niezawodnościowymi stanów elementów są szczególne procesy 
semi-markowskie. Rozpatrzono niezawodność wielostanowego systemu nieodnawial
nego oraz systemu odnawialnego. 



Rozdział 2 

Pojęcie procesu semi-markowskiego o dyskretnym zbio
rze stanów 

Proces semi-markowski (SM) jest zazwyczaj konstruowany za pomocą tak zwa
nego markowskiego procesu odnowy. Markowski proces odnowy jest szczególnym 
dwuwymiarowym łańcuchem Markowa. 

2.1. Markowski proces odnowy 

Zdefiniowanie markowskiego procesu odnowy wymaga najpierw określenia pew
nej macierzy funkcyjnej zwanej jądrem odnowy. 

Niech N i N0 oznaczają, tak jak poprzednio, zbiór liczb naturalnych i zbiór liczb 
całkowitych nieujemnych. Ponadto, niech S oznacza zbiór skończony lub przeli
czalny, natomiast lR+ zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych. 

DEFINICJA 31. Jądrem odnowy nazywamy macierz 

Q(t) := [Qij(t) : i,j ES] , (2.1) 

której elementami są funkcje Qij(t) , t E lR+ spełniające warunki: 

l. dla wszystkich par (i,j) E SxS, Q;j(t), t E lR+ są funkcjami niemalejącymi 
i prawostronnie ciągłymi, 

2. dla wszystkich par (i,j) E SxS, Qij(O) = O oraz dla każdego t E lR+, Q;j(t) ~ 1, 

3. dla każdego i E S, lim I: Qij(t) = 1. 
t->oo jES 

Z definicji jądra odnowy wynika, że macierz liczbowa 

(2.2) 

jest macierzą stochastyczną, co oznacza, że dla wszystkich par ( i, j) E S x S , Pij ~ 

O oraz dla każdego i E S , I: Pij = 1. 
jES 

Z definicji tej również wynika, że dla każdego i E S funkcja 

G;(t) := L Qij(t) (2.3) 
jES 
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jest dystrybuantą rozkładu prawdopodobieństwa skoncentrowanego w zbiorze łR+ . 

PRZYKŁAD 9. Macierz 

[ 
O 0.4 (1 - c>.P) 0.6(1 - e->.P) l 

Q(t) = 1 - (1 + O'.t)e-ot O O 
1 - (1 + f3t)e-f3t O O 

(2.4) 

dla t:;::: O, O'., /3, 'Y, AE (O, oo), spełnia warunki definicji jądra odnowy. Dystrybu
anty Gi(t), t :;::: O mają postać 

dla t :;::: O . Liczbowa macierz stochastyczna P ma w tym przypadku postać 

[ 
O 0.4 0.6 l 

P= 1 O O . 
1 O O 

(2.5) 

Przyjmujemy, że wektor p = [pi ; , i E S] jest rozkładem prawdopodobieństwa 
na S , tzn. Pi :;::: O , LiES Pi = 1 . 

Niech (D , F , P) oznacza przestrzeń probabilistyczną na której określony jest 
dwuwymiarowy ciąg zmiennych losowych { (Ęn, 19n) : n E No} taki, że Ęn : n -. S 
oraz 19n : n -. Na. 

DEFINICJA 32. Dwuwymiarowy ciąg zmiennych losowych {(Ęn, 19n) : n E N0} nazy
wamy markowskim procesem odnowy określonym przez rozkład początkowy p i jądro 
odnowy Q(t) , t E łR+ , jeżeli: 

1. dla wszystkich n E N0 , j E S , t E łR+ , 
P{ Ęn+l = j, 19n+l :( t J Ęn, 19n, ... Ęo, 19a} = P{ Ęn+l = j, 19n+l :( t J Ęn} 
z prawdopodobieństwem P równym 1, 

2. dla wszystkich n E N0 , i, j E S , t :;::: O , 
P{Ęn+l = j, 19n+l :( t I Ęn =i}= Qij(t), 

3. dlawszystkich i,jES, P{Ęo=i,190 =0}=P{Ęo=i} =Pi-

Z definicji tej wynika, że markowski proces odnowy jest szczególnym przypadkiem 
dwuwymiarowego łańcucha Markowa, którego prawdopodobieństwa przejścia zależą 
wyłącznie od dyskretnej współrzędnej. Definicja ta pozwala nam wyciągnąć kilka 
ważnych wniosków. 

WNIOSEK 13. 
P{19 =O}= 1. (2.6) 

Wniosek ten wynika z warunku 3 definicji 32. 
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WNIOSEK 14. Dla markowskiego procesu odnowy o rozkładzie początkowym p 
i jądrze Q(t) , t E IR+ zachodzi równość 

P{Ęo = io,6 = i1,'t91::::; t1,• .. ,Ęn = in,'t9n::::; tn} = 

= Pi0Qioi1 (t1)Qi1i2(t2) ···Qin-I in (tn)-

(2.7) 

Przechodząc do granicy przy t1 ---, oo , ... , tn ---, oo, otrzymujemy równość 

P{Ęo = io,Ęi = i1, • • • ,Ęn =in}= 

Stąd 

WNIOSEK 15. Ciąg {Ęn : n E N0} jest jednorodnym łańcuchem Markowa o zbiorze 
stanów S , określonym przez rozkład początkowy p = [pio : i0 E S] i macierz 
prawdopodobieństw przejścia P := [pij : i,j ES], gdzie Pii = lim Qi,J(t). 

t-,oo 

WNIOSEK 16. Zmienne losowe 19 1 , ... , 't9n są warunkowo niezależne przy ustalonej 
realizacji łańcucha Markowa {Ęn : n E N0}: 

n 

= II P{ ,ok ::,; tk I Ęk = ik, Ęk-1 = ik-1}-
k=l 

Niech 

To= 't9o, (2.9) 

Tn = 191 + 192 + ... 't9n 'n E N, 
T00 = lim Tn = sup{Tn: nENo}. 

n-,oo 

TWIERDZENIE 20. Ciąg {(Ęn, Tn) : n E N0} jest dwuwymiarowym, jednorodnym 
łańcuchem Markowa o prawdopodobieństwach przejścia 

P{Ęn+l = j,Tn+l::,; t J Ęn = i,Tn = h} = Qij(t- h), i,j ES. (2.10) 

D o w ó d: [38]. 

W oparciu o jądro odnowy można wyznaczyć rozkład dwuwymiarowego łańcucha 
{ (Ęn, Tn) : n E N0 } • Znajdziemy najpierw rozkład warunkowy 

Dla n = 1 otrzymujemy 

Rg\t) = P{Ęi = j, T1 ::::; t I Ęo = i, To= O}= 

= P{Ęi = j,T1::::; t I fo =i}= Qij(t). 

(2.11) 

(2.12) 
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Korzystając z równości Smoluchowskiego-Chapmana-Kołmogorowa mamy dla n = 
2, 3, ... 

Rt\t) = Lit P{6 = k,T1 E dxl Ęa = i,To = O} 
kES O 

P{~n = j, Tn E [x, t] I 6 = k, T1 =X}= L 1t dQ;k(x)Ri;- 1\t - x). 
kES O 

Otrzymaliśmy związek rekurencyjny 

Ri])(t) = L 1t dQ;k(x)Ri;-1\t - x) , n= 2, 3,... . (2.13) 
kES O 

Stosując symbol splotu, dla n = 2 mamy 

R~I\t) = L 1t dQ;k(x)Qki(t - x) = L Qik * Qkj(t) , n= 2, 3,... . (2.14) 
kES O kES 

Indukcyjne rozumowanie prowadzi do wzoru 

R~J\t) = L L • • • L Qik1 * Qk,k2 (t) • .. * Qkn-d(t) , n= 2, 3,... . (2.15) 
k1ES k2ES kn-1ES 

Postać otrzymanych wzorów skłania nas do wprowadzenia notacji macierzowej. 
Niech 

R(nł(t) = [Rt\t): i,j ES]. 

Zdefiniujemy splotową potęgę jądra odnowy. Przyjmujemy oznaczenia: 

(o) _ (o) ( ) . . . ] (o) ( ) _ { 1 dla i = j Q (t) - [Q;i t . i,J ES , Qii t - O dla i=/= j , t ~ O, 

QC1ł(t) = Q(t) = [Q;j(t) : i, j E S] ) t ~ o, 

Q(nl(t) = [Qt\t): i,j ES], 

gdzie 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

Qi]l(t) := L 1t dQ;k(x)Q~;- 1\t - x) = L Q;k * Q~;-1\t) , t ~O, n= 2, 3, ... . 
kES O kES 

Łatwo można zauważyć, że 

(2.20) 

Z definicji funkcji Rf;(t) oraz własności rozkładu dwuwymiarowej zmiennej losowej 
otrzymujemy związki 

lim R~J\t) = P{~n = j I Ęa =i}, i,j ES, t ~ O, (2.21) 
t-+oo 

LRij(t) = LQ~J\t) = P{Tn ~ tjĘa = i} ,i,j ES ,t ~ O. (2.22) 
jES jES 
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Korzystając ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite mamy 

iES 

iES jES iES jES 

2.2. Definicja procesu semi-markowskiego 
DEFINICJA 33. Proces { N( t) : t E łR+} określony wzorem 

N(t) = n dla Tn ~ t < Tn+l, n E No 

nazywamy procesem liczącym 

(2.23) 

(2.24) 

Fragment jednej z możliwych realizacji tego procesu przedstawiony jest na ry
sunku 2.8. 

N(t) 

• 

Rys. 2.8 . Realizacja procesu liczą.cego 

DEFINICJA 34. Proces losowy 

{ X ( t) : t E łR+} , (2.25) 

określony za pomocą wzoru 
X(t) := ~N(t) 

nazywamy procesem semi-markowskim o przestrzeni stanów S i zbiorze parametru 
łR+ generowanym przez markowski proces odnowy { (~n, 'l?n) : n E N0 } o rozkładzie 
początkowym p i jądrze Q(t) , t E łR+. 

Proces semi-markowski jest zdefiniowany wtedy, gdy określone jest jego jądro 
oraz rozkład początkowy. 
Z definicji tej wynika, że 

X(t) = ~n dla Tn ~ t < Tn+l, n E No. 



2.2. Definicja procesu semi-markowskiego 31 

Oznacza to, że realizacje procesu SM są funkcjami przyjmującymi stałe wartości w 
przedziałach [Tn, Tn+i) . Przykład fragmentu realizacji procesu SM przedstawiony 
jest na rysunku 2.9. 

x(t) 

• 

Rys. 2.9. Realizacja procesu semi-markowskiego 

Z definicji procesu semi-markowskiego wynika również związek 

Oznacza to, że ciąg {X(Tn) : n E N0} jest jednorodnym łańcuchem Markowa o 
zbiorze stanów S , określonym przez rozkład początkowy p = [pi : i E S] i macierz 
prawdopodobieństw przejścia P := [pij : i, j E S] , gdzie Pij = lim Qi,J ( t) . 

t--+oo 

Ciąg losowy {X(Tn) : n E N0 } nazywany jest włożonym łańcuchem Markowa 
w proces semi-markowski {X(t) : t E lR+}-

DEFINICJA 35. Proces SM {X(t): t E lR+} nazywamy procesem regularnym, jeżeli 

f\ P{N(t) < oo} = 1. (2.26) 
tEIR+ 

Regularność procesu SM oznacza, że w każdym przedziale [O, t] liczba zmian jego 
stanów jest skończona z prawdopodobieństwem 1. 

Równość (2.26) można zastąpić równoważnym związkiem 

f\ P{N(t)=oo}=O. (2.27) 
tEIR+ 

TWIERDZENIE 21. Proces SM {X(t) : t E lR+} jest regularny wtedy i tylko wtedy, 
gdy 

/\ lim P{N(t) ~n}= lim P{Tn :s; t} = O. 
n-+oo n-+oo 

(2.28) 
tEIR+ 
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Do wód: Z definicji procesu {N(t): t E lR+} wynikają równoważności 

N(t) = oo ~ /\ Tn :( t ~ I\ N(t) ? n. 
nENo nENo 

Wynika stąd równość zdarzeń 

{N(t) = oo} = n {Tn :( t} = n {N(t)? n}. 
nENo nENo 

Zauważmy, że 

{N(t)? O} :J {N(t)? 1} :J {N(t)? 2} :J ... 

oraz 
{To:( t}:) {71 :( t}:) {72 :( 2}:),,, , 

Korzystamy z własności ciągłości prawdopodobieństwa (miary probabilistycznej) P. 
Jeżeli Aa :J A1 :J A2 :J ... oraz A = n An, to limn--+oo P(An) = P(A). 

nENo 

Przyjmując An= {N(t)? n}= {Tn :( t} mamy 

P{N(t) = oo} = P{ n {N(t)? n}}= 
nENo 

= P{ n {Tn:,; t}} = lim P{N(t)? n}= lim P{Tn:,; t}. 
n-+oo n-+oo 

nENo 

Z równości tych otrzymujemy równoważności 

f\ P{N(t) = oo} =O~ J~~P{N(t)? n}= O~ 
tEIR+ 

lim P{Tn :( t} = O. 
n--+oo 

Twierdzenie zostało więc udowodnione. O 

TWIERDZENIE 22. Jeżeli E[N(t)] < oo , to proces SM {X(t) t E lR+} jest 
regularny. 

D o w ó d: Zauważmy, że 

00 

E[N(t)] LkP{N(t) = k} 
k=l 

P{N(t) = 2} + 
P{N(t) = 1} + 

+ P{N(t) = 2} + 
+ P{N(t) = 3} + P{N(t) = 3} + P{N(t) = 3} + 

Sumując po przekątnych otrzymujemy 

00 00 00 

E[N(t)] = I:P{N(t) = k} + LP{N(t) = k} + LP{N(t) = k} + ... 
k=l k=2 k=3 

00 

P{N(t) ? 1} + P{N(t)? 2} + P{N(t)? 3} + ... = L P{N(t)? n}. 
k=l 
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Na mocy założenia szereg I:~1 P{N(t) ?: n} jest zbieżny, a zatem lim P{N(t) ?: n}= O, 
m--+oo 

co oznacza, że proces jest regularny. O 

W pracy Koroluka i Turbina [38] podane jest ważne twierdzenie dotyczące regu
larności procesów semi-markowskich o skończonych zbiorach stanów: 

TWIERDZENIE 23. Każdy proces SM o skończonym zbiorze stanów S jest regularny. 

2.3. Inne sposoby określania procesu semi-markowskiego 
Proces semi-markowski został określony za pomocą rozkładu początkowego p 

oraz jądra odnowy Q(t) definiujących markowski proces odnowy. Istnieją inne spo
soby określania procesu semi-markowskiego. Przedstawimy za Korolukiem i Turbi
nem [38] niektóre definicje procesu semi-markowskiego umożliwiające jego konstruk
cję. Wprowadzimy najpierw pojęcia i oznaczenia, które będą niezbędne w dalszych 
rozważaniach. Niech P{ Ęn+l = j, Ęn = i} > O. Określamy funkcję 

(2.29) 

Zauważmy, że 

F-(t) = P{{) ~ t I C = . C = '} = P{{)n+l ~ t,Ęn+l = j,Ęn =i}= 
'1 n+l ---: 'sn+l J, ',,n 2 P{C _ · C _ '} 

<,,n+l - J,<,,n - 2 
(2.30) 

- P{ {)n+l ~ t, Ęn+l = j [ Ęn = i} - Qij{t) dl .. ES t Em, 
- { .

1 
.} - a i, J , li',.+ . 

P Ęn+l = J Ęn = i Pij 

Tak określone funkcje są dystrybuantami rozkładów prawdopodobieństwa. Zmienną 
losową o rozkładzie danym przez dystrybuantę F;j(t), która stanowi czas trwania 
stanu i E S procesu, gdy następnym stanem będzie j E S, oznaczamy symbolem 
~j-

Jeżeli P{Ęn+l = j,Ęn =i}= O, to jako Fij(t) przyjmujemy dystrybuantę dowol
nego rozkładu skoncentrowanego na lR+. W tej sytuacji Pij = O , a więc Q;j(t) = O 
dla t E lR+· Z faktów powyżej przytoczonych wynika równość 

Qij(t) = p;jFij(t) , i, j E S, t E łR+ (2.31) 

Z równości tej i wcześniej omawianych pojęć wynika, że markowski proces odnowy 
{(Ęn, {)n): n E N0 } a więc i odpowiadający mu proces semi-markowskijest określony 
wtedy, gdy znany jest jego rozkład początkowy p = [Pi : :B E S] macierz prawdo
podobieństw przejścia P = [ Pij : i,j E S ] łańcucha Markowa {Ęn : n E No} 
oraz macierz F(t) = [Fij(t) : i, j E S] dystrybuant rozkładów zmiennych losowych 
T;j, i,j ES. 

Tak więc trójka (p, P, F(t)) definiuje proces semi-markowski {X(t): t E łR+} o 
dyskretnym zbiorze stanów S . 

Ten sposób określania procesu semi-markowskiego jest wygodny dla o~ero-
wego generowania realizacji (trajektorii) tego procesu. ~-ti ~ 1 i {['1;1, · 

Wiemy, ie ~ Q,;(t) - G,(t) dla i ES, t E IR+. \ j :'/bl/Of;ri) 
(~ _,</ 
~~ -~!::!1/ 
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Stąd 

(2.33) 

Funkcja ta jest dystrybuantą rozkładu ---czasu trwania stanu i E S . Zmienną 
losową oznaczającą czas trwania stanu i ~ , o rozkładzie określonym przez 
dystrybuantę G;(t) oznaczymy symbolem T;. Tak więc 

G;(t) = P{'ł9n+l ~ t \ Ęn =i}= P{T; ~ t}, i ES, t E lR+ . (2.34) 

Korzystając z twierdzenia Radona-Nikodyma można wykazać, że istnieją funkcje 
e;j (x ), x E llł+, i, j E S takie, że 

t 

Q;j(t) = j e;j(x)dG;(x) . (2.35) 
o 

Ponieważ 

t 

Q;j(t) = P{'ł9n+l ~ t, Ęn+l = j \ Ęn =i}= J P{Ęn+l = j \ Ęn = i, 'ł9n+l = X }dG;(x) , 
o 

więc 

(2.36) 

Wielkość e;j(x) oznacza zatem prawdopodobieństwo warunkowe przejścia procesu 
ze stanu i do stanu j, gdy w stanie i proces przebywa przez czas x. 

Określamy macierz kwadratową, której elementami są te funkcje: 

e(x)=[e;j(x): i,jES] . (2.37) 

Ok.reślamy również macierz, której elementami są dystrybuanty rozkładów cza
sów trwania stanów: 

G(x) = [G;(x) : i ES] . (2.38) 

Ponieważ te dwie macierze definiują jądro odnowy Q(t), więc trójka (p, e(t), G(t)) 
określa proces semi-markowski o dyskretnym zbiorze stanów. 
Przedstawiliśmy trzy równoważne sposoby określania procesu semi-markowskiego: 

1. za pomocą pary (p, Q(t)), 

2. za pomocą trójki (p, P, F(t)), 

3 .. za pomocą trójki (p, e(t), G(t)). 

Skonstruowanie semi-markowskiego modelu niezawodności polega na określeniu 
jednym z tych sposobów procesu SM opisującego niezawodnościowe funkcjonowanie 
obiektu. 
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Należy dodać, że istnieją jeszcze inne konstrukcyjne definicje procesu SM [38]. 
Tu podane sposoby określania procesu SM wydają się jednak najbardziej przydatne 
w zastosowaniach. 

2.4. Przykłady procesów semi-markowskich 

Przedstawimy kilka prostych lecz ważnych przykładów procesów semi-markow
skich. 

2.4.1. Proces alternujący 

Niech {X(t) : t ? O} będzie procesem semi-markowskim o zbiorze stanów 
S= {0,1} i jądrze 

Q(t) = [ O Ga(t) ] 
G1(t) O ' 

(2.39) 

gdzie funkcje G0 (t), G1(t), t? O są dystrybuantami rozkładów prawdopodobień
stwa skoncentrowanych w łR+. Przyjmujemy, że co najmniej jeden z tych rozkładów 
ma gęstość. Oznacza to, że jądro jest typu ciągłego. Niech wektor p = [p1 , p2] będzie 

rozkładem początkowym tego procesu. Tak określony proces semi-markowski nazy
wamy procesem alternującym. Jeżeli wartości procesu O, 1 będziemy interpretować 
jako stany niezdatności i zdatności odpowiednio, to proces ten w teorii niezawodności 
nazywany jest procesem awarii. 

Jeżeli rozkład początkowy ma postać p = [O, l], to proces nazywamy prostym 
procesem alternującym lub prostym procesem awarii. 

Proces semi-markowski określony za pomocą rozkładu początkowego p = [O, l] 
i jądra 

_ [ O 1 - (1 + (3t)e-f3t ] . 
Q(t) - 1 _ e-°'t O , gdzie a, (3, t? O 

jest przykładem prostego procesu alternującego. 
W tym przypadku G0(t) = 1- (1 + (3t)e-f3t, G1(t) = 1- e-°'t, t? O. 

2.4.2. Proces wzrostu 

Proces semi-markowski {X(t) : t? O} o zbiorze stanów S = {O, 1, 2, ... } i jądrze 

I 
O Ga(t) O O O .. · 1 
O O G1 (t) O O .. . 

Q(t) = O O O G2 (t) O .. . , 
O O O O G3(t) O 
. . . . 

(2.40) 

gdzie Gi(t) , i E N0 są dystrybuantami rozkładów absolutnie ciągłych skoncentro
wanych na łR+ , nazywamy procesem wzrostu albo procesem urodzeń. Z definicji tej 
wynika, że czas trwania stanu j E S jest nieujemną zmienną losową o rozkładzie 
Gi(t) = P{Ti :,;; t}, a kolejnym stanem jest j + 1. 

Jeżeli 

(2.41) 
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to proces ten jest procesem Poissona. 
Jeżeli 

G0 (t) = 1 - e-At, Gj(t) = 1 - e-jAt, t ~O, j EN, (2.42) 

to proces ten jest procesem Furry 'ego- Yule 'a. 
Jeżeli 

(2.43) 

to proces ten jest przykładem procesu semi-markowskiego, który nie jest regularny. 
Fakt ten uzasadnimy. Jak wiemy chwile zmian stanów procesu Tn, n EN wyrażają 
się wzorem Tn = '191 + ... + '19n, n EN. Ponieważ P{'!9H1 :=;; t} = P{'!9H1 :=;; t I ~j = 
j} = Gi(t), więc 

E(Tn) = E('!91 + .. • + '19n) = 
1 1 1 

= 1 + 2 + ... + 2n = 2[1- 2n]. 

Korzystając z nierówności Czebyszewa dla nieujemnych zmiennych losowych otrzy-
mujemy 

P{T ~ t} >- 1 - E( Tn) = 1 - 2( l - f,i') t O 
n--.;:: 1/ t t ' > · 

Stąd 

Zatem istnieje liczba t > O (np. t = 5), taka że 

lim P{Tn :=;; t} > O, 
n->oo 

co oznacza, że proces ten nie jest regularny. 

2.5. Związek procesu Markowa z procesem semi-Markowa 

Między rozważanymi tu procesami semi-Markowa a procesami Markowa o dys
kretnym zbiorze stanów i parametrze przebiegającym zbiór lR+ = [O, oo) istnieje 
ścisły związek. Wyjaśnienie tego związku wymaga podania definicji i niektórych 
własności procesu Markowa ,;z ciągłym" parametrem i dyskretnym zbiorem stanów. 

DEFINICJA 36. Proces stochastyczny {X(t): t E lR+} o dyskretnym (skończonym lub 
przeliczalnym) zbiorze stanów S nazywamy procesem Markowa, jeżeli dla dowolnych 
i, j, io, i1, ... , in-1 E S oraz to, ti, ... , tn, tn+l E lR+ takich, że O :=;; to < t1 < ... tn < 
tn+l zachodzi 

P{X(tn+1) = j I X(tn) = i, X(tn-1) = in-1, ... , X(t1) = i1, X(to) = io} = (2.44) 

= P{X(tn+i) = j I X(tn) = i} 

Jeżeli chwile t0 , t 1 , ... , tn-l będziemy interpretować jako chwile minione (prze
szłość), tn jako chwilę obecną (teraźniejszość), natomiast tn+l jako chwilę nadcho
dzącą (przyszłość), to z definicji tej wynika, że proces Markowa charakteryzuje się 
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tym, iż jego rozkład warunkowy „przyszłych" stanów nie zależy od „przeszłości", gdy 
znany jest stan „teraźniejszy" procesu. 

DEFINICJA 37. Proces Markowa nazywamy jednorodnym, jeżeli dla dowolnych i, j E 

S oraz tn, tn+l E IR+ takich, że O ,,;; tn < tn+l 

P{X(tn+i) = j I X(tn) =i}= P{X(tn+l - tn) = j I X(O) =i}= Pij(tn+l - tn)
(2.45) 

Przyjmując t = tn+l - tn mamy 

Pii(t) = P{X(t) = j/X(O) = i}, i,j ES, t ~ O. 

Liczba ta nazywana jest prawdopodobieństwem przejścia ze stanu i do stanu j po 
czasie t. 

Z definicji jednorodnego procesu Markowa o dyskretnej przestrzeni stanów wy
nikają własności prawdopodobieństw przejścia: 

(a)p;i(t)~O, t~O, 

(b) I: Pii(t) = 1, 
iES 

(c) Pij(t + s) = I: Pik(t)pkj(s) = 1 , t ~O, s ~ O 
iES 

( równość Smoluchowskiego-Chapmana-Kołmogorowa). 

Przyjmujemy ponadto 

(d) limpii(t) = P;i(O) = óii· t-o 
TWIERDZENIE 24. Dla dowolnego jednorodnego procesu Markowa o prawdopodobień
stwach przejścia Pii(t) , i, j E S zawsze istnieją granice 

\ 1. 1 - Pii ( h) ,.,, . S 
/\i = 1m -----'--'- :::::C 00 , 2 E 

h-o h 

oraz zawsze istnieją skończone granice 

D o w ó d : [19). 

\ 1· Pij(h) I (O) . . s . _J. • Aij = 1m -- = Pij < 00 ,i,J E ,i -r J. 
h-o h 

(2.46) 

(2.47) 

Przyjmijmy A;; = -Ai- Liczby A;j E RU { -oo} , i, j E S nazywamy inten
sywnościami przejścia lub intensywnościami zmian stanów jednorodnego łańcucha 
Markowa. 

Liczby te tworzą macierz 

A=[>-;i: i,jES] 

zwaną macierzą intensywności zmian stanów. 
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TWIERDZENIE 25. Proces Markowa {X(t) : t E lR.+} o dyskretnym zbiorze stanów 
S, przedziałami stałych i prawostronnie ciągłych realizacjach oraz macierzy inten
sywności zmian stanów A = [>.ii : i, j E S] takiej, że O < ->.ii = A; < oo jest 
procesem semi-markowskim o jądrze Q(t) = [Q;j(t) : i,j ES], gdzie 

przy czym 

Do wód: [17), [22]. 

Q;i(t) = Pii[l - exp(->.;t)] , t E lR.+· 

>.;i 
Pii = - dla i =/- j oraz p;; = O . 

>.; 

Tak więc procesy semi-markowskie są ogólniejszą klasą procesów losowych, zawie
rającą w sobie procesy Markowa o dyskretnym zbiorze stanów i zbiorze parametrów 
lR.+. 
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE NIEZAWODNOŚCI 
I EKSPLOATACJI 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie 
jednocześnie w latach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, 
L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem procesów Markowa, dzięki czemu 
dają możliwość konstruowania szerszej klasy losowych modeli, w tym 
modeli niezawodności. Teoria procesów semi-markowskich rozwija się 
nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwiązać niektóre problemy 
w teorii niezawodności . 

W książce zostały przedstawione elementy teorii procesów 
semi-markowskich o co najwyżej przeliczalnych zbiorach stanów oraz 
zostały podane przykłady zastosowań tych procesów w problemach 
niezawodności i eksploatacji. 

Zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego 
takie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, 
prawdopodobieństwa · przejścia , prawdopodobieństwa graniczne, 
sumaryczny czas przebywania w podzbiorach stanów, proces odnowy 
generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione różnego rodzaju 
zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

Przedstawiono model odnawialnego systemu o stukturze 
szeregowej, model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania, 
model procesu eksploatacji obiektu uwzględniający obsługi 

profilaktyczne, model odnawialnego systemu z zimną rezerwą oraz model 
intensywności użytkowania. 

Została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy 
założeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym 
o określonych własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej 
intensywności uszkodzeń. 

Przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując 
założenie, że modelami niezawodnościowymi stanów elem_entów są 
szczególne procesy semi-markowskie. 
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