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D ow 6 d: Dlan=1mamy

P4t 1) = P{r < t,X(n) € A} X(70) =i,19 =0} =
——P{£1€A191 t|£0:Z}_ZQU

JEA

Jak wiemy dwuwymiarowy ciag {(X (), 7n) : n € Ny} jest dwuwymiarowym tancu-
chem Markowa o zbiorze stanéw S x R, o prawdopodobienstwach przejicia

P{X(1a41) = Jy Tat1 St X(T0) = i,7n = 2} = Q5(t — ). (3.9)
Korzystajac z tego faktu otrzymujemy
Wialt,n) =

- Z/Otp{rn<t,X(Tn) €AX(tr) €A . X(n)e A | =g,X(n)=k}
ke’
P{Tledﬂl X(Tl):le(To)zz 7-0:0}:

—2/ Vpalt —z,n— 1)dQu(z). O

ke A’

Dla n = 2 otrzymujemy

Wia(t,2) = Z/\pmt—xld@k()

ke A’

—Z/ZQk]t_q:szk =3 > Que Q).

keA’ jeA JEA ke
Przez indukcje otrzymujemy réwnosé
1.A t n Z Z Q‘iT * QT1T2 ok Q"'n—lj(t)' (310)
JjEA T1,72,...Tn— 1€A/

Niech
Dia(t) = P{O4 <t X(0) =1}. (3.11)

Zmienng losowg 0 tak okredlonym rozkladzie oznaczmy symbolem ©;4. Oznacza ona
czas pierwszego przejécia procesu semi-markowskiego ze stanu i € A" do podzbioru
A. Mamy zatem

Bialt) = P{Ow < 1} = P{O4 < 1| X(0) = i}. (3.12)
Zauwazmy, ze

= Wit n). (3.13)
n=1
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Biorac pod uwage uktady réwnan (3) i (4) otrzymujemy uklad réwnan

Dia(t) — diat) = ) Qe * (Pral®) — Dxa(t))-

ked’
Oznaczajac
Wi(t) = @;a(t) — ®:a(t), i€ A
otrzymujemy
Wi(t) = QuxWi(t), i€ 4. (3.17)
ked

Mozna tatwo wykazaé, ze ten uklad rownan jest rownowazny uktadowi rownan
Wit) =D D> oo D Qir*Qrirp*. . Qe Wi(t), i€ A n=23.... (3.18)
keA red ra_1€4’ :
Zauwazmy, ze

sup(sup | Wi(t) ) < 1
Zatem
Wi(t) < Z Z o Z Qin * Qnrg *ooox an_ﬂc(t) -
keA ried” ra_jed
=P{r, <t,X(m,) € AI,X(Tn_l) € AI,...X(n) c A | X (1) = 1,70 =0} <
P{r, <t}

gP{Tngth(O):i}gp—{Xm»

i€ A,
Z regularnosci procesu {X(¢) : t € Ry} wynika zwiazek

/\ lim P{r, <t} =0.
n—oo
teR,

Stad
/\ Wit) =0.

teRy

A zatem Ayeg, ®;4(t) = ®;4(t), co oznacza, ze rozwigzanie uktadu réwnan jest jedno-
ZNaczne. .

Uklad (3.14) poddany transformacji Laplace’a-Stieltjesa przyjmuje postac

Gia(s) =D d(s) + ) Gn(s)rals), (3.19)

JjeA ked’

gdzie
Feals) = / " e tdda(e),
0
Gis(s) = /0 e=*tdQ ().
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wynika z nastepujacych zwigzkéw:

E(8:4) =/ td®;4(t) ztd\]?m (t,n)
0

YT Y X @)

n=ljeAr cp’ rao1€A’

=zz z z pirl‘..prn_lj/Owtd(Fin*‘..*Frﬂ_lj(t))z

n=lj€Ar ca’ Tno1€A

=233 o > PP glETi) + o+ E(Ty, )] <

n=1j€Ar cA’ rn1€A

eI nd N D PPy =

n=1 j€Ar ecA ro_1€A
= cznfm(n) = Clig < 00.
Wartosci oczekiwane E(0;4),i € A" wyznaczamy korzystajac z réwnosci
E(0:4) = _i%‘;_(_sl ls=0, €A

Roézniczkujac wzgledem s réwnania (3.19) otrzymujemy

déia(s dgi;(s) dgix(s) - _ o ddrals)
¢Z?S( ) - > qzs( +> —qg-s(—szt(s) +(1ik(s)%§‘(l; icA. (3.25)
jeA keA
Poniewaz
dgii(s -
- gs( ) [s=0= pi; E(T35),  Gi5(8) |s=0= pij,
$ra(s) ls=o=1,
wiec
A) = P E(Ty) + > pinlE(Ti) + E(Oka)).
JjeA keA'
Korzystajac z rownosci
zp'/.] z pu (i) = zpijE(Tij) = E(Ty)
jeA keA’ jes

otrzymujemy uktad réwnan liniowych
E(8:a) = E(L)+ Y pirE(Ora), i€ A
keA'

ktéry w zapisie macierzowym przyjmuje postaé¢ (3.24). Jednoznacznoéé wynika z jedno-
znaczno$cl rozwigzania ukladu réwnan (3.14) dla dystrybuant rozktad6w zmiennych loso-
wych ©;4,i€ 4. O
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Podstawiajac s = 0 mamy
E©%) = ET})+ > pxE©fa) +2 > pikE(Tiw)E(Ora), i€ A. (3.27)
keA’ keA’

Otrzymalismy uktad réwnan, ktéry w zapisie macierzowym przyjmuje postac¢ (3.26). Jed-
noznacznoéé rozwigzania wynika z twierdzenia 26. u

Wazng wielkodcig jest czas powrotu procesu semi-markowskiego do okreglonego
stanu.

DEFINICJA 38. Funkcje

D,5(t) = P{ra, <t|X(0) =3}, i€, (3.28)
gdzie

Aj; =min{n € N: X(r,) = j},
nazywamy dystrybuantq rozktadu czasu powrotu do stanu j procesu semi-markowskiego.

Zmienng losowq o tak okreslonym rozkladzie oznaczamy symbolem ©;.

TWIERDZENIE 29. Niech {X (t) : t € R, } bedzie reqularnym procesem semi-markow-
skim o jedrze Q(t) = [Qu;(t) : 1,7 € S). Jezeli dla kazdego i € S fi; = 1,to istnieje
jedyna wtadciwa dystrybuanta czasu powrotu do stanu j oraz wyraza sie ona wzorem

Oy(t) = Q) + 3 / Byt — 2)dQuu(x) (3.29)

kes—{3} 70

D o w 6 d: Istnienie jedynej wlasciwej dystrybuanty czasu powrotu wynika z twierdzenia 26

dla A = {j}. Wyprowadzenie wzoru jest podobne do wyprowadzenia wzoru w tym samym
twierdzeniu. |

Odpowiadajace temu rownaniu, rownanie dla transformat Laplace’a-Stieltjesa
ma postaé

Gis(s) = Gis(s) + D Grl()dusls). (3.30)
kes—{}
TWIERDZENIE 30. Jezels
1. spetnione sq zalozenia twierdzenia 29,
2. Vaso /\i,jes 0< E(ng) <d,
3 Nies “?j = o1 ”2fij(n) <00,

to istniejg wartosci oczekiwane E(Oy;) i drugie momenty E(©3) oraz

E©;) =E(T)+ Y, pxE(6k), (3.31)
keS—{j}
E@L)=ETH+ > pxE®L)+2 > puBETi)E@O) .  (3.32)

keS—{5} kesS—{j}
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Rys. 3.10. Wykres gestosci ¢y13(t)
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10 20 30 40

Rys. 3.11. Wykres gestosci ¢as(t)

o0
E(©3) = / tp(t)dt , i€ A'=1,2,
0
V(0i3) = E(0%) — [E(@x),; ic A =1,2.

Wartoséci oczekiwane i wariancje tych zmiennych losowych mozna réwniez obliczyé w opar-
ciu 0 udowodnione twierdzenia. Korzystajac ze wzoru (2.2 ) wyznaczamy macierz praw-

dopodobienstw przejécia wlozonego laricucha Markowa w rozpatrywany tu proces semi-
markowski

0 02 08
P=11 0 0
1 0 0

Z postaci jadra rozpatrywanego tu procesu semi-markowskiego wynika, ze dystrybuanty
zmiennych losowych T; , ¢ € S oznaczajacych czasy trwania stanéw procesu oraz dys-
trybuanty zmiennych losowych T;;, oznaczajacych warunkowe czasy trwania stanéw majg
postaé
Gi(t)=P{Ty <t} =1-¢e"", 120,
Gty =P{Th <t} =1—¢"t, t20,
G3(t) = P{T3 <t} =1—(1+02t)e %%, t>0,
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TWIERDZENIE 31. Jezeli {X(t) : t € R} jest reqularnym procesem semi-markowskim o
dyskretnym zbiorze standw S takim, ze dla kazdego i,j € S, i — 7 lub j — 1, to ukiad
réwnan catkowych (3.36) ma jednoznaczne rozwigzanie.

D o w 6 d: Twierdzenie jest wnioskiem z twierdzenia podanego w pracy Koroluka i Turbina
[38]. O

Rozwigzanie tego ukiadu mozna znaleié¢ poslugujac sie przeksztalceniem Laplace’a-
Stieltjesa. Niech

5i(g) = Ooe—-st - )

Pis(s) /0 dF;(t) (3.37)
Gun(s) = /0 e~tdQu(t) | (3.38)
Gi(s) = /0 e~ dGi(t) - (3.39)

Uktadowi réwnan catkowych odpowiada ukiad réwnan algebraicznych o niewiadomych
transformatach p;(s) ,i,j € S:

Big(s) = 655[1 = Gils)] + > dun(s)prs(s) , 4,5 €S. (3.40)
keS

Przyjmujac notacje macierzowa,

B(s) =[Py(s): 1,5 €5], §(s)=[6,8:(s): 1,5 € 5],
q(s) =laiy(s): 1,5 €8], I=[0y:4]€S5]
otrzymujemy réwnanie
B(s) = (I —g(s)) +q(s)p(s) - (3.41)
Stad
p(s) = (I —q(s))" (I~ 3(s)) - (3.42)

Przykeap 11. Niech {X(¢): ¢ € Ry} bedzie procesem SM o zbiorze stanéw S = {0,1}
i jadrze

Q1) = [ O 1R ] . (3.43)

Jest to proces alternujacy rozpatrywany jako przykiad 2.4.1 z parametrami o = 0.1, 8 = 1.
W tym przypadku Go(t) = 1 — (1 +t)e™t ,Gy(t) =1 —e %1 i > 0.

Korzystajac z przeksztalcenia Laplace’a-Stieltjesa obliczymy prawdopodobienistwa przej-
§cia tego procesu. Macierz transformat Laplace’a-Stieltjesa jadra Q(¢) ma postac

_ 0 3—12
q(t)z{ o1 O } (3.44)
5+0.1

Macierz transformat rozktadéw czaséw trwania stanéw ma postac

. ey 0
g(t) = [ (SBI) 0.1 } : (3.45)
5+0.1
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Korzystajac z pakietu programéw MATHEMATICA, na podstawie wzoru (3.42 ) ob-
liczmy macierz p(s)

(0.14+5)(2+5) 1
1.2+2.1s+s2  1.24+2.1s+s2
p(s) = . (3.46)
0.1(2+s) (1+5)?

1.2421s+s2  1.242.1s+s2

Transformaty Laplace’a prawdopodobieristw przejécia Py;(s) = [;7 e7StP;(t)dt obliczamy
korzystajac ze zwiazku tych transformat z transformatami Laplace’ a—StleltJesa

5 ij (S ..
Py =B ijes
Po uproszczeniach otrzymujemy

~ 0.166667  1.75 + 0.833333s

Poo(s) = s + 1.2421s 452’
2 _ 0.833333 B 1.75 + 0.833333s
o1(s) = = 12+ 215 + 52
2 _ 0.166667 _ 0.25 4 0.166667s
0(s) = s 1.2+ 215+ s2
-~ _ 0.833333 0.25 4 0.166667s

Pu(s) = s + 1.2 4+2.18 + s2

Obliczajac transformaty odwrotne otrzymujemy prawdopodobienstwa przejécia

Poo(t) = 0.166667 + e~19%/[0.833333 cos (0.31225¢) + 2.802253 sin(0.31225t)],
(

Po1(t) = 0.833333 — e~ 195[0.833333 cos (0.31225¢) + 2.802253 sin(0.31225t)],
Pip(t) = 0.166667 — e~ 195[0.166667 cos (0.31225t) + 0.2401911 sin (0.31225t)],
Piy(t) = 0.833333 + ¢~ 195[0.166667 cos(0.31225t) + 0.2401911 sin (0.31225t)].
Wykresy funkcji Pig(t), Py1(t) przedstawione sg na rysunku 3.12 . A

1

0.8

0.6

0.4

0.2

2 4 6 8 10

Rys. 3.12. Wykres prawdopodobienistw warunkowych Pig(t) oraz Pii(t)

PrzykraDp 12. Obliczymy prawdopodobienistwa przejécia procesu Poissona. Z postaci ja-
dra tego procesu wynika natychmiast, ze z dodatnim prawdopodobienstwem mozliwe sa
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jedynie przejscia z dowolnych stanéw do stanéw o numerach wigkszych, tzn. P;(t) =0, t >
0, gdy @ > j. Macierz transformat Laplace’a-Stieltjesa jadra procesu Poissona ma postac

0 20 0 0

s+ N
00 5 0 0
=100 0 250 (3.47)
00 0 0 X0
Poniewaz p;;(s) =0 dla ¢ > j, wiec uklad rownan (3.40) przyjmuje postaé
ﬁ‘ii(s) = s+ B\ ) ] € NO » (348)
_ A - ) :
pij(s)———s_{_—)\pi“]-(s , 5,7€8,0<i4+1<]
Stad
A A8
Pii = —Pi1y = , 1€S.
Diir1(s) s P +1i+1(8) (51 2)° te
Przez indukcje otrzymujemy
_ AFs )
Diirk(s) = _(s i )\)k+1 , 1€S kel

Prawdopodobieristwa przejécia otrzymujemy wyznaczajac transformaty odwrotne
—1 [ Pu(s) -1 1 —At .
Pit) =L |22 =7 —— | = t> N
i (t) [ B ] [s+)\ e, 0, j €Ny,
Ak _ (e
(s + Nk k!

.Pii+k(t)=L_1 [@] :L_l ,t?o, iENo, keN.

A

PrzykeaD 13. Obliczymy prawdopodobienstwa przejscia procesu Furry’ego-Yule'a. Z po-
staci jadra tego procesu, tak jak w przypadku procesu Poissona wynika, ze z dodatnim
prawdopodobienistwem mozliwe sg jedynie przejscia z dowolnych stanéw do stanéw o nume-
rach wiekszych, tzn. P;;(t) =0, t > 0, gdy ¢ > j. Macierz transformat Laplace’a-Stieltjesa
jadra procesu Furry’ego-Yule’a ma postaé

A
0@y 0 0 0
00 20 o0
=100 0o o (3.49)
3)
00 0 0 B0
Poniewaz p;;(s) =0 dla i > j, wiec uklad rownan (3.40) przyjmuje postaé
s s
i = — ] N D, — —_—— 5
pu(s) s+in’ (AS ) pOO(S) S+’ (3 50)

5 A . . .
pij(s)zmpi+1j(s), ,je€S,0<i+1<7.
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Nasuwaja sie naturalne pytania: Jakie warunki musi spelnia¢ proces semi-markowski,
by rozkiad graniczny istnial? Jak znalezé¢ rozktad graniczny?

Zeby odpowiedzie¢ na te pytania przytoczymy najpierw ogolne (zasadnicze) twierdzenie
graniczne dla proceséw semi-markowskich o dyskretnym zbiorze stanéw, stanowigce wersje
twierdzenia z pracy Koroluka i Turbina [38], przystosowana do zdefiniowanych tu pojec.

Rozwazania ograniczymy do proceséw semi-markowskich okreslonych przez jadra od-
nowy typu ciaglego.

DEFINICIA 39. Jgdro odnowy jest typu cigglego, jezeli kazdy wiersz macierzy Q(t) =
Qi;(t) : 1,7 € S] zawiera co najmniej jedng funkcje, ktdra w rozkladzie Lebesgue’a za-
wiera sktadnik absolutnie ciggly ( wzgledem miary Lebesgue’a).

PRZYKEAD 14. Macierz Q(t) = [Q45(t) : 4,7 € S| o elementach
Qi5(t) = pi;Gi(t), i€ S,

gdzie
¢
Gi(t) = clj o) (t) + (1 —¢) /hI Ydu,
0

€ (0, 1), pi; 20, Z pi; = 1 natomiast h;(-) jest gestoscig (wezgledem miary Lebesgue’a)
rozkladu prawdopodoblenstwa jest przykltadem jadra typu ciaglego. A

PRZYKEAD 15. Macierz Q(t) = [(Q45(t) : ¢,j € S] o elementach
Qij(t) = pijlpecy(t) , 1€ S
gdzie p;; > 0, _Z:Spij = 1 nie jest jadrem typu ciaglego. A
JE
TWIERDZENIE 32. Niech {X(t) : t € Ry} bedzie regularnym procesem semi- markowskim
o skoriczonym lub przeliczalnym zbiorze standw S i jadrze typu cigglego Q(t) = [Q4;(¢) :

i,j € S). Niech L(t) = [0;;Li(t) : 1,5 € S] bedzie macierzq diagonalng, ktdrej elementy sq
okreslone, mierzalne 1 wspdinie ograniczone na Ry = [0,00). Jezeli

1. wlozony taricuch Markowa {X () : n € No} w proces semi-markowski {X(t): t € R4}
ma te wtasnosé, ze dla kazdego i,j € S i — jlub j — 1,

2. funkcje L;(t),i € S sq catkowalne na R4,

to dla elementow macierzy U (t) = [uy;(t) : 1,5 € S stanowigceej jedyne rozwigzanie mar-
kowskiego réwnania odnowy

U@)=L(t)+ Q+U(t) (3.53)
1stniejg granice przy t — oo oraz
. fooo L]' (t)dt
lim Ui (t) = fij = =7, 3.54
{0 ]( ) f] E(@]]) ( )

(jezeli E(©;;) = oo, to prawa strona ostatniego wzoru jest réwna 0.)

Do w6 d: [38]
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gdzie prawdopodobieristwa m;, i € S stanowiqg rozklad stacjonarny wloionego laricucha
Markowa {X(m): n € Ng}.

Przypomnijmy, ze rozklad stacjonarny wtozonego tancucha Markowa jest jedynym roz-
wigzaniem ukltadu réwnan liniowych

Zﬂ'ip‘ijzwjy jes, ZTI']':l7 (358)
€S jES
gdzie
pij = lim Qij(t).

PRzZYKEAD 16. Niech {X(t) : ¢ € R} } bedzie procesem semi-markowskim o zbiorze stanéw
S ={1,2,3} i jadrze

0 0.4[1 — (1+0.2t)e™%%) 0.6[1 — (1+0.2t)e0%]
Q(t)=| 1—e 02 0 0 . (3.59)
1 - e—O.St 0 0

W tym przypadku
Git) =1—-(14+0,200e7 %% t>0

G2(t) =1- 6_0'2t , t

Ga(t) =1—e 0% ¢

) )
20,

2 0.
oraz

E(T1) =10, E(Ty) =5, E(T3)=2.

Macierz prawdopodobienstw przejscia wlozonego tancucha Markowa w ten proces ma po-
stac

0 04 06
P=l10 o0 |. (3.60)
1 0 0

Tak okreslony proces spetnia zalozenia przedstawionego twierdzenia. Uktad réwnan dla
rozktadu stacjonarnego wiozonego tancucha Markowa przyjmuje postac

my + g =m, 04m =my, 0.6m =m3, m +7me+73=1
Stad
71'120.5, Tl'2=0.2, 7T3=0.3.

Podstawiajac obliczone liczhowe wartosci odpowiednich parametréw do wzoru (3.57) otrzy-
mujemy rozklad graniczny tego procesu semi-markowskiego.

25 ) 3

=50 e Bisgg

A

PrzykraDp 17. Niech {X(t) : i € Ry} bedzie procesem ogélnym procesem alternujacym
o zbiorze stanow S = {0,1} 1 jadrze

Q)= [ Glo(t) G%(t) } : (3.61)
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Zmienna losowa
Q;4 =inf{t: X(t) € A]X(0) =1}, i€ A'={1,...,N}

oznacza czas pierwszego przejécia ze stanu ¢ € A’ do stanu 0. Oznaczmy
oo
/ 1-G%t)dt, ie A,
0

gdzie
HOEDIN0
jeAar
Liczba m{ jest oczekiwanym czasem trwania stanu i € A’ procesu SM {X°(t) : ¢ > 0}.
Liczba
& = pio = lim Qo(t)
t—o0

jest prawdopodobienstwem przejscia procesu SM {X(t): ¢ = 0} ze stanu 1 € A’ do stanu

0. Niech 7% = [n?,...,7%] oznacza rozklad stacjonarny wlozonego tancucha Markowa w
proces SM {X%(t) : ¢ > 0} i niech

- 0
€= E 5 i

i€ A’

TWIERDZENIE 35. Jezeli taricuch Markowa wiozony w proces SM {X°(t) : t > 0} ma

rozktad stacjonarny n° = [r9,...,7%), € > 0 oraz rozktady o dystrybuantach G9(t), i =
1,..., N majq skoriczone wartosci oczekiwane to

lir% P{e©;s >t} =exp[-At], t 20
E—

gdzie
1

0,0 "
2 mm;
€Al

A=

Do w 6 d: [53].

Zauwazmy najpierw, Ze rozklad asymptotyczny zmiennej losowej ©;4 nie zalezy od od
stanu i € A’

Jezeli zbiér A’ oznacza zbiér stanoéw zdatnodci obiektu, ktérego modelem niezawodno-
Sciowym jest proces SM {X(t) : t > 0}, natomiast A = {0} jest stanem niezdatnosci tego
obiektu, to teza twierdzenia pozwala znaleZ¢ przyblizong wartosé funkcji niezawodnosci:

R(t) = P{©ja >t} = P{eO;4 > et} ~mexp|-Aet], t=20, (3.65)
gdy € jest male.

PRrRzYKEAD 18. Niech {X%(t) : ¢t > 0} bedzie procesem alternujacym o zbiorze stanow S =
{1,2} , gdzie 1 oznacza stan uzytkowania obiektu natomiast 2 oznacza obslugg techniczna.
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Jezeli zalozymy, ze czas trwania uzytkowania jest nieujemna zmienng losowsa £ o rozkladzie
okreslonym przez dystrybuante

natomiast czas trwania obslugi technicznej obiektu jest nieujemna zmienna losowa 71 o
rozkladzie okre§lonym przez dystrybuante

Fn(t)=P{n<t}

oraz przyjmiemy, ze te zmienne losowe s3 niezalezne to jadro procesu SM {X°(¢) : ¢ > 0},
stanowiacego model procesu eksploatacji, ma postaé

QO (t) — { 0 Q(1)2 (t)

Qv o | (8.66)

gdzie
Qh(t) = Fe(t) , Q% (1) = Fy(t).

Przyjmujemy, Ze obiekt w stanie uzytkowania moze ulec awarii. Bedziemy rozpatrywaé
eksploatacje obiektu do chwili jego pierwszej awarii. Zakladamy, ze czas zdatnosci uzytko-
wanego obiektu jest nieujemna zmienna losows o rozkladzie

F(t) = P{¢ < 1).

Przyjmujemy réwniez, ze kazda obstuga przywraca obiektowi pelna zdatnosé. Zakladamy,
ze zmienne losowe &, 7), ¢ sa wzajemnie niezalezne i maja skoriczone drugie momenty.

Niech 0 oznacza stan awarii 1 niech {X(t) : ¢t > 0} bedzie procesem SM o zbiorze
stanow S = {0,1,2} i jadrze

Qoo(t) 0 0
Q) =1 Q) 0  Qu) |, (3.67)
0 Q21 (t) 0

gdzie
t
Qm®=PK<uC<8=/U—&@M&@%
0

Qm@=P&<mC>G=/H—&@WQ@%
0

Q) = £ ()

oraz Qoo = Go(¢) jest dowolna dystrybuanta rozkladu prawdopodobienistwa na zbiorze R, .
Proces ten jest procesem zakl6conym w stosunku do procesu SM {X°(¢) : ¢ > 0}. Role
zmiennej losowej Z; odgrywa czas zdatnosci ¢ natomiast zmienna losowa Z2 ma rozklad
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jednopunktowy P{Z; = 0}=1. Wielkoéci wystepujace w podanym tu twierdzeniu maja
postaé

m{ = E(), m§=E@),
0

Zatem wartosé¢ funkeji niezawodnosci obiektu wyraza sie przyblizeniem

T~ Fe(w)ldF: (u)

R(t) ~ exp | -2 BGEYE) t . (3.68)

Wzér ten mozna stosowaé jedynie wtedy, gdy liczba

€= /[1 — Fe(u)dF¢(u) ,
0

oznaczajaca prawdopodobienistwo awarii obiektu w przedziale uzytkowania o diugosci &,
jest matla. A

Przedstawimy teraz pojecie zaburzonego procesu semi-markowskiego pochodzace z
pracy Pavlova i Ushakova. Wyniki tej pracy z prostym dowodem podstawowego twier-
dzenia zostaly przedstawione przez Gercbakha [18].

Niech A’ bedzie zbiorem skonczonym, A zbiorem co najwyze] przeliczalnym oraz
AN A = 0. Niech {X(t): t 2 0} bedzie procesem semi-markowskim o0 zbiorze stanow
S =AUA"1jadrze Q(t) = [Q45(t) 1 4,7 € S], ktorego elementy przedstawione sa w postaci
Qi;(t) = pi;Fi;(t), (patrz 2.3). Przypomnijmy, ze liczba p;; jest prawdopodobienstwem
przejscia ze stanu ¢ € S do stanu j € S wlozonego laicucha Markowa w proces semi-
markowski {X(¢) : ¢t > 0}, natomiast dystrybuanta Fj;(t) okresla rozktad zmiennej losowej
oznaczajacej czas trwania stanu 1 € S, gdy nastepnym stanem bedzie j € S.

Przyjmijmy

£ = Zpij' (3.69)
jEA
Niech B
Pl = % , qe A (3.70)

1
Zauwazmy, ze p?j =1
jed!
DEFINICIA 41. Proces semi-markowski {X (t) : ¢t 2 0} o zbiorze standw S i jgdrze Q(t)
t

[ pijFi5(t) 1 1,5 € S, nazywamy procesem zaburzonym w stosunku do procesu {X°(t) :

>
0} o zbiorze standw A’ i jedrze QO(t) = [p?jFij (t) 1,5 € A).

Podamy twierdzenie, ktére jest niewielka modyfikacja twierdzenia przytoczonego przez
Gercbakha [18].
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Zmienna losowa
Oia =inf{t: X(t) € A| X(0) =i}, i€ A,

jak poprzednio, oznacza czas pierwszego przejécia ze stanu i € A’ do podzbioru A. Niech
o0
m; = /[1 -GV, 1€ A,
0

gdzie
Git) = > Qu(t) .
j€S
Liczba m? jest oczekiwanym czasem trwania stanu i € S. Oznaczmy, jak poprzednio

.
md = / - CW)dt, icd,
0
gdzie
G?(t) = Z Q?j(t) :
jeA!

Niech 70 = [#? : i € A'] oznacza rozklad stacjonarny wlozonego laricucha Markowa w
proces SM {XO(t) : t > 0} i niech

e=  me (3.71)

i€ A
oraz
md = Zw?m? . (3.72)
€A
TWIERDZENIE 36. Jezeli:

a) taricuch Markowa wlozony w proces SM {X (t) : t > 0} o macierzy prawdopodobieristw
przejécia P = [piy 14,5 € S| jest nieprzywiediny 1 dodatnio powracajgcy,

b) Vocoo Nies mi < C,

to
lim P{eB:s > a} = e"ml (3.73)
£E—
pray czym 70 = [m; 1 i € A'] jest jedynym rozwigzaniem ukladu réwnari
7 =7"P% l1=1 (3.74)

Z twierdzenia tego wynika, ze dla malego e otrzymujemy wzor przyblizony

0
> g
i€ A
- 0,,,0 )
> mmg
i€A!

P{B;s >t} = exp t>0. (3.75)
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PRZYKEAD 19. Zastosowanie tego twierdzenia pokazemy na podanym tu wczesniej przy-
ktadzie. Proces semi-markowski {X(t) : t > 0} o zbiorze stanéw S = {0, 1,2} i jadrze okre-
glonym wzorem (3.67) jest procesem zaburzonym w stosunku do procesu {X%(t) : t > 0}
o zbiorze stanéw A’ = {1,2}, ktérego jadro ma teraz postaé

00 — 0 22(t) ]
gdzie

Q%(t) = phaFna(t) , Q%1 (t) = p% Fun(t) -
Poniewaz B = {0} oraz

e1=p1o = Quo(o0) =P{ (<&} = /[1 — Fe(z)]dFy(z) = 1—pio,
b

wiec
0 _ P12 _
P12 1— e
A poniewaz
Fia(ty = 220 _ Qual0)
P12 Q12(00)

wiec

t

Of [} — F¢(@)]dFe(z)

QL (t) = Fia(t) = & .

Of[l — F(x)ldFe(z)

Zauwazmy, ze €9 = pyo = 0, a wiec pgl = -1% = 1. Ostatecznie

Q% (1) = Fu(t) = Fy(t).

Macierz prawdopodobienistw przejscia wlozonego laicucha Markowa w proces {X0(¢) : t >
0} ma posta¢

P°=H H (3.77)
Rozwigzujac uklad réwnan
01
[n3, ) [ ) 0} = [x9, 73], (3.78)
4 =1 (3.79)

otrzymujemy rozklad stacjonarny 70 = [0.5, 0.5].
Korzystajac ze stosownych wzoréw obliczmy parametry wystepujace w tezie twierdze-
nia:
(o]

c= 0561 = 0.5P{C<£} =05 /[1 ~ Fe(@)dF (@),

i
m® = 0.5(m{ +m3) ,
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przy czym

¢ = Z bij, 1e A, (382)
jeA

DEFINICIA 42. Proces semi-markowski {X(t) : t > 0} o zbiorze standw S = AU A’ {
jadrze Q°(t) = [Q5;(t) : 4,5 € S|, okreslonym wzorami (3.81), (3.82) nazywamy procesem
zaburzonym w stosunku do procesu {X°(t) : t > 0} o zbiorze standw A’ i jgdrze QO(t) =
[P35 (t) 4,5 € A).

Niech 70 = [#¥ : i € A'] oznacza rozklad stacjonarny wlozonego laricucha Markowa w
proces semi-markowski {X%(¢) : t > 0}. Jak wiemy rozklad ten jest jedynym rozwigzaniem
ukladu réwnan

0 =7P%, #%1=1. (3.83)
Niech
q= Z g . (3.84)
i€ A’

i niech jak w poprzednim twierdzeniu

m® =Y nim{. (3.85)
€A
TWIERDZENIE 37.Jezeli:

a) taricuch Markowa wlozony w proces SM {X°(t) : t > 0} o macierzy prawdopodobieristw
praejécia P = [p?j 11,7 € A'] jest nieprzywiediny i dodatnio powracajgcy,

b) Vecoo Niear m? <0,

C) vstan powracajacy 1€A’ Pfo >0,

to
lin%) P{e@;q > a}=¢ W0 %, (3.86)
£—

Dow6d: [38]

Z twierdzenia tego dla malego € otrzymujemy wzér przyblizony

P{Gis > t} = P{e@ip > et} ~ e"mb ¢, (3.87)

PRZYKEAD 20. Zastosowanie tego twierdzenia pokazemy tym samym przykladzie. Proces
semi-markowski {X¢(t) : ¢ > 0} o zbiorze stanow S = {0, 1,2} i jadrze okreslonym wzorem
(3.67) traktujemy jako proces zaburzony w stosunku do procesu {X°(¢) : t > 0} o zbiorze
stanow A’ = {1,2}. Macierz prawdopodobieristw przejscia wlozonego tarncucha Markowa
w proces SM {X¢(¢) : t > 0} ma postac

Pf=1po 0 p2 |, (3.88)
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cq = (o) - [11- ROdFe) =1-PlC> ) e =0, (.94
0
a zatem
g = 0.5(1— P{C>€}) = 05 P{C<E} = 05 /[1—-F§(t)dF<(t). (3.95)
0

Jednoczesnie jak w poprzednim przykladzie
m® = 0.5(m? +m3),

gdzie

bl

Powtarzajac rozumowanie z przykiadu 19 otrzymujemy przyblizenia m{ =~ FE(£) ,m® =~
0.5 [ E(n) + E(§) ]. Korzystajac z twierdzenia 37, dla eq bliskiego 0 otrzymujemy ten sam
przyblizony wzor (3.80) na funkcje¢ niezawodnosci systemu. A

3.5. Proces odnowy generowany przez czasy powrotu procesu
semi-markowskiego

Zakladamy, ze stan j € S jest stanem powracajacym, silnie osiggalnym ze stanu ¢ € S
procesu semi-markowskiego {X(¢) : ¢ > 0} o jadrze typu ciaglego Q(t).
Rozwazmy ciag zmiennych losowych

@(1) @(2) @(3)

L KN A

gdzie @2) = 0;; oznacza chwile pierwszego osiggniecia stanu j € S przez proces startujacy
w chwili 0 ze stanu 7 € S, natomiast zmienne losowe @%ﬁ , n=2,3,... oznaczaja dtugosci

przedzialow czasu, po ktérych nastepujg kolejne powroty do stanu j € S. Zmienna losowa
@8) ma rozklad o dystrybuancie

() = P{OF < t},

podczas gdy zmienne losowe @]]), ... ,n = 2,3,... maja jednakowy rozklad okreslony
przez dystrybuante

55(t) = P{OYY <t} = P{6; <1}

Mozna wykazaé, zZe zmienne losowe

(1) 5@ ny
0,09 e n=23..
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W szczegblnosei dla ¢ = j

Wjj(s,z) = —1——'_(2:]——](8)' + ZQ;jj(S)Wjj(S,Z) y ] cés. (3104)
Stad .
- 1—¢j5(s) .
Wiis,2) = — 288 g 3.105
o) = s (3.105)
Wzor (3.102) przyjmuje teraz postaé

z 1-¢y(s) |+ 1 - 55(s) -
Wij(s,2) = ————= 4 2¢(s)———=——, 1,7 €8. 3.106
ij(s,2) 3 %45 ( )s[l T 65,(5)] J ( )
Transformate Laplace’a Hij(s) wartosci oczekiwanej Ij;(t) = E[Vj;(t)] procesu stocha-
stycznego {Vj;(t) : t € Ry} otrzymamy korzystajac ze wzoru
~ 6Wi-(s Z)
H.i(s) = =/
sl = 2D
Po wykonaniu obliczeri mamy

Hiy(s) = __fuls)

s (1= ¢35(s))

Wartos¢ oczekiwana H;;(t) = E[V;;(t)] w teoril odnowy jest odpowiednikiem funkeji od-
nowy.

Transformate Laplace’a drugiego momentu zwyktego procesu {V;;(t) : ¢t € Ry} obli-
czymy korzystajac ze wzoru

(3.107)

BW:,;]'(S, Z) ‘
0z #=1

W, 8,2
clElv o)) = Ty

Po wykonaniu prostych obliczen otrzymujemy

LBV ()] = 22u)0u(®) | du(s)

R AR O (3108
Stad wynika réwnos¢
El®)] = z/tH”(t —z)dHj;(z) + Hi(t) . (3.109)
A zatem wariancja procesu wyraza siz wzorem
D*[Vi; ()] = 2 /t Hyj(t — 2)dHy;(x) + Hy(t) — H3(0) - 5110
o

PrzykeaD 21. Rozwazmy ponownie, wczesniej omawiany proces semi-markowski o zbiorze
stanow S = {0, 1} okreslony za pomoca rozktadu poczatkowego p(® = [0, 1] i jadra

_ st
Q) = [ L (Hoﬁt)e , gdzie o, B, £ 0. (3.111)
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Dow6d: [22].

Z twierdzenia tego wynika, ze dla duzego t zmienna losowa V;;(t) ma w przyblizeniu
rozktad normalny N(m(t),o(t)) o wartosci oczekiwanej

_ t— E(©y) + E(©)
m{t) = E(0j;)
i odchyleniu standardowym
_ [ V(e
"=\ BEF

Parametry
m(t) = E©y), E(©;), E(©

mozemy latwo obliczy¢ w oparciu o twierdzenia przedstawione w p. 3.1. Wariancje obli-
czamy korzystajac z dobrze znanego zwiazku

V() = E(6};) - [E(©;))*

3.6. Procesy kumulacji

Sumaryczny czas zdatnosci systemu w przedziale czasu [0,¢], dochéd z eksploatacji
systemu w przedziale [0,t] sa przykladami wielkosci, ktére moga byé opisane za pomoca
proceséw stochastycznych nazywanych procesami kumulacji. Rozwaza¢ bedziemy jedynie
procesy kumulacji zwigzane z procesami semi-markowskimi. Rozwazymy najpierw proces
kumulacji okreslony przez proces alternujacy.

3.6.1. Sumaryczny czas zdatnoéci (uzytkowania) w przedziale [0, t]

Rozwazmy ciag wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych (1,7v1,{2,72... . Przyj-
mujemy, ze zmienne losowe (i, (2,... sa kopiami nieujemnej zmiennej losowej ¢ o rozkla-
dzie okreslonym przez dystrybuante¢ Fe(t), natomiast zmienne losowe 71,72, . .. sa kopiami
nieujemnej zmiennej losowej v o rozktadzie F.,(t). W zagadnieniach niezawodnosci i eks-
ploatacji zmienna losowa ( interpretowana jest zazwyczaj jako czas zdatnosci lub czas
uzytkowania obiektu, natomiast v najczesciej oznacza czas odnowy lub czas obstugi.

Niech {(&n,¥n) 1 n € Ng} bedzie dwuwymiarowym ciagiem zmiennych losowych okre-
§lonych w nastepujacy sposéb

£ = 1 dla n=0,2,4,... 9. = ¢, dla n=1,3,5,...
"7 10 dla n=13,5... " | 7 dla n=24,86,...

Tak okreslony ciag {(£,,9n): n € Ng} jest markowskim procesem odnowy o jadrze

Q@) = [ %C(t) SW) ] (3.114)

i rozkladzie poczatkowym

p=[0,1]. (3.115)
Ten markowski proces odnowy generuje proces SM {X(t) : t = 0} o zbiorze stanéw
S = {0,1}. Proces ten, przypomnijmy, nazywany jest prostym procesem alternujacym.
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Jezeli zmienna losowa (1 ma inny rozklad niz pozostale zmienne losowe (i, k£ = 2,3, ...

to proces okreslony przez dwuwymiarowy cigg zmiennych losowych {(£,,9,) : n € Ng}
wzorem

X(t)=¢& da tem me),
gdzie
Th=U1+...+79,
nazywamy ogdlnym procesem alternujgcym. Z procesem {K(t) : t > 0} zwigzany jest
proces losowy {T'(z) : = > 0} okre$lony wzorem

T(z) =inf{t: K(t)>z}. (3.119)

Dla ustalonego x zmienna losowa 7'(z) oznacza chwile w ktore] K (t) przekracza wartosé
x. Na rysunku 3.16 przedstawiona jest realizacja tego procesu odpowiadajaca realizacji
procesu kumulacji przedstawionej na rysunku 3.14. Realizacje tego procesu sa funkcjami
prawostronnie cigglymi.

T(x) &

X

Rys. 3.16. Realizacja procesu {I'(z) : z = 0}

Analiza wykresn realizacji procesu {T'(z) : z > 0} pozwala zauwazy¢ wazna rownosé

T(x) =z+%+7Hv2 T YN() (3.120)
gdzie
0 dla ze€l0, (1)

N, = ' . 3.121
<) {n dla ze[C1+G+...4+ G, G+l +.. .+ +Cat1) ( )

natomiast zmienna vy = 0 z prawdopodobienstwem 1, a wiec

0 dla z¢€(—,0)
0} (4, = — )

EP (u) = P{yo < u} { 1 dla zel0,00) (3.122)
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Pierwsza teza twierdzenia zostala udowodniona. Dow6d drugiej tezy staje sie natychmia-
stowy, jezeli zauwazymy réwnosé

P{T(z) <t} =P{K({t)>z}. O (3.126)

TwierDZENIE 40 (Kopocisski [36]). Jezeli rozklady zmiennych losowych  oraz «y
majg skoriczone dodatnie warto$ci oczekiwane 1 skoriczone dodatnie wariancje to ist-
nieje skoriczona wartodé oczekiwana 1 istnieje skoriczona wariancja procesu losowego
{T(z): = = 0} i wyrazajg sie one wzoramsi
E[T(z)) =z + E(7) E[N;(z)] , (3.127)
VI[T(2)] = [B(Y)] VINe(2)] + V (v) E[N(2)] - (3.128)
D o w 6 d: Korzystajac z réwnosci (3.119), mamy
El(@))=E+yvw+m+r+.. . IN@) =

= I+ZE('YI +’Y2+...’)’N((I) (Nc(.’r) =n)P{N<(x) =Tl} =

n=1
=z+ E(y ZnP{NC )y =n}=z+ E(y)E[Nc(z)] .
Podobnie

E[T*z)] = El(z + v+ Y472 + - WN(@)’] =
=2+ E(P +2 + ...'yi,((z)) +22E(m +72+ - IN @)+
+E(mv2 + 113 + - WN(@)-1TN (2))-

Poniewaz

Emye +mvs + -+ IN (@) -1V () =

[ee}

= ZE(’Yl’Yz + Y1+ F YN (@)1 (@) | N (z) = n)P{N¢(z) = n} =

wiec
E[T(@)] = 2 + E(G)EINe ()] + 22 E()E[N¢ (@)] + [EMPPE{(NE (2)] — [E(1)*E[N () =

=2’ + 2z E(7) E[N¢(2)] + [E()? EINE(2)] + V(7) E[N¢(2))] -
Zatem

V[T(2)] = E[T()"] - E[T()] =
= o + 22 E(y) E[N¢(2)] + [E()] EIN} ()] + V (7) E{N¢(2)] -
—a® = 22E(7) E[N¢(z)) - [EM]® E[N¢(@))* =
= [EMPVIN(@)]+ V() ElNe(2)] . O






3.6. Procesy kumulacji 7

LEMAT 1. Jezeli {X(t) : t > 0} jest procesem semi-markowskim o jedrze Q(t) =
(Qi;(t): 1,5 €8] takim, ze

Qi(t) = pyG;(t), gdzie p;=0 dla 1€, (3.131)
to zmienne losowe (y, yn,n € N sg niezalezne oraz
@(ﬂ) Co+ Yn - (3.132)
D o w 6 d: Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy n = 1. Zauwazmy, 2€
P{¢1 <2} =P{Tj<z}=P{n -1 <z, | X(n) =7} = Cje).

Korzystajac z wlasnosci procesu SM mamy

P{“hSy}=iP{X(Tn)=J’,Tn—ﬁ<y X(tp-1) # 4, X(n) # 71 X(0) = j} =

n=2
[oe]

P{X Tn =7, Tn—T1 <yyX(Tn—1) #j,...,X(TQ) #]lX(Tl) :k}

#MB

P{X(r) = k| X(r0) = j} =

:iiP{X(Tn)=j»Tn—TI<y, X(Tn-1) # 5, ., X (1) # J1 X (1) = k}pji.

n=2 k#j

Znajdziemy taczny rozklad zmiennych losowych (i, 71.

P{Clgzy’)’lgy}:

:ZP{X(TH):jan"Tlgyv (Tn-—)7é]1 .. (Tl)7éj’T1<ZIX(T0):j}:
n=2

=S ST PX(r) = 4yt = S 4, X(Tac1) # 5y, X(m2) # 5| X (1) = by < o)
n=2 k#j

P{X(n)=kn <zl X(r)=j} =

= iiP{X(Tn) :jan -7 gva(Tn—l) #]‘,-..,X(TQ) #JIX(Tl) = k}Q]k(z) =

n=2 k#j

ziiP{X(Tﬂ) =5, Tn=T1 S Y X(Tac1) # 4., X (1) #3] X(11) = k}pjxGj(z) =

n=2k#j

=Pn<ytP{G<z}t. O

W pracy [22] przedstawione sa wzory pozwalajace obliczy¢ jednowymiarowy roz-
klad procesu{K;(t) : t > 0} w oparciu o jadro procesu SM. Sa one jednak na tyle
skomplikowane , ze ich praktyczna uzytecznoéé jest watpliwa. Jednak w wielu przy-
padkach mozna zadowoli¢ si¢ rozkladem przyblizonym tego procesu ktérego postaé
wynika z nastepujacego twierdzenia:
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3.6.3. Procesy kumulacji procesu SM.

Procesy kumulacji zwiazane z r6znego typu procesami SM rozwazane byly mie-
dzy innymi przez Anisimowa [1], [2], Cinlara [9], Limniosa i Oprisana [41], Silve-
strowa [50]. Przedstawimy pojecia i twierdzenia dotyczace procesu kumulacji zwig-
zanego z procesem SM o dyskretnym zbiorze stanéw.

Niech {X(t) : t > 0} bedzie regularnym procesem SM o jadrze typu ciaglego
Q(t) = [Qy;(t) 4,5 € S]. Przyjmujemy, ze funkcja h: S — Ry jest ograniczona.
DEFINICIA 43. Proces stochastycany {L(t) : t > 0} okreslony wzorem

t

L{t) = /h[X(u)]du zpr. 1 (3.141)
0

nazywamy procesem kumulacji procesu SM {X(t) : t > 0}.

Proces losowy {K;(t) : t > 0} oznaczajacy sumaryczny czas przebywania pro-
cesu SM w stanie j w przedziale [0, t] jest szczegélnym przypadkiem procesu kumu-
lacji. Przyjmujac g = I{;) otrzymujemy L(t) = K;(t).

Jezeli {(&n,0n) : n € Ny} markowskim procesem odnowy definiujgcym proces
SM {X(t) : t > 0}, to proces kumulacji {L(t) : t > 0} mozna przedstawi¢ w
postaci

N(t)
L(t) = Z h(€e-1)0k + (¢ = T ) hEny) - (3.142)
k=1
Wyniki przedstawione w pracy Limniosa i Oprisana [41] zaadoptujemy do rozpatry-
wanego tu przypadku. Rozwazymy laczny rozklad procesow {X(t) : ¢t > 0} oraz
{L(t) : t > 0}.

Niech
Uia(t,z) = P{X(t) e A, L(t) <z|X(0)=1}, t€S. (3.143)
TWIERDZENIE 43. Funkcje U; 4(t,z), ¢ € S spelniajg ukltad réwnari catkowych
Ui’A(t, w) = [AX(O, x](ia h(Z) t)[l — G,(t)]+ (3144)
i
+ Z / Ujalt —v, z — h(i)v) dQ;;(v), i€ S. (3.145)
7€S 3

D o w 6 d: Zauwazmy, ze
Uia(t,z) = P{X(t) € A, L(t) < z,n1 >t} X(0) = i}+
+P{X(t) € A, L(t) < z,11 £ t|X(0) =i}.
Pierwszy skladnik prawej strony réwnosci ma postaé
P{X(t)e A L(t) < z,nn >t|X(0) =i} =
= P{X(0) € A, g(X(0)t <z, 71 > t|X(0) =1} = Lyx(o,q)(%, h(2) t) P{n > t} =
= Lax[o,z) (1, (D) t)[1 — Gi(1)] -
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TWIERDZENIE 44. Funkcje T;4(t,x) i € A C S spetniajg uktad réunar catkowych

Tialt,) = Laxpo,a(i, h(D) )1 Ga()]+ S / T, at—v, 2—h(i)) dQuy(v) . (3.151)

JEA Y
Zauwazmy, z¢ gdy z — oo, to

Tia(t,00) = lim Tia(t,2) = P{X(u) € A, Vu € [0,t]| X(0) =1}, i€ACS.
Tr—0o0
(3.152)
Jezeli A jest podzbiorem stanéw zdatnoscei systemu, to
Ri(t) = Yia(t,00), 1€ ACS. (3.153)
jest funkcja niezawodnosci systemu, ktéry w chwili ¢ = 0 byl w stanie ¢ € A.

WNIOSEK 20. Warunkowe funkcje niezawodnosci spetniajq uktad réwnan catkowych

Ri{t)=1—Gy(t) + Z/Rj(t —0)dQy(v), i€ A. (3.154)

JEA
Jezeli T jest zmienng losowa oznaczajacg czas zdatnodei systemu, to
R(t)y=P{T>t|X0)=1}, t€A (3.155)
oraz

Ri(t+s)

&(t,s) Z:P{T>t+SIT>t, X(O)Zi}:m—,

icA. (3.156)

3.6.4. Graniczne wlasnosci procesu kumulacji

Graniczne wlasnosci proceséw kumulacji zwigzanych z réznego typu markow-
skimi procesami odnowy bylty badane miedzy innymi przez Anisimowa [1], [2], Cin-
lara [9], Limniosa i Oprisana [41], Silvestrowa [50].

Niech {&, = X(m) : n € Ng} bedzie tancuchem Markowa wlozonym w proces
SM {X(t):t > 0} iniech

pi(n) = [pi;(n) : n € No|
gdzie
pij(n) = P{&n =17 | & =1} .

Zaktadamy, ze istnieje rozklad stacjonarny w = [m; : 1 € S] lancucha Markowa

{€: n € Ng}. Przypomnijmy, ze rozklad stacjonarny jest macierza jednowierszowa
taka, ze

> mpy=m,j€8 oraz » m=1, (3.157)

€S €S
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