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Wprowadzenie 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie jednocześnie w la
tach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem 
procesów Markowa, dzięki czemu dają możliwość konstruowania szerszej klasy loso
wych modeli, w tym modeli niezawodności. Przykłady zastosowań procesów semi
markowskich w teorii niezawodności można znaleźć w wielu publikacjach, np. w 
pracach [7], [9], [11], [17], [22], [23], [27],[30], [34], [38], [43], [50]. Teoria procesów 
semi-markowskich rozwija się nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwią
zać niektóre problemy w teorii niezawodności. Celem tej książki jest przedstawienie 
wybranych elementów teorii procesów semi-markowskich, oraz przedstawianie przy
kładów semi-markowskich modeli niezawodności i eksploatacji. 

Praca składa się z 11 rozdziałów. 
Wstępny rozdział 1 zawiera elementy teorii jednorodnych łańcuchów Markowa 

o dyskretnym zbiorze stanów. W rozdziale tym zostały przedstawione najistotniej
sze pojęcia i twierdzenia, które były niezbędne do przedstawienia elementów teorii 
procesów semi-Markowa (SM). 

W rozdziale 2 została przedstawiona definicja i podstawowe własności procesu 
semi-markowskiego o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów. Podane zostały 
różne sposoby konstrukcyjnego określania procesu semi-markowskiego. Przedsta
wiony związek procesu semi-Markowa z procesem Markowa. Zostały podane przy
kłady procesów semi-markowskich. 

W rozdziale 3 zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego ta
kie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, prawdopodobieństwa przej
ścia, prawdopodobieństwa graniczne, sumaryczny czas przebywania w podzbiorach 
stanów, proces odnowy generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione róż
nego rodzaju zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

W rozdziale 4 został podany sposób komputerowej symulacji procesu SM o skoń
czonym zbiorze stanów. 

W rozdziale 5 przedstawiono SM model odnawialnego systemu o strukturze sze
regowej przyjmując założenie, że czasy zdatności są zmiennymi losowymi o rozkła
dach wykładniczych, natomiast czasy obsług maja rozkład dowolny. W oparciu o 
zbudowany model wyznaczono kilka charakterystyk niezawodnościowe systemu. 

Rozdział 6 zawiera SM model funkcjonowania obiektu realizującego różne zada
nia. Do obliczenia przybliżonej funkcji niezawodności systemu wykorzystano pojęcie 
i własności zaburzonego procesu SM. 

W rozdziale 7 przedstawiono 3-stanowy SM model procesu eksploatacji obiektu 
uwzględniający obsługi profilaktyczne. Sformułowano zagadnienie optymalizacji czasu 
użytkowania do chwili rozpoczęcia obsługi profilaktycznej. Podano i udowodniono 
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania tego zadania. 

W rozdziale 8 przedstawiono SM model odnawialnego systemu z zimną rezerwą 
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i wyznaczono pewne charakterystyki i parametry niezawodności tego systemu. 
Rozdział 9 zawiera SM model intensywności użytkowania. Omówiono sposób 

estymacji parametrów modelu oraz sposób matematycznej analizy intensywności 
użytkowania. 

W rozdziale 10 została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy za
łożeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym o określonych 
własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej intensywność uszkodzeń. Otrzy
mano interesujący wynik dla procesu Poissona jako intensywności uszkodzeń. Ba
dano również przypadek losowej intensywności uszkodzeń jako liniowej funkcji pro
cesu obciążeń. 

W rozdziale 11 przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując za
łożenie że modelami niezawodnościowymi stanów elementów są szczególne procesy 
semi-markowskie. Rozpatrzono niezawodność wielostanowego systemu nieodnawial
nego oraz systemu odnawialnego. 



Rozdział 3 

Charakterystyki procesu semi-markowskiego 

Jak wiemy z poprzedniego rozdziału proces semi-markowski jest skonstruowany, 
gdy znamy jego rozkład początkowy i jądro lub inne równoważne wielkości. W tych 
wielkościach zawarta jest pełna informacja o procesie SM. Wielkości te pozwalają 
nam obliczyć wiele ważnych charakterystyk i parametrów procesu, które w modelach 
niezawodnościowych są interpretowane jako charakterystyki i parametry niezawod
ności systemu. 

3.1. Chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów 

Niech {X(t) : t E IR+} będzie procesem semi-markowskim o jądrze Q(t). Przy
pomnijmy, że zmienna losowa 

.6.A = min{n EN: X(Tn) EA} 

oznacza liczbę zmian stanów włożonego łańcucha Markowa 

{X(Tn): n E No}= {~n: n E No} 

do chwili pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów A. Zmienna losowa 

oznacza chwilę pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów A przez proces SM {X(t) : 
t E IR+} lub chwilę pierwszego przejścia do podzbioru A tego procesu. 

Niech 

W;A(t, n)= P{Tn ~ t, .6.A = n I X(O) =i}, n EN, t E IR+. (3.1) 

Korzystając z równości zdarzeń (1.23) otrzymujemy 

. -{ P{Tn ~ t,X(Tn) E A,X(Tn-1) E A1
, ••• X~1) EA' IX(O) = i} 

'11,A(t, n) - dla n - 2, 3, ... 
P{T1 ~t,X(T1)EAIX(O)=i} dla n=l 

(3.2) 
Wartość funkcji W;A(t, n) oznacza prawdopodobieństwo pierwszego przejścia ze 

stanu i E A' do podzbioru A w czasie nie większym niż t, w wyniku n-tej zmiany 
stanu procesu {X(t): t E IR+}-
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3.1.1. Własności funkcji wiA, i EA' 

1. 

f\ WiA(t, n)::,;; fiA(n), n EN. 
tEIR+ 

D o wód: Nierówność (3.3) wynika ze związków (1.24) oraz (3.1). O 

2. 

/\ lim wiA(t, n)= fiA(n). 
t-.oo 

nEIR+ 

Do wód: Nierówność (3.4) wynika z równości (1.24) oraz (3 .1). 

3. Jeżeli {X(t): t E IR+} jest procesem regularnym, to 

/\ lim wiA(t, n)= O. 
n->oo 

tEIR+ 

D o w ó d: Dowód wynika z twierdzenia 21 oraz nierówności 

• 

( ) { I () '} P{Tn,(t} 
O,( \JliA t, n ,( P Tn ,( t X O = i ,( P{X(O) =i}. • 

4. Jeżeli i~ A, to 
lim wiA(t, n) = O. 

n->oo 

D o w ó d: Założenie i Ł A oznacza równość 

00 

LiiA(n) = 1, 
n=l 

skąd wynika związek 
lim fiA(n) = O. 

n->oo 

Stąd oraz z własności 1 otrzymujemy (3.6). O 

5. Funkcje WiA, i EA' spełniają równania 

jEA 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

WiA(t, n)= L 1t WkA(t - x, n - l)dQik(x), n= 2, 3,... . (3.8) 
kEA1 O 

I 
t 
I 
t 
I 
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D o w ó d: Dla n = 1 mamy 

\J!iA(t, 1) = P{ri ( t,X(T1) EA I X(To) = i, To= O}= 

= P{6 E A,191 ( tifo= i}= LQij(t). 
jEA 
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Jak wiemy dwuwymiarowy ciąg {(X(Tn),Tn) : n E No} jest dwuwymiarowym łańcu
chem Markowa o zbiorze stanów S x łR+ o prawdopodobieństwach przejścia 

P{X(Tn+1) = j, Tn+i ( t I X(Tn) = i, Tn =X} = Q;j(t - x) . (3.9) 

Korzystając z tego faktu otrzymujemy 

wiA(t,n) = 

= L l P{Tn ( t,X(Tn) E A,X(Tn-1) E A1 
... X(T2) E A1 I T1 = x,X(T1) = k}· 

kEA' O 

·P{T1 E dx,X(T1) = k I X(To) = i,To =O}= 

= L l \J!kA(t - x, n - l)dQik(x) . • 
kEA1 O 

Dla n = 2 otrzymujemy 

WiA(t, 2) = L 1t 'VkA(t - x, l)dQ;k(x) = 
kEA' O 

= L 1t L Qkj(t - x)dQ;k(x) = L L Q;k * Qkj(t) . 
kEA' O jEA jEA kEA' 

Przez indukcję otrzymujemy równość 

WiA(t, n)= L (3.10) 

Niech 
<I>iA(t) = P{eA::;; t I x(o) = i} . (3.11) 

Zmienną losową o tak określonym rozkładzie oznaczmy symbolem eiA. Oznacza ona 
czas pierwszego przejścia procesu semi-markowskiego ze stanu i E A' do podzbioru 
A. Mamy zatem 

<I>iA(t) = P{eiA::;:; t} = P{eA::;; t I x(o) = i}. (3.12) 

Zauważmy, że 
00 

<I>iA(t) = L WiA(t,n). (3.13) 
n=l 
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TWIERDZENIE 26. Niech {X(t): t E llł+} będzie regularnym procesem semi-markow

skim takim, że I\ i _..:, A. Wówczas istnieją dystrybuanty właściwe <I>iA(t), i E A' 
iEA' 

i są one jedynymi rozwiązaniami układu równań 

<I>u(t) = L Qij(t) + L 1t <I>kA(t - x)dQik(x), i EA'. 
jEA kEA' O 

(3.14) 

D o w ó d: Z założenia 
00 

I\ L fu(n) = 1. 
iEA' n=l 

Ponieważ 

I\ 'llu(t,n) ~ fu(n), 
tEIR+ 

00 

więc na mocy kryterium Weierstrassa szereg funkcyjny I: Wu (t, n) jest jednostajnie zbieżny 
n=l 

w R+· Zatem funkcja 
00 

~u(t) = L 'llu(t, n) 
n=l 

istnieje i jest ona dystrybuantą właściwą, gdyż 

00 00 

lim ~u(t) ="' lim 'llu(t, n)="' fu(n) = 1. 
t---+oo L.....tt---+oo L.....t 

n=l n=l 

Związki te zachodzą dla wszystkich i EA', a więc dla wszystkich i EA' funkcje ~u(t) 
istnieją i są one dystrybuantami właściwymi. Korzystając z równości (3.13) i (3.8) mamy 

00 

~u(t) = 'llu(t, 1) + L 'llu(t, n)= 
n=2 

= L Q;j(t) + f L [ WkA(t - x, n - l)dQ;k(x) = 
jEA n=2keA' O 

= L Q;j(t) + L 1t ~kA(t - x)dQik(x), i E A'. 
jEA kEA' O 

Wykazaliśmy więc, że funkcje ~u(t), i E A' spełniają układ równań (3.14) . Posługując się 
symbolem iloczynu splotowego, równania te można przedstawić w postaci 

~u(t) = L Q;j(t) + L Q;k * ~kA(t), i EA'. (3.15) 
jEA kEA' 

Wykażemy, że rozwiązanie tego układu równań jest jednoznaczne. Przypuśćmy, że ist
nieją inne funkcje <l>;A, i EA' spełniające układ równań (3.15), tzn. takie, że 

<l>;A(t) = LQij(t) + L Qik * <I>kA(t), i EA'. (3.16) 
jEA kEA' 
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Biorąc pod uwagę układy równań (3) i (4) otrzymujemy układ równań 

<l>iA(t) - <I>iA(t) = L Qik * (<l>kA(t) - <I>kA(t)). 
kEA' 

Oznaczając 

Wi(t) = <l>iA(t) - <I>iA(t), i E A1 

otrzymujemy 

Wi(t) = L Qik * Wk(t), i E A 1
• 

kEA' 
Można łatwo wykazać, że ten układ równań jest równoważny układowi równań 
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(3.17) 

Wi(t) = L L ... L Qir1 *Qr1r 2 * .. . *Qrn-ikWk(t), i E A1 ,n = 2,3 .... (3.18) 

kEA1 r1EA1 Tn-1EA1 

Zauważmy, że 

Zatem 

sup(sup I Wk(t) I) !( 1. 
k t 

Wi(t) ,( L L • • • L Q;r, * Qr,r2 * • • • * Qrn-ik(t) = 
kEA' r1EA1 rn-1EA1 

= P{Tn !( t, X(Tn) E A1
, X(Tn-1) E A1

, ••• X(T1) E A1 I X(To) = i, To= O}!( 

{ . P{ Tn !( t} , 
!(P Tn!(t!X(O)=i}!( P{X(O)=i}' i EA, 

Z regularności procesu { X ( t) : t E łR+} wynika związek 

Stąd 

/\ lim P{Tn !( t} = O. 
n--+oo 

tEIR+ 

(\ W;(t) = O. 
tEIR+ 

A zatem AtEIR+ <I>iA(t) = <l>iA(t), co oznacza, że rozwiązanie układu równań jest jedno-
znaczne. O 

Układ (3.14) poddany transformacji Laplace'a-Stieltjesa przyjmuje postać 

gdzie 

JiA(s) = L ij;j(s) + L ij;k(s)JkA(s), 
jEA kEA' 

JiA(s) = 100 e- std<I>;A(t), 

ij;j(s) = lx, e-stdQ;j(t). 

(3.19) 
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Otrzymaliśmy układ równań liniowych, w których wspókzynnikami są trans
formaty ifo(s), a niewiadomymi transformaty JiA(s). Układ ten jest równoważny 
równaniu macierzowemu 

(3.20) 

gdzie 

I = [óij : i, j E A'] (3.21) 

jest macierzą jednostkową, 

(3.22) 

jest podmacierzą kwadratową macierzy transformat ą( s), natomiast macierze 

<PA,(s) = [JiA(s): i E AY, b(s) = [L)ii(s): i E AY (3.23) 
jEA 

są jednokolumnowymi macierzami odpowiednich transformat Laplace'a-Stieltjesa. 
Układ ten pozwala znaleźć równania dla momentów zmiennych losowych eiA , i E A'. 

TWIERDZENIE 27. Jeżeli 

l. spełnione są założenia twierdzenia 26, 

2. Vc>O A,jES O< E(Tij) ~ C, 

3. AEA µiA = I:~=1 nfiA(n) < oo, 

to istnieją skończone wartości oczekiwane E( 8iA), i E A' i są one jedynymi rozwią
zaniami układu równań 

gdzie 

p A' = [pij : i' j E A1 l ' 
8A, = [E(8iA): i E A'jT, 

TA' = [E(T;) : i E A'] 

oraz I jest macierzą jednostkową. 

(3.24) 

D o w 6 d: Istnienie skończonych wartości oczekiwanych zmiennych losowych eiA, i E A' 
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wynika z następujących związków: 

roo 00 

E(8iA) = Jo td<I>iA(t) = 2)dwiA(t, n)= 
O n=l 

= f L L · · · L 100 
td(Qir1 * .. · * Qrn-,i(t)) = 

n=ljEAriEA' rn-1EA1 O 

00 

= L L L "· L Pir1 "· Prn-,i[E(Tir1) + .. · + E(Trn-,i)] ~ 
n=ljEAr1EA' 

~ CL n L L .. · L Pir1 "· Prn-ii = 
n=l jEAr1EA' rn-1EA1 

n 

= c LnfiA(n) = cµiA < oo. 
n=l 

Wartości oczekiwane E(8iA), i EA' wyznaczamy korzystając z równości 

E(e- ) = - dJiA(s) I - . A' 
,A ds s-0, i E . 

Różniczkując względem s równania (3.19) otrzymujemy 

dJiA(s) _ """'dijij(s) """' diiik(s);;.. ( ) __ ( )dJkA(s) , 
ds - ~ ds + ~ ds '+'kA s + q,k s ds , i E A . 

jEA kEA' 
(3.25) 

Ponieważ 

dijij(s) _ 
-~ ls=O- PijE(T;j), fo(s) ls=o= Pij, 

JkA(s) ls=o= 1, 

więc 

E(eiA) = LPijE(T;j) + L PidE(Tik) + E(ekA)]. 
jEA kEA' 

Korzystając z równości 

LPijE(T;j) + I: PikE(T;k) = LPijEmj) = E(ri) 
jEA kEA' jES 

otrzymujemy układ równań liniowych 

E(eiA) = E(Ti) + L PikE(ekA), i E A' , 
kEA' 

który w zapisie macierzowym przyjmuje postać (3.24). Jednoznaczność wynika z jedno
znaczności rozwiązania układu równań (3.14) dla dystrybuant rozkładów zmiennych loso
wych 8iA,i EA'. • 
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TWIERDZENIE 28. Jeżeli 

l. spełnione są założenia twierdzenia 26, 

2- V d>O A,jES O< E(T:~) ~ d, 

3. AEA µ;A = I:~=l n 2 fiA(n) < oo, 

to istnieją drugie momenty E(G;A), i E A' i są one jedynymi rozwiązaniami układu 
równań 

gdzie 

p A' = [pij : i, j E A'] ' 
e A' = [E(e;A) : i E A']T, 

BA= [biA: i E AY, biA = E(T?) + 2 I: PikE(~k)E(ekA)-
kEA' 

(3.26) 

D o w ó d: Wykażemy, że istnieją skończone drugie momenty E(G;A)- Podobnie jak w 
dowodzie twierdzenia 27 otrzymujemy 

Ponieważ 

więc 

00 

= L L L · · · L td(Qir1 * · · • * Qrn_,j(t)) = 
n=ljEA r1EA1 Tn-1EA1 

L · · · L Pir1 · · ·Prn-ii 100 
t2d(Fir1 * • • • * Frn_,j(t)). 

r1 EA' Tn- 1 EA' O 

!ooo t2d(Fir1 * ... * Frn_,j(t)) = E[(I';r + · · · + Trn_,j)2] = 

= E[(Tir)2 +. •. + E(T;r,Tr,r2) + · · · + E(T;r,Trn-1r;) + · · • + 
+E(T;r,Trn-ir;) + E(Tr,r2Trn-,i) + ... + +E(T;n_,j),:;; n2d, 

E(G;A) ,:;; dL n2 fiA(n) = d · µ;A. 
n=l 

Różniczkując względem s równania (3.25) otrzymujemy 

d2JiA(s) _ ""'d2ij;j(s) ""' d2iJik(s);, ( ) 
ds2 - L.., ds2 + L.., ds2 '!'kA s + 

jEA kEA' 
- - 2 -

2 dą;k(s) <PkA(s) _ ( )d <PkA(s) , 
+ ~ ~ + Qik s ds2 , i E A . 
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Podstawiając s = O mamy 

kEA' kEA' 

Otrzymaliśmy układ równań, który w zapisie macierzowym przyjmuje postać (3.26). Jed-
noznaczność rozwiązania wynika z twierdzenia 26. O 

Ważną wielkością jest czas powrotu procesu semi-markowskiego do określonego 
stanu. 

DEFINICJA 38. Funkcję 

if>jj(t) = P{Tll; ~ t I X(O) = j}' i Es' (3.28) 

gdzie 
!:ij = min{n EN: X(Tn) = j}, 

nazywamy dystrybuantą rozkładu czasu powrotu do stanu j procesu semi-markowskiego. 
Zmienną losową o tak określonym rozkładzie oznaczamy symbolem Gjj· 

TWIERDZENIE 29. Niech { X ( t) : t E llł+} będzie regularnym procesem semi-markow
skim o jądrze Q(t) = [Q;j(t): i,j ES]. Jeżeli dla każdego i ES f;j = 1,to istnieje 
jedyna właściwa dystrybuanta czasu powrotu do stanu j oraz wyraża się ona wzorem 

if>ij(t) = Qii(t) + L 1t if>kj(t - x)dQjk(x). 
kES-{j} O 

(3.29) 

D o w ó d: Istnienie jedynej właściwej dystrybuanty czasu powrotu wynika z twierdzenia 26 
dla A= {j}. Wyprowadzenie wzoru jest podobne do wyprowadzenia wzoru w tym samym 
twierdzeniu. O 

Odpowiadające temu równaniu, równanie dla transformat Laplace'a-Stieltjesa 
ma postać 

Jii(s) = ifo(s) + L iijk(s)Jkj(s). 

TWIERDZENIE 30. Jeżeli 

1. spełnione są założenia twierdzenia 29, 

2- V d>O /\i,jES O < E(T;;) ~ d, 

3. AEs µ;i= L':=1 n2f;j(n) < oo, 

kES-{j} 

to istnieją wartości oczekiwane E(0ii) i drugie momenty E(G]j) oraz 

E(ejj) = E(Tj) + L PjkE(ekj) , 
kES-{j} 

E(e;j) = E(Tl) + :z= PikE(e%j) + 2 :z= PikE(Tjk)E(ekj) . 
kES-{j} kES-{j} 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 
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D o w ó d: Istnienie skończonych wartości oczekiwanych i drugich momentów wynika z 
twierdzenia 29. Wzory (3.31), (3.32) otrzymujemy w podobny sposób jak wzory (3.23), 
(3.27). O 

PRZYKLAD 10. Rozważmy proces semi-markowski o zbiorze stanów S = {1, 2, 3} i jądrze 

[ 
o 

Q(t) = 1 - e-t 
1 - (1 + 0.2t)e-0-2t 

0.2(1 - e-O.lt) 0.8(1 - e-O.lt) l 
o o , 
o o 

t) o. 

Znajdziemy rozkład chwili pierwszego osiągnięcia stanu 3, pod warunkiem, że w chwili O 
stanem procesu jest stan i E A' = {1, 2} Macierz transformat Laplace'a-Stieltjesa jądra 
procesu ma postać I o .~i~l .~i\ I 

q(s) = sil O O . 

<sgfw o o 
Macierze transformat występujące w równaniu (3 .20) wyrażają się wzorami 

, bA, = [ 
0.08 l s+
0
0.1 . 

(3.33) 

Równanie (3.20) ma w tym przypadku postać 

[ -'.t, 
0.02 l - •:0.1 

[ 
~13(s) l 
rp23(s) 

[ 
0.08 l 

•+:-1 . (3.34) 

Rozwiązanie tego równania ma postać 

;._ ( ) _ 0.0781599 0.00184008 
'l'l3 8 - 8 + 0.0783009 + 8 + 1.0217 , 

J23 (s) = 0.0847998 _ 0.0847998 
s + 0.0783009 s + 1.0217 

Znajdując transformaty odwrotne otrzymujemy gęstości rozkładów zmiennych loso
wych 013, 023. 

rp13(t) = 0.0781599e-0·0783009t + 0.00184008e-L0217t , t) O, 

</J23(t) = 0.0847998e-0·0783009t - 0.08479980e-1.0217t , t ) O . 

Wykresy tych funkcji przedstawione są na rysunkach 3.10 i 3.11. 
Momenty zwykłe rozpatrywanych tu zmiennych losowych można obliczyć w oparciu o 

wzory 

E(0f3) = l)O tkrp(t)dt , i E A' = 1, 2. 

Wartości oczekiwane i wariancje tych zmiennych losowych otrzymamy korzystając ze wzo
rów 
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Rys. 3.10. Wykres gęstości q>13(t) 

10 

Rys. 3.11. Wykres gęstości qi23(t) 

40 

E(8i3) = l"' tqi(t)dt , i E A' = 1, 2, 

V(ei3) = E(8;3) - [E(ei3)]2 , ; i E A' = 1, 2. 
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Wartości oczekiwane i wariancje tych zmiennych losowych można również obliczyć w opar
ciu o udowodnione twierdzenia. Korzystając ze wzoru (2.2 ) wyznaczamy macierz praw
dopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa w rozpatrywany tu proces semi
markowski 

[ 
O 0.2 0.8 l 

P= 1 O O . 
1 O O 

Z postaci jądra rozpatrywanego tu procesu semi-markowskiego wynika, że dystrybuanty 
zmiennych losowych Ti , i E S oznaczających czasy trwania stanów procesu oraz dys
trybuanty zmiennych losowych ~j, oznaczających warunkowe czasy trwania stanów mają 
postać 

G1(t) = P{T1 ,,;; t} = 1 - e-o.1t, t ~ O, 

G2(t) = P{T2 ,,;; t} = 1 - e-t , t ~ O, 

G3(t) = P{T3 ,,;; t} = 1 - (1 + 0.2t)e-0·2t , t ~ O, 
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Stąd 

F12(t) = P{T12 :( t} = 1 - e-o.1t , t): O, 

F13(t) = P{T13 :( t} = 1 - e-o.1t , t ~ O, 

F21(t) = P{T21 :( t} = 1- e-t, t): O, 

F31 (t) = P{T31 :( t} = 1 - (1 + 0.2t)e-0·2t , t ): O. 

E(T1) = E(T12) = E(T13) = 10 , 

E(Tf) = E(Tl2) = E(T[3) = 200 , 

E(T2) = E(T21) = 1 , 

E(Tł) = E(Tł1) = 2 , 

E(T3) = E(T31) = 10, 

E(Tł) = E(Tł1) = 150 . 

3.2. Prawdopodobieństwa przejścia 
Prawdopodobieństwo warunkowe 

Pij(t) = P{X(t) = i I X(O) =i}' i,j Es 

6. 

(3.35) 

nazywamy prawdopodobieństwem przejścia ze stanu i w chwili O do stanu j w chwili t. 
Prawdopodobieństwa przejścia są jedną z ważnych wielkości charakteryzujących proces 
semi-markowski {X(t) : t E lR+}- Feller [15] podał równania pozwalające obliczyć te 
prawdopodobieństwa w oparciu o wielkości definiujące proces SM. Równania te wyprowa
dzimy. 

Niech {X(t) : t E lR+} będzie procesem semi- markowskim o skończonym lub prze
liczalnym zbiorze stanów i jądrze Q(t) = [Qij(t) : i,j E S]. Załóżmy, że i -1- j. Proces 
semi-markowski, który w chwili O ma wartość i E S, w chwili t > O będzie miał wartość 
j E S wtedy, gdy w chwili 71 nastąpi przejście procesu do pewnego stanu k E S oraz 
w przedziale (71, t] nastąpi (co najmniej jedna) zmiana stanu z j na k. Korzystając z 
własności „braku pamięci" procesu semi-markowskiego przy znanym stanie w chwili 7 1 

mamy 

Pij(t) = P{X(t) = j I X(O) =i}= 
t 

L j P{X(t) = j I X(71) = k}P{X(71) = k, 71 E dx I X(O) =i}= 
kES o 

= L t Pkj(t - x)dQik(x), i,j ES, i -1- j. 
kES}o 

Załóżmy teraz, że i= j. Proces semi-markowski, który w chwili O ma wartość i E S, w 
chwili t > O będzie miał wartość i E S również wtedy, gdy w chwili 71 nie nastąpi zmiana 
stanu procesu a więc gdy zajdzie zdarzenie {71 > t}. Ponieważ P{ 71 :( t I X(O) = i} = Gi(t) 
więc P{ 71 > t I X(O) = i} = 1 - Gi(t). Zatem dla i ES. 

Pii(t) = 1 - Gi(t) + L t Pki(t - x)dQik(x) . 
kES}o 

Tak więc otrzymaliśmy następujący układ równań całkowych 

~j(t) = óij[l - Gi(t)] + L t hJ(t- x)dQik(x), i,j ES. 
kES}o 

(3 .36) 
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TWIERDZENIE 31. Jeżeli {X(t) : t E llł+} jest regularnym procesem semi-markowskim o 
dyskretnym zbiorze stanów S takim, że dla każdego i , j E S, i -+ j lub j -+ i, to układ 
równań całkowych (3 .36) ma jednoznaczne rozwiązanie. 

D o w ó d: 1\vierdzenie jest wnioskiem z twierdzenia podanego w pracy Koroluka i Turbina 
[38]. O 

Rozwiązanie tego układu można znaleźć posługując się przekształceniem Laplace'a
Stieltjesa. Niech 

Pij(s) = 100 e-st dPij(t), 

ijik(s) = l°" e-stdQik(t), 

g;(s) = 100 e-stdGi(t) . 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

Układowi równań całkowych odpowiada układ równań algebraicznych o niewiadomych 
transformatach Pij ( s) , i, j E S: 

Pij(s) = Óij[l - .Ms)]+ Liiik(s)Pkj(s), i,j ES. 
kES 

Przyjmując notację macierzową 

p(s) = [pij(s): i,j ES], g(s) = [óijg;(s): i,j ES], 

ą(s) = [iiij(s) : i,j ES], I= [óij: i,j ES] 

otrzymujemy równanie 

Stąd 

p(s) = (I - g(s)) + ą(s)p(s). 

p(s) = (I - ą(s))- 1 (1 - g(s)). 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

PRZYKŁAD 11. Niech {X(t) : i E llł+} będzie procesem SM o zbiorze stanów S = {O, 1} 
i jądrze 

Q(t) = [ O 1 - (1 + t)e-t ] . 
1 - e-o.1t O (3.43) 

Jest to proces alternujący rozpatrywany jako przykład 2.4.1 z parametrami a: = 0.1, /3 = 1. 
W tym przypadku G0 (t) = 1 - (1 + t)e-t , G1 (t) = 1 - e-O.lt , t? O. 
Korzystając z przekształcenia Laplace'a-Stieltjesa obliczymy prawdopodobieństwa przej
ścia tego procesu. Macierz transformat Laplace'a-Stieltjesa jądra Q(t) ma postać 

q(t) = [ 001 (s;l)2 ] . 

s+0.l O 
(3.44) 

Macierz transformat rozkładów czasów trwania stanów ma postać 

g(t ) = [ (s;l)2 001 ] . 
Q s+0.l 

(3.45) 
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Korzystając z pakietu programów MATHEMATICA, na podstawie wzoru (3.42 ) ob
liczmy macierz p( s) 

p(s) = [ 

(0.1+s}(2+s) 
1.2+2.ls+s2 

0.1(2+s} 
1.2+2.ls+s2 

1.2+/1s+s2 l · 
(l+s)2 

1.2+2.ls+s2 

(3.46) 

Transformaty Laplace'a prawdopodobieństw przejścia Aj(s) = Ja°° e-stP;j(t)dt obliczamy 
korzystając ze związku tych transformat z transformatami Laplace'a-Stieltjesa: 

p. ·(s) _ Pij(s) . . S 
i1 - 8 , i,J E . 

Po uproszczeniach otrzymujemy 

P, ( ) 0.166667 1.75 + 0.833333s 
00 8 = --s-- + _1 ___ 2_+_2 ___ l_s_+_s~2-' 

P, ( ) 0.833333 1.75 + 0.833333s 
01 8 = s - 1.2 + 2.ls + s2 ' 

P- ( ) _ 0.166667 0.25 + 0.166667s 
lQS- - ' s l.2+2.ls+s2 

P- ( ) 0.833333 0.25 + 0.166667s 
11 S = --- + ------

8 l.2+2.ls+s2 

Obliczając transformaty odwrotne otrzymujemy prawdopodobieństwa przejścia 

P00 (t) = 0.166667 + e-1.o5t[0.833333cos(0.31225t) + 2.802253sin(0.31225t)], 

Po1(t) = 0.833333 - e-1.o5t[0.833333cos(0.31225t) + 2.802253sin(0.31225t)], 

Pio(t) = 0.166667 - e-1.o5t[0.166667 cos(0.31225t) + 0.2401911 sin(0.31225t)], 

P11 (t) = 0.833333 + e-1.o5t [0.166667 cos(0.31225t) + 0.2401911 sin(0.31225t)]. 

Wykresy funkcji Pio(t), P11 (t) przedstawione są na rysunku 3.12. I'::,. 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

4 6 8 10 

Rys. 3.12. Wykres prawdopodobieństw warunkowych Pio(t) oraz P11 (t) 

PRZYKŁAD 12. Obliczymy prawdopodobieństwa przejścia procesu Poissona. Z postaci ją
dra tego procesu wynika natychmiast, że z dodatnim prawdopodobieństwem możliwe są 
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jedynie przejścia z dowolnych stanów do stanów o numerach większych, tzn. Pij(t) = O, t): 

O, gdy i> j. Macierz transformat Laplace'a-Stieltjesa jądra procesu Poissona ma postać 

o A o o o s+>. 
o o A o o s+>. 

ą(s) = o o o A o s+>. 
o o o o A o s+>. 
............................. 

Ponieważ Pij(s) = O dla i> j, więc układ równań (3.40) przyjmuje postać 

Pii(s)= s:>., jENo, 

Pij ( s) = 8 ~ >. Pi+lj ( s) , i, j E S , O ::;; i + 1 :,:; j 

Stąd 

- ( ) >. ~ ( ) >.s . S 
Pii+l s = 8 + >. Pi+ li+l s = ( 8 + >. )2 , i E . 

Przez indukcję otrzymujemy 

).ks 
Pii+k ( s) = ( s + >-l+l , i E s , k E N. 

Prawdopodobieństwa przejścia otrzymujemy wyznaczając transformaty odwrotne 

P.·(t)=L-1 [Pii(s)] =L-1 [-1-] =e->.t t>-0 J'EN 
ii S S +). , ;;,- , O, 

(3.47) 

(3.48) 

p. (t) = L-1 [Pii+k(s)] = L-1 [ ).k ] = (>.tle->-t t >- O . N k N 
ii+k 8 (s + >.t+l k! , ,,.. , i E o, E . 

PRZYKŁAD 13. Obliczymy prawdopodobieństwa przejścia procesu Furry'ego-Yule'a. Z po
staci jądra tego procesu, tak jak w przypadku procesu Poissona wynika, że z dodatnim 
prawdopodobieństwem możliwe są jedynie przejścia z dowolnych stanów do stanów o nume
rach większych, tzn. Pij(t) = O, t): O, gdy i> j. Macierz transformat Laplace'a-Stieltjesa 
jądra procesu Furry'ego-Yule'a ma postać 

IQ s~A Q Q Q · · · 1 
0 0 s!~>. 0 0 ... 

q( S) = 0 0 0 ._;~A O . . . · 

~-. ~- ... -~ ..... ~- ..... ~~~~-. ~-. 

(3.49) 

Ponieważ Pij(s) = O dla i> j, więc układ równań (3.40) przyjmuje postać 

Pii(s) = 8 : i>. , i E N , Poo(s) = 8 : >. , (3.50) 

~ ( ) i>. ~ ( ) s Pij s = 8 + i>. Pi+lj s , i, j E , O :,:; i + 1 :,:; j . 
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Stąd 
iA iAS 

Pii+i(s) = s + iAPi+1i+1(s) = [s + iAj[s +(i+ l)A] ' i ES . 

Przez indukcję otrzymujemy 

_ i(i+l)(i+2) ... (i+k-l)Aks 
Pii+k(s)= [s+iAl[s+(i+l)A] ... [s+(i+k)A]' i ES. 

Korzystając ze związku transformaty Laplace'a z transformatą Laplace'a-Stieltjesa otrzy-
mujemy 

- 1 - 1 
Poo(s)= 8 +A'P;;(s)= 8 +iA' iEN. 

Stąd 

Poo(t) = e->.t , P;;(t) = e-i>.t , t ~ O, i EN. 

Dla i E No, k E N mamy 

ft.. (s) = Pii+k(s) = i(i + l)(i + 2) ... (i+ k - l)Ak 
ii+k 8 [s + iA][s +(i+ l)A] ... [s +(i+ k)A] . 

Po prostych przekształceniach mamy 

- ( i+k-l) Akk! 
pii+k(s) = k (s + iA)(s + iA +A) .. . (s + iA + kA) . 

Zauważmy, że korzystając z dwóch następujących własności transformaty Laplace'a 

L[e-at J(t)] = /(s + a) , 

L[(l - e->.tl] - Akk! 
- s(s + A)(s + 2A) ... (s + kA) ' 

dla a = iA otrzymujemy również 

Stąd dla i E No , k E N mamy wzór 

3.3. Prawdopodobieństwa graniczne 
W wielu modelach rozkład jednowymiarowy procesu po pewnym czasie stabilizuje się i 

prawdopodobieństwa stanów w chwili t odległej od chwili O zmierzają do stałych. Wówczas 
prawdopodobieństwa stanów obiektu można przybliżyć prawdopodobieństwami granicz
nymi 

Pi= lim Pj(t) = lim P{X(t) = j}, j ES, (3.51) 
t-HX) t--+OO 

Pij= lim P;j(t) = lim P{X(t) = j I X(O) =i}, j ES . (3.52) 
t--+oo t-+oo 
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Nasuwają się naturalne pytania: Jakie waxunki musi spełniać proces semi-maxkowski, 
by rozkład graniczny istniał? Jak znaleźć rozkład graniczny? 

Żeby odpowiedzieć na te pytania przytoczymy najpierw ogólne (zasadnicze) twierdzenie 
graniczne dla procesów semi-maxkowskich o dyskretnym zbiorze stanów, stanowiące wersję 
twierdzenia z pracy Koroluka i Turbina [38], przystosowaną do zdefiniowanych tu pojęć. 

Rozważania ograniczymy do procesów semi-maxkowskich określonych przez jądra od
nowy typu ciągłego . 

DEFINICJA 39 . Jądro odnowy jest typu ciągłego, jeżeli każdy wiersz macierzy Q(t) = 
[Qij(t) : i,j E 5] zawiera co najmniej jedną funkcję, która w rozkładzie Lebesgue'a za
wiera składnik absolutnie ciągły ( względem miary Lebesgue'a). 

PRZYKŁAD 14. Macierz Q(t) = [Qij(t) : i , j E 5] o elementach 

gdzie 
t 

Gi(t) = cI[1,oo)(t) + (1 - c) J hi(u)du, 

o 

c E (O, 1), Pij )', O, I: Pij = 1 natomiast hi(·) jest gęstością (względem miaxy Lebesgue'a) 
jES 

rozkładu prawdopodobieństwa, jest przykładem jądra typu ciągłego. 6 

PRZYKŁAD 15. Macierz Q(t) = [Qij(t): i,j E 5] o elementach 

gdzie Pij )': O, I: Pij = 1 nie jest jądrem typu ciągłego. 6 
jES 

TWIERDZENIE 32. Niech {X(t) : t E lR+} będzie regularnym procesem semi- markowskim 
o skończonym lub przeliczalnym zbiorze stanów 5 i jądrze typu ciągłego Q(t) = [Qij (t) : 
i,j E 5] . Niech L(t) = [óijLi(t) : i,j E 5] będzie macierzą diagonalną, której elementy są 
określone, mierzalne i wspólnie ograniczone na lR+ = [O,oo) . Jeżeli 

1. włożony łańcuch Markowa {X(Tn) : n E No} w proces semi-markowski {X(t): t E lR+} 
ma tę własność, że dla każdego i, j E 5 i -> j lub j -> i, 

2. funkcje L;(t),i E 5 są całkowalne na lR+, 

to dla elementów macierzy U(t) = [u;j(t) : i,j E 5] stanowiącej jedyne rozwiązanie mar
kowskiego równania odnowy 

U(t) = L(t) + Q * U(t) 

istnieją granice przy t -> oo oraz 

(jeżeli E(Gjj) = oo, to prawa strona ostatniego wzoru jest równa O.) 

D o w ó d: [38]. 

(3.53) 

(3.54) 
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Zauważmy, że układ równań całkowych dla prawdopodobieństw przejścia zapisany w 
postaci równania macierzowego jest przykładem markowskiego równania odnowy, w którym 
Li(t) = 1- Gi(t), i ES oraz Uij(t) = Pij(t). 

Całkowalność funkcji Li(t), i E S oznacza istnienie skończonych wartości oczekiwanych 
E(Ti) = fa"°[l - Gi(t)]dt, i E S. Tak więc jako wniosek z tego twierdzenia otrzymujemy 
następujące twierdzenie graniczne dla prawdopodobieństw przejścia 

TWIERDZENIE 33. Niech {X(t): t ER+} będzie regularnym procesem semi- markowskim 
o dyskretnym zbiorze stanów i jądrze typu ciągłego Q(t) = [Qij(t): i,j ES]. Jeżeli 

1. włożony łańcuch Markowa {X(Tn): n E No} w proces semi-markowski {X(t): t ER+} 
ma tę własność, że dla każdego i, j E S, i __. j lub j __. i, 

2. wartości oczekiwane czasów trwania stanów mi= E(T;), i E S są skończone, 

to istnieją granice przy t--, oo prawdopodobieństw przejścia Pij(t) oraz 

. E(Tj) 
Pij= hm Pij(t) = f;jE(e ) 

t-HXJ - jj 
(3.55) 

Z powyższych twierdzeń oraz twierdzeń dotyczących łańcuchów Markowa, które zostały 
przedstawione w pierwszym rozdziale wynika, że jeżeli stan j włożonego łańcucha Markowa 
{X(Tn) : n E No} jest stanem powracającym, dodatnim, silnie osiągalnym ze stanu 
i E S oraz wartości oczekiwane zmiennych losowych Ti, i E S są dodatnie i wspólnie 
ograniczone, to J;j = 1, O< E(0jj) < oo. Stąd wniosek, że w tym przypadku omawiane 
prawdopodobieństwa graniczne nie zależą od stanu początkowego oraz 

(3.56) 

Okazuje się, że przy pewnych założeniach graniczny rozkład prawdopodobieństw pro
cesu semi-markowskiego można obliczyć w oparciu o rozkład stacjonarny włożonego łań
cucha Markowa i wartości oczekiwane czasów trwania stanów procesu. Sformułujemy sto
sowne twierdzenie dla procesu semi-markowskiego o dyskretnym zbiorze stanów. Dla pro
cesu o skończonym zbiorze stanów twierdzenie to zostało udowodnione przez Howarda 
[28]. Inny dowód tego twierdzenia dla procesu o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów 
podany jest w pracy Koroluka i Turbina (38]. 

TWIERDZENIE 34. Niech {X(t): t ER+} będzie regularnym procesem semi- markowskim 
o dyskretnym zbiorze stanów Si jądrze typu ciągłego Q(t) = [Qij(t): i,j ES]. Jeżeli 

1. włożony łańcuch Markowa {X(Tn): n E No} w proces semi-markowski {X(t): t ER+} 
zawiera jedną klasę C stanów powracających, dodatnich takich, że 

I\ f;j = 1, 
iES ,jEC 

2. V /\O< E(Ti) = j 00[1- Gi(t)]dt ~a, 
a>O iES O 

to istnieją granice przy t --, oo prawdopodobieństw przejścia Pij ( t) i, j E S oraz istnieją 
granice przy t __. oo prawdopodobieństw stanów Pj(t) , j ES oraz 

1rE(T·) 
P· = lim P·(t) = P· = lim P(t) = 3 3 

tJ t--,oo tJ J t--,oo J L 1riE(T;)' (3.57) 

iES 
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gdzie prawdopodobieństwa 1ri, i E S stanowią rozkład stacjonarny włożonego łańcucha 
Markowa {X(Tn): n E Na}. 

Przypomnijmy, że rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa jest jedynym roz
wiązaniem układu równań liniowych 

L 1riPij = 7rj , j E S , L 'lrj = 1 , (3.58) 
iES jES 

gdzie 
Pii = tlim Q;j(t). 

-+00 

PRZYKŁAD 16. Niech {X(t) : i E lR+} będzie procesem semi-markowskim o zbiorze stanów 
S = {l, 2, 3} i jądrze 

Q(t) = [ 1 _ ~-0.2t 

1 _ e-0.5t 

W tym przypadku 

oraz 

0.4[1 - (1 + 0.2t)e-0·2t] 
o 
o 

0.6[1 _ (1 + 0.2t)e-0-2t] l 
o . 
o 

G1 (t) = 1 - (1 + o, 2t)e-0·2t, t ~ O, 

G2(t) = 1 - e-0-2t, t ~ o, 
G3(t) = 1 - e-o.5t, t ~ o. 

E(T1) = 10, E(T2) = 5, E(T3) = 2. 

(3.59) 

Macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa w ten proces ma po
stać 

[ 
O 0.4 0.6 l 

P= 1 O O . 
1 O O 

(3.60) 

Tak określony proces spełnia założenia przedstawionego twierdzenia. Układ równań dla 
rozkładu stacjonarnego włożonego łańcucha Markowa przyjmuje postać 

Stąd 

1r1 = 0.5 , 1r2 = 0.2 , 7r3 = 0.3 . 

Podstawiając obliczone liczbowe wartości odpowiednich parametrów do wzoru (3.57) otrzy
mujemy rozkład graniczny tego procesu seini-markowskiego. 

6. 

PRZYKŁAD 17. Niech {X(t): i E lR+} będzie procesem ogólnym procesem alternującym 
o zbiorze stanów S = {O, l} i jądrze 

[ O Ga(t) ] 
Q(t) = G1(t) O . (3.61) 
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Załóżmy, że wartości oczekiwane czasów trwania stanów są liczbami dodatnimi, skończo
nymi 

0 < E(Ti) = l'° [1 - G;(t)]dt < oo, i ES. 

Macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa w ten proces ma po
stać 

P=[~ ~]- (3.62) 

Rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa znajdziemy rozwiązując układ równań 

Stąd 

1r1 = 0.5 ' 1r2 = 0.5. 

Korzystając ze wzoru (3.57) otrzymujemy rozkład graniczny tego procesu semi-markowskie
go 

E(To) 
Po= E(To) + E(T1) ' 

E(T1) 
Pi= E(To) + E(T1). 

3.4. Zaburzone procesy semi-markowskie 
W przypadku złożonych semi-markowskich modeli niezawodności znalezienie rozkładu 

czasu pierwszego przejścia z określonego stanu do pewnego podzbioru stanów jest często 
kłopotliwe. W takich sytuacjach jedynym rozsądnym wyjściem jest poszukiwanie rozkładu 
przybliżonego. Jeden ze sposobów wyznaczenia rozkładu przybliżonego (asymptotycznego) 
związany jest z teorią zaburzonych procesów semi-markowskich. Zaburzone procesy semi
markowskie definiowane są przez różnych autorów w różny sposób. Przedstawimy kilka 
definicji i twierdzeń dotyczą.cych tego zagadnienia używając przyjętych w tej książce ozna
czeń i pojęć. 

Pierwsza z przytaczanych definicji pochodzi z pracy Szpaka [53). W pracy tej proces 
zaburzony nazywany jest procesem sprzężonym. 

Niech A' = {1, 2, .. . , N}, A= {O} oraz S = A U A' i niech {X0 (t) : t ? O} będzie 
procesem semi-markowskim o zbiorze stanów A i jądrze Q0 (t) = [Q?i(t): i,j EA']. 

DEFINICJA 40. Proces semi-markowski {X(t) : t ? O} o zbiorze stanów S nazywamy 
procesem zaburzonym w stosunku do procesu {X0 (t) : t ? O}, jeżeli jądro Q(t) = [Q;j(t) : 
i,j ES] procesu {X(t): t? O} ma postać 

dla i,jEA' 

dla i E A, j E A' 
t 

Q;o(t) = j[1 -G?(x)]dF;(x) , i EA', 

o 

(3.63) 

(3.64) 

gdzie G?(t ) = L Q?i(t), natomiast funkcje F;(t) = P{Z; ,;;; t} , i EA' są dystrybuantami 
jE A ' 

rozkładów niezależnych zmiennych losowych Z; , i E A' o skończonych momentach . 
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Zmienna losowa 

8iA=inf{t: X(t)EAIX(0)=i}, iEA'={l, ... ,N} 

oznacza czas pierwszego przejścia ze stanu i E A' do stanu O. Oznaczmy 

00 

m? = j[1 -G?(t)]dt, i EA', 

o 

gdzie 

G?(t) = I: Q?j(t) . 
jEA' 

Liczba m? jest oczekiwanym czasem trwania stanu i E A' procesu SM {X0 (t) : t ?: O}. 
Liczba 

Ei = Pio = lim QiO(t) 
t-+oo 

jest prawdopodobieństwem przejścia procesu SM {X(t) : t?: O} ze stanu i E A' do stanu 
O. Niech 1r0 = [1r~, ... , 1rf/v] oznacza rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa w 
proces SM {X0 (t) : t?: O} i niech 

€=I: 1r?c;. 
iEA' 

TWIERDZENIE 35. Jeżeli łańcuch Markowa włożony w proces SM {X0(t) : t ?: O} ma 
rozkład stacjonarny 1r0 = [1r~, ... , 1rf/v], € > O oraz rozkłady o dystrybuantach G~ ( t) , i = 
1, . . . , N mają skończone wartości oczekiwane to 

lim P{c8iA > t} = exp[->. t], t?: O, 
E-+0 

gdzie 

D o w ó d: [53]. 

Zauważmy najpierw, że rozkład asymptotyczny zmiennej losowej eiA nie zależy od od 
stanu i EA'. 

Jeżeli zbiór A' oznacza zbiór stanów zdatności obiektu, którego modelem niezawodno
ściowym jest proces SM {X(t) : t?: O}, natomiast A= {O} jest stanem niezdatności tego 
obiektu, to teza twierdzenia pozwala znaleźć przybliżoną wartość funkcji niezawodności: 

R(t) = P{GiA > t} = P{c8iA >et}~ exp[->. et], t?: O, (3.65) 

gdy € jest małe. 

PRZYKŁAD 18. Niech {X0(t): t?: O} będzie procesem alternującym o zbiorze stanów S = 
{l, 2} , gdzie 1 oznacza stan użytkowania obiektu natomiast 2 oznacza obsługę techniczną. 
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Jeżeli założymy, że czas trwania użytkowania jest nieujemną zmienną losową~ o rozkładzie 
określonym przez dystrybuantę 

Fe(t) = P{~ ~ t}, 

natomiast czas trwania obsługi technicznej obiektu jest nieujemną zmienną losową TJ o 
rozkładzie określonym przez dystrybuantę 

Fry(t) = P{TJ ~ t} 

oraz przyjmiemy, że te zmienne losowe są niezależne to jądro procesu SM {X0(t): t ;?! O}, 
stanowiącego model procesu eksploatacji, ma postać 

(3.66) 

gdzie 

Przyjmujemy, że obiekt w stanie użytkowania może ulec awarii. Będziemy rozpatrywać 
eksploatację obiektu do chwili jego pierwszej awarii. Zakładamy, że czas zdatności użytko
wanego obiektu jest nieujemną zmienną losową o rozkładzie 

F((t) = P{( ~ t}. 

Przyjmujemy również, że każda obsługa przywraca obiektowi pełną zdatność. Zakładamy, 
że zmienne losowe (, T/, ( są wzajemnie niezależne i mają skończone drugie momenty. 

Niech O "oznacza stan awarii i niech {X(t) : t ;?! O} będzie procesem SM o zbiorze 
stanów S = {O, 1, 2} i jądrze 

gdzie 

t 

Q10(t) = P{( ~ t, ( ~ Ę} = j[1 - Fe(x)]dF,(x), 
o 

t 

Q12(t) = P{~ ~ t, ( > Ę} = j[1 - F,(x))dFe(x), 
o 

Q21 (t) = Fry(t) 

(3.67) 

oraz Qoo = Go(t) jest dowolną dystrybuantą rozkładu prawdopodobieństwa na zbiorze R+· 
Proces ten jest procesem zakłóconym w stosunku do procesu SM {X0 (t) : t ;?! O}. Rolę 
zmiennej losowej Z1 odgrywa czas zdatności ( natomiast zmienna losowa Z2 ma rozkład 
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jednopunktowy P{Z2 = 0}=1. Wielkości występujące w podanym tu twierdzeniu mają 
postać 

00 

7f~ = 0.5, 

m~ = E(~), 

7fg = 0.5, 

mg= E(71), 

c1 = j[1 -F~(u)]dF,:(u) ,c2 =O, c = 0.5c1. 

o 

Zatem wartość funkcji niezawodności obiektu wyraża się przybliżeniem 

~ [ [[1 -F~(u)]dF<;(u) l 
R(t) ~ exp - E(~) + E(T/) t . 

Wzór ten można stosować jedynie wtedy, gdy liczba 

00 

c1= j[l-F~(u)]dF<;(u), 
o 

(3.68) 

oznaczająca prawdopodobieństwo awarii obiektu w przedziale użytkowania o długości ~' 
jest mała. !::,. 

Przedstawimy teraz pojęcie zaburzonego procesu semi-markowskiego pochodzące z 
pracy Pavlova i Ushakova. Wyniki tej pracy z prostyni dowodem podstawowego twier
dzenia zostały przedstawione przez Gercbakha [18]. 

Niech A' będzie zbiorem skończonym, A zbiorem co najwyżej przeliczalnym oraz 
A n A' = O. Niech {X(t) : t ~ O} będzie procesem semi-markowskim o zbiorze stanów 
S =AUA' i jądrze Q(t) = [Qij(t): i,j ES], którego elementy przedstawione są w postaci 
Qij(t) = PijFij(t), (patrz 2.3). Przypomnijmy, że liczba Pij jest prawdopodobieństwem 
przejścia ze stanu i E S do stanu j E S włożonego łańcucha Markowa w proces semi
markowski {X(t): t ~ O}, natomiast dystrybuanta Fij(t) określa rozkład zmiennej losowej 
oznaczającej czas trwania stanu i E S, gdy następnym stanem będzie j ES. 

Przyjmijmy 

Niech 

Zauważmy, że I: P?j = 1. 
jEA' 

Ci= LPij· 
jEA 

o Pij I 

Pij = 1 - Ci ' i, j E A . 

(3.69) 

(3.70) 

DEFINICJA 41. Proces semi-markowski {X(t) : t ~ O} o zbiorze stanów S i jądrze Q(t) = 
[ PijFij(t): i,j ES], nazywamy procesem zaburzonym w stosunku do procesu {X0 (t): t ~ 
O} o zbiorze stanów A' i jądrze Q0 (t) = lP?jFij(t): i,j EA'] . 

Podamy twierdzenie, które jest niewielką modyfikacją twierdzenia przytoczonego przez 
Gercbakha [18]. 
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Zmienna losowa 

eiA = inf{t: X(t) EA I X(O) = i}, i EA', 

jak poprzednio, oznacza czas pierwszego przejścia ze stanu i E A' do podzbioru A. Niech 

gdzie 

00 

mi= j[l- G;(t)]dt, i EA', 

o 

Gi(t) = L Qij(t) . 
jES 

Liczba m? jest oczekiwanym czasem trwania stanu i ES. Oznaczmy, jak poprzednio 

00 

m? = j[1 -G?(t)]dt, i EA', 

o 

gdzie 

G?(t) = L Q?j(t) . 
jEA' 

Niech 1r0 = [1r? : i E A'] oznacza rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa w 
proces SM {X0 (t): t;,, O} i niech 

€=I: 1r?c; (3.71) 
iEA' 

oraz 

m 0 = I:1r?m?. (3.72) 
iEA 

TWIERDZENIE 36. Jeżeli: 

a) łańcuch Markowa włożony w proces SM {X(t) : t ;,, O} o macierzy prawdopodobieństw 
przejścia P = [ Pij : i, j E S] jest nieprzywiedlny i dodatnio powracający, 

b) V c<oo /\;ES m; ,( C, 

to 
lim P{c8iA > x} = e-;;;u, 
e:--;0 

(3.73) 

przy czym 1r0 = [1r; : i E A'] jest jedynym rozwiązaniem układu równań 

(3. 74) 

Z twierdzenia tego wynika, że dla małego € otrzymujemy wzór przybliżony 

P{8iA > t} ' t;,, o. (3.75) 
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PRZYKŁAD 19. Zastosowanie tego twierdzenia pokażemy na podanym tu wcześniej przy
kładzie. Proces semi-markowski {X(t) : t ~ O} o zbiorze stanów S = {O, 1, 2} i jądrze okre
ślonym wzorem (3.67) jest procesem zaburzonym w stosunku do procesu {X0 (t): t ~ O} 
o zbiorze stanów A'= {l, 2}, którego jądro ma teraz postać 

gdzie 

Ponieważ B = {O} oraz 

00 

c1 =Pio= Q10(00) = P{ ( < Ę} = j[l - FĘ(x)]dF((x) 
o 

więc 

A ponieważ 

więc 

o P12 
P12 = -1-- = 1 . 

- c1 

Fi2(t) = Q12(t) = Q12(t) ' 
P12 Q12(00) 

t 
J[l - F((x)]dFĘ(x) 
o 
00 

f[l - F((x)]dFĘ(x) 
o 

Zauważmy, że c2 = P20 = O, a więc pg1 = 170~2 = 1. Ostatecznie 

(3.76) 

1 - P12, 

Macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa w proces { x 0 ( t) : t ~ 
O} ma postać 

pO=[O l] 
1 O . 

Rozwiązując układ równań 

r1rr, 1rg1 [ ~ ~ ] = [1rr, 1rg1 , 

1rr + 1rg = i 

otrzymujemy rozkład stacjonarny 1r0 = [0.5 , 0.5]. 

(3.77) 

(3.78) 

(3.79) 

Korzystając ze stosownych wzorów obliczmy parametry występujące w tezie twierdze
nia: 

00 

c = 0.5c1 = 0.5P{ ( < Ę} = 0.5 j[1 - FĘ(x)]dF((x), 
o 

m0 = 0.5(mr +mg), 
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gdzie 

00 

m~ = E(r,) = j[1 - F'l(t)]dt. 

o 

Dla c: bliskiego O otrzymujemy przybliżony wzór na funkcję niezawodności systemu 

R(t) = _P{0iA >-t}= P{c:0iA > c:t} ::::: exp [- ; 0 t] , t) O. 

Z postaci parametru c: wynika, że wzór ten można sensownie stosować jedynie wtedy, 
gdy liczba P{( < Ę} oznaczająca prawdopodobieństwo uszkodzenia obiektu w czasie jego 
użytkowania jest mała. Ponieważ 

00 

P{(<Ę}=l-P{()Ę} 1- j[1 -F((x)]dF{(x), 

o 

więc warunek ten jest spełniony, gdy 

Wówczas 

00 00 

j[1 -F((x)]dF{(x) ---> J dF{(x) 1. 

o o 

00 

m~ ::::: J t dF{(x) = E(~). 
o 

Ostatecznie otrzymujemy ten sam wzór przybliżony 

[ 
00 1 f[l - F{(u)]dF((u) 

R(t) = P{0; B > t} ::::: exp - o E(~) + E(r,) t . (3.80) 

Przedstawimy teraz pojęcie zaburzonego procesu semi-markowskiego pochodzące z mo
nografii Koroluka i Turbina (38]. 

Niech A' będzie tym razem zbiorem co najwyżej przeliczalnym i niech A= {O}. Niech 
{X(t) : t) O} będzie procesem semi-markowskim o zbiorze stanów S =AU A' i jądrze 
Q0 (t) = [Q;j(t): i,j ES], którego elementy mają w postać Q;1(t) = pf1F;1(t), gdzie 

dla i,j EA' 
dla i E A', j = O , 
dla i= j = O 

(3 .81) 
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przy czym 

Qi = L bij' i E A' . 
jEA' 

65 

(3.82) 

DEFINICJA 42. Proces semi-markowski {X(t) : t ? O} o zbiorze stanów S = A U A' i 
jądrze Q"(t) = [Qf1(t): i,j ES], określonym wzorami (3.81), (3.82) nazywamy procesem 

zaburzonym w stosunku do procesu {X0 (t) : t ? O} o zbiorze stanów A' i jądrze Q0 (t) = 
[p?1Fij(t): i,j EA']. 

Niech 1r0 = [1r? : i E A'] oznacza rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa w 
proces semi-markowski {X0(t) : t? O}. Jak wiemy rozkład ten jest jedynym rozwiązaniem 
układu równań 

Niech 

i niech jak w poprzednim twierdzeniu 

-""o. q - L., 1T q,. 
iEA' 

mo = L1r?m?. 
iEA 

TWIERDZENIE 37.Jeżeli: 

(3.83) 

(3.84) 

(3.85) 

a) łańcuch Markowa włożony w proces SM {X0 (t) : t? O} o macierzy prawdopodobieństw 
przejścia po = [ P?j : i, j E A'] jest nieprzywiedlny i dodatnio powracający, 

b) V C<oo fHEA' m? ~ C, 

c) V stan powracający iEA' PiO > O, 

to 

D o w ó d: [38]. 

Z twierdzenia tego dla małego c otrzymujemy wzór przybliżony 

EL t P{0u > t} = P{c0u > et} ~ e-;;;ir . 

(3.86) 

(3.87) 

PRZYKŁAD 20. Zastosowanie tego twierdzenia pokażemy tym samym przykładzie. Proces 
semi-markowski {X0 (t): t? O} o zbiorze stanów S = {O, 1, 2} i jądrze określonym wzorem 
(3.67) traktujemy jako proces zaburzony w stosunku do procesu {X0 (t) : t? O} o zbiorze 
stanów A' = {1, 2}. Macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa 
w proces SM {X0 (t): t )'!: O} ma postać 

(3.88) 
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gdzie 

00 

Pio= P{( ~ Ę} = j[1 - FĘ(x)]dF((x), 
o 
00 

P12 = P{( > Ę} = j[1 - F((x)]dFe(x). 
o 

Macierz dystrybuant rozkładów warunkowych czasów trwania stanów wyraża się wzorem 

gdzie 

oraz 

[ 
Foo(t) O O l 

F"(t) = F10
0
(t) O Fl2(t) , 

F21 (t) O 

t 
f[l - FĘ(x)]dF((x) 

F10(t) = P{( ~ t I ( ~ Ę} = -~----
J[l - FĘ(x)]dF((x) 
o 
t 
f[l - F((x)]dFe(x) 

F12(t) = P{~ ~ t I ( > Ę} = -~----

J[l - F((x)]dFe(x) 
o 

F21(t) = Fri(t) 

Foo = Go(t). 

(3.89) 

Jądro procesu semi-markowskiego {X0 (t) : t) O} o zbiorze stanów A'= {1, 2} ma postać 

QO(t) = [ 0 Q~2(t) ] 
Qgl (t) 0 ' 

(3.90) 

gdzie 
Q~2(t) = F12(t), Qg1(t) = Fri(t). 

Macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa w proces {X0 (t) : t) 
O}, wyraża się wzorem 

pO = [ ~ ~]' (3.91) 

a rozkład stacjonarny ma postać 1r0 = [0.5 , 0.5]. 
Z definicji wynika, że 

b o " · · A' E;j=P;j-Pij> i,JE. (3.92) 

Zatem 
00 

t:bn =O, t:b12 = 1- j[1 - F((t)dFe(t) = 1- P{( > Ę}, t:b21 =O, t:b22 = O (3.93) 
o 
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oraz 
00 

c:ą1 = Fe(oo) - j[1 - Fc;(t)dFe(t) = 1 - P{( > Ę}, c:ą2 =O, (3.94) 
o 

a zatem 

00 

c:q = 0.5(1-P{( > Ę}) = 0 . 5P{(:::;Ę} 0.5 j[1 - Fe(t)dF((t) . 
o 

Jednocześnie jak w poprzednim przykładzie 

gdzie 

00 

oo J t [1 - F((x)]dFe(x) 
m~ = j t dQ~2 (t) = 0

00 , 

o f[l - F((x)]dFe(x) 
o 

00 

mg= E(ry) = j[1 - FIJ(t)]dt . 
o 

(3.95) 

Powtarzając rozumowanie z przykładu 19 otrzymujemy przybliżenia m~ ~ E(~) , m0 ~ 
0.5 [ E(ry) + E(~) ]. Korzystając z twierdzenia 37, dla c:q bliskiego O otrzymujemy ten sam 
przybliżony wzór (3.80) na funkcję niezawodności systemu. 6 

3.5. Proces odnowy generowany przez czasy powrotu procesu 
semi-markowskiego 

Zakładamy, że stan j E Sjest stanem powracającym , silnie osiągalnym ze stanu i E S 
procesu semi-markowskiego {X(t) : t? O} o jądrze typu ciągłego Q(t). 

Rozważmy ciąg zmiennych losowych 

e~y, e;~), e;~), ... 

gdzie eW = 8ij oznacza chwilę pierwszego osiągnięcia stanu j E S przez proces startujący 
w chwili O ze stanu i ES, natomiast zmienne losowe e;;) , n= 2, 3, ... oznaczają długości 
przedziałów czasu, po których następują kolejne powroty do stanu j ES. Zmienna losowa 
eD) ma rozkład o dystrybuancie 

podczas gdy zmienne losowe e;;), . . . , n = 2, 3, ... mają jednakowy rozkład określony 
przez dystrybuantę 

<I>1j(t) = P{8J;) :::; t} = P{8jj :::; t} . 

Można wykazać, że zmienne losowe 

e~}) , e;~), ... , e;;) , n= 2, 3, ... 
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są wzajemnie niezależne. 
Niech 

S(n) = 9(1) + 9(2) + + e<n) 2 3 
'J 'J JJ . . . JJ ' n = ' ' ... (3.96) 

oraz 
00 

V;j(t) = LI[o,tJ(stl), t ~ o, (3.97) 
n=l 

gdzie 

(n) { 1 gdy st) E [O, tj 
I[o,tJ(Si1- ) = O ( l 

gdy Si] </. [O, tj 

Wartość zmiennej losowej V;j(t) oznacza liczbę „wejść" procesu semi-markowskiego do 
stanu j E S w przedziale [O, tj. Proces losowy {V;j(t) : t E llł+} nazywamy procesem 
odnowy generowanym przez czasy powrotu procesu semi-markowskiego. 

Niech 
W;j(t,n) = P{V;j(t) =n}, n EN. (3.98) 

Zauważmy równość zdarzeń 

{V;j(t) =O}= {0;i > t} . 

Stąd 

W;j(t, O) = P{V;i(t) =O}= P{8ij > t} = 1 - <I>;j(t) . (3.99) 

Proces semi-markowski, startujący ze stanu i w chwili O, przyjmie w przedziale [O, tj 
wartość j n-krotnie, gdy w chwili x E [O, tj nastąpi pierwsze przejście do stanu j, oraz w 
przedziale (x, tj proces osiągnie stan j n - 1-krotnie. Ta uwaga połączona z własnościami 
procesu semi-markowskiego prowadzi do równań 

(3.100) 

dla n EN, i,j ES. 
Dla n E No równania można zapisać jednym wzorem 

(3.101) 

Przy założeniach twierdzenia 29, równania te mają jednoznaczne rozwiązania. Postać 
tych rozwiązań można otrzymać posługując się dwuwymiarowym przekształceniem okre
ślonym wzorem 

00 00 

wij(s, z) = L zn J wij(t, m)e-stdt. 
n=O o 

Równaniu (3.100) odpowiada równanie dla transformat 

- 1 - Jij ( s) - -
Wij(s, z)=---"--'--'-+ Z<Pij(s)Wjj(s, z), i,j ES. 

s 

(3.102) 

(3.103) 
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W szczególności dla i = j 

- 1 - J11(s) - -
Wjj(s, z) = -~~ + zc/>11(s)W11(s, z) , j E S. 

s 

Stąd 

W s z - 1- J11(s) 
11 ( , ) - [l J ( ) , j E S. s - z jj s 

Wzór (3.102) przyjmuje teraz postać 

W-.·( ) _ 1 - Ji1(s) + l. ·( ) 1 - J11(s) 
tJ s, Z - Z'l'iJ S - , 

s s[l - zc/>11(s)] 
i,j ES. 
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(3.104) 

(3.105) 

(3.106) 

Transformatę Laplace'a Hij(s) wartości oczekiwanej Hij(t) = E[V;1(t)] procesu stocha
stycznego {V;1(t): t E lR+} otrzymamy korzystając ze wzoru 

H- --( ) _ 8Wij(s, z) I 
,1 s - Bz z=l· 

Po wykonaniu obliczeń mamy 

H-. ·( ) _ Jij(s) 
') s - - . 

s (l - c/>11(s)) 
(3.107) 

Wartość oczekiwana Hij(t) = E[V;1(t)] w teorii odnowy jest odpowiednikiem funkcji od
nowy. 

Transformatę Laplace'a drugiego momentu zwykłego procesu {V;1(t) : t E lR+} obli
czymy korzystając ze wzoru 

Po wykonaniu prostych obliczeń otrzymujemy 

Stąd wynika równość 

t 

E[(V;1(t))2] = 2 J Hij(t- x)dH11(x) + HiJ(t). 
o 

A zatem wariancja procesu wyraża się wzorem 

t 

D2 [V;1(t)] = 2 j Hij(t - x)dH11(x) + Hij(t) - Hl(t) . 
o 

(3.108) 

(3.109) 

(3.110) 

PRZYKŁAD 21. Rozważmy ponownie, wcześniej omawiany proces semi-markowski o zbiorze 
stanów S = {O, l} określony za pomocą rozkładu początkowego p(O) = [O, l] i jądra 

_ [ O 1 - (1 + {3t)e-f3t ] . 
Q(t) - 1 _ e-ot O , gdzie a, (3, t:;?: O. (3.111) 
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Jeżeli stan 1 będziemy uważać za stan zdatności obiektu, natomiast stan O będziemy 
interpretować jako stan niezdatności, to funkcja H10 (t) , t ~ O oznacza oczekiwaną liczbę 
awarii obiektu w przedziale [O, t]. Ponieważ, w tym przypadku 

~10(s) = ą1o(s) = - 0-, oraz ~oo(s) = ąo1(s)iho(s) = ( 132
13)2 ° , 

s+a s+ s+a 

więc transformata Laplace'a funkcji H10(t) ma postać 

H10 s = a(s + /3)2 
( ) s2 [s2 +(o+ 2/3)s + {32 + 20/3] · 

(3.112) 

Przyjmijmy o = O.Ol oraz f3 = 0.2. Oznacza to, że oczekiwany czas trwania stanu zdatności 
obiektu E(T1) = 100, natomiast oczekiwany czas trwania stanu niezdatności E(To) = 10. 
Dla takich wartości parametrów o oraz /3 transformata wyraża się wzorem 

fI s _ O.Ol(s + 0.2)2 

rn( ) - s2 (s2 + 0.41s + 0.044) · 

Odwracając transformatę otrzymujemy 

H1o(t) = 0.00619835 + 0.00909091 t 

- exp( -0.205 t) [0.00619835 cos (0.044441 t) + 0.00813597 sin (0.044441 t)]. 

Wykres tej funkcji przedstawiony jest na rysunku 3.4. 6 

8 

6 

4 

2 

200 400 600 800 1000 

Rys. 3.13. Wykres wartości oczekiwanej H10 (t) 

Adaptując twierdzenia klasycznej teorii odnowy możemy sformułować twierdzenie o 
asymptotycznym rozkładzie procesu losowego {½j(t): t E łR+} przy t-+ oo. 

TWIRDZENIE 38. Jeżeli stan j jest stanem powracającym, silnie osiągalnym ze stanu i ES 
oraz zmienne losowe 0;j, ejj mają skończone dodatnie wartości oczekiwane i skończone 
dodatnie wariancje, to 

{ 
½(t) _ t-E(0,e+E(0;;) } x 2 

'J E 0 ·· ) 1 J u lim P 11 (; x = -- eTdu. 
t-oo ((0;;lj3 .,/iir 

E(0;;) -oo 

(3.113) 
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Do wód: [22]. 

Z twierdzenia tego wynika, że dla dużego t zmienna losowa V;j(t) ma w przybliżeniu 
rozkład normalny N(m(t),a-(t)) o wartości oczekiwanej 

i odchyleniu standardowym 

Parametry 

a-(t) = V(8jj)t 
[E(8jj)]3 . 

możemy łatwo obliczyć w oparciu o twierdzenia przedstawione w p. 3.1. Wariancję obli
czamy korzystając z dobrze znanego związku 

3.6. Procesy kumulacji 
Sumaryczny czas zdatności systemu w przedziale czasu [O, tj, dochód z eksploatacji 

systemu w przedziale [O, tj są przykładami wielkości, które mogą być opisane za pomocą 
procesów stochastycznych nazywanych procesami kumulacji. Rozważać będziemy jedynie 
procesy kumulacji związane z procesami semi-markowskimi. Rozważymy najpierw proces 
kumulacji określony przez proces alternujący. 

3.6.1. Sumaryczny czas zdatności (użytkowania) w przedziale [O, tj 

Rozważmy ciąg wzajemnie niezależnych zmiennych losowych (1,,1,(2,,2 .. ,. Przyj
mujemy, że zmienne losowe (1, (2, ... są kopiami nieujemnej zmiennej losowej ( o rozkła
dzie określonym przez dystrybuantę F( ( t), natomiast zmienne losowe 11 , 12 , ... są kopiami 
nieujemnej zmiennej losowej , o rozkładzie F,(t). W zagadnieniach niezawodności i eks
ploatacji zmienna losowa ( interpretowana jest zazwyczaj jako czas zdatności lub czas 
użytkowania obiektu, natomiast I najczęściej oznacza czas odnowy lub czas obsługi. 

Niech { (Ęn, '19n) : n E No} będzie dwuwymiarowym ciągiem zmiennych losowych okre
ślonych w następujący sposób 

Ę _ { 1 dla n = O, 2, 4, ... 
n - O dla n = 1, 3, 5, . . . ' 

'19n = { (n dla n :'. 1, 3, 5, . . . . 
rn dla n - 2, 4, 6, ... 

Tak określony ciąg { (Ęn, '19n) : n E No} jest markowskim procesem odnowy o jądrze 

Q(t) = [ O F,(t) ] 
F((t) O 

(3.114) 

i rozkładzie początkowym 
p= [0,1]. (3.115) 

Ten markowski proces odnowy generuje proces SM {X(t) : t ~ O} o zbiorze stanów 
S = {O, 1}. Proces ten, przypomnijmy, nazywany jest prostym procesem alternującym. 
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Proces stochastyczny {K(t) : t )! O} określony wzorem 

t 

K(t) = J X(u)du z pr. 1 (3.116) 

o 

jest sumarycznym czasem trwania stanu 1 w przedziale [O, t] procesu alternującego {X(t) : 
t ~ O}. 

Fragment realizacji tego procesu przedstawiony jest na rysunku 3.14. 

K(t) 

Rys. 3.14. Realizacja procesu K(·) 

Zauważmy, że w geometrycznej interpretacji, dla każdej realizacji { x(t) : t ~ O} 
procesu alternującego, wartość realizacji procesu kumulacji w chwili t0 odpowiada polu 
obszaru D = {(t,x): O:( t < t0 , O:( x :( x(t) }, (rysunek 3.15 ). 

X (t) 

~1 ~ 'a 
' 

Y2: 

'ti to -r, i, t 

Rys. 3.15. Realizacja procesu {X(t) : t ~ O} 

Ta uwaga ułatwia zauważenie związku 

K(t) = (1 + (2 + ... + (k dla t E [T2k-l, T2k) , { 
t dla t E [O, T1) 

k = 1,2, ... , 

gdzie 

t - (11 + ,2 + ... ,k) dla t E [T2k, T2k+1) 

T2k-l = (1 + 11 + (2 + 12 + · · · + (k, 

T2k = (1 + 11 + (2 + 12 + · · · + (k + 1k, 

72k+l = (1 + 11 + (2 + 12 + · · · + (k + 1k + (k+l· 

(3.117) 

(3.118) 
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Jeżeli zmienna losowa ( 1 ma inny rozkład niż pozostałe zmienne losowe (k, k = 2, 3, ... 
to proces określony przez dwuwymiarowy ciąg zmiennych losowych {(Ęn,-On) : n E No} 
wzorem 

X(t) = Ęn dla t E [Tn, Tn+1), 

gdzie 
Tn = r/1 + • • • + -On 

nazywamy ogólnym procesem alternującym. Z procesem {K(t) 
proces losowy {T(x) : x? O} określony wzorem 

T(x) = inf{t: K(t) > x}. 

t ? O} związany jest 

(3.119) 

Dla ustalonego x zmienna losowa T(x) oznacza chwilę w której K(t) przekracza wartość 
x. Na rysunku 3.16 przedstawiona jest realizacja tego procesu odpowiadająca realizacji 
procesu kumulacji przedstawionej na rysunku 3.14. Realizacje tego procesu są funkcjami 
prawostronnie ciągłymi. 

T(x) 

' / 
:7 

X 

Rys. 3.16. Realizacja procesu {T(x) : x? O} 

Analiza wykresu realizacji procesu {T(x) : x? O} pozwala zauważyć ważną równość 

T(x) = x +')'o+ ')'1 + ')'2 + • • • 'YN((x) , 

gdzie 

N<;(x) = { O dla x E [O, (1) 
n dla X E [(1 + (2 + ... + (n, (1 + (2 +,., +(n+ (n+1) ' 

natomiast zmienna ')'o= O z prawdopodobieństwem 1, a więc 

p(0ł( ) = P{ :,::: } = { O dla x E (-oo, O) 
1 u 'Yo "' u 1 dla x E [O, oo) 

(3.120) 

(3.121) 

(3.122) 
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Proces {N((x) : x ? O} jest procesem odnowy, o prawostronnie ciągłych realizacjach 
generowanym, przez ciąg niezależnych zmiennych losowych (o, ( 1 , ( 2 , .... Równość (3.119) 
ułatwia znalezienie rozkładów obu omawianych procesów losowych. 

TWIERDZENIE 39. Jednowymiarowa dystrybuanta rozkładu procesu losowego {T(x) : x? 
O} wyraża się wzorem 

00 

P{T(x) ,( t} = L F4nł(t - x) [Ft\x) - Ft+l\x)], (3.123) 
n=O 

natomiast jednowymiarowa dystrybuanta rozkładu procesu stochastycznego {K(t) : t? O} 
ma postać 

00 

P{K(t) ,( x} = 1 - LF4nł(t- x) [Ft\x) - Ft+I\x)]. (3.124) 
n=O 

D o w ó d: Korzystając ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite mamy 

P{T(x) ,( t} = P{x +'Yo+ 'Yl + ')'2 + ... 'YN,(x) ,( t} = (3.125) 
00 

= LPbo +1'1 +1'2 + .. -'YN,(x) ,( t-x IN((x) = n}P{N((x) =n}= 
n=O 

00 

= L P{'Yo + ')'1 + 1'2 + .. -'Yn ,( t - x}P{N((x) = n}. 
n=O 

Obliczymy czynniki wyrazów tego szeregu funkcyjnego. Jak wiemy, dystrybuanta rozkładu 
sumy niezależnych zmiennych losowych jest splotem dystrybuant składników tej sumy. 
Zatem 

Pbo +1'1 +1'2 + ···'Yn ,( t-x} = F-yo * F-y1 * F-y2 * ... * F-yn(t-u) = F4nl(t-x). 

Znajdziemy teraz rozkład procesu odnowy {N((x): x? O}. Korzystając z definicji (3.120) 
mamy 

P{N((x) =O}= P{x E [O, (1)} = P{( > x} = 1- F((x). 

Dla n E N otrzymujemy 

P{N((x) =n}= P{x E [(1 + (2 + ... +(n, (1 + (2 + ... +(n+ (n+1) = 
1 - ( P { (1 + (2 + • • • + (n > X} + P { (1 + (2 + • • • + (n + (n+I ,( X}) = 

P{(1 + (2 + ... +(n,( x} - P{(1 + (2 + ... +(n+ (n+l ,( x}) = Ft)(x) - Ft+l\x). 

Ostatecznie, dla n E No mamy 

Podstawiając do wzoru (3.124) otrzymujemy równość 

00 

P{T(x) ,( t} = LF4n\t- x) [Ft\x)- Ft+l)(x)]. 
n=O 
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Pierwsza teza twierdzenia została udowodniona. Dowód drugiej tezy staje się natychmia
stowy, jeżeli zauważymy równość 

P{T(x) ~ t} = P{K(t) > x}. • (3.126) 

TWIERDZENIE 40 (Kopociński (36]). Jeżeli rozkłady zmiennych losowych ( oraz 1 
mają skończone dodatnie wartości oczekiwane i skończone dodatnie wariancje to ist
nieje skończona wartość oczekiwana i istnieje skończona wariancja procesu losowego 
{T(x) : x ~ O} i wyrażają się one wzorami 

E[T(x)] = x + E(,) E[N,(x)], 

V[T(x)] = [E(,)] 2 V[N,(x)] + V(,) E[N,(x)] . 

Do wód: Korzystają,c z równości (3.119), mamy 

Podobnie 

Ponieważ 

00 

E[T(x)] = E(x + 1o + 11 + 12 + ... 1N,(x)) = 
00 

=X+ L E(,1 + 12 + ... 1N,(x) I N,(x) = n )P{N,(x) =n}= 
n=l 

00 

= x + E(,) L nP{N((x) =n}= x + E(,)E[N((x)]. 
n=l 

E[T2(x)] = E[(x + 10 +1+12 + · · ·1N((x))2] = 

= x2 + E(,f + 1~ + ... 1F,r,(x)) + 2xE(,1 + 12 + • • • 1N,(x))+ 

+E(,112 + 1113 + • • • + 1N,(x)-l1N_(x})-

(3.127) 

(3.128) 

= LE(1112 + 1113 + --- + 1N,(x)-11N,(x)) I N((x) = n )P{N((x) =n}= 
n=l 

00 

= [E(,)] 2 L n(n - 1) P{N((x) =n}= 
n=l 

= [E(,)] 2 E[(N{(x)] - [E(,)]2 E[N,(x)] , 

więc 

E[T2(x)] = x2 + E(12)E[N((x)] + 2xE(1)E[N((x)] + [E(,)]2 E[(N{ (x)] - [E(,)]2 E[N,(x)] = 

= x2 + 2x E(,) E[N,(x)] + [E(,)]2 E[N{ (x)] + V(,) E[N((x)] . 

Zatem 

V[T(x)] = E[T(x)2] - E[T(x)]2 = 

= x2 + 2 x E(,) E[N((x)] + [E(,)]2 E[N{ (x)] + V(,) E[N((x)]

-x2 - 2xE(,) E[N((x)] - [E(,)]2 E[N((x)] 2 = 
= [E(,)] 2 V[N((x)] + V(,) E[N((x)] . • 
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Z twierdzenia tego wynikają wnioski. 

WNIOSEK 17. Jeżeli proces odnowy {N((x): x;:?: O} jest nieokresowy, to 

E[T(x)] = E(,) + E(() x + E(,) V(() - [E(()]2 + o(l) 
E(,) 2[E(()]2 ' 

X-+ 00. (3.129) 

D o w 6 d: Z twierdzenia teorii odnowy [33] wynika równość 

X V(()+ [E(()]2 

E[N((x)] = E(() + 2[E(()]2 - 1 + o(l) , X-+00. 

----~ dc::._o (3.127), otrzymujemy wzór (3.129). o 
3.6.2. Sumaryczny czas przebywania procesu SM w określonym stanie 

Niech {X(t) : t ;:?: O} będzie procesem semi-markowskim o jądrze Q(t) = 
[Q;J(t) : i,j E S] typu ciągłego. Proces losowy {KJ(t) : t ;:?: O} określony wzo
rem 

gdzie 

t 

KJ(t) = J I[X(u) = j]du, 

o 

I[X(u) = j] = { 01 dla X(u) = j 
dla X(u) =J j 

(3.130) 

oznacza sumaryczny czas przebywania procesu SM w staniej w przedziale [O, t]. 
Zauważmy, że 

t t 

E[j I[X(u) = j I X(0) = i]du] = j EI[X(u) = j I X(0) = i]du = 
o o 

t t 

= J P{X(u) = j I X(0) = i}du = J P;J(u)du. 

o o 

Definicja procesu { KJ(t) : t ;:?: O} sugeruje jego związek z procesem alternującym. 
Jeżeli przez (n będziemy rozumieli zmienne losowe o jednakowym rozkładzie GJ(t) = 
P { ( ::;;; t} = P { TJ ::;;; t}, oznaczające kolejne czasy trwania stanu j, natomiast 
zmienne losowe ,n będą oznaczać długości przedziałów czasu, które upływają od 
chwili n-tego „wyjścia" procesu SM ze stanu j do chwili ponownego „wejścia" do do 
tego stanu, to definicja procesu { KJ(t) : t ;:?: O} startującego ze stanu j pokrywa 
się niemal z definicją prostego procesu kumulacji procesu alternującego. Jedyna, ale 
istotna różnica polega na tym, że dla procesu SM zmienne losowe (n, 'Yn , n E N 
mogą być zależne. Można jednak wyodrębnić klasę procesów SM dla których, te 
zmienne losowe są niezależne. 

( 

I 
l 

I 
l 
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LEMAT 1. Jeżeli {X(t) : t ~ O} jest procesem semi-markowskim o jądrze Q(t) = 
[Q;i(t) : i, j E S] takim, że 

(3.131) 

to zmienne losowe (n, rn, n E N są niezależne oraz 

e(n) /' 
jj =',n+ 'Yn · (3.132) 

D o w 6 d: Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy n = 1. Zauważmy, że 

Korzystając z własności procesu SM mamy 

00 

P{,1 ~ y} = L P{X(Tn) = j, Tn - Tt ~ y, X(Tn-1) i j, ... , X(T1) i j I X(To) = j} = 
n=2 

00 00 

= L LP{X(Tn) = j,Tn -T1 ~ y,X(Tn-1) i j, ... ,X(T2) i j I X(T1) = k} 
n=2k#j 

-P{Xh) = klX(To) =j} = 
00 00 

= L L P{X(Tn) = j, Tn - Tt~ Y, X(Tn-1) i j, ... , X(T2) i j I X(Ti) = k}Pjk· 
n=2k#j 

Znajdziemy łączny rozkład zmiennych losowych ( 1 , ,1-

P{(1 ~X, 'Yl ~ y} = 
00 

= LP{X(Tn) =j,Tn -T1 ~ y,X(Tn-1) #j, ... ,X(T1) #j,T1 ~ xlX(To) =j} = 
n=2 
00 00 

= L LP{X(Tn) = j, Tn - Tt~ y,X(Tn-d i j, ... ,Xh) i j I X(T1) = k, T1 ~ x} 
n=2 k;fj 

-P{X(T1) = k, T1 ~ x I X(To) = j} == 
00 00 

= L L P{X(Tn) = j, Tn - Tt ~ Y, X(Tn-1) i j, ... , X(T2) i j I X(T1) = k }Qjk(x) == 
n=2 k;fj 
00 00 

== L L P{X(Tn) = j, Tn - Tt ~ Y, X(Tn-1) i j, ... , X(T2) i j I X(T1) = k}PjkGj(x) = 
n=2 k#j 

= P{,1 ~ y}P{(1 ~ x}. D 

W pracy [22] przedstawione są wzory pozwalające obliczyć jednowymiarowy roz
kład procesu{Ki(t) : t ~ O} w oparciu o jądro procesu SM. Są one jednak na tyle 
skomplikowane , że ich praktyczna użyteczność jest wątpliwa. Jednak w wielu przy
padkach można zadowolić się rozkładem przybliżonym tego procesu którego postać 
wynika z następującego twierdzenia: 
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TWIERDZENIE 41. Niech {X(t) : t;;,: O} będzie procesem SM o jądrze typu ciągłego 
Q(t) = [Qij(t) : i,j ES] takim, że 

(3.133) 

Jeżeli ponadto są spełnione założenia twierdzenia 30, to 

{ K(t) - m (t) } 1 lx u2 
lim P 1 1 ~ x = -- e-2 du, 
t---,oo aj(t) ,./2ir 

(3.134) 

-oo 

gdzie 

(3.135) 

(3.136) 

D o w ó d: [22]. 

Oznacza to, że sumaryczny czas przebywania procesu SM w staniej w przedziale 
[O, t], dla dużego t ma w przybliżeniu rozkład normalny N(mi(t), ai(t)). Zauważmy, 
że wartość oczekiwaną i wariancję zmiennej losowej eii można otrzymać rozwiązując 
układy równań liniowych (3.24) i (3.26). 

Z procesem {Ki(t) t ;;:: O} związany jest proces losowy {Ti(x) x ;;:: O} 
określony wzorem 

(3.137) 

Dla ustalonego x zmienna losowa Ti(x) oznacza chwilę w której sumaryczny czas 
przebywania przebywania procesu SM w staniej w przedziale [O, t] przekracza war
tość X. 

TWIERDZENIE 42. Przy założeniach poprzedniego twierdzenia 

y 

lim P 1 1 ~ y = -- e-2 du, { T (x) - m · (x) } 1 / u 2 

t---,oo aj ( x) ,./2ir 
(3.138) 

-00 

gdzie 

(3.139) 

V(Ti) [E(8jj) - E(Ti)]2 + [V(0ii) - V(Ti)] [E(Ti)]2 
[E(Ti)]3 x. 

(3.140) 

D o w ó d: (22). 
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3.6.3. Procesy kumulacji procesu SM. 

Procesy kumulacji związane z różnego typu procesami SM rozważane były mię
dzy innymi przez Anisimowa [1], [2], Cinlara [9], Limniosa i Oprisana [41], Silve
strowa [50]. Przedstawimy pojęcia i twierdzenia dotyczące procesu kumulacji zwią
zanego z procesem SM o dyskretnym zbiorze stanów. 

Niech {X(t) : t ~ O} będzie regularnym procesem SM o jądrze typu ciągłego 
Q(t) = [Qij(t) : i, j E S]. Przyjmujemy, że funkcja h : S--+ lR+ jest ograniczona. 

DEFINICJA 43. Proces stochastyczny {L(t): t ~ O} określony wzorem 

t 

L(t) = J h[X(u)]du z pr. 1 (3.141) 

o 

nazywamy procesem kumulacji procesu SM {X(t) : t ~ O}. 

Proces losowy {Kj(t) : t ~ O} oznaczający sumaryczny czas przebywania pro
cesu SM w staniej w przedziale [O, t] jest szczególnym przypadkiem procesu kumu
lacji. Przyjmując g = I{j} otrzymujemy L(t) = Kj(t). 

Jeżeli { (Ęn, '19n) : n E N0 } markowskim procesem odnowy definiującym proces 
SM {X(t) : t ~ O}, to proces kumulacji {L(t) : t ~ O} można przedstawić w 
postaci 

N(t) 

L(t) = L h(Ęk-1)'!9k + (t - TN(t))h(ĘN(t)) · (3.142) 
k=l 

Wyniki przedstawione w pracy Limniosa i Oprisana [41] zaadoptujemy do rozpatry
wanego tu przypadku. Rozważymy łączny rozkład procesów {X(t) : t ~ O} oraz 
{L(t): t ~ O}. 

Niech 
UiA(t, x) = P{X(t) EA, L(t) ~ x I X(O) =i}, i ES. (3.143) 

TWIERDZENIE 43. Funkcje Ui,A(t, x), i ES spełniają układ równań całkowych 

ui,A(t, x) = IAx[O,x](i, h(i) t)[l - Gi(t)]+ 
t 

+ L J uj,A(t - v, X - h(i)v) dQij(v)) i Es. 
jES O 

D o w 6 d: Zauważmy, że 

UiA(t,x) = P{X(t) EA, L(t) ~ x,r1 > tł X(O) = i}+ 

+P{X(t) EA, L(t) ~ x, T1 ~ t I X(O) =i}. 

Pierwszy składnik prawej strony równości ma postać 

P{X(t) E A, L(t) ~ X, T1 > t I X(O) = i} = 

(3.144) 

(3.145) 

= P{X(O) EA, g(X(O)) t ~ X, T1 > t I X(O) =i}= IAx[O,x](i, h(i) t) P{ T1 > t} = 

= IAx[o,x](i, h(i) t)[l - G;(t)]. 
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Rozważymy drugi składnik Korzystają.c z własności markowskiego procesu odnowy otrzy
mujemy 

P{X(t) EA, L(t) ~ x, T1 ~ t I X(O) =i}= 
t 

= L j P{X(t - T1) EA, L(t - T1) ~ x - h(i) T1, T1 E dv, X(T1) = j I X(O) =i}= 
jES o 

t 

= L J P{X(t - T1) EA, L(t - T1) ~ X - h(i) T1 I X(T1) = j}• 
jES O 

t 

P{T1 E dv, X(T1) = j I X(O) =i}= L j Uj,A(t-v, x - h(i)v) dQij(v). 
jES o 

Tak więc twierdzenie zostało udowodnione. • 
Przyjmując A = S otrzymujemy 

Uis(t, x) = P{L(t) ~ x I X(O) =i}, i ES. (3.146) 

WNIOSEK 18. Warunkowe dystrybuanty procesu kumulacji spełniają układ równań 

t 

U;s(t, x) = I[o,x](h(i) t)[l - Gi(t)] + L J Ujs(t - v, x - h(i)v)dQ;j(v). (3.147) 
jES O 

Przy x ___, oo otrzymujemy 

WNIOSEK 19. 

UiA(t, oo) = P{X(t) EA I X(O) = i} =: PiA(t), i ES. 

Prawdopodobieństwa PiA(t), i E S spełniają układ równań 

t 

PiA(t) = IA(i)[l - Gi(t)] + L j PiA(t - v)dQii(v) . 
jES o 

(3.148) 

(3.149) 

Jeżeli A oznacza podzbiór zdatności systemu, to PiA(t) jest gotowością systemu, 
który w chwili t = O był w stanie i E S. 

Zauważmy, że przyjmując A = {j} otrzymujemy rozpatrywany wcześniej układ 
równań o niewiadomych prawdopodobieństwach przejścia P;j(t). 

Niech teraz 

YiA(t, x) = P{X(u) EA, \:/u E [O, t], L(t) ~ x I X(O) =i}, i EA c S. (3.150) 

Podobnie można udowodnić twierdzenie 
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TWIERDZENIE 44. Funkcje YiA(t, x) i EA CS spełniają układ równań całkowych 

t 

YiA(t, x) = IAx[o,x](i, h(i) t)[l-G;(t)]+ L J YjA(t-v, x-h(i)v) dQ;j(v). (3.151) 
jEA O 

Zauważmy, że gdy x -t oo, to 

YiA(t, oo) = lim YiA(t, x) = P{X(u) EA, \/u E [O, t] I X(O) =i}, i EA c S. 
X->00 

(3.152) 
Jeżeli A jest podzbiorem stanów zdatności systemu, to 

R;(t) = YiA(t,oo), i EA c S . (3.153) 

jest funkcją niezawodności systemu, który w chwili t = O był w stanie i E A. 

WNIOSEK 20. Warunkowe funkcje niezawodności spełniają układ równań całkowych 

t 

R;(t) = 1 - G;(t) + L j Ri(t - v) dQ;i(v), i EA. 
jEA O 

(3.154) 

Jeżeli T jest zmienną losową oznaczającą czas zdatności systemu, to 

R;(t) = P{T > t I X(O) =i}, i EA (3.155) 

oraz 

. R;(t+s) 
R;(t,s):=P{T>t+slT>t, X(O)=i}= R;(t) , i EA . (3.156) 

3.6.4. Graniczne własności procesu kumulacji 

Graniczne własności procesów kumulacji związanych z różnego typu markow
skimi procesami odnowy były badane między innymi przez Anisimowa [1], [2], Cin
lara [9], Limniosa i Oprisana [41], Silvestrowa [50]. 

Niech {~n= X(Tn) : n E N0} będzie łańcuchem Markowa włożonym w proces 
SM {X(t) : t ~ O} i niech 

P;(n) = [p;j(n): n E No], 

gdzie 
Pij (n) = P { ~n = j I fo = i} • 

Zakładamy, że istnieje rozkład stacjonarny 1r = [1r; : i E S] łańcucha Markowa 
{ ~n : n E N0}. Przypomnijmy, że rozkład stacjonarny jest macierzą jednowierszową 
taką, że 

L 1r;p;i = Kj , j E S oraz L 1r; = 1 , (3.157) 
iES iES 
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gdzie P = [pij : i, J E S] jest macierzą prawdopodobieństw przejścia łańcucha 
Markowa {~n: n E N0 }. Przyjmujemy, że istnieje ciąg liczb nieujemnych {an}, taki 
że lim an = O oraz 

n-,oo 

IIPi(n) - 1rll ::( an dla każdego i E S oraz n E N . (3.158) 

Sformułujemy odpowiednik twierdzenia, które zostało sformułowane i udowod
nione przez Limniosa i Oprisana w pracy [42] 

TWIERDZENIE 45 (Mocne prawo wielkich liczb). Niech 

Jeżeli 

to 

00 

mi=E('I';)= /[1-Gi(u)]du. 
o 

w = L 1r; h( i) m; < oo , 
iES 

n 

E h((k-1) {)k 
lim _k=_l ____ = W, z pr.l. 

n~oo n 

(3.159) 

(3.160) 

(3.161) 

Okazuje się, że proces kumulacji przy pewnych założeniach ma rozkład asymp
totycznie normalny. Centralne twierdzenie graniczne dla tego rodzaju procesu podał 
Anisimow [1], [2]. Uogólnienia można znaleźć na przykład w pracach [41], [50]. 
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE NIEZAWODNOŚCI 
I EKSPLOATACJI 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie 
jednocześnie w latach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, 
L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem procesów Markowa, dzięki czemu 
dają możliwość konstruowania szerszej klasy losowych modeli, w tym 
modeli niezawodności. Teoria procesów semi-markowskich rozwija się 
nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwiązać niektóre problemy 
w teorii niezawodności . 

W książce zostały przedstawione elementy teorii procesów 
semi-markowskich o co najwyżej przeliczalnych zbiorach stanów oraz 
zostały podane przykłady zastosowań tych procesów w problemach 
niezawodności i eksploatacji. 

Zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego 
takie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, 
prawdopodobieństwa · przejścia , prawdopodobieństwa graniczne, 
sumaryczny czas przebywania w podzbiorach stanów, proces odnowy 
generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione różnego rodzaju 
zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

Przedstawiono model odnawialnego systemu o stukturze 
szeregowej, model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania, 
model procesu eksploatacji obiektu uwzględniający obsługi 

profilaktyczne, model odnawialnego systemu z zimną rezerwą oraz model 
intensywności użytkowania. 

Została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy 
założeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym 
o określonych własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej 
intensywności uszkodzeń. 

Przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując 
założenie, że modelami niezawodnościowymi stanów elem_entów są 
szczególne procesy semi-markowskie. 
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