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Wprowadzenie 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie jednocześnie w la
tach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem 
procesów Markowa, dzięki czemu dają możliwość konstruowania szerszej klasy loso
wych modeli, w tym modeli niezawodności. Przykłady zastosowań procesów semi
markowskich w teorii niezawodności można znaleźć w wielu publikacjach, np. w 
pracach [7], [9], [11], [17], [22], [23], [27],[30], [34], [38], [43], [50]. Teoria procesów 
semi-markowskich rozwija się nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwią
zać niektóre problemy w teorii niezawodności. Celem tej książki jest przedstawienie 
wybranych elementów teorii procesów semi-markowskich, oraz przedstawianie przy
kładów semi-markowskich modeli niezawodności i eksploatacji. 

Praca składa się z 11 rozdziałów. 
Wstępny rozdział 1 zawiera elementy teorii jednorodnych łańcuchów Markowa 

o dyskretnym zbiorze stanów. W rozdziale tym zostały przedstawione najistotniej
sze pojęcia i twierdzenia, które były niezbędne do przedstawienia elementów teorii 
procesów semi-Markowa (SM). 

W rozdziale 2 została przedstawiona definicja i podstawowe własności procesu 
semi-markowskiego o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów. Podane zostały 
różne sposoby konstrukcyjnego określania procesu semi-markowskiego. Przedsta
wiony związek procesu semi-Markowa z procesem Markowa. Zostały podane przy
kłady procesów semi-markowskich. 

W rozdziale 3 zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego ta
kie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, prawdopodobieństwa przej
ścia, prawdopodobieństwa graniczne, sumaryczny czas przebywania w podzbiorach 
stanów, proces odnowy generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione róż
nego rodzaju zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

W rozdziale 4 został podany sposób komputerowej symulacji procesu SM o skoń
czonym zbiorze stanów. 

W rozdziale 5 przedstawiono SM model odnawialnego systemu o strukturze sze
regowej przyjmując założenie, że czasy zdatności są zmiennymi losowymi o rozkła
dach wykładniczych, natomiast czasy obsług maja rozkład dowolny. W oparciu o 
zbudowany model wyznaczono kilka charakterystyk niezawodnościowe systemu. 

Rozdział 6 zawiera SM model funkcjonowania obiektu realizującego różne zada
nia. Do obliczenia przybliżonej funkcji niezawodności systemu wykorzystano pojęcie 
i własności zaburzonego procesu SM. 

W rozdziale 7 przedstawiono 3-stanowy SM model procesu eksploatacji obiektu 
uwzględniający obsługi profilaktyczne. Sformułowano zagadnienie optymalizacji czasu 
użytkowania do chwili rozpoczęcia obsługi profilaktycznej. Podano i udowodniono 
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania tego zadania. 

W rozdziale 8 przedstawiono SM model odnawialnego systemu z zimną rezerwą 
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i wyznaczono pewne charakterystyki i parametry niezawodności tego systemu. 
Rozdział 9 zawiera SM model intensywności użytkowania. Omówiono sposób 

estymacji parametrów modelu oraz sposób matematycznej analizy intensywności 
użytkowania. 

W rozdziale 10 została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy za
łożeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym o określonych 
własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej intensywność uszkodzeń. Otrzy
mano interesujący wynik dla procesu Poissona jako intensywności uszkodzeń. Ba
dano również przypadek losowej intensywności uszkodzeń jako liniowej funkcji pro
cesu obciążeń. 

W rozdziale 11 przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując za
łożenie że modelami niezawodnościowymi stanów elementów są szczególne procesy 
semi-markowskie. Rozpatrzono niezawodność wielostanowego systemu nieodnawial
nego oraz systemu odnawialnego. 



Rozdział 5 

SM-1!1-odel odnawialnego systemu o strukturze szere
goweJ 

Przedstawimy semi-markowski model odnawialnego systemu o szeregowej struk
turze niezawodności, zakładając wykładniczy rozkład czasu zdatności elementów 
oraz dowolny rozkład czasu odnowy elementów. Cinlar 19] badał tego rodzaju sys
tem, konstruując odpowiedni markowski proces odnowy. 

5 .1. Opis i założenia 
System o szeregowej strukturze niezawodności składa się z r elementów. Zakła

damy, że czas zdatności elementu o numerze k jest nieujemną zmienną losową ( o 
rozkładzie wykładniczym określonym przez gęstość 

(5.1) 

Ze struktury niezawodnościowej systemu wynika, że uszkodzenie użytkowanego 
systemu następuje w chwili uszkodzenia jakiegokolwiek elementu. Uszkodzony ele
ment jest odnawiany. Przyjmujemy, że czas odnowy k-tego elementu jest nieujemną 
zmienną losową "/k o rozkładzie określonym przez dystrybuantę 

(5.2) 

Jak wiemy, rozkład wykładniczy charakteryzuje się własnością braku pamięci. Wy
nika stąd, że odnowa elementu jest jednocześnie odnową systemu. Przyjmujemy, że 
kolejne czasy zdatności oraz kolejne czasy odnowy elementu o numerze k są niezależ
nymi kopiami zmiennych losowych (k oraz "fk odpowiednio. Zakładamy, że zmienne 
losowe (1, ... , (r, 'Yl, ... , "fr są wzajemnie niezależne. Przyjmujemy, że zmienne lo-
sowe "/l, .. . , "fr mają dodatnie wartości oczekiwane i skończone, dodatnie wariancje. 

5.2. Model 
Przyjmujemy następujące stany procesu: 

r + l - użytkowanie zdatnego systemu, 

k - odnowa elementu o numerze k, k = l, ... r. 

Zbiór stanów niezdatności ma postać B = {l, 2, ... , r }, natomiast zbiór stanów 
zdatności jest jednoelementowy A= {r + 1}. 

Niech O = To < r 1 < .. . < Tn ... oznaczają chwile w których następuje zmiana 
stanu systemu. Chwile te są chwilami awarii systemu lub chwilami, w których roz
poczyna się użytkowanie zdatnego systemu. 
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Z przyjętych założeń wynika, że stan systemu w chwili Tn+l oraz czas trwa
nia stanu osiągniętego w chwili Tn nie zależy od stanów przyjętych w chwilach 
To, T1, .. . , Tn-l .. . oraz czasów ich trwania. Proces stochastyczny {X(t) : t 2: O} 
określony wzorem 

X(t)=k dla kE[Tn, Tn+1), kES={l, . .. ,r,r+l} 

jest więc procesem semi-Markowa. 
Graf opisujący możliwe zmiany stanów ma postać przedstawioną na rysunku 

5.17. 

Rys. 5.17. Graf zmian stanów procesu {X(t): t E llł+} dla r = 3 

Z postaci grafu wynika postać jądra procesu. 

Q(t) = I~ .... ..... ~ .......... ·.·.· .. ~::::1:i I 
O O · · · Qrr+1(t) 
Qr+11(t) Qr+12(t) · · · O 

(5.3) 

Model zostanie skonstruowany, gdy określimy wszystkie elementy jądra tego pro
cesu SM. Określimy najpierw elementy ostatniego wiersza macierzy Q(t). Zmiana 
stanu z r + 1 na k, (k = 1, ... , r) w czasie nie większym niż t następuje wtedy i 
tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie 

{O(; (k (; t, (; > (k, i= 1, ... , k - 1, k + 1, ... r }. 

Stąd, wykorzystując niezależność czasów zdatności mamy 

gdzie 

Qr+1,k(t) = P{ (k (; t, (; > (k, i= 1, . . . , k - 1, k + 1, . .. r} = 

= J fi(x1) h(x2) .. . fr(Xr)dx1dx2 .. . dxr = 
D -J \ e->-ix, \ e-.>.2x2 \ e-ArXrdx dx dx - 111 112 • • • llr 1 2 · · · r , 

D 

D={(x1,X2, . .. , xr) : O(;xk(;t,x;>Xk, i=l, . .. ,k-1,k+l, ... r}. 
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Zamieniając całkę po zbiorze D na całkę iterowaną otrzymujemy 

Zmiana stanu z k na r + 1 w czasie nie większym niż t ma miejsce wtedy i tylko 
wtedy, gdy zachodzi zdarzenie 

{,k :s; t}. 

Zatem 
Qkr+l(t) = P{,k::;; t} = Gk(t). 

Ostatecznie otrzymujemy następującą postać jądra procesu 

Q(t) = 

gdzie 

o 
o 

Zakładamy dodatkowo, że 

. . . o 

... o 

O Gr(t) 
~(1-e-At) 0 

A= >-1 + ... + >-r. 

P{X(O) = r + 1} = 1. 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

Tak więc semi-markowski model niezawodności rozpatrywanego systemu został zbu
dowany. 

5.3. Charakterystyki niezawodnościowe systemu 

Obliczając granicę przy t _, oo otrzymujemy macierz prawdopodobieństw przejść 
włożonego łańcucha Markowa {X(Tn): n E No} w proces SM {X(t): t ~ O} 

O · · · O 1 
O · · · O 1 

P= (5.8) 
O O 1 * ... ~ o 

Zmienna losowa Tr+l o rozkładzie 

r 

Gr+l(t) = L Qr+li(t) 
i=l 

oznacza czas zdatności (bezawaryjnej pracy) systemu. Stąd łatwo otrzymujemy 

Gr+1(t) = 1 - e-At, t ~ O. 
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Oznacza to, że czas zdatności systemu ma rozkład wykładniczy z parametrem 
A = )..1 + ... + Ar. Stąd oczekiwany czas zdatności systemu wynosi 

Jak wiemy prawdopodobieństwa przejścia procesu SM 

pij(t) = P{X(t) = j I X(O) =i}' i,j Es 

spełniają układ równań całkowych (3.36), który poddany transformacji Laplace'a
Stieltjesa w notacji macierzowej przyjmuje postać (3.41) 

p(s) = (I - g(s)) + q(s)p(s), 

gdzie 

p(s) = (pij(s): i,j ES], g(s) = [óij_9i(s): i,j ES], 

ą(s) = [ifo(s): i,j ES], I= [óij: i,j ES], 

Pij(s) = 100 
e-stdPij(t), ą;k(s) = 100 

e-stdQik(t), 

[J;(s) = f
0

00 e-stdGi(t), Gi(t) = L Qij(t) . 
Jo jES 

Rozwiązanie tego równania ma postać (3.42) 

p(s) = (I - q(s)t 1(I - g(s)). 

W rozważanym modelu 

q(s) = I ~ ..... ·.·.· ... ~ }:l:l I 
O · · · O 9r( S) 
...h_ ... ~Q 
A+s A+s 

g(s) = I~,(,) ~",) · · · · · .~ · · · · · ~. · · I 
O · · · O 9r(s) O 
o . . . o o ...A._ 

A+s 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

Niech Pj(t) = P{X(t) = j}, j E S oznacza jednowymiarowy rozkład procesu 
SM. Rozważany przez nas proces SM {X(t) : t;:::: O} spełnia założenia twierdzenia 
granicznego 34. Zatem 

(5.13) 
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00 

gdzie m; = f[l - G;(t)]dt oraz n;, i E Sjest rozkładem stacjonarnym włożonego 
o 

łańcucha Markowa {X(Tn) : n E N0}. 

Przypomnijmy, że prawdopodobieństwa stacjonarne są jedynymi rozwiązaniami 
układu równań 

L 1f;Pij = 1fj , j E S , L 1fj = 1 , (5.14) 
iES jES 

gdzie Pii = lim Q;i(t) . 
t-oo 

W rozpatrywanym przez nas modelu rozwiązanie tego układu równań prowadzi 
do wzorów 

>.; . 1 1 
7r; = 2A , i= , . .. 'r , 1fr+l = 2· 

Ponieważ mr+l = E(Tr+1) = ¾ oraz m; = E(T;) = E('y;), i = 1, . .. , r, więc na 
podstawie wzoru (5.13) otrzymujemy 

>.;E(,;) P; = __ r ____ , i = 1, ... , r , (5.15) 
1 + L A;E( ')';) 

i=l 
1 Pr+l = __ r __ _ (5.16) 

1 + L A;E('Y;) 
i=l 

Prawdopodobieństwo Pr+l jest granicznym współczynnikiem gotowości tego sys
temu. Oczekiwany czas powrotu do stanu zdatności jest wartością oczekiwaną zmien
nej losowej 8r+lr+l· Ze wzoru (3.30) wynika równanie 

r 

E(0r+lr+l) = E(Tr+1) + LPr+lkE(Gkr+l) • 
k=l 

Ponieważ w rozważanym modelu 

więc 

E(8kr+1) = E(,k), k = 1, ... , r, 

Ak 
Pok = A' k = 1, ... , r, 

1 
E(Tr+l) =A, 

(5.17) 

Ze wzoru (3.31) otrzymujemy równanie dla drugiego momentu czasu powrotu do 
stanu zdatności. 

r 

E(e;+lr+l) = E(T;+l) + LPr+lk [2E(Tr+lk)E(0kr+1) + E(et+l)] 
k=l 
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Ponieważ 

więc 

E(Gt+1) = E(,i), k = 1, ... , r, 
)..k 

Pr+lkE(Tr+lk) = A2 , k = 1, ... , r, 

E(T;+i) = ; 2 , 

2 [ r l 1 r E(G;+lr+l) = A2 1 + 8 Ak E(,k) + A 8 Ak E(,D. 

Korzystając ze wzoru 

otrzymujemy wariancję zmiennej losowej V ( Gr+I r+1) 

Proces losowy {Kr+1(t): t ~ O} zdefiniowany w rozdziale 3 oznacza sumaryczny 
czas zdatności systemu w przedziale [O, t]. Z twierdzenia 41 wynika, że proces ten 
ma rozkład asymptotycznie normalny o wartości oczekiwanej 

i wariancji 

Dokonując podstawień otrzymujemy 

(5.19) 

(5.20) 



Rozdział 6 

Model funkcjonowania obiektu realizującego różne za
dania 

Wiele obiektów technicznych przeznaczonych jest do wykonywania różnych za
dań. Przykładem mogą tu być środki transportu. Różne zadania determinują zmienną 
intensywność użytkowania tych obiektów. Intensywność użytkowania wpływa na nie
zawodność. 

6.1. Opis i założenia 

Obiekt może być użytkowany wykonując różne zadania z1 , ... , Zr- Zakładamy, 

że wielkości z1 , ... , Zr są wartościami zmiennej losowej Z o rozkładzie dyskretnym 
P(Z = zk) = ak, k = 1, ... , r. Przyjmujemy, że w chwilach T2n, n E No z prawdopo-
dobieństwem ak, k = 1, ... , r rozpoczyna się wykonywanie zadania Zk , k = 1, . .. , r. 
Czas użytkowania obiektu wykonującego zadanie zk, jest nieujemną zmienną losowa 
(k o rozkładzie Uk(x) = P((k :s; x). Użytkowany obiekt może ulec uszkodzeniu. 
Przyjmujemy, że czas zdatności obiektu wykonującego zadanie zk jest nieujemną 
zmienną losową (k o rozkładzie Fk ( x) = P { (k :s; x}. Jeżeli w przedziale czasu o 
długości (k nie nastąpiło uszkodzenie obiektu, to z chwilą zakończenia użytkowa
nia rozpoczyna się obsługa techniczna, która trwa przez losowy czas 'T/k· Nieujemna 
zmienna losowa 'T/k ma rozkład Vi(x) = P('f/k :s; x). Jeżeli użytkowany obiekt uległ 
uszkodzeniu, natychmiast rozpoczyna się obsługa awaryjna, która trwa przez lo
sowy czas I o rozkładzie G(x) = P(, :s; x). Zakładamy, że w wyniku wszelkich ob
sług obiekt zostaje odnawiany. Chwile zakończenia obsług są jednocześnie chwilami 
rozpoczęcia zadań. Przyjmujemy, że wszystkie występujące tu zmienne losowe są 
wzajemnie niezależne a proces eksploatacji opisany jest przez niezależne kopie tych 
zmiennych losowych. Zakładamy, że przynajmniej zmienne losowe (k , k = 1, ... , r 
mają rozkłady absolutnie ciągłe względem miary Lebesgue'a, a wszystkie zmienne 
losowe moją skończone wartości oczekiwane i wariancje. 

6.2. Konstrukcja modelu 

Przyjmujemy następujące stany: 

k - użytkowanie obiektu wykonującego zadanie Zk, k = 1, ... , r, 

r + k - obsługa techniczna obiektu po wykonaniu zadania zk, 

2r + 1 - obsługa awaryjna. 

Niech {X(t) : t ~ O} będzie procesem stochastycznym o przedziałami stałych, 
prawostronnie ciągłych realizacjach i zbiorze stanów S = { 1, .. . , 2r + 1}. 
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Zmiany stanów następują w losowych chwilach To, T1, T2, . . . , przy czym użytkowanie 
obiektu rozpoczyna się w chwilach To , T2, .. . , natomiast obsługa w chwilach T1 , T3 , . .. . 

Z przyjętych założeń wynika, że jeżeli znany jest stan procesu w pewnej chwili Tn, 
to czas trwania tego stanu oraz stan osiągnięty w chwili Tn+l nie zależą stochastycznie 
od stanów procesu w chwilach To, ... , Tn-l i czasów ich trwania. Oznacza to, że proces 
{X(t): t ~ O} jest procesem semi-markowskim. 

Rozkład początkowy procesu wyraża się wzorem: 

{ ak dla k = 1, . .. ,r 
Pk = P(X(O) = k) = O dla k = r + 1, .. . , 2r + 1 ' 

natomiast jądro procesu ma postać 

o o Q1 r+1(t) o o Q12r+1(t) 
o o o Q2 r+2(t) o Q22r+1(t) 

Q(t)= 
o o o o Qr 2r(t) Qr 2r+1(t) 

Qr+11(t) Qr+l r( t) o o o o 

Q2r 1(t) Q2rr(t) o o o o 
Q2r+11(t) Q2r+1 r(t) o o o o 

Proces zostanie określony, jeżeli wyznaczymy niezerowe elementy macierzy funk
cyjnej Q(t) w oparciu o rozkłady podane w założeniach. Sposób wyznaczenia ele
mentów jądra procesu przedstawimy na przykładzie funkcji 

Qkr+k(t) = P(Tn+1 -Tn ~ t, X(Tn+1) = r + k I X(rn) = k), k = 1, ... ,r. 

Zauważmy, że zmiana stanu, ze stanu k (oznaczającego użytkowanie obiektu 
wykonującego zadanie zk) na stan r+k (oznaczający odpowiednią obsługę), w czasie 
nie większym niż t, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy €k ~ t oraz (k > €k- Zatem 

Qk r+k(t) = P(€k ~ t , (k > €k) = J J dUk(x)dFk(Y) , 
Dkr+k 

gdzie 
Dkr+k = {(x,y): O~x~t, y>x} . 

Zamieniając całkę podwójną na iterowaną otrzymujemy 

Qk r+k(t) = 1t dUk(x) 100 dH(y) = 1t [l - Fk(t)]dUk(x) , k = 1, . . . r. 

Rozumując podobnie otrzymujemy pozostałe niezerowe elementy jądra procesu 

Qk 2r+1(t) = P((k ~ t, €k > (k) = 1t [l - Uk(t)]dFk(x) , k = l, ... r, 

Qr+kj(t) = P(TJk ~ t, Z= Zj) = ajVk(t), k = 1, .. . r, j = 1, .. . r, 

Q2r+1 j(t) = P(,k ~ t, Z= Zj) = ajG(t) , j = 1, . .. r . 
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Zostały określone wszystkie elementy macierzy Q(t), a zatem semi-markowski 
model funkcjonowania obiektu został zbudowany. 

6.3. Charakterystyki 

-Dla uproszczenia zapisu i ułatwienia czytania przyjmijmy r = 2. Graf zmian 
stanów tego procesu przedstawiony jest na rysunku 6.18. 

Rys. 6.18. Graf zmian stanów procesu 

Jądro procesu ma teraz postać 

gdzie 

t 

Q13(t) 
o 
o 
o 
o 

Q13(t) = j[1 - F1(t)]dU1(x), Q15(t) = 1t[l -U1(t)]dF1(x), 
o 

t 

Q24(t) = J [1 - F2(t)]dU2(x) , Q25(t) = 1t [1 - U2(t)]dF2(x) , 
o 

Q31(t) = a1 Vi(t), Q32(t) = a2Vi(t), 
Q41(t) = a1Vi(t), Q42(t) = a2V2(t), 
Q51(t) = a1G(t), Q52(t) = a2G(t). 

(6.1) 

Macierz przejścia włożonego łańcucha Markowa {X(Tn) : n E N0} ma postać 

[ p~, 

o Pl3 o 
p,s I o o P24 P25 

P= p32 o o o , (6.2) 
p41 p42 o o o 
P51 P52 o o o 
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gdzie 

6. Model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania 

ex, 

P13 = /[1 - F1(t)]dU1(x) = : P1, Pis= 1- P13 = 1- P1, 

o 
ex, 

P24 = /[1 - F2(t)]dU2(x) = : P2, P2s = 1 - P24 = 1- P2, 
o 

P31 = P41 = Psi = a1 , p32 = p42 = Ps2 = a2 , a1 + a2 = 1 . 

Rozkład stacjonarny 1r = [1r1 , . . . , 1rs] włożonego łańcucha Markowa { X ( Tn) : n E 

N0 } otrzymamy rozwiązując układ równań (3.58). Układ ten rozwiązujemy korzysta
jąc z programu MATHEMATICA. Oto krótki program, dzięki któremu otrzymujemy 
rozwiązanie 

m={{-1, O,a1,a1,a1},{0,-1,1-a1,1-a1,1-a1},{p1,0,-1,0,0}, 
{O,p2,0,-1,0},{1,1,1,1,1}} 

b={0,0,0,0,1} 
rozw=LinearSolve[m,b] 
Simplify[rozw] 

Rozwiązanie ma postać 

Przypomnijmy, że 

a1 
7r1 = 2) 

a2P2 
1f4 = -2-) 

a2 a1p1 
7r2 = 2 ) 1f3 = -2- ) 

1 - a1p1 - a2p2 
7rs = 2 

mt = E[(Tn+l - Tnl I X(Tn) = i, X(Tn+1) = j] , i,j ES, k > O 

oznacza k-ty moment zwykły czasu trwania stanu i E S, gdy następnym stanem jest 
j E S, natomiast 

m~ = E[(Tn+l - Tnl I X(Tn =i], i ES, k > O 

jest k-tym momentem zwykłym czasu trwania stanu i E S. Jak wiemy, 

oraz 
ex, ex, 

m~ = j tkdGi(t) = j ldL QiJ(t), i ES . 
O O JES 
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W rozpatrywanym tu modelu mamy 

00 00 

mt3 = 2-/tk[l - F1(t)]dU1(t), mt5 = -1 l /tk[l - U1(t)]dFi(t), 
~ -~ 

o o 

00 

m~1 = m~2 = J tkdVi(t) = E(11n, 
o 
00 

m~1 = m~2 = j tkdVi(t) = E(17~) , 
o 

00 

m~1 = m~2 = j tkdG(t) = E(,.,/), 
o 

00 00 

m~ = J tk[l - F1(t)]dU1(t) + J tk[l - U1(t)]dF1(t) = E[(min(Ę1, (1l], 

o o 
00 00 

m~ = J tk[l - F2(t)]dU2(t) + J tk[l - U2(t)]dF2(t) = E[(min(Ę2, (2l], 

o o 
00 

m~ = J tkdVi(t) = E(17~) , 
o 
00 

m~ = J tkdVi(t) = E(17~) , 
o 

00 

m~ = j tkdG(t) = E(,l) . 
o 

Rozkład graniczny stanów procesu 

Pi= lim P{X(t) =j}, j ES= {1, ... ,5} 
t->oo 

obliczamy w oparciu o tezę twierdzenia 34. 

7r·m· 
Pi= / 1 , jES={l, ... , 5}, 

~i=l 7r;ffi; 

99 

gdzie m; = m} = E(~) otrzymujemy z podanych powyżej wzorów, przyjmując 
k = 1. 
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Stan 5 jest stanem niezdatności (awarii) obiektu. Funkcje <I>15 (t), <I>25 (t), t ?c O 
są dystrybuantami rozkładu czasu pierwszego przejścia ze stanów 1 i 2 odpowiednio, 
do stanu niezdatności. 

Korzystając, ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite otrzymujemy dystry
buantę rozkładu czasu zdatności obiektu 

F(t) = a1<P15(t) + a2<P25(t) , t ?c O. 

Stąd funkcja niezawodności obiektu ma postać 

R(t) = 1 - F(t) = 1 - a1 <P15(t) - a2<P25(t) , t ?c O . 

Transformaty Laplace'a-Stieltjesa funkcji <I>15 (t), <I>25 (t), t ?c O otrzymany rozwią
zując układ równań liniowych, który w zapisie macierzowym ma postać (3.41): 

gdzie 

(I - qA,(s))<t>A,(s) = b(s), 

[ 

1 O -fo(s) 

I - q A' ( s)) = -O ( ) - 1 ( ) 01 
-ą31 S -ą32 S 

-fo(s) -ifo(s) O 

bcs) = [,fo(s), ihs(s), O, of, 
4>A,(s) = [J15(s), J25(s), J35(s), J45(s}f . 

Rozwiązując to równanie otrzymujemy między innymi 

J15(s) = 
fo(s) + (]13(s)ihs(s)ą32(s) - fo(s)ą24(s)ą42(s) 

(6.3) 

1 - fo(s)ą31(s) - fo(s)ą24(s)ą32(s)fo(s) - ą24(s)fo(s) + fo(s)ij24(s)ą31(s)ij42(s)' 
J25(s) = 

ą25 (s) - ą13(s )ą25 (s )ą31 (s) + fo(s )ą24(s )fo (s) 
1- fo(s)ą31(s) - fo(s),124(s)ą32(s)ą41(s) - ą24(s)fo(s) + ą13(s)ij24(s)ą31(s)fo(s) 
Znalezienie funkcji <I> 15(t), <I>25 (t), t ?c O wymaga wyznaczania transformat od

wrotnych. Nawet przy stosunkowo prostych postaciach elementów jądra odnowy 
zadanie to jest rachunkowo skomplikowane. Znacznie prościej można otrzymać ocze
kiwany czas zdatności obiektu. Wymaga to rozwiązania układu równań liniowych o 
stałych współczynnikach, który w zapisie macierzowym ma postać (3.24): 

(I - p A' )0 A' = TA' , 

gdzie 

I - p A' = [ _t a,~ I T + ] (6.4) 

-a1 a1 - 1 O 1 

TA'= [m1, m2, m3, m4]r, eA' = [µ15, µ25, µ35, µ45f) Jij = E(0;j) = 100 td<P;j(t). 
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Oczekiwany czas zdatności obliczamy korzystając z równości 

Program w MATHEMATICA umożliwia znalezienie rozwiązania tego układu równań 
oraz pozwala znaleźć oczekiwany czas zdatności. 

m={{1,0,-p1,0},{0,1,0,-p2},{-a1,a1-1,1,0},{-a1,a1-1,0,1}} 
b=\{m1,m2,m3,m4\} 
rozw= LinearSolve[m,b] 
w=Simplify[rozw] 
z={a1,1-a1,0,0} 
mean=z.w 
mean1=Simplify[mean] 

Ostatecznie, oczekiwany czas zdatności wyraża się wzorem 

a1 m1 + m2 - a1 m2 + a1 m3p1 + m4p2 - a1 m4p2 
µ= 

1 - a1P1 - P2 + a1P2 
(6.5) 

W podobny sposób otrzymujemy drugi moment czasu zdatności. Układ równań 
liniowych, w którym niewiadomymi są drugie momenty rozpatrywanych tu rozkła
dów, ma postać (3.26): 

gdzie 

iJA, = [bi, b2, b3, b4f, e~, = [µ15, µ25, µ35, µ45f, µ\j = E(e;j) = fo00 
t2d<P;j(t), 

b1 = mi + 2p1 m13µ35 

b2 = m~ + 2p2m24µ45, 

b3 = m~ + 2(a1m31µ15 + (1 - a1)m32µ25), 

b4 = m~ + 2(a1m41µ15 + (1- a1)m42µ25). 

Drugi moment zwykły czasu zdatności obliczamy korzystając z równości 

Łatwo możemy zauważyć, że rozwiązanie otrzymamy zastępując we wzorze (6.5) 
liczby m;, i= 1, 2, 3, 4 odpowiednio liczbami b;, i= 1, 2, 3, 4. Ostatecznie 

2 a1b1 + b2 - a1b2 + a1b3p1 + b4p2 - a1b4p2 
µ = 

1 - a1p1 - P2 + a1p2 

Odchylenie standardowe czasu zdatności obiektu obliczamy ze znanego wzoru 

IJ = ✓ µ2 _ (µ)2. 
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Jak zauważyliśmy, znalezienie dokładnego wzoru określającego funkcję nieza
wodności obiektu nie jest proste. Stosunkowo łatwo można znaleźć wzór przybli
żony, korzystając z wyników dotyczących zaburzonych (zakłóconych) procesów semi
markowskich. Skorzystamy z twierdzenia Szpaka, przedstawionego w jednym z po
przednich rozdziałów. 

Rozpatrywany tu proces semi-markowski o jądrze 

[ o o 
Q13(t) o 

Q,,(t) I o o o Q24(t) Q25(t) 
Q(t) = Q31(t) Q32(t) o o o (6.6) 

Q41(t) Q42(t) o o o 
Q51(t) Q52(t) o o o 

traktujemy jako proces zaburzony w stosunku do do procesu semi-markowskiego 
{X0(t) : t ~ O} o zbiorze stanów A= {l, 2, 3, 4} i jądrze 

gdzie 

Q~3(t) = U1(t), 
Qg1(t) = a1Vi(t), 
Q~1 (t) = a1 V2(t), 

Qg4(t) = U2(t) , 
Qg2(t) = a2 V1 (t) , 
Q~2 (t) = a2 Vi(t) . 

(6.7) 

Macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa w proces semi
markowski {X0 (t) : t ~ O} ma postać 

Rozkład stacjonarny n° = [·nt 7r2 , 7r3 , 7r2] tego łańcucha Markowa otrzymujemy roz
wiązując układ równań liniowych 

4 

7ropo = no, ~ 1f? = l . 
i=l 

Rozwiązanie tego układu ma postać n°= [¼, ¼, ¼, ¼] . 
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Pozostałe parametry występujące w cytowanym twierdzeniu mają postać 

c1 = 100
[1 - U1(x)]dF1(x), c2 = 100

[1- U2(x)]dF2(x), c3 = O, c4 = O, 

m1 = E(U1) = 100 [1 - U1(t)]dt, mg= E(U2) = 100 [1- U2(t)]dt , 

mg= E(V1) = 100 [l - Vi(t)]dt, m~ = E(V2) = 100 [1 - Vi(t)]dt, 

c = t 1rfc; = i (100 [1 - U1(x)]dF1(x) + 100 [1- U2(x)]dF2(x)), 

>-= 4 
E(U1) + E(U2) + E(Vi) + E(V2) 

Jak wynika z tezy twierdzenia Szpaka, dla małego c, funkcja niezawodności 
obiektu wyraża się przybliżonym wzorem 

R(t) ~ e-o:i, gdzie a= cA. (6.8) 

Zatem 
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE NIEZAWODNOŚCI 
I EKSPLOATACJI 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie 
jednocześnie w latach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, 
L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem procesów Markowa, dzięki czemu 
dają możliwość konstruowania szerszej klasy losowych modeli, w tym 
modeli niezawodności. Teoria procesów semi-markowskich rozwija się 
nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwiązać niektóre problemy 
w teorii niezawodności . 

W książce zostały przedstawione elementy teorii procesów 
semi-markowskich o co najwyżej przeliczalnych zbiorach stanów oraz 
zostały podane przykłady zastosowań tych procesów w problemach 
niezawodności i eksploatacji. 

Zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego 
takie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, 
prawdopodobieństwa · przejścia , prawdopodobieństwa graniczne, 
sumaryczny czas przebywania w podzbiorach stanów, proces odnowy 
generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione różnego rodzaju 
zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

Przedstawiono model odnawialnego systemu o stukturze 
szeregowej, model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania, 
model procesu eksploatacji obiektu uwzględniający obsługi 

profilaktyczne, model odnawialnego systemu z zimną rezerwą oraz model 
intensywności użytkowania. 

Została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy 
założeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym 
o określonych własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej 
intensywności uszkodzeń. 

Przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując 
założenie, że modelami niezawodnościowymi stanów elem_entów są 
szczególne procesy semi-markowskie. 

ISSN 0208-8029 
I SB N 83-8584 7 -72-3 




