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Wprowadzenie 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie jednocześnie w la
tach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem 
procesów Markowa, dzięki czemu dają możliwość konstruowania szerszej klasy loso
wych modeli, w tym modeli niezawodności. Przykłady zastosowań procesów semi
markowskich w teorii niezawodności można znaleźć w wielu publikacjach, np. w 
pracach [7], [9], [11], [17], [22], [23], [27],[30], [34], [38], [43], [50]. Teoria procesów 
semi-markowskich rozwija się nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwią
zać niektóre problemy w teorii niezawodności. Celem tej książki jest przedstawienie 
wybranych elementów teorii procesów semi-markowskich, oraz przedstawianie przy
kładów semi-markowskich modeli niezawodności i eksploatacji. 

Praca składa się z 11 rozdziałów. 
Wstępny rozdział 1 zawiera elementy teorii jednorodnych łańcuchów Markowa 

o dyskretnym zbiorze stanów. W rozdziale tym zostały przedstawione najistotniej
sze pojęcia i twierdzenia, które były niezbędne do przedstawienia elementów teorii 
procesów semi-Markowa (SM). 

W rozdziale 2 została przedstawiona definicja i podstawowe własności procesu 
semi-markowskiego o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów. Podane zostały 
różne sposoby konstrukcyjnego określania procesu semi-markowskiego. Przedsta
wiony związek procesu semi-Markowa z procesem Markowa. Zostały podane przy
kłady procesów semi-markowskich. 

W rozdziale 3 zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego ta
kie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, prawdopodobieństwa przej
ścia, prawdopodobieństwa graniczne, sumaryczny czas przebywania w podzbiorach 
stanów, proces odnowy generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione róż
nego rodzaju zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

W rozdziale 4 został podany sposób komputerowej symulacji procesu SM o skoń
czonym zbiorze stanów. 

W rozdziale 5 przedstawiono SM model odnawialnego systemu o strukturze sze
regowej przyjmując założenie, że czasy zdatności są zmiennymi losowymi o rozkła
dach wykładniczych, natomiast czasy obsług maja rozkład dowolny. W oparciu o 
zbudowany model wyznaczono kilka charakterystyk niezawodnościowe systemu. 

Rozdział 6 zawiera SM model funkcjonowania obiektu realizującego różne zada
nia. Do obliczenia przybliżonej funkcji niezawodności systemu wykorzystano pojęcie 
i własności zaburzonego procesu SM. 

W rozdziale 7 przedstawiono 3-stanowy SM model procesu eksploatacji obiektu 
uwzględniający obsługi profilaktyczne. Sformułowano zagadnienie optymalizacji czasu 
użytkowania do chwili rozpoczęcia obsługi profilaktycznej. Podano i udowodniono 
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania tego zadania. 

W rozdziale 8 przedstawiono SM model odnawialnego systemu z zimną rezerwą 
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i wyznaczono pewne charakterystyki i parametry niezawodności tego systemu. 
Rozdział 9 zawiera SM model intensywności użytkowania. Omówiono sposób 

estymacji parametrów modelu oraz sposób matematycznej analizy intensywności 
użytkowania. 

W rozdziale 10 została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy za
łożeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym o określonych 
własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej intensywność uszkodzeń. Otrzy
mano interesujący wynik dla procesu Poissona jako intensywności uszkodzeń. Ba
dano również przypadek losowej intensywności uszkodzeń jako liniowej funkcji pro
cesu obciążeń. 

W rozdziale 11 przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując za
łożenie że modelami niezawodnościowymi stanów elementów są szczególne procesy 
semi-markowskie. Rozpatrzono niezawodność wielostanowego systemu nieodnawial
nego oraz systemu odnawialnego. 



Rozdział 9 

SM model intensywności użytkowania 

Intensywność użytkowania jest jedną z wielkości charakteryzującą eksploatację 
obiektu. Eksploatacja wielu obiektów cechuje się tym, że ich intensywność użytko
wania jest zmienna w czasie. Miary intensywności użytkowania mogą być różne. 
Chwilowe obciążenie silnika samochodowego czy okrętowego można traktować jako 
intensywność użytkowania. W książce [45] S. Piasecki pisze: ,, ... Na przykład dla 
środków transportowych intensywnością użytkowania jest liczba przebytych kilome
trów na dobę, dla silników liczba przepracowanych godzin pracy na godzinę astrono
miczną, dla przekaźników liczba zadziałań na dobę ... ". 

W pracach [45], [44] matematycznym modelem intensywność użytkowania jest 
funkcja rzeczywista. Często bywa tak, że intensywność użytkowania zmienia się lo
sowo w czasie, a więc naturalnym jej modelem jest proces stochastyczny. Semi
markowski model intensywności użytkowania został przedstawiony w pracach [21], 
[22]. 

9 .1. Opis i założenia 
W wielu przypadkach intensywność użytkowania można opisać za pomocą pro

cesu stochastycznego { u*(t) : t ~ O} o ciągłych, nieujemnych i ograniczonych re
alizacjach u*(·) i zbiorze wartości A. Dyskretyzacja tego procesu jest jednym ze 
sposobów ułatwiającym jego analizę. 

Niech 
N 

A= LJ Ak, gdzie Ak = [Yk-1, Yk)
k 

Niech { u(t) : t ~ O} będzie procesem stochastycznym o realizacjach określonych w 
następujący sposób 

(9.1) 

gdzie u•-1(Ak) oznacza przeciwobraz zbioru Ak. 
Symbolem { u(t) : t ~ O} oznaczmy proces stochastyczny o przedziałami stałych, 

prawostronnie ciągłych realizacjach, który jest stochastycznie równoważny procesowi 
{it(t): t ~ O}. 

Korzystając z własności Darboux funkcji ciągłych można wykazać, że { u(t) : t ~ 
O} jest procesem o następującym grafie zmian stanów 

Rys. 9.21. Graf zmian stanów procesu { u(t) : t ), O} 
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Długości przedziałów [To,T1),[T1,T2), ... ,[Tn,Tn+1)---, w których proces {u(t): 
t ~ O} przyjmuje stałe wartości są zmiennymi losowymi o dodatnio skoncentrowa
nych rozkładach. Wiele wyjściowych procesów użytkowania rozpatrywanych w chwi
lach Tn przekraczania stałych poziomów ma własność Markowa. Proces { u(t) : t ~ 
O} jest więc w tych przypadkach procesem SM o zbiorze stanów S = {u1 , ... ,uN}, 
Niech J = {1, ... N} oznacza zbiór numerów stanów. 

9.2. Konstrukcja modelu 

Z postaci grafu zmian stanów wynika postać jądra procesu { u(t) : t ~ O} 

Q(t) = I ~'.~(t) . ~•t') .... Q;(t) .... .... •.•.• .......... ~ ... · I · (9.2) 
Q , , , QN-lN-2(t) Q QN-lN(t) 
Q . . . Q QNN-1(t) Q 

Macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa { u( Tn) 

n E N0} ma postać 

p = I ~. · · .~ · · · · p~, · · · · • • • · · · · ~. · · I 
Q · · · PN-lN-2 Q PN-lN 
O .. . O 1 O 

(9.3) 

gdzie 
(9.4) 

Niech 
Pkk-1 = ak oraz Pkk+l = bk, k = 2, ... , N - 1. (9.5) 

Z własności macierzy P wynika, że 

Jak wiemy 
(9.6) 

gdzie Fii ( ·) jest dystrybuantą zmiennej losowej T;,i oznaczającej czas trwania stanu 
ui, gdy następnym stanem jest Uj, 

Dla tych i,j, dla których Pij= O przyjmujemy 

{ O dla t < 1 
Fii(t) = C(t) = 1 dla t ~ 1 (9.8) 
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Macierz dystrybuant F(t) = [Fij(t), i,j ES] ma postać 

F(t) = I ~:;;; . ?t\\l ... ~11) ...... ·.·.· ... ... C~t) . · I · (9.9) 

C(t) . . . FN-lN-2(t) C(t) FN-lN(t) 
C(t) C(t) FNN-1 C(t) 

9.3. Uwagi o estymacji parametrów modelu 

Realizacje procesu { u*(t) : t?: O} pozwalają skonstruować realizacje u(·) procesu 
{ u(t) : t ?: O}. Na podstawie funkcji u(-) można otrzymać liczby nij oznaczające 

ilość przejść procesu ze stanu i do stanu j oraz długości t~;") odcinków czasowych, 
które są realizacjami niezależnych zmiennych losowych Tij· 

Estymatorem największej wiarygodności prawdopodobieństw przejścia Pij jest 
statystyka 

a wartość tej statystyki 

, N-p. - ') 
iJ - '\'N N.· . ' 

wj=l tJ 

, nij 
Pij= N 

Lj=l nij 

stanowi oszacowanie prawdopodobieństwa Pij· 

(9.10) 

(9.11) 

Własności estymatora Pij oraz sposób jego otrzymania można znaleźć w pracach 
(39], (40]. 

Zwróćmy uwagę ,że w omawianym modelu wystarczy oszacować prawdopodo
bieństwa a2, ... , aN-1· 

Empiryczne dystrybuanty niezależnych zmiennych losowych Tij otrzymujemy na 
podstawie realizacji t~;") znanymi metodami statystyki matematycznej. 

9.4. Analiza intensywności użytkowania 

Analiza losowej intensywności użytkowania na podstawie zbudowanego modelu 
matematycznego polega na wyznaczaniu istotnych dla eksploatacji wielkości charak
teryzujących proces { u(t) : t?: O} i ich analizie. 

Jedną z charakterystyk procesu użytkowania stanowią graniczne prawdopodo
bieństwa stanów 

Pj = lim P{ u(t) = Uj I u(O) = ui}. 
t->oo 

(9.12) 

Z twierdzenia 34 wynika, że 

(9.13) 
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przy czym rozkład stacjonarny 1r = [ 1r1, 1r2, ... 7rN] włożonego łańcucha Markowa 
spełnia równania 

natomiast 

7f p = 7f, 
N 

2::>j = 1, 
j=l 

E(Ti) = LPiJE(T;J), 
jEE 

Układ równań (9.14) przyjmuje postać 

a21r2 1r1 
1r1 + a31r3 1r2 

b21r2 + a41r4 1r3 

bN-17fN-l 7fN 
7f1 + 7r2 + · · · + 7rN = 1 

Wyrażając prawdopodobieństwa 1r2, 1r3, ... , 7rN przez 1r1 mamy 

gdzie 

N 

Z warunku I: 7rJ = 1 otrzymujemy 
j=l 

(9.14) 

(9.15) 

(9.16) 

(9.17) 

Wartości oczekiwane zmiennych losowych T; oznaczających czasy trwania stanów 
w omawianym modelu wyrażają się wzorami 

00 

E(T1) = E(T12) = /[1 -Fi2(t)] dt (9.18) 

o 

E(T;) = Pii-1E(T;;-1) + P;;+1E(Ti;+1) = 
00 00 

= ai J [1 - F;;-i(t)] dt + b; J [l -1\;+1] dt, i= 2, 3, ... , N - 1, 

o o 

E(TN)=E(TNN-1)= fo 00
[l-FNN-1(t)]dt. 
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Niech 
mj=E(Tj), j=l, ... N. 

Korzystając ze wzoru (9.13) otrzymujemy rozkład graniczny procesu użytkowania 
{ u(t) : t ? O} 

j TI bk - 1 m 
k=2 ak J 

Pj = ____ [ ___ ] __ , j = 2, .. . , N . 

m1 + f, TI b:: 1 mj 
j=2 k=2 

(9.19) 

Znajomość rozkładu granicznego ma istotne znaczenie dla praktyki eksploatacyjnej. 
Zauważmy, że 

Pj = lim P {u* ( t) E Aj} . 
t-+oo 

Jeżeli miarą intensywności użytkowania silnika okrętowego w chwili t jest jego 
obciążenie, to Pj jest prawdopodobieństwem, że w dowolnej chwili, odległej od chwili 
początkowej obciążenie mieścić się będzie w przedziale Aj = [Yj-l, yj), Znajomość 
rozkładu obciążeń [ P1, P2, . . . PN] pozwala między innymi prognozować zużycie pa
liwa i emisję spalin. 

Zużycie paliwa { Z(t) : t ? O} w przedziale [O, t] jest pewnym procesem kumulacji 
procesu obciążeń 

t 

Z(t) = j h[u(x)]dx. (9.20) 

o 

Jeżeli Zj jest średnim zużyciem paliwa w jednostce czasu przy obciążeniu należą
cym do przedziału Aj to przybliżona wartość oczekiwana zużycia paliwa w przedziale 
czasu [O, t] wynosi 

n 

E[Z(t)] ~ LPjzjt. 
j=l 

Kolejną charakterystykę procesu {u(t) : t? O} stanowią odstępy czasowe eij 

między stanami procesu. Zmienna losowa eij oznacza czas, który upływa od chwili, 
w której obiekt zaczął być użytkowany z intensywnością ui do chwili, w której inten
sywność użytkowania obiektu po raz pierwszy osiągnęła stan Uj, Jak wiemy (rozdz. 
3), zmienna losowa eij nazywana jest czasem pierwszego przejścia ( the first passage 
time) ze stanu i do stanu j. 

Jak wynika z twierdzenia 26 transformaty Laplace'a-Stieltjesa dystrybuant 
<P;j(t) = P{0;j ~ t} są elementami rozwiązania równania macierzowego 

(9.21) 
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gdzie 

A'= J - {j}' 

I = [o;k : i, k E A'] 

jest macierzą jednostkową, natomiast 

iiA,(s) = [ą;k(s): i, k EA'] 

jest podmacierzą kwadratową macierzy transformat 

ą(s) = I "'.'.o('.) . ~'t .... q'.~'.) .... ... . · •. · ....... .. ~ ... · I 
0 . . . '1N-IN-2(s) 0 tJN-IN(s) 
0 0 (JNN-1(s) 0 

(9.22) 

(9.23) 

(9.24) 

powstałą przez skreślenie j-tego wiersza oraz j-tej kolumny, natomiast macierze 

b(s) = [ą;j(s) : i E A'f = 

Jj-Ij(s) 
Jj+Ij(s) 

JNj(s) 

'11j(s) 

(Jj-Ij(s) 
(Jj+lj ( S) 

(9.25) 

(9.26) 

są jednokolumnowymi macierzami odpowiednich transformat Laplace'a-Stieltjesa. 
Znacznie łatwiej można obliczyć parametry zmiennych losowych 8;j, i, j E J. 

Z twierdzenia 27 wynika, że wartości oczekiwane i drugie momenty tych zmiennych 
losowych dla i =/= j są jedynymi rozwiązaniami układów równań liniowych 

(I - PA' )E> A' = TA' , 
-2 

(I - P A')E>A, =BA', 

(9.27) 

(9.28) 

gdzie I jest macierzą jednostkową o N - 1 wierszach i N - 1 kolumnach, PA' jest 
podmacierzą macierzy P powstałą przez skreślenie j-tego wiersza oraz j-tej kolumny 

\ 
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oraz 

-2 
0A, = 

E(e1_11) 

E(01+11) 

E(0Nj) 

E(0ij) 

E(0J_11) 

E(0J+11) ' BA1 = 

i = 1, 2, ... , j - 1, j + 1, ... , N, 

Dla i= j mamy 

rEE,r#j 

E(T1_1) 

E(T1+1) 

E(TN) 

b11 

bj-lj 
b1+1J ' 

j = 1,2, ... ,N. 

129 

(9.29) 

E(0Ji) = E(T}) + 2 I:: PJr[2E(TJr)E(0rJ) + E(0;J)]. (9.30) 
rEE,r#j 

Z twierdzenia tego wynika algorytm obliczania parametrów E(0ij), E(0;j), 
V(0iJ),a(0iJ)-

Zmienność intensywności użytkowania scharakteryzowana jest przez proces sto
chastyczny {¼J(t) : t ~ O}, którego wartość w chwili t mówi ile razy w przedziale 
[O, t] proces {u(t) : t ~ O} osiągnął stan j przy założeniu, że w chwili początko
wej był w stanie i. Jak wiemy, proces stochastyczny {¼J(t) : t ~ O} jest ogólnym 
procesem odnowy zdefiniowanym jest poprzez ciąg 

e~}l, e3~l, ... , e;;), ... 

niezależnych zmiennych losowych. 

Yij(t) = sup{ n: ei}) + e;~) + ... + e;;) ~ t}. (9.31) 

Z twierdzenia 38 wynika, że proces {¼J(t) : t ~ O} ma rozkład asymptotycznie 
normalny z wartością oczekiwaną 

(9.32) 
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i odchyleniem standardowym 

tV(Gjj) 
E(8jj]3). (9.33) 

Wzór (3.113) pozwala obliczyć przybliżoną wartość prawdopodobieństwa liczby 
wejść procesu do stanu j w przedziale [O, t]. 

Teoria procesów semi-Markowa pozwala wyznaczyć jeszcze inne wielkości zwią
zane z intensywnością użytkowania obiektu. 

9.5. Przykład liczbowy 
Niech u*(t) oznacza prędkość pojazdu w chwili t. Niech A będzie zbiorem moż

liwych prędkości. Dokonajmy podziału zbioru A na przedziały 

A1 = [Yo, Y1), A2 = [Y1, Y2), A3 = [Y2, y3), A4 = [y3, y4], 
4 

A= U Ak. 
k=l 

Proces stochastyczny { u*(t) : t ) O} zastępujemy procesem semi-Markowa 
{ u(t) : t ) O} o stanach S = {1, 2, 3, 4}, które odpowiadają przedziałom pręd
kości A1 , A2, A3, A4. 
Macierz prawdopodobieństw przejść włożonego łańcucha Markowa ma postać 

P= 

Przyjmujemy p2 = 0.2 oraz p3 = 0.6. Zakładamy, że rozkłady zmiennych lo
sowych ~j oznaczających warunkowe czasy trwania stanów procesu intensywności 
użytkowania {u(t) : t) O} nie są znane, a jedynie znane są wartości oczekiwane 
E(T;1) oraz drugie momenty E(T;~),i,j ES. 

Niech 
T = [E(T;1): i,j ES], T 2 = [E(Ti;): i,j ES] . 

Przyjmujemy 

[~ 
10 o 

3~ l T= 
o 5 

[sek], 
300 o 
o 100 

l 3f 5 
200 o 

,2 :,~ l -2 o 37.5 
[sek2]. T = 12. 104 o 

o 2. 104 
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Prawdopodobieństwa stacjonarne włożonego łańcucha Markowa wyrażają się te
raz wzorami 

(1 b1 b1b2 b1b2b3)-l 
1f1 = + - + -- + -- , 

a1 p2a3 a2a3a4 
b1b2 ... bj-l 

ni = ---~1r1 dla j = 2, 3, 4. 
a2a3 ... aj 

Ponieważ a2 = 0.2, a3 = 0.6, a4 = 1, b1 = 1, b2 = 0.8, b3 = 0.4, więc 

1f1 = 0.0652, 1f2 = 0.3260, 1f3 = 0.4348, 1f4 = 0.17 40. 

Wartości oczekiwane zmiennych losowych Ti, i E S oznaczających bezwarunkowe 
czasy trwania stanów wyrażają się w tym przypadku wzorami 

E(Ti) = E(T12), 

E(T2) = P2E(T21) + b2E(T23), 

E(T3) = p3E(T32) + b3E(T34), 

E(T4) = E(T43) . 

Podstawiając wartości liczbowe otrzymujemy 

E(T1) = 10, E(T2) = 5, E(T3) = 300, E(T4)) = 100 [sek]. 

Graniczne prawdopodobieństwa stanów procesu { u(t) : t?: O} obliczamy na pod
stawie wzorów (9.13). Po podstawieniu obliczonych wcześniej wartości liczbowych 
otrzymujemy graniczny rozkład stanów procesu { u(t) : t ~ O} 

j 1 2 3 4 

pj 0.0043 0.0109 0.8689 0.1159 

Dalsze wnioski dotyczące intensywności użytkowania wynikają z analizy para
metrów zmiennych losowych 8;j, i, j E S oznaczających odstępy czasowe między 
stanami procesu intensywności użytkowania. Z równań (9.27), (9.28) oraz w opar
ciu o wzory (9.29), (9.30) zostały obliczone przy pomocy komputera parametry 
E(G;j, E(G;i), a także a(8;j)- Macierz wartości oczekiwanych zmiennych losowych 
8;j ma postać 

- 2291.7 460.3 8.7 771.9 l 2301. 7 100 18. 7 781.9 l 
0 = 2858.7 566.7 345_2 763.1 

2958.3 666.7 100 863.1 

[sek] . 

Macierz odchyleń standardowych zmiennych losowych 8;j ma postać 

~ 2733.8 487 [ 

2733.9 100 

.::. = 2776.4 484.2 
2778.2 494.4 

14.5 
10.5 
189.9 
100 

657.9 l 
657.8 

12657.7 
665.3 

[sek] . 



132 9. SM model intensywności użytkowania 

Elementy macierzy E(8) są średnimi czasami upływającymi od chwili, w której 
pojazd zaczął się poruszać z prędkością Aido chwili, w której osiągnął prędkość Aj, 
natomiast elementy macierzy a(8) stanowią odchylenia standardowe. Największe 
średnie czasy znajdują się w pierwszej kolumnie macierzy 8. Oznacza to, że średnio 
najwięcej czasu upływa od momentu, w którym pojazd osiągnął prędkość z prze
działu Ai do chwili, w której nastąpił spadek prędkości do A1. Zmienne losowe 8i1 
charakteryzują się największymi odchyleniami standardowymi, co oznacza, że moż
liwe są zarówno bardzo długie, jak i bardzo krótkie czasy przejścia z prędkości Ą do 
prędkości A1. Najkrótszy średnio czas (8.7 sek) upływa od chwili, w której pojazd 
osiągnął prędkość A2 do chwili osiągnięcia prędkości A3. Zauważmy, że redukowanie 
prędkości z A3 do A2 następuje w wielokrotnie dłuższym czasie (566.7 sek). 
Znajomość wartości oczekiwanych i odchyleń standardowych zmiennych losowych 
eij pozwala znaleźć parametry procesów {¼j(t) : t ): O}, których wartość w chwili t 
mówi ile razy w przedziale czasu [O, t] pojazd osiągnął prędkość Aj, przy założeniu, 
że w chwili początkowej był w stanie Ai. 

Przyjmijmy, że stanem początkowym jest A1. Jak wiemy procesy {¼j(t) : t ): 
O, j = 1, 2, 3, 4} dla dużego t mają w przybliżeniu rozkłady normalne o wartościach 
oczekiwanych i odchyleniach standardowych określonych wzorami (9.32), (9.33). 

Podstawiając odpowiednie elementy macierzy 8 oraz elementy macierzy 8 otrzy
mujemy 

E[Vi1(t)]:::::: 0.0004345t, 
E[Vi2(t)] :::::: 0.0021723 t + 0.78275 , 
E[Vi3(t)]:::::: 0.0028969t + 0.9458285, 
E[Vi4(t)]:::::: 0.0011586t + 0.0940799, 

a[Vi1(t)]:::::: 0.024740, 
a[V12 (t)]:::::: 0.049310, 
a[Vi3(t)] :::::: 0.029600, 
a[V14(t)] :::::: 0.02623/t. 

Przykładowo dla t0 = 100 [godz] = 100 • 602 [sek] otrzymujemy (tab. 1.): 

Tabela 1. 

j 1 2 3 4 

E[Vij(to)] 156.4 782.8 1043.8 417.2 

a[V1j(to)] 14.8 29.6 17.8 15.7 

Liczba E(Vi1(t0)] oznacza, że podczas 100 godzin użytkowania pojazd osiągnie 
prędkość A1 średnio 156.4 razy. Prędkość A3 jest osiągana średnio 1042. 7 razy z 
odchyleniem standardowym 15. 7. 

Chcąc na przykład obliczyć prawdopodobieństwo, że prędkość A3 zostanie osią
gnięta w ciągu 100 godzin użytkowania od 1020 do 1080 razy korzystamy z faktu, 
że zmienna losowa V13 (t0) ma rozkład normalny N(1042.7;17.8). Dokonując standa
ryzacji otrzymujemy 

P(1020 ~ Vi3(to) ~ 1080) = F'(2.06) - F'(-1.28) = 0.8965. 

Stochastyczny model intensywności użytkowania oparty o procesy semi-Markowa 
stwarza możliwość gruntownej analizy losowej intensywności użytkowania, co wy
rywkowo zostało pokazane w powyższym przykładzie. 
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE NIEZAWODNOŚCI 
I EKSPLOATACJI 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie 
jednocześnie w latach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, 
L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem procesów Markowa, dzięki czemu 
dają możliwość konstruowania szerszej klasy losowych modeli, w tym 
modeli niezawodności. Teoria procesów semi-markowskich rozwija się 
nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwiązać niektóre problemy 
w teorii niezawodności . 

W książce zostały przedstawione elementy teorii procesów 
semi-markowskich o co najwyżej przeliczalnych zbiorach stanów oraz 
zostały podane przykłady zastosowań tych procesów w problemach 
niezawodności i eksploatacji. 

Zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego 
takie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, 
prawdopodobieństwa · przejścia , prawdopodobieństwa graniczne, 
sumaryczny czas przebywania w podzbiorach stanów, proces odnowy 
generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione różnego rodzaju 
zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

Przedstawiono model odnawialnego systemu o stukturze 
szeregowej, model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania, 
model procesu eksploatacji obiektu uwzględniający obsługi 

profilaktyczne, model odnawialnego systemu z zimną rezerwą oraz model 
intensywności użytkowania. 

Została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy 
założeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym 
o określonych własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej 
intensywności uszkodzeń. 

Przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując 
założenie, że modelami niezawodnościowymi stanów elem_entów są 
szczególne procesy semi-markowskie. 
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