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UKEADY DODATNIE Z OPOZNIENIAMI

Tadeusz KACZOREK'

* Politechnika Warszawska, Wydziat Elektryczny, Instytut Sterowania i Elektroniki Przemystowej
ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa, e-mail:kaczorek@isep.pw.edu.pl

Streszczenie: Przedstawiono syntetycznie aktualny stan
badant dotyczacych stabilnosci asymptotycznej i odpornej,
osiagalnosci, sterowania z minimalna energia oraz wyznacza-
nia dodatnich realizacji minimalnych uktadéw dyskretnych i
ciaglych z op6Znieniami. Poza znanymi wczesniej publikowa-
nymi, praca zawiera nowe wyniki niepublikowane oraz nie-
ktére aktualne problemy otwarte w obszarze dodatnich linio-
wych uktadéw z op6Znieniami.

Stowa kluczowe: ukiad dodatni, op6Znienie, osiagalnosé,
stabilno$¢, realizacja, minimalna energia.

1. WPROWADZENIE

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanu
oraz odpowiedzi przyjmuja tylko warto$ci nieujemne.
Przyktadami uktadéw dodatnich sa procesy przemysto-
we zawierajace reaktory chemiczne, wymienniki ciepta,
kolumny destylacyjne itp. Uktady dodatnie sa okre$lone
na stozkach, a nie w przestrzeniach liniowych. Teoria
takich uktadéw jest, wigc znacznie trudniejsza. Literatu-
ra dotyczaca ukfadéw dodatnich jest juz do$¢ bogata
[11, 13, 14]. Badania uktadéw z op6Znieniami maja
kilkunastoletnia histori¢ i byly przedmiotem wielu prac
[12]. W ostatnich latach obserwuje si¢ znaczny wzrost
zainteresowania badaniami dodatnich uktadéw z opéz-
nieniami. Wynika to z zastosowania tych ukladéw w
réznych dziedzinach techniki, ekonomii, biologii, me-
dycyny itp. Stabilno$¢ asymptotyczna i odporna (krzep-
ka) dodatnich ukladéw liniowych dyskretnych z op6z-
nieniami byla badana w pracach [7, 8, 10, 17, 24]. Pro-
blemom osiagalnoici, sterowalnosci i sterowania z mi-
nimalna energia sa po$wiecone prace [5, 6, 9, 22, 27,
28]. Rézne metody wyznaczania dodatnich realizacji
uktad6éw dyskretnych i ciagtych zostaty zaproponowane
w pracach [15, 16, 18-21, 23]. W pracy tej zostanie
przedstawiony aktualny stan badah w wybranych obsza-
rach teorii dodatnich liniowych ukladéw z opéZnienia-
mi, a w szczeg6lnosci dotyczacych:

e  Stabilnosci asymptotycznej i odpornej uktadéw

dyskretnych z op6Znieniami

e Osiagalnos¢ i sterowanie z minimalng energia

tych uktadéw

e Problem wyznaczania dodatnich realizacji mi-
nimalnych dyskretnych i ciagtych uktadéw z
op6Znieniami

Poza znanymi, wcze$niej publikowanymi wynikami
praca ta zawiera rowniez nowe wyniki dotychczas nie-
publikowane.

Zostana tez przedstawione niekt6re aktualne problemy
otwarte czekajace na rozwiazanie.

2. DODATNIE UKLADY DYSKRETNE
2.1. Uklady bez opéznieni

Niech R,”™ bedzie zbiorem nxn macierzy rzeczywi-
stych z nieujemnymi elementami, oraz R,"=R,™.
Wezmy pod uwage uklad dyskretny opisany réwnania-
mi

% =A% +Buy, i€ Z,={01.} (2la)

i = C%, + Dy (2.1b)

przy czym X;€ R*, u;€ R™ i y;€ R? sa wektorami
stanu, wymuszenia i odpowiedzi w chwili dyskretnej
i€Z,,a A R"7, Be R™m CeR”", De R,

Definicja 2.1. Uktad nazywamy (wewnetrznie) dodat-
nim wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego xy€ RE oraz
dodatniego ciqgu w,€R,” i€Z, zachodzi X;€ R} i
y:€R,? dla wszystkich i€ Z,.

Twierdzenie 2.1. [10, 11] Uklad (1) jest dodatni wtedy i
tylko wtedy, gdy

Ae RP7, Be RP*™,Ce RP™,De RP™ (2.2)
2.2, Uklady z opéznieniami

Wezmy teraz pod uwag¢ uklad dyskretny z ¢ opéZnie-
niami opisany réwnaniami

Xip1 = Agx; + Ajxyy +...+ A,,x;_q + Bou; (2.3a)



y; = Cox; + Du; (23b)

przy czym x;eR", u,eR", y,€R’ sa wektorami stanu,
wymuszenia i odpowiedzi, a A,eR™, k=0,1,...q,

BoER"m, CoERp)m, DeRP™,

‘Warunki poczatkowe dla (3a) dane sg w postaci

x_;€R" dla k=0,1,...,q 24)
Definiujac
(2.5)
I Ao A .. A
X = X.':.| €R", m=(q+1)n, A= 1:" 0 € R
[ Xi-q 0 0 ... I 0
[Bo
ol _
B=| . |[eR™=, C=[C, 0 .. Oje RP<
0

mozemy réwnania (3) napisa¢ w postaci (1).

Definicja 2.2. Ukfad (3) nazywamy (wewnetrznie) do-
datnim wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x,€R.”,
k=0,1,...,q i dodatniego ciqgu wymuszer w,cR.,”, i€Z,
zachodzi x,€R," oraz y,€R.P dla wszystkich i€Z,.

Twierdzenie 2.2. Uklad (3) jest dodatni wtedy i tylko
wtedy, gdy

(2.6)

A, € RP® k=0,1,...,q, Bye R, Cye RF*", De RP*™

Dowéd. Zgodnie z twierdzeniem 1 ukiad (3) jest dodat-
ni wtedy i tylko wtedy, gdy macierze A, B, C okre$lone
przez (5) oraz macierz D spelniaja warunki (2), ktére sa
réwnowazne warunkom (6).

3. STABILNOSC UKLADOW DYSKRETNYCH

3.1. Warunki konieczne i wystarczajgce stabilno-
$ci asymptotycznej

Uklad dodatni (2.1) nazywamy stabilnym asymptotycz-
nie wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiazanie X; = A'xp,
ieZ, réwnania

X4 = AX, Ae R 3.1
z warunkiem poczatkowym xy € R} spelnia warunek
lim % =0 dla kazdego % € R 3.2)
i—oo

Jak wiadomo [11, 12] uktad dodatni (2.1) jest stabilny
asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
wartosci wlasne zj, z3,...,2z7 macierzy A (pierwiastkOw
réwnania det[/zz— A]=0) maja moduly mniejsze od
1, czyli

|e|<1dlak=1,2,...7 3.3)

Twierdzenie 3.1. [11, 12] Ukiad dodatni (2.1) jest sta-
bilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy wspot-
czynniki wielomianu charakterystycznego

(3.4)
det[lrz—A+Iz]=2" + @2 1 +...+ Gz + G
sq dodatnie @; >0 dla i =0,1,...,n—1.

Twierdzenie 3.2. [11, 12] Ukiad dodatni (2.1) jest sta-
bilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gléwne macierry A= [c‘z’,j] =Iy — A sq dodat-
nie, czyli

a1 ad  a
>0,j@y @p an|>0,..., detA > 0(3'5)

a3 an a3

Korzystajac z (2.5) oraz dzialan elementarnych na wier-
szach i kolumnach (ktére nie zmieniaja warto$ci wy-
znacznika) otrzymamy

I,,Z-Ao —Al —Aq_l —Aq
-1, Iz .. 0 0
det[I7z— A] = det 0 ~I, ... 0 0 =
0 0 -1, I,z
0 Ii2k-Az-4 —Ag1 4
-1, 0 0 0
=det| 0 -1, 0 0 |=...=
0 0 =1, I,z
0 0 0 Iz - Apz?—... Al - A
-1, O 0 0
=det} 0 -I, 0 0 =
0 0 -1, 0

=det|:l,,z‘l+1 — Aoz —...— A —Aq]=
=" +az12" V+. a2+ ag

Zostalo, wigc udowodnione nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 3.3. Uklad dodatni z opdzinieniami (2.3)
jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie pierwiastki réwnania

det[ 1,291 - Agz9 —...— Ag-1— Ag | =

L ) (3.6)
=2" taz 127+ .. +az+a;=0

majq moduly mniejsze od 1.

Korzystajac z (2.5) oraz dzialan elementarnych na wier-
szach i kolumnach otrzymamy



[I"(z+l)-A0 —4 v —Agm1 ~Aq
det[lzz~ A]=det _:l" l"(z:“) 0 o
|

0 R

[1(zt1)=to Lz+1) -Ao(z+1)=A —A ... —Am A,
el R
. o 0 0 1, I(z+1)
[0 L(zt1)P—lo(zt)=A Ay ... A A,
=der] I ? ?::‘ ? ? =..=
K 0 0 -, L(z+))
[0 o 0 M,(2)
1, 0 .. 0 0
=det| 0 -1, .. & 0
Lo 0 .. -1, o
przy czym
(3.8)

My (2) =1, (z+1)7" = A (z+1)7 - A (z+1) " +..
= Aga (2+1) = 4

Twierdzenie 3.4. Uklad dodani opisany réwnaniami
(2.3) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie wspdlczynniki wielomianu charaktery-
stycznego

det My(2)=2" +@pa2™ 1+ ..+ @z +3 (3.9)
sq dodarnie, czyli @; >0 dla i =0,1,...,7 1.

Dowéd. Z zaleznosci (7) i (8) wynika, ze r6wnanie
charakterystyczne  det[l,(z+1)-A]=0 jest réwne
detM (z)=0. Stosujac twierdzenie 1 do ukladu (2.3)
napisanego w postaci (2.1) otrzymujemy teze twierdze-
nia.

u
Stosujgc twierdzenie 2 do ukiadu z opéznieniami (2.3)
w postaci (2.1) otrzymamy natychmiast nast¢pujace
twierdzenie.

Twierdzenie 3.5. Uklad dodatni z opéinieniami (2.3)
Jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie minory gléwne macierzy

(3.10)
Ih-A -A —Ap1 -4
A=ly-A=| ™ In o 9
0 0 -1, I,
sq dodatnie.

3.2. Warunki wystarczajace niestabilno$ci asymp-
totycznej

Wykazemy, ze niestabilnos¢ ukladu dodatniego bez
opdZnien
Ao € RP

Zie1 = Aoxi, (3.11)

implikuje niestabilno$¢ uktadu dodatniego z op6znie-
niami (2.3).

Twierdzenie 3.6. Uklad dodatni z opéZnieniami (2.3)
Jjest niestabilny jezeli uktad dodatni bez opéznien (11)
Jest niestabilny.

Dowéd. Zgodnie z twierdzeniem 2 uktad dodatni (11)
jest niestabilny, jezeli przynajmniej jeden minor giéwny
macierzy Ag = [E,?] =1, - Ay nie jest dodatni. Uklad
dodatni (2.3) jest wigc niestabilny jezeli przynajmniej
jeden z minoréw gléwnych macierzy

(3.12)
In-4A -A —Ag1 A
- A= " I.,, 0 0
0 0 -1, I,

nie jest dodatni. Z zaleznosci (12) wynika, ze jezeli
przynajmniej jeden z minoréw giéwnych macierzy
I,-A, nie jest dodatni wtedy przynajmniej jeden z mino-
réw gtéwnych macierzy (12) nie jest rowniez dodatni.
Niestabilno$¢ uktadu (11) implikuje, wigc niestabilnos¢
uktadu dodatniego (2.3).

]
Z twierdzenia 6 wynika nastgpujacy wniosek.

Whniosek 3.1. Jezeli uktad dodamni (11) jest niestabilny
wtedy nie mozna ustabilizowaé uktadu dodatniego (2.3)
poprzez odpowiedni dobor macierzy Ay, k=1,...,q.

Twierdzenie 3.7. Uklad dodatni (2.3) jest niestabilny
Jjezeli przynajmniej jeden element na diagonali macierzy
Ap=[ a,»joj Jest wigkszy od 1, czyli

al, >1dla pewnegoke (1,2,...,n)  (3.13)

Dowéd. Jak wiadomo [11, 15, 6] uklad dodatni (11) jest
niestabilny jezeli przynajmniej dla jednego k€(1,2,...,n)
zachodzi (13). W tym przypadku zgodnie z twierdze-
niem 6 uktad dodatni (2.3) jest réwniez niestabilny.

[

3.3. Stabilno$é odporna
Wezmy pod uwagg dodatni uklad dyskretny z op6Znie-

niami opisany réwnaniem
(3.14)

q
X = ) Axicks A € [AT, Af 1€ RP dla k=0,1,....q.
k=0

Uklad (14) nazywamy ukladem przedzialowym z op6z-
nieniami.

Definicja 3.1. Ukltad przedziatowy (14) nazywamy od-
pornie stabilnym wtedy i tylko wtedy, gdy uktad

q
X1 = D Ak (3.15)
k=0



Jest stabilny asymptotycznie dla wszystkich A Ay
ACIER™ (k=0,1,...,q). Jezeli Aye[AL, A ]€R,™ dla
wszystkich k=0,1,...,q wtedy

A€ A =[A~,A*]e RP (3.16)
przy czym
A A A A
I, 0 - 0 O
A=l : H C e foﬁ
o 0 - 0 O
0 o0 I, 0
oraz
(A5 AT - Apy A7
I, 0 - 0 0
A= : : ,
0 o0 0 0
0 o0 I, 0
- . 3.17
Ay A A Aj G-
I, 0 0 0
At = . :
0 0 0 0
10 O I, 0|

Twierdzenie 3.8. Dodami ukiad przedziatowy z opéz-
nieniami (14) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy ukitad dodatni bez opézinien

i“,l = A+fi, ieZ, (3.18)
Jest stabilny asymptotycznie lub réwnowaznie, gdy jest
stabilny asymptotycznie uktad dodatni 7 opéznieniami

h
X =A%+ Y Aty i€Z,  (3.19)

k=1

Dowdd tego twierdzenia wynika z faktu, ze wszystkie
warto§ci wlasne dowolnej nieujemnej macierzy
A€[Al,A¢"] maja moduty mniejsze od 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie warto$ci wlasne macierzy A*
maja moduly mniejsze niz 1 [2].

Z twierdzenia 8 wynika, ze stabilno§¢ odporna ukiadu
przedzialowego (14) nie zalezy od macierzy Ay €R.™™,
(k=0,1,...,q). Mozna, wigc przyja¢ Ay=0 k=0,1,...,q.
Ponadto, jezeli uklad (15) jest stabilny asymptotycznie
dla ustalonej macierzy Ag=Ay€R."", k=0,1,...,q wtedy
ukiad ten jest réwniez stabilny asymptotycznie dla
wszystkich A, [0, Ayl, k=0,1,...,q.

Uktad (19) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie pierwiastki réwnania
(3.20)

q

det(z#1l, - ) Arz97*) = 2% + &1V + .+ Bz + B =0
k=0

maja moduly mniejsze od 1.

Z powyzszych rozwazan oraz twierdzen 4 i 5 otrzymu-
jemy nast¢pujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.9. Uktad dodatni przedziatowy z opéz-
nieniami jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
spetniony jest jeden z nastepujqcych réwnowaznych
warunkow:

i Wszystkie wspotczynniki wielomianu

detl(z + 1)z — A*]=det M (z) =

L L (3.21)
=z +a; 12"V + ...+ a1z +dy

sq dodatnie, czyli a; >0 dla i=0,1,...,.7—1,
gdzie ii=(q+1)n, macierz A* ma postaé (13)
oraz

q
M () =(z+ )7L, - ) Af (z+1)7*  (3.22)

k=0
ii. Wszystkie minory gtéwne macierzy
(3.23)
K AL AL, -Ap

"'In In e 0 0

At =1;— At = S : :
0 0 I, 0

0 0 ~I, I,

sq dodatnie.

Twierdzenie 3.10. Dodatni uktad przedziatowy z opéz-
nieniami nie jest odpornie stabilny, jezeli
i Uktad dodatni bez opéinienia

Xi+l =A(‘)+xi’ i€ Z+s (3'24)
Jest niestabilny
ii. Przynajmniej jeden element na diagonali ma-

cierzy Ay =[a;"* ] jest wigkszy, od 1, czyli

adt >1 dla pewnego k€ (1,2,...,n)  (3.25)

Dowdd. Zauwazmy, ze niestabilnoé¢ ukladu dodatniego
bez op6Znien

X1 = Aox;, I€Z, (3.26)
implikuje niestabilno$¢ ukladu dodatniego z opéZnie-
niami (15). Dow6d warunku (i) wynika z faktu, ze sta-
bilno§¢ asymptotyczna ukladu (26) dla Ayc[Ay
JAg'1ER,™™ jest réwnowazna stabilnoéci asymptotycz-
nej ukladu (21) dla Aj=A,".

Uklad dodatni (15) jest stabilny, jezeli przynajmniej
jeden element diagonali macierzy Ao=[a,-,~0] jest wiekszy



od 1 [15]. Zatem warunek Ao€[Aq,Ap"1€R.™ jest spel-
niony, gdy jest spetniony warunek (25).

4. OSIAGALNOSC I STEROWANIE Z MINI-
MALNA ENERGIA

4.1. Osiggalno$é¢

Rozwigzanie réwnania (2.1) dla zerowych warunkéw
poczatkowych ma postac

i-1
x(i) =) ®(i-1-r)Bu(r) 4.1

r=0

przy czym
q
O =ZH(@ -A~-) Azl (42
k=1

jest macierzg tranzyciji, a Z~ ! jest operatorem odwrotne-
go przeksztalcenia zet [3]. Macierz tranzycji spelnia
réwnanie

O +1) = APE) + APGE -1 +... + A, D — h) (4.3)
z warunkami poczatkowymi
®0)=1,, ®@#=0 dla i<0 4.4)

Definicja 4.1. Ukfad dodatni (2.1) nazywamy:

i Osiqgalnym w N krokach, jezeli dla kazdego
stanu koficowego x€R." istnieje ciqg wymu-
szen w,eR.", i=0,1,...,N-1, ktéry przeprowadza
uktad ten z zerowego stanu poczatkowego do
zadanego stanu koricowego xy=xs

ii. Osiqgalnym, jezeli dla kazdego stanu korco-
wego x€R." oraz zerowego stanu poczgtkowe-
go istnieje NeZ, oraz w;eR.", i=0,...,N-1 ta-
kie, ze xy=x

Z zaleznosci (1) dla i=N>0 oraz zerowych warunkéw
poczatkowych mamy

xn = Ryuf (4.5)
przy czym
Ry =[®(N ~1)B,®(N - 2)B,...®(1)B, B] (4.6)
up
)= "‘ @7
UN-1

Twierdzenie 4.1. Zbiér stanéw osiqgalnych uktadu
dodatniego jest dodatnim stozkiem wypuktym. Stozek ten
Jest solidny (o niepustym wnetrzu) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje N€Z, takie, ze rzqd macierzy osiqgalnosci
(6) jest réwny n.

Dowd6d tego twierdzenia jest podany w pracy [S].

Twierdzenie 4.2. Uklad dodatni (2.1) jest osiqgalny
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje NEZ, takie, :ze
rzqd Ry=n oraz
i istnieje macierz nieosobliwa Ry skladajqca
sig z n kolumn macierzy Ry takich, ze
Ryt € Rp™n | lub réwnowaznie
ii.  macierz Ry € R zawiera n liniowo nieza-
leznych kolumn monomialnych (tylko jeden

element dodatni, wszystkie pozostate réwne ze-
ru)

Twierdzenie 4.3. Jezeli uklad dodatni (2.1) jest osig-
galny to jest on osiqgalny w N krokach przy czym
N2E[n/q], gdzie E[n/q] oznacza najmniejszq liczbe
dodatniq wigkszq lub réwnq n/q, a q jest liczbq liniowo
niezaleznych kolumn monomialnych macierzy B.

Dowéd tego twierdzenia podany jest w pracy [6].

Twierdzenie 4.4. Ukiad dodatni (2.1) jest osiggalny
Jezeli istnieje NEZ, takie, ze rzqd Ry=n oraz

RGIRyRE - € RVm<n 4.8)

Jezeli jest spetniony warunek (8) to ciag wymuszen
weR,"™, i=0,1,...,N-1, ktéry przeprowadza uklad (2.1) z
zerowego stanu poczatkowego do stanu koncowego
x€R," mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

ul =RYIRNRY 1 xs 4.9)
4.2. Sterowanie z minimalng energig
Weizmy pod uwagg ukiad dodatni (2.1) oraz wskaznik
jakosci

N-1
Iw)= Z ul Qu;

i=0

4.10)

gdzie QeR™™ jest symetryczng dodatnio okre§lona
macierza wag taka, ze

Q1€ Rxm @.11)
a N jest liczba krokéw, w ktérej ukltad jest przeprowa-
dzany ze stanu zerowego do stanu koficowego x.

Zadanie sterowania z minimalna energia ukladu dodat-
niego (2.1) mozna sformulowaé nastgpujaco. Dane sa
macierze A;€R,™, (k=0,1,...q), BEeR,”™, liczba kro-
kéw N, stan koficowy x£ R," oraz macierz wag Q spet-
niajagca warunek (11). Nalezy wyznaczyé ciag wymu-
szen wg€R.”, i=0,1,...,N-1, ktéry przeprowadza ten
uklad ze stanu zerowego do stanu korficowego x€R."
oraz minimalizuje wskaznik jakosci (10).

Aby rozwiazac to zadanie definiujemy macierze

W = RyQyxR%, € Rpn 4.12)



On =diag(Q!,...,Q 1€ RNmxNm (4.13)

Macierz W jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
rzad Ry=n.
Definiujemy ciag wymuszen ig,#y,...,4n-1 zaleZnocig

iy =| . |=OvREWlxs (4.14)

Zauwazmy, ze 4} € RM™ dla dowolnego xy € R} wte-
dy i tylko wtedy, gdy

Oy RTW -1 g Rmxn (4.15)

Twierdzenie 4.5. Niech ukiad dodatni (2.1) bedzie
osiqgalny w N krokach. Wtedy ciqg wymuszen okreslony
przez (14) przeprowadza ten ukiad z zerowego stanu
poczqtkowego do stanu x€R," i minimalizuje wskaznik
Jakosci (10). Ponadto minimalna wartos¢ wskaznika
Jjakosci jest okreslona zaleznosciq

I(@) = xEW-1xg (4.16)

Dowé6d tego twierdzenia jest podany w pracach [6].
Whiosek 4.1. Jezeli Q=gl,, ¢>0 to @} =ul, a mini-
malna warto$é wskaznika jakosci jest réwna

I(@) = qx}[RNR[, Ilxs 417

5. WYZNACZANIE DODATNICH REALIZACJI
UKLADOW DYSKRETNYCH

5.1. Sformulowanie zadania

Wezmy pod uwage dyskretny uklad o jednym wejsciu i
jednym wyjsciu z g op&Znieniami
(5.1a)

Xl = Aoxi + Axio +.. A,,x,»_q +bu,

yi=cx +du;, i€ Z,={01,..} (5.1b)

przy czym x,€R", u€R, y€R s3 wektorami stanu, wy-
muszeniem i odpowiedzia, a A, R, k=0,1,...q,
ceR™, deR.

Warunki poczatkowe dla (1a) maja postaé
x,€R" dla k=0,1,.,q 5.2)

Zgodnie z twierdzeniem 2.2 uklad (1) jest dodatni wte-
dy i tylko wtedy, gdy

A e RP".k=0,1,..,9,b€e R}, ce R¥*",de R, (5.3)

Transmitancja uktadu (1) ma postaé

CT(2)=c[laz-Ao-Az! —m A1 btd  (54)

Definicja 5.1. Macierze (3) nazywamy dodatniq reali-
zacjq transmitancji T(z) wtedy i tylko wtedy, gdy spel-
niajq one réwnosé (4). Realizacje nazywamy minimalnq
wtedy i tylko wtedy, gdy wymiary macierzy A,
k=0,1,....q sq najmniejsze wsréd wszystkich realizacji
tej transmitancji T(z).

Zadanie wyznaczania dodatniej realizacji minimalnej
mozna sformutowa¢ nastepujaco:

Dana jest wlasciwa transmitancja T(z). Nalezy wyzna-
czyé dodatnia realizacj¢ minimalna macierzy T(z).

Zostana podane warunki wystarczajace istnienia dodat-
niej realizacji minimalnej oraz procedura wyznaczania
tej realizacji.

5.2. Rozwigzanie zadania

Transmitancje (4) mozna napisaé¢ w postaci

5.5
ke[l 29" — Agz9 — Ajz97 —...— Ay )ua b
T(Z)——'z C[ Z - AOZ yZ Aq] d +d=
det[1,27" — Agz9 — Aiz97' —...— A,]
=M+d
d(z)
przy czym
(5.6)

n(z)=29¢c[I,2%" - Aoz9 — Az9™ — .. Agluab =
= nN-lzN-l + nN_zzN‘z +...+npz9
d(z)= det[1,z7"" — Apz9 - Az971 —...— A)] =

=zN —aN_lz”“ —...—aiZ—a

a M, oznacza macierz dotaczona macierzy M,
N=n(q+1).
Z zaleznosci (5) mamy

d =lim T (z) G.7

z—e0

gdyz Tim [L,z= Ao~ Az —..~ Az ] =0.
7

Czeéc $cisle wlasciwa transmitancji 7(z) jest réwna

T,,,(z)=T(z)—d="(z) .8)

Zadanie wyznaczania dodatniej realizacji zostalo spro-
wadzone do wyznaczenia macierzy

A € RP,k=0,1,..,9,b€ Rf,c€ R¥"  (5.9)

dla danej écisle whasciwej transmitancji (8).



Lemat 5.1. Scisle wlasciwa transmitancja (8) ma postaé

Ty (2) = L) (5.10)

wtedy i tylko wtedy, gdy det A,=0, przy czym

iy n(2)
w(z)= z (5.11)
d@)="N1-ay 12V 2 - . —apz—aq

Dowéd. Z postaci wielomianu d(z) dla z=0 wynika, ze
ap=det A, Zauwazmy, ze d(z)=zd’(z) wtedy i tylko
wtedy, gdy ao=0, a zalezno$¢ (8) redukuje si¢ do postaci
(10) wtedy i tylko wtedy, gdy det A,=0.

|

Lemat 5.2. Jezeli macierze A,, k=01,...,q majq jednq z
niZej podanych postaci

0 0 .. 0 0

a, 0 .. 0 0
a2q+1 0 ... 0 0
Ao = . .. . ,
aN-3q-4 0 0 0
aN-24-3 0 0 ayn-4-2
0 0 . 0 ana ]
0 0 .. 0 o0 ]
ag- 0 ... 0 0
azy, 0 .. 0 0
A= Dot :
yaN_3q_5 0 .. 0 0
an—24+2) 0 ... 0 ay_43
| 0 0 .. 0 ay |
[ o 0 .. 0 0 ]
ag-2 0 .. 0 0
a4-1 0 .. 0 0
A= : Do : ’e
aN-3(g+2) 0 . 0 0
an-2g-s O 0 an—g-4
[ 0 0 ... 0 an-3 |
[ 0 00 - 00 1]
% 0 0 00 0 (5.12a)
g4 10 00 0
e A = : I :
. a)v_«q+1) 00 ---00 0
an-3gqn 0 0 .. 1 0 ayagw
i 0 00 .- 01 aN_(q,q)_
A =AT k=0,1,.,q (5.12b)

Ay = PAPk=0,1,...q, P=|.-

8
2
&

-0

1

w

=

s
£

]
£~}

i
~

(=

)
<o
L

o

aq-2

a2gq-1

aN-24-5

o

| AN-g-4

0
ap

g+l

aN-3(g+)

L GN-2(q+])

Zk'

Il

A

ay-zg+) 0 -
| aN-‘q—3 0 ave
0 0 ..

(=T =]

[= R

0
0
0
1
'1q9
0 0]
0 O
0 0
0 0
0 ay|
0 0
0 0
0 O
0 0
0 an- |
0 0]
0 0
-0 0
0 0
0 an-3]
00 .- 0
00 -0
1 0 .- 0
00 1
00 0

(AT, k=0,1,....q

PA,P,k=0,1,....q

AL =(A T ,k=0,1,..q

wtedy

0 1
1 0
0 0
0 0
1]
0
0
0
AN-(g+1) |

det[ 1,291 — Ag27 — A 29! —ma]=

=det[l,,z‘7“ - Azd _leq—l _..._Zq] =
=det[1,,z‘7“ _Aozq _Alzq—l —""‘l‘iq] =
=det[1,,z"+1 — Agz9 — Ayz97 _..._,qu] =

(5.12¢)

(5.12d)

(5.12¢)

(5.12)
(5.12g)

(5.12h)

=det] 1,29 - Aj2 - Alz9 - — 47 ] = (5.13)

=det[1,,z‘7+1 _E’)zq e _..._.Z;] =
=det[1,,z"+1 ~ &gz - Ajze! "‘Aq] =
=det[1"zq+l _A'ézq _Al'zﬂ—l _..._,Z;]z

=zN —ay 2% —ay_22¥ 2 - gz -a




Dowdd. Rozwijajac wyznacznik wedlug pierwszego
wiersza otrzymujemy

det[l,,z,‘l+l - Agz9 — Ajz97! —---—Aq] =

zq+l 0 0
—apz9 - aq_lzq-l —ee—dg zq"'l 0
—G24129 ~ g% — .. — gy -1 ze¥
—aN-3g429 —aN-3g-s2I 1 = —ay_gqey O O
-aN-2-329 AN gan)Z8 = =GN-3qey O O
0 0 0
0 0 0 -1
0 0 0 0
0 0 0 0
29 g 0 L, 0
-1 -1 z ~aN-q-229 -au.,,_gz'l“ = = AN-2(g+D)
0 0 -1 . 2 —gy_ 129 -ay 22"_1 = —AN—(g+])
= Z(n-2Xh+1) 2 —aNg-227 ~aN-g-3297 - T AN
-1 M -ay_ 129 -aya797 - -aN-(q+l)
—aqzq—aq_lzq“l —-e—ap zq"'l
~O244129 - a2q297 - — g -1
+(_1)n+2 : :
aN-24-329 = aN-gg42? —-—anygey O
0 0
0
0 o
Lo V=N —ayq¥l—ay ¥ 2 - —aiz-ap
e =1 za¥t
0 -1

Dowdéd zaleznosci (12b) wynika natychmiast z réwnosci
-4, ] =

= det[ I,z9"! — Agz? ~ Aze — - A ] =
=det[ 1,20%! - Az - Az871 —--— A, ]

det[ 1,291 — Aoz? - Az9!

Biorac pod uwage (12c) oraz, ze P”'=P"=P otrzymamy

det 120 - Agz? - Ayga! _..._,34] .
= det[l,,z'l*’l = Agzd — Az —-.. -—Aq]
Dowéd dla (12d) jest podobny do dowodu dla (12b).

Dowody w pozostatych przypadkach sa analogiczne.
o

Uwaga 5.1. Macierze (12) majq nieujemne elementy
wtedy i tylko wtedy, gdy wspéiczynniki ay
k=0,1,...,N-1 wielomianu (13) sq nieujemne.

Uwaga 5.2. Wymiary macierzy (12) sq najmniejsze
sposréd mozliwych dla (8).
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Definicja 5.2. Macierze A, k=0,1,...,q nazywamy cy-
klicznymi wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charakte-
rystyczny
d(z) = det[I,z9+! — Agz9 — Az97! -
=N —ay_1z¥-1 —ay_gzM-2

—A)=

—w.—a1z-ag

(5.14)

pokrywa sie z wielomianem minimalnym Y(z) czyli
d(2)=Y(2).

Jak wiadomo wielomiany te sa zwiazane zaletnoﬁcid

d(z)
Dn—l (Z)

¥(2)= (5.15)

a d(2)=¥(z) wtedy i tylko wtedy, gdy D, (2)=1, gdzie
D, /(2) jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem wszyst-
kich minoréw stopnia n-1 macierzy

—..—Agl

[Inz9*) — Agz9 — A 2971 (5.16)

Lemat 5.3. Macierze (12) sq cykliczne dla dowolnych
wartosci wspélczynnikow A, k=0,1,...,N-1.

Dowdd. Szczegéty dowodu zostang podane tylko dla
macierzy (12a), dowéd w pozostatych przypadkach jest
podobny. Minor stopnia n-1 -£O otrzymany przez wykre-
$lenie drugiego wiersza i pierwszej kolumny macierzy
(16) jest réwny (-1)*. Wobec tego D, (z)=1, a z zalez-

noéci (15) otrzymamy ¥(z)=d(z).
)
Macierz odwrotna macierzy (16) przyjmuje postaé
[Inzqn — Agz9 ~ Az9! _..._Aq]'l N(Z) (5.17)

d(2)

przy czym N(z) jest nxn macierza melomlanowa, ad(z)
jest okreslony przez (14).

Macierz (17) nazywamy w postaci standardowej, jezeli
macierz N(z)/d(z) jest nieredukowalna, a wspéiczynnik
przy najwyzszej potedze wielomianu d(z) jest réwny 1.

Definicja 5.3. Macierz standardowa (17) dla n22 jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy niezerowy
minor drugiego stopnia macierzy wielomianowej N(z)
dzieli sig bez reszty przez wielomian d(z).

Lemat 5.4. Macierz standardowa (17) dla n22 jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy macierze A,
k=0,1,...,q sq cykliczne.

Dowéd. Dostateczno$é. Niech macierze Ay, k=0,1,...,q
beda cykliczne. Wtedy zgodnie z definicja ¥(z)=d(z) i
posta¢ kanoniczna Smitha macierzy (16) ma postaé .

I:I"zq-l—l - Agz9 —Alzq'l —---—Aq]s =
= diag[L1,..,1,d(2)]

(5.18)

Macierz dotaczona macierzy (18) ma postaé



[Inzqﬂ —Agz9 - Ajz9 - _Aq]sM =
=diag(d(z),d(z),..,d(2),1]

(5.19)

Kazdy niezerowy minor stopnia drugiego macierzy (19)
dzieli sig bez reszty przez d(z). Zgodnie z twierdzeniem
Bineta-Cauchy’ego kazdy niezerowy minor stopnia
drugiego macierzy

(5.20

V(@) 1nz0*! ~ Ag2? — 420 .= Ag ] U(2)

réwniez dzieli si¢ bez reszty przez d(z), gdyz jest suma
iloczynéw minor6éw stopnia drugiego macierzy unimo-
dularnych V(s), U(s) oraz (19). Tak, wiec macierz (17)
jest macierza normalna.

Koniecznos¢é. Udowodnimy to metoda przez zaprzecze-
nie. Z zaloZzenia macierz (17) jest nieredukowalna.
Przypu$émy, ze macierz (17) nie jest cykliczna. Wtedy
¥(2)#d(z) oraz zgodnie z (15) D, (z)#1. W tym przy-
padku d(z)= D, j(z)¥(z) a wigc macierz (17) jest redu-
kowalna. Otrzymali$my sprzeczno$¢, a wiec macierz
(17) jest cykliczna.

Lemat 5.5. Jezeli macierze A,, k=0,1,...,q majq postaé
(12a) wtedy macierz dolqczonq

[1a— do ~ i == 4],

mozna rozlozyé nastepujqco

N(z) =| I,29"1 ~ Ayz? — 42971 - ...~ =
(_) E Aﬂ 4 4 Lo (5.21)
=P(2)Q(2) +d(2)G(2)
gdzie
(5.22)
1
_ P2(2)
P(2)=| p3(2)
Pa(2)

P22) =N~ —ay_ 12N — gy 2N — . —agiaz - agn
P!(Z) = zN-2(g+D) _aN_lzN-(Zqﬂ) _aN_zzN-z(qn) 2432~ az(qﬂ)
Pa-1(2) = 229D —ay 122441 — gy 5220 — ..~ ay_ g1y 29!

Pn(2) =294

0(z)=[a(2): 43(z).-44 (2)]

q (Z) = ZN-(qﬂ) - aN_IZN-(q’z) —an-22 N-(#S) +...

=B p-gfgr)e”-e)

g,4(2)=2"")
4, ( z) = zN—z(qﬂ)

000 ..00

LI I T

G=|i i i :
0% % =
0 % % =

(* oznacza elementy nieistotne w tych rozwazaniach)

Podobne rozklady sa prawdziwe dla macierzy (12b)-
(12h).

Dowéd. Latwo sprawdzi¢, Zze macierz dolaczona ma
postaé

[Ian+l ~Agz? - Az = - Aq]ad =

ai 1 @@ an(2) ]
* pZ(Z) * * (524)
= * ps(z) * *
*  ppa(z) * e %
* pn(2) * * ]

Zauwazmy, ze macierz (24) mozna napisa¢ w postaci
(21), gdyz zgodnie z lematem 4 kazdy niezerowy minor
stopnia drugiego dzieli si¢ bez reszty przez d(z). Latwo
sprawdzi¢, ze macierze (22) i (23) spetniaja réwno$¢
215).

]
Podstawiajac (21) do (17) otrzymujemy
P(2)Q(2)
Ty (2) = —— == .
p (2) iG) +G(z) (5.25)

przy czym
1

p2(2)

P(z)=cz?P(z)=[a1 c2...cal2? =caz¥ 1~ cpayaz¥2 +

Pa(2)
+(c3 ~—ay-202 )ZN_"_z +..+(cp— aN-(g+1)Cn-1 t+ ...)qu+l +...

(844202 + a2g4303 +..)27*! + (01 — g1€2 — AagenyCs — )27

b

—O()b = b,
Q)= ={qu(2) 1 @D qu(D) . [=

b,

= blzN—(q*'l) - aN—lblZN-(q+z) +eetaygca +
+(ba — AN -2genh)ZN H9D + b,

G(2) = z*¢G(2)b (5.26)

Uwaga 5.3. Z zaleznodci (26) wynika, 2e realizacja
dodatnia (9) macierzy T,(z) nie zalezy od macierzy
wielomianowej G(z) gdyz G(z) jest macierzg wielomia-
nowa, a Ty(z) jest macierza wymierna.

Por6wnujac wspétczynniki przy tych samych potggach
zmiennej z rownosci '

P(2)Q(z) = n(2) (5.27)

otrzymujemy réwnanie
Hx=g (5.28)

przy czym macierz H=[hv]eRM"M (M=n®) zalezy od
wspdlczynnikéw macierzy P(z) i Q(z), g=[gJeRM

zalezy od wspétczynnik6w wielomianu n(z) transmitan-
cjii(8)i

11




x=[x. %32y =

(5.29)
= [blclvbICZP--vblcn9hq~v---sbncn]1 € R—r

Zgodnie z lematem A (podanym w dodatku) réwnanie
(28) ma rozwiazanie nieujemne xe R, wtedy, gdy jest
spelniony warunek

(5.30)

2 u[HTgu 0
it i

dla wszystkich 5; >0, i=1,...,r, (r=rzad HTH)

gdzie s, jest warto$cia wlasna macierzy H'H, a u; jest
wektorem wiasnym przypadkowym tej wartoéci wlasnej
51

HTHu; = siu;,i=1,...,n

(el =1)

(5.31)

Ze struktury wektora (29) wynika, ze

XiXpen = XpXpen dlai# k oraz i,k =1,...,n (5.32)

Znajac rozwiazanie xeR,M réwnania (28) mozemy
wyznaczyé beR," i ceR," wtedy i tylko wtedy, gdy sa
spelnione warunki (32).

Zostalo wigc udowodnione nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1. Istnieje dodatnia realizacja minimal-
na (3) transmitancji T(z) wtedy, gdy sq spetnione naste-
pujqce warunki
i T(e«)=1limT(z)e R,
z—e

ii.  wspolczynniki a,, k=0,1,....N-1 wielomianu
d(z) sq nieujemne, czyli

a; 20 dla k=01,..,N-1 (5.33)

iii. sq spelnione warunki (30) i (32).

Jezeli warunki twierdzenia sa speinione to dodatnia
realizacja minimalng transmitancji 7(z) mozemy wy-
znaczy¢ korzystajac z nastepujacej procedury.

Procedura 5.1,

Krok 1. Korzystajac z (7) i (8) wyznaczamy d oraz
czgéé Scisle wlasciwa transmitancji Ty(2)

Krok 2. Znajac wspétczynniki a;, k=0,1,...,2n-1 wie-
lomianu d(z) wyznaczmy macierze (12a) (lub
(12b)-(12h))

Krok 3. Poréwnujac wspéiczynniki przy tych samych
potegach zmiennej z réwnania (27) wyznacza-
my elementy macierzy H, g oraz rozwigzanie
xeR,M réwnania (28)

Krok 4. Znajac x€ R.Y wyznaczamy b i c.

Uwaga 5.4. Stbpieri N wielomianu d(z), wymiar n mini-
malnej realizacji oraz liczba opdzniert q sq zwiqzane
zaleznosciq N=n(q+1).

Znajac, wigc liczbe opdézZniefi ¢ moZzemy wyznaczy¢
wymiar minimalnej realizacji korzystajac z zaleznosci

12

N
g | dla n parzystego
as] T (5.34a)

N+1 .
o dla n nieparzystego

a zakladajac wymiar n minimalnej realizacji mozemy
wyznaczy¢ liczbe opémient z zaleznosci

e dla N parzystego
= 5.34b
¢ N-n+l ; : 4
dla N nieparzystego
53. Przykiad
Majac dana transmitancije
] 225 — 74— 23 47237
T(z)= g ek 38— (5.35)

P-4 -272-2-1

nalezy wyznaczy¢ jej dodatnia realizacje minimalng (3)
z dwoma opéZnieniami.

Korzystajac z powyzszej procedury otrzymamy
Krok 1. Z zaleznoéci (7) mamy

d=T(e)=lim T(z)=2

b A g

(5.36)
oraz

4-23-2
5 php ]

Tsp(Z)=T(Z)—d = 3

Krok 2. Biorac pod uwage, ze d’(z)=z’-z'-27%-z-1,
(as=az=a;=1, as=2, a;=ap=0) oraz korzystajac z (12)
dla g=2 otrzymujemy

0 o 0 0 0
N P b
a, as 11 a ay
[0 1] [0 1]
A = =
ad a3 0 2

Krok 3. W tym przypadku

(5.37)

-2 3

3 -1 -1
B A 52 i A | 2 =
(2% - Aoz® ~ Az - 4] _[_zz A el _2] d

1 [23-22-2 1]

D2 -z4-222-z-1)| 24z P

= 1 1] =
Pn)= = | =[z3-22-2,1
@ [pzw] [:3] Q) =[2-z ]

oraz
1
P(z)=[a c]e? [23] =23(c +622%),

Q(Z)=[Z3—22*2,1][:]=b1(z3—zz—2)+bz



Por6wnujac wspéiczynniki przy tych samych potegach
zmiennej Z z réwnosci

(@+aP)h(ZB-22-2)+bh]=22-72-1

otrzymamy réwnanie (28) z
[2 0 -1 0] 1]
he
1 0 0 O 1
bhe
H={1 -2 0 1}g=|1}x=
bya
01 0 0 0
by,
0 1 0 0 0]

Rozwiazanie tego réwnania ma postaé x'=[1 0 1 0] i
spetnia ono warunek (32).

Uwaga 5.5. Wartosci wlasne i odpowiadajqce im wek-
tory wlasne macierzy

6 -2 -2 1
-2 6 0 -2
HTH =
2 0 1 o0
1 -2 0 1

sq rowne

51 =8.8309, 5, = 4.6764, 53 =0.3575, 54 = 0.1356

oraz
0.6818 —0.6325 0.1717 -0.3251
—0.6627 -0.6672 0.3299 0.0825
u = sUg = s Uy = SUq =
—0.1741 0.3441 0.5342 —0.7523
0.2563 0.1909 0.7591 0.5671

Warunek (30) jest, wigc spetniony, gdys

Z‘:u{HTgu,- _

=1 Si

O = =

Krok 4. Xorzystajac z réwnosci bici=1, bicy=bac,=0,
byc;=1 otrzymamy

p=|2 1Y - 5.38
_bz_l 1[0102]—[0] ()

Poszukiwana dodatnia realizacja minimalna jest dana
przez (36), (37) i (38).

6. WYZNACZANIE DODATNIE) REALIZAC)JI
UKLADOW CIAGLYCH

6.1. Sformulowanie zadania

WeZmy pod uwage uklad ciagly o jednym wejsciu
i jednym wyjsciu z g op6Znieniami opisany réwnaniami
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x(r) = Aox(t)+ Ax(t - h)+ Apx (2 —2h) +...
ot Ag(t—gh)+bu(t)
y(£)=cx(t)+du(r)

(6.1)

przy czym x(f)€ R", u(®)eR , y(DER, sa wektorami sta-
nu, wymuszeniem i odpowiedzia, a A, R™™, k=0,1,...,q
beR", ceR™, deR i heR,,.

Warunki poczatkowe dla (1) maja postaé

x(t) dla te[-gh,0] 6.2)

Definicja 6.1. Uklad (1) nazywamy (wewnetrznie) do-
datnim wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego x,eR,",
te[-gh, 0] oraz wszystkich wymuszen ugeR," , 120 za-
chodzi yoeR, dla 120.

Niech M bedzie zbiorem macierzy Metzlera (zbiér ma-
cierzy o nieujemnych elementach poza gléwna diagona-

1a).
Uklad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy [15]

Ae M, A e R k=1,..,q,

6.3)
be R?,ce R de R,

Transmitancja ukfadu (1) dana jest zaleznos$cia

T(s)=c[Ins— Ao "Alw_-"‘Aqu]'_lb"'d’(GA)

w=ehs

Definicja 6.2. Macierze (3) nazywamy dodatniq reali-
zacjq transmitancji T(s) jezeli macierze te spetniajq
réwnos¢ (4). Realizacje nazywamy minimalnq jezeli
wymiary macierzy A, k=1,....q sq minimalne wsrod
wszystkich realizacji transmitancji T{(s).

Zadanie wyznaczania minimalnej dodatniej realizacji
mozna sformulowaé nastgpujaco. Dana jest wiasciwa
transmitancja T(s). Nalezy wyznaczy¢ dodatnia realiza-
¢j¢ minimalna (3) transmitancji T(s).

Zostang podane warunki wystarczajace istnienia dodat-
niej realizacji minimalnej oraz procedura wyznaczania
tej realizacji.

6.2. Rozwigzanie zadania

Transmitancj¢ (4) mozemy napisaé w postaci

T(s)= C(Had (s))b _n(s)

~ det H (s) 'd(s)+d ©3)

gdzie
H(s)=[1,,,s—Ao—Alw—...—Aqw4:| (6.6)
n(s)=cHaq(s)b, d(s)=detH(s) (6.7)

Z zalezno$ci (5) mamy




d = lim

T(s)

530

poniewaz lim H™1(s)=0.

s—Heo

(6.8)

Czgs¢ 4ciSle wlasciwa transmitancji 7(s) jest réwna

Ty (5)=T(s)

——

_ n(s

d(s)

-d

(6.9)

Zadanie wyznaczania dodatniej realizacji zostalo, wigc
sprowadzone do wyznaczenia macierzy

AeM,A e Rm k=1,..,q,

be R, ce Rixm

dla danej $cisle whadciwej transmitancji (9).

Lemat 6.1. Jezeli
[0 1 0 0 0o
0 0 1 0 0
Ay =| : : : : o,
0 o 0 0 1
[ o0 4dp1 G2 ao,m-2  a0,m-1 |
[0 0 0 0 ]
0 o0 0 0
A =] ¢ : : DL k=1,
0 o 0 0
| QK0 Akl ak,m-2  Qk,m-1 |
lub
0 o 00 1 ]
ap O 00 0 |
, agp 1 ... 00 0
A = :l s )
agp,m-3 0 ... 10 0
|dom-2 0 ... 0 1 agm]
[0 o0 ..0 o0 ]
ago 0 .. 0 0
0 ... 0 0
a=l ® T T k=t
Qi .m-3 0 0 0
Lak,m—z 0 0 Qi,m-1 |
wredy
det| Ins — Ao — Ayw—~...— Apwd | =
=det|:I,,,s—A5—A1'w—...—A¢;w‘l]=
=5M —dpys —d,,,_zs""’z —...—dls—do

(6.10)

(6.11a)

vesq

(6.11b)

(6.11)
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przy czym
dj=d;(w)=
=agwl +aq_1'jwq‘1 t...tajwtay;, (6.12)
Ji=12,...m-1

Dowéd. Rozwijajac wyznacznik wzgledem m-tego
wiersza dla (11a) otrzymamy

det[Lns— Ao~ Aw—...—~ Agwd | =

s -1 0 0 0
0 s -1 0 0
0 0 0 .. s -1
’do _dl "d2 v Gy ST dln—l
=sm - M-ls—dm—zsm-2 _--._dls_do

Dla (11b) rozwinigcie wyznacznika wzgledem pierw-
szego wiersza daje

det[I,,,s—A0 —Alw-...—AqW"]=

s 0 0 -1
-d, s 0 0
-d, -1 0 0 ™ et
= . . . . =5"-d, 5"+
-d,, 0 s 0
-d,, 0 -1 s-d,,
-d, s 0 0 o
-d -1 0 O
+=0)™ 2 b : =
-d,; 0 0 -1 =
-d,, 0 0 .. 0 -1
=s"-d, s—d, ,s"*-...—-ds-d,
[
Uwaga 6.1. Latwo sprawdzié, ze macierze
[0 0 ..0 1]
dg 0 .0 O
A=A+ AW+ AW = d’ 1 0 0
dwy 0 ... 0 O (6.13)
[dm-2 O . 1 dpoy)
0 0 0
0 0 1 0
A=A +Aw+.. .+ AWl = : :
0 0 O 1
dy di dy ... dgy

sa zwigzane przeksztalceniem przez podobiefistwo

A(w)=P A (w)P

gdzie

(6.14)



- -

1 0 o ... 0 0 O
dy d, dy ... dypy dpy 1
dy dy dy .. dma 1 ol (6.15)

dpz dpyy 1 ... 0 0 O
| O 1 o ... 0 0 O

o

Uwaga 6.2. Zamiast macierzy (11) moiemy réwniez
wykorzysta¢ macierze otrzymane z (11) przez transpozy-
c¢je albo dowolne przeksztalcenie przez podobienstwo,
na przykiad

(6.16)

Ay =P AP lub Al =PAPdlak=0,1,...q

gdzie
(0 0 ... 0 1]
00 ..10
P=pl=|: ¢ " i 6.17)
01 ..00
(1 0 ... 0 0]

r(s)="20) 1 g (6.18)

(6.19)

n(s)=np1s™ '+ npyogs™ 2 + .+ nis+ng

n =ng (W) =bk,pw»" +bk,p_1wl’" +..+ by w + by,

a d; s okreslone przez (13).

Znajac wielomian d(s) oraz korzystajac z lemata 1 mo-
zemy wyznaczy¢ macierze (11a) lub (11b) oraz macierz
dolaczong H,«s). Z (19) i (5) mamy

(6.20)

Haa(s)b_
detH (s) B
() ) - (o
1 hi(s) ha(s) ... hn(s
=m[q € . Cm] : : : |
Bea(s) hma(s) ... Bym(s)||bm
_n 5)
d(s)
przy czym

mi(s) ha(s) . Pim(s)
Ha(s)= hu;(S) hll’:(s) hz,,,:(s) 6.21)

h,,,,(s) h,,,;b(s) h,,,,,,(s)
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jest macierzg dolaczona dla macierzy (11a) (lub (11b)).
Poréwnujac wspéiczynniki przy tych samych potegach
zmiennej § i w licznikéw zaleznos$ci (20) otrzymamy

Gx=f (6.23a)
gdzie
(6.23b)
G=[8s]eRm, M=m?, f=[fi fo ... fi]
x=[n ®m ... xz]=

=[blcl blCZ ver blCm bzt‘l ves bInCMI’

Elementy g; macierzy G zaleza od macierzy A,
k=0,1,...,q, a elementy wektora f zale2a od wsp6iczyn-
nikéw by wielomianu n(s).

Zgodnie z lematem A (podanym w dodatku), jezeli
rzad G =1zad [G, f] (6.22)

to réwnanie (23a) ma nieujemne rozwiazanie xe& RF
wtedy, gdy

L G fu,
; 5 0 (6.23)

dla wszystkich 5, >0,i=1,...,r (r=rzad G'G)

przy czym s; jest wartoscia wlasna macierzy G'G, a u;
wektorem wlasnym przyporzadkowanym tej wartosci
wlasnej

G'Gu; = sw;, i=1,...m (juf=1) (6.24)

Z postaci wektora x (okreslonego przez (23b)) wynika,
/o

XiXpim = X Xism dla i 2k oraz i,k =1,...,m (6.25)

Znajac rozwigzanie x€ RP r6wnania (23a) mozemy
wyznaczyé be R,™ i ce R,"™ wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spetniony warunek (25).

Zauwazmy, ze dla (11) macierz A, jest macierza Metzle-
ra, a A, R,™ dla k=1,..,q wtedy i tylko wtedy, gdy
wspélczynniki Qgo, Qof---,00,m-2 i Q0B ly-osAbym-1»
k=1,...,q wielomianu d(s) sa nieujemne, a wsp6lczynnik
ag .1 jest dowolny.

Zauwazmy réwniez, ze dla wielomianu d(s) wymiary
macierzy (11) sa najmniejsze z mozliwych.

Zostato, wigc udowodnione nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.1. Istnieje dodatnia realizacja minimal-
na (3) transmitancji T(s) (danej zaleinosciq (19)) wtedy,
gdy sq speinione nastepujqce warunki
i T(e)=1lmT(s)eR,:
s—yo0

ii. Wspdtczynniki wielomianu d(s) spetniajq wa-
runki




a,20dlai=0,1,...,m~2 oraz

o (6.26)
ay 20 dlak=1,...,q; j=0,1,...,m-1
a wspétczynnik ag m.; jest dowolny.
iii. Warunki (23) i (25) sq spetnione.

Jezeli warunki twierdzenia 1 sg spelnione to dodatnia
realizacj¢ minimalng transmitancji 7(s) mozna wyzna-
czyc¢ korzystajac z nastgpujacej procedury.

Procedura 6.1.

Krok 1. Korzystajac z (8) i (9) wyznaczamy d oraz
Scisle wlasciwa transmitancj¢ T,(s);

Krok 2. Znajac ~ wsp6lczynniki  ay, k=0,1,...q;
Jj=01,...m-1 wielomianu d(s) wyznaczamy
macierze (11a) (lub (11b)).

Krok 3. Poréwnujac wspétczynniki przy tych samych
potggach zmiennej s i w réwnosci (21) wyzna-
czamy elementy macierzy G i wektora f.

Krok 4. Wyznaczamy rozwiazanie. x€ RF réwnania
(23a).

Krok 5. Znajac x wyznaczamy b i c.

6.3. Przyklad
Wyznaczy¢ dodatnia realizacj¢ minimalng (3) transmi-
tancji

6.27)

25° = (2w? +4w=3)s2 —(3w? +2w+1)s - (5w? + 4w)

T(s)= s3—(w? +2w—1)52 = (w? +2)s—(2w? + w+1)

Korzystajac z procedury 1 otrzymujemy kolejno
Krok 1. Z zaleznosci (8) i (9) mamy

d=lim T(s)=2

5—)oo

(6.28)

T (s)=T(s)-d =

B 52 —(w2+2w-3)s—(w2+2w-2)
s —-(w2 +2w—1)s2 —(w2 +2)s—(2w2 +w+l)

Krok 2. Biorac pod uwagg, ze
d(s)=+ -(w2 +2w—1).s'z —(w2 +2)s-(2w2 +w+1)

ao=lay=2ap=-Lap=1
a1=0,a1=2,080 =2,a; =ap =1

oraz korzystajac z (11a) otrzymamy

(6.29)
010 000 000
A=|0 0 1|, A={0 0 0], A,=(0 0 O
1 2 -1 1 02 211

Krok 3. W tym przypadku

Hyy (s)=[Ins— A —Alw—Azwz]M =

52—(w2+2w—1)s-—(w2+2) s—(w2+2w—l) 1

= 2wl +w+l sz-(w2+2w-—l)s s
(2w2+w+l)s (w2+2)s+(2w2+w+l) 52
oraz
(6.30)
cHysh=le, ¢, olx
szf(w2+2w—l)s—(wz+2) s—§w2+2w—lg‘ 1
2w w1 52 =(w? +2w-1 s |x
2

(2w2+w+l (w2+2)s'+(2w2 +w+l) s

F‘,}:sz_(wz+2w-3),_(wz+2w-z)

b,

Poréwnujac wspdtczynniki przy tych samych potegach
zmiennej s i w réwnosci (30) otrzymamy réwnanie
(23a) przy czym

(6.31)
[1 00 0 1 00 0 1] (1]
-1 02 0 -11000 -1
2 01 0 20000 -2
G=[1 01 1 1 2010} f=|3
-120-1 0 2000 -1
010201000 -2
(2 101 0 110 0f [ 2

W tym przypadku warunki (23) i (25) s spelnione.

Krok 4. R6éwnanie (23a) z macierzami (31) ma rozwia-
zanie o postaci

=0 00110110 (632

tatwo sprawdzi¢, ze -rozwiacza.nie (32) speinia warunki
(25).

Krok 5. Macierze b i ¢ maja posta¢

0
b=|1|, c¢=[1 1 0]
1

(6.33)

Poszukiwana dodatnia realizacja minimalna dana jest
przez (28), (29) i (33).

7. PODSUMOWANIE I PROBLEMY OTWARTE

W pracy dokonano syntetycznego przegladu aktualnego
stanu badafi w wybranych obszarach teorii dodatnich
liniowych uktadéw z op6zZnieniami dotyczacych:
e  Stabilnosci asymptotycznej i odpornej ukladéw
dyskretnych z op6Znieniami
e  Osiggalnosci i sterowania z minimalng energia
uktad6w dyskretnych z opéZnieniami



e  Wyznaczania dodatnich realizacji minimalnych
ukladéw dyskretnych i ciagltych z op6Znienia-
mi

Poza znanymi wcze$niej publikowanymi wynikami
przedstawiono nowe wyniki dotychczas niepublikowa-

ne.
Przedstawiono w pracy rozwazania dotyczace uktadéw
o jednym wejéciu i jednym wyjéciu mozna stosunkowo
fatwo uogélni¢ na przypadek uktadéw o wielu wej-
Sciach i wielu wyjsciach; dotyczy to w szczegblnosci
metod wyznaczania dodatnich realizacji minimalnych
ukladéw dyskretnych i ciaglych z opéznieniami. Do-
tychczas znacznie wigcej udalo si¢ rozwiaza¢ zagadnief
dotyczacych dodatnich ukladéw dyskretnych niz cia-
glych z opéZnieniami. W pierwszej kolejnosci nalezato-
by wigc uog6lni¢ znane wyniki dla dodatnich uktadéw
dyskretnych z op6Znieniami na przypadek dodatnich
uktadéw ciagtych, na przyklad kryteria osiagalnosci,
sterowalnodci i obserwowalnosci, sterowanie z mini-
malng energia itp. Problemem otwartym jest przeniesie-
nie tych rozwazanh na dwuwymiarowe (2D) uklady
z op6Znieniami, na ukfady ciaglo-dyskretne z op6Znie-
niami oraz dodatnie uklady biliniowe z opéznieniami

itp.

8. DODATEK
Wezmy pod uwage réwnanie
Ax=b (Al)

gdzie AeR™ beR".
Zaktadamy, ze réwnanie (Al) ma rozwiazanie, czyli

rzad [A,b] =rzad A (A2)

Lemat A. Niech bedzie spetnione zatozenie (A2). Réw-
nanie (Al) ma nieujemne rozwiqzanie x€R,", gdy
L ul ATbu, >
i=) S,

0 (A3)

dla wszystkich s; > 0,i=1,...,r rzqd macierzy ATA

przy czym s; jest wartosciq wlasna macierzy A'A, a u;
Jest wektorem wlasnym odpowiadajqcym s;, czyli
ATAM,' = s,~u,-,i = 1,...," (A4)

oraz “u,- " =].

Dowé6d. Mnozac lewostronnie réwnanie (A1) przez AT
otrzymamy

ATAx=ATh (AS)
Mnozac lewostronnie (AS) przez ul dostaniemy
ul ATAx=uT ATb,i=1,...,n (A6)
oraz korzystajac z (A4) otrzymamy
sul x=ul ATb,i=1,...,n (A7)
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Biorac pod uwagg, ze si=0, i=r+1,...,n z (A7) mamy
(A8)

r r T AT R
x=Y ul xu, =Z£’iﬂ‘—‘— dla wszystkich s; >0,i =1,...,r
i=l =1 5 ‘
Réwnanie (Al) ma, wigc nieujemne rozwiazanie xeR,"
wtedy, gdy jest spelniony warunek (A3).
|
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