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UZYCIE ULAMKOWEGO FILTRU KALMANA DO ESTYMAC]JI
PARAMETROW UKEADU RZEDU ULAMKOWEGO

Dominik SIEROCIUK

Politechnika Warszawska, Wydzial Elektryczny, Instytut Sterowania i Elektroniki Przemystowe;]
ul. Koszykowa 75 00-662 Warszawa, e-mail:dsieroci@ee.pw.edu.pl

Streszczenie: W niniejszej pracy przedstawione jest uzycie al-
gorytmu filtru Kalmana dla uktadéw utamkowego rzedu do es-
tymacji parametréw oraz utamkowego rzedu uktadu. W pracy
znajduje si¢ opis algorytmdéw estymacji wraz z przyktadowymi
symulacjami i analiza wynikéw.

Stowa kluczowe: Utamkowy Filtr Kalmana,”Unscented”
Utamkowy Filtr Kalmana, uktady utamkowego rézniczkowego
rzedu, estymacja utamkowego rzgdu uktadu, identyfikacja para-
metryczna.

1. WPROWADZENIE

Historia teorii rachunku rézniczkowego ulamkowego
rzedu sigga dos¢ daleko, poniewaz pierwsze wzmianki
na ten temat (Leibniz i L'Hospital) datuje si¢ juz na ko-
niec XVII wieku. Jednakze wsréd inzynieréw dopiero
pod koniec lat 60 ubiegtego wieku wzrosto zaintereso-
wanie ta tematyka. Jak si¢ szybko okazalo, istnieje w
technice wiele probleméw ktére tatwiej jest opisaé wia-
$nie przy pomocy rachunku rézniczkowego utamkowego
rzedu. Pozwala on na przyklad na dokladniejszy opis
osrodkéw stratnych i dyspersyjnych (elektrodynamika,
mechanika osrodkéw lepko-sprezystych, procesy elek-
trochemiczne, uklady, w ktérych wystepuje tarcie). Mo-
dele utamkowego rzedu coraz czgsciej znajduja zastoso-
wanie przy opisie uktadéw w takze robotyce, czy to jako
regulator utamkowego rzgdu [10] (11], czy tez do opisu
samego uktadu robota . Jednym z kluczowych zagadnieri
zwigzanych z ukladami o utamkowym rzedzie réznicz-
kowania jest identyfikacja ich parametréw, a w szczeg6l-
nosci ich utamkowego rzedu danego uktadu, o czym jest
mowa w dalszej czesci artykutu.

2. PODSTAWY ULAMKOWEGO RACHUNKU
ROZNICZKOWEGO

Jako definicje rézniczko-catki utamkowego rzedu zostata
przyjeta w tej pracy definicja Griinwald’a [1] [2], ktéra
dla uktadéw dyskretnych ma postac :

k

Atgi; = glg > (-1 C) R

j=0

0y
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gdzie n jest ulamkowym rzedem, a h jest okresem préb-
kowania dalej przyjmowanym jako 1. Wyrazenie A"z,
oznacza rézniczko-catk¢ zmiennej x w punkcie czaso-
wym k. Gdy n jest dodatnie otrzymujemy wzor na r6z-
niczke, gdy n jest ujemne wzér na calke (stad nazwa
rézniczko-catki), a gdy n 0 otrzymujemy te¢ samg
funkcje. Symbol Newtona mozna wyznaczyé z relacji

(8):
n 1
j = 3 n(n—=1)...(n—j+1)
kil

Uzywajac tej definicji, mozemy uogdlni¢ tradycyjny
(catkowitego rzedu) model dyskretny w przestrzeni stanu
na model o utamkowym rzedzie rézniczkowym. WeZmy
wigc tradycyjny stochastyczny dyskretny model w prze-
strzeni stanu opisany réwnaniami:

dlaj =0

2
dlaj >0 o

Az + Buy + wy
C.’Ek + v

3
C))

gdzie w i v sa zakléceniami w dalszej czesci artykutu
przyjmowane jako niezalezne o wartosci oczekiwanej
réwnej 0.

Réwnanie aktualizacji wektora stanu mozna przedsta-
wié jako

Tk+1
Yk

Alll:k+1 = Agxr + Bug + wi &)

gdzie Ag = A — I, a A} jest r6znicg rzgdu n, dia pierw-
szego rzgdu réwna

1
A'Tiy1 = Th1 — Tk

(6)

Warto$¢ kolejnego wektora stanu mozna wyznaczy¢ z
zaleznosci:

Trs1 = Alzpyr + zk )

Mozna to uogélni¢ na réznice niecatkowitego rzedu,
ktéra jest dyskretnym odpowiednikiem rézniczki utam-
kowego rzegdu, przez co otrzymujemy dyskretny ukiad
utamkowego rzgdu w przestrzeni stanu.

A".’Ek_H Agzy + Buy + wg
Tryr = ATz
k+1 n
— Z(—l)’(.)zk_,-ﬂ (®)
j=1 J



gdzie n moze byé¢ licza niecalkowita, utamkowym rze-
dem uktadu.

Dzigki takiemu zabiegowi otrzymujemy model utam-
kowego rzedu w przestrzeni stanu, zlozony z ukladu
trzech réwnari:

- obliczajgcego ulamkowg réinice danej zmiennej
stanu (5)

- wyznaczajgcego kolejng zmienng stanu ( 8)
- réwania wyjécia (takie same jak w (4)).

Dla uktadu, w ktérym réwnania stanu nie maja tego
samego rz¢du, réwnania przybiora nastgpujaca postac:

AYzpy1 = Agzy + Buk + wi 9
k+1 _
Trp1 = AT Tpyy — Z(‘l)Jszk+l—j (10)
Jj=1
gdzie
Te = dag[ (%) ... (%) ]
ATz - = [ AMzypn Az |7

Dla deterministycznego uktadu utamkowego rzedu w
przestrzeni stanv réwnanie réznicowe jest okre$lone na-
stepujacq zaleznoscia:

A"y + aN—lA"TV'lyk-l +- -+ aoyk-~n = (11
bN_1A™ =11y 3 + - + boup—n

ny=n1+nz+---+nN (12)

Przy czym wspéiczynniki a;, b; s3 wspéiczynnikami
macierzy ukladu w postaci analogicznej do postaci kano-
nicznej regulatorowej czy obserwatorowej, na przykiad:

0

0 1 0 0 0

A= : : 5 B = :

0 0 0 1 0

—Qp —a1 —a2 —QN-1 1
C=[h b bn-1 ]

3. PODSTAWOWE NARZEDZIA ESTYMACJI
DLA UKEADOW O ULAMKOWYM RZEDZIE
ROZNICOWYM

3.1. Filtr Kalmana dla ukiadéw uvlamkowego rzedu
(FKF)

Dla uktadu 'zdeﬁniowanego w (9),(10) i (4) algorytm
Filtru Kalmana minimalizujacy nast¢pujaca funkcje celu
(31:

£x = argmin[(Zx — z)P; (& — )T
+ (y—Cz)Ry(y ~ Cz)"]
dany jest réwnaniami:
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AYzy,y = Agdr+ Bux
k+1
B = Alze + ZTj3k+1—j
=
B = (Aa+T1)Peo1(Aa+T1)T
k
+ Qk-1+ Z T3P yT5
=2
K B.CT(CR.CT + R)!
& = I+ K(y — Cy)
B = (I-KC)B

Jak widaé, rézni si¢ on od algorytmu dla uktadéw cat-
kowitego rzedu sposobem wyznaczania predykcji stanu i
predykcji macierzy kowariancji blgdu estymaciji. Predyk-
cja macierzy kowariancji zalezy od poprzednich wartosci
macierzy kowariancji blgdu estymacji.

3.2. ”Unscented” Filtr Kalmana dla ukiadéw ulam-
kowego rzedu (UFKF)

Wigkszo§¢ zagadniefi estymacji parametréw prowadzi do
powstania uktadéw nieliniowych (w duzej mierze bili-
niowych). Dla uktadéw nieliniowych zachodzi potrzeba
stosowania dodatkowych modyfikacji algorytmu, takich
jak zastosowanie linearyzacji przez rozwinigcie w szereg
Taylora (EKF) lub wyznaczanie macierzy kowariancji i
wartosci oczekiwanych poprzez transformacje “Unscen-
ted” (Unscented Utamkowy Filtr Kalmana (UFKF)).

To drugie podejécie daje wigksza doktadnosé przy wy-
znaczaniju predykcji macierzy kowariancji bledu, a dodat-
kowo nie wymaga rézniczkowania do linearyzacji, co ma
decydujace znaczenie przy estymacji rzgdu uktadu, jak to
zostanie pokazane w rozdziale 4.4.

Transformacja "Unscented” [4] [7] polega na wyzna-
czeniu dodatkowych punktéw (13), ktére okreslajg kowa-
riancj¢ bledu danego wektora, nastgpnie obliczenie war-
tosci funkcji nieliniowej dla tych punktéw. Z tych warto-
§ci wyznaczenie nowej wartosci oczekiwanej i kowarian-
cji bledu wektora w chwili nastgpne;. .

Przy zalozeniu, ze szum jest addytywny i o zerowej
wartoéci oczekiwanej, korzystajac z analogii do tradycyj-
nego UKF oraz liniowego FKF zdefiniowanego powyzej,
mozemy otrzymaé nastgpujace réwnania opisujace UKF
dla uktadéw ulamkowego rzgdu:

Przyjeto oznaczenie, Ze

xe=1[2x #x(VIT+NF)]

oznacza

Zr,1=0
[Ex+ (VI +NPe)li=1...L
(&% — (v/(L+ N Pe)or—i)yi=L+1...2L

gdzie /(L + A)Px); oznacza i-t3 kolumng pierwiastka
kwadratowego macierzy (np: dolno-tréjkatnej faktoryza-
cji Cholesky’ego) a wspéiczynniki wagowe Unscented

Xigk =



transformacji W sa réwne

wm™ = ML+
W = ME+N+(1-0®+5)
wm™ = w9 =1/QL+N)

gdzie A = o?(L + k) — L, a jest wspélczynnikiem
okreslajgcym szeroko$¢ rozstawienia punktéw transfor-
macji (np. 1 € a < 1le — 4), k dodatkowym wsp6t-
czynnikiem skalujacym zazwyczaj przyjmowanym jako
3-L, 8 wspéiczynnikiem powigzanym z nasza znajomo-
§cia typu szumu, dla szumu Gausowskiego przyjmowany
jako B = 2.
Warunki poczatkowe algorytmu to

o = Elzo], Po = E[(zo — £0)(z0 — £0)”]

Algorytm natomiast przedstawia si¢ nastgpujaco:

% = [ 2 &xt(/T+NP)]
A%k = F(Rik—1,Uk—1)
k
Xig = Arii.k—z:(“‘l)j'rjf(i,k—j
j=1
2L
T = ZWi(m))z:,k
=1
. 2L
B = Y WO — Bllxe — &7 + Qe
=1
Xk = [:ik Fp £ ( (L+,\)15k)]
Yik = Hl[Xi

2[{

G = > W™k
i=1
2L

Puwk = Z Wi(C) Dji,k - gk][ji,k - gk]T + Ri
=1
2L )
Poye = Y, W%k — &6l Pik — 3T
=1
K P"""y“PU—h:Ih
Er = Ep+Kilyr —Gk)
B Py — K Py, Kk

Gdzie F(X; k—1,uk—1) jest funkcjg nieliniowg wyzna-
czania kolejnego wektora zmiennych stanu, a H [x; k] jest
nieliniowa funkcja wyjsécia uktadu. Do wyznaczania pre-
dykcji stanu uktadu i macierzy kowariancji blgdu algo-
rytm korzysta z poprzednich danych k- ;. Przez co po-
$rednio otrzymuje informacje o poprzednich warto§ciach
macierzy kowariancji blgdu estymaciji.

4. ESTYMACJA PARAMETROW MODELU
W rozdziale tym zostang przedstawione poszczegdlne

metody estymacji parametréw ukiadu utamkowego

rzgdu.
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Rysunek 1. Wyniki rekurencyjnej estymacji parametréw

We wszystkich przykladach parametry estymowanego
uktadu sg rowne:

a=01 a;=02 b0=0.15
b1 =0.3 n = 0.7 ng = 1.2

Wariancja szumu addytywnego wyjécia E[v?] = 0.1
(dla identyfikacji na podstawie réwnania réznicowego
przyjeto wariancje szumu réwna zero).

4.1. Estymacja na podstawie réwnania réznicowego

Roéwnanie (11) mozemy przedstawi¢ w postaci ukiadu
réwnan, wprowadzajac nastgpujace oznaczenia:

4 [ _An;v_lyk—l

P = —Yk—N
ANy Uk-N |

0 = [ana ap by bo |

Yi = [Arvy ]

gdzie @i i Y sa wektorami danych, a § wektorem iden-
tyfikowanych parametréw.
Otrzymujemy wtedy nastgpujacy uktad réwnan w za-
pisie macierzowym:
Y =70 (13)
Przy wigkszej liczbie danych niz parametréw otrzy-
mujemy nadokre$lony ukiad réwnan, ktéry mozna roz-
wigzaé przez wyznaczenie pseudoodwrotno$ci macierzy
¢, ktéra jest macierza zawierajaca kolejne wektory 7 .
Pseudoodwrotno$€ macierzy w przykladzie, ktérego wy-
niki zostaly przedstawione na rys. 1, wykonano uzywajac
metody rekurencyjnej [12].

Koncowe warto$ci identyfikowanych parametréw wy-
nosza

ap = 0.1984 ao = 0.0996
by =0.2972 bo = 0.1493
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+ x1 estymowane
X2 estymowane
— x1 obiektu
= -+ x2 obiektu
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Rysunek 3. Wyniki potaczonej estymacji, estymowany
parametr

100

4.2, Polaczona estymacja stanu i parametréw

Polaczona estymacja stanu i parametréw obiektu polega
na poszerzeniu wektora stanu o estymowane parametry.

(14)

gdzie z}, jest nowym wektorem stanu, a wj, jest wektorem
parametréw.

Wyniki polaczonej estymacji przedstawione sa na rys.
2 i 3. Ze wzgledu na nieliniowo$¢ problemu wykorzy-
stany zostal algorytm oparty na transformacji *Unscen-
ted” (UFKF), aczkolwiek algorytm oparty na linearyzacji
Taylor’owskiej takze mégtby zostaé uzyty.

Koricowy wynik to ag = 0.0963. Przy funkcjach nieli-
niowych zdefiniowanych jako:

_ T2,k
F(z},ux) = { o1 5 — 1as + a ] (15)
H(zg) = [ boz1e bizos | (16)
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4.3. Estymacja dualna

Estymacja dualna polega na zastosowaniu odrgbnych fil-
tréw do estymacji wektora zmiennych stanu z i wektora
parametréw w; modelu. Schemat jej dziatania przedsta-
wiony jest narys. 4, gdzie KFx jest filtrem dla zmiennych
stanu, a KFw jest filtrem dla parametr6w modelu. Filtr
KFx korzysta z poprzedniej wartoéci estymaty wektora
parametréw wy_; i danych z wejécia ux—; i wyjscia yx
ukladu do wyznaczenia estymaty wektora stanu ukladu
£ . Filtr FKw natomiast korzysta z poprzedniej warto$ci
estymowanego przez KFx wektora stanu £ i z wejécia

.Uk~ i danych z wyjscia yx uktadu do obliczenia wlasnej

predykcji stanu i wyjscia uktadu %%, Vi’ i w ten sposéb
wyznaczenia kolejnej estymaty parametréw uktadu 1.

1
T
KF x Al .
Yk, Ug—1—
L, .
W
KF w E
Wi—1

Rysunek 4. Schemat Estymacji Dualnej

Przy tak zdefiniowanym problemie i w pelnej ana-
logii do tradycyjnego UKF dla estymacji parametréw
mozemy zdefiniowaé UFKF dla estymacji parametréw
ukladu utamkowego rzedu.

Wy = Wk—1
j?;u = j%tll 'F sz{-l
W= [ awa (Ve +07r) |
AT(Wk)i;:” = Ad(Wk).’i?k—l + B(Wk)uk—l
-~ k .
= AT(Wk)if e Z(—l)’Tjﬁk—j

i=1
Y = COM)REs

2L
i = S W,
i=0

llkyk = Z W( )[y‘l k — yk][yl,k = yk]T + R¥
= |
= Z W,-(c) Wik — D) (Vi — Gx]T
i=1
= Py yum.)_
Wy =wk+’Ck(yk*377:")

PP = PP —KyPe, KY

VkVk

IDID

Wi Yk



Rezultaty estymacji dualnej stanéw i dwéch parame-
tréw uktadu przedstawione sa na rys. 51 6. Jako estymator
zmiennych stanu (KFx) zastosowany zostat liniowy Filtr
Kalmana dla ukiadéw utamkowego rzgdu (FKF) opisany
w rozdziale 3.1. Jako estymator parametréw (KFw) uzyty
zostal UFKF dla estymacji parametr6w uktadu utamko-
wego opisany powyzej. Koficowe warto§ci estymowa-
nych parametréw wynosza ag = 0.1001i ¢; = 0.2013.

Parametry KFx:

100 0 01 0
P°=[ 0 100]Q°=[0 0.1]
o = [0,0], R=1[0.1]

Parametry KFw:

w=[ao ail ]T

10 0] ,,_ [00001 0
Py‘[o 10]Q°‘[ 0 0.0001]

wo = [0,0], B =[0.1], @ = 0.01

_10] * x1estymowane
+  x2 estymowane

—— x1 obiektu

=~ x2 obiektu

_15 . 2 »
50 100 150

— a0
— ai

4
50 100 150

Rysunek 6. Wyniki estymacji dualnej, estymowany pa-
rametr

4.4. Estymacja dualna wektora stanu i utamkowego
rzedu ukladu

Umieszczajac w wektorze parametr6w estymowanych

rzad ukfadu otrzymujemy sposéb na ‘estymacje tego

rzg¢du. Dzigki zastosowaniu UFKF omijamy problem wy-

znaczania predykcji macierzy kowariancji, ktéry nie jest

trywialny przy uzyciu liniowego FKEF, patrz [3].
Parametry KFx:

100 0 01 0
PO‘[ 0 100]Q°=[ 0 0.1]
2o =[0,0], R = [0.1]
Parametry KFw:

w = [nl]
Py =[50]Qp = 00001 ]
wo = [0], R* = [0.05], a =0.01

Wyniki estymacji dualnej wektora stanu i rzedu uktadu
zostaly przedstawione na rys. 7 i 8. Po poczatkowych
zmianach warto$¢ wektora rzedu dazy do wartosci rzedu
estymowanego modelu n; = 0.7. Korficowa warto$¢ es-
tymowanego rzedu uktadu to n; = 0.6929.

- + x1 estymowane

st * x2 estymowane
. ~—— x1 obiektu
s = =« x2 obiektu

-15
0

Rysunek 7. Wyniki estymacji dualnej stanu i rzedu, wek-
tory stanu

25,

[[=— estymowany rzad n1 |

1 L
o 50 100 150

Rysunek 8. Wyniki estymacji dualnej stanu i rzedu, es-
tymowany rzad



5. PODSUMOWANIE

W artykule zaprezentowano rézne sposoby estymacji pa-
rametréw uktadu o utamkowym rzgdzie rézniczkowym.
Przedstawiony zostal spos6b identyfikacji parametréw
przy uzyciu zapisu ukladu w postaci réwnania réznico-
wego wraz z identyfikacja parametréw przyktadowego
obiektu. Kolejng grupg byly algorytmy oparte na Filtrze
Kalmana dla ukltadéw o utamkowym rzgdzie rézniczko-
wym w postaci polaczonej estymacji stanu i parametréw,
jaki estymacji dualnej. Dla czgsci z tych probleméw oka-
zato si¢ koniecznym wprowadzenie Filtru Kalmana opar-
tego o Unscented transformacjg¢. Przedstawiono wyniki
estymacji polaczonej przy uzyciu tego filtru. Wprowa-
dzono takze jego odmiang dla estymacji parametréw w
procesie estymacji dualnej i zaprezentowano wyniki ta-
kiej estymacji. Zastosowanie tego filtru umozliwilo takze
estymacj¢ ulakowego rz¢du ukladu. Wszystkie te wyniki
zostaty uzyskane przy obecno$ci zaszumnionego wyj-
§cia, co pokazuje odpornosé tych algorytméw.

USING FRACTIONAL KALMAN FILTER FOR
PARAMETERS OF FRACTIONAL SYSTEM
ESTIMATION

Abstract: In this paper the use of Kalman Filter for fractio-
nal order systems parameters and order estimation is presented.
The results of different methods eg. Joint Estimation, Dual Es-
timation are shown. The Unscented Kalman Filter for fractional
order systems is also presented.
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