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STEROWALNOSC UKEADOW DYSKRETNYCH TYPU 2-D

Jerzy KLAMKA

Instytut Automatyki, Politechnika Slaska

ul. Akademicka 16, 44-100 Gliwice,

Streszczenie: W artykule przedstawiono przeglad rezul-
tatéw dotyczacych sterowalnosci dyskretych nieskonczenie
wymiarowych ukladéw dynamicznych o dwéch zmiennych
niezaleznych, tak zwanych ukladéw dynamicznych typu 2-D.
Rozpatrzono liniowe dyskretne uklady dynamiczne typu 2-D
ze stalymi wspélczynnikami okreslone w nieskoficzenie wy-
miarowej przestrzeni Hilberta. Przytoczono podstawowe
definicje r6znych rodzajéw sterowalnosci. W oparciu o meto-
dy analizy funkcjonalnej i algebry liniowej macierzy, sformu-
lowano szereg warunkéw sterowalnosci dla réznych modeli
matematycznych ukiadéw dynamicznych typu 2-D. Przedys-
kutowano wzajemne zwiazki zachodzace pomi¢dzy réznymi
rodzajami sterowalnosci. Ponadto zamieszczono liczne uwagi
oraz komentarze dotyczace bibliografii.

Stowa kluczowe. Uklady liniowe. Ukiady dyskretne. Uktady
dynamiczne typu 2-D. Uklady nieskoficzenie wymiarowe
Sterowalnos¢.

1. WPROWADZENIE

Sterowalno$¢ podobnie jak obserwowalnos¢ oraz stabil-
no$¢ nalezy do podstawowych pojgé nowoczesnej ma-
tematycznej teorii sterowania. Ogélnie méwiac, stero-
walno$¢ oznacza, ze w rozpatrywanym ukladzie dyna-
micznym mozliwe jest osiagniecie zadanego stanu kofi-
cowego przy uzyciu odpowiednio dobranego sterowania
dopuszczalnego nalezacego do zadanego zbioru stero-
wan dopuszczalnych.

W literaturze z dziedziny teorii sterowania mozna spo-
tka¢ wiele réznych definicji sterowalnosci, ktére
w istotny spos6b zaleza od modelu matematycznego
rozpatrywanego ukladu dynamicznego oraz przyjetej
przestrzeni stanéw. Obszerne wykazy publikacji doty-
czacych zagadnien szeroko rozumianej sterowalnosci
dla ré2nych rodzaj6w ukltadéw dynamicznych podane sg
miedzy innymi w monografiach [1], [2], [3], [4], [5]
oraz w przegladowym artykule [6].

W ostatnim okresie znacznie wzrosto zainteresowanie
dyskretnymi uktadami dynamicznymi o wielu zmien-
nych niezaleznych, tak zwanymi ukladami dynamicz-
nymi typu M-D [1], {2], {3], [4]. Szczeg6lnym przypad-
kiem takich ukladéw dynamicznych sg dyskretne uktady
dynamiczne o dwé6ch zmiennych niezaleznych, tak
zwane uklady dynamiczne typu 2-D szeroko omawiane
w monografii [1].
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W okresie ostatnich dwudziestu lat dyskretne uklady
dynamiczne typu 2-D sa szeroko omawiane w wielu
specjalistycznych monografiach oraz artykulach na-
ukowych. Tym niemniej nalezy wyraznie podkreslic, ze
pierwsza w skali swiatowej monografia z dziedziny
ukladéw dynamicznych typu 2-D byla niewatpliwie
ksiazka [1].

Zasadniczym celem niniejszej pracy jest przedstawienie
w skrétowej formie zasadniczych rezultatéw dotycza-
cych zagadnief sterowalnodci dyskretnych liniowych
uktadéw dynamicznych typu 2-D, w szczegélnoéa
uktadéw o statych wspélczynnikach.

Artykut podzielony jest na kilka rozdzialéw. Rozdziat 2
zawiera matematyczny opis liniowych dyskretnych
ukladéw dynamicznych typu 2-D oraz podstawowe
definicje oraz rezuitaty dotyczace sterowalnosci w za-
danym prostokacie dla liniowych nieskoficzenie wymia-

‘rowych dyskretnych ukltadéw dynamicznych typu 2-D

o statych wspélczynnikach okreslonych w przestrze-
niach Hilberta, Rozpatrzono réwniez przypadek skon-
czenie wymiarowych ukladéw dynamicznych typu 2-D.

Nalezy podkresli¢, ze-dla réznych klas dyskretnych
uktadéw dynamicznych o wielu zmiennych niezalez-
nych wprowadza si¢ r6zne definicje sterowalnosci.
Przykladowo, dla dyskretnych uktadéw dynamicznych
okreslonych w nieskoficzenie wymiarowych przestrze-
niach liniowych na przyktad w przestrzeniach Banacha
lub przestrzeniach Hilberta nalezy wprowadzi¢ dwie
podstawowe zasadniczo r6zne definicje sterowalnodci,
a mianowicie przyblizona (aproksymacyjna, staba)
sterowalno$¢ oraz dokladng (silna) sterowalno$é¢ [5],
[6]. Wynika to bezpo$rednio ze znanego faktu, ze w li-
niowych przestrzeniach nieskoficzenie-wymiarowych, w
przeciwienstwie do przestrzeni liniowych skoiiczenie-
wymiarowych, istnieja podprzestrzenie liniowe, kt6re
nie sg domknigte.

Kolejny 3 rozdziat pracy poswigcony jest w catosci
zagadnieniom sterowalnosci dyskretnych uktadéw dy-
namicznych typu 2-D przy dodatkowych ograniczeniach
nalozonych na wartosci sterowan. Zasadnicze rezultaty
tego rozdzialu dotycza przypadku stozkowych ograni-
czen nalozonych na zmienne sterujace.



W rozdziale 4 przedyskutowano problematyke¢ stero-
walnosci dla singularnych liniowych skoficzenie wy-
miarowych ukladéw dynamicznych typu 2-D o statych
wsp6iczynnikach.

Ostatni 5 rozdzial pracy zawiera krétkie podsumowanie
przedstawionych rezultatdw oraz podaje mozliwosci
pewnych uogélniefi na szersze klasy liniowych oraz
nieliniowych uktadéw dyskretnych o wielu zmiennych
niezaleznych.

2. STEROWALNOSC BEZ OGRANICZEN

W teorii liniowych dyskretnych ukladéw dynamicznych
typu 2-D rozpatruje si¢ wiele r6znych modeli matema-
tycznych [1], [2], [3], (4], [5]. Najbardziej popularne
a zatem najczg¢$ciej stosowane sa dwa modele Fornasi-
niego-Marchesiniego [1], model Roessera [1]. W pierw-
szej kolejnosci rozpatrzymy model Fornasiniego Mar-
chesiniego liniowych dyskretnych ukladéw dynamicz-
nych typu 2-D o stalych wspéiczynnikach. Modelem
tym jest liniowe réwnanie réznicowe o dwéch zmien-
nych niezaleznych postaci nastgpujacej [1].

x(i+1,j+1)=Apx(ij)+Ax(i+1 jH+Ax(1,j+1)+Bu(yj), (1)

gdzie ijeZ, = {0,1,2,3,...}-zbiér nieujemnych liczb
catkowitych,

-x(i,j)e X jest lokalnym stanem ukladu,

u(i,j)e UCV jest sterowaniem dopuszczalnym,

X- przestrzen Hilberta,

V- przestrzen Hilberta,

U jest danym zbiorem,

Ay A, ’Az, oraz B sa ogranicionymi operatorami linio-

wymi dzialajacymi w odpowiednich przestrzeniach
Hilberta.

W przypadku ukladéw dynamicznych typu 2-D skof-
czenie-wymiarowych: X=R", V=R™oraz Ao, A;, Az,i B
sq macierzami o statych wsp6iczynnikach i odpowied-
nich wymiarach.

Réwnanie (1) jest liniowym réwnaniem réznicowym
pierwszego rz¢gdu o dwé6ch zmiennych niezaleznych
bedacych liczbami naturalnymi. Zatem w celu wyzna-
czenia jego rozwigzania nalezy zna¢ odpowiednio zde-
finiowane warunki brzegowe na brzegach obszaru okre-
$lonosci réwnania.

Warunki brzegowe dla réwnania (1) sg postaci nast¢pu-
jacej

x(1,0) = xo€ X, dlaie Z,

x(0j)=xg€ V, dlaje Z, 2)
W celu przedstawienia rozwigzania réwnania réznico-
wego (1) w zwartej czytelnej postaci wprowadza sig tak
zwany operator tranzycji stanu A" uktadu dynamiczne-
go typu 2-D, zdefiniowany w sposéb nast¢pujacy [4].

(i) A™=1- operator identycznosciowy,

(i) AM=A=A"=0 dlaij>0,
(iii) AY = AgA ! + A AT + A4 =

= AFIA  + AWIA + AFNA, - dlaij>0 A3)
Z powyzszych réwnosci wynika, ze operator tranzycji
stanu jest operatorem liniowym i ograniczonym, dziala-
jacym z przestrzeni X do przestrzeni X.

W przypadku ukladu skoriczenie-wymiarowego opera-
tor tranzycji stanu jest nxn-wymiarowa macierza tran-
zycji stanu.

Wiadomo, [1], [4], ze dla dyskretnych ukladéw dyna-
micznych typu 2-D mozna zdefiniowaé wiele réznych
rodzaj6éw sterowalno$ci, w zaleznoéci od przyjetej prze-
strzeni stanéw ukladu dynamicznego. Przyktadowo,
mozna rozpatrywaé zaréwno lokalng jak i globalng
sterowalno$¢ w zadanym prostokacie dyskretnych ukta-
déw dynamicznych typu 2-D (1], [2], [3], [4], lub tak
zwang sterowalno$¢ do zadanej linii ukladéw dyna-
micznych typu 2-D [1], [2], [3].

Ponadto jak juz wspomniano we wprowadzeniu, dla
nieskoficzenie-wymiarowych ukiadéw dynamicznych
zdefiniowanych w przestrzeniach Hilberta wprowadza
si¢ rozréznienie pomigdzy dokladna a przyblizong ste-
rowalno$cig [4].

Obecnie przedstawimy najbardziej popularng i najcze-
§ciej stosowang podstawowa definicj¢ sterowalnoéci bez
ograniczefi w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] dla li-
niowych dyskretnych ukladéw dynamicznych typu 2-D
ze statymi wspélczynnikami (1], [2], [3], [4].

Definicja. [4] Uklad dynamiczny (1) z warunkami
brzegowymi (2) nazywa si¢ dokladnie sterowalnym w
danym prostokacie [(0,0),(r,s)]), jezeli dla dowolnych
warunk6w brzegowych (2) oraz dowolnego stanu koni-
cowego X€ X, istnieje sekwencja sterowan dopuszczal-

_ nych u(ij)e V, (0,0)<(i,j)<(,s) taka, e X(r,8)=Xy.
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W przypadku gdy stan koficowy X, mozna osiagnaé
jedynie z dowolng dokladno$cia, wéwczas méwimy o
przyblizonej sterowalno$ci w zadanym prostokacie.
Oczywiscie doktadna sterowalno$§¢ w zadanym prosto-
kacie implikuje przyblizong sterowalno$¢ w tym samym
prostokacie, natomiast implikacja odwrotna na ogét nie
jest prawdziwa. W przypadku ukladéw skonczenie-
wymiarowych, doktadna sterowalno§¢ w zadanym pro-
stokacie jest r6wnowazna przyblizonej sterowalnosci i
wowczas w skrécie uzywa si¢ terminu sterowalnos¢.

Wykorzystujac zdefiniowany uprzednio operator tran-
zycji stanu AY oraz liniowo$¢ ukladu dynamicznego
typu 2-D, mozna dla danych zerowych warunk6w brze-
gowych

x(1,0)=x;0=x(0,j)=x;=0, dla i,j€ Z,,

rozwiazanie x(i,j) liniowego réwnania r6znicowego (1)
przedstawi¢ w nast¢pujacej zwartej postaci:

x(ij) = Wi



gdzie
W= [A"''B,ATB . A'B,.. A!'B, B],
jest linlowym, ograniczonym operatorem,
Wi VXV, XV—oX

W przypadku skonczenie-wymiarowym Wj; jest (nxij)-
wymiarowa macierza o statych wspétczynnikach.

Natomiast sekwencja sterowan dopuszczalnych uj jest
postaci

;= [u(0,0), u'(1,0) ,..., u(i-1,0) , uT(0,1) ,...
e W(E-2,4-1) , uT(i-1,4-D]T

Wykorzystujac znane z literatury metody analizy funk-
cjonalnej i algebry liniowej oraz wprowadzone uprzed-
nio definicje 1 oznaczenia dowodzi si¢ nastepujacego
warunku koniecznego i wystarczajacego dokladnej
sterowalnosci ukladu dynamicznego typu 2-D przy
braku ograniczen na sterowanie.

Twierdzenie. [4] Uklad dynamiczny (1) jest doktadnie
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] z nie-
ograniczonymi sterowaniami dpuszczalnymi wtedy i
tylko wtedy gdy obraz operatora W, jest cala przestrze-
nig X.

Twierdzenie to mozna réwniez przedstawi¢ w postaci
nastgpujacego wniosku.

Whiosek. [4] Uktad dynamiczny (1) jest dokladnie
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy i
tylko wtedy gdy samosprzezony operator W W' :X—X
posiada ograniczony operator odwrotny.

Warunki konieczne i wystarczajace przyblizonej stero-
walnosci w zadanym prostokacie podaje ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie. [4] Uklad dynamiczny (1) jest przyblize-
nie sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)]
z nieograniczonymi sterowaniami dopuszczalnymi wte-
dy i tylko wtedy gdy domkniecie obrazu operatora W
jest calg przestrzenig X, lub réwnowaznie, gdy obraz
operatora W jest gesty w przestrzeni X.

Twierdzenie to mozna réwniez przedstawi¢ w postaci
nastgpujacego wniosku.

Whiosek. [1] Uklad dynamiczny (1) jest przyblizenie
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy
itylko wtedy, gdy samosprz¢zony operator W,
WX X posiada operator odwrotny, ktéry moze by¢
operatorem hieograniczonym.

W przypadku ukladéw skonczenie-wymiarowych na
podstawie powyzszych twierdzen mozna sformulowaé
nastgpujace warunki konieczne i wystarczajace stero-
walno$ci w zadanym prostokacie.
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Twierdzenie, [1] Uklad dynamiczny (1) jest sterowalny
w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] z nieograniczonymi
sterowaniami dpuszczalnymi wtedy i tylko wtedy gdy

rzad W =n

Whiosek. [1] Uklad dynamiczny (1) jest sterowalny w
zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy i tylko wtedy
gdy nxn-wymiarowa macierz symetryczna W W' jest
nieosobliwa.

Obecnie rozpatrzymy model Roessera liniowego ukladu
dynamicznego typu 2-D o stalych wspdiczynnikach
dany w postaci uktadu dwéch liniowych réwnan rézni-
cowych [1], [2], [4]

AarLp|_[An A x*G | [Bi] . .

N vor o | Tl g @D
X", j+ D] A An |\ x"G, )| | B2

@

gdzie X(1)e X, Jjest horyzontalnym wektorem stanu,

x"(i,j)e X3 jest wertykalnym wektorem stanu,
Ay, Ap, Ayp, Ap, By, B, sa stalymi operatora-
mi liniowymi i ograniczonymi.

W  szczegélnym przypadku ukiadéw
wymiarowych mamy

skonczenie-

xh(i,j)e R™ jest horyzontalnym wektorem stanu,

x'(i,j)e R™ jest wertykalnym wektorem stanu,
Ay, Az, Agp, Ay, By, B, s statymi macierzami o
odpowiednich wymiarach.

Warunki brzegowe dla liniowego ukladu réwnan (4) sa
postaci

x"(0j)=x"ge X, jeZ.
Xv(i,0)=XviQE X iEZ,

Definiujemy wektor stanu x'e X;xX,, oraz liniowe
ograniczone operatory A'i B' w spos6b nastepujacy

h,. .
x' = xv(l:,]‘)
x (i, ))
. [A, A
A = 11 12
A21 A22
B
B=|""
B2

W przypadku ukladéw skonfczenie-wymiarowych niech
n=n+n, oraz zdefiniujmy n-wymiarowy wektor x'eR",
nxn-wymiarowa macierz A' i nXm-wymiarowg macierz
B’ w sposéb identyczny jak zdefiniowane powyzej ope-
ratory.



Podobnie jak w przypadku modelu Fornasiniego Mar-
chesiniego réwniez dla modelu Roessera ukladu dyna-
micznego typu 2-D wprowadza si¢ operator tranzycji
stanu.

Operator tranzycji stanu A™ dla modelu Roessera ukta-
du dynamicznego typu 2-D definiuje si¢ nast¢pujaco

(11, 121, [3]).

(i) AM =T, operator identyczno$ciowy
y A'l,O _ All A12
(i) - ’
0 0
A’O,l - 0 0
A21 A22

i) AM= ATPATHLAMAYT dla §j=1,2,3,... ij>0
(iv) A™ =0 dla i<0 lub/oraz j<0.

Wykorzystujac znane z literatury metody analizy funk-
cjonalnej i algebry liniowej oraz operator tranzycji stanu
A™ mozna wyrazi¢ rozwiazanie modelu Roessera (4) w
zwartej czytelnej postaci [1], [2], [3]-

Podobnie jak dla modelu Fornasiniego Marchesiniego
réwniez dla modelu Roessera ukladu dynamicznego
typu 2-D definiuje si¢ pojgcie doktadnej oraz przyblizo-
nej sterowalnoéci w zadanym prostokacie[(0,0),(r,s)].

Definicja. [4] Model Roessera uktadu dynamicznego
typu 2-D postaci (4) nazywa si¢ doktadnie sterowalnym
w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)], jezeli dla dowol-
nych warunkéw brzegowych (5) oraz dowolnego wekto-
ra X', R", istnieje sekwencja sterowan dopuszczalnych
u(i,j)eR"™, (0,0)<(i,j)<(r,s) taka, ze X'(r,8)=X ;.

W przypadku gdy stan koncowy X' mozna osiaggnac
jedynie z dowolna dokladnoscia, wéwczas méwimy o
przyblizonej sterowalno$ci w zadanym prostokacie.
Oczywiscie doktadna sterowalno$¢ implikuje przyblizo-
ng sterowalno$¢, natomiast implikacja odwrotna na ogét
nie jest prawdziwa. W przypadku uktadéw skonczenie-
wymiarowych, dokladna sterowalno$é¢ jest rOwnowazna
przyblizonej sterowalnosci i wéwczas w skrécie uzywa
si¢ terminu sterowalnos$¢.

Wykorzystujac macierz operator tranzycji stanu A
oraz posta¢ rozwigzania réwnania réznicowego (4)
mozna sformutowaé warunek konieczny i wystarczajacy
dokladnej sterowalno$ci w zadanym prostokacie
[(0,0),(r,s)] dla modelu Roessera (4).

Twierdzenie. [4]. Model Roessera (4) jest dokladnie
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy i
tylko wtedy gdy gdy obraz operatora W’ jest cala prze-
strzenig X, gdzie liniowy ograniczony operator
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W = [M'(0,1), M'(1,0),..., M'(i,j),..., M'(r,8)]
oraz liniowe ograniczone operatory M'(i,j) sa zdefinio-
wane w sposéb nastgpujacy

M'(l,_]) :Ani-l,jBll.O+Ati,j-lB,0,1

Twierdzenie to mozna réwniez przedstawi¢ w postaci
nastgpujacego wniosku.

Whniosek. [4] Uklad dynamiczny (1) jest dokladnie
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy
itylko wtedy gdy  samosprzgzony  operator
W W XX posiada ograniczony operator odwrot-
ny.

Warunki konieczne i wystarczajace przyblizonej stero-
walnosci w zadanym prostokacie podaje ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie. [4] Uktad dynamiczny (1) jest przyblize-
nie sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)]
Z nieograniczonymi sterowaniami dopuszczalnymi wte-
dy i tylko wtedy gdy domkniecie obrazu operatora W',
jest calg przestrzenia X, lub réwnowaznie, gdy obraz
operatora W’ jest ggsty w przestrzeni X.

Twierdzenie to mozna réwniez przedstawié w postaci
nast¢pujacego wniosku.

Whiosek 2. [4] Uktad dynamiczny (1) jest przyblizenie
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy
itylko wtedy, gdy samosprz¢zony  operator
W’,SW’T,S:X—>X posiada operator odwrotny, ktéry moze
by¢ operatorem nieograniczonym.

W przypadku ukladéw skonczenie wymiarowych na
podstawie powyzszych twierdzen uzyskuje si¢ nastgpu-
jace warunki konieczne 1 wystarczajace sterowalnosci w
zadanym prostokacie.

Twierdzenie 2. [1], [2], [3], [4]. Model Roessera (4)
jest sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)]
wtedy i tylko wtedy gdy

rzadW';=n
gdzie macierz

W' = [M'(0,1), M'(1,0),..., M'(i,j)s..., M'(1,8)]

oraz nXm-wymiarowe macierze M'(i,j) sa zdefiniowane
w sposéb nastgpujacy

Mv(i’j)zAﬁ-l,ijl,O+A|‘l,j-]B,0'1

Twierdzenie. [1], [2], [3], [4]. Model Roessera (4) jest
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy i
tylko wtedy gdy

rzadW'; =n



gdzie macierz
Wi = [M'(0,1), M'(1,0),..., M'(i,j)s.... M(r,8)]

oraz nxm-wymiarowe macierze M'(i,j) sa zdefiniowane
w sposdb nastgpujacy

M(i,j) = A*B 0 + AR

W oparciu o powyzsze twierdzenie formuluje si¢ naste-
pujacy wniosek.

Whiosek. [1], [2], [3], [4]. Model Roessera (4) jest
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy
i tylko wtedy gdy nxn-wymiarowa macierz symetryczna
W W7 jest nieosobliwa.

Nalezy zaznaczy¢, ze w literaturze spotyka si¢ bardziej
og6lne definicje sterowalnosci ukladéw dynamicznych
typu 2-D. Przyktadowo rozpatruje sie warunki stero-
walnosci do wzdiuz zadanej linii. Ponadto, wykorzystu-
jac definicje zbioru osiagalnego wprowadza si¢ pojecie
osiagalnosci dla uktadéw dynamicznych typu 2-D oraz
dyskutuje wzajemne relacje pomigdzy sterowalnoscia a
osiagalnos$cia uktadu dynamicznego typu 2-D.

3. STEROWALNOSC Z OGRANICZONYMI
STEROWANIAMI

W okresie ostatnich kilku lat pojawito si¢ wiele publi-
kacji dotyczacych sterowalno$ci uktadéw dynamicz-
nych typu 2-D. Jednak wigkszo$¢ tych prac dotyczy w
zasadzie zagadnien sterowalno$ci przy nieograniczo-
nych sterowaniach. Natomiast jedynie w nielicznych
publikacjach rozpatruje si¢ zagadnienia sterowalnosci
ukladéw dynamicznych typu 2-D przy zalozZeniu ogra-
niczono$ci wartosci sterowan dopuszczalnych [6].

W niniejszym rozdziale zostana przedstawione warunki
konieczne i wystarczajace sterowalnosci liniowych
uktadéw dynamicznych typu 2-D postaci (1) z ograni-
czonymi sterowaniami przy zaloZeniu, Ze przestrzen
warto$ci sterowan sa skoniczenie wymiarowe to znaczy,
ze przestrzen V =R™,

Niech UCR™ bedzie danym zbiorem w przestrzeni war-
toéci sterowan R™. Sekwencje sterowan u={u(i,j);
(0,0)<(i,), u(i,j)eU} nazywa si¢ sekwencja sterowan
dopuszczalnych. Zbiér wszystkich sekwencji sterowan
dopuszczalnych nazywa si¢ zbiorem sterowan dopusz-
czalnych.

W dalszych rozdziatach niniejszego artykulu wykorzy-
stywane beda réwniez nastepujace oznaczenia: Q°CR™
otoczenie zera, U°CR™ domknigty wypukly stozek o
wierzchotku w zerze, oraz US%=U° ~Q°,

Niech R,=[0,¢) bedzie zbiorem liczb nieujemnych.
Symbolem R™, oznacza si¢ zbiér m-wymiarowych
wektor6w o nieujemnych wspdtczynnikach, to znaczy:
R, = {(xeR™: x, 20, dlak=1,2,....m}{3], [4].
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Niech sekwencja sterowan dopuszczalnych bedzie po-
staci

u; = [u7(0,0), u"(1,0) ..., u"(i-1,0) , T (0,1) ,...

oy U(-2,-1) , TG 1,j- 1)) € U

gdzie symbol T oznacza transpozycj¢ oraz

U; = UxXUx...xXU

jest ij-krotnym iloczynem kartezjanskim zbioru U.

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny, a mianowicie gdy
zbiér U=R,"™ jest domknigtym oraz wypuklym stozkiem
m-wymiarowych wektor6w o nieujemnych wspéiczyn-
nikach oraz [3], [4)

Uij+=R+me+mX. . .XR+m.

Ponadto niech V€ X oznacza stozek osiagalny w punk-
cie (r,s) przy zerowych warunkach brzegowych oraz
nieujemnych sterowaniach.

Zatem stozek V,, jest obrazem stozka U, poprzez li-
niowe odwzorowanie reprezentowane liniowym ograni-
czonym operatorem W, Stad,

Vrs = {xrsG X: X(I',S) = Wrsurs » UsE Urs}

V,, jest domknigtym, wypuklym stozkiem o wierzchol-
ku w zerze, generowanym przez operator W,

Zatem, mozna zdefiniowa¢ tak zwany stozek polarny
(sprzezony) V. * nastgpujaco:

Vi = {x*eX: (x*x) <0 , for all xeV,}

Nalezy réwniez podkresli¢, ze stozek V, jest zawarty w
stozku Vy, dla wszystkich (h,k)2(r,s).

Wprowadzenie réznego rodzaju ograniczen natozonych
na wartosci sterowan w istotny sposéb komplikuje ba-
danie sterowalno$ci dyskretnych ukladéw dynamicz-
nych typu 2-D.

W przypadku liniowych dyskretnych uktadéw dyna-
micznych typu 2-D dla ograniczen stozkowych nalozo-
nych na warto$ci sterowann wprowadza si¢ nast¢pujaca
definicje sterowalno$ci w zadanym prostokacie

[(0,0),(r.s,)].-

Definicja 3. Ukiad dynamiczny (1) nazywa si¢ R,™-
sterowalnym w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s,)], jezeli
dla kazdego wektora x,€R", istnieje sekwencja nie-
ujemnych sterowan dopuszczalnych u, taka, ze x(r,s) =
Xrs lub réwnowaznie, V,, = R".

Nalezy zaznaczy¢, ze podobna definicja jest réwniez
stosowana w odniesieniu do U°-sterowalnosci liniowych
dyskretnych ukiadéw dynamicznych typu 2-D, gdzie U°



jest dowolnym stozkiem w przestrzeni R™ oraz og6lnie
dla U-sterowalnoéci gdy U jest dowolnym zbiorem
w rzestrzeni R™,

Analizujac posta¢ rozwiazania ukladu dynamicznego
typu 2-D oraz korzystajac z metod analizy funkcjonal-
nej dowodzi si¢ nastgpujacego warunku koniecznego i
wystarczajacego sterowalno$ci w zadanym prostokacie
[(0,0),(r,s,)] z ograniczonymi sterowaniami.

Twierdzenie. Uklad dynamiczny typu 2-D postaci (1)
jest przyblizenie R,™-sterowalny w zadanym prostoka-
cie [(0,0),(r,s)] wtedy i tylko wtedy gdy

(i) zbiér wartosci liniowego operatora Wy jest gesty
w przestrzeni X,

(ii) Vy*={0}

Nalezy podkresli¢, ze ré6wnos¢ wystepujaca w warunku
(i) jest znanym warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym przyblizonej sterowalno$ci ukladu dynamicznego
typu 2-D postaci (1) przy nieograniczonych sterowa-
niach {1].

W przypadku ukladéw skoficzenie wymiarowych uzy-
skuje si¢ nastepujacy warunek R,™-sterowalnosci
w zadanym prostokacie.

Twierdzenie. Uklad dynamiczny typu 2-D postaci (1)
jest R,™-sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r.s)]
wtedy i tylko wtedy gdy

(i) rzadW,=n
(i) Vu*={0}
gdzie V. * oznacza étozek polarny.

Nalezy podkresli€, ze réwno$¢ wystgpujaca w warunku
(i) jest znanym warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym sterowalnosci ukladu dynamicznego typu 2-D
postaci (1) przy nieograniczonych sterowaniach [1].

Zatem ograniczona R,™-sterowalno$¢ uktadu dynamicz-
nego typu 2-D w zadanym prostokacie [(0,0).(t.s,)]
zawsze implikuje sterowalno$¢ bez ograniczei w tym
samym prostokacie [(0,0),(r,s.)].

4. SINGULARNE UKLADY TYPU2-D

W ostatnim okresie rezultaty dotyczace standardowych,
nieosobliwych ukladéw dynamicznych typu 2-D uogél-
niane sa na przypadek tak zwanych singularnych, oso-
bliwych dyskretnych uktadéw dynamicznych typu 2-D
o stalych wspéiczynnikach [2]. Motywacja takiego
post¢gpowania wynika mi¢dzy innymi z wielu przykia-
d6éw oraz mozliwosci zastosowan singularnych dyskret-
nych ukladéw dynamicznych typu 2-D w elektronice,
inzynierii chemicznej, robotyce oraz ekonomii.
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Singularne uktady dynamiczne typu 2-D w przeciwien-
stwie do standardowych regularnych ukladéw dyna-
micznych typu 2-D nie wymagaja zalozenia przyczy-
nowosci ukladu dynamicznego, lecz jedynie znacznie
slabszych zaloZen dotyczacych istnienia i jednoznacz-
noéci rozwigzania przy odpowiednio zdefiniowanych
warunkach brzegowych. Zatem, singularne uklady dy-
namiczne typu 2-D nadajg si¢ bardzo dobrze do opisu,
analizy i przetwarzania obrazéw.

W literaturze spotyka si¢ réwniez singularne ukfady
dynamiczné typu 2-D z op6Znieniami [2] oraz singulane
uktady dynamiczne typu 2-D okre§lone w nieskonczenie
wymiarowych przestrzeniach liniowych. Przeglad rezul-
tatéw dotyczacych sterowalno$ci singularnych ukladéw
dynamicznych typu 2-D przedstawiony jest migdzy
innymi w obszernej monografii {2].

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy jedynie skoncze-
nie wymiarowe liniowe uklady singularne typu 2-D
o statych wspétczynnikach. )

Niech bgdzie dany liniowy singularny dyskretny uktad
dynamiczny typu 2-D o stalych wspélczynnikach opisa-
ny réwnaniem réznicowym pierwszego rz¢du postaci

[2]:
Ex(i+ 1 j+1)=Agx(i.j)+Ax(i+1 j)+Asx(ij+1)+Bu(ij) (6)

Ay, A;, A, sa takimi samymi statymi
macierzami jak w réwnaniu (1)

E jest stala nxn-wymiarowa macierza
osobliwa.

gdzie

Wiadomo, ze singularne uklady typu 2-D posiadaja
jednoznaczne rozwiazanie jedynie dla tak zwanych
dopuszczalnych warunkéw brzegowych [2]. Podprze-
strzeni liniowa.dopuszczalnych warunkéw brzegowych
zalezy w istotny spos6b od postaci macierzy E, Ay, Ay,
Ajoraz réwniez od wejsciowej sekwencji sterowarh.

Ponizszy lemat podaje warunek kbnieczny i wystarcza-
jacy dopuszczalnosci warunkéw brzegowych dla singu-
larnych dyskretnych uktadéw dynamicznych typu 2-D.

Lemat. Warunek brzegowy jest dopuszczalny wtedy
i tylko wtedy, gdy

123d[z,;E - Ag - 2)A; - AY] =

rzad[z,z,E, Ag, 1A, Z2A2, B] dlaz;,2,€C @
Wykorzystujac znane z literatury metody algebry linio-
wej oraz posta¢ rozwigzania mozna sformutowaé nastg-
pujacy warunek konieczny i wystarczajacy sterowalno-
§ci w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] dla liniowego
singularnego  dyskretnego ukladu dynamicznego
typu 2-D.

Twierdzenie. [2] Liniowy uklad singularny typu 2-D
postaci (6) jest sterowalny w zadanym prostokacie wte-
dy i tylko wtedy gdy

rzad M, =n



gdzie
M=[M(0,0),M(1,0),...,M(1,0),M(0, 1),...,.M(0,s), M(1,1),
o M(r-1,8),M(1,1),...,M(r,s-1)]

oraz nxm-wymiarowe stale macierze M(i,j) sa definio-
wane nast¢pujaco
M(@i,j) = A“HB dla i=1,2,3,..r,  j=1,2,3,....8

Z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek
bedacy réwniez warunekiem koniecznym i wystarczaja-
cym sterowalnosci w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)]
dla liniowego singularnego dyskretnego ukladu dyna-
micznego typu 2-D.

Whiosek. {2] Liniowy uktad singularny postaci (6) jest
sterowalny w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] wtedy
i tylko wtedy gdy nxn-wymiarowa macierz symetryczna
MrSMTrs jest nieosobliwa.

Podobny warunek konieczny i wystarczajacy sterowal-
nosci w zadanym prostokacie [(0,0),(r,s)] mozna
sformulowac dla singularnego modelu Roessera typu 2-
D.

Nalezy réwniez zaznaczyé, ze ogolniejszy singularny
liniowy uktad dynamiczny typu 2-D ze stalymi wsp6i-
czynnikami oraz z prostokatna macierza E rozpatrywa-
ny jest w monografii [2].

5. PODSUMOWANIE

Artykut zawiera podstawowe definicje oraz twierdzenia
dotyczace problematyki sterowalnosci dla réznych ro-
dzajéw liniowych oraz nieliniowych ukladéw dyna-
micznych typu 2-D ze stalymi wspéiczynnikami.

Problematyka sterowalnosci dyskretnych ukladéw dy-
namicznych jest omawiana w wielu publikacjach.
W literaturze przedstawione sa migdzy innymi liczne
rezultaty dotyczace sterowalnosci ogélniejszych postaci
dyskretnych ukltadéw dynamicznych typu 2-D, w tym
takze ukladéw dyskretnych o wielu zmiennych nieza-
leznych oraz ukladéw dyskretnych o zmiennych wspét-
czynnikach.

Przykladowo, w ostatnich latach w literaturze szeroko
rozpatrywana byla problematyka sterowalnosci na-
stgpujacych rodzajéw dyskretnych ukladéw dyna-
micznych:

- liniowych ukladéw dynamicznych typu 2-D ze
zmiennymi wspéiczynnikami,
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- liniowych uktadéw dynamicznych typu 2-D z op6z-
nieniami,
liniowych ukfadéw dynamicznych typu M-D to
znaczy dyskretnych ukladéw dynamicznych o M
zmiennych niezaleznych,

- nieliniowych ukladéw dynamicznych typu 2-D ze
zmiennymi wspétczynnikami,

- liniowych ciagto-dyskretnych uktadéw dynamicz-
nych typu 2-D, opisanych ukladem réwnan
rézniczkowo-réznicowych.

Pojecie sterowalnosci w przypadku liniowych uktadéw
dynamicznych jest silnie zwiazane z zagadnieniem
sterowania z minimalng energig [2], [3], [4], [5], [6].
Sterowalno$¢ liniowego uktadu dynamicznego umozli-
wia w oparciu o macierz sterowalnosci efektywne wy-
znaczenie sterowania minimalno-energetycznego [2],

(3], (4], (5], [6).

Nalezy podkresli¢, ze zagadnienie sterowania minimal-
no-energetycznego dla r6znych klas liniowych dyskret-
nych ukladéw dynamicznych typu 2-D bez ograniczen
nalozonych na wartosci sterowan rozpatrywane jest w
oparciu 0 podstawowe twierdzenia i wilasno$ci prze-
strzeni liniowych i nie wymaga stosowania zaawanso-
wanych metod sterowania optymalnego [2], [3], {4], [5]-

Ponadto, podobnie jak w przypadku ciagtych liniowych
ukladéw dynamicznych, takze w przypadku dyskret-
nych liniowych ukladach dynamicznych istnieje silny
zwiazek pomigdzy sterowalno$cia dyskretnego ukiadu
dynamicznego a zagadnieniem lokowania biegunéw
dyskretnej transmitancji operatorowej. Zatem sterowal-
no$¢ dyskretnego uktadu dynamicznego decyduje o
mozliwosci jego stabilizacji.
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