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STABILIZACJA LINIOWEGO NIESKONCZENIE
WYMIAROWEGO SYSTEMU OSCYLACYJNEGO ZA POMOCA
LINIOWEGO SPRZEZENIA ZWROTNEGO OD POLOZENIA

Pawel SKRUCH

Akademia Gdrniczo-Hutnicza, Wydziat Elektrotechniki, Automatyki, Informatyki i Elektroniki
Al. Mickiewicza 30/B1, 30-059 Krakéw, e-mail:pskruch@poczta.onet.pl

Streszczenie: W pracy zostato rozwazone zagadnienie stabi-
lizacji liniowych nieskoficzenie wymiarowych ukladéw oscyla-
cyjnych bez ttumienia. Pokazano, ze liniowe sprzg¢zenie zwrot-
ne wspétpracujace z uktadem kompensatora dynamicznego
asymptotycznie stabilizuje system. Co wigcej, zerowe rozwia-
zanie ukladu zamkigtego jest globalnie asymptotycznie stabil-
nym punktem réwnowagi. Przy dowodzie wykorzystano zasade
La Salle’a dla uktad6éw nieskoriczenie wymiarowych.

Stowa kluczowe: stabilizacja, system oscylacyjny nieskoficze-
nie wymiarowy, zasada La Salle’a, kompensator dynamiczny.

1. WSTEP

Przy stabilizacji ukladéw oscylacyjnych czgsto spoty-
kang praktyka jest wykorzystywanie predkosciowego
sprzgzenia zwrotnego. Okazuje si¢ jednak, ze nie zawsze
taka konstrukcja jest mozliwa. Predkosciowe sprzg¢zenie
zwrotne wymaga bowiem rézniczkowania wektora sta-
nu lub zbudowania obserwatora do estymacji pochodnej
wektora stanu na podstawie pomiaru wektora odpowie-
dzi. To z kolei wiaze si¢ z rozbudowg uktadu pomiarowe-
go. Dlatego tez na szczeg6lna uwage zastugujg liniowe
dynamiczne sprz¢zenia zwrotne, ktére nie beda wymaga-
ty obliczania pochodnej stanu.

Problem stabilizacji uktadéw liniowych drugiego rze-
du w skoficzenie wymiarowej przestrzeni stanéw zostat
oméwiony w pracach [12, 17, 18, 19, 21]. Do stabilizacji
uktadu zastosowano liniowe sprzgzenie zwrotne od po-
lozenia wspétpracujace z ukladem kompensatora dyna-
micznego. Dowéd globalnej asymptotycznej stabilnosci
uktadu zamknigtego bazowal na twierdzeniu La Salle’a
[14].

W niniejszej pracy zostanie rozwazone zagadnienie sta-
bilizacji pewnej klasy uktadéw nieskoficzenie wymiaro-
wych. Klasa ta obejmuje operatorowe uklady drugiego
rzgdu opisane w rzeczywistej przestrzeni Hilberta z ogra-
niczonymi operatorami wejscia i wyjécia. Analiza ukla-
déw drugiego rzgdu o parametrach roztozonych zajmo-
walo si¢ wielu autoréw. W szczegélnosci prace [23, 24]
rozwazaja problem stabilizacji réwnania falowego przy
obserwacji brzegowej i sterowaniu brzegowym; prace
[9. 11, 13] dotycza stabilizacji uktad6w oscylacyjnych z
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nieograniczonymi operatorami wejscia i wyjécia; prace
(8, 32] rozwazaja zagadnienie sterowalnosci i obserwo-
walnosci uktadéw nieskoniczenie wymiarowych z ogra-
niczonymi operatorami wejscia 1 wyjscia.

2. SYSTEM OSCYLACYJNY

Rozwazmy otwarty i ograniczony zbiér Q C R z gtad-
kim brzegiem 0. Niech X bedzie rzeczywista przestrze-
nig Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem na zbio-
rze Q) z nastgpujacym iloczynem skalarnym

(fr9)x = /Q F(€)g(€)de. N

Norme¢ w przestrzeni X bedziemy oznaczaé symbolem
Il - lx. W takim przypadku || - |3 = (-,-)x. Przez

@) ={s:-w: [ @k <o), @
HHQ)={f€L%nyJQ“”ﬂ“eL%Qﬁ(%
bedziemy rozumie¢ przestrzenie funkcji catkowalnych z

kwadratem nad zbiorze Q.

Dynamika niettumionych drgar w nieskoriczenie wymia-
rowej przestrzeni stanéw moze by¢ opisana przez liniowe
abstrakcyjne réwnanie rézniczkowe

Z(t) + Az(t) = Bu(t), t>0, 4
z warunkami poczatkowymi
z(0) = z° € D(A), #(0)==z' € X, (5

przy czym z(t) € X = L¥(Q), A: (D(A) C X) » X
jest liniowym (w ogélnym przypadku nieograniczonym)
operatorem z dziedzing D{A) gesta w X. Operator ste-
rowania B € L(R", X)) jest zdefiniowany nastgpujaco:

-

Bu(t) = Z biui(t), (6)
i=1

przy czym B = [biby---b], by € X, u(t)

[ur(®) ua(t) -~ u )7, wi(r) € L2([0,00),R), i

1,2,...,r. Réwnanie wyjicia dla systemu (4) jest



okreslone przez liniowy 1 ograniczony operator C' €
L(X,R™) w sposéb nastepujacy:

y(t) = Cx(b), ™

przy czym
T
Cz(t) = [(c1,7)x (em>2)x] ",
(8)
funkcjec; € X, ¢ = 1,2, ..., mreprezentuja charaktery-
styki czujnikéw pomiarowych.

<C2, x)X

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadal, ze opera-
tor A jest operatorem samosprze¢zonym, dodatnio okre-
§lonym oraz ze rezolwenta R(\, A) jest operatorem zwar-
tym dla wszystkich A nalezacych do zbioru rezolwenty
p(A). Wobec tego beda zachodzié¢ nastepujace zalezno-
sci [4, 22, 30]:

(i) 0 € p(A), czyli A~! istnieje i jest operatorem zwar-
tym i ograniczonym,

(ii) A jest operatorem domknigtym,

(iii) Operator A posiada widmo dyskretne ztozone z rze-
czywistych wartosci wlasnych A; o skoriczonych
krotnosciach ; < oo, przy czym
D<M <. < <., limiseh =00,

(iv) Z kazda warto$cia wlasng A; jest zwiazanych r;

wektoréw wiasnych vig, Avye = Ak, przy czym

t=1,2,....k=1,2,...,ry

(v) Ciag wektoréw wiasnych v, 1 = 1,2,..., k =
1,2,..., 7, stanowi baz¢ ortonormalna w przestrze-
ni X.

W bazie wektoré6w wlasnych operator A posiada naste-
pujaca reprezentacje spektralna:

Az =" Z(x,vik)xvik, z € D(A), (9

1=1 k=1

przy czym

D(A) = {x eX: NS (o vk < oo}. (10)
i=1 i=1

Ponadto, dla kazdego x € X zachodzi

o0 Ti
T = Z Z(w, Vik ) X Vik -

i=1 k=1

1)

Dla dowolnej chwili czasu T' > 0 istnieje jednoznaczne
rozwiazanie z(t) € X,t € [0, T] uktadu (4) o nastepuja-
cych wtasnosciach:

(i) © € C*([0,T), X),

(ii) z(t),t € [0,T)] speinia réwnanie (4) z warunkami
poczatkowymi (5),

(iii) z(t) € D(A)dlat > 0, Az € C°([0,T), X).
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3. STABILIZACJA SYSTEMU

Rozwazmy niettumiony uktad drgajacy opisany przez
réwnania (4), (5), (6) i (7). Dziedzing D(A) operatora
A bedziemy okreslaé¢ w oparciu o warunki brzegowe (np.
Dirichleta, Neumanna) natozone na uktad (4):

D(A) = {z € H*(Q) : Bog(z) =0}. (12
Zatézmy ponadto, ze operator wyjscia C jest sprzezony z
operatorem sterowania B, tzn. C = B* i r = m. R6wna-
nie wyj$cia przyjmie zatem postac:

y(t) = B z().

Niech system opisany przez réwnanie stanu (4) i réwna-
nie wyjscia (13) bedzie obserwowalny. Oznacza to moz-
liwosé jednoznacznego wyznaczenia warunku poczatko-
wego col (z°, z!) na podstawie znajomosci wyjécia y(t)
w skoficzonym przedziale czasu [0,T], T > 0. Wa-
runkiem koniecznym i wystarczajacym obserwowalnosci
uktadu (4), (13) jest, aby dla kazdego zespolonego s je-
dynym rozwiazaniem uktadu

I:Aésl]?i:o,
0

byt wektor zerowy [10], przy czym A = [_ A (I)]’

(13)

(14)

C = [B* 0] oraz T = col(z1, £2). Badanie obser-
wowalnosci uktadu mozna takze sprowadzi¢ do badania
aproksymacyjnej sterowalnosci [2], co w naszym przy-

padku oznacza, ze spelniony jest nastgpujacy warunek
(8, 32]:

rank B; = r;, (15)
przy czym
(bryui)x  (b2,va1)x (bm, Vi) x
(br,vi2)x  (b2,vi2)x (bm,Vi2) x
(bl, 'Uir;)X (bz, Uir,-)X (bma U‘i‘f‘,’)X
(16)

vik jest wektorem wiasnym operatora A odpowiadajacym
warto$ci wiasnej A; o krotnoéci r;, i = 1,2,..., k
]., 2, ooy Ty

Rozwazmy dynamiczne sprzgzenie zwrotne o postaci
u(t) = —K[w(t) +y(2)),

w(t) + Apw(t) = Byu(t), w(0)=w"  (18)

przy czym w(t) € R™, A,, = diag [as], B, = diag [Gi],
ai,ﬁi cER,a; > O,ﬁi >0,1= 1,2,...,m,K=KT >
0 jest macierza rzeczywista dodatnio okres§lona (zob. np.
[17,31D.

Réwnania opisujace system zamknigty zapiszemy w no-
wej przestrzeni Z = H'(Q)) x L?()) x R™ z nastgpuja-
cym iloczynem skalarnym:

an

(2,2)z = (Az1,Z1)x + (22, Z2)x + 23 Q%3+

+ (B‘Zl + 23) K (B‘E] + 23) , (19)



gdzie z col(z1,22,23), 2 = ¢0l(21,22,23), Q =
diag (5] = AwB,'. Latwo wykazaé, Ze tak zdefinio-
wana przestrzeni Z jest przestrzenia Hilberta. System (4)
z wyjsciem (13), wspdtpracujacy z regulatorem (17), (18)
mozemy teraz opisaé nastgpujacym réwnaniem:

Z(t) = Lz(t)’ 20
przy czym z(t) = col (z(t), (t), w(t)), L : (D(L) C
Z) — Z jest liniowym operatorem takim, Ze

0 I 0
L=|-A-BKB* 0 —-BK @2n
-ByKB* 0 —-A,—B,K

oraz

D(L) = {col(z, &, w) € Z : & € H*(Q),
z € H'Y(Q), w € R™, Baa(z) =0}. (22)

Warunek poczatkowy dla systemu (20) okres§la wektor
z(0) = col (z°, z!, wO).

Twierdzenie 1. Operator L jest operatorem dysypatyw-
nym, czyli rozpraszajgacym energie.

Dowéd. Zob. takze [13]. Wiadomo [25], ze warunkiem
koniecznym i wystarczajacym dysypatywnosci operatora
L jest, aby nier6wno$¢

AL = L)zllz > Allzllz (23)

zachodzita dla wszystkich z € D(L) oraz A > 0. ka-
two sprawdzié, ze w rzeczywistej przestrzeni Hilberta Z,
warunek (23) jest tozsamy z warunkiem:

Lz} — 2(L2,2)z > 0, Vyepuyaso-  (24)

Wobec (19) oraz (21) dostajemy

(Lz,2)z = (Az2, 21)x +

+{(—(A+ BKB*)zy — BK z3,22)x+

+ [=BwKB*z — (Ay + ByK)23)TQza+
+ [B*22 — BuKB*z|TK(B* 21 + 23)+
+

—(Ay + By K)z3)TK(B* 21 + 23), 25)

przy czym z = col(z1, 22,23) € D(L), A > 0. Po nie-
zbyt skomplikowanych obliczeniach otrzymamy

(Lz,2)z = —3TB,Z < 0. (26)

przy czym

Z=KB*z +(Q + K)zs. 2N
Oznacza to, ze nier6wno$¢ (24) jest spetniona, zatem
operator L jest operatorem dysypatywnym. [

Twierdzenie 2. Ran (Aol — L)
Ao > 0.

Z dla pewnego
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Dowdd. Zob. takze [13). Niech Z = col(Z1,22,23) €
Z bedzie dowolnym wektorem z przestrzeni Hilber-
ta Z. Nalezy pokazaé, ze istnieje element z

col (z1, 22, 23) € D(L) taki, ze

(Aol — L)z =Z. (28)

Na podstawie (21) réwnos$¢ (28) mozna przedstawié w
postaci uktadu trzech réwnan:

Aoz1 — 22 = 21, 29)
(A+ BKB*)z1 + Aoze + BK 23 = 2, 30)
ByKB*z1 + (Aol + Ay + ByK)zz3 = 7Z3.  (31)

Z ré6wnosci (29) i (31) mozna wyliczy¢ 2o 1 z3:
22 = Aoz1 — 71, (32)

z3 = (Mol + Ay + BuK) (33 — B,KB*z). (33)

Operacja taka jest mozliwa, gdyz macierz Aol + A, +
B, K jest odwracalna (zob. lemat 1). Wstawiajac (32) i
(33) do réwnania (30) otrzymamy:

A+ A+BE T+ (XB,' +Q)7' 1B
= XoZ1 + 22 — BK(Mol + Ay + Bu,K)™'Z3. (34)

Niech

T(Ao) =22+ A+ B[E™'+ (B, ' +Q)"!"1B".
(35)
Wiadomo, z¢ @ = QT > 0, ponadto \gB;! =
diag [AoS; !]. Poniewaz macierz odwrotna do macierzy
symetrycznej rzeczywistej i dodatnio okre§lonej jest tak-
ze macierza symetryczng i dodatnio okreslona [31], za-
tem istnieje symetryczna i dodatnio okre§lona macierz
[K™' + (MoBg' + @)7*|7!. Oznacza to, e opera-
tor I'( o) bgdzie operatorem domknigtym, samosprzezo-
nym, z dziedzing D(T") = D(A) gesta w X. Ponadto
(Tzy,21)x > (A} + 8)||21]| x, (36)
przy czym stala 6 > 0 mozna wyznaczy¢ korzystajac
z lematéw 2 i 3. Wobec tego istnieje operator odwrot-
ny I'(Ao) 1, a rtéwnanie (34) ma jednoznaczne rozwiaza-
nie z; € D(A). Z réwnan (32) i (33) wyznaczamy z2 €
H'(Q) oraz z3 € R™. Ostatecznie Ran (A — L) =
Z. O

Uwaga 1. Ran (Al — L) = Z dla kazdego A > 0 (zob.
[25]). Ponadto Ran (Al — L) = Z dlaA = 0.

Uwaga 2. Przestrzef Hilberta Z jest przestrzenia reflek-
sywna, operator L jest dysypatywny oraz Ran (I — L) =
Z, zatem D(L)' = Z (zob. [25]).

Uwaga 3. Wiasno$¢ rozpraszania energii (dysypatywno-
§ci) operatora L oraz fakt, ze D(L)®' = Z implikuja, ze
operator L jest domykalny [25].

Lemat 1. Macierz \oI + A, + By K jest odwracalna.



Dowdd. Zauwazmy,ze Aol +Ay+By K = Xw + B, K,
przy czym A,, = diag [Ao + &), i = 1,2,...,m. Ponie-
waz B,, = diag(G;), zatem istnieje B! = diag[G!].
Wobec tego Ay + By K = Bw(B,jl;fw + K), gdzie
B;lﬁw = diag [8; (Mo + a;)]. Macierz BlA, + K
jest zatem macierzg symetryczng i dodatnio okreslong co
oznacza, ze istnieje macierz odwrotna (B, 14,+K )y~ L
Teza lematu wynika z faktu, ze iloczyn macierzy odwra-
calnych jest takze odwracalny (np. [31}). O

Lemat 2. Dla operatora A zachodzi nastgpujqca zalez-
noscé:

(Az, ) x > Aminl|zll X, (37
gdzie Apin = min{A, : Ay € 0(4), n=1,2,.. .}
Lemat 3. Dla dowoinej rzeczywistej i dodatnio okreslo-
nej macierzy K = KT > 0 ismieje takie § > 0, ze

((A+ BKB*)z,z)x = (Az,z)x+
+(B*z)TK(B*z) > §||z//%.
Nieréwnosci (37) oraz (38) dowodzi si¢ wykorzystujac
bezposrednio zaleznosci (9) i (11).

(38)

Twierdzenie 3. Operator L jest generatorem silnie cig-
glej potgrupy operatoréw Ty (t) € L(Z), t > 0, takich,
ze

1Tz <1, (39)

czyli jest on gencratorem pdigrupy kontrakcji (potgrupy
zwezajacej).

Dowdd. Operator L jest operatorem dysypatywnym
(tw. 1) z dziedzing D(L) gesta w Z (uwaga 2), ponadto
istnieje Ag > 0 takie, ze Ran (Ao — L) = Z (tw.2). Na
podstawie twierdzenia Lumer-Phillipsa [5, 15, 16, 25],
operator L jest infinitezymalnym generatorem silnie cig-
glej pétgrupy kontrakcji (zwezajace;). 0

System zamknigty (20) mozna takze przedstawié za po-
mocg nastepujacych réwnai [19]:

x(t) 0O I 0 x(t) 0
)| =|-A 0 0 ()| + | B | ult),
w(t) 0 0 —Ay| |w(®) B,
(40)
z(t)
st) = [C1B* 0 C3] |%(t)], 41)
w(t)
u(t) = —Ks(t), (42)
przy czym w naszym przypadku macierze C; = I,
Cy=1,.

Twierdzenie 4. Niech Ci i C, begdq rzeczywistymi
nieosobliwymi macierzami o statych wspétczynnikach.
Wowczas uktad (40) z wyjsciem (41) jest obserwowalny.

Dowdd. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym ob-
serwowalnoéci systemu (40), (41) jest, aby dla kazdego
zespolonego s jedynym rozwigzaniem ukladu

$T1 — T2 = 0,

Axy + 822 =0,

(Ay + s)z3 =0,
C1B*r1+Caxz3 =0

43)
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byt wektor zerowy [10].

Gdy s # —a; dla kazdego i = 1,2,...,m uklad (43)
sprowadza si¢ do ukiadu

ST — X9 = 0,
Azxy + sz =0,
ClB’:El = 0.

44

Poniewaz macierz C jest nieosobliwa, system (4), (13)
jest obserwowalny, zatem jedynym rozwigzaniem uktadu
(44) jest wektor zerowy.

Gdy s = —o; dla pewnego i
(43) otrzymujemy:

1,2,...,m, z ukladu

Az = —a?xl. 45)

Zauwazmy, ze w takim przypadku

(Azy,m1)x = (—ofzy, 1) x = —o||zq1||% <0, 46)

co wobec lematu 2 oznacza, ze x; = 0. Zatem takze zo =
0, I3 = 0. 0

Twierdzenie 5. System zamknigty (20) jest globalnie
asymptotycznie stabilny.

Dowdd. Rozwazmy nastgpujacy funkcjonal Lapunowa
(zob. takze [21, 27]): ’

V (2(2),3(0), w(®) = 5((2),50)x+
+ 3 A0, 2(0)x + 3u(0)T Quit)+
+ 5 hult) + Ba(0)T K w) + B'a(0)], @7

przy czym Q = diag (3] = AyBz'. Z (47) wynika, ze
V(z,z,w) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy col (z, , w) =
0, w przeciwnym przypadku V (z, &, w) > 0.

Pochodna czasowa funkcjonatu V wyraza si¢ wzorem

SV (a(t), (), w() = (B0), s O)x+
+ (Aa() 60 x + w(O Qult)+

+ [w(t) + B*x(t)]T K [i(t) + B*&(t)].  (48)
Na trajektorii systemu (20) pochodna (48) sprowadza si¢
do wyrazenia

d

5V (@(8),8(t), w(t)) = —s(t) " Bus(t) <0. (49
przy czym s(t) = K B*z(t) + (Q + K)w(t). Na podsta-
wie twierdzenia La Salle’a [14] dla uktadéw nieskoncze-
nie wymiarowych [6, 7, 16, 28] rozwiazania uktadu (20)
beda dazy¢ asymptotycznie do maksymalnego inwariant-
nego zbioru zawartego w S

S={(x,a;~,w);1'/:0}, (50)

pod warunkiem, ze trajektorie ukladu zamknigtego sa re-
latywnie zwarte w przestrzeni Z.



Warunek V' = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
s(t) = 0(zob.(41)dlaC; = K, Cz = Q+K).Poniewaz
system (40), (41) jest obserwowalny, zatem z =0,& = 0
iw=0,czyli S = {0}.

Trajektorie uktadu zamknigtego beda relatywnie zwarte,
jezehi zbi6r

¥(2%) = | JTe(®)2° 2°=2(0)e D(L), (51)
t=0 .

bedzie relatywnie zwarty w przestrzeni Z. Poniewaz ope-
rator L jest generatorem silnie ciggtej péigrupy Kontr-
akcji (tw. 3), zatem trajektorie uktadu zamknigtego
{TL(t),t > 0} sa ograniczone w przestrzeni Z. Relatyw-
na zwarto$é zbioru (51) bedzie zapewniona, jezeli opera-
tor (\I — L)~ ! : Z — Z bedzie zwarty dla pewnego
A > 0[3, 26]. Z analizy przeprowadzonej w dowodzie
tw. 2 wynika, ze istnieje ograniczony operator I'(A)~1
dla A > 0. Zatem istnieje réwniez ograniczony operator
(M — L)~ dla A > 0. Poniewaz wlozenie przestrzeni
H'(Q)x L3(Q) xR™ w przestrzei H2(Q) x H' (Q) xR™
jest zwarte [29], wigc operator (AI — L)' : Z — Z jest
operatorem zwartym.

Ostatecznie, relatywnie zwarte trajektorie uktadu za-
mknigtego daza asymptotycznie do zbioru {0}, co dowo-
dzi, ze uktad (20) jest globalnie asymptotycznie stabil-
. ny. O

4. PRZYKLAD

Jako przyktad ilustrujacy uzyskane wyniki teoretyczne
zostanie rozwazony jednowymiarowy model drgajacej
struny [1]. Zat6zmy, ze struna ma jednostkowa diugos¢ i
jest zamocowana na dwéch koficach. Przez z(€,t) ozna-
czymy poprzeczne przemieszczenie si¢ elementu struny
dla £ € (0,1) i czasu t > 0. Zewngtrzne wymuszenie
przyktadamy w przedziale [£;, &) = [0.7, 1.0}. System
opisuje nastgpujace réwnanie [5]:

£(6,t) = 2"(§,8) + b(O)u(?),

z warunkami brzegowymi

t>0,£€(0,1), (52)

z(0,t) = z(1,t) =0, t>0 (53)
oraz poczatkowymi

2(£,0) = 0.1(1 - &), £(£,0) =0, £€[0,1]. (54)

Funkcja b : [0,1] — R okresla operator sterowania

be) = {(1,

Przyjmujac przestrzeii Hilberta X = L2(0,1) i okre§la-
jac odpowiednio liniowy operator A

dla & <£< &,

(55)
W p.p.

Az = —z" (56)
z dziedzing

D(A) = {z € H’(o, 1): (0)==z(1) =0} (57)
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otrzymamy réwnanie abstrakcyjne (4). Mozna wykazaé
[5], ze operator A jest operatorem dodatnio okre§lonym i
samosprzgzonym. Ponadto, posiada on widmno dyskret-
ne zlozone z pojedynczych wartosci wiasnych

A=nm?, n=12,..., (58)

oraz odpowiadajacy im ortonormalny uklad wektoré6w
wlasnych v, stanowiacy baze¢ w przestrzeni Hilberta,

przy czym
U = V25in (v/An8). (59)

Operator sterowania B € L(R, X) jest zdefiniowany po-
przez funkcje charakterystyczna b(£), przy czym

Bu(t) = b(£)u(t), (60)

Operator sprzgzony B* € L(X,R) bedzie okreslat nam
wyjscie uktadu

y(t) = B*x(gi t) . (b’z))ﬁ

czyli przemieszczenie si¢ w czasie elementu struny w
miejscu przylozenia sterowania. W [20] pokazano, ze
uktad drgajacej struny (52), (61) jest aproksymacyjnie
obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy parametry czuj-
nika pomiarowego

§1+& -6 , k
> =z T

k=12...,n,n = 1,2,... s3 liczbami niewymier-
nymi. Jak wiadomo, w obliczeniach numerycznych kaz-
da warto$§¢ jest reprezentowana przez liczbg wymierna,
zatem wynik (62) ma charakter jedynie teoretyczny. W
praktyce zawsze bedzie istnieé sktadowa nieobserwowal-
na.

gelo1],t>0.

(61)

#E

n

(62)

Rozwazmy kompensator dynamiczny opisany réwna-

niem
w(t) + 0.5w(t) = 0.1u(t), w(0) =0, (63)
oraz nastgpujace sprzezenie zwrotne
u(t) = —100[w(t) + y(2))- (64

Rys. 1 przedstawia wykres wychylenia struny z(¢,t) po
zastosowaniu sprz¢zenia zwrotnego (63), (64).

5. PODSUMOWANIE

W pracy zostato rozwazone zagadnienie stabilizacji ukta-
d6éw oscylacyjnych opisanych przez operatorowe réwna-
nia drugiego rzgdu z ograniczonymi operatorami wej$cia
i wyjécia. R6wnania stanu i wyjécia zostaly zdefiniowa-
ne w rzeczywistych przestrzeniach Hilberta. Do stabili-
zacji uktadu zastosowano liniowe dynamiczne sprzeze-
nie zwrotne wspétpracujace z ukladem kompensatora dy-
namicznego. Dow6d globalnej asymptotycznej stabilno-
§ci uktadu zamknigtego zostal przeprowadzony z wyko-
rzystaniem zasady La Salle’a dla uktadéw nieskoficzenie
wymiarowych. Uzyskane wyniki teoretyczne zweryfiko-
wano za pomocq symulacji komputerowych.

Praca naukowa finansowana ze §rodk6w Komitetu Badan Na-
ukowych w roku 2005 jako projekt badawczy 3 T11A 011 26.



Rys. 1. Stabilizacja drgadi struny. Wykres wykonany
w oparciu o aproksymacje modelu uzwgledniajaca 20
pierwszych warto$ci wlasnych.

) STABILIZATION OF A LINEAR
INFINITE-DIMENSIONAL OSCILLATORY SYSTEM
BY LINEAR NON-VELOCITY FEEDBACK

Abstract: In this paper stabilization problem of linear infinite-
dimensional oscillatory systems without damping is considered.
We have shown that the closed-loop system which consists of
the controlled system, linear non-velocity feedback and a paral-
lel compensator is globally asymptotically stable. The stability
results are proved by La Salle’s theorem extended to infinite-
dimensional systems.
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