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STABILIZOWALNOSC I WYKRYWALNOSC PEWNE]J KLASY
SYSTEMOW PARABOLICZNYCH O NIEPEWNYCH
PARAMETRACH

Krzysztof OPRZEDKIEWICZ

Akademia Gémiczo-Hutnicza, Wydziat Elektrotechniki, Automatyki, Informatyki i Elektroniki
Al. Mickiewicza 30,30-059 Krakéw, e-mail :kop@uci.agh.edu.pl

Streszczenie: W pracy omdéwiono zagadnienia stabilizowalno-
$ci i wykrywalnosci dla pewne;j klasy systeméw parabolicznych
o niepewnych parametrach. Rozwazono laboratoryjny obiekt
cieplny opisany jednowymiarowym réwnaniem cieptoprzewod-
nictwa z jednorodnymi warunkami brzegowymi Neumana na
koncach oraz jednorodnym warunkiem poczatkowym. Parame-
try réwnania nie sa dokladnie znane i s3 one opisane liczbami
przedziatlowymi, przy czym wymiar przestrzeni niepewnych pa-
rametréw jest réwny 2. Dla rozwazanego systemu podano geo-
metryczna interpretacje widma systemu oraz oméwiono warun-
ki stabilizowalnoéci i wykrywalnosci bazujace na tej interpreta-
cji. Wyniki zostaty zilustrowane przyktadem.

Stowa kluczowe: system paraboliczny, system 0 niepewnych
parametrach, stabilizowalno$¢, wykrywalnosc.

1. UWAGI WSTEPNE
Zagadnienia stabilizowalno$ci i wykrywalnosci w przy-
padku systemu nieskoficzenie wymiarowego maja klu-
czowe znaczenie podczas konstrukcji uktadu stabilizacji.
W przypadku systeméw spehiajacych zalozenie o de-
kompozycji widma analiza tych wtasnosci jest stosunko-
wo prosta, gdyz s one zdeterminowane przez wykiadni-
czo niestabilna, skoficzenie wymiarowa czg$é systemu i
do ich badania mozna wykorzystaé techniki skoficzenie
wymiarowe.
W pracy rozwazono laboratoryjny obiekt cieplny opi-
sany jednowymiarowym réwnaniem cieploprzewodnic-
twa z jednorodnymi warunkami brzegowymi Neumana
na koricach oraz jednorodnym warunkiem poczatkowym
na rozklad temperatury wzdtuz dtugoéci. Parametry réw-
nania cieploprzewodnictwa nie sq dokladnie znane i sg
one opisane liczbami przedziatlowymi, przy czym wy-
miar przestrzeni niepewnych parametréw jest réwny 2.
Dla rozwazanego obiektu oméwiono nastgpujace zagad-
nienia:

e System paraboliczny z dwuwymiarowa przestrzenia

niepewnych parametréw,
o Stabilizowalno$¢ i wykrywalno$¢ rozwazanego sys-
temu o niepewnych parametrach,

e Przyktad,

o Uwagi koricowe.
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2. SYSTEM PARABOLICZNY Z DWUWYMIA-
ROWA, PRZESTRZENIA, NIEPEWNYCH PA-
RAMETROW

Rozwazmy jednowymiarowy laboratoryjny obiekt ciepl-
ny, ktérego uproszczony schemat pokazano na rys 1.
Obiekt z rys 1 moze by¢ opisany jednowymiarowym ré-

Rysunek 1. Obiekt do§wiadczalny

waniem cieploprzewodnictwa o postaci nastgpujace;j:

, 2
060000 gty ot
6(—)‘{0,1:) —0
Jo0,e) _
561%,0) 0
a7
(1) = yo [y O(z, t)c(z)dz

ey
gdzie0 < z < 1,t > 0, ©(z, t) jest temperaturg w chwi-
li ¢ i w punkcie z, R,,a oznacza niepewne parametry
przewodnictwa cieplnego i wymiany ciepta, b(z) ozna-
cza funkcje sterowania, c(z) jest funkcja czujnika pomia-
TOWego oraz yp oznacza wzmocnienie ustalone uktadu.
Zakladamy, ze liczbowe wartoéci parametré6w modelu a
oraz R, nie sa dokladnie znane i buduja one obszar nie-
pewnych parametréw () zdefiniowany w sposéb nastgpu-
jacy:

Q={q=[a,Ra]"B:a<a <8 Ry <Ry <Rs}

(2)
W rozwazanym przypadku zaktadamy, ze funkcje stero-
wania i czuujnika pomiarowego b(z) i ¢(z) sa dokladnie
znane.
Roéwnanie (1) moze by¢ przedstawione w postaci abstrak-
cyjnego problemu poczatkowego w przestrzeni Hilberta



X = L?0,1) ze standrardowym iloczynem skalarnym,
jak zostato pokazane w pracach [14], [15]. Réwnanie to
ma postaé nastgpujaca:

O(t) = A(q)O(¢) + bu(t)

6(0)=0 3)
y(t) = CO(t)
gdzie: A(;;)e = a8” - R,6,D(A(q)) =
{u € H%(0,1) : ©'(0) = 0,6'(1) = 0},
q = [a1 RG]T < Q, H2(O’ 1) =
{ue L?0,1) : /,u" € L?(0,1)},
CO(t) = (c,©(t),Bu(t) = bu(),{uv) =

fol u(z)v(x)dz (iloczyn skalarny)
Baza ortonormalna przestrzeni stanu jest tworzona przez
nastgpujacy uktad wektor6w wlasnych:

0,i=0
A= {\/icos(imc),i = 1, 2M... “@

Dyskretne widmo przedzialowe operatora stanu A jest
zbiorem pojedynczych przedziatowych wartoci wia-
snych:

A(g) =A@ ®)

Przedzialowe wartosci wlasne A;(q) sa opisane nastgpu-
jaco:

Ai(g) = {Xilg) : g € @} ©)
gdzie:

Xi(g) = —ar?i? — Rg,i =01,2,3,....  (7)

przy czym q = [a, R,]T € Q. Operatory A, B i C maja
postaé nastgpujaca:

A(g) = diag {a(g), M1(2), A2(q), ..}

W rozwazanym wypadku widmo systemu, rozumiane ja-
ko zhiér wartosci wlasnych, posiada prostg interpretacje
geometryczng (zob. [15]), ktéra jest bardzo wygodna do
analizy podstawowowych wlasnoéci rozwazanego syste-
mu. Moze ono by¢ interpretowane jako zbiér czworobo-
kéw w przestrzeni R3,

(8)

IR
/j
I//

Rysunek 2. Widmo rozwazanego systemu przedziatowe-
go w przestrzeni R3.

B = [bo, b1, by, ...]" )

gdzie b; = (b, h;), b(x) oznacza funkcj¢ elementu grzej-
nego: ,

1,z € [0, zo)

B {O,w ¢ [0, zo] -
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C= [CO’CI’C%---] 11

gdzie ¢; = {c, h;), c(x) oznacza funkcj¢ czujnika pomia-
rowego:

-

_ Jyo,z € [z1,24]
= {O,w ¢ [z1, 22

Z relacji (10) i (12) wynika, ze funkcja elementu grzej-
nego b(z) oraz funkcja czujnika pomiarowego ¢(x) sa
funkcjami przedziatami statymi. Po "odcieciu” dalszych
elementéw nieskoriczenie wymiarowych operatoréw A,
B i C otrzymuje si¢ skoficzenie wymiarow3 interpretacje
operator6w (8), (9) oraz (11) ktére w takiej sytuacji moga
by¢ interpretowane jako macierze.

12)

3. STABILIZOWALNOSC I WYKRYWALNOSC
ROZWAZANEGO SYSTEMU O NIEPEW-
NYCH PARAMETRACH

Rozwazany w pracy system nalezy do klasy systeméw
nieskoficzenie wymiarowych ze skoficzenie wymiarowa
podprzestrzenia stanéw niestabilnych i stabo ttumionych.
Jezeli widmo tego systemu mozna zdekomponowaé na
cze§é wyktadniczo stabilng (skoficzenie wymiarowsa) i
czg$¢ wykladniczo niestabilng, to dla takiego systemu
mozna podaé proste sformutowanie warunkéw stabilizo-
walnoéci i wykrywalnosci. Wynika to z faktu, ze dla sys-
teméw rozwazanej klasy wlasno$¢ stabilizowalnosci jest
rownowazna sterowalnosci czeéci skorficzenie wymiaro-
wej wykladniczo niestabilnej a wlasno$¢ wykrywalnosci
jest rownowazna obserwowalnoéci czg¢sci skoriczenie wy-
miarowej wyktadniczo niestabilnej (zob. np. [11])

Z tego wzgledu warunek konieczny stabilizowalnosci i
wykrywalno$ci dla rozwazanego systemu paraboliczne-
go o niepewnych parametrach moze by¢ sformutowany
nastepu;jaco:

Lemat 1 (Warunek konieczny stabilizowalno$ci i wykry-
walnosci systemu)

Rozwaimy system paraboliczny o niepewnych parame-
trach z dwuwymiarowq przestrzeniq niepewnych parame-
tréw, opisany réwnaniami (1) - (12).

Warunkiem koniecznym stabilizowalnosci i wykrywalno-
Sci systemu jest, aby widmo systemu spelniato warunki o
dekompozycji, sformutowane w pracy [15] s. 423 - 426.

Do dalszej analizy wiasnoéci stabilizowalnoSci i wy-
krywalnosci rozwazanego systemu wykorzystane zosta-
na metody badania sterowalnogci i obserwowalnosci sys-
temé6w skoficzenie wymiarowych o znanych parametrach
oraz metody badania sterowalnosci dla systeméw linio-
wych skoiiczenie wymiarowych o niepewnych parame-
trach, sformutowane w pracy [16].

Charakterystyczng cecha systeméw o niepewnych para-
metrach rozwazanych w pracy [16] jest to, Ze pojecia ste-
rowalnosci i obserwowalnosci nie sa jednoznaczne w ob-
szarze niepewnych parametréw Q. W obszarze tym moga
istnie¢ podobszary, gdzie system bedzie sterowalny (ob-
serwowalny) i obszary, gdzie wlasnosci te nie bedg spel-
nione. Dokladna analiza tych zagadniefi jest oméwiona



w pracy [16].

W tym miejscu nalezy zauwazyé, Ze powyzsza wlasnosé
dotyczaca sterowalnosci i obserwowalno$ci moze byé
rozszerzona na wlasnosci stabilizowalnosci i wykrywal-
nosci dla rozwazanego systemu parabolicznego o nie-
pewnych parametrach. Dla celéw dalszej analizy wpro-
wadzimy nastgpujace pojecia:

Definicja 1 (Obszary stabilizowalnoSci i niestabilizo-
walnosci)

e Podzbidr zbioru Q w ktérym system jest stabilizo-
walny nazywamy obszarem stabilizowalnosci i bg-
dzie on oznaczony przez Q,,

e Podzbiér zbioru Q w ktdrym system nie jest stabili-
zowalny nazywamy obszarem niestabilizowalnosci i
bedzie on oznaczony przez Qns

Obszary stabilizowalno$ci 1 niestabilizowalnosci majg 2
podstawowe wlasnosci:

QsUQns=QanQns=0

Analogicznie definiujemy obszary wykrywalno$ci i nie-
wykrywalnosci:

(13)

Definicja 2 (Obszary wykrywalnosci i niewykrywalno-
Sci)

e Podzbior zbioru Q w ktdrym system jest wykrywal-
ny nazywamy obszarem wykrywalnosci i bedzie on
oznaczony przez QQg,

o Podzbidr zbioru QQ w ktdrym system nie jest wykry-
walny nazywamy obszarem niewykrywalnosci i be-
dzie on oznaczony przez Qna

Podstawowe wlasnosci tych obszaréw sa identyczne jak
powyzej:

QiUQnd =QQiNQra =0

Teraz wprowadZmy nastgpujace oznaczenia: oznaczmy
przez Q7° i Q72 obszary sterowalnosci i niesterowalno-
§ci dla skoriczenie wymiarowej, wykladniczo niestabilnej
czgdci systemu oraz oznaczmy przez Q7° i Q'S obsza-
ry obserwowalnosci i nieobserwowalnosci dla skoricze-
nie wymiarowej, wykladniczo niestabilnej czgsci syste-
mu. Na podstawie Twierdzenia 3.10 z pracy [11] s.192
mozemy podaé nastgpujaca zaleznosé:

Gns = = er;w

Analogiczna zal¢zno§¢ moze by¢ podana dla obszar6w
obserwowalno$ci 1 wykrywalnosci na podstawie Tw 3.11
z pracy [11] 5.195:

Qna = QroQa = Q7°

Nastepnie przypomnijmy, ze do badania wlasnos$ci obser-
wowalnoéci systemu liniowego skoficzenie wymiarowe-
go o znanych parametrach moga by¢ uzyte kryteria ste-
rowalnosci ze wzgledu na dualizm obu wlasnosci. Ta ce-
cha moze tez by¢ uogélniona na rozwazana w pracy klase

(14)

ns
news

(15)

(16)
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systeméw o niepewnych parametrach.

Na podstawie zaleznosci (15) i (16) mozna stwierdzic, ze
do badania wlasnosci stabilizowalnosci i wykrywalnosci
dla rozwazanego systemu o niepewnych parametrach mo-
ga by¢ uzyte warunki sterowalnosci sformutowane w pra-
cy [16] dla systemu liniowego skoficzenie wymiarowego
0 niepewnych parametrach z dwuwymiarowa przestrze-
nig niepewnych parametréw.

4. PRZYKLAD

Rozwazamy rzeczywisty system paraboliczny, opisany
w pracy. Parametry modelu systemu s3 znane z ekspe-
rymentéw identyfikacyjnych i sa one opisane liczbami
przedzialowymi . Sa one réwne: a = [0.0007,0.0012],
R, = [0.0255,0.0280]. Zal6zmy, ze wymagany przy de-
kompozycji widma wspdtczynnik tlumienia jest réwny:
a=-0.2.

Na poczatku sprawdzimy warunek konieczny stabilizo-
walnosci i wykrywalnosci, okre§lony w lemacie 1. Dla
zalozonej wartosci parametru « sprawdzamy mozliwo$¢
dekompozycji widma oraz wyznaczamy wymiar wy-
ktadniczo niestabilnej czgsci systemu, stosujac podejscie
omdéwione w pracy [15]. Najpierw wyznaczamy zbiory
dopuszczalnych wartoéci wspétczynnika thumienia sys-
temu ®((Q)) dla zadanych wartoéci liczbowych, zgodnie
z Definicja 6. W rozwazanym wypadku s3 one réwne:
(D(Q) = {(I)l (Q)’ (DQ(Q)a (1)3(Q), (I>4(Q)} > gdZie:
®,(Q) (—0.0398, —0.0531), &2
(—0.0754, —0.0877), 5 = (—0.1346; —0.1360), D4
(—0.1982; —0.2175)

Natychmiast mozemy zauwazyé, ze dekompozycja
widma dla przyjetej wartosci parametru o jest mozliwa,
poniewaz a € P,. Wtedy wymiar wyktadniczo niesta-
bilnej czgéci widma A, (Q) jest réwny 3

Nastgpnie dokonujemy sprawdzenia warunkéw stabili-
zowalnosci i wykrywalnosci.

Na podstawie wynikéw wczesniejszych badan autora,
omdéwionych w pracach: [16] i [17] wynika, ze wlasnosci
stabilizowalno$ci i wykrywalnosci dla rozwazanego
systemu sa zdeterminowane przez geometri¢ przedzia-
towych wartosci whasnych A; wykladniczo niestabilnej
czedci systemu i mogg by¢ badane Iacznie.
Przypomnijmy, ze rozwazany system nieskoficzenie
wymiarowy jest:

o stabilizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy skoficzenie
wymiarowa, wykladniczo niestabilna czg$¢ systemu
opisana dw6jka macierzy (A, By) jest sterowalna,

wykrywalny wtedy i tylko wtedy gdy skoficzenie
wymiarowa, wykladniczo niestabilna cze$¢ syste-
mu, opisana dwdjka macierzy (Cy,, A,) jest obser-
wowalna.

W rozwazanym wypadku wyktadniczo niestabilna, skofi-
czenie wymiarowa czg§¢ systemu jest opisana nastepuja-
ca tréjka macierzy A,, B, i Cy:

An=diag{Ao, A1, A2} By = bo, b1, bo] TCr=[co, 1, 2]
a7



przy czym:
Ao = —Ro)1 = —72ay — Rohe = —4n%a, — R, (18)

Teraz do macierzy (17), (18) zastosujmy podejscie propo-
nowane w pracach [16] i [17]. W rozwazanym przy pad-
ku mamy 3 wartosci wlasne, co powoduje, ze w uktadzie
moga wystapi¢ co najwyzej 3 obszary niesterowalnosci
1 niesobserwowalnoéci. Podstawowe réwnanie opisuja-
ce obszary niesterowalnos$ci 1 nieobserwowalnosci (zob.
réwnanie (19) w pracy [16], réwnanie (17) w pracy [17])
przyjmuje w rozwazanym wypadku nastgpujaca postaé:
(j —i)m%a, =0 (19)
Z postaci réwnania (19) widzimy, ze nie posiada ono roz-
wigzaii dla a,, nie zawierajacego 0. Z tego wynika, ze:

e para [An, B,] jest sterowalna w calym obszarze nie-
pewnych parametréw systemu @ co implikuje stabi-
lizowalno§¢ calego systemu w tym obszarze.

e para [C,, A,] jest obserwowalna w calym obszarze
niepewnych parametréw @) co implikuje wykrywal-
no$¢ calego systemu w tym obszarze.

5. UWAGI KONCOWE

Uwagi koricowe do pracy mogg by¢é sformutowane naste-
pujaco:

o Pojecia stabilizowalnos$ci i wykrywalnoéci dla syste-
mu o niepwnych parametrach nie s jednoznaczne,
w obszarze niepewnych parametréw Q moga istnie¢
podobszary gdzie wtasnosci te sa spetnione i podob-
szary, gdzie nie sg spetnione.

Warunkiem koniecznym stabilizowalnosci i wykry-
walnosci rozwazanego systemu parabolicznego o
niepwnych parametrach jest spetnienie warunku o
dekompozycji widma,

Do wyznaczania obszaréw stabilizowalno$ci i wy-
krywalno$ci moga by¢ stosowane kryteria sterowal-
nosci systemu liniowego skoficzenie wymiarowego
o niepewnych parametrach.

Pracg zrealizowano w ramach umowy nr 10.10.120.41

A DETECTABILITY AND STABILIZABILITY
PROBLEM FOR A CLASS OF UNCERTAIN -
PARAMETER PARABOLIC SYSTEMS

Abstract: In the paper the detectability and stabilizability pro-
blem for parabolic system with two - dimensional uncertain -
parameter space is presented. The system under consideration
is described by a state space equation with known control and
output matrices and an interval state matrix. The both investi-
gated system’s properties are by the geometry of the system’s
spectrum determined and can be tested with controllability and
observability criterions for the linear uncertain-parameter sys-
tem use. The results are by an example depicted.
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