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OD OPTYMALIZACJI PARAMETRYCZNE]J DO OPTYMALIZACJI
DYNAMICZNE], CZYLI OD USTALONEJ STRUKTURY REGULATORA
DO ODKRYCIA JEGO NIEZNANEJ] STRUKTURY

Henryk GORECKI

Akademia Gérniczo-Hutnicza im. St. Staszica, Katedra Automatyki
ul. Mickiewicza 30, 30-059 Krakéw, e-mail: head@ia.agh.edu.pl

Motto
»Optymalizacja, jest to proces ustalania najkorzystniej-
szych ograniczen”

1. WSTEP

Reasumujac te poczatki trzeba stwierdzi¢, ze inZzynie-
rowie zaproponowali na drodze intuicyjnej dwie pod-
stawowe struktury regulator6w a mianowicie regulatory
typu P-I-D, oraz regulatory dwupozycyjne. Struktury te
znalazly swe matematyczne uzasadnienie w teorii
optymalnego sterowania przy przyjeciu odpowiednio
kryteribw catki z kwadratu bledu i sterowania, oraz
minimum czasu. Dalszy rozwéj umozliwily z jednej
strony badania teoretyczne a z drugiej strony mozliwo-
Sci realizacji skomplikowanych algorytméw sterowania
przy pomocy wspétczesnych komputeréw.

2. GLOWNE REZULTATY NA TLE ROZWOJU
TEORII OPTYMALIZACJI

Przyjmujac umownie, ze pod pojeciem systemu be-
dziemy rozumieli tréjke:

a) Dynamike procesu;

b) Kryterium dziatania inaczej cel dzialania sys-
temu;

¢) Ograniczenia, w ktérych system funkcjonuje
mozemy przesledzi¢ rozw6j teorii optymaliza-
cji poprzez uwzglednienie coraz bardziej ogél-
nych modeli matematycznych dotyczacych
tych trzech sktadowych systemu.

Ad. a)

Model dynamiki procesu reprezentowany byt kolejno
przez réwnania rézniczkowe skalarne, nastgpnie wekto-
rowo-macierzowe. Kolejnym uog6lnieniem byty réw-
nania funkcyjne uwzgledniajace op6Znienia w sterowa-
niu oraz w stanie, a nastgpnie réwnania rézniczkowe
czastkowe oraz hybrydowe r6zniczkowo-réznicowe
a na koniec przy pomocy inkluzji rézniczkowych.

Ad. b)
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Kryterium dzialania systemu poczatkowo ograniczalo
si¢ do pewnych wybranych lokalnych cech systemu
takich jak czas trwania procesu przejSciowego, przere-
gulowania, aby nastgpnie przej$é do pewnych kryteriéw
globalnych takich jak minimum zuzycia energii, paliwa,
czasu, entropii informacji czy tez dziatania. Na koniec
uwzglednienia wielu niewspétmiernych kryteriéw jak
na przyklad czas i koszt i przejscie do polioptymalizacji.

Ad. ¢)

Ograniczenia poczatkowo reprezentowane byly réwna-
niami liniowymi, nastgpnie nieliniowymi oraz w postaci
nieréwnosci. Ostatnio wzrosly zainteresowania ograni-
czeniami nie holonomicznymi o wiezach nie catkowal-
nych. Na tle tych kierunkéw rozwoju przedstawig krét-
ko giéwne moim zdaniem osiagnicte rezultaty oraz
ewentualne problemy czekajace na rozwigzanie.

2.1. Optymalizacja parametryczna

Rozwazmy system, kt6rego réwnania dynamiki bledu
majg posta¢ nastepujaca:

n n-1
aa£+ald _f+...+a,l6=0
de® dr™ ¢))
eD0)20 dla i=01...,n-1
Kryterium jakosci jest
Jy=[e)a @)

Przy tak okreSlonym kryterium biad dynamiczny musi
byé¢ funkcja zachowujaca staty znak.
Transformate biedu okreéla zwiazek.

s+b, _ L(s)
M(s)

Oznaczmy zera transformaty E(s) przez
L(s)=(s=2)(s - )-ds - 2,y)

<0 i=l..,n-1

n-1
E(S) & bl s+ "'bn-l 3)

n
a,s"+..a, s+a,

C))



Natomiast bieguny przez

M(s)=(s=5)(s=5,)ds—5,)

;<0 i=l..,n-1 &)
Warunki ograniczajace stosowalnos¢ kryterium J; sa
nastgpujace:
1°. Zera i bieguny sa rzeczywiste i ujemne

5;<0 z; <0 i=l..n,j=l..m
2% $ -y =Sy = TgeenSyy =20y > S, (6)

czyli zera i bieguny powinny si¢ wzajemnie przeplataé,
przy czym najblizszym osi urojonych jest biegun s;.

Twierdzenie
Niegi; Ls)= ':1:7:(.9 ~z) @)
oraz

M(s)=1n71(s—s,) ®)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby pierwiast-
ki wielomianéw L(s) i M(s) przedzielaly si¢ i byly
wszystkie rzeczywiste jest, aby wszystkie pierwiastki
wielomianu

N(s)=M(s)+i L(s) )

lezaly po lewej stronie osi urojonych.
Do wielomianu N(s) mozna zastosowaé kryterium

Schura aby zapewni¢ sobie przedzielanie si¢ pierwiast-
kéw.

Warto$¢ J; mozna wyliczy¢ ze wzoru

_4 e("“)(o)+ a, £ No)+....+a,_ (o)
a

Jx

(10)
) n

Parametry obiektu i regulatora tkwia we wspélczynni-
kach g, ...a, iproces optymalizacji polega na szukaniu
minimum J; ze wzgledu na parametry regulatora.
Ograniczenia stosowalno$ci kryterium J;, zwigzane ze
stalo$cia znaku bledu dynamicznego jest wysoce kr¢pu-

jace. Tego ograniczenia nie ma kryterium catki z kwa-
dratu bledu przejsciowego

Jo= fé‘z(t)dt

Obliczanie catki J,dla ukladéw skoficzenie wymiaro-
wych bylo tematem wielu prac, m.in. James Phillips
Nichols 1947, Feldbaum 1948, Krasowskij 1949, Jaro-
minek 1961. Otrzymano wzory analityczne, ktére po-
zwolily na optymalny dobér parametréw regulatora.

Dla uklad6w opisywanych réwnaniem (1) catka J, jest
réwna . .

(11D

(12)
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a ap 0 0 ... 0 00
Ay Ay A Qgeeeens. 000
as a, a; aj...... 000
H,= (13)
0 0 0 O..... a8, Gy Gy g
0 0 0 O..... 00 a,
jest wyznacznikiem Hurwitza, a
g, ao 0 0 ... 000
83 Q3 G Qg 000
g5 a4 a3 a;.... 000
G= (14)
8sa 0 0 O..... a,a,, a,,
g, 0 0 O..... 00 a,
b2
8r =bibyry =bibyry + .t (1Y bribryg + (1™
r=12,..n (15)

We wielu zagadnieniach przemystowych kryteria cat-
kowe maja charakter asymetryczny, a w miejsce drugiej
potegi bledu pojawia si¢ wielomian od bledu, bedacy
funkcja dodatnia. Znalezienie wzoréw analitycznych
wymagato uogdlnienia kryterium J, do postaci:

Ju= [Wlele)lar

gdzie W(e(t)=e* +c, e¥'+

(16)

a7

Uogélnienie to zostalo przedstawione w pracach
[24,25],[28] i w efekcie uzyskuje si¢ znacznie lepsze
przebiegi bledu &(t)oraz szersze mozliwosci doboru
parametréw.

Przyklad [1]
Rozwazmy ukiad zamknigty, ktérego transformata ble-
du jest réwna

3 s®+3s+4

Els)=
(s) 3 +3s2 +4s+2+K

£(0)

Odpowiednio otrzymujemy stosujagc metod¢ przedsta-
wiong w [1]

Jy+ fé‘z(t)dt=(

5K+58  £%(0)
K=2)-K+10) 2




Jy= f£3(t)dt

_ 6K +136K% +2152K +9440 £’

0)

(k +2)27 K * +1300)

Jo= [84(t)dt=

_-1373K* -2345%° +1921008° +187052K0-49374808'(0)

3

sywane rOwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Za-
tem w miejsce réwnarni (1) i (3) rozwazane byly réwna-
nia

Sy e+ S a, eV -1)=0
i=0 j=0

(K+2)(-K+10(k+68[34 K> +184%+850D
Przyjmujac sumaryczne kryterium w postaci

J, =T, -15J5+125J,

otrzymujemy optymalne wzmocnienie K =1826 dla

e0)=1.

Na rys. 1 przedstawiono zaleznosci kryteriéw J,,J5,

J, od wzmocnienia K. Natomiast na rys. 2 przedsta-
wiono przebiegi przejéciowe bledéw w zaleznosci od
czasu przy rozmaitych kryteriach, Wida¢, ze przebieg
przy kryterium sumarycznym J, jest najlepszy, gdyz

wykazuje mate oscylacje i szybko si¢ ustala.
3
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4

(18)
lub w postaci operatorowe;j
bt 7 =57,
E(s)= BO(S)'F BI(S)C' T4+ Bne - (19)
A (s)+ A (s)e™™ +. 4 Ay (s)e™* ™

gdzie B,..B, i A,....A, sa to wielomiany operatora s, a
Ty,...Te>0 liczby rzeczywiste.
Nastgpnie réwnania typu

9%¢

Pe o e
d1? 9% dx? ox?

(20)

z okre§lonymi warunkami brzegowymi dla t=0, x=0
oraz t=T i x=I lub w postaci operatorowej

B,(s)+ B, (s)e'"’(s) +..+B, (s)e_""’(“)
E(s)=
A, (s)+ A (s)e_”’(s) +..+ A, (s)e"""’(s)
gdzien=1,2....

@1

Otrzymane wzory analityczne wraz z ich wyprowadze-
niem mozna znalez¢é w [12,14,17,18,19].

Tu przykladowo podaj¢ dla transformaty biedu ukiadu
z opdZnieniem

1
E(s)z= ———
Q s+Ke™"

(22)
Warto$¢ catki z kwadratu biedu jest réwna
1 cosKT
Jy mm—— (23)
2K (1 —cosK z’)
05 1 1 1 1 1 1 1
) 1 2 3 4 5 6 7 K 8 a optymalna warto$¢ wzmocnienia otrzymana z réwna-
Rys. 1. nia wynosi
dl
! —2=0—>cosKz-Kz=0
g\ dK (24)
osfF N
) Kop7=0,739
o6f 1 )
\ podczas, gdy wzmocnienie krytyczne ze wzgledu na
oal Y stabilno$¢ jest réwne
i ..
(B SN
I N i
02t l“ \\ /l ’\L\\ e 0 < Kva < — (25)
[ VT , s
0 ‘\ ‘\ — // /‘:\ vL D=
Y iy SsA-T - Podobnie dla uktadu opisywanego réwnaniem rdznicz-
o2l L\ ',// - kowym czastkowym o transformacie
i A—
.4} N/ E(s)J=——— o (26
Y P :
-086 1 1 i [l 1 i A 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ¢ x . .
warto$¢ J , jest réwna
Rys. 2
. . L . c KVb%: -K?
Nastgpnym powaznym krokiem bylo uogdlnienie catki 1 os[a b } @7
J, na uklady reprezentowane przez réwnania réznicz- T 4K . '
2 Y rep P : 4K1-—s1n|:aKw/b2—K2]
kowe z op6Znionym argumentem, oraz na uklady opi-
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Z wyrazenia (27) latwo otrzymaé optymalng oraz kry-
tyczng wartos¢ wzmocnienia K.

2.2,

Optymalizacja dynamiczna sterowanie

optymalne

Rozwazmy trzy zasadnicze kryteria

1) Kryterium catki z sumy kwadratéw biedu

1 sterowania;
2)
3)

Ad. 1.
Kryterium

J, = f[&'r(l)Q£(l)+ uT(t)Ru(t)]dt

Jest najczesciej uzywanym i dla uktadéw opisywanych
réwnaniem (1) lub jego wersjg wektorowo-macierzowa
prowadzi do regulatoréw proporcjonalnych do sktado-
wych blgdu. W szczegélnoéci dla ukladéw stacjonar-
nych przy horyzoncie optymalizacji T—e ma bardzo
cickawg interpretacje.

Zauwazamy, ze dla ukladu (1) zapisanego w postaci

Kryterium minimalno-czasowe;

Kryterinm najmniejszego dzialania.

(28)

2(:) = Ag(t)+ Bulr) 29)

gdzie macierz A jest macierza Frobeniusa optymalne
sterowanie jest rowne

u,(t)=~R'B" P £t) (30)
przy czym macierz P spelnia r6wnanie Riccatiego
0=Q-PB*'B"P+PA+ATP (31)

Rozwiazanie réwnania (31) jest bardzo uciazliwe, gdyz
trzeba znaleZ¢ elementy macierzy P z uktadu réwnan
algebraicznych drugiego stopnia powiazanych wzajem-
nie. Alternatywa jest skorzystanie z réwnania Kalmana
(1964). Réwnanie to dla ukladéw wielowymiarowych
uogdlnit MacFarlane, a dla ukladéw z opéZnieniem
Shimemura. W celu pokazania ciekawych wlasnosci
réwnania Kalmana rozwazmy przypadek skalarny, gdy
réwnanie obiektu ma posta¢ (1). Transmitancja obiektu
bedzie réwna

_ L)

32
Gls)=— 0 (32)
Przyjmijmy, ze Q=R=1 w kryterium (28).
Réwnanie Kalmana ma posta¢ nastgpujaca
(~1)"P L(s)L(~ 5) + M(s)M(5)+ 0 (33)

lub

n

H(S‘Pi)(s+Pi)=0 (34)

i=1

P

(-1* 171(S'Zi)(s+zi)+
i=

gdzie z; sa zerami, a p; biegunami transmitancji (32).

Interpretujac réwnanie (33) jako kwadraty moduléw

licznika i mianownika widzimy, Zze réwnanie (33)

przedstawia znang zalezno$§¢ Pitagorasa, je$li na jednej
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osi odlozymy jako przyprostokatne moduly licznika
ana drugiej moduty mianownika. Wtedy przeciwpro-
stokatna reprezentuje modul mianownika optymalnego
ukfadu zamknigtego. Ta interpretacja zachowuje swa
wazno$¢ takze w przypadku réwnan funkcyjnych, na
przykiad dla ukladéw z opdZnieniem — gdzie zamiast
wielomianéw mamy kwasiwielomiany, a biegunéw
moze by¢ nieskoficzenie wiele. Znajac pierwiastki réw-
nania charakterystycznego zamknigtego uktadu opty-
malnego, mozemy ze wzoréw Vieta wyznaczy¢ opty-
malne wzmocnienia. Zastosowanie tej metody do wy-
znaczenia optymalnych wzmocniefi w ukladach tancu-
chowych przedstawione jest w pracy [34].

Przyklad
Niech transmitancja obiektu jest réwna
b
G,=—=2
s+a,

Transformata stanu uktadu zamknietego

— b0
X(s)— s+a,tk, x(O)
Uls)= ————ﬁ’——x(O) - Transformata sterowania
s+a, +k,
Funkcjonat
by 2 ks 2
= 0 0)=
2a, +k,)" ( )+2(ao+k0)x ©)
_ by tkg 2(0)
2a, +k,)
dJ =2k0(a0+k0)—(b3+k3)x2(0)=
dk, 2(k, +a,)
_ k02 +2a0k0—b02 xz(o)
2k, +a, )
Y 0= k2 +la,k, —b? =0 - rwnanie Riccati
Tl , +la,k, —b, =0 - réwnanie Riccatiego

0

Rdéwnanie Kalmana

(s+a0)(-s+a0)+b3 =(s+a0 +ko)(—s+ao +ko)

czyli

al -s2+b? =(a0 +k,,)2 ~s?=>al-s? +b§ =al+
+2k,a, +kZ-s*

ostatecznie  otrzymujemy  réwnanie  Riccatiego

k% +2a,k, ~b> =0=> przez poréwnanie wspéiczyn-
nikéw przy tych samych potggach operatora ,,s”



2+,

Ad. 2,

W przypadku uktadéw minimalno-czasowych przy
ograniczeniu sterowania do zbioru w ksztalcie kostki,
sterowanie optymalne znajduje si¢ na ograniczeniach.
Fakt ten pozwala sprowadzi¢ problem sterowania opty-
malnego do wyznaczenia optymalnych czaséw przeta-
czefi, a wi¢c do optymalizacji parametrycznej. Takie
podejécie pozwala na uzyskanie ogélnych rezultatéw
analitycznych, bowiem minimalny czas jest funkcja
tylko czasGw przetaczen, a regulator staje si¢ typu prze-
kaznikowego [4,5,6,7,10].

Ad. 3
W przypadku kryterium opartego o zasad¢ minimum
dziatania mamy funkcjonat

Jy= f(E—v)dt

gdzie E - reprezentuje energie kinetyczna, a V energi¢
potencjalng ukladu. W oparciu o t3 zasade dziata wiele
ukladéw technicznych, na przykiad grzejnik przeply-
wowy. Natomiast w ukladach biologicznych wystepuja
dwie strategie:

lo. Maksimum dzialania — energii kinetycznej przy
minimalnym czasie T — drapiezc¢ na przyklad
Lampart.

20. Minimum dzialania przy maksymalnym czasie T
- roslinozercy na przyklad leniwiec lub mi$ Koala.

Na zakoriczenie warto zwréci¢ uwage na to, ze uogdl-
nienie idace w kierunku ukiadéw nieliniowych wymaga
na zasadzie dualno$ci uogélnienia kryterium jakosci.
Przyklad zastosowanie metod geometrii rézniczkowej
do tego celu znajduje si¢ w [37].

Przyktad

(4]

dx
Z=a1x+bu , x0)=x

7+ [+ Au? e

Roéwnanie Bellmana

%{f(xﬁ Au’ +%[S(x)(a1x+bu)]} =0
__ b ds
op _?IE
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s _24a 24a, V¥ 44
dx b2 +d( bzlx) 2 g
Przyjmujemy
b 24a, )
f(x)=;;[(nx2 +tyx+ rz)z *( B2 ’ x] ]

b2
21

op

24a
|: 2 : xop + yoxgp + ylxop + }/2]

Dualnoséé
Niech

) _ ol bule)

at

1o+ [0+ A @)
Kladziemy

v=g(x)+bu
Mamy réwnanie

drfe) _
Zl=v)
12+f{

)+ 256) q[x(,)]]z}d,
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