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WYKORZYSTANIE NIEROWNOSCI ROZNICZKOWYCH
W ADAPTACYJNYM STEROWANIU NIELINIOWYM

Andrzej DZIELINSKI

Politechnika Warszawska, Wydziat Elektryczny,

Instytut Sterowania i Elektroniki Przemystowej,
ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa, e-mail:adziel@Risep.pw.edu.pl

Streszczenie: W pracy om6wiono osiagnigcia w dziedzinie za-
stosowania nieréwnosci rézniczkowych do sterowania nielinio-
wego. Gléwny nacisk zostat potozony na problematyke bada-
nia stabilno§ci w sensie Lapunowa zamknigtego ukladu nieli-
niowego sterowania adaptacyjnego. Zostato do tego wykorzy-
stane pojecie stabilnoéci cze$ciowej i pokazano jego przydat-
no$¢ do rozwiazania zadania nadazania za modelem w ukladzie
sterowania adaptacyjnego z modelem odniesienia (ang. Model
Reference Adaptice Control — MRAC)

Stowa kluczowe: sterowanie adaptacyjne, stabilno§é ukla-
déw nieliniowych, metoda bezposrednia L.apunowa, nieréwno-
§ci rézniczkowe.

1. WPROWADZENIE

Sterowanie adaptacyjne nieliniowych ukladéw sterowa-
nia jest dziedzing dobrze zdefiniowana i bedacg przed-
miotem intensywnych badari od ponad dwudziestu lat.
Wiele z opracowanych metod wykorzystuje wyniki réz-
nych dzialéw matematyki jak geometria rézniczkowa
(patrz [8]), metody Lapunowa ([15]), szeregi Volterry
lub badan interdyscyplinarnych jak sieci neuronowych
([5]), programowanie ewolucyjne czy logika rozmyta. W
niniejszej pracy podjeta zostata préba spojrzenia w no-
wy spos6b na analiz¢ adaptacyjnych uktadéw nielinio-
wych wykorzystujac nieréwnosci rézniczkowe do bada-
nia stabilnosci w sensie Lapunowa takich uktadéw. Po-
dejscie to wykorzystuje réwniez pewne elementy szcze-
gélnych przypadk6w bezposredniej metody Lapunowa.
Celem prowadzonych prac jest stworzenie ogélnych ram
dla badania problematyki nadazania ciggltego uktadu opi-
sanego modelem w przestrzeni stanu za stabilnym mode-
lem odniesienia. Motywacja do tego typu badar jest moz-
liwo$¢ wykorzystania ich wynikéw w nieliniowym stero-
waniu adaptacyjnym z modelem odniesienia (ang. Model
Reference Adaptive Control - MRAC).

2. PODEJSCIE DO BADANIA STABILNOSCI W
SENSIE LAPUNOWA W OPARCIU O NIE-
ROWNOSCI ROZNICZKOWE

Nier6wnosci rézniczkowe stanowig cze$¢ jako$ciowej
teorii réwnan rézniczkowych. Nasze zainteresowanie

269

skupia si¢ tylko na fragmencie tej olbrzymiej i bogatej
dziedziny [18, 19, 11, 12, 17] dotyczacym pewnych wia-
snosci réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Jakosciowa teoria réwnafi rézniczkowych zwyczaj-
nych zajmuje si¢ badaniem wlasnosci rozwigzan réwnan
bez znajomosci postaci tych rozwiazar. Jest to dos¢ istot-
ne w kontekscie nieliniowym, gdyz wtedy na ogét nie
znamy postaci rozwigzafi. To czym natomiast dysponu-
jemy to wlasno$ci prawej strony réwnania oraz czasami
informacje na temat dziedziny w jakiej jest zdefiniowana.

Poniewaz postawienie problemu wyklucza wiedzg ilo-
§ciowa (analityczng badZ numeryczng) na temat rozwia-
zain musimy postugiwaé si¢ wynikami jako§ciowymi o
rozwiazaniach, takimi jak np. wlasnosci asymptotyczne
(ograniczono$¢), stabilno§¢ w sensie Lapunowa, mono-
toniczno$¢ itd. Ta przykladowa lista wtasnosci pokazu-
je, ze wyniki takie moga mie¢ praktyczne zastosowanie
w sterowaniu. Dodatkowo atrakcyjna ich cechg jest to,
ze moga one zachodzi¢ dla rodzin rozwigzanh pozwalajac
wnioskowa¢ o odpornosci.

Znanym przyktadem wykorzystania teorii jakosciowej
réwnafi rézniczkowych jest stosowanie funkcji Lapuno-
wa [7] do badania stabilnos¢. Innym waznym, aczkolwiek
nie tak dobrze znanym zastosowaniem, jest podejscie z
wykorzystaniem nieréwnosci rézniczkowych, Stosuje sig
je, miedzy innymi, do badania odporne;j stabilnosci (patrz
rozdziat 2.2.) i stad préba zastosowania ich w kontekscie
sterowania adaptacyjnego réwniez za pomoca rekuren-
cyjnych sieci neuronowych.

2.1. Wstep do nieréwnosci rézniczkowych

Na poczatku krétko zaprezentujemy podstawowe pojecia
i wyniki dotyczace nier6wnoéci rézniczkowych. Omé-
wiony bedzie przypadek skalarny, gdyz bedzie on wyko-
rzystany bezpoSrednio przy dyskusji metod w rozdziale
2.2.1 jest prostszy do prezentacji niz przypadek wektoro-
wy. o

Wczesna historia tematu [17] sigga niezaleznych od
siebie prac O. Perrona i S.A. Czaptygina. W niniejszym
wstepie zaprezentujemy sposéb rozumowania przyjety
przez Czaplygina {13].

Twierdzenie 1 (Czaplygin) Niech bedzie dane skalarne



réwnanie rdiniczkowe zwyczajne

T = f (z’ t)’ (¢))]
wraz 7 warunkiem poczqtkowym (zo,t9) € T, gdzie T
Jest dziedzing (zbidr spdjny i otwarty) istnienia i jedno-
znacznosci dla (1). Jezeli prawa strona f réwnania (1)

Jjest ciggta w T, z(t) jest rozwiqzaniem (1) odpowiadajq-
cym (o, to) oraz nieréwnosci réiniczkowe

¥ < f(v,1)
w > f(w,t)

z(tg) = 1:0.

@
3

spetnione sq dla wszystkich t > to (t wT') gdy v(to) =
w(to) = zo, wtedy nieréwnosci

v(t) < z(t) < w(t) 4

sq réwnieZ prawdziwe dla tych samych wartosci t.

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie daje nam estymatg
(4) nieznanego rozwiazania z(t) wyrazong poprzez zna-
ne funkcje spetiajace (2)—~(3). Jest to warunek wystar-
czajacy gdyz wymaga on aby odpowiednio gérne (dol-
ne) oszacowanie miato wigksze (mniejsze) nachylenie niz
z(t) dla wszystkich argumentéw ¢ > to. Widaé, ze na
przyktad krzywa przerywana na rys. 1 spetnia (4), ale nie
spelnia (3).

Rysunek 1. Mewda Czaplygina nier6wnosci r6zniczko-
wych (zasada poréwnania): z(t) jest rozwiazaniem no-
minalnym, u(t) rozwiazaniem dolnym, a w(t) rozwig-
zaniem gérnym. R6wnanie rézniczkowe ma postaé¢ £ =
f(z,t) z warunkiem poczatkowym (zo, o) i dziedzing I'.
Nier6wnosci rézniczkowe to v < f(v,t) i f(w,t) < W
dla t > tg, ktére implikujg v(t) < z(t) < w(t) dla
t >t

Dla danej prawej strony f moze by¢ trudno znaleZé
v i w, dla ktérych (2)—~(3) sq spetnione przynajmniej na
rozsadnie dtugim przedziale £. W tej sytuacji nastgpujacy
prosty wniosek z twierdzenia 1 moze by¢ przydatny.

Whiosek 1 Niech (1) bedzie takie samo jak w Twierdze-
niu 1. Jezeli istniejq funkcje f1 i fa, ciggte w ', takie 7e

fi(z,t) < f(z,t) < fa(=,1) 5
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dla kazdego (z,t) € ' (gdziet > to) oraz wiedzqc, ze dla
tych (z,t) istniejq i sq jednoznaczne rozwiqzania skalar-
nych, zwyczajnych réwnan rézniczkowych

fl (‘U, t)a (6)
f2(ws t)’ (7)

wowczas rozwiqzania (6)—7) speiniajq (4) dla wszystkich
t > to.

) v(to) = zo

w(to) = To

w

Zgodnie z powyzszym wnioskiem wystarczy znaleZé
dwa réwnania r6zniczkowe zwyczajne, ktérych prawe
strony ograniczaja prawa strong réwnania (1) tak jak w
(5). Oczywiscie f; i f2 nalezy dobraé jak najprostsze tak
aby mozna bylo tatwo rozwiazaé (6)~(7). W szczeg6lno-
§ci, jezeli f1 i f2 sa liniowe, f jest dwukrotnie r6zniczko-
walna i znamy (co nie zawsze jest mozliwe) podzbiér I',
w ktérym 02§ /8z? jest statego znaku, wéwczas Whnio-
sek 1 prowadzi do silnej metody numerycznej generuja-
cej ciagi {vk(t)} i {wx(t)} szybko zbiezne do z(t) (patrz
[13D.

Zauwazmy ponadto, ze Twierdzenie 1 i Wniosek 1 do-
tycza nieliniowych i niestacjonarnych réwnaii rézniczko-
wych zwyczajnych. Tak wiec jest to przypadek bardzo
ogolny (aczkolwiek ograniczony do réwnar skalarnych).
Jest to szczegdlnie uzyteczne w kontekscie stabilno$ci
Lapunowa (patrz podrozdziat 2.2.), a zwlaszcza dla ukta-
déw adaptacyjnych, gdzie w opisie uktadu zamknietego
mamy do czynienia z niestacjonarno$cia.

Rozumowania ktére leglo u podstaw Twierdzenia 1 nie
mozna zastosowaé dla przypadku wektorowych réwnaii
rézniczkowych i uzyskanie podobnych rezultatéw nie jest
fatwe. W przypadku liniowym, jednakZe mozna wykazaé
pewne uzyteczne wlasciwosci [17]. Wynik ten jest szcze-
g6lnie interesujacy dla liniowych uktadéw niestacjonar-
nych, ktére s3 wykorzystywane w kontekscie sterowania
adaptacyjengo.

2.2, Funkcje Lapunowa, a nieréwnosci rézniczkowe

W dalszym ciggu przedstawione zostang zastosowania
wyniki z teorii nier6wnosci rézniczkowych, oméwionych
w poprzednim podrozdziale, do badania stabilnosci w
sensie Lapunowa. Podejécie to jest efektem pionierskich
prac prowadzonych przez C. Corduneanu {1, 2], kt6rych
dobre podsumowanie mozna znalezé tez w [11].
Przypomnijmy na poczatku pokrétce, ze bezposrednia
metoda Lapunowa [6] jest niestychanie wazna z punktu
widzenia uktadéw adaptacyjnego sterowania nieliniowe-
go [15]. Jezeli celem sterowania jest nadazanie za mo-
delem odniesienia (patrz podrozdziat 3.1.), wtedy—nawet
gdy obiekt jest liniowy i stacjonarny—uklad zamkniety
bedzie nieliniowy i nicautonomiczny. Stad olbrzymia wa-
ga pojecia jednostajnej stabilnosci asymptotycznej dla
uktadéw niestacjonarnych. Jest to w ogélnosci problem
wysoce nietrywialny w uktadzie zamknigtym, dodatkowo
komplikowany w uktadach adaptacyjnych przez konflikt
migdzy czynnoscia sterowania sprowadzajaca blad nada-
zania do zera, a prawem adaptacji starajacym si¢ wyzero-
wac blad parametréw. Ponadto nieliniowe, niestacjonarne
zachowanie takich uktadéw musi byé rozwazane w obec-
nosci zaki6cen i niemodelowanej dynamiki, a to wymaga



stabilno$ci odpornej. Dokladnie z tymi problemami mo-
zemy sobie poradzi¢ za pomoca nieréwnosci rézniczko-
wych.

W tym celu potrzebne bgda nastepujace definicje

Definicja 1 Rozwazmy wektorowe réwnanie réziniczko-
we

z = f(z,t), F,t)=0 8)

majqce w dziedzinie ' C R™ x R dla kaidych warun-
kéw poczatkowych (zg,ty) € T jednoznaczne rozwigza-
nie z(t; to, zo). Mowimy, ie trywialne rozwiazanie row-
nania (8) jest

1. stabilne wtedy i tylko wtedy gdy, dla dowolnego
€ > O.istnieje & = 6(e,to) > 0, taka ze ||zo| < 6
implikuje ||z(t; to, zo)|| < € dla kaidego t > to;

2. jednoznacznie stabilne wtedy i tylko wtedy gdy, dla
dowolnego € > 0 istnieje § = §(¢) > 0, taka ze
[|zoll < & implikuje ||z(t; to, z0)|| < € dla kaidego
t 2 to;

asymptotycznie stabilne wredy i tylko wtedy gdy jest
stabilne i istnieje * = §*(to) > 0, taka Ze ||zo]| <
8* implikuje lim,_, o ||x(t; o, zo)l| = 0;

4. jednostajnie asymptotycznie stabilne wredy i tylko
wtedy gdy jest jednostajnie stabilne i istnieje 6* >
0, taka Ze dla kaidego € > 0 istnieje T'(€) > O,
takie Ze ||xoll < &* implikuje ||x(t;to, zo)l| < € dla
wszystkich t > to + T(€).

Definicja 1 obejmuje postawowe pojecia stabilnosci La-
punowa zerowego punktu réwnowagi uktadu (8) niezbed-
ne w prezentowanym kontek$cie. Stabilno$¢ jednostaj-
na (punkt 2 powyzej) r6zni si¢ tym od stabilno$ci zwy-
klej (punkt 1), Ze jest niezalezna od czasu poczgtkowe-
go tg, mimo niestacjonarnego charakteru réwnania (8).
Waznym wzmocnieniem w punkcie 3 powyzszej Defini-
cji jest dazenie trajektorii z(¢; to, 20) asymptotycznie do
zera. Jest to krytyczna wlasciwos$¢ w przypadku réwnania
bigdu w uktadach adaptacyjnych. W koficu punkt 4 De-
finicji 1 jest najbardziej pozadang kombinacja: trywial-
ne rozwigzanie réwnania (8) jest jednoznacznie stabilne
i posiada sasiedztwo (zdefiniowane przez ||zo| < %),
takie ze dla kazdej chwili czasowej t > to + T'(€) roz-
wigzanie x(t; o, o) zblizy si¢ do punktu réwnowagi z
dowolng doktadnoscig .

Zauwazmy, ze wszystkie pojgcia Definicji 1 opisuja
wiasnoéci lokalne, tzn. postuluja istnienie sasiedztwa osi
t (np. péicylinder K, 1), w ktérym odpowiednie warunki
sa spelnione.

Z punktu widzenia odporno$ci rozwazamy stabilno$§é
uktadu w sytuacji gdy prawa strona réwnania (8) nie
Jest znana doktadnie lub gdy uklad jest poddany zakis-
ceniom. W celu badania stabilnoéci odpornej przydatna
jest nastgpujgca definicja.

Definicja 2 Rozwaimy wektorowe réwnanie rézniczko-
we

T = f(x’t) + R(xat)a f(0$t) =0 ®
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majgce w dziedzinie T C R™ x R dla kaidych warun-
kéw poczatkowych (zq,to) € T jednoznaczne rozwigza-
nie z(t; to, To). Mowimy, Ze trywialne rozwigzanie réw-
nania (9) jest

1. catkowo stabilne wtedy i tylko wtedy gdy, dla do-
wolnego € > 0 istnieje § = (e, tp) > 0, taka ze
llzoll < & oraz

t
/ sup ||R(z,t)||dt <& (10)
to |lzll<e

implikujq ||z (t; to, o) || < € dla kazdego t > to;

stabilne pod dziataniem ograniczonych zaburzen
wtedy i tylko wtedy gdy, dla dowolnego € > 0 ist-
" nieje § = (e, tp) > 0, taka ze ||zol| > 0 oraz

t+1
‘/t

implikujq ||z(t; to, 2o )|| < € dla kaidegot > t,.

sup
t>to

sup ||R(z,t)||dt < &
llzll<e

an

Powyisza definicja dotyczy stabilno$ci odpornej ukta-
du (9) i w zwigzku z tym narzuca warunki na wyraz zwia-
zany z zaburzeniem czyli R(z,t) w réwnaniu (9). Przy
takich zalozeniach rozpatrywana jest wiasno$é 1 Defi-
nicji 1. Tak wigc punkt 1 Definicji 2 postuluje aby dla
wszystkich trajektorii z(t; tg, Zo) (z sasiedztwa ||zo|| <
0) udziat R(z,t) w czasie byl maly, je§li male s3 trajek-
torie (patrz (10)). Podobna idea jest wyrazona w punkcie
2 Definicji 2 z jedng istotng réznica: ,mato$é” R(z,t)
jest mierzona §rednim ograniczeniem, tzn. po wszystkich
przedziatach [t,t + 1].

3. UKLADY STEROWANIA ADAPTACYJNEGO
Z MODELEM ODNIESIENIA

W niniejszym rozdziale oméwimy pewne techniki sta-
bilno$ci Lapunowa, ktére w potaczeniu z metodami za-
sygnalizowanymi w poprzednim rozdziale i oméwiony-
mi szczegétowo w pracy [4] mozna wykorzystaé do roz-
wigzania zadania nadgzania za modelem. Narzedzia te sa
wigc bardzo przydatne w kontekscie sterowania adapty-
cyjnego z modelem odniesienia (ang. Model Reference
Adaptive Control - MRAC) oferujac alternatywne spoj-
rzenie na problematyke.

3.1. Nadazanie za modelem. PodejScie w oparciu o
teorie stabilnosci

Do rozwigzania problemu nadgzania za modelem wyko-
rzystane zostanie podejScie oryginalnie zaproponowane
w mechanice w nieco innym konteks$cie przez Makarowa
[14]. Rozwazat on nastgpujacy problem:

Definicja 3 Rozwaimy uktad dwéch wektorowych réw-
nan rézniczkowych

g(n,t),
f(J:’ r? t)

9(0,t) =0, (12)

13)




majgcy w dziedzinieI' C R™ x R, dla wszystkich wa-
runkéw poczatkowych (ro, to),(Zo,to0) € T, jednoznacz-
ne rozwiqzanie r(t;to,To) réwnania (12) oraz jedno-
znaczne rozwiqzanie x(t;to, o) réwnania (13). Uktad
(12)~13) nazywamy stabilnym w sensie Makarowa wte-
dy i tylko wtedy gdy, dla dowolnego € > 0 isniejq
= 61(E,to) i-62 = 62(€,to), takie Ze "1’0" < 6
oraz ||lro — xo|| < &2 implikuje ||r(t;to, o)l < € oraz
|lr(%; to, zo) — z(2; to, Zo)|| < € dla wszystkich t > to.

W istocie definicja ta postuluje stabilno$é modelu odnie-

sienia (12) (w sensie punktu 1 Definicji 1 oraz stabilnosé

bledu pomiedzy wyjsciem odniesienia r(t) i stanem z(t)

ukladu (13). Dokonujac w powyzszej definicji modyfika-

cji podobnych do tych z punktéw 2—4 Definicji 1, moze-

my réwniez otrzymaé analogiczne wersje stabilnosci w
sensie Makarowa.

Oczywiscie, wprowadzajac nowa zmienna e(t)

r(t)—z(t) powyzszy problem mozna przeformutowaé do
klasycznego problemu (zgodnego z punktem 1 Definicji
1) o wymiarze (2n + 1). Jednakze Definicja 3 umozli-
wia wykorzystanie wiedzy a priori o ukladzie (13) i nie
wymaga zalozenia f(0,0, t) = 0. Ponadto, moze byé wy-
godniej mie¢ do czynienia bezposrednio z uktadem (13)
niz z nowym ukladem otrzymanym w wyniku zlgczenia
r(t) i e(t). W rzeczywistosci badanie stabilno$ci w sen-
sie Makarowa moze by¢ dokonane poprzez rozwazanie
dwéch funkeji typu Lapunowa: jednej dla r(t), drugiej
dla r(t) — z(t). Ostateczny wynik wymaga nastgpujacej
definicji.
Definicja 4 Niech M,;, = {(r,z,t) € R® x R" x
R| [[r—z|| < p, t > to}. FunkcjaV : My, — R
nazywamy dodatnio okreslong w sensie Makarowa wte-
dy i tylko wtedy gdy, v(r,r,t) = 0 i istnieje funkcja
é: [0, p] — R klasy K, taka ze

V(r,z,t) 2 ¢(|ir — =) (14

w Mp,to'

Zauwazmy, ze M, ;, w powyzszej definicji bierze pod
uwage, Ze rozwazane rozwiazanie trywialne jest funkcja
rézmicy r(t) — z(t).

Twierdzenie 2 Niech istniejq dwie funkcje rézniczko-
walne Vi : Kpy, — Roraz Vo : My, — R, takie
ie W jest dodamio okreSlona, a Va jest dodatnio okre-
Slona dodatnio w sensie Makarowa. Uktad (13)~(12) jest
stabilny w sensie Makarowa jezeli pochodne '

. Vi(r+hg(r,t),t+h
(rt) = r{lﬂ}) 1 ( g(h ) )
. W L1 74
Y- + 81' gk(rat)’
Vi(r,z,t) =. lim Vz("+hy,z+hf,t+h)

h—0 h
Ve b

¥
1% a :
+Z(—Egk( D)+ g fn t))
(15)

5q ujemnie okreslone odpowiedniow Ky ¢, i M, 4.

Zamiast rézniczkowalnoéci funkcji V; oraz Vo w Twier-
dzeniu 2, mozemy zazadac aby byly one lokalnie lipschit-
zowskie i rozwazyé dolng prawa pochodna Dini’ego. Jed-
nakze przyjecie zatozenia o ré6zniczkowalno$ci pozwala
uzyskaé wzory (15) na V{ i V3 w sposéb jawny, co po-
maga zrozumie¢ istot¢ podejécia Makarowa. :

Idea polegajaca na rozwazaniu dwéch réwnoczesnych
wektorowych uktadéw réwnaii rézniczkowych oraz ana-
liza ich stabilno$ci byla prezentowana przez kilku Auto-
réw. Szczegdlnie interesujace sa metody wykorzystujace
nieréwnosci rézniczkowe wprowadzone w pracach Lak-
shmikanthama [9, 10] (patrz réwniez [11]). Analogiczne
podejscie w wersji dyskretnej podat Pachpatte w pracy
[16].

3.2. Stébilpoéé czesciowa

Zaprezentowane w podrozdziale 3.1. podejscie Maka-
rowa do zagadnienia nadazania za modelem jest scisle
zwiazane z pojeciem stabilnosci czgsciowej. Wynika to z
faktu, ze zwykle mozZemy uznaé model odniesienia (12)
za stabilny i problem zredukowa¢ tylko do stwierdzenia
stabilnosci uktadu (13), to znaczy rozwazaé tylko cz¢$é
(2n + 1)-wymiarowej przestrzeni stanu [3]. Przyjmuje-
my w tym celu nastgpujaca definicjg

Definicja 5 Rozwazimy uktad dwéch wektorowych réw-
nari réZniczkowych

G(0,0,t) =0, 16)

Fr = G(ret),
: F(0,0,t) =0, an

= F(re,t),

majqcych w dziedzinie ' C R™ x R™ x R jednoznacz-
ne rozwiqzanie r(t;to,To,€0) réwnania (16) oraz jed-
noznaczne rozwiqzanie e(t; to, o, €o) réwnania (17) dla
wszystkich warunkéw poczqtkowych (ro,ep,tp) € I
Rozwiqzanie trywialne (r(t), e(t)) = (0,0) € R™ x R"
uktadu réwnanri (16)<(17) nazywamy czeSciowo stabil-
nym ze wzgledu na e wiedy i tylko wtedy gdy, dla kaz-
dego € > 0 istnieje § = 6(€, to), taka ze ||rolf + Jleo|| < &
implikuje |le(t, to, 0, €0)|| < € dla wszystkicht > to.

Zauwazmy specjalng strukture problemu, podkre$lajaca
role rozwiazania e(t) = 0 réwnania (17). W definicji nie
wymagamy stabilnosci ze wzgledu na r, jedynie zada-
my aby istniato rozwigzanie trywialne (r(t), e(t)) = 0.
Wektor e, w kontekscie MRAC mozna interpretowac ja-
ko e(t) = r(t) — z(t), pod warunkiem ze n = m (patrz
uwagi do Definicji 3). Definicja 5 jest definicja ogélna,
gdzie rozwiazania réwnania (16) zaleza od ey (gdyz G
zalezy od e), ale przy postawieniu problemu w spos6b
podobny do Definicji 3 zalezno$¢ ta nie wystepuje, gdyz
réwnanie (16)) ma posta¢ (12).

Poprzez standardowe modyfikacje Definicji 5 moze-
my otrzymaé inne pojecia stabilnosci czgéciowej, ana-
logiczne do punktéw 2 — 4 Definicji 1. W tym kontek-
§cie potrzebujemy nastgpujacych pojeé, gdzie P, ;, =
{(r,e,t) e R™ x R™ x R| |le]| < p, t 2 to}.

Definicja 6 Funkcje V : P,;, — R nazywamy dodat-
nio okreslona ze wzgledu na e weedy i tylko weedy gdy,
V(0,0,t) = 0 oraz istnieje funkcja ¢ : [0, p] — R klasy



K, taka ze

V(r,e,t) 2 ¢(lel) (18)

w Pp,to-

Definicja 7 Funkcje V : P, i, — R nazywamy czgécio-
wo ubywajaca wtedy i tylko wtedy gdy, istnieje funkcja
¥ : [0, p] = Rklasy K, taka ze

V(r,e,t) <o(lirll + llel)) (19)

w Pp,to~

Ponadto potrzebny bedzie nam wynik sformulowany
przez Wazewskiego w postaci nastgpujacego lematu
>

Lemat 1 (Wazewski) (18] Niech to > 0, kry,
{(y,t) € RxR 0 <y <r < oo, t > to}i
w : kri, — R niech bedzie funkcjq ciggla. Rozwazmy
réwnanie réiniczkowe

Y =w(y,t) (20)

z warunkiem poczqtkowym (yo,to) € kri,, a J niech
bedzie maksymalnym przedziatem istnienia rozwiqzania
y(t) réwnania (20) dla (yo,to). Jezeli z(t) jest funkcjq
ciqglq dla wszystkich t € [to,t1), gdzie J C [to,t1), takq
ze

D, z(t) < w(z(t),t) wrazz 2z(to) <yo (21)
dla wszystkich t € {to,t1), wowczas
z(t) < y(t) (22)

dla wszystkich t € [to, t1].

Tutaj D4 z(t) = liminf,_,o+ [2(t+ h) — 2(t)] /h jest dol-
na prawa pochodna Dini’ego. Podstawowy wynik doty-
czacy stabilno$ci ma nastgpujacq postac:

Twierdzenie 3 Niech w bedzie funkcjq jak w Lemacie
1, dla ktorej istnieje jednoznaczne rozwigzanie réwnania
(20) dla dowolnych (yo,to) € krq, oraz w(0,t) = 0.
Ponadto, zatoimy Ze funkcja V : P, — R zwiqzana
z rownaniami (16)—(17), jest lokalnie lipschitz’owska w
P, , i spetnia nastepujqcy warunek

Vi(r,e,t) <w(V(re,t),t) (23)
dla wszystkich (r,e,t) € P, ., gdzie
Vi(r,e,t) =
im inf V(r+ hG(r,e,t),e + hF(r,e,t),t + h.
h—0t h
(24)

1. Jeieli rogzwiqzanie trywialne réwnania (20) jest sta-
bilne i V jest dodatnio okreslona ze wzgledu na e,
wtedy rozwiqzania trywialne r(t) = 0ie(t) = 0
réwnani (16)~(17) sq czg$ciowo stabilne ze wzgledu
nae.

2. Jezeli rozwiqzanie trywialne réwnania (20) jest jed-
nostajnie stabilne i V jest dodatnio okreslona ze
wzgledu na e oraz czeSciowo ubywajqca, wtedy roz-
wigzania trywialne r(t) = 0i e(t) = 0 réwnad
(16){17) sq jednostajnie stabilne ze wzgledu na e.
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3. Jeieli rozwigzanie trywialne rownania (20) jest
asymptotycznie stabilne i V jest dodatnio okreslo-
na ze wzgledu na e, wtedy rozwiqzania trywialne
r(t) = 0ie(t) = 0 rownari (16)17) sq asymp-
totycznie stabilne ze wzgledu na e.

Jezeli rozwiqzanie trywialne réwnania (20) jest jed-
nostajnie asymptotycznie stabilne i V jest dodat-
nio okreslona ze wzgledu na e oraz czesciowo uby-
wajqca, wtedy rozwiqzania trywialne r(t) = 0 i
e(t) = 0 réwnari (16){17) sq jednostajnie asymp-
totycznie stabilne.

Jezeli zatozymy, ze V w Twierdzeniu 3 jest rézniczko-
walna, a nie tylko lipschitz’ owska wéwczas wida¢ podo-
biefistwo (24) do (15).

4. WNIOSKI

W pracy pokazano kolejne wyniki (patrz [4]) pozwa-
lajace na projektowanie stabilnych w sensie Lapunowa
ukladéw nieliniowych. Zastosowana metodologia opie-
ra si¢ na jakosciowej teorii rownan rézniczkowych, a w
szczegblnosci na nieréwno$ciach rézniczkowych. Przed-
stawione zostaly podstawowe pojecia zwiazane z nieréw-
noSciami rézniczkowymi wprowadzane przez Czaptygi-
na [13] oraz pewne bardziej zaawansowane pojecia z
teorii stabilno$ci Lapunowa. Najwazniejsze wyniki pra-
cy dotycza polaczenia specyficznych technik Lapunowaz
pewnymi nieréwnoSciami rézniczkowymi w celu rozwig-
zania zadania nadaZania za modelem co jest bardzo przy-
datne w kontekscie sterowania adaptacyjnego z modelem
odniesienia (MRAC). Szczegdlnie przydatne w tym uje-
ciu okazalo si¢ pojecie stabilnoéci czesciowej (ang. Par-
tial Stability) gdyz zwykla w zadaniu sterowania adapta-
cyjnego z modelem odniesienia mozemy przyjaé, ze mo-
del jest stabilny i skoncentrowaé si¢ na badaniu stabilno-
§ci tylko samego uktadu. W pracy podne zostaty warunki
wystarczajace czgSciowej stabilnoéci ukladu nieliniowe-
go spetniajacych warunek isnienia i jednoznacnzosci roz-
wigzai.
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