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INWERSJE MACIERZY WIELOMIANOWYCH
A STEROWANIE MINIMALNOWARIANCYJNE'!
Krzysztof J. LATAWIEC', Wojciech P. HUNEK'
*Politechnika Opolska, Wydziat Elektrotechniki i Automatyki
ul. K. Sosnkowskiego 31, 45-272 Opole, e-mail:lata@po.opole.pl, whunek@po.opole.pl
Streszczenie: W referacie rozwazono zagadnienie wy- sterowniczych [7,9], ktére sa bezpodrednim rozszerze-

znaczania rozwiazania pewnego réwnania wektorowo-
macierzowego, zwigzanego z problemem sterowania mini-
malnowariancyjnego liniowymi stacjonarnymi dyskretnymi
obiektami wielowymiarowymi. Wprowadzono nowe, ogélne
klasy rozwigzan, stowarzyszone z tzw. T -inwersjami
i 7-inwersjami macierzy wielomianowej B(g') modelu
ARMAX. Wskazano, ze inwersje te generuja zera sterownicze
typu 11typu 2.

Stowa kluczowe: Optymalne rozwiazania, inwersje macie-
rzy wielomianowych, sterowanie minimalnowariancyjne, zera
sterownicze.

1. WSTEP

Problem sterowania minimalnowariancyjnego (ang.
Minimum Variance Control - MVC) zostal oryginalnie
sformutowany i rozwiazany dla liniowych stacjonar-
nych obiektéw dyskretnych, najpierw typu jedno wej-
§cie - jedno wyjscie [1,2], a nastgpnie wielowymiaro-
wych obiektéw kwadratowych (tj. o jednakowej liczbie
wejsé i wyjs€) [3]. Potem przez dlugi czas problem
MVC nie byl intensywnie eksplorowany, gléwnie
z powodu braku odpornoéci tej strategii sterowania,
a takze jej niestabilnosci w przypadku obiekt6w niemi-
nimalnofazowych. Tym niemniej, istotne znaczenie
mialo oryginalne zredefiniowanie dyskretnych obiektéw
nieminimalnofazowych jako tych, ktérych zera transmi-
tancji operatorowych leza poza kotem jednostkowym,
czyli obiektéw ,.stabilnie odwracalnych”, czyli wreszcie
tych, dla ktérych MVC jest niestabilne. Zwrécilo to
uwage na problem zer liniowych dyskretnych wielo-
wymiarowych obiektéw niekwadratowych (o réznej
liczbie wejs¢ i wyjéé) {7,9], ktéry to problem od lat
wzbudzal dyskusje i1 kontrowersje. Okazalo sie, ze roz-
wigzanie problemu MVC dla obiektéw niekwadrato-
wych jest zupelnie analogiczne do rozwigzania dla
obiektéw kwadratowych (w tym jedno wejscie - jedno
wyjécie). W szczegblnosci, problem zerowania (predyk-
tora) wyjécia, generujacy zera i problem MVC maja
identyczne rozwiazanie [7,9,12,13]. Doprowadzito to do
zdefiniowania nowego typu zer liniowych stacjonarnych
dyskretnych obiektéw wielowymiarowych, tzw. zer
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niem zer obiektéw typu jedno wejécie - jedno wyjscie.
Zera sterownicze réwniez nawiazujg do ,.stabilnej od-
wracalnos$ci” obiektu, czyli do stabilnos$ci MVC. Defi-
nicja zer sterowniczych zostala wkrétce rozszerzona na
wielowymiarowe obiekty ciagle [4,10]. Okazalo si¢
jednak, ze rozwiazanie problemu MVC (lub zerowania
wyjécia) dla obiektéw niekwadratowych moze byé nie-
jednoznaczne, nawet pomimo stosowania w tym roz-
wiazaniu jednoznacznych, minimalno-normowych lub
minimalno-kwadratowych (odpowiednio, prawo- lub
lewostronnych) inwersji macierzy wielomianowej B(g™")
[11]. Doprowadzilo to do zdefiniowania zer sterowni-
czych typu 2 {11] i przemianowania ,klasycznych” zer
sterowniczych (wedlug [7,9]) na zera sterownicze
typu 1. Okazalo si¢ wkrétce [8], ze o ile zera sterowni-
cze typu 1 sa jednoznaczne, to istnieje wiele rodzajéw
zer sterowniczych typu 2 (w pozycji [11] wprowadzono
tylko jeden rodzaj zer sterowniczych typu 2). Wynika to
z faktu, iz ogdlne rozwiazanie problemu MVC, nawet
w przypadku wykorzystania jednoznacznych, minimal-
no-normowych lub minimalno-kwadratowych inwersji
macierzy wielomianowej B(g™), nie jest jednoznaczne.

Niniejszy referat przedstawia nowe, ogélne rozwiazanie
problemu MVC dla liniowych stacjonarnych obiektéw
nickwadratowych opisanych modelem typu wejscie -
wyjécie. Ograniczono si¢ tu do obiektéw dyskretnych,
jednakze rozwigzanie dla obiektéw ciaglych jest zupet-
nie analogiczne [8)]. Implikacje tego rozwiazania dla
zdefiniowania zer sterowniczych typu 1 i w szczeg6lno-
§ci ré6znych rodzajéw zer sterowniczych typu 2 sa na-
tychmiastowe, wigc nie beda tu szczegtowo rozwijane.

2. REPREZENTACJA SYSTEMU

Rozwazmy n, -wejsciowy n, -wyjsciowy liniowy sta-
cjonarny uklad dyskretny o wejciu u(r) i wyjsciu y(z)
opisany modelem ARMAX

Algy(D=qB(g () +C(g (D) (1)

gdzie v(r) jest wektorem niekorelowanego zakl6cenia
0 zerowej wartosci oczekiwanej, d jest czasem opéznie-



nia, a g~' jest operatorem przesunigcia wstecz. Zal6z-
my, 2Ze macierze wielomianowe A(q_l) = I,,y +
+glq_1 +..+a,q " i B(g™) =b, +l_71q_1 +..+b,q"
oraz A(g™) 1 C(g)=¢y+c g +..+ g7 sa lewo-
stronnie wzglednie pierwsze. Zalézmy réwniez, Ze ma-
cierze wielomianowe E_(q'l) oraz (stabilna) _c_(q“) s3
peinego normalnego rzedu n, .

3. DYSKRETNE STEROWANIE MINIMALNO-
WARIANCYJNE

Rozwazmy obiekt wielowymiarowy opisany modelem
(1). Regula sterowania minimalnowariancyjnego, mini-
malizujacego wskaznik jakosci

E{ |ve+ )=y +a)| }2 ©)

gdzie E{} jest operatorem warto$ci oczekiwanej,
Yre (¢ +d) jest wartoscia zadana/odniesienia, y(t +d)
jest predyktorem wyjscia obiektu na 4 krokéw, ma
postac [4,8,12]
R, -1ym-l, 1= 1 301
u@) = B* ¢ @@y @+ d)-Hg™ )]
3)
gdzie QR (@™") jest dowolng inwersje prawostronna
B(g™") i wielomiany macierzowe E(q’1)=1,,y +
-1 —d+ P N |
tfg +etf, a7, Eg )=1, +f g +..+
7 —d+1
+£d—1q ’

i H@™h= =hothg! +. 4k, g
normalnego rzedu n

ﬂ(q_l) = .’_’o +.’hq—l +---+hn-1q_"+l

! pelnego

y O wymiarach n,xn, sa wyzna-

czane z diofantycznej
macierzowej

y

tozsamo$ci wielomianowo-

Clg™MH=FE@hHaug™MH+qH@"H @

oraz faktoryzacji FC=CF, gdzie C(g")=&,+
+8,97 +. 487

Jak wiadomo, sterowanie minimalnowarincyjne (3), dla
macierzy wielomianowych F(g!) i H(g™") jak powyzej,

jest asymptotycznie stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy
_li(q'l) jest stabilnie (prawostronnie-) odwracalne [8].

4. MOTYWUJACY PRZYKLAD

Rozpatrzmy dla przykladu prosty obiekt dyskretny
o dwdch wejsciach i jednym wyjéciu, opisany modelem
ARX [8,11]

Y(O+a1y(t-1)+aay(t-2)=bou(t-1)+b1u(t-2)+bou(t-3)+v(r)
®

310

gdzie l_)n+lglq"+l_72q'2=§(q"). Zalézmy, ze macierz wie-
lomianowa B(q™") jest petnego normalnego rzedu n, oraz
BR(g') oznacza jej (niejednoznacznz) prawostronna
inwersje. Przyréwnujac teraz (deterministyczna cze$c)
1-krokowego predyktora wyjscia do wartoéci zada-
nej/odniesienia otrzymamy
bou(®)+b1u(t-1)+byu(t-2)-a,y()-ary(t-1)=y,[1+1)
(6)
Réwnanie (6) mozna bezposrednio sprowadzi¢ do regu-
ly sterowania minimalnowariancyjnego/perfekcyjnego
u()=(bo+biq " +02g ™) [yreft+ 1 4@y () +ay (s-1)]
@)
reprezentujacej rozwiazanie réwnania (6) dla u(z).
Z drugiej jednak strony, przy zalozeniu, ze by jest pel-
nego rzedu, réwnanie (6) mozna zapisa¢ w nastepujacej
formie

u(t)=(bo) [yref(++1)-byu(t-1)-bou(t-2)+ary(D)+azy(t-1)]

(®)
kt6éra mozna przepisaé¢ do postaci
u(E)=[1+(00)" (b1g  +b2g ") (bo) [yref+ DHary (1) +
+a,y(-1)] )]

reprezentujacej inne rozwiazanie réwnania (6) dla u(z).

Jest interesujace, ze reguly sterowania MVC (7)
i (9) (dla v(£)=0 mamy sterowanie perfekcyjne), wyzna-
czone w oparciu o ten sam predyktor (6) [8,11], sa réz-
ne. Fakt ten mozna tlumaczyé specyficznymi wtasno-
§ciami inwersji uogdlnionej [4,5,6,7,8] dla wielomia-
néw  macierzowych, gdyz og6lnie zachodzi
B (g )=(bo+b1g " +hag ) #[I+(bo)" (b1g 7 +h2g)]  (bo)°=
=§R2(q'1). Oczywiécie zar6wno dla QRl(q'l) i QRz(q'l)
mamy odpowiednio B(g™")B*(g")=I i B(g")B**(g")=I,
co zapewnia (jedynie w przypadku obiektéw minimal-
nofazowych) takze stabilna regulacje perfekcyjna, tj. dla
t2d=1 mamy y,=y,s gdzie y;; oznacza stan ustalony
¥(?). Rozszerzmy teraz rezultaty zawarte w pozycji [11],
wskazujac na kolejny typ inwersji B(g"). Przepisujac
réwnanie (6) do formy

u(®)=(b1g Y Gyre1)-bott(1)-bog *u(t)+a,y(1)+aag  y(1))
(10)

a nastepnie do postaci

u(D=[1+(b1g "X bo+bag ] (b1g gy, +ary )+
+axq " y(D)] (11)

otrzymamy kolejne rozwigzanie réwnania (6) dla u(?),
wErowadzajqce nastepny typ inwersji B(g'), tj.
BP(g)=[I+(b1g ) (bo+bag T '(big )", ktéra mozna
przepisa¢t  do postaci  BX(gM)=[g I+ (b)R(bo+
+Q2q'2)]'1(Q1)R. Analogiczne rozwazania moga postuzy¢
wprowadzeniu kolejnego, czwartego juz typu inwersji
BY¥(q")=[q1+(b2)"(by+big ) (B)". Jednak to nie
wszystko. Rownanie (6), przedstawione w nastgpujacej
formie

u(O)=(by+b1g Y [y ef(t+1)-bog 2u()+a,y(F)+arg ' y(1))
(12)

i przepisane do postaci



u(®)=[1+(bo+b1g Y bag 1 (Bo+big W yreft+1)+ay (1) +
+a297y(0)] (13)

zawiera nastgpng inwersj¢ wielomianu macierzowego
B@"), ti. B¥(g")=[IHby+big ) bag ] botbrg ™)
Analogicznie, w ten sam spos6b, mozna wProwadzié
kolejne dwa typy inwersii  BR(q)=[I+(by+
g o T botbag D i BV )=+ lug™+
+bog )Rbog 1 (byg  +hag )R, Jednak to jeszcze nie
wszystkie inwersje, poniewaz trzy ostatnie B¥(q?),
BY(¢g™h, _lim(q") zawieraja po dwie subinwersje. Zobra-
zujmly to szybko na przykladzie prawostronnej inwersji
(big"+bag DR, dla ktérej wyznaczenie dwéch wspo-
mnianych subinwersji, réwnych (g 7+(b)*b2q 1" (B)®
i [+ b1g " T (B)R, jest natychmiastowe.

Podsumowujac, dla rozpatrywanego przykladu mozemy
podaé 13 réznych typéw prawostronnych inwersji, za-
wartych w 13 r6znych rozwiazaniach réwnania (6) ze
wzgledu na u(z). Poza tym kazda z inwersji od Qm(q")
do B*3(g™) jest niejednoznaczna, co wynika z ogélnej
niejednoznaczno$ci prawostronnej inwersji.

5. ROZWIAZANIA OPTYMALNE W DZIEDZI-
NIE CZASU

Odnieémy si¢ najpierw do przykladu z punktu 4,
w ktérym wyrézni¢ mozna 13 typ6w inwersji (od
B*(g™") do QR”(q")), zwigzanych z 13 réznymi zbiora-
mi rozwigzan (wielomianowo-macierzowego) réwnania
dla u(r), wszystkie zapewniajace sterowanie minimal-
nowariancyjne obiektu (5). Jest interesujace, ze inwersje
te s3 stowarzyszone z dwoma klasami rozwiazan dla
u(t) w problemie sterowania minimalnowariancyjnego,
odpowiednio dla réwnan B(gu()=y(f) i (I+
HAGHFIBG)-Ba M)=(B.¢HF 0, przy czym
Y(O)=qynfty+aiy(ty+arg ' y(r) (ogblne formy macierzy
wielomianowych Ag" i A" zostaly podane
w punkcie 5.1, za$ te z analizowanego przykladu zostaly
zestawione ponizej). Drugie réwnanie wyltania 12 roz-
wigzan, wszystkie zawierajace rézme  formy
(wielomianowych) macierzy Ag™ i B(g?), zawarte
w_inwersjach od B*(g") do B*(g™) (plus inwersja
B*(g"") stowarzyszona z réwnaniem B(g™)u(t)=y()).
W celu odréznieniu migdzy przypadkami, gdy
BaH=Aq™M i Bg"+#Ag™"), wprowadzono odpowied-
nio pojgcia rozwigzan ‘gléwnych’ i ‘podrozwiazan’ [8],
przy czym te ostatnie zawieraja wspomniane powyzej
subinwersje.

L. Bg™M=by; ABgH=Bq"); rozwiazanie ‘gléwne’;
inwersja BX(¢™).

2. AgH=bg"s B(gH=Bq™); rozwiazanie ‘gléwne’;
inwersja B¥(¢g™).

3. BgH=bg*; B(gY)=B4g™); rozwiazanie ‘gléwne’;
inwersja B*(g™).

4. AgY=bytbig"; Bg)=fg™); rozwiazanie ‘gléw-
ne’; inwersja B~ (g).

5. Bg™) jak powyzej; B.(¢7)=b,: ‘podrozwiazanie’;
inwersja B®(g™).
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6. Bq™) jak powyzej; B(g')=bg™; ‘podrozwiazanie’;
inwersja BX(g™).

7. Ag)=betbrg™; B(q™)=Hg™); rozwiazanie ‘gléw-
ne’; inwersja B*%(¢™).

8. Ag™) jak powyzej; B(g™)=b,; ‘podrozwiazanie’;
inwersja BX'%g™). ’

9. Ag™) jak powyzej; B(g")=b,q2; ‘podrozwiazanie’;
inwersja B*''(g™).

10. Aq=biq'+bg?;  B@H=B4™);
‘eléwne’; inwersja B¥'(g”").

11. Ag™ jak powyzej; B(g)=bgq™; ‘podrozwiaza-
nie’; inwersja BX'%(g™).

12. Aq™) jak powyzej; B,(g7)=b,g?; ‘podrozwiaza-
nie’; inwersja BX*(g™).

rozwiazanie

Podr6d kazdego z 13 typéw rozwiazan (i inwersji) inte-
resujace jest poszukiwanie jednoznacznego rozwiazania
dla u(z), np. zwiazanego z prawostronnymi inwersjami
o minimalnej normie wielomianéw macierzowych
B(g") lub B(g"). Poniewaz wszystkie 13 sterowan
minimalnowariancyjnych (tak jak réwnania (7) i (9))
mozna rozwaza¢ jako réwnania czasowe, w inwersjach
nalezy stosowa¢ transpozycje ,zwykle”, a nie sprz¢zo-
ne, np. tzw. T -inwersj¢ o minimalnej normie Bf (™) =
BT (g™"B@™"BT ™! (inwersje o minimalnej normie
og6lnie zawieraja transpozycje sprzezone) (4,11,12).

Przejdzmy teraz do bardziej ogélnego przypadku ukla-
déw prawo- lub lewostronnie odwracalnych, a takze
rozwazmy og6lny przypadek obiektéw, dla ktérych
B(g'") jest dowolna, takze niepelnego normalnego rzedu.
W ogdlnosci, bedziemy méwi¢ o rozwiazaniach klasy 1

i Klasy 2 problemu MVC wzgledem u(?), zwiazanych
odpowiednio z réwnaniami ‘

Bl@Hu@®=x() (14)

i
I+B,@OI™ B - OO =18,G "y (15)

gdzie og6lne postaci wielomianéw macierzowych Ag™)
i BG@"  beda  podane
Y= qDEG )y @+ D)~ @] (a8 dla
powyzszego  przyKladu  y(1)=gy,d)+a1y(O)+a:q " y(®)
a inwersja [8.(g7)]™ jest odpowiednig inwersja uog6l-
niona, zalezna od specyficznych wilasciwosci (g™,
zwigzanych z normalnym rz¢dem tej macierzy wielo-
mianowej (przy czym np. [B(g™)"=[4,q I dla pra-
wostronnie odwracalnej macierzy B,(g™)). '

ponizej oraz

5.1. Wielomiany macierzowe Ag™?) i 8¢™) [8]
Zdefiniujmy teraz, w og6lnosci, Ag™') jako element
zbioru {Ag™)) wszystkich I -skladnikowych macierzy
wielomianowych, gdzie I=1,...,m, taki, ze




B =byg ™ +bpg ? H et byg™, i< il
i1= 0oy —1 +1

i2=12pgn=1+2

(16)

il =1~1Llpyn
i (g™ jako element zbioru {8,(g™)}, taki, ze

Ba ) =byg " +bq + et by 7Y,

I =myud
<2 <eu<ill—1)

=0 egm =141

2=1250ym—1+2

amn

id-D=l-Lim.ym
5.2. Optymalne T-inwersje

Dwie nowe, ogélne, przedstawione ponizej definicje
wprowadzaja rézne optymalne i mwers_|e niekwadratowej
macierzy wielomianowej B(g ) rzedu m, otrzymane
w wymku wyznaczania rozwiazania u(t) z réwnania
B(g " u()=y(). Optymalne, tzw. T-i -mwers_|e zawieraja
»Zwykle” (a nie sprzezone) transpozycje B(q .

Deﬂmcla 5.1 Rozwatmy macierz wielomianowa
B(q )—I_;o+b1q +...+bq"™ pelnego normalnego rzedu n,
(lub n,). Prawostronna T-inwersj¢ o minimalnej normie
(lub lewostronng minimalnokwadratowa) macierzy
B(q") definiuje si¢ jako B3'(g™)=BT(q)BG B (I
(ub B3'¢™)= =(BT( BB @™

Deﬂmcla S, 2 RozwaZmy macierz wielomianowg
B(g)=botbig +.. +bag niepelnego  normalnego
erdu r. Plzeprowadzmy szkieletowa faktoryzacje
B(g )—gq )D(q "), gdzie macierze wielomianowe
B@"), C(g"). D(g") sa odpowiednio o wymiarach
nym,, noa, rxn,. T-inwersje Moore-Penrose’a macierzy

B(g"') definivje si¢ jako Bl =DMt ™),
gdzie DM(gM)=DT(¢HDGHD (DT i Clg™M)=
=TT @™

53. | Optymalne 7 -inwersje

Dwie nowe, ogélne, przedstawione poniuj definicje
wprowadzaja rézne typy optymalnych i mwers_u niekwa-
dratowej macierzy wielomianowej B(g') rzedu m,
otrzymane w wyniku wyznaczania rozwiazania wu(f)
z  réwnania  (I+[F,(¢"I"B@™)-Blg™() =
=[ﬂ,(q“)]’""z(t). Niektére z optymalnych, tzw. =
inwersji, zawieraja ,.zwykle™ transpozycje (rzeczywi-
stych) wsp6iczynnikéw by, i=0,...,m, za$ niektére in-
wersje zawierajq ,zwykle” transpozycje macierzy wie-
lomianowych, wszystkic bedace od dwu- do

-skladmkowymx kombinacjami (m+1)-sktadnikowe;j
sumy bo+biq ' +...4+bwg™.
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Definicja 5 3 RozwaZmy dowolna macierz wielomia-
nowa B(g )=bo+biq ' +... +buq™ pelnego lub niepetnego
normalnego rzedu, a takZe macierze wiclomianowe
Bg™ (16) i (g™ (17) pelnego normalnego rzedu n,
(lub n,). Prawostronng 7 -inwersj¢ o minimalnej normie
(lub lewostronng minimalnokwadratowa) macierzy
B(g") definiuje si¢ jako Bg*(g™)=(I+14,@ ™ BB ™)-
-Ba™ N 1B,G™HE (ub B g™ = +18,(¢™ 5B ™~
-Ba™ N NB.q™HE). gdzie indeks “0” prawostronnej
(lub lewostronnej) inwersji macierzy f,(g™') oznacza T-
inwersje 0 minimalnej normie (lub minimalnokwadra-
towa) wtedy, gdy B.(¢™") jest macierza wielomianowa
(dla 1</<m) lub inwersj¢ o minimalnej normie (lub
minimalnokwadratowa) (rzeczywistego) wspélczynnika
b; w przypadku, gdy £,(g™)=bq”. i=0,....m (dla l=1).

Definicia 5.4. RozwaZmy dowolna macierz wielo-
mianowa  B(¢)=bothiq+...+bug™ pelnego  1ub
niepelnego normalnego rzedu, a takze macierze wielo-
mianowe Ag™) (16) i B,(g™) (17) niepelnego normal-
nego rzedu r. Przeprowadimy szkieletowa fakto-
ryzacje B,(g™)=C(g")D(g™"), gdzie macierze wielomia-
nowe Ag™), Clg"), D(q'l) sa odpowiednio o wy-
miarach nom,, nor, rom,. 7-inwersje  Moore-
Penrose’a macierzy B(g') definiuje si¢ jako
B(a ™) =(+D5 (@™ )Cr (@ B ™)~ Aa™N D @ @)
gdzie indeks “0” prawostronnej (lub lewostronnej) in-
wersji oznacza T-inwersj¢ 0 minimalnej normie (lub
minimalnokwadratowa) wtedy, gdy B(g™) jest macie-
rza wielomianowg (dla 1</<m) lub inwersje 0 minimal-
nej normie (lub minimalnokwadratowa) w przypadku,
gdy B,(g™"=b,q, i=0,...,m (dla I=1).

5.4. . Catkowita liczba wszystkich typéw optymalnych
T-i 7 -inwersji

Na podstawie podanych powyzej definicji jest oczywi-
ste, ze istnieje jedna optymalna T -inwersja i znaczna
liczba réznych typéw rmwers_u niekwadratowej macie-
rzy wielomianowej B(q") rzedu m. Ponizsze twierdzenie
wyznacza catkowitg liczbe optymalnych inwersji, za-
wartych w rozwigzaniach klasy I i klasy 2 problemu -
MVC wzgledem u(r) (réwna catkowitej liczbie wszyst-
kich optymalnych rozwiazan réwnaf (7) i (9)).

Twierdzenie 5.1.[8] RozwaZmy dowolnq niekwadratowa,
macierz wielomianowa B(q")=bo+byq'+...+bug™. Cal-

kowitg liczbg N, optymalnych T - i winwersji macie-
rzy B(q"") wyznacza sig iteracyjnie z réwnania

N 1+(¢+1)'Z i=leom, Ny=1

(18)
T - inwersja macierzy B(q™) generuje jeden zbiér zer
sterowniczych typu 1, za$ r-inwersje generuja (N, —1)
zbior6w zer sterowniczych typu 2 [8].

G- J+1)' N



6. PRZYKLADY SYMULACYJNE

Przykiad 1.

Rozpatrzmy, jak w punkcie 4, obiekt o dwéch wejéciach
i jednym wyjSciu opisany przez (deterministyczny)
model CZasowy WO+a,y(t-1)+ay(t-2)=bou(s-1)+
+biu(t-2)+bhau(t-3), gdzie macierz wielomianowa
B(g")=bo+byq ' +b:q* jest pelnego normalnego rzedu 1
oraz a;=a;=1. Zal6zmy, ze by=[2 1], b=[-1.5 -1.7]
i b,=[0.01 0.06]. Zera sterownicze typu 1, wyznaczone
w oparciu o T-inwersje, wynosza 0.9167+0.3653i,
0.0233+0.0147i, podczas gdy 12 zbior6w zer sterowni-
czych typu 2 wraz z towarzyszacymi im macierzami
wielomianowymi Ag™) i f,(g™) zostalo pokazanych
ponizej. Wezmy dla przyktadu zbiér zer sterowniczych
typu 2 réwnych 0.0173, 0.9227. Poréwnajmy ten zbi6r
ze wspomnianym zbiorem zer sterowniczych typu 1.
Zar6wno pierwszy, jak i drugi zbi6r (stabilnych) zer
sterowniczych wskazuje, ze sterowania minimalnowa-
riancyjne/perfekcyjne (7) i (9) sa stabilne. Faktycznie,
dla powyzszego obiektu deterministycznego i przy sta-
bilnych sterowaniach u(?) i u,(f) wyjécie obiektu osiaga
warto$¢ zadang dla r2d=1. Jednakze sterowania otrzy-
mane w oparciu o réwnanie (7) sa silnie oscylujace, co
przedstawiono np. dla sterowania u,(¢) na rys. 1a, pod-
czas gdy otrzymane w oparciu o réwnanie (9) sa dobrze
tlumione, co zostalo pokazane dla sterowania u;(f) na
rys. 1b. Te ostatnie wlasno$ci wynikaja bezposrednio ze
zbioru rzeczywistych zer sterowniczych typu 2. Reasu-
mujac, zera sterownicze typu 2 moga okazywaé sig
‘lepsze’ w zadaniach projektowania odpornych metod
sterowania MVC. Whiosek ten mozna réwniez poprze¢
na podstawie badan symulacyjnych przeprowadzonych
w Przykladzie 2.

Przykad 2.

Zmodyfikujmy model z poprzedniego Przykladu 1 do
postaci by=[2 1], py=[-3.1 -1.4], b,=[0.6 1.7], w ktérym
dwa kanaty sq nieminimalnofazowe (co sugeruje, ze
caly system jest nieminimalnofazowy). Pierwsze dwa
zespolone zera sterownicze typu 1 (1.3088+0.5818i,
0.2112+0.5218i), lezace poza kolem jednostkowym,
potwierdzaja nieminimalnofazowe wlasciwoéci calego
obiektu. Wiasno§¢ nieminimalnofazowosci potwierdza
réwniez niestabilne sterowanie minimalnowariancyjne,
wyznaczone w oparciu o réwnanie (7); rys. 2a dla u(f).
Jest interesujace, ze jeden ze zbior6w zer sterowniczych
typu 2 (0.7640.0490i) wskazuje minimalnofazowe wia-
$ciwosci obiektu, co dodatkowo potwierdzajg stabilne
(nieoscylacyjne) sterowania u;(¢) (rys. 2b) i u,(2),
otrzymane w oparciu o réwnanie (9) (zapewniajace
Y(O=yr®) dla £2d=1). Tak jak w przykladzie poprzed-
nim, wykorzystanie nowej 7 -inwersji, generujacej zera

sterownicze typu 2, stwarza duze mozliwoséci w zakresie -

projektowania odpornego sterowania MVC.,
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Rys. la. Sterowanie u,(f) otrzymane w oparciu o réw-
nanie 7, Przyklad 1.
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Rys. 1b. Sterowanie u,(¢) otrzymane w oparciu o réw-
nanie 9, Przyklad 1.
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Rys. 2a. Sterowanie u;(f) otrzymane w oparciu o réw-
nanie 7, Przykiad 2. ) :
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Rys. 2b. Sterowanie u(f) otrzymane w oparciu o réw-
nanie 9, Przyktad 2.

Ponizej przedstawiono zbiory sterowniczych typu 2
z Przykladu 1 wraz ze stowarzyszonymi macierzami
wielomianowymi Ag?) i A7) oraz inwersjami
[B.@ - Zbiory te sa generowane przez 12 rozwiazan




réwnania (15). Zera sterownicze typu 2 wyznaczono
w oparciu o metode podana w pozycji [8].

L. BgH=bos B@H=Rd™": [BGHE=@) (inwersja
‘gléwna’); 2;=0.9227, 2,=0.0173;

2. AgH=big"; B@H=Ag™; 1BGHE =@)eq (inwer-
sja ‘gtéwna’); 2;=1.0704, z,=0.0233;

3. AgH=ba”s B@H=AaD: (BEHE =54 (n-
wersja ‘gléwna’); z;=1.4302, z,=0.0323;

4. BgH=botbia'; BGH=Ag"; BGHE=C+bg N
(inwersja ‘gtéwna’); ;=0.0234, z, ;=0.92831+0.3726i;

5. g jak powyzej; B@)=b; BGHR=ER
(‘subinwersja’); z;=0.9400, z,=0.9227, z;=0.0173;

6. Ag™) jak powyzej; Fah=bq™; B,(qE=G)og
(‘subinwersja’); z;=1.0936, z;=1.0704, z;=0.0233;

7. AgH)=botbg”s AGH=AaY: 1BGHE = +ba D
(inwersja  ‘gléwna’); z=0.9317, z,=0.0318, z;34=
-0.0117+0.1577i;

8. Ag™) jak powyzej; B )=b: BGHE =G
(‘subinwersja’); 2;=0.9227, z,=0.0173, z; ,=20.1265i;

9. Bg™) jak powyzej; B(q)=byg": (AR =C)oq
(‘subinwersja’); z;=1.4302, z,=0.0323, z; ,=+0.2151i;
10. Agh)=big'+bag”; B =A™ BGHE =05+
+hgOh (inwersja ‘gléwna’); z;=1.0646, z,3=0.0230+
+0.0145i;

11. Ag™ jak powyzej; B@)=hq; (B@HF =b)eq
(‘subinwgrsja’); z;=1.0704, 2,=0.0233, z;=0.0228;

12. Ag™) jak powyzej; B(g™)=bg”"; [B@E =@ )b d"
(‘subinwersja’); z;=1.4302, z,=0.0323, z3=0.0316;

Uwaga 6.1. Zauwazmy, ze niektére powyzsze zbiory
zawieraja niestabilne zera sterownicze typu 2 ‘potwier-
dzajace’ niestabilne sterowanie minimalnowariancyj-
ne/perfekcyjne. Oczywiscie zbiory te nie sg brane pod
uwage przez projektanta sterowania MVC.

7. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono oryginalne rezultaty zwiaza-
ne z problemem sterowania minimalnowariancyjnego
liniowymi stacjonarnymi dyskretnymi obiektami wie-
lowymiarowymi. Wyznaczono nowa klas¢ rozwiazan,
stowarzyszong z 7 -inwersjami macierzy wielomiano-
wej B(g™), w uzupetnieniu do klasy juz istniejacej, opar-
tej na T -inwersji. T -inwersja i zinwersje generuja
zera sterownicze odpowiednio typu 1 i typu 2. Badania
symulacyjne potwierdzily mozliwosci wykorzystania
nowej 7 -inwersji w projektowaniu odpornych uktadéw
sterowania minimalnowariancyjnego.

INVERSES OF POLYNOMIAL MATRICES VERSUS
MINIMUM VARIANCE CONTROL

Abstract: This paper deals with the problem of solution
of a certain vector-matrix equation, related to the MVC prob-
lem for linear time-invariant multi-input/multi-output discrete-
time systems. A new general class of solutions is introduced,
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related to the so-called T -inverses and 7 -inverses of a poly-
nomial matrix B(g") in the ARMAX model. The role of the
new inverses in generation of control zeros is emphasized.
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