


XV Krajowa

Konferencja Automatyki
Tom 1

SO
KKA

2000
<

Redaktorzy:
Zdzistaw BUBNICKIi
Roman KULIKOWSKI
Janusz KACPRZYK

ORGANIZATOR
Komitet Automatyki i Robotyki Polskiej Akademii Nauk
Instytut Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk
WSPOLORGANIZATORZY
Politechnika Warszawska
Przemystowy Instytut Automatyki i Pomiaréw
Polskie Stowarzyszenie Pomiaréw, Automatyki i Robotyki



ORGANIZATOR

Komitet Automatyki i Robotyki Polskiej Akademii Nauk
Instytut Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk

WSPOLORGANIZATORZY
Politechnika Warszawska

Przemystowy Instytut Automatyki i Pomiaréw
Polskie Stowarzyszenie Pomiar6w, Automatyki i Robotyki

KOMITET PROGRAMOWY
Przewodniczacy Zdzistaw BUBNICKI
Zastepca Przewodniczacego Roman KULIKOWSKI
CZL.ONKOWIE
Stanistaw BANKA Michat BIALKO
Mikolaj BustLowicz Wiadystaw FINDEISEN
Ryszard GESSING Henryk GORECKI
Jakub GUTENBAUM Jerzy JOZEFCZYK
Stanistaw KACZANOWSKI Tadeusz KACZOREK
Janusz KACPRZYK Jerzy KLAMKA
J6zef KORBICZ Zbigniew KOWALSKI
Krzysztof KOZLOWSKI Juliusz L. KULIKOWSKI
Krzysztof KUZMINSKI " Kazimierz MALANOWSKI
Krzysztof MALINOWSKI Wojciech MITKOWSKI
Antoni NIEDERLINSKI Wiadystaw PELCZEWSKI
Tadeusz PUCHALKA Leszek RUTKOWSKI
Stanistaw SKOCZOWSKI Roman SEOWINSKI
Jerzy SWIATEK Andrzej SWIERNIAK
Ryszard TADEUSIEWICZ Piotr TATIEWSKI
Krzysztof TCHON Leszek TRYBUS
Jan WEGLARZ Andrzej P. WIERZBICKI
KOMITET ORGANIZACYJNY
Przewodniczacy Roman KULIKOWSKI
Zastgpcy Przewodniczacego Janusz KACPRZYK
: Stanistaw KACZANOWSKI
Tadeusz KACZOREK
Krzysztof MALINOWSKI
Czionkowie Roman OSTROWSKI
Tadeusz PUCHALKA
Dariusz WAGNER
Sekretarze naukowi Jan STUDZINSKI

Jan W. OWSINSKI

ISBN 83-89475-00-6

Copyright © Instytut Badan éystemowych Polskiej Akademii Nauk

All rights reserved

Druk: ARGRAF, Warszawa




IDENTYFIKACJA I ROZPOZNAWANIE




m XV Krajowa Konferencja Automatyki Warszawa 27-30 czerwca 2005
{1

ZADANIE UPRASZCZANIA MODELI JAKO PROBLEM
INTERPOLACYJNY

Wieslaw KRAJEWSKI

Instytut Badan Systemowych PAN,
ul. Newelska 6, 01-447 Warszawa, e-mail:krajewsk@ibspan.waw.pl

Streszczenie: Niniejsza praca po§wigcona jest wybranym me-
todom upraszczania (redukcji rzgdu) modeli liniowych. Cecha
wspélng wszystkich omawianych zadafi redukcji rzgdu jest ich
réwnowazno$§¢ z odpowiednio sformutowanym zadaniem inter-
polacji. Jest tak w przypadku metod Pade, uwazanych za me-
tody implementacyjnie proste. Tak jest réwniez w przypadku
metod wyznaczania optymalnych (w sensie normy L. mode-
li uproszczonych, bedacych metodami bardzo trudnymi imple-
mentacyjnie. W pracy pokazano, Ze rézne na poz6r metody sa
szczeg6lnymi przypadkami zadania interpolacyjnego.

Stowa kluczowe: redukcja rz¢du, modele liniowe, interpolacja.

1. WPROWADZENIE

Modele liniowe sa czgsto wykorzystywane w analizie
systeméw technicznych, ekonomicznych oraz informa-
tycznych. Sa bowiem dostatecznie proste i dobrze opisuja
przebieg zjawisk w tych systemach.

Dazenie jednak do mozliwie doktadnego opisu syste-
méw prowadzi zwykle do ztozonych, wielowymiarowych
modeli matematycznych. Budowane na podstawie praw
rzadzacych przebiegiem zjawisk w analizowanych syste-
mach, na przyktad na podstawie praw fizycznych, mode-
le zawierajg duza liczb¢ zmiennych, a takze duzg liczbe
wigzacych je réwnan.

Dostatecznie doktadny model niskiego rzedu ulatwia
analizg, a takze prowadzi do prostszych uktadéw regula-
cji. I to wlasnie wyjasnia ogromne zainteresowanie me-
todami upraszczania (redukcji rzgdu) modeli.

Analiza réZnych na pozér metod upraszczania modeli,
powstatych w ré6znym czasie pokazuje, ze wiele z nich ma
wspélne cechy. Jedna z nich dotyczy warunkéw interpo-
lacyjnych. Pojawiaja si¢ one w metodach Pade {1], w me-
todach wyznaczania optymalnych modeli uproszczonych
[8] i na przyktad niejawnie, w metodach zachowujacych
parametry pierwszego i drugiego rzedu [10].

W pracy omawiane jest zadanie upraszczania mode-
li jako problem interpolacyjny. Analizie poddane zosta-
na wybrane metody, w ktérych warunki interpolacyjne
wystepuja. Wnicski wskazujace mozliwosci rozwoju no-
wych metod na bazie warunkéw interpolacyjnych beda
wskazane. W koricowej czesci podane beda przyklady
ilustrujace wspomniana analize.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwazmy asymptotycznie stabilny uklad liniowy rz¢du
n z jednym wejsciem i jednym wyjéciem!, ktérego opis
moze przyjaé posta¢ réwnan stanu i wyjscia

z(t) = Az(t) + bu(t), 0))
y(t) = cx(®), 2)
lub postaé transmitanc;ji
— (I A) =)
G(s)=c( A)} b= i)’ 3)

AeR™™ be R™, ce R™™. Dla modelu uprosz-
czonego przyjmiemy podobnie

Z(t) = AZ(t) + bu(t), @)
yit) = cx(¢), 5)
G(is)=aI - A)~b= 15—) (6)

d(s)

AecR™ e R™ ze R g<m.

Zat6zmy nastepnie, ze dany jest zbidr punktéw s; €
CuUoo, i = 1,...,2m, nickoniecznie réznych, a tak-
ze zbiér skojarzonych z nimi wartosci y; € C, i =
1,...,2m. Moga nimi by¢ warto"sci transmitancji lub
funkcji gestosci mocy oraz ich kolejnych pochodnych
wyznaczone W punktach s;. Nie wchodzac na razie w
szczegodly dotyczace +y; przyjmijmy, ze zbiér par

FZm = {(31371),(52172)a"-1(5271)7271)} (7)

reprezentuje informacje charakteryzujace istotne cechy
ukladu dynamicznego. Z kolei dla modelu uproszczone-
go informacje te zawiera zbidr

Tag = {(s1,M): (52:72)s - -+, (S2:720)} - (®
Zadanie upraszczania modeli zdefiniowaé nastgpujaco

Problem 1 Wyznaczy¢ model w postaci (4), (5) lub (6)
spetniajqcy warunki

ﬁ.,':’)’i, i=1,2,...,2q. (8)

!Ograniczenie si¢ do ukladéw z jednym wejéciem i jednym wyj-
$ciem nie zmniejsza og6lnosci rozwazan, tylko je upraszcza. Wszystkie

prezentowane ponizej wyniki s réwniez prawdziwe dla ukladéw wie-
lowymiarowych.




3. WARUNKI INTERPOLACYJNE W ZADA-
NIACH UPRASZCZANIA MODELI

3.1. Metody Pade

Metody Pade stanowia bodajze najliczniejsza klas¢ me-
tod, w ktérych wystepuja warunki interpolacyjnie. Po-
czatkowo metody te wykorzystywaly fakt, ze transmitan-
cja G(s) moze by¢ przedstawiana w postaci rozwinigcia
asymptotycznego

h—l h—2 h_3
Gls)=nctp B2 By
O=—F+F+3 + )
lub w postaci szeregu MacLaurina
G(s)=ho+his+hys? +has® +....  (10)

Wspélczynniki h z ujemnymi indeksami s nazywane pa-
rametrami Markowa, za$ te z nieujemnymi indeksami sa
zwiazane z momentami czasu odpowiedzi impulsowe;j.
Model uproszczony wyznaczany byl na podstawie
réwnaf R
hoi=h_;,i=1,2,...

»2q 11

lub R
h;=h;,i=0,1,...

w ktérych 71_1,...

21, 12)

,71211—1 sa wsp6t-
czynnikami rozwinigcia transmitanciji G (s) w odpowied-
ni szereg.

Roéwnania (11) odpowiadaja przypadkowi, w ktérym
81 = ... = 8¢ = 00, a7y = h_i (&L = Tl_i) dla
i =1,...,2q. Z kolei, réwnania (12) odpowiadajg przy-
padkowi, w ktérym s; = ... = s3¢ = 0, av; = by
R =hy)dlai=0,...,2¢ — 1.

Aby wyznaczy¢ model uproszczony, wystarczylo w
réwnaniu

yh_2q oraz hg,...

Ai(s) = d(s)G(s) (13)

zastapi¢ G(s) przez odpowiedni szereg, (9) lub (10), i
przyréwnaé wspdtczynniki przy tych samych potegach s.
Otrzymywany byt wéwczas uklad 2¢ réwnan liniowych,
w ktérym niewiadomymi byly wspdtczynniki wielomia-
néw 7i(s) oraz d(s).

Prostota i fatwo$¢ implementacji to gtéwne zalety me-
tod Pade. Zdarza si¢ jednak, ze dla stabilnego modelu wy-
sokiego rzedu otrzymuje si¢ niestabilny model uprosz-
czony. Réwniez doktadnos§¢ opisu ukladu przez model
uproszczony otrzymany metodami Pade nie zawsze jest
zadawalajaca. Dlatego zaczeto rozwijaé wielopunktowe
metody Pade. Zaklada si¢ w nich rozwinigcie transmitan-
cji w szereg wokdt pewnych ustalonych a priori punktéw

)= 3 hi(E)(s

—5), i=1,...,i. (14)
7i=0
Jesli przyjmiemy, ze
Bi(3) = ki), Gi = 0,..., 2, i=1,...,7 (15)

oraz ) ._, j; = ¢, otrzymamy zadanie upraszczania mo-
deli, ktére jest rt6wnowazne sformutowanemu w punkcie
2. problemowi interpolacyjnemu.
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Metody Pade byly rozwijane w latach siedemdziesia-
tych i na poczatku lat osiemdziesigtych [1]. Zaintereso-
wanie nimi wzrosto w latach dziewigcdziesiatych, kie-
dy zaczeto wykorzystywaé w aproksymacji Pade metody
Lanczosa [3].

3.2. Metody minimalizacji bledu sygnaléw wyjscio-
wych

Jako$¢ wielopunktowych metod Pade w istotny sposéb
zalezy od wyboru punktéw 51, ..., 5;. Najlepszy wybor
otrzymamy rozwazajac zadanie optymalnego upraszcza-
nia modeli, w ktérym transmitancja G(s) minimalizuje
funkcjonat

G(s)|? =

$))(G(s) -

=[1G(s)
+jo0

— [ e

2rj “=

G(s))ds (16)

Warunki konieczne optymalnoéci transmitancji @(s)
przyjmuja bowiem posta¢ warunkéw interpolacyjnych

(8]
G(-p})-C(-p) = 0] |
’ t 1 7.:1,...,q, (17)
G(-p})-G(-pi) = 0

w ktérych py, . . ., pq sa biegunami a(s)

Wynika stad, ze zadanie optymalnego upraszczania
modeli mozemy traktowaé jako problem interpolacyjny,
jesli przyjmiemy sy;1 = $3; = p; Oraz yzi—1 = G(pi)i
Yoi; = G (pi) dlai = 1,2,...,q

Warunki optymalno$ci (17) mozna zapisa¢ w postaci
réwnowaznej

-~

n(s)d(s) (18)

dla pewnego wielomianu w(s) stopnia co najwyzej n —
g— 1. Z ostatniego réwnania wynika nastgpujacy zwiazek
rekurencyjny:

—(s)d(s) = w(s)d(~s),

n(s)d™+1(s) — Al D(s)d(s) =
wt(s)(d™ (=s))?,

w ktérym (h) oraz (h 4+ 1) oznaczajaa numery iteracji.

Zwiazki rekurencyjne (19) oraz ich odpowiedniki
otrzymane dla uktadéw z wieloma wej$ciami i wieloma
wyjéciami zostaly wykorzystane w metodach iteracyjnej
interpolacji przedstawionych w [6], [2].

Nietrudno sprawdzi¢, ze wyznaczany w kolejnych ite-
racjach model G (’”'1)( ) spetnia warunki interpolacyjne
AN w punktach ——p( ) ,przy czym p,,~ sa biegunami mo-
delu G™ (). Ta wiasno§é wyjasnia nazwe przedstawia-
nego algorytmu.

(19)

3.3. Metody minimalnych bledéw réwnan modelu

Z réwnania (6) wynika, Ze transmitancji G (s) musi spet-
nia¢ réwnanie

d(s)G(s) —7(s) = 0. (20)
Jesli w réwnaniu tym wstawié G(s) zamiast G(s), nie
bedzie ono spetnione. Model uproszczony mozna wigc



wyznaczaé tak, aby dla ustalonego 0 < k < g, norma
wazonego btedu bedacego wynikiem nie spelnienia réw-
nania (20) przez G(s),

e(s) = d(s)G(s)

1 o0 1
o= 73 o
byta minimalna. Przyjmujac n(s) = np—15™" 1 +... +

ng oraz d(s) = s™ + dyy—15™"1 +. .. + do otrzymamy,
2e Jq 0sigga minimum, gdy

—7(s)

e‘(——s)e(s);lids s, (2D

k—j
Y dihimio ~Tk-j =0, j=1,2,...k (22
i=0
q -~
> dihjeitk ~ gty =0
i=k+1+j
j=0,...,q—k-1 (23)
[ &:) gq—l 1 ]IJ[-—k:q—k] =
Y[ 0 0 1]. (24)
dla pewne;j liczby rzeczywistej v, € R, przy czym
P[—k:q—k] =
D—k,~k D—k,—k+1 P—k,g-k
P—k+1,—k DP—k+1,—k+1 P—k+1,q9~k
Pg—k,~k DPg—k,~k+1 --+s DPg—k,q—k

Wspbtczynniki h_(4-g),.--,0,...,hk_; W réwna-
niach (22), (23) sa tymi samymi wspé6iczynnikami,
ktére wystgpuja w rozkladach transmitancji w szere-
gi (9) oraz (10). P_j.q—k Jjest usytuowang w le-
wym gémym rogu podmacierza macierzy B_j.p—k =
Ol—kin-iWe O[_kn K W, jest rozwiazaniem réwnania
Lapunowa

AW, + W AT + BBT =0, (25)
oraz
O[—k:n—k] =
[ (AT)-kCT (AT)"kCT 1T (26)

Oznaczajac odpowiedZ impulsowg ukladu przez g(t) i
przyjmujac go(t) = g(t) mozemy zdefiniowaé rekuren-
cyjnie nastgpujacy ciag funkcji:

ait) = 210,

&
90 = [ g-g(dr, t>0, i>0. @
[o o]

Okazuje si¢, ze elementy macierzy P_j:n—x) 53 16Wne

o0
p.-,,-.—.fo Gi(8)g;(B)dt, i,j=—k,... n—k. (28)
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Ponadto wszystkie, nie lezace na gléwnej przekatnej, ele-
menty macierzy P,_j.,_x mozna wyznaczy¢ (5], zna-
jac parametry h_(q_k), - . ., hk—1 oraz elementy gtéwnej
przekatnej p_g,—k, . - - » Pn—k,n—k- L€ OStatnie oznaczane
$q pIzez €_g, .. . ,en—k 1 [eprezentuja energie zawarta w
sygnatach g_, ..., gn_k. Mozna takze wykazaé, ze

hi=hi, i=—(qg—k),...,0,
& —(g—k),...,0,...,k=1.  (30)

i =¢€i, 1
Oznacza to, Ze wyznaczanie modelu uproszczonego me-
toda minimalizacji bledéw réwnan modelu jest réwno-
wazne rozwigzaniu zadania interpolacji, w ktérym punk-
tami interpolacji sa 0 i oo a warto$ciami interpolowanymi
h; oraz e;.

k=1,  (29)

3.4. Metody zachowujace skladowa wymuszong

Zat6zmy, ze na wejscie uktadu podawany jest sygnat, kt6-
rego transformata Laplace jest wymierng funkcja zmien-
nej s, u(s) = 3—;‘(%1. Odpowiedz na ten sygnat otrzymana
na wyjsciu modelu wysokiego rzedu mozna roztozy¢ na
dwie skiadowe, swobodng y¢(s) i wymuszona y,,(s),

y(8) = G(s)u(s) = ys(s) + yu(s) =
ny,(8)  ny,(s)
4 T dlo) b

Podobny rozktad mozna otrzymac dla odpowiedzi, na ten
sam sygnal wejSciowy, otrzymanej na wyjéciu modelu
Uproszczonego

7(s) = G(s)u(s) = G(s) + Buls) =
iﬂf (3) ﬁﬂu (‘9) . 32
dy,(s)  dy.(s) G2

Zaklada_]ac Yu(s) = yu(s) oraz uwzgledniajac dy, (s) =
8(s)i dy.(5) = dy (5) = du(s), otrzymamy

n(s)nu(s) = iy, (s)du(s) + ny, (s)g(s) .

Po przyréwnaniu w (33) wspdtczynnikéw wystepuja-
cych przy tych samych potggach zmiennej s otrzymamy
uktad réwnan wzgledem wsp6lczynnik6w wielomianéw
n(s) i d(s) Jesli deg n,(s) = 2(g — 1), uklad ten ma
generycznie jednoznaczne rozwiazanie.

Metoda wyznaczania modelu uproszczonego, ktéry za-
chowuje sktadowa wymuszong przedstawiona zostata w
[7]. Pokazano tam réwniez, ze jesli u(s) ma p,, biegunéw
i v; oznacza krotno$¢ bieguna p;, spelmione sq warunki
interpolacyjne

(33)

GW(p) = G¥(p)

k=0,1,... s - (34
Wynika stad, ze zadanie upraszczania modeli moze
by¢ formutowane jako problem interpolacyjny réwniez
wtedy, gdy wykorzystywana jest metoda zachowujgca
skladowg wymuszong. Bieguny sygnalu wejsciowego p;
odpowiadaja punktom s;, natomiast wartoéci G (p;)

(G™®(p;)) parametrom y; (%), o ile pyuvs = 2g.

,V,'—]., 1=1,



4. PRZYKLAD

Rozwazmy uktad czwartego rzgdu 1 (s), [9] i [5]:

0.826452 + 8.26453 + 82.6446
s% 4+ 2.4793s3 + 90.9091s2 + 190.0826s + 82.6446

Uklad ten charakteryzuje si¢ nastepujacymi warto-
§ciami wybranych parametréw drugiego rzedu: e_g
4.569,e_1 = 1.290, ¢g = 0.232, e1 = 1.258, ez
89.238 oraz parametr6w pierwszego rzedu: c_s
0.826, c_1=0,¢c9 = 1, = —2.2, ce = 3.97.

Stosujagc omawiane metody otrzymamy nastgpujace
modele uproszczone drugiego rz"edu:

A 0.8264
W20(8) = FroaTids s 54238° OO
model zachowuje eg,e; oraz' c_j,c_2 (blad

||t (s) — w2,0(s)|| wynosi 0.6108),

s 1.0921
w21(8) = Frgassr rooo 9
model zachowuje eg,e-; oraz cp,c.; (bigd

|[(s) — 2,1(s)]| synosi 0.1092,

—0.0779s + 0.9560
s2 4 2.1810s + 0.9560°’
model zachowuje e_z,e_; oraz cg,c; (b"1"ad ||id(s) —
$2,2(3)|| wynosi 0.1053:-

Wa,a(s) = (37)

Rysunek 1. Odpowiedzi impulsowe uktadu 1(s) (linia
ciagta) i modeli uproszczonych 1'32,0(3) (linia zlozona z
kropek), 1‘2‘52,1(3) (linia ztozona z kropek i kresek) oraz
ﬁg,g(s) (linia przerywana).

Poré6wnanie odpowiedzi impulsowych ukladu i(s)
oraz jego modeli uproszczonych i‘:'uz,o(-s), t:iia,l(s) i
171'2,2(3) przedstawia rys. 1.

Dla poréwnania wyznaczony zostal optymalny model
uproszczony

0.048s + 1.009
0.920s2 + 2.307s + 0.920

oraz model uproszczony otrzymany metodg realizacji
zréwnowazonych [9]

Wopt(8) = (38)

0.736s + 0.893
3.060s2 +2.272s+ 1"

Wpat(s) = (39)
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Biedy przyblizenia chal;akteryzujace te modele wynoszg
odpowiednio |[t(s) — Wept(8)|| = 0.1048 oraz ||w(s) —
wWpqz(8)]| = 0.1397.

MODEL REDUCTION AS AN INTERPOLATION
PROBLEM

Abstract: In the paper the model reduction problem is analy-
sed. It is shown that different methods, for example Pade tech-
niques, equation error methods or Lz norm optimal methods,
can be considered as methods of interpolation. This means, that
some new methods of order reduction can be obtained in the
case of interpolation conditions defined in a suitable way.
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