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П Р Е Д И С Л 0 В 1 Е . 

Въ программу дополеительнаго класса реальныхъ училнщъ 

входить учеше о соединешяхъ съ повторешями. Насколько 

намъ известно, эту статью, на русскомъ языкй, можно найти 

только въ Начальиыхъ основангяхъ алгебры, Н. Т. Щеголева 

(2-е изд. Спб. 1867), и нритомъ въ изложенш, хотя доста-

точно подробномъ, но, тЬмъ не мен-Ье, недоступномъ для уче-

пиковъ реальныхъ училищъ: почтенный авторъ упомянутаго 

сочинешя, придерживаясь исключительно синтетическаго ме-

тода, ссылается, при выводЬ формулы сочетанш съ повторе-

шями (сотЫпахзопз а гёрёНоп), на суммовапге рядовъ фигур-

ныхъ чиселъ, не вошедшее въ программы среднихъ учебныхъ 

заведенш министерства народнаго просв'Ьщешя. Въ превос-

ходномъ учебник^ профессора I. И. Сомова (Начальная ал-

гебра. Спб. 1875), наиболее распространенномъ изъ руко-

водствъ по алгебрЬ, помещена краткая заметка объ одномъ 

только родЬ соединенш съ повторешями — перестановкахъ. 

Вотъ причина, позволяющая надеяться, что нашъ Очеркъ тео-
1* 
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рги соедипетщ составленной въ объемЪ программы реальныхъ 

училищъ, не окажется излишнимъ въ учебной русской лите-

рагур'Ь. Опытъ и ббЛыная или меньшая степень развипя уча-

щихся укажутъ гг. преподавателямъ математики что и какъ 

слйдуетъ взять изъ предлагаемой брошюры, въ которой круп-

нымъ гарифтомъ отм'Ьченъ матер1алъ, представляющей, по на-

шему личному убЬжденш, минимумъ знанш, обязательныхъ 

для учениковъ реальныхъ училищъ. 

С® Т О . о | ж ш и н ъ . 
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Щ1Я изъ одного элемента, иногда называютъ унгонами, 2-го 
класса — бингонами, 3-го — тернгонами, 4-го — кватернго-
нами, и т. д. 

Соединешя могутъ быть безъ повторение, если въ отдЬль-
пыхъ формахъ этихъ соединенШ всякы элементъ встречается 
не бол^е одного раза; въ противномъ случай, они называются 
соединенгями съ повторенгемъ. Такъ 

асГ, аЪс<Н и 1325, 135 

суть соединешя безъ повторены; а 

ЪЪс, ааЪссс и 1335, 1353 

—соединешя съ повторешями. 
Смотря по способу образовашя, различаютъ три главныхъ 

вида соединены: перестановки, размгъщенгя и сочетания *). 
Что касается способовъ составлешя отдЬльныхъ формъ сое-

динены какого-либо рода, замйтимъ пока предварительно сле-
дующее: 

При совершены всякаго рода комбинаторскихъ операцы, 
необходимо употреблять тате пр1емы, которые не оставляюсь 
сомнЬшя, что, при сведены счета соединены, въ последшя 
не вкрались ни повторешя однЬхъ и т-Ьхъ же формъ, ни про-
пуски: является необходимость закона образовашя отд^льныхъ 
формъ соединены. При этомъ, очевидно, необходимо и доста-
точно решить только два вопроса: какую изъ формъ ставить 
первой и какимъ образомъ составить всякую иную форму изъ 
непосредственно ей предшествующей? 

*) Въ иностранныхъ литературахъ издавна и прочно установились научные 
термины. Такъ, во французской литератур^ разъ-навсегда удержаны термины 
регти&аИопз (перестановки), аггапдетепи (размЬщешя) и сотЫпамот (соче-
ташя). Къ сожал4нш, въ русской литератур^, въ этомъ отношенш, господствует!. 
полн'Ьйпий произволъ. Въ нашемъ очеркЬ удержана терминология академика I. И. 
Сомова (см. его „Нач. алгебра". Спб. 1875). 
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А. Перестановки. 

§ 2. Если изъ т данныхъ элементовъ составляются ташя 
соединешя, которыя различаются другъ отъ друга только по-
рядкомъ элементовъ, то такая операщя называется перестанов-
ленгемъ, а отдкльныя группы соединенш — формами переста-
новлешя, или, короче, перестановками. Посл'Ьдшя называются 

0 

еще перестановками безъ повторении, когда всяшй элементъ 
встречается въ отдЬльныхъ формахъ не бол^е одного раза. 
Число такихъ перестановокъ условимся означать символомъ Р т . 
Если же въ перестановкахъ некоторые элементы повторяют-
ся, такъ, наприм., элементъ а повторяется а разъ, ,3 разъ эле-
ментъ Ь и ^ разъ с, подъ услов1емъ <х-|-|3 + т = т , то сое-
динешя такого вида называютъ перестановками съ повторе-
нгемъ, и для означешя числа ихъ удержимъ знакъ Р Р т (аа&1'с'). 

Перестановки безъ повторенш. 

§ 3. Начнемъ съ опредЬлешя числа перестановокъ изъ т 
различныхъ элементовъ—Рт. Представимъ себ-Ь, что изъ (ш—1) 
элементовъ, напр. Ъ, с, <1,... 1, к, 1, уже сделаны всгь пере-
становки, въ числ^, пока намъ неизв^стномъ, Р т _! . Выд-Ьлимъ 
мысленно какую-либо одну изъ формъ этихъ перестановокъ. 
Некоторый, вновь поступающей элементъ, напр., а, можетъ 
быть поставленъ въ ней или на первомъ м4сгЬ, или на вто-
ромъ (между первымъ и вторымъ элементами), или на третьемъ, 
и т. д., образуя всяшй разъ новую перестановку уже изъ т 
элементовъ; а такъ какъ всЬхъ мЬстъ въ избранной форм^ т , 
то отъ нея одной можетъ произойти т различныхъ переста-
новокъ съ т элементами въ каждой. Поэтому очевидно, что, 
если тотъ же пр1емъ приложить ко всякой другой изъ осталь-
ныхъ формъ числа Р т_ 1 ? всЬхъ возможныхъ перестановокъ 

1* . 
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изъ т элементовъ а, Ъ, с, й,... 1, к, 1 получится 

Р Т = Ш . РЩ—1* 

Эта основная въ нашемъ разсужденш формула, въ кото-
рой т есть число произвольное, влечетъ за собой равенства 

Р Щ - 1 = ( Ш — 1 ) Р Г А _ 2 , 

Р Т _ 2 = ( Ш — 2 ) Р Т _ 3 , 

Р 3 = З Р 2 

Р 2 = 2Р 1 ? 

къ которымъ присоединимъ еще тожество 

Р , = 1. 

Перемноживъ эти равенства, включая и основное, получимъ, 
по сокращенш общихъ множителей, окончательную формулу 
для перестановокъ безъ повторенгй 

(1) Р т = 1.2.3... ( т — 2 ) ( т — 1 ) т . 

ЧТО касается образовашя перестановокъ такого рода на 
самомъ дЫз, то условимся, прежде всего, считать алфавитный 
порядокъ элементовъ (если это будутъ буквы) за восходя щш, 
придавая назваше высшаго всякому элементу, относительно 
своихъ предшествующихъ. Если элементами будутъ избраны 
цифры, то за восходящш порядокъ примемъ обыкновенный — 
по возрастающему значение цифръ. ЗатЬмъ, въ отв'Ьтъ на 
поставленные въ конц-Ь § 1 вопросы, поступаемъ такъ: 

Пишемъ всЬ данные элементы одинъ возл'Ь другого въ вос-
ходящемъ порядкЬ. Это и будетъ первою изъ формъ переста-
новокъ. Для перехода къ какой-либо форм'Ь отъ непосред-
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ственно ей предшествующей, отступаемъ въ этой последней, 
справа на лево, до того элемента, который могъ бы быть за-
мйненъ ближайшимъ къ нему высшимъ, но не встречающимся 
съ левой отъ изм^няемаго элемента стороны (иначе, произо-
шло бы повтореше элемента въ этой форме). СдЬлавъ указан-
ную замену одного элемента другимъ, слева отъ посл-Ьдняго 
удерживаемъ все элементы въ томъ виде, какъ они находятся 
въ форме, отъ которой исходимъ, а справа приписываемъ 
остальные элементы въ восходящемъ порядке. Понятно, что, 
при такомъ способе образовашя, въ последней форме элементы 
явятся непременно въ обратномъ порядке сравнительно съ 
первой формой. Такъ, перестановки элементовъ а, Ъ, с, (И бу-
дутъ: 

а М Ьасй саМ йаЪс 
аМс Ьайс сас1Ъ (1асЬ 
асМ Ъсай сЬай йЬас 
асйЬ Ъс(1а сЬ(1а йЬса 
а<1Ъс Мае с(1аЪ с1саЬ 
ас!сЪ Мса сйЬа с1сЬа, 

въ числе 24 = Р4 = 1.2.3.4. Вглядываясь въ эту таблицу, 
замечаемъ: первыя две формы суть результаты перестановокъ 
элементовъ с и с1 (поэтому такихъ формъ только две (1.2)); 
первыя шесть формъ, включая и упомянутыя, суть результаты 
перестановокъ изъ элементовъ Ъ, с, (I (такихъ только и могло 
быть 6 (1.2.3)); затемъ, а заменился элементомъ Ъ, при всехъ 
отдельныхъ формахъ перестановокъ изъ элементовъ а, с, с1] 
следующ1я 6 формъ начинаются элементомъ с, при переста-
новкахъ элементовъ а, Ь, й, и такъ далее. 

Примгьры. 1. Если все формы перестановокъ изъ цифръ 
3, 5, 7 и 8 написать одну подъ другой, по указанной ме-
тоде, и сложить, то какая сумма получится во всякомъ вер-
тикал ьномъ столбце? 

Отв. 0.23 == 138. 
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2. Въ какомъ видЬ представится 400-я перестановка изъ 
элементовъ 1, 2, 3, 4, 5, 6? 

Ртиенге. ВсЬхъперестановокъ должно получиться 1.2.3.4.5.6 
= 720. Изъ нихъ первыя 120 ( = 1.2.3.4.5) начинаются 
1-цей, сл-Ьдуюшдя 120—двойкой, еще 120 —тройкой; следо-
вательно, 361-я перестановка и следующая за ней 120 нач-
нутся цифрой 4. Искомая перестановка есть 40-вая изъ по-
следней группы. Поэтому, поставивъ 4 первымъ элементомъ, 
ищемъ перестановки изъ 1, 2, 3, 5 и 6. Изъ этихъ посл-Ьд-
нихъ, первыя 24 ( = 1 . 2 . 3 . 4 ) перестановки начнутся 1-цей, 
следовательно, 25-я начнется цифрой 2. Поэтому, ставимъ 
около упомянутой 4 элементъ 2 и составляемъ перестановки 
изъ остальныхъ 1, 3, 5 и 6. Первыя шесть (1.2.3) формъ 
начнутся 1-цей, следуюшдя за ними шесть—3; загЬмъ (360 
+ 24 + 12 + 1)-я форма, т.-е. 397-я, будетъ425136, 398-я — 
4 2 5 1 6 3 , 399 -я—425316 и, наконецъ, искомая 425361 . 

Перестановки съ повторешями. 

§ 4. Формула (1) выведена въ предположены, что въ от-
дельны хъ формахъ перестановокъ не повторяется ни одинъ 
элементъ. Не будь этого услов1я, она, конечно, потерпитъ из-
менеше, изследовашемъ котораго мы и займемся. Положимъ, 
что требуется составить перестановки т -аго класса изъ (ш—1) 
элементовъ а, с, (],... 1, к, 1, съ услов1емъ, чтобы а повто-
рялся два раза. Понятно, что этой цели легко достигнуть, 
взявъ есть перестановки безъ повторены изъ т элементовъ 
а, Ь, с,... 1, к, 1 и заменивъ Ь въ каждой форме элементомъ а. 
Но тогда все те пары формъ, которыя различаются единствен-
но местами элементовъ а и Ь, напр. формы 

сс!аЪ....к1 и сс1Ъа....к1, 

асйЪ....к! и Ъс(1а....к1, и т. под. 
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сделаются тожественны, и, следовательно, число различныхъ 
формъ уменьшится, сравнительно съ Р1П, вдвое (1.2), т.-е. 

Р Р В (а'-с<1...1;1) = 1 - 2 . 3 . 4 . . . ( ш - 1 ) ш _ Р,„ 
1.2 Р 2 

Взявъ опять перестановки безъ повторенш изъ т^хъ же 
т элементовъ, и зам4нивъ Ь и с въ нихъ элементомъ а, мы 
получимъ т - ы й классъ перестановокъ изъ (ш—2) элементовъ 
а, с1, е,... 1, к, 1, съ повторенгемъ а трижды въ каждой фор-
ме. Но тогда отъ каждой изъ перестановокъ такихъ, какъ 

и т. под., получится по 6 одинакихъ формъ 
вида айаа...к1, (1ааа...к1 и т. под. Въ самомъ деле, различныя 
формы перестановокъ 

ас!Ъс...к1, айсЪ...к1, Ъ(1ас...к1, Ыса...к], Сс1аЪ...к1 и С(1Ъа..к1 

(ихъ только и можетъ быть 6 = 1 . 2 . 3 ) , при Ъ = с = а, обра-
тятся въ тожества вида ас!аа...к1; шесть формъ 

<1аЪс...к1, аасЪ...к1, аЪас...к1, с!Ъса...к1, (1саЪ...к1, и(1сЪа..к1 

сделаются, при томъ же условш, тоже одинаковы, и т. д. Иными 
словами, перестановки безъ повторенш изъ т элементовъ а, Ъ, 
с... к, 1, отъ замены въ нихъ Ъ и с элементомъ а, сделаются 
перестановками съ повторенгемъ а трижды; но число посл^д-
нихъ будетъ менее Р т въ 1.2.3 разъ, т.-е. 

Р Р т (аМс...к1) = 1 - 2 - 3 . . . ( ш - 1 ) ш = 
' 1.2.3 Р 3 

Такимъ образомъ убеждаемся, что, если въ перестановках!. 
безъ повторенш изъ элементовъ а, Ъ, с,... к, 1 заменить (а—1) 
элементовъ—Ъ, с, (1... элементомъ а, получится ж-ый классъ 
перестановокъ съ повторенгемъ одного элемента (именно а) а 
разъ, каковыхъ будетъ въ 1.2.3. . .а разъ менее числа Р,,, т.-е. 
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Р Р „ (а°...1к1) = 1 ' 2 ' 3 - ( т = ( « + 1 ) ( « + 2 ) . . . ( т - 1 ) т 
1 . 2 . о . . . ( а — 1 )а 

= Рш 
Ра 

Если бы, и въ этихъ послйднихъ перестановкахъ съ пов-
торешемъ а, заменить еще (3 какихъ-либо иныхъ элементовъ, 
напр., элементомъ Ъ, то получатся перестановки м-аго класса 
съ повторешемъ а разъ элемента а и р разъ Ь; но число та-
ковыхъ будетъ меньше найденнаго въ 1.2.3...((3 —1){3разъ, т.-е. 

. ал а ч 1.2.З.4.. . . ( т — 1 ) т Р т Р Р ( я ] г = 1 = — — • 
1 1 т 1 а 1.2.3...(а — 1)а. 1.2.3...((3—1)р Р аРр 

Отсюда понятно, что, если дано т элементовъ, между ко-
торыми а равныхъ а, р равныхъ Ь, у равныхъ с, число всЪхъ 
перестановокъ съ повторенгемъ а, Ъ и с будетъ 

(2) РРю (а аЬ ?с т . . .к1) 

= _ 1.2.3.4. . . . (ш — 1)щ _ Р т 

1.2.3...(ос — 1) а .1 .2.3. . . (р—1)р.1.2.3 . . . ( т —1) Т ~~ Ра.Рр.Рт ' 

Такъ, перестановки 5-го кл. изъ элементовъ а, Ь, с, съ по-
вторешемъ а дважды и Ь дважды, составленныя по метода, 
указанной въ предыдущемъ §, будутъ: 

ааЪЪс асЪаЪ ЪЪсаа 
ааЬсЪ асЬЪа ЪсааЪ 
аасЪЪ ЪааЬс ЬсаЪа 
аЬаЪс ЪаасЪ ЬсЪаа 
аЪасЪ ЬаЪас сааЬЬ 
аЬЪас ЬаЬса саЬаЬ 
аЪЪса ЪасаЪ саЬЬа 
аЬсаЪ ЪасЬа сЪааЪ 
аЪсЬа ЪЪаас сЪаЪа 
асаЬЬ ЪЪаса сЬЪаа, 

http://rcin.org.pl



— 9 — 

въ числе РР 5 (а'21гс) 
1.2.3.4.5 
1.2.1.2 

= 30-ти. 

Зам'Ьтимъ, что въ этой таблице по 12-ти формъ, начи-
нающихся элементами Й И ибо РР 4 (аЬ2с) = 12; формъ же, 
начинающихся элементомъ с, только 6, потому что РР 4 (а 2Ь' 2 )=6. 

Примгьры. 1. Цифрами 3 и 5, изъ которыхъ первая по-
вторяется 2 раза, а вторая 3 раза, можно написать только 

10 пятизначныхъ чиселъ РР5 (З253) = 1.2.3.4.5 
1.2.1.2.3 

33555 53535 
35355 53553 
35535 55335 
35553 55353 
53355 и 55533 

2. Сколько существуете шестизначныхъ цЬлыхъ чиселъ, 
въ которыхъ цифра 4 повторяется дважды, 9—трижды и 5 
одинъ разъ?—Ответа 60. 

3. Сколько можете быть различныхъ сдачъ (игръ) въ пи-
кетной игре? 

Р?ьшенге. Известно, что въ пикетЬ, изъ 32 картъ, дается 
каждому изъ двухъ игроковъ по 12-ти картъ; осгальныя 8 
картъ откладываются въ две прикупки: 3 карты для сдающаго 
и 5—для его противника. Вся колода (изъ 32 картъ) допу-
скаете столько различныхъ перетасовокъ, сколько можно сде-
лать перестановокъ изъ 32 элементовъ; но не всякая пере-
становка даетъ новую игру, потому что въ пикете карты рас-
падаются на 4 группы, частныя перестановки которыхъ не 
имеютъ никакого значешя. Поэтому, число различныхъ игръ 
выразится числомъ перестановокъ изъ 12-ти элементовъ а, 
12-ти Ъ, 5-ти с и 3-хъ элементовъ г.-е. будетъ равно 
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1.2.3.... . . . .30.31.32 
1.2.3. . .11.12 .1 .2 .3 . . . 11 .12 .1 .2 .3 .4 .5 . 1 .2 .3 

= 1 5 9 2 8 1 4 9 4 7 0 6 8 8 0 0 . 

I». Разм^щешя. 

§ 5. Если данные элементы ставятся одинъ возле другого 
не всЬ вместе, а группами по одному, по 2, по 3, .. вообще 
по п, и притомъ такъ, что образующаяся такимъ образомъ 
формы различаются между собою ее только подборомъ эле-
ментовъ, но и порядкомъ посл-Ьднихъ, то тамя соединетя на-
зываются размтщенгями. Число элементовъ, вошедшихъ въ 
отд-Ьльныя формы, определяете собой классъ размещены, и вы-
ражается класснымъ показателемъ (экспонентомъ). Такъ элементы 
а, Ь, с,... 1, к, 1, взятые по одиночке, представляютъ разме-
щешя 1-го класса (ушоны); аЬ, Ъа, ас, са. Ьс, сЪ—суть раз-
м1лцешя 2-го класса элементовъ а, Ь, с (такихъ формъ мо-
жетъ быть только шесть, какъ увидимъ ниже). 

Смотря по тому, повторяются, или н-Ьтъ, элементы въ от-
дЬльиыхъ формахъ размещены, посл^дтя разделяются на раз-
мещены съ повторенгями и безъ повторены, допускаюшдя 
въ свою очередь, какъ увидимъ, еще подразделешя. 

Для означешя числа веЬхъ размещены изъ т элементовъ 
п-то класса безъ повторены и съ повторенгями, удержимъ 
соответственно символы А^1 и АА^. 

РазигЬщетя безъ повторенш. 

§ 6. Определеше числа такихъ размещешй п-то класса 
основано на следующихъ соображешяхъ. Допустимъ, что уже 
составленъ (п—1)-й классъ размещены изъ данныхъ элемен-
товъ, вмегцающш въ себе, пока неизвестное число, А™-! формъ. 
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Если, мысленно выдЬливъ одау изъ ПОСЛ'ЬДЕШХЪ, состоящую 
изъ т—1 элементовъ, станемъ приставлять къ ней, па опре-
дгьленномъ месте, напр., слева, по одному изъ невошедшихъ 
въ эту форму ш—(п—1) элементовъ, то получимъ т — (п — 1) 
новыхъ формъ, относящихся уже къ и-му классу. А такъ 
какъ подобная операнда приложима къ каждой изъ формъ 
(п—1)-го класса, то понятно, что искомое число размещены 
выразится формулою 

А® = [ т —(п— 1)] А п _ 1 -

Понижая здесь п последовательно на 1, 2, 3,... (п—2) 
единицъ, получимъ равенства 

А Ц _ 1 = [ш — ( П — 2 ) ] А П _ 2 , 

А ™ _ 2 = [ Т — ( п — 3 ) ] А Г - 8 , 

А™ = ( т —2) А™, 
А2

т = ( т - 1 ) А Г , 

къ которымъ присоединимъ тожество 

А™ = т . 

Произведете этихъ равенствъ, со включешемь начальнаго, 
по сокращенш общихъ множителей, дастъ, въ окончательномъ 
выводе, формулу 

(3) А® = т ( ш — 1 ) ( ш — 2 ) . . . [ т - ( п - 2 ) ] [ т - ( п - 1 ) ] . 

Число классовъ размещены безъ повторешя, очевидно, огра-
ничивается числомъ данныхъ элементовъ. 

Заметимъ еще, что классъ А™ представляете собой нечто 
иное, какъ перестановки Р т . 

Для получешя размещенш на самомъ деле, первую форму 
составимъ изъ п первыхъ элементовъ въ восходящемъ порядке; а 
затемъ поступаемъ по правилу § 3, не упуская изъ виду ве-
личины класснаго показателя. Такъ размещешя 4-го класса 
безъ повторенш элементовъ а, Ъ, с, (1, { будутъ 

Ш о щ о наги ш http://rcin.org.pl
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аЬсг1 асМ асШс а!'Ьс Ъасс1 Ьса(1 
аЬс!' асМ ж1Ы' а!М ЪасГ Ъса{' 
аЬйс асс1Ь а(1сЬ а{'сЬ Ъас1с Ъсс1а 
аЬсИ' ассИ" ас1с!" а1М ЬШ Ъсс11" 
аЬГс ас1Ь а<Ш) аМЪ ЪаГс и т. д. 
аЬМ асМ асИс аЭДс ЬаМ 

ВсЬхъ такихъ формъ А ] = 5 . 4 . 3 . 2 = 120. 
Примгьры. 1. Посредством'!, цифръ 1,2,3,... 8,9 можно 

написать такихъ четырехзначныхъ ц-Ьлыхъ чиселъ, въ кото-
рыхъ ни одинъ знакъ не повторяется, всего 

А^ = 9.8.7.6 = 3024. 

2. Сколько пятизпачныхъ соединена! можно составить изъ 
10-ти буквъ? 

Отв. А1° = 10.9.8.7.6 = 30240. 

Размйщешя съ повторешями. 

§ 7. Не трудно найти число такихъ разм-Ьщепш, т.-е. 
определить числовое значеше символа АА™. Такъ какъ вся-
К1Й изъ т данныхъ элементовъ можетъ быть приставленъ къ 
самому себе и ко всемъ остальнымъ, то понятно, что разме-
щенШ 2-го класса съ повторешями только и возможно соста-
вить ш.т, т.-е. А А о = п г . Если къ каждой изъ этихъ формъ 
двойныхъ размещенш опять приставлять по одному изъ дан-
ныхъ элементовъ, на определенномъ месте, напр., слева, то 
получатся уже тройныя р а з м Ъ ш ^ я съ повторешями, число 
которыхъ, поэтому, будетъ А А ™ = т . ш 2 = т 3 . Продолжая раз-
суждагь такимъ же образомъ, дойдемъ до общей формулы 
размЬщешй п-то класса съ повторешями 

(4) А А™ = шп. 

При составленш такихъ размещенш, первая форма обра-
зуется изъ перваго элемента, повтореннаго п разъ. Чтобы 
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вывести какую либо иную форму изъ непосредственно ей пред-
шествующей, сл'Ьдуетъ держаться правила § 3, съ гЬмъ лишь 
отъ него отступлешемъ, что всгЬ м^ста съ правой стороны 
отъ изм1шеннаго элемента должны быть замещаемы всегда 
первымъ элементомъ. Такъ, размЬщеше 4-го класса съ повто-
решями элементовъ 1, 2 и 3 явятся въ следующемъ вид-к 

1111 2111 3111 
1112 2112 3112 
1113 2113 3113 
1121 2121 3121 
1122 2122 3122 
1123 2123 3123 
1131 2131 3131 
1132 2132 3132 
1133 2133 3133 
1211 2211 3211 
1212 2212 3212 
1213 2213 3213 
1221 2221 3221 
1222 2222 3222 
1223 2223 3223 
1231 2231 3231 
1232 2232 3232 
1233 2233 3233 
1311 2311 3311 
1312 2312 3312 
1313 2313 3 3 1 3 
1321 2321 3321 
1322 2322 3322 
1323 2323 3323 
1331 2331 3331 
1332 2332 3332 
1333 2333 3333. 

2 
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Такихъ формъ зд'Ьсь, какъ и должно быть, АА3 = 3 4 = 8 1 . 
Примгьчанге. Очевидно, число классовъ размещены съ 

новторешями неограниченно. 
Примири. 1. Посредствомъ цифръ 1, 2, 3,... 8, 9, можно 

написать всЬхъ трехзначныхъ ц-Ьлыхъ чиселъ А А з = 9 3 = 7 2 9 . 
Примгьчанге. Рядъ натуральныхъ чиселъ есть нечто иное, 

какъ подборъ размещены всЬхъ классовъ съ повторе-
шями элементовъ 0, 1, 2, 3,... 8 и 9. 

2. Насколько способовъ могутъ вскрыться три играль-
ныя кости (костяные кубики съ нумерованными гранями)? 

Отв. На ААз = б3 = 216. 

Разм^щетя съ ограничетемъ повторенш. 

§ 8. Подъ такимъ назвав1емъ разумеются соединешя, въ которыхъ всякш 
1гзъ даннмхъ элементовъ можетъ быть повторенъ не болФ.е извЪстнаго чи-
сла разъ. Разм'Ьщенхя съ ограничешемъ повторенш составляются по ука-
занному выше правилу, причемъ, конечно, пропускаются формы, не удовле-
творяющая данному условш. Ноложимъ, нанрим'Ьръ, требуется написать 
трехзначный числа, въ которыхъ 1 встречалась бы не болЬе 2 разъ, 2 не 
бол^е одного раза и 3 до трехъ разъ. Таыя числа суть: 

112 133 312 и 
113 211 313 
121 213 321 
123 231 323 
131 233 331 
132 311 332 

Отброшены, какъ неудовлетворяющая данному условш, формы: 

111 222 

122 223 
212 232 
221 322 

РазмЗлцетя съ определенной суммой элементовъ. 

§ 9. Понятно, что элементами въ этомъ случай могутъ быть только чи-
сла или цифры. Для образовашя размЬщенШ требуемаго вида, предвари-
тельно составляются так1я формы соединены (сочеташя), въ которыхъ сум-
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ма входящихъ элементовъ равна данной; затймъ каждое соединеше бе-
рется во всЬхъ возможныхъ перестановкахъ. 

НаиримЪръ, чтобы составить, изъ элементовъ 1, 2, 3,... 8, 9, размЪщен1я 
3-го класса, безъ повторены, съ суммою цифръ, равною 9-ти, беремъ соеди-
пешя 

126, 135 и 234 

во всЬхъ возможныхъ перестановкахъ: 
126 135 234 
162 153 243 
216 315 324 
261 351 342 
612 513 123 
621 531 432. 

Для составлен 1я размЪщетй 3-го класса съ повторениями и суммою 
цифръ 6, беремъ соединешя 

114, 123 и 222 
въ перестановкахъ: 

114 123 и 222 
141 132 
411 213 

231 
312 
321 

Примгъчатя. Отдельные классы размЬщенШ, о которыхъ говорилось 
въ §§ 8 и 9, не могутъ быть подведены нодъ обиця формулы. 

Цримгъръ. Насколько снособовъ могутъ вскрыться три пгральныя кости 
такъ, чтобы сумма очковъ была 14? 

Ртиете. Элементы 1, 2, 3, 4. 5 и 6 даютъ четыре соединенгя съ повто-
рении и и суммой цифръ 14: 

266, 356, 446 и 455, 
изъ которыхъ первое, носл-Ь перестановокъ, даегъ 3 формы, второе — 6. 
третье н четвертое—по 3 формы. Итого, всйхъ вскрыпй костей, подъ дан-
нымъ услов1емъ, возможно только 3 + 6 + 3 - 1 - 3 = 1 5 . 

в. Сочеташя. 

§ 10. Такъ называются соединешя по два, по три,... пом 
данныхъ элементовъ, различающаяся между собою только под-
боромъ, а не порядкомъ посл!}днихъ. Такъ напр. 

аЪ, ас, а<1, Ъс и ей 
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суть сочеташя по два, 

аЬс, аМ, ас<1 и Ъсй 

— сочеташя по три изъ элементовъ а, Ъ, с, д. 
Число элементовъ, входящихъ въ отдЪльныя формы соеди-

нешй, определяете классъ сочеташй и выражается класснымъ 
показателе мъ. 

Подобно перестановкамъ и размгЪщешямъ, сочеташя бы-
ваютъ безъ повторенш и съ повторев1ями элементовъ. Для озна-
чешя числа техъ и другихъ м-го класса, удержимъ соответ-
ственно символы 

С? и СС™. 

Сочеташя безъ повторенш. 

§ 11. Числовое значеше символа С™ получается путемъ 
следующаго соображешя. Допустимъ, что изъ т данныхъ эле-
ментовъ составленъ м-ый классъ сочетаигй. Если всякую форму 
этого класса подвергнуть всЬмъ возможнымъ перестановкамъ, 
то сочеташя, очевидно, превратятся въ размгьщенгя того же 
класса, причемъ число формъ увеличится въ Рп разъ, т. е. 

С™.РП = А™. 

Отсюда заключаемъ, что 

( 5 ) Сп, = А? = т ( т - 1 ) ( т - 2 ) . . . ( т - п + 2 ) ( т - п + 1 ) 
п Рп 1.2.3... (п— 1)п 

Удобнейшш способъ образовашя сочеташй п-го класса 
следующей: п первыхъ элементовъ, поставленныхъ въ восхо-
дящемъ порядке, даютъ первую форму. Для образовашя же 
всякой иной формы, поступаемъ согласно правилу § 3, не 
упуская, конечно, изъ виду класснаго показателя и притомъ 
еще съ той разницей, что, въ данномъ случае, справа отъ 
измененнаго элемента, следуетъ ставить непосредственно выс-
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нпе, относительно носл^дняго, элементы въ восходящемъ по-
рядке. Такъ, элементы 1 , 2 , 3 , 4, 5, 6 и 7 даютъ сл'Ь-

. п 7 7 .6.5.4 о к дующ1я = = 35 сочетанш 4-го класса: 
1.2.3.4 

1234 1345 2345 3456 
1235 1346 2346 3457 
1236 1347 2347 3467 
1237 1356 2356 3567 
1245 1357 2357 4567 
1246 1367 2367 
1247 1456 2 4 5 6 
1256 1457 2457 
1257 1467 . 2 4 6 7 
1267 1567 2567 

Понятно, что число классовъ сочетанш безъ повторешя огра-
ничивается числомъ данныхъ элементовъ. 

Примгьры. Сколько можно произвести совершенно различныхъ 
тиражей, вынимая за-разъ по 5 нумеровъ изъ данныхъ 20-ти? 

Отв. ( Г , 20-19.18.17.16 
1.2.3.4.5 

2. Если изъ 32 картъ дается, въ одну сдачу, игрокамъ 
А и В по 6 картъ, то 
сколько различныхъ игръ можетъ получить А? 
и сколько можетъ образоваться различныхъ игръ у А и В въ 
совокупности? 

Ргъшеиге. Игрокъ А можетъ получить столько различныхъ 
сдачъ, какъ велико число сочетанш изъ 32 элементовъ по 6, т.-е. 

Се2 = 906192 . 

Въ то время, когда игроку А даются все одий и те же 
6 картъ, у В можетъ перебывать столько различныхъ игръ, 
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какъ велико число сочетанш по 6 изъ остальныхъ 26 картъ, 

т.-е. 26 .25 .24 .23 .22 ,21 
1.2.3.4.5.6 

Иными словами, А можетъ иметь о дне и те же карты 
2 3 0 2 3 0 разъ въ то время, какъ у В будутъ все различныя 
сдачи. Но такъ какъ у А могутъ быть 906192 различныя 
сдачи, то всего различныхъ игръ, въ совокупности, будетъ 
9 0 6 1 9 2 . 2 3 0 2 3 0 = 2 0 8 6 3 2 5 8 4 1 6 0 . 

§ 12. Сочеташя им-Ьютъ свойства, на которыя сл"Ьдуетъ 
обратить внимаше. Такъ, при обозр1шш таблицы сочетанш 
4-го класса, приведенной въ предыдущемъ параграфе, не 
трудно заметить, что формы ея распадаются на два отдела, 
относительно всякаго элемента, напр. 1: въ формы одного от-
дела 1 входить, въ формы другого—н!;тъ. Первый отдйлъ пред-
ставляетъ собой не что иное, какъ сочеташя 3-го класса изъ 
6-ти элементовъ — 2, 3, 4, 5, 6, 7, съ приставкою слева ко 
всякой форме 1; во второмъ отделе заключаются сочеташя 
изъ техъ же 6-ти элементовъ, но 4-го класса и безъ при-
ставки. Такимъ образомъ оказывается, что число сочетай ш 
4-го класса изъ 7-ми элементовъ 

с ] = е.? + а 

Подобнымъ образомъ не трудно убедиться, что сочеташя 
п-го класса изъ т элементовъ состоять изъ отдела съ фор-
мами (п—1)-го класса и отдела съ формами п-то класса изъ 
( т — 1 ) элементовъ, т.-е. 

Сш рт—1 | рт—1 
п ^ п - 1 Т ^п • 

Смыслъ этой формулы тотъ, что число сочетанш п-г>, 
класса изъ т элементовъ равняется суммгь чиселъ сочетанш 
(п—1)'Ю и п-го классовъ изъ (т—1) элементовъ. 

ДатЬе. Если въ формуле (5) подставить т + п вместо ш, 
то она приметь видь: 
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С т + П = ( т + п ) ( т + п — 1 ) ( т + п — Я ) . . . ( т + 2 ) ( т + 1) 
1.2.3... (и - 1 ) п 

или, по умноженш числителя и знаменателя дроби на произ-
ведете т ( т — 1 ) . . . 3.2.1, 

Гш+п = ( т + п ) ( т + п - 1 ) . . . ( т + 1 ) т ( т - 1 ) . . . 3.2.1 
1.2.3.. . (п—1)п . 1.2.3... ( т - 1 ) т 

Правая сторона этого равенства, очевидно, пе изменится^ 
если въ ней, вместо т , поставить п, и наоборотъ; отсюда за-
ключаема что и значете л^вой стороны того же равенства 
пе изменится отъ зам-Ьщешя класснаго показателя п показа-
гелемъ т, т.-е. 

р т +п ( т + п ) ( т + п - 1 ) . . . ( п + 1)п(п—1). . . 3.2.1 = . 
1.2.3... ( т — 1 )т . 1.2.3... (п — 1)п 

А потому 

(6) С™+п = С™+п, 

т.-е. числа сочетанш изъ (ш + п) элементовъ т-го и п-го 
классовъ—одинаковы. 

Впрочемъ, не. трудно уяснить себе это явлеше инымъ пу-
темъ. Въ самомъ деле, положимъ, что ( т + п) нумеровагтныхъ 
шаровъ сложены въ урну. Если изъ последней выбирать по 
т шаровъ, для составлешя сочетанш ж-го класса, то, понят-
но, что остающееся, всякш разъ, п шаровъ будутъ собой пред-
ставлять различныя формы сочетанш п-го класса изъ гЬхъ же 
(ш-(-п) элементовъ; такъ что всякой форме изъ т найдется 
соответственная форма изъ п шаровъ. Иными словами, желая 
получить ш-ый классъ сочетанш изъ данпыхъ ( т + п ) элемен-
товъ, мы, въ то же время, по необходимости, составляемъ 
/г-ый классъ сочетанш изъ гЬхъ же элементовъ. 

Заметимъ, въ заключеше, что, при п = о, равенство (6) 
принимаете видъ 

Счт гчт т 
'О ш — 
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имеющш ту особенность, что символъ Со представляется, на 
первый взглядъ, парадоксомъ. 

Примгьры. 1. Насколько различныхъ способовъ можно 
разложить 16 нумерованныхъ шаровъ въ две кучи, отделяя 
въ одну 6, въ другую 10 шаровъ? 

Ответь. СIе = СЦ = 8008. 

2. Насколько различныхъ способовъ можно разложить 20 
ядеръ. какъ нибудь отмеченныхъ, на три кучи такъ, чтобы 
въ одной куче было 5, въ другой 7, и въ третьей 8 ядеръ? 

Ргьшенге. Для разложешя 20-ти ядеръ въ 2 кучи, по 5 
и 15 ядеръ, представляется С50 способовъ; но 15 ядеръ раз-
лагаются еще на 2 кучи, въ 7 и 8 ядеръ, С?5 способами. 
Следовательно, всехъ способовъ разложешя 20-ти ядеръ, при 
данномъ условш, будетъ 

С50. С}5 = 99768240 . 

Сочетатя съ повторешями. 

§ 13. При составлены такихъ сочеташй, за начальное 
соединеше принимается первый элементъ восходящаго ряда, по-
вторенный п разъ. Чтобы получить какую-либо форму изъ 
предыдущей, следуетъ поступать по правилу § 11, съ темъ 
лишь изъятхемъ, что места справа отъ заступившаго измененный 
элементъ занимаются имъ же самимъ. Такъ, сочеташя 4-го 
класса съ повторешями элементовъ а, Ь, с будутъ: 

аааа аасс ЪЬЬЪ 
аааЬ аЪЪЪ ЪЪЪс 
ааас аЪЪс ЬЪсс 
ааЪЪ аЬсс Ьссс 
ааЪс ассс сссс. 

Такихъ формъ здесь 15. Вообще же 
Число сочетанш съ повторешями изъ т элементовъ, ОС™, 
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1111 12345 

равновелико съ числомъ сочетанш того же класса безъ повто-
ренш изъ (т-\-п—1) элементовъ, т.-е. 

ос: = Сп+п_1. 
Взявъ элементами цифры, ради бблыпей наглядности, для 

доказательства сказаннаго достаточно только уяснить себ-Ь, 
что сочеташя п-го класса изъ т элементовъ съ повторен., отъ 
прибавлешя къ элементамъ каждой изъ формъ соответственно 
О, 1, 2... (п—2), (п— 1), превращаются въ сочеташя безъ 
повтор, того же класса изъ ( т + п — 1 ) элементовъ. Въ са-
момъ деле, очевидно, что, путемъ указаннаго пр1ема, во-1-хъ, 
ни классъ сочеташй, ни число формъ не изменятся, во-2-хъ— 
формы первая и последняя съ повторешями 01234 \ 
произведутъ соответственныя формы сочеташй 
безъ повторешй. Затемъ, остается еще убе-
диться, что всяшя две послгьдовательныя фор-
мы сочеташй съ повтор, произведутъ последо-
довательныя же формы сочеташй безъ повтор., 
подходящгя, притомъ, по своему образованъю, 
подъ правило § 11. Въ самомъ деде, прове-
римъ сказанное на переходе отъ сочеташй 5-го 
кл. изъ элементовъ 1, 2, 3 съ повтор, къ со-
четашямъ того же класса безъ повтор, изъ эле-
ментовъ 1, 2, 3... 6, 7, сопоставивъ формы 
обоихъ видовъ въ два смежные вертикальные 
столбца: 

1) Если последовательныя формы начинают-
ся одинаковыми цифрами (напр. 11222,11323) 

1112 
1113 
1122 

1123 
1133 
1222 

1223 
1233 
1333 
2222 

2223 
2233 
2333 
3333 

то, отъ прибавлешя къ элементамъ этихъформъ 22222 
соответственно О, 1, 2, 3, 4, соответствующая 22223 
формы другого столбца тоже начнутся одина- 22233 
ковыми цифрами (12456 ,12457) . 22333 

2) Если въ формахъ леваго столбца какой 23333 
нибудь элементъ возрастаете на единицу (наприм. 33333 

12346 
12347 
12356 
12357 
12367 
12456 
12457 
12467 
12567 
13456 
13457 
13467 
13567 
14567 
23456 
23457 
23467 
23567 
24567 
34567 
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12333, 13333) , то то же самое наблюдается и въ соотв^тствую-
щихъ формахъ праваго столбца (13567 , 14567); меняющейся 
элементе», следовательно, сохраняете свое место тамъ и туте. 

3) Элементы, повторяющееся за измененнымъ въ левомъ 
столбце, влеку те за собой, въ правомъ, возрастающей поря-
докъ элементовъ (папримеръ, 22333 , 2 3 3 3 3 —слева и 2 3 5 6 7 , 
24567—справа) . 

Такимъ образомъ оказывается, что образоваше формъ пра-
ваго столбца, добытое указаннымъ путемъ изъ формъ лева го, 
вполне соответствуете правилу, изложенному въ § 11. По-
нятна и причина, по которой данное число т элементовъ воз-
росло до числа т + п — 1, или, на нашемъ примере, отъ 
3 до 7. 

Если въ формуле ССц = С™+п-1 заменить символъ второй 
части числовымъ его значетемъ, то получится: 

с с , п = ( т + п — 1 ) ( ш + п — 2 ) . . . [ т + п — 1 — ( п — 1 ) ] 
1.2.3.. . (п — 1)п 

_ т (ш + 1 ) ( т - | - 2 ) . . . ( т + п — 2 ) ( т + п —1) 
^ ~~ 1.2.3. . . (п— 1 ) п ~ 

Примгьчангя. 1. Понятно, что число классовъ сочетанш 
съ повторениями неограниченно. 

2. Предлагаемъ читателямъ проверить, пользуясь форму-
лой (7), справедливость равенства 

Л Р Т Л Л Т - 1 | Г1/ЧТ 

Примгьры. 1. Насколько способовъ могутъ вскрыться две 
игральныя кости? 

Ргьгиенге. Вопросъ сводится на то, сколько возможно сдЬ-
лать сочетанш 2-го класса съ повторетемъ изъ элементовъ 
1, 2, 3, 4, 5, 6? —Полагая въ формулЬ (7) т = 6, п = 2, 

получимъ ССг = - - = 2 1 . 
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6 7 8 
2. Три кости могутъ вскрыться ССз = ' = 56-ью 

1.2.3 
способами. 

Сочетатя съ ограничетемъ повторенш. 

§ 14. Т а т я сочетатя составляются по правилу предыдущаго параграфа^ 
съ исключетемъ изъ нихъ лишь техъ соединетй, которыя не подходятъ 
иодъ данное услов1е. Такъ, тройныя сочетатя изъ элементовъ 1, 2, 3, изъ 
которыхъ 1 должна повторяться не более двухъ разъ, 2—до трехъ разъ и 
3—не бол-Ье одного раза, будутъ: 

ССз (122331) = 112 123 
113 222 
122 223 

Отброшены формы, какъ неудовлетворяюшдя данному условш: 

111, 133, 233 и 333. 

Сочетатя съ определенной суммой элементовъ. 

§ 15. Так1я сочетатя могутъ быть различныхъ родовъ, а именно: соче-
т а т я съ определенной суммой элементовъ во воьхъ возможныхъ классахъ 
или только въ опредпленномъ классе, прптомъ въ обоихъ случаяхъ или безъ 
повторенш, или съ иовторетями, или съ ограничетемъ повторена элементовъ 
Обыкновенно, при этомъ, подразумевается необходимое услов1е — числовые 
результаты (не элементы) въ формахъ должны быть располагаемы въ воз-
ростающемъ порядке. 

Если требуется составить сочетатя безъ повторетй и съ определенной 
суммой элементовъ во всехъ возможныхъ классахъ, то, прежде всего, пи-
шется элементъ, соответствующей этой сумме и иредставляющШ собой 1-й 
классъ. Если, при этомъ, сумма выражается многозначнымъ числомъ, то 
последнее отмечается какимъ-нибудь знакомь, напримеръ, чертой сверху 
для сохранетя вида класса. Затемъ, всякш следующш классъ получается 
изъ предыдущаго носредствомъ приставки, съ левой стороны, къ соеднне-
т я м ъ низшаго класса элементовъ въ ихъ естественномъ порядке; на ио-
следнемъ месте ставится разность отъ вычитатя приставленнаго элемента, 
изъ последняго элемента соответственной формы изъ предыдущаго класса. 
Оперируя такимъ образомъ до техъ порЪ, пока ни прекратится восходящш 
порядокъ элементовъ, получимъ все сочетатя, подходящая иодъ данное 
условге. — Число классовъ сочетанш такого вида обусловливается дайной 
суммой и, следовательно, ограничено. 
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Наприм'Ьръ, сочеташя изъ элементовъ 1, 2, 3,... 8, 9 безъ повторенш п 
съ суммою, равной 9, могутъ быть только 3-хъ классовъ: 

1 кл. 2 кл. 3 кл. 
9. 18 126 

27 135 
36 234 
45 

ЗдЬсь, для образован 1я формъ 2-го кл., вычтены изъ 9 (I кл.) последо-
вательно 1, 2, 3 и 4, помещенные сл-Ьва отъ разностей. 

Сочеташя изъ гЬхъ же элементовъ 1, 2, 3... 8, 9, но съ суммою 13, 
будутъ: 

1 кл. 2 кл. 3 кл. 4 кл. 
112 1210 1237 
211 139 1246 
310 148 1345 
49 157 
58 238 
67 247 

256 
346 

Нодобнымъ же образомъ составляются сочеташя съ повтореьпемъ п 
определенной суммой элементовъ. Напр., сочеташя изъ элементовъ 1, 2,... 
8, 9 съ суммой 10: 

2 кл. 3 кл. 4 кл. 5 кл. 6 
19 118 1117 11116 111115 
28 127 1126 11125 111124 
37 136 1135 11134 и т. д. 
46 145 1144 11224 
55 226 1225 11233 

235 1234 12223 
244 2224 22222 
334 2233 

§ 16. Отдельные классы сочеташй, о которыхъ говорилось въ послЬд-
нихъ двухъ параграфахъ, не могутъ быть подведены подъ обпця формулы; 
но не трудно учесть всгъ формы сочеташй всЬхъ классовъ съ ограничешемъ 
повторешя элементовъ. Въ самомъ дЬлгЬ, положимъ, что сочетаются аа , Ъ?, 
сТ,... 1Л, где а, р, 7,... X означаютъ предельный числа повторешй соответ-
ственныхъ элементовъ. Если перемножить конечные ряды: 

1 + а + а2 + а3 + . . + аа , 
1 + Ь + Ъ* + Ъ3 + . . + Ь?, 
1 + с + с2 + с3 + сТ, 

1 + 1 +12 +13 +•• 
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то произведете, какъ известно, будетъ состоять изъ (а + 1) (р + 1 ) 
(у + 1 ) . . . (>- + 1) членовъ, пзъ которыхъ каждый, за исключетемъ 1, пред-
ставляетъ собой какую либо форму сочетанш съ новторетемъ. Отсюда за-
ключаем^ что всЬхъ формъ такихъ сочетанш, во всЬхъ классахъ, будетъ 
(« +11) (Р + 1) (Т + 1)." (X -Н 1> — 1. 

§ 17. Въ заключеше, р4шимъ несколько общихъ задачъ, для ириложе-
н1я вышензложеннаго къ более сложпымъ вопросамъ. 

Пусть изъ т , сочетающихся по п, элементовъ, ш' отмечены какимъ-
либо знакомъ. Спрашивается, сколько въ этомъ классе формъ, содержащихъ 
по п' отм-Ьченныхъ элементовъ? 

Чтобы ответить на этотъ вонросъ, нредставимъ себе всЬ сочетатя изъ 
ш' отм'Ьченныхъ элементовъ п'-го класса, въ числе, какъ известно, С^,'. По-
нятно, что каждая изъ этихъ формъ можетъ повториться столько разъ, 
какъ велико число сочетанш изъ остальныхъ ( т — т ' ) элементовъ, взя-
тыхъ по (п—п'), т.-е. С™ Следовательно, число искомыхъ формъ есть 
С т ' лт—т' 

и' • ^п-п' • 
Пргшъры. 1. Положимъ, что въ числе семи элементовъ, сочетающихся 

ио четыре, находятся 1 и 2. Спрашивается, въ какомъ числе сочетанш 
встречаются: 

а) одна только 2 
и б) 1 и 2 одновременно? 

Ргьш. ДЛЯ а) С { . С * = = 20. 

Для б) С| . С | = 1.^4 = 10. (См. таб. § 11). 

2. Если нгрокамъ А и 13 дается по 6 картъ изъ колоды въ 32 карты, 
то тотъ или другой могутъ получить всЬхъ различныхъ сдачъ 906192 (§ 11, 
прим. 2). Спрашивается, сколько пзъ иосл-Ьдияго числа можетъ быть та-
кихъ сдачъ, въ которыхъ 

а) все 6 картъ пики, 
б) только 2 пики 
и в) нетъ ни одной пики? 
Для получете ответа на первый вопросъ, полагаемъ въ выведенной 

формуле т = 32, п = 6, т ' = 8 и п ' = 6. Оказывается, что никовыхь игръ 
можетъ быть С®. С^4 = 28. 

Для отвЬта на второй вонросъ, 

т = 32, п = 6, т ' — 8 и п' = 2, 

и потому игръ съ двумя пиками будетъ С®- С^4 = 297528. 

Отвегъ на третш вопросъ получится чрезъ ноложете 

ш = 32, п = 6, т ' = 8 и п' = о; 

по этому игръ безъ ппкъ можетъ случиться 
С% С!4 = 134596 
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§ 18. Пусть изъ т элементовъ, образующихъ вей возможный раимЗицетя 
»-го класса, ш' отмечены какимъ-ыибудь образомъ Спрашивается, сколько 
въ этомъ классе формъ, въ которыхъ п' элементовъ изъ отмеченныхъ за-
нимаютъ первыя места? 

Представнмъ себе всЬ возможныя размещетя изъ т' элементовъ п'-го 

класса, въ числе Каждая изъ этихъ формъ можетъ быть поставлена на 

первомъ м4сгЬ столько разъ, сколько возможно сделать размещений изъ 

остальиыхъ т — т ' элементовъ, взятыхъ но п—п', т.-е. Следова-

тельно, число иском ыхъ формъ выразится произведетемъ А^1/. А™"^'. 

Дрпмпръ. Изъ 5 элементовъ, въ числе которыхъ находятся а, Ь и с, сде-
лано 120 размещены 4-го кл. безъ повторетй (таб. § 6). Сколько формъ 
начинается. 

а) однпмъ 
и б) двумя изъ грехъ данныхъ а, Ь, с? 
На первый вопросъ огветъ получится чрезъ положете въ последней 

формуле 
т = 5, и = 4, т ' = 1, п' = 1, 

и будетъ А{. Аз = 24. 
На второй, чрезъ положете 

т = 5, п = 4, т ' = п' = 2; 

тогда А | А® = 2. 1. 3. 2 = 12. 
§ 19. Возвратимся опять къ п-му классу размЬщенШ изъ т элементовъ, 

между которыми находятся т' отмЬченныхъ. Сколько между формами 
этого класса такихъ, въ которыхъ п' изъ отмеченныхъ стоягъ иодъ—рядъ? 

Изъ предъидущаго § известно, что всехъ формъ, въ которыхъ отме-
ченные п' элементовъ занимаютъ первыя мЬста, счетомъ А™,'. А™~ПТ'. Если 
всю группу и' отмЬченныхъ элементовъ, какъ нераздельное целое, переме-
щать вправо, въ каждой форме, последовательно среди прочихъ элемен-
товъ до иоследняго, (п—п')-го, места, то получатся все требуемыя размЬ-
щешя, число которыхъ выразится суммою А™'. формъ со вновь обра-
зовавшимися А такъ-какъ последиихъ счетомъ (п—н') А™ . А^Г^1, то, сле-
довательно, число искомыхъ формъ будетъ 

А™:.Ап
тГпГ + (п-п') А-'Ап

тГпГ 

или, короче, А™.' А™.!"' (п—п' + 1). 

Примгьры. 1. Изъ 5 элементовъ, между которыми находятся а и Ъ, со-
ставлены размещен 1Я 4-го класса. Въ какомъ числе формъ встречаются 

а) одно а 
и б) а и Ъ рядомъ? 

Отв. на а) А] А^ (4 — 1 + 1) = 1. (4. 3.) 4 = 48, 
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