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R E J E S T R R Z E C Z Y •J 

w Części Drugiey zawartych. 

K S I Ę G A P I Ą T A . , 

Karta 
Opisania - - - - - i<p 
ZAD. I. Linija prosta niemoźe leżeć w 

części na płaszczyznie, w części ze-
wnątrz płaszczyzny. - - - ig4 

ZAD. II. Przecinaiące się dwie linije pro-
ste, leżą na iedney płaszczyznie, i o-
znaczaią iey położenie fig. 181. - i g 5 

ZAD. III. Wspólnem przecięciem się 
dwóch płaszczyzn iest linija prosta - i g 5 

ZAD. IV. Jeżeli linija prosta iest prosto-
padłą do dwóch drugich krzyżuiących 
się w iey spodku, będzie prostopadłą 
do iakieykolwiek inney linij prostey 
przechodzącey przez iey spodek, i pro-
stopadłą do płaszczyzny, fig. i83. - 196 

ZAD. V. Linije pochyłe w równey odle-r 
głości od prostopadłey są równe, zaś 
z dwóch pochyłych nierównych, ta 
iest dłuższą, która bardziey od pro-
stopadłey oddala się. fig. 184. - - ig8 

ZAD. VI. Spuściwszy prostopadłą na 
płaszczyznę, i obrawszy liniją prostą 
na tey płaszczyznie; ieżeli ze spodka 
prostopadłey poprowadzimy prostopa-
dłą do tey linij, i złączymy iey osta-
teczny koniec z ostatecznym końcem 
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pierwszey pFostopadłey, linija łącząca 
pstateczne końce tych prostopadłych 
będzie prostopadłą do linij leżącey na 
płaszczyznie. fig. i85. -f - - i g g 

ZAD Vii . Jeżeli linija prosta, iest pro-
stopadłą do płaszczyzny, wszystkie ł i-
nije do niey równoległe, będą ^także 
prostopadłemi do tey samey płaszczy-
zny. fig. 186, - T- - - 30Q 

ZAD. VIII. Jeżeli iedna linija prosta, iest 
równoległą do drugiey wykreśloney na 
płaszczyznie, będzie także równoległą 
do tey płaszczyzny, lig. 187. - - 20I 

ZAD. IX. Dwie płaszczyzny prostopadłe 
do tey samey linij prostey są równole-
głe między sobą. fig. 188. - -r 202 

ZAD. X. Przecięcia dwóch płaszczyzn 
równoległych, przez płaszczyznę trze-
cią, są równoległymi, fig. 189. - 2o3 

ZAD. XI. Linija prostopadła do iedney 
płaszczyzny, iest prostopadłą do p ł a -
szczy 2ny drugiey do pierwszey róvMio-
legiey. fig. 188. - v - - 2o3 

ZAD. XII. Linije równoległe obięte dwie-
ma płaszczyznami równpległemi są r ó -
wne. fig. 189. - - - - 204 

ZAD. XIII. Jeżeli dwa kąty.lezące na tey 
samey płaszczyznie maią ramiona ró-
wnoległe i wtym s:imym kierunku, ką-
ty będą równe, ą ich płaszczyzny r ó -
wnoiegłe. fig. 190. - - 20& 

ZAD. XIV. Jeżeli trzy linije proste nie-
leżące na tey samey płaszczyznie są ró-
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wne i równoległe, tróykąty z obu stron 
powstaiące z połączenia ostatecznych 
końców tych linij prostych linijami pro-
stemi, będą równe, a ich płaszcyzny 
równoległe, fig. 190. - - 206 

ZAD. X V . Dwie linije proste obięte mię-
dzy trzema płaszczyznami równoległe-
mi są pocięte na części proporcyonal-
ne. fig. 191. - - - - 207 

ZAD. XVI., W czworoboku jakimkolwiek 
którego boki leżą lub nie leżą na iedney 
plaszczyznie; ieźeli podzielimy boki 
przeciwległe na części proporcyonalne, 
i przez punkta podziału poprowadzimy 
linije proste, te przetną się w iednym 
punkcie, w stosunku, w iakim są odpo-
wiadaiące przeciwległe boki czworo-
roboku, fig. 192. - - - - 20S 

ZAD. XVII. Pochyłość dwóch płaszcyzn, 
mierzy się kątem pówstaiącyin z prze-
cięcia się dwóch prostopadłych, pro-
wadzonych na każdey z tych płaszcj^zn 
do tego samego punktu ich wspólnego 
przecięcia się. fig. 195. - - - 210 

ZAD. XVIII. Jeżeli linija prosta iest pro-
stopadłą do płaszczyzny, druga płasz-
czyzna przechodząca przez tę prostopa-
dłą będzie prostopadłą do płaszczyzny 
pierwszey. fig. 174. - - - 212 

ZAD. XIX. Jeżeli dwie płaszczyzny są 
do siebie prostopadłemi, poprowadzi-

w s z y na pierwszey liniją prostopadłą 

http://rcin.org.pl



Kartą 
do wspólnego ich przecięcia się, ta bę-
dzie prostopadłą do płaszczyzny dru-
giey. fig. ig4. - - - -t 213 

ZAD. X X . Wspólne przecięcie się dwóch 
płaszczyzn prostopadłych do płaszczy-
zny trzeciey, iest także prostopadłem 
do tey ostatniey płaszczyzny, fig. 194. - 21Ą 

ZAD. XXI. W kącie bryłowym składaią-
cyrn się z trzech kątów płaskich, sum-
ma dwóch ktorychkolwiek, iest większa 
od trzeciego, fig. ig5. - - - 214. 

ZAD. XXII. Summa kątów płaskich skła-
dających kąt b r y ł o w y , iest mnieysza 
od czterech kątów prostych, fig. 196. - 215, 

ZAD. XXIII. W dwóch kątach bryłowych 
składaiącyh się z trzech kątów płaskich 
równych w każdym, pochyłość p ł a -
szczyzn przy których kąty są równe iest 
równa. fig. 197. - - - - 216 

ZAD. XXIV. Maiąc dane trzy kąty p ła-
skie składaiące kat b r y ł o w y , wykre-
ślić na płaszczyznie pochyłość dwóch 
płaszczyzn ten kąt składających fig. 198. 219 

ZAD. X X V . Maiąc dane dwa z trzech ką-
tów płaskich składających kąt b r y ł o -
wy z pochyłością ich płaszczyzn, zna-
leść trzeci kąt płaski. - - - 221 

K S I Ę G A VI. 

Opisania - - - - - 225 
ZAD. 1. Dwa wielościany mające te sa-

me wierzchołki, i w tey samey liczbie 
fcbiegną się całkiem ieden z drugim. 227 
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ZAD. II. W dwóch wielościanach syme-

trycznych, ściany odpowiadaiące, i po-
chyłości dwóch ścian przyległych, są 
równe. fig. 2o5. - - - - 228 

ZAD. 111. Dwa pryzmata maiące kąt bry-
łowy obięty trzema płaszczyznami ró-
wnemi i podobnie rozłożonemi, są ró-
wne. fig. 200. - - - - 25o 

ZAD. IV. W każdym równoległościanie 
płaszczyzny przeciwległe są równe i 
równoległe, fig. 206. - - - 231 

ZAD. Y. W każdym równoległościanie 
kąty bryłowe przeciwległe są symetry-
czne., zaś przekątne przechodzące przez 
wierzchołki tych kątów przecinaią się 
wzaiemnie na dwie części równe, 
fig. 206. - - 252 

ZAD. VI. Płaszczyzna przechodząca przez 
dwie krawędzie równoległo-przeciwle 
głe7 dzieli równoległościan na dwa pry-
zmata tróykątne symetryczne, fig. 207. 255 

ZAD. VII. Cześć pryzmatu pociętego p ł a -
szczyznami równoległemi, wydaią wie-
loboki równe. - - - - 254 

ZAD. VIII. D w a pryzmata tróykątne sy-
metryczne na które rozkłada się równo-
ległościan, są równo-wartuiące. fi. 208. 235 

ZAD. IX. Dwa równoległościany maiące 
podstawy wyższe leżące na tey samey 
płaszczyznie, i miedzy temi samemi ró-
wnoległemi, są równo-wartuiące. fi. 209. 208 

ZAD. X. Dwa równoległościany tey samey 
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podstawy i wysokości równo - w a r -
tuiące. - - - - - sSg 

ZAD. XI. Dwa równoległościany prosto-
kątne tey samey podstawy, są iak w y -
sokości. lig. 212t - - - - a4t 

ZAD. XII. Dwa równoległościany pro-
stokątne tey samey wysokości, są iak 
podstawy, fig. 213. - - 2 43 

ZAD. XIII. Dwa równoległościany pro-
stokątne iakiekolwiek, są między sobą, 
iak wieloczyny z podstaw przez wyso-
kości , albo iak wieloczyny z ich trzech 
rozmiarów, fig. 2i3. - - - 244 

ZAD. XIV. Bryłowatość równoległościa-
nu, i w ogólności bryłowatość iakiego-
kolwiek pryzmatu, iest równa wielo-
czynoWi z podstawy przez wysokość - 247 

ZAD. X V . Jeżeli piramida czyli ostrosłup 
S A B C D E , iest przeciętą przez płasz-
czyznę ab ecie równoległą do podsta-
wy. lig. 214. - - - - 24g 

ZAD. XVI . Bryłowatość kaźdey piramidy 
tróykątney, iest wiąksza od czwartey 
części wieloczynu z podstawy przez 
Wysokość . a mnieysza od połowy tego 
wieloczynu fig. 215. - - - 25i 

ZAD. XVII. Bryłowatość piramidy tróy-
kątney iest równa trzeciey części wie-

k loczynu z podstawy przez wysokość. 
fig. 2 i 5 254 

ZAD. XVIII. Każda piramida ma za mia-
rę trzecią część wieloczynu z podsta-
wy przez wysokość. - - - 25g 
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!$ĄD. XJX. D w a wiełościany symetryczne 

są równo - wartuiące, czyli równe w 
bryłowatości. fig. 202 - - - 260 

£ \ D . XX. Przeciąwszy piramidę płasz-
czyzną równoległą do podstawy, pozostała 
piramida ucięta, iest równa summie 
trzech piramid, maiących za wysokość 
wspólną, wysokość piramidy uciętey, 
a za podstawy, podstawę niższą pira-
midy uciętey, podstawę wyższą, i srze-
dnią proporcy onalna między temi d\\ iema 
ostatniemi podstawami, fig. 217. - 261 

ZAD. XXI. Przeciąwszy pryzmat tróy-
kątny płaszczyzną D E F (lig. 216), po-
chyłą do podstawy A B C , pozostała 
ztąd bryła, równa będzie summie trzech 
piramid, których wierzchołkami są 
punkta D, E, F , podstawą zaś wspólną 
A B C . - - - - - 263 

ZAD. XXII. Dwie piramidy tróykątne po-
dobne, maią ściany odpowiadaiące po-
dobne , a kąty bryłowe odpowiadaiące 
równe. fig. 200. - - - - 266 

ZAD. XXIII. Dwa wielosciany podobne, 
maią ściany odpowiadaiące podobne, a 
kąty bryłowe odpowiadaiące równe, 
fig. 219. - - - - - 268 

ZAD. XXIV. Dwa wielosciany podobne, 
mogą się dzielić na tę sarnę liczbę pira-
mid tróykątnych podobnych, i podo-
bnie rozłożonych. - - - 271 

ZAI). X X V . Dwie piramidy podobne są 
mięcjzy sobą, iak sześciany z oboków ęd-
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odpowiadaiączch. fig. 2i4. - - 272 

ZAD. XXVI . Dwa wielościany podobne 
są między sobą, iak sześciany z boków 
odpowiadaiących. fig. 291. - - 275 

K S I Ę G A VII. 

ZAD. I. Każde przecięcie kuli płaszczy-
zna iest kołem. fig. 2 2 1 . - - - 2 7 9 

ZAD. II. W każdym tróykącie kulistym, 
bok którykolwiek iestmnieyszy od sum-
my dwóch drugich, fig. 222. - - 281 

ZAD. III. Naykrótsza droga na powierz-
chni kuli z iednego punktu do drugiego, 
iest łuk koła wielkiego łączący dwa 
punkta dane. fig. 225. - - - 282 

ZAD. IV. AV tróykącie kulistym, summa 
trzech boków, iest mnieysza od obwo-
du koła wielkiego, fig. 224. - - 283 

ZAD. V. W każdym wieloboku kulistym, 
summa boków, iest mnieysza od ob-
wodu kuła wielkiego, fig. 225. - - 283 

ZAD. VI. Ostateczne końce srzednicy 
prostopadłey do płaszczyzny koła wiel-
kiego , są biegunami tego koła, i biegu-
nami wszystkich kół małych do wiel-
kiego koła równoległych, fig. 220. - 2 84 

ZAD. VII. Płaszczyzna prostopadła do 
ostatecznego końca promienia, iest sty-
czną do kuli. fig. 226. - - - 287 

ZAD. VIII. Kąt powstający z przecięcia 
się dwóch łuków kół wielkich, iest ró-
wny kątowi złożonemu ze stycznych do 
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tych łuków. fig. 226. - 287 

ZAD. IX. W tróykącie, z punktów A , B , 
C, iako biegunów, opisawszy łuki skła-
daiące tróykąt D E F; trzy punkta D , 
E , F, będą biegunami boków B C, A C, 
A B . fig. 227. - - - - 288 

ZAD. X. Każdy kąt w iednym z tróyką-
tów A B C , D E F j ma za miarę pół-ob~ 
wód, mniey bok przeciwległy w tróy-
kącie drugim, fig. 227. - - - 289 

ZAD. XI. W tróykącie A B C , z punktów 
A i B , w odległości A C i B C , zakreśli-
wszy łuki kuł małych; i przes punkt 
D , którym te łuki przetną się, popro-
wadziwszy łuki kół wielkich; tróykąt 
A B C będrie równy A C B . fig. 229. - 290 

ZAD. XII. Czytać Zad. VI. K. 1. fig. 200. 291 
ZAD. XIII. Czytać Zad. VII. K. I. - 192 
ZAD. XIV. Czytać Zad.XI. K , I. fig. 229. 292 
ZAD. X V . Czy. Zad. XII. i XIII. K. I. fi. 25i. 280 
ZAD. XVI. Czytać Zad. XIV. K.I.fig. 232. 294 
ZAD. XVII. Czytać Zad. X . K . I . fig. 233. 2 9 5 
ZAD. XVIII. Jeżeli dwa tróykąty są ró-

wnokątne, są i równo-boczne, fig. 234. 2q5 
ZAD. XIX. W tróykącie kulistym summa 

trzech kątów iest innieysza od sześciu, 
a większa od dwóch kątów prostych - 297 

ZAD. XX. Taśma śpiczasta iest do po-
wierzchni kuli, iak kąt tey taśmy do 
czterech kątów prostych, albo iak łuk 
mierzący ten kąt do obwodu koła. fi. 206. 298 

ZAD. XXI. D w a tróykąty kuliste syme-
tryczne są równa co do powierz, fig, 207. 309 
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ŻAD. XXII. Summa tróykąiów w wierz-

ch > kach przeciwległych, pówstaią-
cych z przecięcia się dwóch kół wiel-
kich na półkuli, iest równa taśmie śpi-
czastey, maiącey kąt równy kątowi w 
wierzchołku, fig. 258 —. - - Soi 

ZAD. XXIII. Powierzchnia tróykąta ku-
listego, iest równa summie iego kątów, 
zmnieyszoney dwóma kątami prostemi 
fig. 25g. - - - - - 3oś 

ZAD. XXIV. Powierzchnia wieloboku 
kuhstego, ma za miarę summę kątów, 
mniey wieloczyn z dwóch kątów pro-
stych przez liczbę boków wieloboku 
mniey dwóma. fig. 24o; - - - 5o4 

K S I Ę G A VIII. 
Opisania - - - - - 2o5 

Twierdzenia przybrane tyczq.ce sic 
powierzchni. 

I. Powierzchnia płaska j iest mniejszą od 
kaźdey inney powierzchni maiącey z 
pierwszą to samo zakończenie, fig. 254. 307 

II. Powierzchnia wypukła, iest mnieyszą 
od powierzchni drugiey otaczaiącey, 
maiącey z pierwszą to samo zakończe-
nie. 255. - 007 

III. Powierzchnia wypukła pryzmatu pro-
stego, iest równa wieloczynowi z pery-
metru podstawy przez wysokość, fig. 202 3o8 

IV. Powierzchnia wypukła walca, iest 
większa od powierzchni wypukłey p r y -
zmatu opisanegoo fig. 2 52. - - 3ag 
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ZAD. I. Bryłowatość walca, iest równa 

wieloczynowi. z iego podstawy przez 
wysokość, fig. 208.- - - 3oi 

Z A D D. Powierzchnia wypukła walca, 
iest równa wieloczynowi z obwodu ie-
go podstawy przez wysokość fig. 258. 512 

ZAD. III. Bryłowatość ostrokręgu, iest ró-
wna wieloczynowi z iego podstawy przez 
trzecią część wysokości, fig. 269. - 5 i 3 

ZAD. IV. Bryłowatość oslokręgu ucięte-
go, iest równa summie trzech ostrokrę-
gów, maiących za wysokość wspólną^ 
wysokość ostrokręgu uciętego, a za 
podstawy podstawę niższą ostrokręgu 
uciętego, podstawę wyższą, i srzednią 
proporcyonalną między temj dwiema 
podstawami, fig. 260. - - - 316 

ZAD. V. Powierzchnia wypukła ostrokrę-
gu iest równa wieloczynowi z obwodu 
iego podstawy przez połowę boku fi. 259. 259 

ZAD. TI. Powierzchnia wypukła ostro-
kręgu Uciętego, iest równa wieloczy-
nowi z iego boku, przez połowę sum-
my obwodów dwóch podstaw, fig. 261. 32o 

ZAD. VII. W wieloboku foremnym, o -
brawszy kilka boków następnych, i po-
prowadziwszy promień koła wpisanego; 
ieźeli około srzednicy obróeiemy część 
wieloboku, powierzchnia tą częścią u -
tworzona, będzie miała za miarę wie-
loczyn z wysokości czyli osi tey powierz-
chni, przez obwód koła w pisaęego^ 

262. - - - - - 3*1 
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ZAD. VIII. Powierzchnia kuli iest równa wi o/o-~ 
czynowi z iey srzednicy prze* obwód koła 
wielkiego, lig. 263. - 323 

ZAD. IX . Powierzchnia pasa kulistego, iest ró-
wna wieloczynowi z iego wysokości przez ob-
wód koła wielkiego, lig. 269. - 325 

ZAD. X . Jeżeli tróykąt i prostokąt tey sainey 
podstawy i wysokości obracaią się razem około 
wspólney srzednicy, bryła utworzona obrotem 
tróykąta iest trzecią częścią walca utworzonego 
obrotem prostokąta, lig. 264. 265. - - 3 2 / 

ZAD. X I . Znaleść miarę bryły utworzoney o-
brótem tróykąta około linij przechodzącey ze-
wnątrz przez ićdenz iego wierzchołków, lig. 266. 3a8 

ZAD. X H . W wieloboku foremnym, obrawszy 
kilka boków następnych, i poporowadziwszy 
promień k<jła wpi sanego , ieżeli około srzedni 
cy obróciemy wycinek wielobokowy, bryła 
tym wycinkiem utworzona, będzie miała za 
miarę dwie trzecie obwodu mnożonego przez 
kwadrat z promienia koła wpisanego, i przez 
część srzednicy czyli osi oznaczoney prostopa-
dłemi z ostatecznych końców części wieloboku 
spuszczonemi. fig. 262. - - - 33o 

ZAD. XIII . Bryłowatość wycinka kulistego iest 
równa wieloczynowi* z pasa służącego mu za 
podstawę, przez trzecią część promienia, bry-
łowatość zaś kuli wieloczynowi z powierzchni 
przez trzecią cześć promienia, fig. 269 - 33i 

ZAD. X I V . Powierzchnia i bryłowatość kuli , tak 
sie ma do powierzchni i bryłowatości walca O-
opisanćgo (obeynauiąc w to podstawy) , iak 2 
do 3. figi 270. - - - - - 332 

ZAD. X V . Znaleść wartość bryły utworzoney 
obrotem odcinka kołowego obracaiąccgo się 
około srzednicy zewnątrz położoney. fig. 271 333 

ZAD. XVI. ' Każdy odcinek kulisty, obięty mię-
dzy dwiema płaszczyznami równoległemi, m a . 
za miarę pół-summy podstaw, mnozoney przez ; ; 

wysokość, więcey bryłowatość kuli którey ta 
wysokość służy za srzcdnicę. fig. 271. - '334 

http://rcin.org.pl



P O C Z Ą T K I 

G E O M E T R Y I. 

CZEŚĆ DRUGA 
O b e y m u i ą c a f i g u r y t r z y r n z p i i ^ r y 

m a i ą c e , to i e s t : d ł u g o ś ć , s z e r o k o ś ć j 

i w y s o k o ś ć . K S I Ę G A P I Ą T A . 

Q płaszczyznach i kątach bryłowych. 

O p i s a n i a . T 
I. J-^inija prosta iest prostopadłą do pła-

szczyzny ^płaszczyzna do linij, ieźeli ta o -
-ostatnia^ iest prostopadłjj^do wszystkich linij 
J y ą g j Ł Ó ą s i ę na płaszczyznie w ley spo-
( ^ T ^ S p o d k i e t n prostopadłej nazywać b ę -
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szczyzny. ^"" ^ 
II. Linija iest równoległą do płaszczyzny, pła-

szczyzna do Unijj^i dwie płaszczyzny mię-
^ dzy sobą, skóro przedłużone iak naydaley 

W iakimkolwiek kierunku,nieprzecinaią się. 
III. Jeżeli dwie płaszczyzny przecinaią się, 

wspólnem ich przecięciem iest linija prosta ; 
ilość zaś większa lub mnieysza o którą są od 
siebie oddalone nazywa się pochyłością, któ-
ra mierzy się kątem powstaiącym z prze-
cięcia się dwóch/prostopadłych prowadzo-
nych na kaźdey z Jych płaszczyzn,/do te-

d t Z g o samego punktu wspólnego przecięciasię. 
ten może by dź ostry, rozwarty, lub pro-

sty , w tym ostatnim przypadku płaszczy-
QtĆŹny są do siebie prostopadłemiy j 

IV. Przestrzeń kitowa obięta miedzy /$ilku 
płaszczyznami zbiegaiącemi się w iednym 

***** punkcie, nazywa się kątem bryłowym. Do 
płożenia kąta bryłowego potrzeba naymniey 

' '"'^trzech płaszczyzn. 

Y ^ ^ f c i / Z A D A N I E P I E R W S Z E . 
' Twierdzeniev r 

Linija prosta niemoze lezsŁ w części na 
płaszczyznie, w części zewnątrz płaszczyzny.' 

/Ponieważ płaszczyzna iest p 
Y'na k t ó r e j biorąc od upodobania w i^temkoP-^-
rw wiek micyaou dwa punkta, i łącząc ie liniją 

prostą, ta całkiem leży na płaszczyznie. 
Z A -
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Z A D A N I E H. 

Twierdzenie. 

Przecinciiące się dwie linije proste, lełg 
na iedney ptaszczyznie 9 i oznaczaią. iey po-* 
łożenie, i fig. 181). 

[Wystawiwszy płaszczyznę obracaiącą się 
około linij A B , ta w obrocie swoim trafiwszy 
na punkt C , linija A C leżeć będzie na iedney 
piaszczyznie z linija A B , maiąc na niey dwa 
swoie punkta A , C j a położenie tey płaszczy-
zny iuż iest oznaczonem przez to tylko, że o -
beymuie przecinaiace się dwie linije prost® 
A B , A C . 

Wniosek. W i ę c tróykąt A B C , trzy punk-
ta A , B , C , nie będące w linij prostey, i dwie 
równoległe A B , C D (fig. 182), oznaczaią po-
łożenie płaszczyzny; ponieważ poprowadziw-
szy sieczną E F , płaszczyzna przechodząca 
przez dwie linije proste A E , E F , przechodzić 
także będzie przez dwie równoległe A B , C D . 

Z A D A N I E III. 

Tw i er d zenie. 

TTrspólnem przecięciem się dwóch pła-
szczyzn iest linija prosta. 

Gdyby trzy punkta wspólne dwóm pła-* 
szczyznom nie b y ł y w linij prostey, /nąówfcżag^ 
każdjtJS dwócla p i ą s z c z ^ z r ^ r z e c h o c l l a c ^ ] ^ ^ 

A 2 ?— 

• • .t 
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te-piinkta z łożyłyby iednę i tę sarnę płaszczy-
znę (Zad. II)7Jco iest przeciwko założeniu. 

Z A D A N I E IV. 

Tw ierdzenie. 

Jeżeli linija prosta iest prostopadłą do 
dwóch drugich krzyzuiących się w iey śpod-
Jcu, będzie prostopadła doi,'uthteykohtnek in-
ney linij prostey przećhodzącey przez iey spo-
dek prostopadłą do płaszczyzny, (fig. 180). 

Niech będ-zie linija A P prostopadła do P B , 
(JP C ; powiadam, że będzie prostopadłej do P Q , 
przechodzącey przez spodek P , i do^płaszczy-
m y M N . 

W kącie B P C , przez punkt Q , wzięty 
od upodobania na linij P Q , poprowadziwszy 
linijąprosta B C , tak, ażeby B Q = Q C ( Z a -
gad. V .K.IIL) , złączmy AB, AQ, AC. W t r ó y -
kątach B P C , B A C ( Zad. XIV. K . III). mamy 

P C * - f P B ł = a P Q a - f 2_QCa 

A C a + A B 2 = 2 A Q a + 2~QCZ 5 
odeymuiąc pierwsze równanie od drugiego, i 
uważaiąc źe tróykąty A P C , A P B prostokąt-
ne przy P , daią 

A Ć » - P C » = A P » 
A B g — P B 2 — A P 2 , będziemy mieli 
A P H A P a = 2 A Q l — a P Q * . 

Biorąc z obu stron połowę mamy 
A P Z — A Q a — P Q * , albo 
A Q * = A P Z + P Q * 

http://rcin.org.pl



— 1(J7 ~ 

f W i ę c tróykąt A P Q będąc prostokątnym 
przy P (Ząri. Xf. K • I j E J S ^ ^ b ^ 
ś t b p & d f ą j o V Q J 
~~~ Uwaga. Więc aby linija prosta była pro-
stopadłą do płaszczyzny, /zaś płaszczyzna do 
linij, dosyć ieęt by ta ostatnia, była prosto-
padłą do dwóch tylko linij prosty cii krzyżują-
cych sifp na płaszczyznie w iey spodku (Opis. 1). 

TVniosek I. Prostopadła A P, będąc krót-* 
szą od pochyłey A Q , mierzy prawdziwą od-
ległość punktu A , od płaszczyzny M N . 

Wniosek II. Ti punktu danego P na p ł a -
szczyznie, iednę tylko/prostopadły wyprowa-
dzić można; bo gdybyśmy z tego punktu w y ^ 
prowadzili dwie prostopadłe, w kierunku ich 

/ przepuściwszy płaszczyznę nieograniczoną, 
przecięcie się tey płaszczyzny z płaszczyzną 
M N , będzie linija prosta P Q , więc z punktu 
danego P , na linij prostey P Q możnaby M ł o 
wyprowadzić dwie/prostopadłe, do tey samey 
płaszczyzny co iest rzeczą niepodobną (Zad. I. 
Kr. I. WniosJ. Równie iest rzeczą niepodobną 
z.'punktu danego zewnątrz płaszczyzny spuścić 
dwie prostopadłe na tę płaszczyznę; pomewaź 
gdyby A P , A Q b y ł y temi dwiema próstopa-
dłemi, naówczas tróykąt A P Q , miałby dwa 
k a t y A P Q , A Q P , proste, co bydź niemoże 
(Zad. XXVII. KJ .Wnios . I I I ) . 

Z A D A -
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Z A D A N I E V . 

Twierdzenie. 

Linije pochyle w równey odległości od 
jprostopadłey są równe zaś z dwóch pochy-
> łych nierównych , ta iest dluzszi} która bar-
dziey odprostopadłey oddala się. (fig. 184). 
, Ponieważ kąty A P B , A P C , A P D są 

/kątami prootcmi, wziąwszy odległości P B , P C , 
' P D równe między sobą, tróykąty A P B , A P C , 
* A P D,/inaiące kąt ró wnjy7 obięty bokami r ó -
•wnemi (Zad.VI.K.I .)yfsą r ó w n e ; więc p r z e -
ciw - prostokątne, albo pochyłe A B , A C , A D , 
są między sobą równe. 

Jeżeli odległość P E > P D , albo P B , 
Widoczną iest rzeczą, że linija pochyła A E > 
A B , albo A D . ' p > 

Wniosek. Wszystkie linije pochyłe A B , 
A C , A D , i t. eh 'sobie równe,JrcLotykaić^ się 

^obwodu koła B C D , opisanego/e spodka p r o -
stopadłey P , iako/srzodkg^ £więe m a ^ c dany 
punkt A ?| z e 1 Ui iiu-T^y 

^ostatniey ' z ą Ł ś c spodek P , 
-Szczoney z punktu d p ^ g g . A ; oznaczywszy^na t  

" ley płaszczyznie trzy punkta B , C , D , równie 
^rlrłalonA nH A ; [ ^ k a y m y s r z o d k a ^ b r 

' łw^4tbkoła przez nie przecHo^ą^goT^rźodek 
ten bęHżte spocfiuem szukanym.J 

Uwaga. K ą t A B P , nazywa się nachy-
leniem linij pochyłey A B do płaszczyzny M N , 
^idziemy że to nachylenie iest/rówoe w e w s z y -

' stkich 
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slkich linijach pochyłych A B , A C , A D , i t. d. 
równie oddalonych od prostopadłey; ponieważ 
wszystkie tróykąty A B P , A C P , A D P i Ł d . 
są równe między sobą. 

Z A D A N I E VI. 

Twierdzenie. 

Spu/ciwszy prostopadłą na płaszczyznę, 
i obrawszy lini ją prostą na tey płaszczy znie ; 
iezeli ze spodka prostopadłey poprowadzimy 
prostopadłą do tey linij, i złączymy iey-osta-

Jkeczny koniec z ostatecznym końcem pierw-
€zey prostopadłey, linija łącząca ostateczne 
końce tych prostopadłych będzie prostopadłą 
do linij-leźąeey na płaszczyznie. (fig. 185). 

Niech będzie A P prostopadła do płaszczy-
zny M N , i linija B C położona na tey p ł a -
szczyznie; iezeli ze spodka prostopadłey P, po-
prowadzimy prostopadłą do B C , i z ł ą -
czymy A D , powiadam, że A D będzie prosto-
padłą do B C. W e ź m y B D — D C , i złączmy 
P B , P C , A B , A C : ponieważ D B = = $ € , p o -
chyła P B = P C ; co zaś do prostopadłey?A P , 
ponieważ P B = P C , pochyła A B == A C (Za-
danie V-)j więc linija A D maiąc dwa ostate-
czne swoie punkta A, i D, wrówney odległości 
od /ostaiecZB^cłi końców linij prostey B , i C , 
iest prostopadWdo srzodka linij B C. 

Wniosek. Widzimy razem źe B C iest 
prostopadły do płaszczyzny A D P , ponieważ 

/ B C 
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B C , iest prostopadła rażem do dwóch linij 
prostych A D , P D . / 

Uwaga. Dwie linije A F , B C nie leżąc 
na tey samey płaszczyznie nigdy się nieprze-
tną. Naykrótsza odległość tych linij iest linija ^ 
•prosta P D , która iest prostopadłą razem do 
linij A P , i do B C . Odległość P D , iest n a y -
krótszi między temi dwiema linijami; ATonie-

*waż ieżelL.złączymy_jlwa drugięjDunkta iakie-
7mi są A i B , będziemy mieli A B > A D , A D > 
J P D , azatem A B > P D . 

* Z A D A N I E VII. 
-u^. hjuAdt. Twierdzenie. . t -

Y^f jr£ell Urtija prosta, iest prostopadłą do 
^płaszczyzny, wszystkie linije dojriiey równo-
ległe, będą także prostopadłena, do Tey sa-
* jnry płaszczyzny, ( lig. 186). 
7- " 

Niech będzie linija prosta A P , prostopa- .] 
dła do płaszczyzny M N , powiadam, że lini-

eją*-E D , równoległa do A P , bedzie także pro-
C " o p a d ł y do płaszczyzny M N . A v kierunku r ó -

noległych A P , E D , poprowadźmy p ł a -
szczyznę którey przecięcie się z płaszczyzną 
M N, będzie P D; na płaszczyznie M N, w y k r e -
ślmy liniją B C , prostopadłą do P D , i / z ł ą -
czmy A D . Podług wniosku zadania póprze-
dzaiącego, B C iest prostopadła^do płaszczy- j 
zny A P D E ; więc kąt B D E iest prosty: kąt 
E D P iest także -prosty, ponieważ A P iest pro-. . /" yi sirv— A 
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stopadłą do P D , zaś D E równoległą do A P ; 
więc linija D E będąc prostopadłą do dwóch 
linij prostych D P , D B i e s t prostopadłą do 
płaszczyzny M N (Zad.IV). 

Wniosek. I. Naodwrót, ieżeli linije A P , 
E D , są prostopadłeini do płaszczyzny M N , 
będą równoległemi.; /Tónieyi aź gdyby niemi 
niebyły, wyprowadziwszy z punktu!), ' r ó -
wnoległą do A P , Jte. będąc prostopadła do 
p ł a s z c z j z n y M N^_z punki u D , moźrraby -by=? 

-So wyprow adzić dwie prostopadłe do tey sa-
mey płaszczyzny^ co bydź niemoże (Zad. IV). 

Wniosek. 7T. Jeżeli z trzech linij nie le-
żących na iedney płaszczyznie, dwie są ró-
wnoległe do trzeciey, są równoległe między so-
bą ;ywystewiwsey płaszczyznę prestopadią do 
linij trzeciey, dwie pierwsze dp/niey równo-
ległe , będąc prostopadłemi do tty samey pia-^ 
szczyzny, podług wniosku poprzedzającego,' 
będą między sobą równoległemi.- J 

Z A D A N I E 

1 wier dzeni e. (t^ 

Jeżeli iedna linija prosta, iest równo-* 
legią, do drugiey wykreśloney na płaszczy-
znie, będzie iakz.e równoległą do tey pła-
szczyzny. (fig. 187). 

Jeżeli linija prosta A B , iest równoległą 
do C D , wykreśloney na płaszczyznie M N , 
powiadam, że będzie do tey płaszczyzny rór 

wno^ 
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wnoległą. /Przepuściwszy przez linije A B i 
C D płaszczyznę , gdyby linija A B , leżąca na 
płaszczy znie A B C D , przecięła się z płaszczy-
zną M N , przecięłaby się koniecznie w którym 
kolwiek punkcie linij C D , która iest wspól-
nem przecięciem się tych dwóch płaszczyzn; 
linija zaś A B , przeciąć linij C D niemoże, p o -
nieważ do niey iest równoległą; wiec też nie-
przetnie i płaszczyzny M N ; azatem do niey 
iest równoległą ( Opis. II). 

Z A D A N I E IX. 

Twierdzenie, 

Dwie płaszczyzny prostopadłe do tey 
samey linij prostey są równoległe między so-
lą. (fig. 188). 

Niech będą dwie płaszczyzny M N , P Q , 
prostopadłe do tey samey linij prostey A B , 
powiadam, że będą między sobą równoległe. 

A3oniexmz gdyby te płaszczyzny przecię-
ł y się z któreykolwiek strony, obrawszy mmkt 
O , na linij wspólnego ich przecięcia s i ę , 7 z ł ^ 
czary. D A ^ j Q B j linija A B prostopadła do 
płaszczyzny M N ; iest prostopadłą do linij/ 
O A , prowadzoney przez iey spodek na tey 
płaszczyznie; dla iey samey przyczyny AB, iest 
prostopadłą do B O ; więc O A , O B , by łyby 
dwiema prostopadłemi spuszczonemi z iedne-
go punktu O , na tę samę linija prostą, co iest 
rzeczą niepodobną (Zad.XV.K.I) . Więc p ła-
szczyzny M N , P Q > są równoległ^pi.. 
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Z A D A N I E X. 

Twierdzenie. 

Przecięcia dwóch płaszczyzn równole-
ległych 3 przez płaszczyznę trzecią, są ró-
wno legły ni (fig. 189). 

Niśch będą przecięcia E F , G H , dwóch 
płaszczyzn M N , P Q , od trzeciey płaszczy-
zny E F H G , powiadam, ze te przecięcia bę-
dą równoległymi, Ponieważ gdyby linije E F , 
G H , będące 'na płaszcyznie E F H G , nieby-
ł y równoległemi, przedłużone przecięły by sięj 
azatem przecięłyby się i płaszczyzny M N , P Q , 
na których leżą, co bydż niemoże gdyż z za ło-
żenia te dwie płaszczyzny są równoległemu 

Z A D A N I E XL 
Twier dzenie. 

Linija prostopadła do iedney płaszczy-
zny, igst prostopadłą do płaszczyzny dra-J 
gieyłdo pierwszey równoległey (fig. 188). . 

Niech będzie linija prosta A B , prost opa- ź 

dła do płaszczyzny M N , powiadam, że iest 
prostopadłą do płaszczyzny P Q , równole-
głey do M N . 

Poprowadziwszy od upodobania na p ł a -
szczyznie P Q , liniją B C , przez A B i B C , 
przepuściwszy płaszczyznę A B C , Ajrzecięcię 
iey z płaszczyzną M N , to iest A D , iest r ó -
wnoległem do B (Zad,X.) j l e c z z założeni* 

w ui. linii 
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linija A B , będąc prostopadłą do płaszczyzny 
3V1N, iest prostopadłą do linij A D ; więc iest 
także prostopadła do równoległey B C (Zad. 
XXIII. K . I. Wnios. I . )yfyi ponieważ linija A B 
iest prostopadłej do linij B C , przeckor-
dzącey przez iey spodek na płaszczyznie P 
wiec iest prostopadłą do płaszczyzny P Q . 

Linije równolegle obięte dwiema pła-
szczyznami równoległemi są równe. (fig. 189). 

Przez linije równoległe E G i F H , A>l2£r* 
puścjwszy płaszczyznę E G D F , przecinaiącą 
płaszczyzny równoległe M N , P Q , w kie-
runku E F i G H , przecięcia E F , G H są ró- < 
wnoległe (Zad.X.) ; gd^ z założenia E G , F H 
są także równoległe .Avigc figura E G H F b e - t 

"dac równoległobokiem, E G = F H (Zadanie 

IVniosek. Dwie płaszczyzny równole-
głe -we wszystkich punktach są w równey od 
tfiebie odległości; /pinuwoź iezeli E G i F H , 
są prostopadłe do dwóch płaszczyzn M N , 
P Q , będą równoległe, azatem równe (Zad. VII). 

Z A D A N I E XIII. 

T-wierdzenie. 

Jeżeli dwa kąty nie lezące na tey samey 
pla-
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•płaszczyznie maią ramiona równolegle i i* 
tym samym kierunku., kq.iy bedą równe, a 
ich p łaszczy zny ró w no ległe. (J i g. i g o). 

Niech będą dwa kąty G A V , D .J E nie 
będące na tey samey płaszczyznie, klóryrii r a -
miona A C , B D , A F , B E , są równoległe i 
•w tym samym zwrócone- kierunku, powiadam, 
że te kąty będą równe , a ich płaszczyzny r ó -
wnoległe. 

W z i ą w s z y A C = B D , A F r = B E , z ł ą -
czmy C F , D E , A B , C D , F E . /Ponieważ 
linija A C , iest równa i równoległa do B D / 

[ ngura A B D C będąc równoleg iobokicm (Zad. 
' X X X I . K . I . ) , linija C D , iest równa i równo-

legła do A B . Dla tey samey przyczyny lini-
ja FE" , lejt* równa. i równoległa do A B ^ więc 
takŻfi^CDj iest równa i równoległa do 
a z a t e m f i g u r a C F E t J będąc rc^noleg łobo-
Łiem, ~15ok C F , iesTT^Wnv_r róvvnoległy do 
D E ; w tróykątach z:.tem /rowno - bocznyclj 
C A F y D B E , kąt C A F ^ D B E . 

^ANaknnif ip powiadam , źe płaszczyzna 
A C K , iest równoleglĄdo płaszczyzny B D E ; 
przypuśćmy źe płaszczyzna równoległa do 
B D E przechodzącą przez punkt A , przetnie 
linije C D , F E , / w innych iakich punktach a -
giżeli C i F , naprzykład w punktach G i H^ 
naówczas podług Zadania XII . , trzy linije A B , 
G D , E H , będą równe: lecz trzy linije A B , 
C D , F E , iuź sa równe; więc mielibyśmy 
C D = G D , E H = E F J co bydź niemoże; a - ' 

— . , zatem ' 
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zatem płaszczyzna A C F iest równoległą do p ł a -
szczyzny B D E-^. 

TVniosek.iDwie płaszczyzny równoległe 
M N , P Q pr/ecięte od dwóch drugich p ł a -
szczyzn C A B D , F A B E , kąty C A F , D B E , 
powstaiące z przecięć tych płaszczyzn r ó -

w n o l e g ł y c h sa równej/panie WAB przecięcie AC, 
^Jest równoległe do B D ( Z A D . X . ) ; A F do BĘ, 
więc kąt C A F = D B E . 

Z A D A N I E XIV, 
Twier dzenie. 

Jeżeli trzy linije proste nie lezące na tey 
samey płaszczyznie są równe i równoległe, 
tróykąty z obu stron powstaiące z połączenia 

l£5i/i{ 'jcrn$i£h końców tych linij prostych li ru-
jami prostemi3 będą równe, a ich płaszczy-
zny równoległe, (fig. 190). 

Jeżeli trzy linije proste A B , C D , F E , 
nieleżące na tey samey płaszczyznie są równe 
i równoległe; powiadam, że tróykąty A C F , 
B D E powstaiące z połączenia /w+ati"innych 
końców^ą- równe, a ich płaszczyzny równo-

l e g ł e . ]ę>&f linija A B , iest równa i_.równole--~ 
jHa do C D , figura A B D C iest równo - legło-
bokiem ("Zacł.XXXI.K.I), więc bok A C iest 
równy i równoległy do B TL Dla podobney 
przyczyny boki A F , B E , są równe i równo-

l e g ł e i boki C F , D E r więc dwa tróykąty 
A C F , B D E są równe ( Z a d , X I . K . I . ) ; do-

fcwurlttiCC* wie-
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wiedziemy następnie podobnie iak w Zadaniu 
poprzedzaiącem, źe ich płaszczyzny są r ó -
wnoległe. 

Z A D A N I E X V . 

Twier dzenie. 

Dwie linije proste obigt>? między trzema 
płaszczyznami równoległe/ni są pocięte na czę-
ści proporcy analne. (fig. 191) . 

Przypuśćmy że linija A B przecina p ł a -
szczyzny równoległe M l i , P Q , R S , wpunk-
tach A , E , B ; zaś linija C D przecina też sa-
me płaszczyzny w punktach C , F , D ; powia-
dam źe będziemy mieli 

A E : E B : : C F : F D . 
Poprowadźmy liniją prostą A D przecina-

iaca płaszczyznę P Q w punkcie G , i złączmy 
A C , E G , G F , B D ; przecięcia E G , B D , 
płaszczyzn równoległych P Q , R S , przez p ł a -
szczyznę A B D są równoległe (Zad.X). więc 
(Zad. X V . K . IV ). 

A E : . E B :: A G : G D ; 
Podobnie przecięcia AC. , GF/będąc r ó -

jaŁnoległemf T f t a m y ' r 

A l > r G i t ? : C F : F D , 
W i ę c z przyczyny stosunku Wspólnego A G 

: G D będziemy mieli 
A E : E B :: C F : F D . 

Z A D A -

http://rcin.org.pl



I*—" 208 —— 

Z A D A C I E XVI. 

Twierdzenie. 

W czworoboku iakinikolwiek, którego bo-
ki lezą lub nie lezą na iedney płaszczy zriie; ie-
zeli podzielimy boki pzeciwległe na części pro-
p or cy analne, i przez punk ta podziału po-
prowadzimy linije proste, te przetną sięfu^ 
jprjąyrą punkcie . jgjiłosuriku, w jakim są od-
powiadaiące przeciwległe^ boki czmarobokii, 
( i ig .193; . 

W czworoboku iakimkolwiek A B D C , 
poprowadziwszy przez punkt A równoległą do 
B D , zaś przez punkt B , równoległą do A C ; 
płaszczyzna M N będzie równoległą do R S 
(Zad.XIII.)5 równolegle do płaszczyli M N , 
R S , poprowadziwszy trzecia płaszczyznę P Q, 
linije proste A B , C D , przez te trzy płaszczy-
zny będą pocięte na części proporcyonalne 
( Z ad. X V ) . 

A E : E B :: C P : F D , 
z założenia boki A C, B D są pocięte liniją G H 
w piTUfetach G i H , tak że mamy 

A G : G C :: B H : H D ; 
powiadam 1 mo, że linija prosta G H przetnie 
liniją prostą E F w iednym punkcie O. 

Przez punkt F , poprowadźmy liniją pro-
stą I K równoległą do A B , przecinaiącą 
płaszczyzny M N , i R S w punktach I , K , 
złączmy C I , K D , A l , B K ; linije proste 
A l , B K . , E F wypadaiące 2 przecięcia się 

p ł a -
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płaszczyzny A B K I , z trzema płaszczyznami 
równoległemi M N , P Q , R S , są równoległe; 
dowiedziemy podobnie że C I , iest równole-
głą do K D . Poprowadziwszy linije proste 
G U , H T , równoległe do A l i B K , te będą 
także równoległemi do E F . To założywszy 
mamy A G : G C :: I U : U C 

B H : H D :: K T : D T , 
gdy pierwsze dwa stosunki z przypuszczenia są 
równe, drugie dwa złoża proporcya następu-
jącą: I U : U C :: K T : D T . 
Azatem skoro równoległe C I , K D , są pocię-
te proporcyonalnie w punktach U i T , trzy 
punkta U , F , T , powinny bydź w linij pro-
stey (Uwaga Zad. XXII. K. III.), tak, że ł ą -
cząc U , T , liniją prosta U T , ta przeydzie 
przez punkt F , linij prostey E F. Zj^ul w y -
gada że pjfassfzyzng jr/f-plindząca pp-eg U T 

1 f l w i e i i n ^ Ł " r o s t e -U G 1 T H , równolegle d o J E F , / wiec prze-
rfTrfł,rUi 'ftn?T li"T 'S y f ^ - . p e ł n i e łinlia E F 

punkcie O t płaszczyzny P 
2do, Linije proste G H i A B , pocięte na 

części proporcy onalne przez trzy płaszczyzny 
M N , P Q , R S , daia proporcya 

A E : E B :: G O : Ó H , 
mamy także 

A l : G U :: A C : G C , 
zaś A I = E F , G U — O F , iako równoległe 
obiete miedzy równoległemi, wiec 

E F : O F :: A C : G C , 
B aza-
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azatern E EJr- O F : O F : : A C — G C : G C 
czyli / E O : O F : : A G : G C 

Z A D A N I E XVII. 

Twierdzenie. 

Pochyłość dwóch płaszczyzn, mierzy się 
kątem powstaiącym z przecięcia się dwóch 

A- -prąstnpadłycł^. prowadzonych na kazdey z 
tych płaszczyzn do tego samego punktu.. ich 
wspólnego przecięcia się. (fig. 195 ). 

T o iest: miara pochyłości dwóch p ł a -
szczyzn M A N , M A P , iest kąt N A P , p o w -
staiący z dwóch prostopadłych N A , P A , pro-
wadzonych na każdey z tych płaszczyzn do 
wspólnego przecięcia się A M ; obrawszy inny 
punkt M , i poprowadziwszy prostopadłe C M 
na płaszczyznie M N , i B M na płaszczyznie 
M P , do wspólnego przecięcia .się A M , kąt 
B M C , będzie także miarą tey samey pochy-
łości; ponieważ M B i A P , będąc prostopa-
dłemu do tey samey linij A M , są równole-

/ głemi. Dla tey samey przyczyny MC/będąc 
jty równoleffif^ do A Al, kl\fc 'B'M L — 1 J (Zad. 

źuTJT 
azatem oboiętną iest rzeczą 

p^n.^op^dłe do któregokolwiek pnnl^n wspól-
nego przecięcia się dwóch płaszczyzn. 

T o okazawszy powiadam, że ieżeli dwa 
kąty P A D , D A N są równe, pochyłości od-
powiadające płaszczyzn M A P , M A I), i M A D , 
M A N będą także rówae. Na 
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Na ten koniec, na płaszczyznach P A N , 
B M C , ze sr-codków A i M , promieniem od u -
podobania, opisawszy łuki N D P , C F B , po-
prowadźmy A D ; dwie płaszczyzny P A N , 
B M C , prostopadłe do tey samey linij pro-
stey M A , są równoległe (Zad. IX.); więc .pm?.-
ci^ciaj\ D , M F , tych dwóch [jitimiw. y/fTprzez 
płaszczyznę trzp^fl ftl A_Łl/JTg(jg^rówrn)1 ' 

B i ^ ^ P A D (Zad. XIII). Jeżeli 
kąt D A P —l i ) A $"7 widoczna iest rzeczą że 
pochyłości dwóch płaszczyzn M P , M N , to 
iest D A M P , i D A M N będą równe p Żgd^ź 
podstawa P A D , ułoźywszY^sie- d^kojJLa]e_jy 
kąęje r^wnyniJ3^A N , maiac wysokość uspól-
na__ AMT~<łwie tepjjehyłości zbiegną sie_ c a ł -
jgem .jedna z druga. Gdyby kąt D A P , z a -
mykał się pewną liczbę razy spełna w kacie 
P A N , pochyłość D A M P zamykać się będzie 
tę sarnę liczbę razy spełna w pochyłości PAMN, 
Dowiedziemy podobnie ( Zad. XVII. K. II.), że 
jakikolwiek będzie stosunek kąta P A D , do 
kąta P A N , pochyłość D A M P , będzie w tym 
samym stosunku do pochyłości P A M N ; aza-
tem kat N A P , może bydz wzięty za miarę 
pochyłości dwóch przecinaiacych się płasz-^ 
czyzn M A P , M A N . 

Uwaga. ^aydiii^Ri^łyl^J^a^^ — 
nych przez dwie. 
linije proste. W i ę c dwóch płaszczyzn prze-/ 
cfnaiąćych się wzaiemnie, kąty w wierzchoł-
ku przeciwległe są równe, kąty przyległe r a -

B 2 zem 
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zem wzięte składaią dwa kąty proste; iezeli 
iedna płaszczyzna iest prostopadła do drugiey, 
druga iest prostopadłą do pierwszey. W p r z e -
cięciu się płaszczyzn równoległych przez p ł a -
szczyznę trzecią, zachodzą te same równości 
i własności, iakie w przecięciu się dwóch li-
nij równoległych przez liniją trzecią. 

Z A D A N I E XVIII. 

Twi er dzenie. 

Jeżeli linija prosta iest prostopadłą do 
płaszczyzny, druga płaszczyzna przecho-
dząca przez tę prostopadłą będzie prosto-
padłą do płaszczyzny pierwszey. (fig. 194). 

Niech będzie linija A P , prostopadła do 
płaszczyzny M N ; powiadam, ż ^ c a j ^ ^ ^ ł a ^ 
szczyzna A B , przechodząca przez A P , b ę -
dzie" prostopadłą do płaszczyzny M N . 

Niech B C , będzie przecięciem płaszczyzn 
A B , M N ; iezeli na płaszczyznie M N , po-
prowadzimy D E prostopadłą do B C , linija 
A P prostopadła do płaszczyzny M N , będzie 
prostopadłą do B C , D E ; /teęz kąt D P A , 
mierzący pochyłość płaszczyzn A B , M N (Zad. 
XVII . ) , iest prosty, więc płaszczyzna A B , 
iest prostopadłą do M N ( Opis.III). 

Uwaga. Skoro trzy linije A P , B P , D P, 
są do siebie prostopadłym , każda z nich iest 
prostopadłą do płaszczyzny dwóch drugich, a 
trzy płaszczyzny są do siebie pi\ostopadky?iif 

Z AIDA-
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Z A D A N I E XIX. 

Twier d zenie. 

Jeżeli dwie płaszczyzny są do siebie pro-
stopadłemif poprowadziwszy na pierwszey 
linij ą prostopadłjfcjio wspólnego ich przecię-
cia się, ta będzie prostopadłą do płaszczy-
zny drugiey. ( fig. ig4). 

Niech płaszczyzna A B , będzie prostopa-
dłą do M N , poprowadziwszy na pierwszey 
prostopadłą P A , do wspólnego przecięcia się 
P B . ta iest prostopadłą do płaszczyzny MN. 

Pettiew aź""na płaszczyznie M N- popro-
wadziwszy prostopadłą D P do B P j Ą ą t B P A 
prosty, gdyż płaszczyzny są do sienie prosto-
padłeini, więc linija A P , będąc prostopadłą 
do I ? P i D P , iest prostopadłą do płaszczyzny 
M N (Zad.IV). 

'liosek. Jeżeli płaszczyzna A B , iest pro-
stodadj^dp M N , z punktu. P , wspólnego prze-
cięcia się, wyprowadziwszy prostopadłą do 
płaszczyzny M N , ta,całkiem leżeć będzie na 
płaszczyznie A B ;7ponieważ gdyby nieleżała, 
z punktu P , wspólnego przecięcia się na p ł a -
szczyznie A B , prostopadłey do M N , popro-
wadzona linija prosta P A , byłaby prostopa-
dłą do płaszczyzny M N ; więc Biednego punk-
tu P , byłyby dwie prostopadłe do płaszczy-
zny M N , co iest rzeczą niepodobną (Zad. IV. 
Wnios. II). 

Z A D A -
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Z A D A N I E XX. 

Twier dzenie. 

Wspólne przecięcie się dwóch płaszczyzn 
prostopadłych do płaszczyzny trzeciey, iest 
także prostopadłe/n^ do tey ostatniey pła-
szczyzny. ( fig. 194). 

Jeżeli dwie płaszczyzny A B , A D , są pro-
stopadlemi do trzeciey M N , wspólne icli prze-
cięcie się A P , iest także p r o s t o p a d ł e j do p ła-
szczyzny MJN. 

K^pniewaź ieżeli z punktu P , Wyniesiemy 
prostopadłą do płaszczyzny M N , Ia*^naydo-" 
"wac się razem musi na płaszczyznach A B i 
A D (Zad.XIX.Wniosek); azatern na wspól-
nem ich przecięciu się A P. 

Z A D A N I E XXI. 

Twierdzenie. 

W kącie bryłowym skłcidaiącyrn się z trzech 
kątów płaskich, summa dwóch którychkol-
*wiek, iest większa od trzeciego, (fig. 195).' 

Niech btdzie kąt bryłowy S , złożony z 
trzech kątów płaskich A S B , A S C , B S C , i 
niech kąt E S C będz'e naywiększy4ze trzech; 
powiadam, że będziemy mieli 

A S B < A S C - f B S C . 
Na płaszczyznie A S B , wykreśliwszy kąt 

BSD==-JJSC, poprowadźmy od upodobania 
lini-
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liniją prostą A D B ; a wziąwszy S C = S D , 
złączmy A C , B C. 

Dwa boki B S , S D , równe dwóm bokom 
B S , S C , obeymuią kąt B S D — B S C ; więc 
w dwóch tróykatach B S D , B S C równych, 
mamy B D = B C . Lecz A B < A C - f B C ; o -
deymuiąc z iedney strony B D , z dragiey ilość 
równą B C , pozostanie A D < A C . K o -
ki A § , S D są równe dwóm bokom A S , S C^ 
trzeci A D bedac mnieys^y, ^ tr^pripp^l flt^f 

^ f 5 r r C T i r r r > - w < s n ^ * s n . S T 
daiąc z iedney strony B S D , z drugiey ilość 
równa B S D , będziemy mieli A S D - f - B S D 
< A Ś C - f - B S C , czjrli A S B < A S C - ł - B S C , 

Z A D A N I E XXII. 

Twi er dze nie. 

Summa kątów płaskich składaiących kąt 
bryłowy, iest mniey sza od czterech kątów 
prostych, (fig. 196). 

Przetniymy kąt bry łowy S , płaszczyzną 
A B C D E ; z punktu O , wziętego na tey p ł a -
szczyznie, poprowadźmy do wszystkich kątów / 
linije O A , O B , O C . OT) . O E . Aj fezba k a -
tów w tróykatach ułożonych okoro wierzchoł-
ka S , iest równa ljozł]ie kątów w tróykątach 
ułożonych około wierzchołka O. L e c z M J ^ j 
punkcie B , kąty A B O , O B C razem wzięt^ ' 
składaią kąt A B C < A B S + S B C (Zad. 
X X I . ) : podobnie w punkcie C , kąt B C D 

< B C S 
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< B C S 4- S C D , i tak daley co do innych ką-
tów wieloboku A B C D E. Wiec w tróykątach 
których wierzchołkiem iest O , summa kątów 
przy podstawie iest mnieysza, od summy ką-
tów przy podstawie w tróykątach których 
wierzchołkiem iest S ; azatem przez , wynad-
grodzeniii^ summa kątów ułożonych około 
punktu O , iest większa od summy kątów o -
koło punktu S. y^^&fy slimma kątów około 
punktu O , iest równa czterem kątom prostym 
(Zad.II .K.I . ) , wi^c summa kątów płaskich 
składających kąt Tnyłowy S , iest mmeysza od 
czterech kątów p r o s t y c h > { Ą - , 

Z A D A N I E XXIII. 
Twierdzenie. 

dwóch kąt gęh bryłowych* skład— 
z trzechk^tó^'' fił" u> ̂  

, £uć)iyiujc płaszczyzn przy któ-
T«nh h f f rnumo. równa. 1Q7 )• * 

ISiech będzie Tąt A Ś ^ D T F , A S B 
- D T E , B S C — E T F ; powiadam, że po-
chyłość dwóch płaszczyzn A S C , A S B , iest 
równa pochyłości płaszczyzn D T F , D T E . 

Wziąwszy od upodobania S B , spuśćmy 
prostopadłą B O , na płaszczyznę A S C ; z 
punktu O , poprowadziwszy O A , O C , pro-
stopadłe do S A , S C •'" z l iczmy A B , B C ; 
weźmy następnie T E — S B ; spuściwszy pro-
stopadłą E P , na płaszczyznę D T F ; z punk-
tu P , poprowadziwszy P D , P F , prostopa-

dle 

f'ch się 
-fcaztlyjfi 
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dłe do T D , T F , złączmy D E , E F . T r ó y -
kaly S A B , T D E , prostokątne przy A i D 
(Zad. VI.) , maią kat A S B = D T E , więc kat 
S B A — T E D . ' Nadto f f l T ^ ? T E ; /azatem 
tróykąt S A B będąc równy Iróykatowi T D E , 

T D , A B ^ D E : Dowiedziemy podo-
bnie źe S C = T F , B C — E F . T o założy-
wszy mamy czworobok S A O C , równy czwo-
robokowi T D P F ; kładąc bowiem kąt A S C , 
na iemu równy D T F , ponieważ SA = T D , 
S C — T F , punkt A, padnie na punkt D , punkt 
C , na punkt F. /%_w tym samym^czasie pxfl-
stopadłe O A, P a ) ; na.S A i T D , i prostopadłe 
O C , P F na S C , TF^przystaTac do siebie gdyż 
są równe^punkrO, padnie napunktt*. W tróy-
kątach A O B , D P E prostokątnych przy O i P , 
przeciwprostokątna A B = D £ , bok A O = D P, 
więc (Zad.XVIII.K.l).kąt O A B ± = P D E . Kąt 
zaś O A B iest miarą pochyłości dwóch płasz-
czyzn A S B, D T E, do płaszczyzn A S C, T D F 
(Zad. XVII), więc te dwie pochyłości są równe. 

Wniosek. W dwóch kątach bryłowych 
składaiących się z trzech kątów płaskich/ró-_ 
jwnych w każdym ? ieżeli kąty równe czyn od— 
powiadaiące są rozłożone w tym samym. po~ 

naówczas te dwa katy/zbiegną się 
Jakoż 'w czworobo-

k u S A O C , r ó w l m T D T o k S A p r T p ; 

/ 

prostopadła O nadto pro-
sto-
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stopadłe te lezą w tym samym kierunku, wififr 
punkt 13. mmkt linija SR przy-

T i ; dwa kały bryłowe zbie-
" gną się całkiem ieden z drugim. 

ł 
t» 

Gdyby w dwóch kątach bry łowych, k ą -
ty nłaskie równe, były rozłożone w porząd-
1 t p . j / r ą ? te dwa kąty bryłowe będą 
równe; lecz zhieżeqift_się ich iest niepodobnemj 
gatunek ten równośei nazywać będziemy ró-
wnością przez sy metry ą. Więc dwa kąty b r y -
łowe powstaiące z trzech kątów płaskich ró-
wnych w każdym, lecz rozłożonych w porząd-
ku .^Y^rótnYij^. nazywać będziemy kątami 
równemi przez sy metry ą, albo kątami syme-
trycznemi. 

T a sama uwaga stosuie się do kątów bry-
łowych składaiących się zwięcey aniżeli trzech 
kątów płaskich: wię^gdy ieden J^JiryłcLffijL 

łada się z kątów p / a s k i c y ^ ] , ^ T C-, Jt^JEa 
tych" 

Wywrotnym D» C , B 
orząuku 

te dwa kąty 
rylowe będą symetrycznymi. 

W~frgtlTaćh" pTasKIcTi niemasz właściwi® 
mówiąc równości przez symetryą, /ponieważ 
można ie pi'zewrócić i brać boz odmitim^^a^. 
zamiast y o d : inaczey się maJprorp^um, gdzie 
trzeci jozniićyL-Uioźe bydż w J ę t y w dwóch kie-
runkach różnych. 

ZADA-
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Z A D A N I E XXIV. 
Z ag a cl ni en i e. 

Hiaic).c dane trzy kąty płaskie składają-, 
ce kąt bryłowy, 

iLpochyłość dwóch płaszczyzn ten kąt składa-
iących. (fig. 198). ^ 

W kącie bryłowym S, w którym znamy 
trzy kąty płaskie A S B , A S C , B S C , chcąc 
wykreślić na płaszczyznie pochyłość ę[wócl^3 

p ł a s z c z y z n , naprzykład A S B . A S C : u c z y ^ 
niwszy tożsamo wykreślenie iak w zadaniu p o ^ 
przedzaiącem 1 kat O A B będzie katem źada^t 

^ y n u J c i ó / y marny wykreślić na płas/rzy/nie-, 
'"Wfy.ffi^ćia tey ostatniey kąt B' S A równy ką-

towi piskiemu w bryle A Ś B , A S C = A S C , 
B" S £§==. B S C ; z punktów B7 i B", spuśćmy 
prostopadłe B ' A , B " C , na S A i S C , spoty-
kaiące się w punkcie O. Z punktu A, iako srzod-
ka, promieniem A B ' , opisawszy półobwód ko-
ła B ' b E ; z punktu O , do B ' E wyprowadźmy 
prostopadłą O b , przecinaiącą półobwód w 
b , złączmy A b , a kąt E A b , będzie pochy-
łością szukaną dwóch płaszczyzn A S C , A S B 
w kącie bry łowym, to iest równy kątowi 
O A B . Jakoż w tróykątach prostokątnych 
B' S A , B S A , przy A , kąty przy S są równe; 
więc kąty przy B # B' są także równey Lecz^ 
j^dy przeciw - projtokątna S B' — S B ./dwa~te~ 
tróykaty,,bc^!ac równe, S^^JJMiy pfaliHeyT^P 

S A Jjgury bryłowey , i linija A B' cg v ii A b, 
ha TTgurze płaskiey == t & t na figurze bry ło-
wey. Dowiedziemy podobnie, źe S C , i czwo-

r o -
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roboki S A O C , w obu figurach są równe, i że 
A O, w figurze płaskiey — A O , w figurze bry-
ł o w e y ; więc w iedney i drugiey figurze tróy-

Jcąty prostokątne A O b, A O B , maiąc prze-

są równe, azatem kąt H b wykreślony na 
płaszczyznie, iest równy O A B pochyłości 
dwóch płaszczyzn S A B , S A C , w kącie bry-
łowym. 

Skoro punkt O , pada między A i B ' , na 
figurze płaskiey, kąt E A b , staie się rozwar-
tym, i mierzącym zawsze prawdziwą pochy-
łość płaszczyn: dla czego oznaczyliśmy przez 
E A b nie zaś przez O A b pochyłość żądaną, 
ażeby to samo rozwiązanie służyć mogło na 
T^szystkie przypadki bez wyiątku. 

t ^ Ł - ^ U w a g a . Ażeby z trzech katów^ płaskich 
nd spodobania złożyć kąt bryłpwy^ 

- T r z e b a by ich summa byłą mmeygąą^od 
f'recji kątów pffi5tych7 bez cze^o .kt^feryłowy 
^nTSmiałby inieysea (Zad. XXl37); potrzeba nad-

tsrr ażeby wziąwszy od ubodobania dwa ką-
ty płaskie B ' S A , A S C , trzeci C S B " b y ł taki, 
by prostopadła B" C , na bok S C, przecięła srze-
dnicę B ' E , między iey ostatecznemi końcami 
B' i E. Granice kąta C S B", są prostopadłe 
z obu stron B" C, z punktów B' i E, to iest: B' I, 
E K , spotykaiące w punkt^fch I , K , obwód 
koła opisany promieniem S B " , więc granice 
kata C S B " , . będą C S I , C S K . 

Lecz w tróykącie równoramiennym B' SI, 
l i-
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[jL 
linija C S przedłużona /bedącuprostopadła do_ 
podstawy B ' I , kat ff SI — C S B ^ ^ T S T T ^ 
A~Ś B'. W tróykąęi£ zas równo - ramiennym 
Ę S K , Imija 8 ibydac prostopadła do E K ^ 
kat ^ ^ K — ^ £ PArtjS^li^ y j r z y c z y n y tróv-
^Tnw"równvch 4 ST% A S ^ , Tcat 
A S B ' ; więc C S E albo C S K = A S G — A SB% 

Z tąd wypada, że zagadnienie będzie za-
wsze podobnem do rozwiązania, skoro trzeci 
kąt C S B " , będzie mnieyszy od summy dwóch 
drugich A S C , A S B ' , a większy od ich róż-
nicy : warunek zgadzaiący się z twierdzeniem 
XXI. ; ponieważ podług tego twierdzenia po-
trzeha ażeby C S A S C -f- A S R' t potrze-
ha tnkże. aże^y A S C C S B" -i- A S R'. albo 
C S B " > A S C — A S B ' . 

Z A D A N I E X X V . 

Za g a dnie nie, 

Maiąc dane dwa z trzech kątów płaskich 
skłctdaiących kąt bryłowy z pochyłością ich 
płaszczyzn j znaleśó trzeci kąt płaski. 

Jeżeli A S C , A S B ' (fig. 198.), są, £wa 
kąty płaskie dane, przypuśćmy, że C S B " bę-
dzie trzecim kątem szukanym; naówczas uczy-
niwszy to samo wykreślenie iak w zagadnieniu 
poprzedzaiącem, kąt obięty między płaszczyz-
nami dwóch pierwszych/będzie E A b. Gdy 
kąt E A b , oznacza się za pomocą C S B " sko-
ro dwa drugie są dane, znaydziemy zatem 

kąt 
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kąt CSB'% za pomocą E A b . Na ten koniec 
wziąwszy od upodobania S B ' , i spuściwszy na 
S A prostopadłą nieograniczoną B ' E , złóżmy 
kąt E Ab równy pochyłości dwóch płaszczyzn 
danych; z punktu b , w Jdórym ramie A b , 
przecina obwód koła opisany ze srzodka A , i 
promieniem A B ' , spuśćmy na A E prostopa-
dłą b O , zaś z punktu O , na S C prostopadłą 
nieograniczoną O C B " , wziąwszy S B " = 
kąt C S B" będzie trzecim kątem płaskim ż ą -
danym. 

Uwaga. Jeżeli kąt bryłowy iest poczwór-
ny to iest: ieżeli składa się ze czterech kątów 
płaskich A S B , B S C , C S D , D S A (fig. 199), 
wiadomość tych kątów niewystarcźa do ozna-

^ czenia wzajemnych pochyłości ich płaszczyzn; 
L tr^ /-pnnipwny z/lfifpi mcmi katnmi pl asl-ipnii rnoże-

1 i S i f i f l s L J ł ę kątów^Jjryło-
• w y c ^ Lecz .ij^eli^dodamy warunek naprzy-
kład, iż znana iest pochyłosc dwóch płasz-

X s b 7 B S C , naówrczas TAT 
lem 

ponliyTo^Tdr li "icli ieflo dwóch płas/czy 
kichkolwiek. 

"MMMM oznaczony możemy zńaleść 

K S I E -, f w 
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K S I Ę G A V I 

O W i e l o ś c i a n a c h . 

O p i s a n i a . 

I. Każda bryła zakończona płaszczyznami czy-
li ścianami płaskiemi, nazywa się wielo-
ścianem. ( T e płaszczyzny same zakończone 
są linijami prostemi). Wiec czworościanem, 
sześcianem, ośmiościanem , dwónastościa-
nem, dwódziestościanem i t. d., nazywać 
będziemy bryły zakończone 4 , 6 , 8, 12, 
20, i t. d. ścianami. Dlg. złożenia wielo-
ścianu potrzeba naymniey czterech płasz-
czyzn. 

II. Wspólne przecięcie się dwóch ścian p r z y -
ległych wielościanu nazywa się krawędzią. 

III. Wielościan, którego wszystkie ściany są 
wielobokami foremnemi równemi, a kąty 
bryłowe równe, nazywa się wielo ścianem 
foremnym. /iMiżey widzieć będziemyjź ta-
lach wieloścftanów mamy tylko pięć. 

i y j ^ r y ł a obięta pod wielu równoległoboków 
płaszczyznami, zakończona z iedney i dru-

giey strony dwiema płaszczyznami wielo-
boków równych i równoległych, nazywa się 
pryzmatem czyli graniastoslupeniJ, 

Dla złożenia tey b r y ł y , mech będzie 
A B C D E (fig.200). wielobok iakikolwiek; 

ie -
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iezeli na płaszczyznie do niego równoległey, 
poprowadzimy linije proste F G , G H , H I , 
i t. d. równe i równolegle do boków A B , 
B C , C D , i t .d. , z łoże my wielobok F G H I R , 
równy wielobokowi A B C D E ; iezeli na-
stępnie połączymy wierzchołki kątówA^t»-

, & dobnych linijami prostemi A F , B G , n ^ H , 
1 " D l , E kTściany A B G F , B C H G , C 1^1H, 

E D I K , A E K F , beda równolegiobokami, 
a bryła A B C D E F G H I K * p r y z m a t e m . 

V. Wieloboki równe i równoległe A B C D E , 

/

F G H I K , nazywaią się podstawami pryz-
matu ; /drugie płaszczyzny równolegio-
boków wzięte razem stanowią powierzchnią 
Lokową, czyli wypukłość pryzmatu. L i -
nije proste rpwne A F , B G , C H i t. d . , n a -

VI. Prostopaci la^Hiszczo^nu' z" podstawy w y ż -
szey na podstawę niższą iest wysokością 
pryzmatu. 

VII. Pryzmat iest prosty, skoro iego k r a w ę -
dzie są równe wysokości; pochyły, gdy w y -
sokość innieysza od krawędzi 

VIII. Pryzmat tróykątny, czworokątny9 pię-
ciokątny i t .d. bierze nazwisko od podsta-
w y tróykątney, czworoboczney, pięciobo-
czney i t. d. 

D ś y P r y ą j o a t , którego j todstawy/i ściany są 
/ównoległobokami, n a z y w a s i ę równoległo-

l ścianem. 
Równoległościanem prostokątnym, gdy 

podstawy i ściany są prostokątami. 
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X. Równolegkościan, którego podstawy i ścia^-
ny są kwadratami równetni, nabywa się 
sześcianem kubicznym, albo foremnym. 

XI. Bryla powstaiąca z wielu płaszczyzn tróy-
kątnycli zbiegaiących się w iednyin punkcie 
S , i opieraiących się na różnych bokach te-
go samego wieloboku A 1 3 C D E , nazywa się 
piramidą czyli ostrosłupem. Wielobok 
A B C D E , iest podstawą piramidy, punkt 
S wierzchołkiem . zhiór zą^^-ny^tów A S B x 

łTSTT, i t. d. powierzchnią wypukłą, c z y -
li bok ową. 

XII. frostópaćtła spuszczona z wierzchołka na 
podstawę (przedłużona ieżeli tego w y m a -
ga potrzeba), iest wysokością piramidy. 

XIII. Piramida iest tróykątną, czworokątną 
i t. d. podług tego iak podstawa iest t r o y -
kątem, cworobokiem i t. d. 

XIV. Jeżeli podstawa iest wielobokiem forem-* 
n y m , a prostapadła przechodzi przez iey 
srzodek, nap wczas/piramida będąc f o r e m -
ny * .prostopadła m z y w a się iey osią. 

X V . w wielościanie linija prosta łącząca 
wierzchołki dwóch kątów bryłowych niej-
przyległych, nazywa się przekątną. 

XVI. Dwa wielościany zbudowane podobnie 
na współney podstawie/i eden pnr^ f]|-noi nad, 
tym sposobem, źe wierzchołki kątów bry-r 
iowych odpowiadaiacych, leźcie na tey sa-
mey linij prostey prostopaclłey do podstawy, 
są w równey od niey odległości, nazywaią 

C się 

http://rcin.org.pl



— 2 2 6 — 

się wielo ścianami symetrycznemi. Jeżeli l ini-
ja prosta S T {fig. 202.), będąc prostopadłą 
do płaszczyzny A B C , iest od niey p r z e -
c i ę t n y - punkcie O na dwie części równe, dwie 
pirąfnidy S A B C , T A B C / są d w a j i e l o -

J " ny symetryczne. 
)wie piramidy tróykątne są podobne, 
Ściany podobne będąc podobnie u f o -
maią pochyłosc równą. Jeżeli kat 

- r = \ ) E V '(lig.203.), B A C = E D F , 
A B S — D E T , B A S r = E D T , nadto p o -
chyłość płaszczyzn A B S , A B C , iest r ó -
wna pochyłości płaszczyzn odpowiadaiących 
D T E , D E F , piramidy S A B C , T D E F , 
Są podobne. 

X V l l i . Z ł o ż y w s z y tróykąt z wierzchołków 
trzech kątów wziętych na tey samey ścianie 
albo podstawie pewnega wielościanu, w y -
stawić sobie możemy że wierzchołki r ó ż -
nych kątów b r y ł o w y c h wielościanu, b ę d ą -
ce Wewnątrz płaszczyzny tey podstawy, są 

^ wierzchołkami tyluż piramid tróykątnych 
maiących za wspólną podstawę tróykąt o -
znaczony, a każda z tych piramid oznaczy 
położenie każdego kąta bryłowego wielo-
ścianu względnie do podstawy. T o z a -
z a ł o ż y w s z y : dwa wielościany są podobne, 
skoro maiąc podstawy podobne, w i e r c h o ł -
ki kątów b r y ł o w y c h odpowiadaiących z e -
wnątrz tych podsUAv, są oznaczone pirami-
dami tróykątnemi podobnemi w każdym. 

X I X . JSazy-
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XIX. Nazywać będziemy wierzchołkami \ f ie-
lościanu punkta znayduiące się w Wierzchol-
skich iego różny cli kątów b r y ł o w y c h . 

Z A D A N I E P I E R W S Z E . 
Tw ier dzenie. 

Dwa wielościany maiq.ce te same wierz* 
chołki, i w tey samey liczbie , zbiegną sic cał— 
kir.111 iP.<\ęn ({riigim. . 

Maiąc wielościan, chcąc zbudować d r u -
gi maiący z pierwszym te same wierzchołki i 
w tey samey liczbie, potrzeba, ażeby p ł a s z -
czyzny tego ostatniego nieprzechodziły przez 
punkta, przez które przechodzą płaszczyzny 
wielościanu pierwszego, bez czego, dwa to 
wielościany w niczem by się nieróżniły: U c » 
naówczas postawiwszy pierwszy wielościan na 
płaszczyznie, gdy wszystkie iego wierzchołki 
będą nad płaszczyzną, wierzchołki drugiego 
b y ł y b y nad i pod tą płaszczyzną } / ^ j p s t p r z e -
ciwko założeniu.. więc dwa wielościany maią-
ce te same wierzchołki i w tey samey liczbie^ 
zbiegną się koniecznie całkiem ieden z diugim. 

Uwaga. Ł a t w o zbuduiemy \wielościan 
maiąc dane położenie punktów A , B , C , K , 
i t. d. maiących mu służyć za wierzchołki ; ną 
ten koniec obrawszy trzy punkta D , E , H , 
przez któr^^W.epp^zpynn^ płaszczyzna J,)F.f[. 
o b i a w s / y / ^ k l a C r~~K" J ^ j » w i f a " ' y ^ j z i I d T 
inne z tey samey strony / n£d, lub pod ta p ł a -

C 2 szczy-
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szczyzną; płaszczyzna/DEH, albo D E H K C 
tak oznaczona, będzie/ ścianą bryły. Przez 

/'krawędź E H , przepuściwszy płaszczyznę, na-
" chyla^myr aż spotka ieden lub kilka nowych 

punktów/F, I , płaszczyzna F E H I , będzie 
drugą ścianą. T y m sposobem przgjynsznzaiąn 
następnie^^Sfc^yzny przez krawędzie znale-
zione ,/^ałumczymy ze wszech stron bryUf? 

)ttora będzie wielościanem żądanym, gdyż Sa-a 
^RTełościany maiące te same wierzdiojj^ii i i i* ' 
gimjrdłiią .się ^ 

Z A D A N I E IŁ 

Tw ierdzert ie. 

JV dwóch wielo ścianach symetrycznych, 
hdany odpowiądaiące, i pochyłości dwóch 
ścian przyległych, są równe. (fig. 2q5)., 

Na podstawie wspólney A B C D E , niech 
będą M i N , wierzchołki dwóch kątów b r y -
łowych iednego wielościanu, M ' i N ' , wierz-
chołki odpowiadaiące wielościanu drugiego; 
podług opisania linije proste M M' , N N' , b ę -
dąc prostopadłemi do płaszczyzny A B C , są 
od tey ostatniey podzielone w punktach m, n, 
na dwie części równe. Obróciwszy trapez m 
M' N' n, około m n, i położywszy na płasz-
•czyżnie w M N / z , z przyczyny kątów prostych 
przy 111 i n , bok //zM' przystanie do boku w M , 
7i N' , do a V v wiec gGy dwa trapezy zbiegną się 
całkiem ieden z drugim M N = M ' N ' . 

Nieck 

%, 
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Niech P , będzie trzecim wierzchołkiem* 
wielościanu wyższego, zaś P' iemu odpowia-
daiacym w drugim, będziemy mieli także M P 
= M ' P , N P = N ' P ' ; więc tróykąt M N P , 
łączący trzy wierzchołki wielościanu wyższe-
go, iest równy tróykąiowi M ' N ' P ' łączącemu 
trzy wierzchołki odpowiadaiące w wielo ścia-
nie drugim. 

Jeżeli tróykąty leżąc na iedney płaszczy-
znie, składaią tę sarnę ścianę wielościanu, tróy-
'k&ty odpowiadaiące leżąc na drugiey płaszczy-
znie składać będą Ścianę wieloboku odpowia-
dającą równą. Jakoż, niecli będą M " P N , 
N P Q , dwa tróykąty przyległe leżące na tey 
samey płaszczyznie, i tróykąty M'P'N' , N'P 'Q' 
pierwszym odpowiadaiące. K ą t M N P = M ' N ' P ? , 
P N Q = P ' N ' Q ' , złączywszy M Q , M ' Q ' , / 
tróykąt M N C)/będąc równy M'N'Q\ kąt MNC> 
— M'N'Q' . /Ponieważ M P N Q składa iednę 
płaszczyznę, kat M N Q = M N P - j - P N Q , a -
zatem kąt M' N ' Q ' = M> N' P ' - f P ' N' Q' . G d y -
by płaszczyzny M ' N ' P ' , P ' N ' Q ' , M ' N ' Q ' , 
liieskładały iedney i tey samey płaszczyzny r 

z ł o ż y ł y b y kąt bry łowy i mielibyśmy (Zad. XX* 
K . V ) . kąt M ' N ' Q ' < M ' N ' P ' + P ' N ' Q ' , co 
niema mieysca; więc dwa tróykąty M ' N ' P ' , 
P ' N' Q ' , są na iedney i tey samey płaszczy-
znie. 

Z tąd wypada, źe każda ściana bądź tróy-
kątna bądź wielobokowa w iednym wielościa-
Rie, odpowiada ścianie równey w drugim, i 

że 
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ź e dwa wielościany symetryczne są obięte tą 
samą liczba płaszczyzn równych. 

Na okazanie, że pochyłość dwóch ścian 
przyległych iakichkolwiek* w iednyrn wielo-
scianie symetrycznym, równa pochyłości dwóch 
ścian odpowiadaiących w drugim, niech będą 
M P N , N P Q , dwa tróykąty ułożone nawspól-
ney krawędzi N P , , dwóch ścian przyległych j, 
M ' P 7 N ' , N^P'Q' , tróykąty pierwszym odpo-
wiadaiące możemy hi^r y.a kąt b r y -
ł o w y złofony z trzech k;itówjyjaskich M N Q T 

M N P , P N Q, j u r n y c h katomMąskjm M'N'0% 
M ^ j y p ; , P ' ^^jsklju^^ 

JN^j/f;,dy fe kąty płaskie są równeT więc po-
c h y ł o ś ć dwóch płaszczyzn M N P , P N Q , iest 
równa pochyłości płaszczyzn odpowiadaiących 
M ' N ' P % P N ' Q ' ( Z a d . X X I I . K . V ) . 

Z A D A N I E IIL 

Twierdzenie„ 

I) w u pryzmat a maiq.ce kąt bryłowy obc-
ięty trzema, płaszczyznami równemi i podo-
ł)jue rozłozonemi, są równe. (fig. 200). 

Jeżeli podstawa A B C D Yi — a b c d e , r ó -
wnoległo bok A B G F = abgf, B C H G = 
bchg'y powiadam, że pryzmat A B C I iest 
równy pryzmatowi ab ci. Jakoż, dwie pod-
stawy A B C D E , abcde, przeniesione na sie-
bie iako równe/zbiegną się, trzy kąty płaskie 
A B C , A B G / G B C , składaiące kąt b r y ł o -

w y 
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* w y B , są równe trzem kątom płaskim abc, 
a b g , g b c , składaiącyin kąt bryłowy b, i p o -
dobnie rozłożone: więc kąty bryłowe B i b, 

v f b ę d ą c równe, krawędź E G padnie i b ę d z i e / / 
( x równa krawędzi b g ;/^przyczyny zas r ó w n o - / ^ 

legloboków A B G F ; a b g t\ równycjiŃ bok/ a 
G F padnięci przystanie do boku g f M G H do (  

"g h • więc /^cł Y. podstawa wyższa F f e H I K , 1 

pryzmatu pierwszego, zbieźy się całkiem z pod-^ 
stawą wyższą fghik, pryzmatu drugiego, z 
dwócli tych b r y ł zrobi się tylko iedna, p o -
nieważ będą miały te same wierzchołki. (Zad.I). 

Wniosek. W i ę c dwa pryzmata proste są 
równe, ieźeli maią podstawy i wysokości ró-^ 
W n e . ^ > 

Z A D A N I E IV. 
Twierdzenie. 

W każdym równoległo ścianie płaszczy 
zny przeciwległe są równe i równoległe, (fig. 
206). 

Gdy podług opisania tey b r y ł y , podsta-
w y A B C D , E F G H są .równoległobokami / 
równemi, boki A D i A E ,/będac równe i ró— 
wnoległe do boków B C / B F , Jcąty D A E , / 
C B F , są równą, (Zad. XIII. K . V . ) , a płasz-
czyzny rówiy>ległe; azatern równoległobok 
D A E I ł iest/równy i równoległy do r ó w n o - J v 
ległoboku y B F G . Podobnym sposobem do-

! w i e -
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wiedlibyśmy, że równoległoboki przeciwległe 
A B F E , D C G H , są równe i równoległe. 

Wniosek. Ponieważ równoległościan iest 
b r y ł ą obiętą sześciu płaszczyznami, z których 
przeciwległe są równe i równoległe, więc dwie 
ściany iakiekolwiek przeciwległe mogą bydź 
wzięte za podstawy równoległościanu. 

Uwaga. • Maiąc trzy linije proste A B , 
A E , A D , przechodzące przez punkt A, i c z y -
niące między sobą kąty dane, możemy na nich 

/wybudować równoległościan, prowadząc przez 
/ostateczny koniec każdey, płaszczyznę równo-

ległą do płaszczyzny -dwóch drugich , to iest: 
przez punkt B , płaszczyznę równoległą do 
D A E ; przez punkt D , równoległą do B A E ; 
raś przez E , d o B A D . Wzaiemne przecięcia 
«ię tych płaszczyzn złożą równoległościan ż ą -
dany. 

Z A D A N I E V . 

Tw i erdzeni e. 

W każdym równoległościanie kąty bry-
łowe przeciwległe są symetryczne, zaś prze-
kątne przechodzące przez wierzchołki tych 
kątów przecinaią się wzaiemnie na dwie czę-
ści równe. (fig. 206). 

Porównywaiąc kąt b r y ł o w y A , z katem 
iemu przeciwległym G ; kat płaski E A B — 
E F B = H : G C , kąt D A E = D H E - C G F , 
fcąt D A B = D C B = H G F ; więc trzy k ą l Ł 

p ł a -
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nłaskie^sHadaiace kat bryłowy Ą ró-~ jo^ 
wno trzem Litom "płaskim j-jpypi kat 
bryłowy G , nadto rozłożone w kierunku prze-
ciw nym Wazatem" imo dwa kąty bry j owe A 
G , są symetryczne ( Z a d . X X I I I . R . V) . 2clo 
przepuściwszy przekątne E C , A G , przez'' 
wierzchołki przeciwległe: ponieważ linija A E^ 
iest równoległą i równą C G , figura A E G C , 
iest równoległobokiem; więc przekątne E C , 
A G , przetną się wzaiemnie na dwie części r ó -
wne (Zad.XXXII. K . I ) . Dowiedlibyśmy po-
dobnie że przekątne E C , D F , przetną się tak-
że na dwie części równe; wiec 2do cztery 
przekątne przetną się wzaiemnie na dwie czę-
ści równe w iecfriym punkcie, który możemy 
uważać za srzodek równoległościanu. 

Z A D A N I E VI. 

Twierdzenie. 

Płaszczyzna przechodząca przez clwie 
krawędzie równoległo -przeciwległe3 dzieli 
równóleglościan na dwa pryzmała tróykątne 
symetryczne, (fig. 207 ). 

Niech będzie płaszczyzna B D H F , prze-
chodząca przez dwie krawędzie równoległo-
przeciwległe B F , D H ; powiadam, że ta p ł a -
szczyzna dzieli równoległościan A G , na dwa 
pryzmata tróykątne A D B E H F , D B C H I G 
symetryczne; ponieważ tróykąty A D B , E F F , 
maiące boki równe i równoległe są równe, a 
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A . ł u n K^-ULLC-. / Z e t e b r y ł y są sym 
j liii , na podstawie j O T ł T zbuduyjiijŁ -pryzmat 

ściany bokowe A B F E , A D H E , D B F H , 
sa równolegiobokami; więc bry la A D B E H F , 
iest pryzmatem: t o ż s a m o iest w y j ę c i e m bry~ 

ymetryczne-

i i m i Zi i i r^^syraetryczny- pryzmato] 
B E ł j J i . Podług zadania II. ^płaszczyzny A B 
F E ^ A B F E , A D H ' E ' — A D H E f poró- ^ 
wnawszy pryzmat D B C H F G ? z pryzmatem 
A D B E ' H ' F ' , podstawa H F G = A D B ; r ó - ' 
•wnoległobok G H D C = F E A B — B A E ' F ' ; 
i równoległobok G F B C = H E A D = D A E ' H ' , 
więc trzy płaszczyzny składaiące kąt b r y ł o -

wi w y G , w pryzmacie D B C H F G , / b ę d ą c r ó - ^ 
jKfle trzem płaszczyznom składaiącym kąt b r y -
ł o w y A , w pryzmacie A D B E ' H ' F ' , nadto 
podobnie jrpzłoźmiej^dwa te pryzmata są_ró- a  

g f f i f f a d . III). Lecz ieden z nich X 1 T B W E P F ! 

lesT^sykietryczny pryzmatowi A D . B E HJFj, 
wię drugi D B C H F G iest takie symetry-' 
•zny A D B E I I F ^ * '""\ 

Z A D A N I E VII. 

Twierdzenie p r z y b r a n e . 

Jd 

OdCzn frj pryzmatu pociętego płaszczyzna-
mi frouiiioleg turni, wy da i ą wieloboki róu>7ie. 

Jeżeli p r y z m a t l l i i C l (fig. 201A iest p o -
cięty płaszczyznami równ • JeffłemiT N O 
P Q R N , S T V X Y S , są wielobokamirównemi. 
Ponieważ boki N O , S T ; będąc przecięciami 

dwóch 

tM tA* 
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dwóch płaszczyzn równoległych przez płasz-
czyznę trzecią A B G F są równoległe, nadto 
obięte między równoległemi krawędziami A F , 
B G , pryzmatu; więc N O = S T . Dla p o -
dobney przyczyny boki O P , P Q , Q R , R N , 
są równe bokom odpowiadającym T V , V X , 
X Y , Y S . Nadto boki te śąrównoległe , więc 
' ąty N O P , O P Q i t. d.,/pierwszey częścią 
bedac równe^kątom odpowiadaiącym S T V , 
T V X i t. d. Zagęści., drugiey F zatem/dwie czę-
ści N O P O l l N , S T V X Y S , są/wicloboka-
mi równemi. 

Wniosek. Każda cześć pryzmatu iest ró-
wna podstawie, skoro odcięta równoległe do 
podstawy. 

Z A D A N I E VIII. 

Twier dzenie. 

Dwa pryzmat a tróykątne symetryczne 
na które rozkłada się równoległoscian, są 
równo - wartujące. (fig. 208). 

Niech będą dwa pryzrnata tróykątne s y -
metryczne A B D E F I I , B D C F H G , na któ-
re roz łożył się równoległościan A G ; powia-
dam , że te dwa pryzmata tróykątne symetry-
czne są równo - wartuiące. 

Przez wierzchołki B i F , poprowadźmy 
płaszczyzny B a d c , F e h g , prostopadle do 
kraw ędzi F B , spotykaiące z iedney strony w 
a, dy c-j z drugiey* w ef h} g} trzy drugie 

kra-

fi-

f 
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M fcrawędzie E A / H D , G C , tego samego r ó -
wnoleałościanu.»Tlpześci B a dc, F ehg, są 

< równoległobokamrrównemi, ponieważ odcię-
it\ tej płaszczyznami prostopadłemi do tey samey 

/ linij prostey, azatem równoległemi (Zad. VII.); 
zaś dwa boki przeciwległe tey^samey częśę' 
a B, dc, są przecięciami dwóch płaszczyzn 
równoległych A B F E , D C G H , przez tę sa-
rnę płaszczyznęTJ Dla podobney pr^yazvnyT  

tak figura ft a <? iako też ityie ś c i f l ^ y b " -
jtowe B F f f c , cdhgj a dli i 

"legiobdftam' T_Pfy.tr' . 
matem (Opis. I V . ) ; a pryzmatem prostym , 
ponieważ krawędź B F , iest prostopadłą do 
podstawy B a dc. 

T o założywszy, ieżeli płaszczyzną B F 
H D , podzielimy pryzmat prosty B A , , na dwa 
pryzmata tróykątne proste aBdeFh, Bdc 
F h g \ powiadam, źe pryzmat tróykątny p o -
chyły A B D E F H , będzie równo - wartuiący 
pryzmatowi tróykątneinu prostemu ciBdeYh. 

j J a k o ż te dwa pryzmata roaią o c^ęśr w c pól-
iją A B D A e F , dosyć iest okazać, źe części 
pozostałe, to iest bryty BaATTć?, F <? E H h , 
«ą równo-wartuiące między sobą. 

Z przyczyny równoległoboków A B F E , 
« B F e , boki A E , ae, będąc równe bokowi 
do nich równoległemu B F , są równe między 
sobą; więc odiąwszy część wspólną Ae, p o -
zostanie A « = E e . Podobnie dowiedziemy że 

T e -
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Teraz .aby wykonaj przełożenie dwóch 
bry ł B a A D d , F e E H A ^ położywszy pod-
stawę F eh, na podstawie równey B a t / , punkt 
e, padnie na punkt a , punkt h, na ćZ, i bo-
ki Ee, H/i, padną na boki im równe Aa, 
Ddy ponieważ są prostopadłemi do tey sa-

/ mGif płaszczyzny B a d . W i ę c te dwie bry^ 
ły/zhieffną się całkiem iedna z drugą. D o -

' (ławszy do części wspólney A B D / i < F , b r y -
łę B a A D c Z , będziemy mieli pryzmat tróy-
kątny prosty 3 do tey samey części wspólney 
A B D Z i e F , dodawszy bryłę F < ? E H A — B a s 
ADĆ/, otrzymamy pryzmat tróykąłny pochy-

• / ty j więc pryzmat pochyły A B D E F H , iest 
1/ /równo - wartujący . pryzmatowi prostemu a B 

/ de¥h. Dowiedlibyśmy podobnym, sposobem, 
że pryzmat pochyły D B C H F G y W i e s t równo-
wartujący pryzmatowi prostemi dB chF g* 
Lecz dwa pryzmata proste a B d e F h, d B cK 
F^ - , są równe, maiące tę samę wysokość B F , 
i podstawy a B ć / , J B c równe, iako będąc© 
połowami tego samego równolegioboku (Zad. 
IILWnios). Azatem dwa pryzmata tróykątne 
A B D E F H , D B C H F G , równo-wartuiące 
pryzmatom równym, są równo-wartuiące mię-
dzy sobą. 

fVniosek I. Każdy pryzmat tróykątny 
A B D E F H , iest połową równoległościanu 
A G , zbudowanego na tym samym kącie b r y -
łowym A , z temi samemi krawędziami A B , 
A D , A.Ę, 

W 1119-
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i / 
/ Wniosek IT. Każdy równoległościan po-

chyły A B C D E F G H , może bydź zamienio-
ny na równoległościan prosty aUccleFg h. 

Z A D A N I E IX. 

Tw i er d z en i e. 

Dwa równoległo ściany maiq.ce podstawę 
wspólną, a których podstawy wyzsze lezą 
na tey samey płaszczyznie, i miedzy temi 
same mi równoległemi, są równo - wartujące. 
(fig. 209). 

Niech będą dwa równoległościany A G , 
A L , maiące podstawę wspólną A B C D , a 
których podstawy wyższe E F G H , I K L M , 
leżą na tey samey płaszczyznie; między temi 
samemi równoległemi E K , H L ; powiadam, 
że te dwa równoległościany będą równo-wai£-
tuiące. 

Moga tu bydź trzy przypadki podług tc-
, g o , iak E I > E F , E I = E F , albo E l < E F , 

^,/lecz dowodzenie kędac to samana każdy przy-
-/ paJek, powiadam naprzód: że pryzmat tróy-
/ kątny A15'1'"i) 11 M , iest równy pryzmatowi 

tróykątnemu B F K C G L. 
Jakoż tróykąt A E l r ^ B F K , ponieważ 

kąty A i B , są równe iako maiące boki ró-
wnoległe, nadto bok A E — B F , A I = B K , 
więc dwa tróykąty E A I , F B K , przystaną 
do siebie (Zad.VI. K.I) . Równoległoboki A D 

1 H E , B C G F , iako przeciwległe w tym sa-
y mym 
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mym równoległościanie są równe;' dla podo-
bney przyczyny równoległobok A D M I = B C 
L K. W i ę c kat bry łowy A - f f i f l j j f f ohif ją-
trzenia ścianami jcojĘiifimi trz/m ścianonio--*-
hftf f tn^jyy^ bryłoyyy i pnrinhni^ r^ff-
łożoneini, dwa pryzmata A E I P H M r B F Iv 
C G L . są równe (Zad. UH. Odiąwszy od 
całey bry ły A B C D E K L H , pryzmat A E M, 
pozostanie równoległościan A I L ; od tey sa-
mey bryły A B C D E K. L H , odiąwszy p r y z -
mat B F L — A E M , pozostanie równoległo-
ścian A E G ; azatem dwa równoległościany 
A I L , A E G , są ró\yno - wartuiące. 

* 'Wniosek. Jeżeli przypuśćmy że krawędź 
A D , iest prostopadłą do płaszczyzny A I K . B , 
równoległościan A B C D I K . L M będzie pro-
sty; ieźeli nadto E A , iest prostopadłć^do p ł a -
szczyzny A B C D , równoległościan A B C D E 
F G H , będzie prostokątny. / W i ę c każdy ró- / 
wnoległościan prosty może^bydź zamieniony 
na równoległościan prostokątny rÓWno - w a r -
tujący tey samey podstawy i wysokości. 

Z A D A N I E X. 

Twier dzenie. 

Dwa równoległościany tey samey pod— 
stawy i wysokości są równo - wartuiące. 

Niech A B C D (figTs 10.) , będzie wspól-
ną podstawą dwóch równoległościanów A G , 
A L , których podstawy wyższe I&.LM, E F G H , 

d l\ 
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dla wspólney wysokości leżą na tey samey p ł a -
szczyznie. [Cj<1\ boki E F A J i i K. , są r o - _ 
wne i równolegle^ b o j c _ E r i n y m y i r ó — 
w i o l e g ł y l l o 1 łC: dla porlobney przyczyny bok 
rH^-łestrówny i równole#kŁjlr> K- prze-
dłużywszy boki F E , G H , iako też K L , I \I, 
tak, ażeby prztjciąwszy się z łożyły równole-
gtobok N O F Q , widoczną iest że ten ostatni 
będzie równy tak podstawie E F G H , iako też 
I K L M . Wystawiwszy teraz trzeci rowno-
ległościan maiący podstawę niższą A B C D , 
zaś wyższą N O P Q , ten będzie równo - w a r -

*tuiący równoległościanom A G i A L (Zad. IX.); 
' g d y ż maiąc tę sagię. podstawę niższą, wyższe 
jeżąc na tey samey płaszczyznie są obiętfi „ró-
wno legiemi G Q , F N , I Q , K . P ; wjęc dwa 
równoległościany A T t T ^ A L j maiące tę sarnę 
podstawę i wysokość są równo - wartuiące. ' 

TVm%)sek. Jeżeli przypuścimy źe krawędź 
I A , iest prostopadłą do płaszczyzny A B C D, 
równoległościan A B C D I K L M będzie pro-
stym,. W i ę c równoległościan pochyły A B C D 
E F G H , może bydź zamieniony na równole-
głościan prosty tey samey podstawy i w y s o -
koścUs f 

fj Uwaga. Podług wniosku zadania IX, r ó -
wnoległościan prosty może bydź zamieniony 
na równoległościan prostokątny tey samey pod-
stawy i wysokości; podług zaś wniosku po-
przedzaiacego każdy równoległościan pocliy-

*y 
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$f może bydź zamieniony na równoległościan 
prostokątny tey samey wysokości i podstawy 
równo - wartuiącey. 

Z A D A N I E XL 

Twierdzenie. 

Dwa równoległościany prostokątne tey 
samey podstawy, są iak wysokości, (lig. 212). 

Niech będą dwa równoległościany pro-
stokątne A G , A L , tey samey podstawy A B 
C D ; powiadam, iż są iak wysokości A E , A L 

Przypuśćmy naprzód, źe wysokości A E , 
A l , będąc współmierne są iak dwie liczby 
całkie, naprzykład iak 15 iest do 8. Podzie-
liwszy A l i n a i 5 części równych, A l obey-
mować ich będzie 8; przez punkta podziału 

y, s, i t d. poprowadziwszy płaszczyzny 
równoległe do podstawy, te podziela bryłę 
A G na 1 b równoległościanów cząstkowych r ó -
wnych między sobą, iako maiących podstawy 
i wysokości równe; podstawy równe, ponie-
waż wszyskte przecięcia w pryzmacie np. M l 
K L , równoległe do podstawy A B C D , są 
równe podstawie (Zad,VII . ) ; wysokości r ó -
wne, gdyż te są podziałami samemi Aa?, xy 
x z , i t. d. Z tych i 5 rownoległościanów r ó -
wnych , 8 zamyka się w A L ; więc bryła A G , 
iest do b r y ł y A L , iak 15 do 8, czyli w ogól-
ności iak wysokość A E , do wysokości A l . 

/ ^ Z a ło^żmy p o wtóre, źe wysokości A E , A l 
( i r sa 
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$ą niewspółmiernej powiadam, że będziemy 
ieszćze mieli 

i brył. A G : brył A L : : A E : AI. 
Poniewa^, iezeli ta proporeya nieiest praw^ 

/ dziwą ,^frzy pierwsze wyrazy zostaiąc te sa-
t jne, oćwarty bccfzie większy albo mnieyszy od 

A l ; przypuśćmy ze będzie większy, i że m a -
my brył A G : brył A L :: A E : A O . 

Podzieliwszy wysokość A E , na części ró-
wne mnieysze od O l , przynaymniey ieden 
punkt podziału m , padnie między O i I ; przez 
ten punkt poprowadziwszy płaszczyznę 7 / iP, 
równolegle do. podstawy A B C D , będziemy 
mieli nowy równoległościan ^M?, maiący za 
podstawę A B C D , a którego/wysokość A n i , 
jhędąc współmierna z wysokością A E równo-
leglościanu A G , mamy proporeya 

brył. A G : bryl A P :: A E : Am 
lecz z przypuszczenia 

bryt A G : brył. A L . : : A E : A O , 
skoro w tycli dwócli proporcyach poprzedniki 
tlą równe , następniki z łożą proporcyą 

brył. A P : brył. A L : : Am : A O. 
Gdy równoległościan A P > A L , j o t r z e b a -
by A m l e c z przeciwnie Am < A O , 

""azatem tó^proporcya iest fałszywą: aźe w y -
padła z dwóch proporcyy poprzedzaiącycli, z 
których pierwsza została dowiedzioną, druga 
koniecznie fałszywą bydź musi. Więc równo-
ległościan A G , niertioże bydź do równoległo-
Ścianu A L , iak wysokość A E , do wysokości 

w ięk-
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większey od A I , Więc czwarty wyraz/równy 
A I. Dowiedlibyśmy podobnym sposoPem. że 
czwarty wyraz tey proporcyi niemoże bydź 
innieyszy od A l , więc iest rowfiy 'AJ. Aza-" ' 
tern lakikolwieF bedzIfT^stosunefe dwoclT Wyso-
kości , dwa równoległościany tey samey pod-
stawy sa iak wysokości, to iest: 

bryt. A G : bryt. A I * * S A E : A l . 
i • 

Z A D A N I E XII. 

Tw i er dzenie. 

Dwa równoległościany prostokątne tey 
samey wysokpści, są iak podstawy, (lig. 2i5)k 

Jeżeli dwa równoległościany prostokątne 
A G , A K , maią tę sarnę wrysokość A E , p o -
wiadam, że sa między sobą iak podstawy 
A B C D , A M N O . 

Umieściwszy dwie bry ły iednę przy dru-
giey iak figura pokaźnie, przedłużmy płasz-
czyznę O N K . L aż do przecięcia się z płasz-
czyzną D C G H w kierunku P Q , otrzymamy 
trzeci równoległościan A Q , mogący się po-
równać z równoiegłościanami A G , A K . 

Dwie bry ły A G , A Q , maiące tę samę 
podstawę A E H D , są iak wysokości A B , A Oj 
podobnie dwie bryły A Q , A K , maiące tę 
samę podstawę A O L E , są iak wysokości A D , 
AM. W i ę c będziemy mieli d#ie proporcye 

brył. A G : brył. A Q :: A B : A O 
brył. A Q : brył. A K :: A D : A M . 

D 2 •„' Mno~ 
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Mnożąc te dwie proporeye porządkiem, i 
toymazuiąc w wypadku wspólnego czynnika 
brył. A Q , olrzymamy 

brył.AG:brylAK::AB X A D : A O X A M . 
Lecz A B X A D wyraża podstawę A B C D , 
zaś A O X A M podstawę A M N O , więc 

brył. A G : brył. A R : : A B C D : A M N O . 
Azatem dwa równoległościany prostokątne tey 
samey wysokości są iak podstawy. 

Z A D A N I E XIII. 

. Twier dzenie. 

Dwa równoległościany prostokątne ia-
Hekolwiek, są miedzy sobą, iak wieloczyny 
z podstaw ptzez wysokości, albo iak wielo-
bzyriy z ich trzech/rozmiarów, (fig. 2 i 5 ) . 

Umieściwszy'dwie b r y ł y A G , A Z tak, 
ażeby ich powierzchnie miały kąt wspólny BAE, 
przedłużmy płaszczyzny potrzebne dla z łoże-
nia trzeciego równoległościanu A R , tey sa-
mey wysokości z równoległościanem A G . P o -
dług zadania poprzedzaiacego będziemy mieli 

brył. A G : brył. A K : : A B C D : A M N O. 
Lecz d w a równoległościany A K , A Z , maią-
ce tę sarnę podstawę A M N O , są iak wyso-
kości A E , A X ; więc 

brył. A K : brył. A Z :: A E : A X . 
Mnożąc porządkiem te dwie proporeye, i w y -
mazuiąc w wypadku wspólnego czynnika brył. 
A K , otrzymamy 

brył. 
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hryt. AG • brył. AZ:: A B C D X E A : AMNO X AX, 
Na mieyscu podstaw A B C D , A M N O , 

położywszy A B X A D i A O x A M , będzie-
my mieli 

brył. A G : brył. A Z : : A B X A D X A E 
: A O x A M X A X . 

W i ę c dwa równoległościany prostokątne 
iakiekolwiek* są iak wieloczyny z ich trzech 
i^zmiarów. 

Uwaga. Z poprzedzaiącey proporcyi na-
stępuiące wypada równanie 

bryt. A G A B X A D X A E . 
brył. A Z A O X A M X A X , 

Ułamek składaiący pierwszą stronę wyraża 
> liczbę razy ? którą r ó w n o l e g j ^ i a n prostokąt-
ny A G , obeymuie rownoległościana prosto-r-
k a t n e g o ^ ^ ; tę liczbę razy odkryie nam dru-
ga strona, gdy wyrazimy w liczbach, za po-i-
mocą iakieykolwiek iednostki linijowey, w a r -
tość krawędzi A B , A D , A E , iednego ró-
wnoległościanu, i A O , A M , A X krawędzi 
drugiego, szukaiąc nas ępnie iak wiele razy 
liczba oderwana wyrażaiąca wieloczyn A B X 
A D X A E , zamykać będzie liczbę oderwaną 
wyrażaiącą wieloczyn A O X A M x A X . Je-
żeli np. A B = 5iednośteklinijowych, A D — 4 , 
A E = 6; A O — 5 , A M = 5 , A X = 5 , b ę -
dziemy mieli 

A B X A D X A E = 120 
A O X A M X A X = 45, w i ę c -

bryt 
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brył. A G 120 8 2 

"Zrył. A Z 45 5 5 
to iest: że równolęgłościan A G , składać się 
będzie z dwa razy wziętego równoległościany 
A Z , nadto dwie trzecie tegoż samego równo-
ległościanu. 

L e c z bry ła mierzyć się powinna jedno-
stką tego samego gatunku, na ten koniec bie-
rze się sześcian kubiczny. Przypuściwszy za-
tem że b r y ł a A Z będzie tym sześcianem, b ę -
dziemy inieli 

A O = A M = A X . 
Biorąc razem krawędź A O sześcianu, za ie-< 
dnos£kę linijową, otrzymamy 

A O y> A M X A X = i . 
W i ę c znalazłszy liczbę r a z y t która każda a 
krawędzi A B , A ® , A E równoległościanu A G , 
którego chcemy mierzyć zamyka iednostkę A O , 
będziemy mieli 

brył. A G = A B X A D X A E , 
bryt. A Z f, 
Pierwsza strona oznaczając rzetelnie Ii-

^ z b e r a z y j którą rówŁok-głoś^arTA G zamy-
ka jednostkę swoiego gatunku, będzie w y r a -
żeniem miary liczebney tego równoległościa-
n u , więc wyraziwszy dla skrócenia to w y r a -
żenie przez brył. A G , będziemy mieli 

brył. A G ^ A B X A D X A E . 
I w tym to razie można tylko mówić: źe ro-_ 
wnolęgłofcia/i prostokątny ma za miarę 
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Ipczyn z trzech k^awedzi^^^^Liacych nie w // 
tytn samym LącL hryłn^yjj^Ją który pospo 
licie dla skrócenia nazywa się/trzema iego rog^s 
miarami. 

~ Widzieliśmy nadto (Zad. IV. K . III. U w a -
ga ), że wyrażenie A B X A D , iest miarą pod-
stawy A B C D równoległościanu, więc będzie-
my mieli 

brył. A G = p o d s t a w i e A B C D X A E . 
Z kąd widzimy ieszcze, źe równoległościan 
prostokątny iest równy wieloczynowi z pod-
stawy przez wysokość. 

Wielkość b r y ł y , iey obiętość czyli iey 
rozciągłość stanowi to, co nazywamy iey bry-
ło watością, a wyraz bryłowatość, używa się 
szczególniey na oznaczenie miary pewney b r y -
ł y : więc mówić będziemy, bryłowatość rów 
noległościanu prostokątnego iest równa wie-
loczynowi z podstawy przez wysokość, albo 
wieloczynowi z trzech iegojjjzuaia&MU*. 

Jeżeli w sześcianie kubicznym krawędź 
oznaczymy przez 1 , 2 , 5 , i t. d. bryłowatość 
wyrazi się przez 1 X 1 X 1 = 1 ; 2 X 2 X 2 
= 8; 3 X 5 X 3 = 27 it .d. Ztąd widzimy dla 
czego w Arytmetyce nazwaliśmy sześcianem 
wieloczyn, wypadaiący z rozmnożenia trzech 
czynników równych. (Art. §. 122). 

Z A D A N I E XIV. 
Twierdzeńie. 

'Bryłowatość równoległościanu, i wogól-
\y : nQ~ 
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Hości bryłowatość iakiegokolwie' pryzmatu, 
ze&ż równa wieloczynowi z podstawy przez 
wysokość. 

Ponieważ imo równoległościan iakikol-
wiek iest równo - wartuiący równoległo ściano-
wi prostokątnemu tey samey wysokości i pod-
stawy równo-wartuiącey (Zad. X. Uwaga), 
Bryłowatość zaś tego ostatniego iest równa 
iego podstawie mnożoney przez wysokość, a 
zatem bryłowatość pierwszego iest równa wie-
loczynowi z podstawy przez wysokość. 

2do Każdy pryzmat czyli graniastosłup 
tróykątny iest p o l o w ą równoległościanu ma-
iącego tę samę wysokość i dwa razy większą 
podstawę (Zad.VIII). Bryłowatość zaś tego 
ostatniego równa iego podstawie mnożoney 
przez wysokość; więc bryłowatość pryzmatu 
tróykątnego iest równa wieloczjoiowi z iego 
podstawy (połowy podstawy równoległościa-
nu) mnożoney przez wysokość. 

3tio Pryzmat iakikolwiek, może bydź 
podzielony na tyle pryzmatów tróykątnych tey 
samey wysokości, ile można złożyć tróyką-
tów w wieloboku służącym za podstawę. Lecz 
bryłowatość każdego pryzmatu tróykątnego 
iest równa iego podstawie mnożoney przez 
wysokość, i gdy wysokość iest ta sama dla 
wszystkich; więc summa wszystkich pryzma-
tów cząstkowych, będzie równa surnmie w s z y -
stkich tróykątów służących za podstawy, mno-
żoney przes wysokość wspólną. Azatera bry-
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łowatość iakiegokolwiek pryzmatu wielokat-
nego, iest równa wieloczynowi z iego podsta-
w y przez wysokość. 

Wniosek. W yraziwszy przez P , p , bry-
łowatość dwecli pryzma Lów ; przez H , h , w y -
sokości, przez B , b , podstawy, będziemy mie-
li P = H X B , j p = / i X i ; z kąd nam w y p a -
da następująca proporcya: 

P : p : : H X B : h X b 
Jeżeli podstawy sa równe będziemy mieli 

P : p : : H : h 
Jeżeli wysokości sa równe otrzymamy 

P : p : : B : b. 
Więc pryzmata tey samey podsfawy są 

iak wysokości, tey zaś samey wysokości, iak 
podstawy. 

Z A D A N I E X V . 

Twierdzenie pr zybr ane. 

Jeżeli piramida czyli ostrosłup S A B C / 
DE, iest przeciętą!przez płaszczyznę abcde ^ 
równoległą, do podstawy, (fig. 2i4) . 

imo Krawędzie S A , S B , S C , S D , S E , 
i wysokość S O , sa pocięte proporcyonalnie 
w punktadh^a., b , c , d , o; j a t 

2 do /odcięcie abcde, iest wielobokiemr 
podobnym do podstawy A B C D E . 

Ponieważ i mo płaszczyzny A B C D E , / 
abcde, są do siebie/równoległemi, ich p r z e - y ^ 
cięcia A B , ab, przez płaszczyznę trzecią 

S A B , 
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S A B , są także równoległemi ( Z a d . X . K . V . ) ; 
więc tróykąty S A B , S a b , będąc podobne, 
daia proporcyą następuiąca 

S A : S a : : S B : Sb i. 
będziemy mieli także 

S B : Sb : : S C : S c , i t. d. 
więc wszystkie krawędzie S A , S B , § C i t. d., 
są pocięte proporcyonalnie w punktach a, b, 
c , i t. d. Wysokość S O , iest nrzeciętąyw tey 
samey proporcyi w punkcie o;/ponieważ B O 
bedąc równoległą do bo, ( tróykąty S B O , 

S C T T S o : : S B : Sb. 
Ponieważ 2do linija ab iest równoległą 

do A B , be do B C , cd do C D , it.d. kąt abc 
A B C , bcd—BCD i t . d . ; nadto /z^przy-

czyny iróykatów p^dah^iych S*AB , Sab , ma-
my A B : ab ?7s"k : Sb 
z przyczyny zaś tróykątów podobnych S B C , 

mamy 
B C : bc : : S B : Sb, z tąd 
A B : ab :: B C : be, 

będziemy mieli także 
B C : bc :: C D : cd i t. d. 

W i ę c wieloboki A B C D E , abc de, maiące 
kąty równe i boki odpowiadaiące proporcyo-
nalne, są podobne. 

Wniosek. Niech będą S A B C D E , S X Y Z 
dwie piramidy maiące wierzchołek wspólny, 
i tę samę wysokość, czyli których podstawy 

na tey samey płaszczyznie; ieżeli te pi-
ra-
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ramidy przetniemy tą samą płaszczyzną ró-
wnoległą do płaszczyzny podstaw, powiadam, 

. ze odcięcia a b c cl e, xyz, będą między sobą 
ialc podstawy A B C D E , X Y Z . 

Ponieważ dla podobieństwa wieloboków 
A y C D E , abcde, icli powierzchnie są iak 
kwadraty z boków odpowiadaiącycli A B , ab 
( Zad. XXVII. K . III.); lecz 

A B : jab : ; S A : S a , więc 
A B C D E : abcde : : S A 2 : b a 2 , 

dla tey samey przyczyny 
X Y Z : xyz Ś X > : ST'Z. 

Gdy ab ex y z iest iedną i tą samą płaszczyz-
na, wiec S A : Sa,:: S X : : z tąd 

* A B G D E : abcde : : X Y Z : xyz; 
azatem Aiwa o d j ę c i a abcde. xyz, są mię-
dzy soką iak podstawy-AB C D E , X l i Z. 

Z A B A N I E XVI. 

Tw ier dzenie przybrane. 

Brylowatość kazdey piramidy troykąt-
ney, ze-sż większa od czwartey części wielo-
czynu z podstawy przez wysokość, a mniey-
sra od połowy tego wieloczynu. ( i ig .a iS) . 

Niech będzie S A B C piramida tróykąt-
na, którey S wierzchołkiem, A B C podsta-
w ą ; iezeli podzielim/krawędzie S A , S B , S C , 
A B , A C , B C , na jlwie części równe w punk-
tach D , E , F , G , H , I , i przez te punkt a 
poprowadzimy linije D E , E F , D F , E G , 
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F H , E l , G I , G H ; powiadam, źe piramida 
S A B C składać się będzie z dwóch pryzmatów 
A G H F E D , E G I C F i ł , j w y ^ ^ w j t r t u i ą -

_ c y c h ; i dwóch piramid S D E F , E G B I r o -
I wnych. / ^ wykreślenia E^D iesr. równoległą 

dn A R E drrX5T"wTęc' figura A DT) G iest 
równoległobokitm. Dla Iey samey przyczy-
ny iest równolegiobokiem figura A D F H ; a -
#at< m trzy linije proste A D , G E , H F , - hę.-

^ x i a c _ ^ w n e i równoległe ,_bryTa A G I i F D E 
-jiesl^ryzmateni ^ a d . XIV. K . V) . Dowiódł-

szy podobnym sposobem źe bryła E G I C F H 
iest także pryzmatem, powiadam, źe dwa te 
pryzmata tróykątne są równo-wartuiące. 

Jakoż ieźeli na krawędziach G I , G E , 
G H , zbuduiemy równoległościan G X , p r y z -
mat tróykątny G E I C F H iest połową tego 
równoległościanu (Zad. VIII.), z drugiey stro-
ny pryzmat A G H F D E iest równy połowie 
równoległościanu G X (Zad.XIV.) , ponieważ 
maiąc te sarnę wysokość, tróykąt A G H pod-
stawa pryzmatu, iest połową równoległobo-
ku G I C H (Zad.II .K.III) , podstawy równo-
ległościanu. Więc dwa pryzmata E G I C F H , 
A G H E D F są równo-wartuiące. 

/HfLjJwa pryzmata odięte od całey pira-
midy S-AHC^ pozostaną dwie piramidy" S D 
E F >_E_GBI równe. 

Gdy B E ^ S E , B G = A G = D E , E G 
^ A D = S D , wiec tróykąt B E G — E S D . 
Dla podobney przyczyny tróykąt B E I = E S F ; 

nad-
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nadto pochyłość płaszczyzn B E G , B E I , iest 
równa pochyłości płaszczyzn E S D , E S F , 
ponieważ li E G leży na iedney płaszczyznie 
z E S D , podobnie iak B E I z E S F . P r z e -
niósłszy piramidę E G B I , na piramidę S D 
E F , tróykąt E B G przystanie do S D E , p ł a -
szczyzna B E I padnie na płaszczyznę E S F , 
a ponieważ tróykąty E B 1 , S E F sn równe i 
podobnie rozłożone, punkt I padnie na punkt 
F , i dwie piramidy S D E F , E G B I , zbie-
gną się całkiem iedna z drugą. Wię^ cała pi-
ramida S A B C składa się z dwóch pryzma-
tów tróykątnycli A G F , G I F , równo - w a r -
tuiących, i dwóch piramid S D E F , E G B I 
równych. 

Azatem imo ieżeli z wierzchołka S , spu-
ścimy na płaszczyznę A B C prostopadłą S O , 
przecinaiącą płaszczyznę D E F równoległą do 
A B C w punkcie P ; ponieważ S D — | S A , 
S P = | S O ( Z a d . X V . ) ; tróykąt zaś D E F = 
- A B C : więc bryłowatość pryzmatu A G H F 
D E = | A B C X ^ S O , bryłowatość zaś dwóch 
pryzmatów A G H F D E , E G I C F H razem 
wziętych A B C X S O. Dwa te pryzma-
ta są mnieysze od całey piramidy S A B C , po-
nieważ w niey są zamknięte; azatem bryło-
watość piramidy tróykątaey iest większa od 
czwartey części wieloczynu z podstawy przez 
wysokość. 

Nakoniec, ieżeli poprowadzimy linije pro-
ste D G , D I I , będziemy mieli nową pirami-

dę 
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dę A D G I I r = S D E F ; gdyż ułożywszy pod-
stawę D E F , na podstawie równey A G H , 

Aaty S DJB, S D F , b^dac rówjie kgtóm J) A G^ 
j ) U l . liiiTia 1)8 padnie na A L L ( Z a d . X X V . 
K . V . ) , i wierzchołek S, na wierzchołek D. 
Piramida A D G H iest mnieysza od pryzma-
tu A G I ł D E F 3 ponieważ w nim iest zam-
knięta^ azatem każda z piramid S D E F , E G 
B I , będąc mnieysza od pryzmatu A . G 1 I D E F , 
cała piramida S A B Cjskładaiaca sig_zjłwóc]i 
piramid, i dwóch pryzmatów, iest mnieyszą od 
czterech pryzmatów. Aże bryłowatość iedne-
go pryzmatu == | A B C X S Ó , bryłowatość 
cztery razy wzięta — | A B C X * S O . W i ę c 
bryłowatość całey piramidy tróykątney iest 
mnieysza od połowy wieloczynu z podstawy 
przez wysokość. 

i ' . ^ 
Z A D A N I E XVII. 

Twier d zenie. 

Bryłowatość piramidy tróykątney iest 
równa trzeciey części wieloczynu z podstawy 
przez wysokość. (lig. 215). 

Niech będzie S A B C piramida tróykątna 
jakakolwiek, którey podstawa A B C , w y s o -
kość SO.; powiadam, że będziemy mieli 
brył. SABC = f ABC X SO^albo SO X | ABC. 

Jakoż, ieżeli przypuścimy że b r y ł o w a -
tość piramidy S A B C , nie iest równa S O X 
J A B C , potrzeba aby tey piramidy bry łowa-

tość 
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tość by ła równa wieloczynowi z S O przez 
ilość większą albo mnieyszą od - A B C , przy-
puśćmy naprzód że mamy 

bryt. S A B C ^ S O x ( | A B C + M). _ 
M , wyrażać będzie pewną powierzchnię. 

-Poprowadziwszy przez punkt D , srzodek 
krawędzi S A , płaszczyznę D E F równoległą 
do podstawy A B C ; piramida S A B C podzie-
li się na dwie piramidy równe S D F E , E G 
B I , i na dwa pryzmata równo - wartuiace 
A G H D E F , E G I F H C (Zad.XVI) . P O ^ 
będąc wysokością pierwszego z tych ff^^ma- f  

tów , mamy 
" 1 " A ' t r i l i 3 E F = P O x D E F 

wiec summa dwóch pryzmatów to iest: 
2 A G H D E F 2 P O X D E F albo SO X D E F 

Jeżeli odejmiemy wartość summy dwóch 
pryzmatów, od wartości całey piramidy S A 
B C , reszta wyrażać będzie wartośś dwóch 
piramid S D E F , E G B 1 , to iest: 

2 S D E F — S O x ( | A B C — D E F - j - M ) 
gdy A B C = 4 D E F więc 
| A B C — D E F = | D E F — | D E F == | DEF, 
co podstawiwszy otrzymamy 

2 S D E F — S O x ( | D E F + M ) , 
ponieważ | S O — S P , bierąc połowę z obu 
stron znaydziemy 

bryt. S D E F = S P X ( | D E F + M). 
Zkąd widzimy, że dla otrzymania bryłowato-
ści piramidy S D E F , potrzeba mnożyć w y -
sokość, przez trrecią część podstawy, powięk-

sz o -
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szoney tą samą powierzchnią M , którąśmy po-
większyli trzecią część podstawy piramidy p o -
przedzaiącey S A B C. 

Przez punkt " K , srzodek krawędzi S D , 
* poprowadziwszy płaszczyznę K L M równo-

ległą do D E F , przecinaiącą S P w punkcie 
Q. Piramidę S D E F rozłożymy na dwa 
pryzmata tróykątne równo-wartuiące,*i dwie 
piramidy równe; arozumuiąc iak wyżej, znay-
dziemy na wyrażenie iedney z tych piramid, 
którey wysokość S Q 

brył. S K L M — S Q X ( f K L M - j - M ) , 
M , będąc zawsze tą samą powierzchnią, któ-
rąśmy dodali do trzeciey części podstaw dwóch 
piramid poprzedzaiących S D E F , S A B C . 

Składaiąc tyjn sposobem piramidy, iż ka.ź-
dey następuiącey podstawa będzie czwarta 
częścią podstawy piramidy poprzedzaiącey, 
pryidziemy do piramidy z podstawa tak ma-
da iak sami będziemy chcieli. Niech lip. w pi-
ramidzie wyrażoney przez 

bryt." Sab c = SoX (*abo-f-M) 
| a b c -f- M > ~ a b c, to iest: źe 

co zawsze bydź może. 
W tym przypadku mielibyśmy 

S o x ( f M ) > S o X l a b c 
Azatem brył. S « 6 c > S o X f « 6 c , co bydź 
niemoże, dowiedliśmy bowiem w Zadaniu po-
przedzaiącem, źe bryłowatość piramidy tróy-
fcątney iest mnieysza od połowy wieloczynu z 
podstawy przez wysokość j azatem piramida 

S A B C 
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S A B C niemoże bydź równą wieloczynowi z 
wysokości S O, przez ilość większą od trzeciey 
części podstawy. 

Przypuśćmy powtóre: że 
Brył. S A B C r = S O x ( f A B C — - M ) , 

będzieniy mieli iak w przypadku poprzedza-
jącym na wyrażenie dwóch pierwszych pryz-
matów rowno-wartuiących A G H D E F , E G 
I F H C 

' 2 A G H D E F = S O X D E F . 
Odiąwszy ten wypadek od poprzeęjzaiącego, i 
uważaiąe że 

- A B C = 4 D E F , 
Wykonywaiąc te sarnę uproszczenia iak wyżey 

^ znaydziemy 
2 S D E F = S O x ( 3 D E F — M ) 

a z tąd 
' S D E F = S P x ( | D E F — M ) . 

Składaiąc następnie iak w przypadku poprze-
dzaiącym-piramidy, te wszystkie będą miały 
na wyrażenie wieloczyn z ich wysokości przeS 
trzecią część podstawy zmnieyszoney tą samą 
po wierzchnią M. Ilości zaś | A B C , § D E F , 
| K . L M , | abc, coraz umnieyszaiąc się, stać 
się mogą mnieysze od powierzchni M , która, 
albo zamknie się między dwiema ilościami tuż 
po sobie następuiącemi, albo iedney stanie się 
równą. Przypuśćmy np. że M , będzie zam-
kniętą miedzy ±ctbc, i powierzchnią tuż na-
stępuiącą \abc, albo T f abc, tak że b ę -
dziemy mieli \abc > M , zaś a £ c < M ; co 

fci się 
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gię tycze pierwszey nierówności będziemy m o -
gli odjąć M o d ^ abc, co zas do drugiey, o -
trzymamy romfc^™*' 

|cibc — M < | a b c — j ^ a b c czyli 
-abc — ]\I <C \ a b c azatem 

Sox:(§abc— M ) < S o X | « ^ , t o iest źe 
.Bryt. S a k - < S o X | « ^ c , co bydź niemoże 
( Zad. X V I ) . 

Przypuściwszy M = f abc, wyrażenie 
bryłowatości piramidy S a b c , to iest: S o X 
(±abc — M) stanie się zerem, co iest także 
niepodobieństwem. 

W i ę c gdy bryłowatość piramidy S A B C 
niemoże bydź równą wieloczynowi z wysoko-
ści S O , przez ilość mnieysza lub większą od 
trzeciey części podstawy A B C , azatem 
Brył, SABC = S O x | A B C albo = § S O X ABC. 

TFniosek /. Każda piramida tróykatna, 
iest trzecią częścią pryzmatu tróykątnego tey 
samey podstawy i wysokości. 

Wniosek IL Wyraziwszy przez P , p , 
bryłowatość dwóch piramid, przez H , h , w y -
sokości, przez B , b, podstawy, będziemy mie-
li P = | H X B , p = z ± h x b , zkąd nam. w y -
pada proporcya 

P : p :: § H X B : \ h x b , albo 
P : p :: H X B : hy^b. 

Jeżeli H — h , otrzymamy 
P : p : : B : b. 

Jeżeli zaś B — b, będziemy mieli 
P : p : : H : h. 

Więc 
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W i e c dwie piramidy tróykątne tey sa-
mey wysokości są iak podstawy: tey zaś sa-
mey podstawy iak wysokości. 

Z A D A N I E XVIII. 

T-w i er dzeni e. 

Każda piramida ma zamiarę trzecią cześć 
wieloczynu z podstawy przez wysokość. 

Przepuściwszy płaszczyzny (fig. 2i4. ) , 
S E B , S E C , przez przekątne E B , E C , p i -
ramidę wielokątną S A B C D E , podzielimy na 
kilka piramid tróykątnyęh maiących tę samę 
wysokość S O. Gdy podług twierdzenia p o -
przedzaiącego każda z tych piramid mierzy się 
mnożąc podstawy A B E , B C E , C D E , przez 
trzecią część wysokości S O ; więc summa pi-
ramid tróykątnych, albo piramida wielokątną 
S A B C D E , będzie miała za miarę jsumjrię 
tróykątów 4 B E ; B C E , C D E , albo _wielo-
bok A B C D E , mnożony przez | S O ; azatem 
każda piramida ma za miarę trzecią część wie-
loczynu z podstawy przez wysokość. 

Wniosek I. Każda piramida iest trzecią 
częścią pryzmatu tey samey podstawy i w y -
sokości. 

Wniosek II Dowiedziemy podobnym 
sposobem iak we wniosku II. Zad. XVII . , żc 
dwie piramidy tey samey wysokości są iak 
podstawy, tey zaś samey podstawy iak w y -
sokości. 

E 9 Uu>a 
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Uwaga. Możemy ocenić bryłowatość ka-
żdego wielościanu rozkładaiąc go na pirami-
d y , a ten rozkład wykonać się może wielu 
sposobami: ieden z nayprostszych / przepuścić 
płaszczyzny dzielące przez wier/chołek tego 
samego kąta bryłowego, naówczas będziemy 
mieli tyle piramid cząstkowych, ile będ 'ie ścian 
w wielościanie, wyiąwszy ściany składaiące 
kąt b r y ł o w y , z którego rozchodziły się pła-
szczyzny dzielące. 

Z A D A N I E XIX. 

Twierdzenie. 

Dwa wielościany symetryczne są rów-
no - wartuiące, czyli równe w bryłowatolci. 
(fig. 202). 

1 mo Dwie piramidy tróykątne symetry-
czne S A B C , T A B C , maiące za wspólną 
miarę wieloczyn z podstawy A B C , przez trze-
cią część wysokości S O = T O , są równo -
wartuiące. 

2do Podzieliwszy iakirpkolwiek sposobem 
ieden z wielościanów symetrycznych na pira-
midy tróykątne, będziemy mogli także podzie-
lić drugi wielościan na piramidy tróykątne sy-
metryczne; i gdy piramidy tróykątne syme-
tryczne są równo-wartuiące, więc dwa wie-
lościany całkowite symetryczne, są także ró-
wno - wartuiące, czyli równe w bryłowa-; 
tości 

Z A D A -
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Z A D A N I E X X , 

Tw i er dzenie. 

Przeciąwszy piramidę płaszczyzną ró-
wnoległą do podstawy, pozostała piramida 
ucięta, iest równa summie trzech piramid, 
maiących za wysokość wspólną, wysokość pi-
ramidy uciętey, a za podstawy, podstawę 
niz.szą piramidy uciętey, podstawę wyzszą, 
i srzednią proporcyonalną między temi dwie-
ma ostatniemi podstawami. (fig. 217). 

Niech będzie S A J B C D E piramida prze-
cięta płaszczyzną abcde, równoległą do pod-
stawy; niech T F G H , będzie piramidą tróy-
kątną maiącą podstawę i wysokość równą lub 
równo - wartuiącą podstawie i wysokości pira-
midy poprzedzaiącey. Wystawiwszy dwie 
podstawy le^t) t^na jtey^amey płaszczyznie^ 
naowczas płaszczyzna abcde przedłużona, o -
znaczy w piramidzie tr ó y k ą tn eyodb^iętaga f g hx 

będące w tey samey wysokości nad wspólną 
płaszczyzną podstaw: z kad wypada 
^fgh-.abcde: : F G H : A B C D E (Zad.XV.); 

jjjdy podstawy są równo-wartuiące, odcięcia 
Jgh, abcde 1_J)gd4cJ,ąkiemiż, piramidy S a 
bcde, T f g h , i piramidy całkowite S A B C 
D E , T Ę G H są także równo-wartuiące; więc 
piramidy ucięte A B C D E abcde, F G H 
f g h, będąc równowartuićj^jpiiL^jia dowodze-
nie dosyć iest wziąśćpiramidę tróykątnąlj 

Na ten koniec niech będzie F G H hfg 
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(fig. 218). piramida ucięta: płaszczyzna prze-
chodząca przez trzy punkta F , g , IJ , odetnie 
od piramidy uciętey, piramidę tróykątną g F 
G H , maiącą za podstawę, podstawę niższą 
F G H piramidy u c i ę t y , zaś za wysokość, 
wysokość piramidy uciętey , gdyż wierzchołek 
g , leży na płaszczyznie równoległey do pod-
stawy niższey. 

Odiąwszy tę piramidę, pozostanie pira-
mida czworokątna gfhH F , którey wierzchoł-
kiem iest g, podstawą fhHF. Płaszczyzna 
przechodząca przez trzy punkta j \ g , H , po-
dzieli piramidę czworokątna na dwie pirami-
dy tróykątne g F / H , g f h H ; z których osta-
tnia ma za podstawę, podstawę wyższą gf j*-
piramidy uciętey, za wysokość, wysokość p i -
ramidy uciętey, ponieważ iey wierzchołek H, 
leży na płaszczyznie równoległey do podstawy 
Wyższey. 

Co się tycze trzeciey piramidy tróykąt-
ney , gFftŁ: poprowadziwszy g K równole-
gle do / F , wystawić możemy nową pirami-
dę / F H1C, którey wierzchołkiem iest K , pod-
stawą F f i l ' , dwie te piramidy będą miały tę 
samę podstawę F j f H , ' i tę sarnę wysokość, 
ponieważ wierzchołki g i R , leżą na linij g K 
równoległey do F f , azatem równoległey do 
płaszczyzny podstawy; więc te piramidy są 
równo-wartuiące. Lecz piramidy j T F K H 

' wierzchołek może bydź uważany w f , azatem 
będzie miała wysokość piramidy uciętey; co 

*do 
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do podstawy F K H , powiadam, że iest srze-
dnią proporcyonalną miedzy podstawami F G H , 
fgh. Jakoż, w tróykąta eh FHK, fgh, gdy 
kat F — / , bok FK = f S , mamy (Zad.XXIV. 
K . III). 

F H K : fgh :: F H : f h 
mamy także 

F H G : F H K :: F G : F K albo fg. 
Lecz tróykąty podobne F H G , fgh daią 

F G : f g : : F H : f h , azatem 
' F H G : F H K : : F H K : fgh. 

Z A D A N I E XXI. 

Twierdzeń ie. 

Przeciąwszy pryzmat tróykątny płasz-
czyzną D E F (fig. 216.) , pochylą do podsta-
wy ABC, pozostała z tąd bryła, równa bę-
dzie sumrnie trzech piramid, których wierz-
chołkami są punkta D , E , F", podstawą zaś 
wspólną A B C . 

Płaszczyzna przechodząca przez trzy punk-
ta F , A , C , odetnie pryzmatowi uciętemu 
A B C D E F piramidę tróykątną F A B C , ma-
iącą za podstawę A B C , a którey wierzchoł-
kiem iest punkt F. 

Odiąwszy tę piramidę, pozostanie pira-
mida czworokątna F A C D E , którey wierz-
chołkiem F , podstawą A C D E. Płaszczyzna 
przechodząca przez punkta E , F, C, podzieli te 

osta-
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ostatnią na dwie piramidy tróykątne A E F C , 
D E F C . 

/Piramida A E F C maiąca za podstawę 
tróykąt A E C , a którey wierzchołkiem iest 
punkt F , iest równo -wartuiącą piramidzie 
B A E C maiącey za podstawę A E C , a którey 

,^*)unkt B wierzchołkiem. T e dwie piramidy 
^/maiące tę sarnę podstawę i wyśokoścTgd^^ź li— 

njja~B F ^ d ^ r ó w n o l e f f l f ą do A E ^ j C p , iest 
równojegłą do płaszczyzny A C F ł t _saróvvno^ 
^^rtui^ce^ lecz w piramidzie B A E C , może-
my wziąść A B C za podstawę, zaś punkt E 
za w i e r z c h o ł e k ^ 

Co się tycze piramidy D E F C , ta na-
przód zamienioną bydź może na A F C D ma-
iącą tę samę podstawę F C D , i w3rsokość; 
gdyż AE, iest równoległą do płaszczyzny F C D . 
Piramida zaś A F C D zamienioną bydź może 
na A B C D maiącą tę samę podstawę A C D , 
i wysokość; gdyż wierzchołki F i B , leżą na 
linij równoległey do płaszczyzny A C D. W i e c 
piramidaJPEJFLC fygdąc równo- wartniacą pi-
ramidzie A B C D ^ w tegostatniey A B C ino-

™ r " t f n w f > ipnnlrt y r i T ' 1 ^ " 
wierzchołek. 

fPrmose1c. Jeżeli krawędzie A E , B F , C D , 
są prostopadłemi do płaszczyzny A B C , będą 
-razem wysokościami trzech piramid składaią-
cych pryzmat ucięty, a bryłowatośc pryzma-
tu uciętego wyrazi się 
| A B C x A E + | A B C x B E + | A B C x C D 

czyli 

' / '"'w ' *" 
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ezyli | A B C X ( A E + B F + C D ) . 

J A D A N I E XXII. 
Twierdzenie. 

Dwie. -piramidy tróykątne podobne, mci-
ią ściany odpowiadaiące podobne, a kąty bry-
łowe odpowiadaiące równe. ^fig. 2o5). 

Podług opisania, dwie piramidy tróykąt-
ne S A B C , T D E F są podobne, ieźeli tróy-
kąty S A B , A B C , są podobne do tróykąt o w 
T D E , D E F , i podobnie rozłożone; to iest, 
ieżelhkąt A B S = D E T , B A S = E D T , 
A B C = D E F , B A C - E D F , i pochyłość 
płaszczyzn S A B , A B C , równa pochyłości 
płaszczyzn T D E , D E F . 

Wziąwszy B G = E D , C I ł = E F , B I 
— E T , złączmy G H , G I , IH. Piramida 
T D E F , iest równa piramidzie 1 G B i i , -j^}"*-
boki G B . B H , równ - bokom D E . E F . 
Tat G l i l l , równy z przypuszczenia kątowi 
t ) E F , tróykąt G B H = J L > E F . Przenosząc 
iednę piramidę na drugą, podstawa D E F p r z y -
stanie do podstawy G B H ; a porno Waż po-
chyłość dwóch płaszczyzn D T E , D E F , iest 
równa pochyłości płaszczyzn S A B , A B C pła-
szczyzna D E T padnie na płaszczyznę A B S . 
Lecz z przypuszczenia kat D E T — G B I , więc 
E T padnie na B I ; i gdy cztery punkta D , E ^ 
F ? T , zbiegną si^ ze cztergia punktami G, B, 

a \ £ M ^ >' ,La* 
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H.JL^LZad.I.), pjrarmda T D E F zbieży sig^ 
z piramidą I G B H . 

Z przyczyny łróykatów 'równych D E F , 
G B H , kąt B G H ^ E D F — B A C ; więc l i-
nija G H iest równoległą do A C , G I do A S 
(Zad XXIII .K . I . ) ; azatem płaszczyzna I G H 
iest równoległą^ do płaszczyzny S A C (Zad. 
XIII .K.V) . ZTąd wypada, że tróykąt I G H 
albo iemu równy T D F , iest podobny tróy-
kąt owi S A C (Zad. X I V . ) ; tróykąt I B H = 
T E F , podobny S B C ; więc dwie piramidy 
tróykątne podobne S A B C , T D E F maią czte-
ry ściany odpowiadaiące podobne. 

Dowiedliśmy iuż, że kąt bryłowy E , iest 
równy kątowi odpowiadaiącemu B , gdy po-
zostałe kąty bryłowe odpowiadaiące, pow-
staią z trzech kątów płaskich równych i po-
dobnie rozłożonych, więc dwie piramidy tróy-
kątne podobnej maią ściany odpowiadaiące po-

dobne, a^kąty bryłowe odpowiadaiące równe. 
Wniosek I. Tróykąty podobne w dwóch 

piramidach, daia proporcye następuiace : 
A B : D E : :B C : E F : : A C : D F : : A S : D T 

:: S B : T E : : S C : T F ; 
W i ę c w piramidach tróykątnych podo-

bnych, krawędzie odpowiadaiące są propor-
cjonalne. 

Wniosek II. Dla tego ze kąty bryłowe 
odpowiadaiące są równe, pochyłość dwóch 
ścian iakichkolwiek wiedney piramidzie, iest 
równa pochyłości dwóch ścian odpowiadaią-
cych w piramidzie drugiey podohney. 

Wnio-
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Wniosek III. Jeżeli przetniemy pirami-
dę tróykątną S A B C , płaszczyzna G I H ró-
wnoległą do ściany S A C ; piramida cząstko-
wa B G I H , będzie podobna do piramidy < a ł -
kowitey B A S C : j^oniew?/. tróykąty B G I , 
B G H , będąc podobne tróykątom B A S , B A C, 
i podobnie rozłożone, nadto pochyłość ich 
płaszczyzn iest równa, więc dwie piramidy są 
podobne. 

Wniosek IV. W ogólności, iezeli prze-
tniemy piramidę iakąkolwiek S A B C D E (fig. 
214.), płaszczyzną abc de równoległą do 
podstawy, piramida cząstkowa, S abc de, 
będzie podobną piramidzie całkowitey S A B 
C D E . Gdy podstawy A B C D E , 'abcde, 
są podobne, złączywszy A C , a c , dowiedli-
śmy, że piramida tróykątną S A B C , iest po-
dobną piramidzie S a b c , /więc punkt_S3 iest , 
oznaczony w stosunku do oodsfowy A B C . iak, 
punkt S, w stosunku .do.fl,pdsta\yy. (Opis. 
A V J l l . ) ; azatem dwie piramidy S A B C D E , 
Sabcde, są podobne. 

i Uwaga. Dwie piramidy tróykątne są 
*podobne, skoro maią krawędzie odpowiadają-

ce proporcy analne. 
Ponieważ maiac proporeye (fig.200). 

A B : D E : :B C : E F ; : A C : D F : : A S : D T : : 
S B : T E : : S C : T F , 

tróykąty A B S , A B C będą podobne tróyką-
tom D E T , D E F i podobnie rozłożone. 

w 
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. B edziemy mieli także tróykąt S B C podo-
bny tróykątowi T E F ; więc trzy kąty 
płaskie składające kąt bryłowy B , _będąc r ó -
wnc^rzem kątom płaskim składaiącym kał b r y -
ł o w y E , wypada, że pochyłość płaszczyzn 
S A B , A B C , równa pochyłości płaszczyzn 
odpowiadaiących T D E , D E F , azatem dwie 
piramidy są podobne. 

Z A D A N I E XXIII. 

T wie rdz en i e. 

Dwa wielo ściany podobne, maią ściany 
odpowiadaiq.ee podobne, a kąty bryłowe od-
powicidaiące równe. (fig. 219). 

Niech będzie A B C D E podstawa wielo-
ścianu; M , N , wierzchołki dwóch kątów bry-
łowy* h zewnątrz tey podstawy, oznaczone pi-
ramidami tróykątnemi M A B C , N A B C , któ-
rych podstawą wspólną iest A B C ; niech b ę -
dą w drugim wielościanie, abcde podstawa 
©dpowiadaiąca czyli podobna podstawie A B C 
D E ; m?n, wierzchołki odpowiadaiące M , N, 
oznaczone piramidami mabc, nabc.; powia-
dam imo że odległości M N , mn, są propor-
cyonalne bokom odpowiadającym A B , ab. 

Piramida M A B C , bed^jpcdobna pira-
midzie mabc, pochyłość płaszczyzif^MAC, 
B A C , równa pochyłości płaszczyzn mac, 
ł>ac) dla podobney przj^czyny pochyłość p ł a -
szczyzn N A C , B A C , iest równa pochyłości 

p ł a -
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płaszczyzn nac, bac: odiąwszy pierwsze p o -
chyłości od ostatnich, pozostanie pochyłość 
płaszczyzn N A C , M A C , równa pochyłości 
płaszczyzn n a c , m a c . 

Lecz dla podobieństwa tych samych pi-
ramid, tróykąty M A C , N A C , są podobne 
tróykątom mac, nac: W i ę c dwie piramidy 
tróykątne maiące dwie ścia-
ny podobne, podobnie rozłożone, i równo do 
siebie nachylone, są podobne (Zad. X X . ) ; ich 
zaś krawędzie odpowiadaiące daią proporcyą 

M N : mn : : A M : am, nadto 
Ą M : am : : A B : ab, więc 
M N : mn : : A B : ab. 

Niech będą P , p , dwa drugie wierzchołki od-
powiadaiące tych samych wielościanów, bę-
dziemy także mieli 

P N : pn : : A B : ab> 
* P M : p m : : A B : a b; więc 

M N : mn :: P N : pn : : P M : pm. 
Azatem tróykąt P N M , łączący trzy wierz-

chołki iakiekoLwiek wielościanu, iest podobny 
tróykąt owi p n m, łączącemu trzy wierzchoł-
ki odpowiadaiące wielościanu drugiego. 

Niech będą ieszcze Q,</, dwa wierzchoł-
ki odpowiadaiące , a t£Ó>-kal~P & Jaędzie po-
dobny tróykątowi p qnL Powiadam nadto, źe 
pochyłość płaszczyzn P Q N , P M N , iestj-ó-
Wna pochyłości płaszczyzn pqn, pmn. [Kąt 
bry łowy IV, składaiacy się z trzech katów p ł a -
skich Q N M , Q N P , P N M , iest równy ką-

to-.4 
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towi bryłowemu n , składaiącemu się z trzech 
kątów płaskich qnm3 q np, pum, równy cli 
pierwszym^Tazatem pochyłość płaszczyzn P N Q , 
P N M , iesf równa pochyłości płaszczyzn od-
powiadaiących pnq, pnm', więc iezeli dwa 
tróykąty P N Q , P N M , leżą na tey samey 
płaszczyznie, w którym przypątlku mielibyś-
my kąt Q N M = Q Ń P -h P N M , mielibyśmy 
także kąt qnm=qnp -f- pnm, a d wa tróy-
kąty qnp, pnm, leżałyby także na tey sa-
mey płaszczyźnie. T o wszystko cośmy teraz 
dopiero dowiedli, ma mieysce iakiekolwiek b ę -
dą ką- y M , N , P , Q , porównane z kątami od-
powiadaiącemi m, n, p, q. 

Jeżeli powierzchnia iednego wielościanu, 
podzieloną będzie na tróykąty A B C , A C D , 
M N P , N P Q i t . d.; powierzchnia wielościa-
nu drugiego zamykać będzie podobną liczbę 
tróykątów abc, acd, mnp, npq i t. d. po-
dobnych i podobnie rozłożonych; i ieżeli kil-
ka tróykątów, iakiemi są M P N , N P Q i t » d . 
leżą na tey samey płaszczyznie, tróykąty im 
odpowiadaiące mpn, npq i t. d. leżeć także 
będą na tey samey płaszczyznie. W i ę c każda 
ściana wieloboczna w iednym wielościanie, od-
powiadać będzie ścianie wieloboczney w wie-
lościanie drugim; a dwa wielościauy obięte 
będą pod ta sama liczba płaszczyzn podo-
Tmiych, i podobnie rozłożonych. Powiadam 
nadto, że kąty bryłowe odpowiadaiące będą 
równe. Ponieważ np. ieżeli kąt bryłowy N, 

skła-
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składa się z kątów płaskich Q N P , P N M , 
M N R , Q N R , kąt bryłowy odpowiadaiący 
n, skiadać się będzie z kątów płaskich qnp, 
pn/łiy m u r , Gdy te kąty płaskie, i 
pochyłości dwóch płaszczyzn przyległy 1 li od-
powiadaiących są równe, dwa kąty bryłowe 
są także równe,- iako mogące całkiem przy-
stać do siebie. Azatem dwa wielościany po-
dobne maią ściany odpowiadaiące podobne, a 
kąty bryłowe odpowiadaiące równe. 

Wniosek, / jeżeli ze czterech wierzchoł-
Jków wielościanu, złożymy piramidę tróykąt-

ną, i gdy z łozy my drugą ze czterech wierz-
chołków odpowiadaiących wielościanu podo-
bnego, dwie te piramidy, maiące krawędzie 
odpowiadaiące proporcyonalne będą podobne. 

Widzimy razem, że dwie przekątne od-
powiadaiące A N , ari, są między sobą iak bo-
ki odpowiadaiące A B , a b . 

Z A D A N I E X X I V . 

Tw i er d zenie. 

Dwa wielościany podobne, mogą się dzie-
lić na tę samę liczbę piramid tróykąfnych po-
dobnych , i podobnie rozłożonych. 

Widzieliśmy iuż, że powierzchnie dwóch 
wielościanów dzielić się mogą na tę samę l i-
czbę tróykątów podobnych, i podobnie rozło-
żonych. Uwazaiąc wszystkie tróy kąty wielo-
ścianu, wyiąwszy składające kąt bryłowy A , 

r y , N iako _ 
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iako podstawy tylu piramid tróykątnych, któ-
rych wierzchołkiem iest A ; te piramidy wzię-
te razem składać będą wielościan: podzieliw-
szy tiikżejlrugi wielościan na j i r a m i d y maią-
ce wspólny kąt a , odpowiadaiący A ; iasną. 
iest rzecząT^ze piramida łącząca cziery wierz-
chołki iednego wielościanu, będzie podobna 
piramidzie łączącey cztery wierzchołki odpo-
wiadaiące w wielościanie drugim. Więc dwa 
wielościany podobne, mogą się dzielić na tę 
samę liczbę piramid tróykątnych podobnych ? 

i podobnie rozłożonych. 

Z A D A N I E X X V . 

Twierdzenie. 
i 

Dwie piramidy podobne są między so-
bą, iak sześciany z boków odpowiadaiących. 
( f ig .2l4) . 

[ G d y dwie piramidy są podobne, nay-
mnieysza może bydź umieszczony, w naywięk-
szey tak, ze mai^cjcąt bryłowy S wspólny:* 
podstawy A B C D E , równole-

^gle: ponieważ ściany odpowiadaiącjp^dobrie, 
^kąt S a b - - S A B , S b c ~ S B C , więc płasz-

czyzna abc iest równoległą do płaszczyzny 
A B C](Zad.XIII. K . V ) . T o założywszy, niech 
będzie S O prostopadła spuszczona z wierz-
chołka S , na płaszczyznę A B C , przecinaią-
ca płaszczyznę abc, w punkcie o j bedziemy 
mieli ( Z a d . X V ) . 

§ 0 ; 
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S O : S o : : S A : S a : : A B : ab\ azatem 
| S O : | S o : : A B : ab. 

Z podobieństwa saś podstaw mamy (Zadanie 
XXVII. K. III). 

A B C D E : abcde :: A B Z : ab1. 
Mnożąc te dwie proporcye wyraz z wyrazem 
otrzymamy 
A B C D E x f S O : a & c d * ? X | S o : : X B 3 : 
gdy A B C D E x | S O , iest miara bry łowa-
tości piramidy S A B C D E (Zad.XVII.) ; zaś 
abcde X | S o , piramidy S a b c d e , wiec dwie 
piramidy podobne są między sobą iak sześcia-
ny z boków odpowiadaiących. 

Z A D A N I E X X V I . 

T wier d zenie. 

Dwa wielo!ciany podobne są między so-
bąy iak sześciany z bolców odpowiadaią yclu 
(fig. 219). 

Ponieważ dwa wielościany podobne mo-
gą bydź podzielone na tę same liczbę piramid 
tróykątnych podobnych (Zad.XXIV). Dwie 
zaś piramidy podobne A P N M , ap nm, są 
między sobą iak sześciany z boków odpowia-
daiących A B , ab. I.gdy ten sam stosunek b ę -

jlzie miał mi^eysce .jniędzy drugiemi dwiema 
lakierni kol wiek piramidami odpowiadaiącemi; 
więc summa wszystkich piramid składaią^ycli 
wielościan, albo sam wielościan, iest do 
drugiego wielościanu, iak sześcian z boku 

F ~~~' kto-
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któregokolwiekpierwszc^o , do sześęjąpn z bo-
ku odpowiadającego drugiego? j 

Z7 w aga cg ó 17i a. 

Głównieysze zadania tey księgi, tyczące 
się bryłowatości wielościanów, wyraźmy spo-
sobem Algiebraicznym. 

Oznaczywszy przez B podstawy, zaś 
przez H wysokości pryzmatu i piramidy: 
bryłowatość pryzmatu = B X H — B H 
bryło wat. piram. — B X § H == | B x H — |BH. 

Wyraziwszy przez A i B podstawy pira-
midy uciętey, przez H wj^sokość; y / A B , w y -
rażać będzie podstawę srzednio-proporcyo-
nalną, więc 

bryłowatość piramidy uciętey — | H X 
(A + B + \ / A B ) . 

Niecli będzie B, podstawa pryzmatu tróy-
kątnego uciętego, H , H ' , H " , wysokości ie-
go trzech wierzchołków wyższych , 

bryłowatość pryzmatu uciętego — | B X 
( H -f- H' - f H")." 

Oznaczywszy przez P , p , bryłowatości dwóch 
wielościanów podobnych, przez A , dwa 

j boki lub dwie przekątne odpowiadaiące, b ę -
dziemy mieli 

P : p : : A 3 : a 3 . 
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D ^ O D A T E K. 

0 Wielo ś ci a uch foremnych. 

Pięć tylko mamy wielością nów forem-
nych. Ponieważ podług opisania, wielościa-
narni foremnemi nazywamy b r y ł y , których 
ściany są wielobokami foremnemi równeini, a 
kćity bryłowe równe. AA ięc w małey tylko 
liczbie przypadków warunki te mogą mieć 
mieysce. 

1 mo Jeżeli ściany są tróykątami równo-
bocznemu, z trzech, czterech i pięciu tylko k ą -
tów tych tróykątów, możemy złożyć kat b r y -
łowy wielościanu: z kąd będziemy mieli trzy 
bry ły foremne iakiemi są: czworościan, (fig. 
245.); ośmiościan (Jig. 245.); dw odzie sto ścian. 
(fig. 247.); z kątów tróykątów równobocznych 
większey liczby bry ł foremnych złożyć nie-
możemy, ponieważ sześć tych kątów składa-
iac cztery kąty proste, kąta bryłowego nie-
złożą (Zad.XXI. K . V ) . 

2do Jeżeli ściany są kwadratami, z trzech 
kątów tych kwadratów złożywszy kat b r y -
ł o w y , wypadnie sześcian foremny, albo 
kubiczny ( f ig.244.); cztery kąty kwadratów, 
wariując cztery kąty proste, kąta bryłowego 
ni ez łożą. 

3tio Nakoniec, iezeli ściany są pięciobo-
kami foremnemi, składaiąc ich kąty po trzy^ 
Wypadnie dwónasto ścian foremny (fig. 246). 

Sciaa o yyiększęy liczbie boków brać nie-
F 2 mo-
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możemy, ponieważ trzy kąty sześcioboku f o -
remnego wart,nią cztery kąty proste, zaś trzy 
kąty siedmioboku wartować będą ieszcze w i ę -
cey. Azatem pięć tylko mamy wielościanów 
foremnych, trzy z tróykątów równobocznych, 
ieden z kwadratów, i ieden z pięcioboków. 

K S I Ę G A 
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K S I Ę G A VII. 
O Kuli. 

Op i sani a. 

I. B r y ł a zakończona powierzchnią krzywą, kto-
rey wszystkie punkta są w równey odległo-
ści od punktu wziętego wewnątrz bryły na-
zwanego środkiem, nazywa się kulą. 
mowanie się kuli poymować rngy,PTny f b r ó -
tem półkola D A E t* fig. 2 207), około srze— 
dnicy D E ; siady w tytn obrocie zostawione 
od linij krzywey D A E , złożą powierzchnią 
krzywą, którey wszystkie punkta będą w 
równey odległości od srzodka C. 

II. Linija prosta idąca od srzodka do punktu 
powierzchni, nazywa się promieniem kuli; 
srzednicą zaś albo osią, linija prosta prze-
chodząca" przez srzodek, lecz zakończona z 
obu stron powierzchnią. 

W szystkie promienie kuli są równe, w s z y -
stkie srzednice dwa razy większe od p r o -
mienia, są także równe. 

III. Przeciąwszy kulę płaszczyzną, odcięcie 
będzie kołem: kolein wielkiem, gdy płasz-
czyzna przeydzie jfrzez srzodek kuli, kotem, 
matem, gdy minno ten srzodek. 

IV. Płaszczyzna maiąca ieden 'punkt wspólny 
z powierzchnią kuli , nazywa się płaszczy-
zną styczną. • <s 
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V . Punkt powierzchni kuli, równie oddalony 
od wszystkich punktów obwodu kola zakre-
ślonego na tey że powierzchni, iest biegu-
nem tego kola. 

VI. Część powierzchni kuli obięta trzema ł u -
kami kół wielkich, nazywa się tróykąt e/n 
kulistym. jjLuki tej j iazywąiace się także bo-
kami tróykffiTkulistęgo) A a w s z f i są Jiiiiit^-

j z e . o d pó|-ol)\yo<1ii^kola. Kąty które ich 
płaszczyzny składaią między sobą, są ką-
tami tróykąta kulistego.. 

VII. Tróykąty kuliste, dla tych samych przy-
czyn co tróykąty prostokreślne nazywają się 
prostokątne/ni, równo-ręuniennemi, równo-
boczne mi i t. d. 

VIII. Część powierzchni kul^bięta więcey a -
niżeli trzema łukami kół wielkich, iest wie-
lobokie/n kulistym. 

IX. 'lai/ną spiczastą ^nazyw^ć będziemy część 
powierzchni kuli, ^fuct^.dwoma półobwo-
dami kół wielkich,' przęcinaiacych się na 
wspólriey srzednicy. 

X. Klinem zaś kulistym, część kuli zamknię-
tą między dwiema płaszczyznami półobwo-
dów kół wielkich, i taśmą spiczastą. 

XI. Piramida kulista, iest to część kuli obię-
ta między płaszczyznami kąta bry łowego, 
którego wierzchołkiem iest srzodek, i w i e -
lobokiem kulistym ,^dciętym_temi samemi 
płaszczyznami, służącym za podstawę pi-
ramidzie kulis tey. . 

XII. Przes 
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XII. Przez Pas. rozumieć będziemf część po-
wierzchni kuli ,/cHk-ietad wierna płaszczyz-
nami równoległemi, .kióre są podstawami 
pasa. Jedna z tych płaszczyzn może bydź 
styczną do kuli, naówczas pa\s_ będzie o ie-
dney podstawie. 

XIII. Odcinkiem kulistym, nazywać bedzie-
my część kuli obiętą dwiema płaszczyzna-
mi równoległemi słuźącemi odcinkowi kuli-
stemu za podstawy. Jedna z tych płasz-
czyzn może bydź styczną do kuli, naów-
czas odcinek kulisty będzie o iedney pod-
stawie. 

XIV. Wysokością pasa lub odcinka, iest pro-
stopadła mierząca odległość dwóch płasz-
czyzn równoległych będących podstawami 
pasa i odcinka. 

X V . W czasie 1 g^y półkole D A E obracając 
się około srz£iinjcy D E , opisuje kulę , ka-
żdy wycinek kołowy IJ 0 i i bo F C H , 
opisuie bryłę nazwaną wycinkiem kulistym. 

Z A D A N I E P I E R W S Z E , 

Twierdzenie. 

Każde przecięcie kuli płaszczyzną iest 
kołem. (f ig.221). 

Niech będzie C srzodek kuli, A M B od-
^.cięcifi. Z punktu C spuściwszy prostopadłą 

C O na płaszczyznę A M B , i do różny cli punk-
tów linij krzywey A M B ograniczaiącey ę d -

„ cię-
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cięcie, poprowadziwszy pochyłe C M , C M , 
(5B, C A , te będąc promieniami tey samey 
kuli są równe, a więc równo oddalone od pro-
stopadłey C O (Zad. V . K . V . ) ; azatem jpdcię-
cie A M B iest kołem, którego srzodkiem iest 

"punkt O. 
Wniosek /. Jeżeli odcięcie przechodzi 

przez srzodek kuli, iego promień będzie pro-
mieniem kuli, więc wszystkie wielkie koła są 
sobie równe. 

Wniosek II. Dwa wielkie koła przecina-
ją się na dwie części równe, ponieważ wspól-
nem ich przecięciem się iest srzedniea kuli. 

Wniosek III. Każde wielkie koło, dzie-
li kul£ i iey powierzchnie^jia dwie" części fó-7" 
wne; oddzieliwszy" "Bowiem dwie półkulę,, te 
zupełnie^przy sta na d owspolne y podstawy~Jó-

Jdróc-one zaś powierzchnie wypukłością ku tey 
samey stronie,..LfiDUŁłplpne, zbie^na się cat -
kiem iedna z druga, b_ez__czego by łyby punk-
fa Bliższe fub dalsze srzndkaj co iest przeciw-
ko opisaniu kuli. 

// niosek IV. Srzodek kuli, i srzodek ma-
łego koła, znayduią się na tey samey linij pro-
stey prostopadłey do płaszczyzny tego ostat-
niego. 

Wniosek V. Małe koła o tyle sa mniey-
sze^ o ile sa bardziey oddalone od srzodka ku-

Jj^ponieważ im odległość C O iest większa^ 
tem cięciwa A B iest mnieyszą^, która iest srze-
dmcą małego koła A MB, 

Wnio-
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Wniosek VI. Przez dwa punkta dane na 
powierzchni kuli, możemy tylko poprowadzić 
ieden łuk kola wielkiego, ponieważ te dwa 
punkta ze srzodkiem kuli, są trzema punkta-
mi oznaczaiącemi położenie płaszczyzny. G d y -
by/dwa punkta dane były na ostatecznych koń-
caeh srzednicy, naówczas ltżać że srzodkiem 
kuli na iedney 1 ini'/""prostey , tyle przez nie 
możemy poprowadzić łuków kół wielkich, ile 
się nam podobać będzie. 

Z A D A N I E II. 
Twier dzenie. 

W każdym iróykącie kulistym 3 bok któ-
rykolwiek iext mniejszy od summy dwóch 
drugich. (lig. 222). 

Niech będzie A B C tróykąt kulisty, O 
srzodek kuli; poprowadziwszy promienie A O , 
B O , CO, ieżeli przepuścimy płaszczyzny A O B , 
A O C , C O B , te złożą w punkcie O , kąt 
b r y ł o w y , a kąty A O B , A O C , C O B , b ę -
dą miały za miarę bpki A B , A C , 13C, t róy-
kąt a kulistego A B C . Gdy każdy z trzech k ą -
tów płaskich składaiących kąt b r y ł o w y , iest 
mnieyszy od summy dwóch drugich (Zad.XXI. 
K . V . ) ; więc bok którykolwiek tróykąta A B C , 
iest mnieyszy od summy dwóch drugich. 

Z A D A N I E III. 
Twi er dzenie. 

Najkrótsza droga na powierzchni kuli 
r^ . * . z ie— 
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z iednego punki w do drugiego, iest łuk ko-
ła wielkiego łączący du a punkta dane. (fig. 
220 ). 

Niech będzie A N B łuk koła wielkiego, 
łączący punkta A i B ; i niech będzie zewnątrz 
tego ł u k u , ieżeli bydź może punkt M , n a -
leżący do linij naykrófs-sey między A iB . Przez 
punkt M , poprowadziwszy łuki kół wielkich 
M A , M B , weźmy N B — M B. 

Podług twierdzenia poprzedzaiącego, łuk 
A N + N B < A M + M B ; odeymuiąc z obu 
stron N B = M B , pozostanie A N < A M. 

Odległość zaś o d B d o M , bądź, źe się zbieźjŁ 
^alkiem z łukiem B M , bądź że będzie całkiem 
inną linija, iest równa odległości z B d o N ; 
ponieważ obracaiąc płaszczyznę wielkiego ko-
ł a B M , około srzednicy przechodzącey przez 
B , można przyprowadzić punkt M do punktu 
N , a naówczas naykrótsza linija z M do B , ia-
ka kol wiek ona będzie, zbieźy się z linija od 
N d o B ; wiec dwie drogi z A d o B , iedna 
przechodząc przez M , druga zaś przez N , ina-
ią cześć równą z M do B , i z N do B. P i e r w -
sza droga z przypuszczenia iest krótsza więc 
odległość z A do M byłaby krótszą^ od odle-
głości z A do N , co bydź niemoże, ponieważ 
dowiedliśmy źe A M od A N ; więc żaden 
punkt z linij naykrótszey między ^ i B , nie-
może HVRJ'/ JJ^" A NR azatem ten 
sam łuk iest naykrótszą liniją, między swoie-
mi ostat£aqj£xai końcami. 
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Z A D A N I E IV. 
rl wie r cl ze ni e. 

Tfr trójkącie, kulistym, summa trzech 
boków, iest /////ieyszci oU obwodu kota wiel-
kiego. (fig. 2 24). 

Jeżeli w tróykącie kulistym A B C , prze-
dłużymy boki A B , A C , aż do przecięcia się 
w punkcieD; ponieważ dw a -wielkie koia prze-
cinają się na dwie części równe (Zad.I .) , ł u -
ki A B D , A C L ) , będą pół-obwodami kół ; 
lecz w tróykącie B C D , bok B C < B D -{- C D 
(Zad II.), dodaiąe z obu stron A B - } - A C , o -
trzymamy 

A B + A C + B C < A B D - f A C D . 

Z A D A N I E V. 

Twierdzenie. 

W kazclym wieloboku kulistym, summa 
bok o w, iest nnueysza od obwodu kota wiel-
kiego. (fig. 2 25), 

W pięcioboku A B C D E , przedłużyw-
szy boki A B , D C , aż do przecięcia się w 
punkcie F ; ponieważ B C < B F -f- C F , sum-
ma boków w pięcioboku A B C D E , iest mniey-
sza, od summy w czworoboku A E D F . P r z e -
dłużywszy boki A E , F D , aż do spotkania się 
w punkcie G , E13 < E G + G D ; summa bo-
ków w czworoboku A E J D F , iest innieysza od 
summy boków w tróykącie A F G ; gdy sum-

xną 
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rna boków tego ostatniego iest mnieysza od ob-
wodu koła wielkiego, azatem i summa boków 
wieloboku A B C D E , iest mnieysza od tego 
samego obwodu koia (czytać Zad. XXII. K . V ). 

Z A D A N I E VI. 

T w i er clzenie. 

Ostateczne końce srzednicy prostopad-
łey do płaszczyzny koła wielkiego, są bie-
gunami tego koła, i biegunami wszystkich 
kół małych do wielkiego koła równoległych. 
(fig. 220). 

" l e ż e l i srzednica D E , iest prostopadłą do 
płaszczyzny koła wielkiego A M B , powiadam, 
że ostateczne iey końce D i E , są biegunami 
fcoła A M B , i biegunami wszystkich kół ma-
ł y c h np. F G N , do wielkiego koła równole-
głych. ̂  

Linija D C , prostopadła do płaszczyzny 
A M B , iest prostopadłą do każdey linij p r o -
stey C A , C M , C B , i t . d . przez iey spodek 
na tey płaszczyznieprzechodzącey, więc wszy-
stkie łuki D A . P M . D B , n77I7iakoleź E A , 
i r M T i n r i t. d. będąc_czwartą częścią ob-

-WOUu koła ,punkta D T E , "zostając w równey 
odległości od wszystkiclipnwftfftw p h ^ ^ ^ H ^ -
i a A M i 5 : są b i e g u n a ^ ^ g o koła ( Opis. V ) . 
~ """ VV drugim przypadku promień D C, pro-
stopadły do płaszczyzny A M B , będąc także 
prostopadłym do płaszczyzny równoległey 

F N G , 
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F N G , przechodzi przez srzodek C kola ma-
łego F N G (Zad. I . ) ; poprowadziwszy linije 
pochyłe D F , D N , D G , te zostaiąc w r ó -
wney odległości od prostopadłey D O , sa r ó -
wne. Lecz cieńciwy równe obeymuią łuki r ó -
wne (Zad. V. K. II.); azatem gdy wszystkie ł u -
ki D F , D N , D G , i t. d. sa równe, punkt D, 
iest biegunem koła małego F N G , a dla p o -
dobney przyczyny, punkt E , iego drugim bie-
gunem. 

Wniosek I. Łuk M D ^ wyprowadzony z 
jakiegokolwiek punktu łuku koła - -wielkiego 
A M B , do iego bieguna, będąc czwarta c z ę -
ścią^obwodujcołji, dla skrocenunmH^^^Te-
dziemy kwadransem; Kwadrans ten z łukiem 
A MT, składa kąt prosty, ponieważ lin"ft D f i 
będąc prostopadłą do płaszczyzny A M C , ca -̂
ł a płaszczyzna D M C , przechodzącą przez l i-
nija D C , iest_prostopadła do płaszczyzny 
A \1C (Zad. X VIII. K . V . ) , ^ięc kąt tych p ł a -
szczyzn, albo podług opisania VI. kąt A M D , 
iest ka£ęrjiij) rostym. 

IVniosek II. Chcąc znaleść biegun łuku 
danego A M , poprowadziwszy łuk nieograni_^ 
czony~M D prostopadły do A " w e ź m y xM"D 
równy kwadransowi, a punkt D , będzie ied^ 
nym z biegunów łuku A M ; albo z dwóch punk-
tów A i M , łuku danego A M , wyprowadziw-
szy łuki A D , M D , prostopadłe do A M , punkt 
przecięcia się D tych dwóch łuków, będzie 
biegunem zadanym. 

W/iio-
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Wniosek III. Niodwrót , ieżeli odległość 
punktu D , od każdego z punktów A i M , iest 
równa kwadransowi, punkt D , iest biegunem 
łuku A M , a kąty D A M , A M D kątami pro-
stemi. Ponieważ ieżeli ze srzodka kuli C , po-
prowadzimy promienie C A , C D , C M : kały 
A C D , M C D, Jjedąo kalana proslerni, iinifa 
C D iest prostopadłą do dwóeli linij prostych 
C A 7 0 7 1 ; więc iest także prostopadłą do ich 
płaszczyzny; azatem punkt D , będąc biegu-
nem łuku A M^H^ty , A M T P s ą kąta-
mi prostem!. 

Uwaga. Za pomocą biegunów, z nay-
większą łatwością kreślić możemy różne łuki 
na powierzchni kuli; obracaiąc np. łuk D F , 
około punktu D , ostateczny koniec F , opi-
sze koło małe F N G ; obracaiąc • zaś kwa-
drans D A około punktu D , ostateczny koniec 
A , opisze łuk kola wielkiego A M . Jeżeli chce-
my połączyć punkta dane A , M , lub łuk A M 
przedłużyć, z punktów A i M iako ze srzod-
ków w odległości o kwadrans, zakreśliwszy ł u -
k i , te przeciąwszy się o naczą biegun D , z 
którego iako ze srzodka w odległości o kwa-
drans, łączą się punkta dane A i M , i prze-
dłuża się łuk A iU ^ 

Nakoniec ieżeli z punktu danego P , chce-
my spuścić łuk prostopadły na tuk dany A M; 
przedłuża się ten ostatni do S , ażeby odle-
głość P S była równa kwadransowi, z punk-

tu 
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tu S iako bieguna, w odległości o kwadrans z a -
kreślony łuk P M , będzie łukiem żądanym. 

Z A D . A N I E VII. 

Twierdzenie. 

Płaszczyzna prostopadła do ostateczne-
go końca promienia, iest styczną do kuli. 
(lig. 226). 

Obrawszy na płaszczyznie F A G , pro^ 
s j . q p a d ł e y t ^ końca promienia 
O A , punkt iakikolwTek M , l p o p r o w a d z i w -
szy O M , A M , k a t _ O A M będąc kątem pro-
stym r O M j > O A ; gdy punkt A leży na p o -
wierzchni kuli, punkt M, i wszystkie inne punk-
ta płaszczyzny F A G , leżeć będą zewnątrz 
kuli. Azatem płaszczyzna F A G , maiac ie-
den tylko punkt A wspólny z powierzchnią ku-
li , iest do niey styczną (Opis .IV). 

Uwaga. Jeżeli odległość srzodków dwóch 
kul, równa summie albo różnicy promieni, na-
ówczas dwie kule maiąc ieden punkt wspólny 
będąc stycznemi iedna do drugiey, ich srzod-
ki i punkt dotknięcia leżeć będą na iedney li-
nij prostey. 

Z A D A N I E VIII. 

Twier dzenie. 

Kąt B A C (fig.226).powstaiący z prze-
cięcia sie dwóch łuków A B , A C , kół wiel-

kich 
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lich, iest równy kątowi F A G , złożonemu ze 
stycznych do tych luków w punkcie A : ma 
także za miarę luk DE, opisany z punktu 
A iako bieguna między bokami A B , A C , 
przedtuzonemi iezeli tego wymaga potrzeba. 

Styczne A F , A G , leżąc na płaszczyz-
nach łuków A B , A C , są prostopadlemi do 
tego samego promienia A O ; wiec ktU F A G , 
równy pochyłości płaszczyzn O A B , O A C 
( Z a d . X V I I . K . V . ) iest równy kątowi B A C . 
Gdy łuki A D , A E , są kwadransami, linije 
O Hr-jCLEi będąc prostopadIemj_do_AO ł kąt 
D O E , równy pochyłości . płaszczyzn A QJD_>. 
A O E , nw mi miarę luk D E , który iest tak-
że miarą kata B A C . 

niosek. W ięc kąty tróykątów kulistych, 
mogą się porównywać przez łuki kół wiel-
kich, opisanych z ich wierzchołków iako bie-
gunów, i obiętych między ich bokami: z tąd 
łatwo iest wykreślić kąt równy kątowi da-
nemu. 

JJwaga. Kąty w wierzchołkach prze-
ciwległe A C O , B C N (fig. 238.) są równe; 
a kąty przyległe A C O , O C B , razem wzię-
te składaią dwa kąty proste, ponieważ pow-
staią z przecięcia sie dwóch płaszczyzn A C B , 
O C N. 

Z A D A N I E IX. 
Twierdzenie. 

» TV tróy kącie A B C (fig. 227.). z punk-
tów 
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tów A , B , C , iako biegunów, opisawszy łuki 
EF. , F D , DE, składaiące tróykąt D E F ; trzy 
punkta D , E , F , będą biegunami boków B C, 
A C , A B . 

Punkt A , będąc biegunem łuku E F, od-
Iggfo.jć A E iest kwadransem; punkt C , b ę -
dąc biegunem łuku D E , odległość C E iest 
także kwadransem; więc punkt E , oddalony 
oTcwaltraiIŚ_oćrTcażdego z punktów A i C , iest 
biegunem łuku A C (Zad.VI.Wnios.IlI). P o -
dobnym sposobem dowiedziemy, źe punkta D 
i F , są biegunami łuków B C , A B . 

Wniosek. Więc .tróykąt. A B C , może bydź 
wykreślony za pomocą tróykąta D E F , i 
odwroL____. 

Z A D A N I E X. 

Twierdzenie. 

Każdy kąt w iednym z tróykątów ABC,' 
D E F (l ig.227), ma za miarę półobwód, 
rnniey bok przeciwległy w tróykącie drugim. 

Przedłużywszy boki A B , A C , aż do 
spotkania się z bokiem E F , w punktah G i H; 
punkt A będąc biegunem łuku G H , kąt_Ajna, 
zamiarę łuk G H. Lecz łuki E H , G F , są 
kwadransami ,~poiiiewraż punkta E , F , są bie-
gunami łuków A H , A G ; wiec E H - f G F 
składaia półobwód koła. Gdy E H - f - G F = 
E F - j - G i l ; więc łuk G H maiacy kat A z ą , 
miarę, iest równy pół -obwodowi, mniey bok 

~ ^ G E F ; 
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E F ; podobnie dowiedziemy że kąt B = | o b — 
D F , kat C—Ąob — D E . 

Własność ta powinna bydź wzaiemną 
między dwoma tróykątami, ponieważ wykre-
ślaićusię ieden za pomocą drugiego. Więc ką-

Jy li, E , F , tróykąta D E F , maią za miarę 
w z a l e d o k ^ o f r — B C , \ob — AC, ± ob — A B . 
Jakoż up. kat D , ma za miarę łuk M I ; zaś 
M I + B C — M C - M 3 I — i o b : wu^JiikJVLJ^ 

^nierzy__kat D — \ o b — B C , i tak co do in-
ny cli. 

Uwaga. Krom tróykąta D E F (fig. 228.), 
możnaby złożyć trzy drugie, z przecięcia się 
trzech łuków D E , E F , D F . Lecz ^zadanie  

\ycsse się tróykąta srzodkowego, (lig. 227,) , 
który tein się odznacza od trzech drugich, że 
dwa kąty A i D, są położone ztey satney stro-
ny boku B C ; B i £ , z tey samey strony A C; 
zaś C i F , ze strony A B. 

Tróykąty A B C , D E F , nazywaią się 
tróykątami bieguna wenii. 

Z A D A N I E XI. 

Twier dzenie pr zybr ane. 

TV trafiacie A B C )i r 

tQW ~KirS^n±tT'lnegwi6w, w odległości A d , 
za^et^W^^^krTa^H^y^ AJMMr-

D F C ; ITprzez" p i f n k L Ś L ^ \ ,11 io •tir— 
lei przetną sić^ poprowadzi wszy luki kat wigl-

» 
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kich A D , D B ; tróy kąt AB C będzie równy 
tróy kąt owi A D I T -

* »-cry^eśIenia lbok A D = A C, D B = B C, 
A B wspólny; więc trzy boki wtróykącie A B C, 
są równe trzem bokom w tróykacie A D B. 

ySWystawiwszy srzodek Imli możemy ^ 
jpŁoxpiować kąt bryłowy powstaiacy z trzech 
kątówpTIiskich A Ó l i , A U C , B O C ; i dru-
gi kąt bryłowy z trzech katów płaskich A O B , 
A O D , B O D. Gdy boki tróy kąta A B C , są 
równe bokom tróy kąta A D B , kąty płaskie 
skłaclaiace ieuen z tych kątów bryłowych, są 
równe kątom płaskim składaiacyni kat bry ło-
wy drugi: lecz w tym przypadku (Zad.XXIII. 
K.V.),pochyłości płaszczyzn na którychznaydu-
ią się kąty równe są równe, więc kąty tróy kata 
kulistego A B C, sa rów ne katom tróy kata A D B , 
to iest: D A B — B A C , D B V = A I 3 C , A D B 
= A C B . Azatem bokt i katy tróy kata A B C , 
będą^równe bokom_i katom fróykat.T'TTTKj I— 
wszystkie części pierwszego, są równe czę-

-

Uwaga. Gdy równość tych tróykątów / 
niewypada z ich przystawania, tróy kąty A B C , 
A D B , nazywać będziemy tróy kątami syme-
trycznemi. 

Z A D A N I E XII. 

T w ier dz e ni e. 

i Dwa tróy kąty lezące na iedney^lub dwóch, ^ 
G 2 • ku~ 
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"kulach równych są równe, iezeli dwa boki w 
iedriym trójkącie, równe dwóm bokom w dru-
gim tróykącie ,obeymuią między sobą kąt ró-
wny. (fig. 200 j T 

Niech bęćTzie bok A B = E F , A C = E G , 
i kąt B A C = F E G ; tróykąt F E G , iest ró-
wny tróy kątowi B A C , albo tróykątowi sy-
metrycznemu D A B (czytać Zad. VI. K.I). 

Z A D A N I E XIII. 

Twier d zenie. 

[ j f dwóch tróy kątach lezący chna^ ied-
ney lub dwóch kulach równy dl, iezeli dwa 
kąty w iedriym tróy kącie, są równe dwóm 
kątom w drugim tróy kącie, i bok przyległy 
tym dwóm kątom w iedriym tróykącie, iest 
równy bokowi przyległemu dwóm kątom w 
tróykącie drugim, te dwa Irńyk^ty nr7.yftta,m—. 
ną do siebie. ( Czytać Zad. VII. K . l ) . / 

Z A D A N I E XIV. 

Twierdzenie. 

Dwa tróy kąty lezące na iedney lub dwóch 
kulach równych, równo-boczne, sąrówno-kąt-
ne; a kąty równe są przeciwległe bokom ró-
wnym. (fig. 229). 

Widzieliśmy w Zadaniu XI. że maiąc trzy 
boki dane A B , A C , B C , mogliśmy złożyć 
dwa tróykąl \^A B C , A D B , różniące w po-

te-

/ 
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łożeniu swych częścią lecz równe co do ich 
wielkosc^wTgcjOUya trójkąty równo-- bot znę 
równe, Sądź przez przystawanie, hądi przez, 
symetryą, są równo-kątne, a kąty równe są 
przeciwległe bokom równym (Czytać Zad. XI. 
K . I). 

Z A D A N I E X V . 

Twierdzenie. 

TV tr 0yhq.de kulisty ni równo-ramiennym, 
kąty przedwlegte bokom równym są równe; i 
na cdwrót, iezęli dwa kąty są równe tróy-
kąt będzie równo - ramienny. (fig. 23i ). 

imo Jeżeli bok A B = A C , powiadam, 
że kąt C — B : poprowadziwszy z wierzchoł-
ka A do srzodka podstawy łuk A D , dwa tróy-
kąty B A D , D A C , maiące po trzy boki ró-
wne, maia także po trzy katy równe, azatem 
B = C. 

2do Jeżeli kąt B = C , powiadam, że bok 
A C — A B : gdyby bok A B , niebył równy bo-
kowi A C , niech będzie od niego większy; 
wziąwszy B O = A C , złączmy O C. Dwa 
boki B O , B C , równe dwóm bokora A C , BC r 

obeymuią"" katy O B C , A C B równe; więc 
(Zad.XII) kąt O C B = A B C ; lecz z przy-
puszczenia kąt A B C = A C B , więc kąt O C B , 
byłby równy kątowi A C B , co bydź niemoże,. 
,więc A B niemoże się różnić od A C ; azatem 
boki A B , A C , przeciwległe kątom równym 
B i C , są równe. 

U w a-
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Uwaga. Z równości tróykąfów B A D , 
D A C , wypada, że kat B A D — D A C , kąt 
B D A = A D Oj^wjgc te ostatnie brdąc kata-
mi prostemi. azaleni lak z wierzchołka tróy-

^kąla kulistego r - rqjnienneMO prowadzo-
ny na potowe iego podstawy, test prosto-

•padty do tey podstawy, i dzieli kąt w wierz-
chołku na dwie części równe. ( Czytać Zad. XII. 
i XIII. K . I ) . 

Z A D A N I E XVI. 

Tw ierdzenie. 

W tróykącie kulisym z dwóch boków nay-
4vięk*zy__, iest przeciwległy kątowi nciywi, 
szemuj_ z dwóch zaś kątów naywiekszy, iest 
przeciwległy lokowi naywiększemu. (iig. 2 52). 

i mo Niech będzie kąt A > B ; al ożyw-
3 j j Isgt H A D = B , będziemy mieli A D = = B D 
(Zad.XV.) : leez A I) 4- 1)C ^ A C : na miey-^ 
sen A D położywszy D B , otrzymamy B D + 
D C czyli B C > A C . 

2do Jeżeli bok B C > A C j powiadam, 
ze kąt B A C > A B C. Gdyby kąt B A C był 
równy kątowi A B C , bok B C byłby Yówny 
bokow AC, co iest przeciwko założeniu. G d y -
by kąt B A C był mmeyszy od kąta A B C , bok 
B C , byłby mnieyszv od boku A C , co iest 
także przeciwko założeniu; azatem kąt B A C 
> A B C . ( C z y t a ć Z a d . X I V . K . I ) . 

Z A -
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Z A D A N I E XVII. 

Tw i er dzeni e. 

Je-zeli dwa boki iednego trójkąta, są ró-
wne dwóm bokom drugiego trójkąta, wykre^ 
słonego na iedney lub dwóch kulach równych, 
i iezeli kąt w pierwszy/JL trójkącie iest wiek— 
szy_jxl kq.U^nUjiuyk£ci£_jlt:LLgim3 lok trzeci 
itrójkąta pierwszego, będzie większy od bo-
boku trzeciego trójkąta drugiego, (̂ fig. ki55)» 

Dowodzenie zypejtnie to samo, iak w Z a -
daniu X. Księgi I. 

Z A D A N I E XVIII. 

Twierdzenie. 

Jeżeli dwa trójkąty lezące na iedney lub 
jlmach ku-ktęh równych są równo- kątne, są 
także i ró wno - boczne. 

Wyraziwszy przez A i B , dwa tróykąfy 
dane, przez P i Q dwa ich tróykąty biegu-
nowe; gdy z założenia kąty w tróykątach A , 
B , są równe, boki w tróykątach biegunowych 
P , Q , będą równe (Zad.X.): lecz skoro tróy-
kąty P , Q są równo-boczne, wrięc też są i 
równo - kątne (Zad. X I V . ) ; a gdy kąty w tróy-
kątach P , Q , są równe, boki w tróykątach 
biegunowych A , B będą także równe (Zad. 
X ) . Więc dwa trójkąty A , B , będąc r ó -
wno -kątne, są razem równo - boczne. T o sa-
mo twierdzenie dowiedźmy ieszcze sposobem 

na-
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następującym. Niech we dwóch fróykątach 
równo-kątnych A B C , D E F ( % . 2 5 4 . ) , kąt 
A = D , B = E , C = F ; powiadani, że bę-
dzieftiy mieli bok A B — D E , A C = D F , 
B C — E F . 

Na przedłużeniu boków B A , CA,, wziąw-
szy A G = D E , A H ^ D F , złączmy G H , 
przedłużając łuki B C , G H w obie strony, 
aż do przecięcia się w punktach I , K . 

Dwa boki A G , A H , będąc równe D F , 
D E , Hat G A H = B A C = ^ D F ; wieę__gdy 
dw^-tróyjkąt^r G A I ł , E D F . ^zyslana do się-
bie (Zad.XII.), kąt A G B . = = D E F = A B C , ~ 
kąt zaś A H G ^ D F E — A C B . 

W tróykatach I G B ; G B K , bok B G 
wspólny, kąt 1 G B — G B K ; a ponieważ sum-
ma kątów I G B - f - B G K równa dwóm kątom 
prostym, równie iak summa G B K - 4 - 1 B G , 
kąt B G K — I B G . W i ę c dwa tróykąfy I B G , 
G B K będąc równe (Zad. XIII . ) , bok I G — 
B K , I B ^ G K . 

Podobnym sposobem dowiedziemy, że w 
tróykątach I C H , C H K , bok I H = C K , H K 
= c I C . Od części równych B K , I G , odey-
muiąc równe C K , I H , reszty B C , G I I bę-
dą równe. Nadto gdy kat B C A = A H G > 
A B C — A G H , więc tróykąty A B C , A H G , 
maiące bok równy przyległy dwóm kątom r ó -
w n y m , są równe: a że tróykąt D E F iest ró-
wny. tróykątow[ A H j G j wiec iest także równy 
tróy kątowi A B C , i bedziemy mieli A B = 

D E , 
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D E , A C — D F , B C — E F. Azatem we dwóch 
tróykątach kulistych równo-kątnych, boki prze-
ciwległe kątom równym, są równe. 

Uwaga. Zadanie toniemamieysca w t r ó y -
kątach prostokreślnych, .gdzie równość kątów 
wnosi, się z proporcyonalnaścLiHjkó^.. Lecz 
we wszystkich zadaniach tyczących się tróy-
kątów kulistych dodawaliśmy, ii są na ied- ^ 
ney lub dwóch kulach równych; na kulach 
zaś równych dwa tróykąty niemogą bydź po-
dobne nie będąc równe. Azatem równość ką-
tów ciągnie za sobą koniecznie równość bo-
ków. Gdyby tróykąty leżaiy na kulach nie-
równych, naówczas kąty będąc równej tróy-
kąty by łyby podobne, boki zaś odpowiada-
jące by łyby w stosunku promieni kul. 

Z A D A N I E XIX. 

Twier d zenie. 

TV tróykącie kulistym summa trzech ką-
tów iest mnieysza od sześciu, a większa od 
dwóch kątów prostych. 

lmo Każdy kąt w tróykącie kulistym iest 
mnieyszy od dwóch katów prostych; azalem 
summa trzech kątów iest mnieysza od sześciu 
kątów prostych. 

2do P ó ł - o b w ó d koła, mniey bok odpo-
wiadający w tróykącie biegunowym, iest mia-
rą każdego kąta w tróykącie kulistym (Zad. 
X.)- więc summa trzech kątów tego ostatnie-

go 
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go ma za miarę trzy pół-obwody, mme^jum-^ 
ma boków tróykąta biegunowego; summa zaś 

"boków" tróykąta biegunowego mnieysza od 
dwóch pół-obwodów (Zad.IV) odięta od 
trzech p ó ł - o b w o d ó w , zostawi resztę większą 
od p ó l - o b w o d u , czyli od dwóch kątów pro-
stych ; azatem summa trzech kątów w tróyką-

kulistym iest większa od dwóch kątów 
prostych. 

Wniosek I. Summa kątów w tróykątach 
kulistych nie iest stateczną, zmienia się od 
dwócli do sześciu kątów prostych, niedocho-
dząc ani iedney ani drugiey granicy. W ięc 
z dwóch kątów danych trzeciego niepoznamy, 

Wniosek II. Tróykąt kulisty może mieć 
dwa albo trzy kąty proste, dwa lub trzy ką-
ty rozwarte. Jeżeli tróykąt A B C (lig.235). 
ma dwa kąty B i C proste, wierzchołek A bę-
dzie biegunem podstawy B C (Zad.VI . ) , bo-
ki zaś A B , A C , kwadransami. Jeżeli nad-
to kąt A iest prosty, tróykąt A B C maiac 
wszystkie zaniykaiąc się ośm 
razy na powierzchni kuli, boki będą kwa-
dransami. rubO&^^L. 

A D ' A N I E X X . 
Twierdzenie. 

Ta/ma spiczasta iest do powierzchni ku-
li, iak kąt tey taśmy do czterech kątów pro-
stych, albo iak łuk mierzący ten kąt do ob-
wodu koła. (lig. 206). 

Niech 
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Niech będzie taśma spiczasta A M B N A ę 

którey kat M A N mierzy się lukiem M N ; 
przypuściwszy naprzód, że łuk MN" będąc 
współmierny z obwodem M N P Q M , niajrię 
iak 5 do 48, podzielmy obwód na 48 części 
równych, których łuk obejmować będzie 5. 
Jeżeli następnie połączymy biegun A , z punk-
tami podziału obwodu przez kwadranse, o -
trzymamy na półkuli A M N P Q M , 48 tróy kątów 
równytli. W ięc cala kula obeymować bę-
dzie tych tróykątów cząstkowych 96, z któ-
rych taśma spiczasta 10; więc taśma spicza-
sta iest do kuli, iak 10 do 96, albo iak 5 do 
48, to iest iak łuk M N do obwodu koła. 

Jeżeli łuk M N , nie iest współmierny z 
obwodem koła, dowiedziemy podobnym spo-
sobem iak w wielu innych przypadkach, że 
taśma spiczasta iest do kuli, iak łuk M N do 
obwodu koła. 

Tf niosek I. Dw ie taśmy spiczaste są mię-
dzy sobą, iak ich katy. 

Wniosek 11. Y\ idzieliśmy (Zad. X I X . ) , 
że ośm tróykątów o trzech kątach prostych, 
obeymuią cała powierzchnię kuli; wziąwszy 
pole iednego z tych tróykątów za iednastkę, 
powierzchnia kuli wyrazi się przez 8; powie-
rzchnia zaś taśmy spiczastey. którey kąt iest A, 
przez 2 A (ieżeli razem kąt A iest oceniony > 
biorąc kąt prosy za iednostkę); poniew aż 

2 A : 8 : : A : 4, 
więc mamy tu dwie iednostki różne; iedna na 

po-
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powierzchnie, to iest tróykąt kulisty t, trzema 
kątami prostemi, i bokami równemi kwadran-
sowi ; druga na kąty to iest kąt prosty. 

Uwaga. Klin kulisty obięty płaszczy-
znami A M B , A N B , iest do całey kuli, iak 
kąt A, do czterech kątów prostych. J^oniewaj 
ieżeli taśmy spiczaste są równe, kliny kuliste 
będą także równe; więc dwa kliny kuliste są 
między sobą, iak kąty powstaiące z przecięcia 
ssię płaszczyzn te kliny obeymuiących. 

Z A D A N I E XXI. 

T w i er d zenie. 

D wa tróyląty kulisie symetryczne są ró->-
ivne co do powierzchni/^ fig. 237.) , 

Niech będą dwa tróykaty symetrkyczne 
A B C , D E F , w których bok A B = D B , A C 
— D F , C B = F E ; powiadam, że powierzchnia 
tróykąta A B C , iest równa powierzchni D F E . 
Q[)rawszy punkt P za biegun koła małego prze-
chodzącego przez trzy punkta A j B : C ; z któ-

"regO poprowadziwszy luki równe (Zad. VI.) 
P A , P B , P C , i przy punkcie F , wziąwszy 
kat D F Q = A C P , łuk F Q = C P , złączmy 
D Q , Q E . 

Boki D F , F Q , równe bokom A C , C P , 
kąt D F Q = A C P; wiec dwa tróykaty D F Q, 
A C P , b^dagjcógngL (J^ad. XII.} ,bo]cJ)Q ^ 
A P , k a t D Q F = A P C . 

W ti óykatach D F E , A B C , kąty D F E, 
A C B , 
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A C B , przeciwległe bokom równym D E , A B , 
są równe (Zad. X V ), odiąwszy kąty D F Q , 
A C P , z wykreślenia równe, pozostanie kat 
Q F E = P C B . Nadto boki Q F , F E , równe 
bokom P C , C B ; Więc dwa tóykąty F Q E , 
C P B , będąc ..równej.bok Q E = P B , kat 
F Q E = C P B . 

JLIwaźaiac trójkąty D F D , A C P ; bok P A 
przystanie do boku ( ) D , P C do Q F , nadto 
katy równe; gdy dwa te tróykątjr_zbiegną sięj 
ieden z drugim , powierzchnia D O F—- A P C\ 
Dta~pod ob n e y p r z y c z y n y powierzchnia F Q E 
— C P B . Powierzchnia zaś D Q E ~ A P B ; 
więc D Q F + F Q E — D Q E = A P C - f - C P B 
— A P B ; czyli D F E = A B C ; a zatem dwa 
tróykąty symetryczne, są równe co do po-
wierzchni. 

Uwaga. Bieguny P , Q , mogłyby znay-> 
dować się wewnątrz tróykątów A B C , D E F ; 
naówczas potrzebaby dodadź trzy tróykąty 
D Q F , F Q E , D Q E , dla złożenia tróykata 
D E F ; i tróykąty A P C , C P B , A P B , dla 
złożenia tróykąta A B C ; lecz dowodzenie by-
łoby zawsze to samo. 

Z A D A N I E XXII. 

Tw ier dzenie. 

Summa trójkątów w wierzchołkach 
przeciwległych, powstaiących z przecięcia 
się dwóch kół wielkich na półkuli, iest równa 

ta-
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taśmie śpiczastey, maiącey kąt równy kątowi 
w wierzchołku, (lig. 238.) 

T o iest: ieżeli dWa wielkie kola A O B , 
C O D , przecinaią się na półkuli A C B D O , 
summa tróykątów A O C , B O D , iest równa 
taśmie śpiczastey, maiacey kąt B O D . 

Przedłużywszy boki O l i , O D , aż do 
przecięcia się w punkcie N, łuki O B N , A O B , 
będą półob wodami kół; odia wszy z obu stron 
O B , będziemy mieli B N = AO. Podobnym 
sposobem otrzymamy D N — C O , B D = A C ; 
więc dwa tróykąty A O C , D N B , symetry-
czne, maiace trzy boki równe, są równe co do 
powierzchni (Zad. XXI.) a zatem suintna tróy-
kątów A O C , B O D , iest równa taśmie spi-
czastey O B N D O , maiącey kąt B O D . 

Vwaga. Więc dwie piramidy kuliste, 
którym tróykąty A O C , B O D , służą za pod-
stawy razem wzięte, składaiajdin kulisty, ma-
jący kąt B O D / 

Z A D A N I E XXIII. 

Twierdzeń ie. 

Powierzchnia tróykąta kulistego, iest 
równa su/n/nie iego kątów, zmieyszoney dwo-
rna kątami prostem', (fig. 209.) 

W tróykącie A B C , przedłużywszy boki 
"aż dp przecięcia się z wielkiem kołem D E F G H I ; 
I f e y j l w a tróykąty w wierzchołkach "przeciw-
ległe są równe taśmie śpiczastey, którey po-
' - - - wifcrz-
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clinia wyraża się przez dwa razy wzięty kąt 
w wierzchołku (Zad. X X . ) : więc 

D A E + H A G — 2 A 
G B F + l B D ^ a B 

/ jGdj^suinma tych sześciu tróykątów prze-
wyższa powierzchnią półkuli o dwa razy wzię-
ty troykat A B C , zaś Opowie/Ichnia półkuli 
wyraża się przez 4. (Zad. X X . ) , więc 

2 A B C — 2 A + 2 B + 2 C — 4 
czyli A B C = A 4- B + C — 2 

Azateni powierzchnia tróykąta kulistego 
iest równa summie iego kątów, mniey dwóma 
kątami prostemi. 

niosek I: W tym wymiarze, ile będzie 
kątów prostych, tyle tróykąt zadany obeymo-
wać będzie tróykątów o trzech kątach prostych, 
czyli ósmych częś<'i kuli, która iest jednostka 
powierzchni ( Zad. X X ) . Jeżeli np. kąty są ró-
xvne | kąta prostego, trzy kat y \\grTovTać będą 
4 kąty proste, a tróykąt zadany "wyrażony przez 
4 — 2 albo 2, będzie równy dwóm tróy kątom, 
o trzech kątach prostych, czyli czwartey części 
powierzchni kuli. 

Wniosek II. Tróykąt kulisty A B C , iest 
równo-w^ixtui4£^Ltaśmie spiczastey, którey kąt 
iest równy \ (A -j- B -f- C ) — 1; piramida ku-
lista z podstawą A B C , równo-wartuje kljnpjwi 
kulistemu maiąćemu kat wyrażony przez 

i ( A - f - B - f C ) — 1 . 

Z A D A -
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Z A D A N I E XXIV. 

Twierdzenie. 

Powierzchnia wieloboku kulistego, ma 
zamiar e summe kątów, mniey wiuloczy/i z 
dwóch kątów prostych przez liczbę boków wie-
loboku mniey dwoma. (lig. 24o.) 

Z wierzchołka A , poprowadziwszy do 
wszystkich innych wierzchołków przekątne AC, 
A D ; wielobok A B C D F , podzielony będzie 
na tyle tróy kątów, ile boków mniey dwóaia 
troykątanii. Gęly._^owierzchniaIcaźdego tróy-

< 1 c ą t a 7 m i a r ę summę iego katów, mniey 
T w a kąty proste; więc sutnrna ze wszystkich 
kątów tróykątów, iest równa smnmie kątów 
wieloboku: a zatem powierzchnia wieloboku, 

r iest równa summie kątów, mniey tyle razy dwa 
katy proste, ile iest boków mniey dwóma. 

Uwaga. Wyraziwszy przez s, suramę 
katów w wieloboku kulistym; przez n liczbę 
boków; kąt prosty biorąc za iedność, powierz-
chnia wieloboku będzie miała za miarę 

ó — 2 (n — 2) albo s — 2 n -}- 4. • 

K S I Ę G A 
V 
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K S I Ę G A VIII. 
O W a l c u i Ostrokręgu. 

O p i s a n i a . 

L Obracając prostokąt A B C D (fig. 25o.), oko-
ło boku nieruchomego AB, ślady powierzch-
ni prostokąta zostawione w tym obrocieT u- r 

tworzą bryłę nazwaną [Vnlręm-hnl: C D u -
tworzy powierzchrue^wypukłą, boki zaś 
A D , B C koła, które są podstawami walca. 
Bok nieruchomy A B , nazywa się osią albo 
wysokością walca. Każde odcięcie K L M N 
prostopadłe do osi, a tem samem równole-
głe do podstaw, iest kołem rów nem obujx)d--
£tawom. Każde gdcjęcie E Q G H prostopadłe 
do podstawi przecliodzące przez oś, iest pro-
stokątem dwa razy większym od prostokąta 
tworzącego. 

II. Obracaiąc tróykąt prostokątny SAB (fig. 251), 
około boku nieruchomego S A , ślady po-
wierzchni tróykąta zostawione w tym oBró^-
cie utworzą b p ł g nazwana Ostr ok r egiem; 
przeciw-prostokątna S B utworzy powierz-. 
chnię wypukłą, bok zaś A B kolo, będące 
podstawą ostr okręgu. Punkt S wierzchoł-
kiem, S A osią albo wysokością, zaś S B , na-
zywa się bokiem ostrokręgu. Każde pdcię?-
«ie 1 1 K F I prostopadłe do osi, a zatem i do 

— popi-
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podstawy, iest kołem mnieyszem od pod-
j=jtaw7 Kazać odcięciea E D prostopadłe do 
podstawy i przechodzące przez oś iest tróy-
kątem równo-ramiennym, dwa razy w i ę -
kszym od tróykąta tworzącego. 

III. Odciąwszy od ostrokręgu S C D B E r ó w n o -
iegle do podstawy, ostrokręg S F K . H I , po-
została bryła F K H I C D B E, nazywa się o-

.str okręgiem uciętym; którego tworzenie sie 
poyinować możemy obrotem trapeza A B H G , 
z kątami przy A i G prostemi, około linij 
nieruchome}'- A G, nazwaney osia albo wyso-
kością'y kola w tym obrocie utworzone B D 
C E , H K F 1 , nazy waią się podstawami, zaś 
B H bokiem ostrokręgu uciętego. 

IV. Dwa walce, albo ostrokręgi są podobne, 
skoro ich osie maiąsię dosiebie iak śrzednice 
podstaw. 

X. Wpisawszy wielobok A B C D F (fig. 262) 
w koło służące za podstawę walcowi, i w y -
budowawszy natym^wieloboku pryzmat pro-
sty , równey z walcem wysokości, pierwszy, 
nazywa su^Wryzmałem w walec wpisanym s 

drugi, waĘem na pryzmacie opisanym; 
krawędzie bowiem A F, 13 G i t^d,^pryzma-
tu, prostopadłe do p ł p o d s t a w . 
obwinięte powierzchnią wypukłą walca, są 
linijami dotknięć pryzmatu z walcem. 

VI. Opisawszy wielobokiem A B C D (fig. 253) 
koło dłużące za podstawę walcowi, i wybu-
dowawszy na tym wieloboku pryzmat prosty, 

równey 
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równey z walcem wysokości, ostatni, nazywa 
się walcem w pryzmat wpisany m, pierwszy, 
pry:zmatem na walcu opisanym. Ponieważ 
z punktów dotknięć M, N , i t. d. boków A B , 
B C, z koleni, wyprowadziwszy prostopadle 
M X , N Y i t d. do płaszczyzn podstaw , te 
leżąc razem na powierzchni walca i pryzma-
tu, są ich linijami dotknięć. 

Twierdzenia przybrane tyczące się 
powierzchni. 

I. 
Powierzchnia płaska, iest mnieyszą od 

kazdey inney powierzchni maiącey z pier-
wszą to samo zakończenie. (fig. ~ 

płaszczyznę B P D , przecinaiąca powierz-
chnię^płaską O A B C D w kierunku B D , zaś 
drugą pow 

ierzchni^.P A B C D maiącą z pier-
wszą to samo zakończenie w kierunku B P D; 
linija prosta B D , leżąca na powierzchni p ł a -
skiey, będąc krótszą od liuij.B P D , leżacey na, 
powierzclmipierwszą otaczaiącey, powieiz-
clinia płaska O A B C D r iest,mnieysza od 
powierzchni otaczaiącey P A B C t L — U. 

Każda powierzchnia wypukła, iest 
mnieyszcjjodpowierzchni drugiej otaczaiącey ? 

maiącey z pierwszą to samo zakończenie. 
Jeżeli powierzchnia wypukła O A B C D 

(fig. 255.), nieiest mnieysza od powierzchni ią 
©taczaiących, niecli z pomiędzy tycli ostatnich 

I I 2 P U -
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powierzchnia P A B C D będzie naymnieyszą, 
a razem równa powierzchni O A B C D . Prze-
puściwszy płaszczyznę styczna do punktu fcjt., 
powierzchni O A B C D ; ta odetnie część po-
wierzchni P A B C D , która część maiąc to sa-
mo zakończenie z płaszczyzną styczną, będzie 
odniey większą ( T . p . I . ) ; zamiast części od1-
ciętey, podstawiwszy płaszczyznę styczną, 
mielibyśmy nową powierzchnie^ zawrsze otacza-
iąca. powierzchnią O A B C Dr lecz mnieyszą od 
powierzchni z przypuszczenia naynmieyszey 
P A B C D, co by dź niemoźej /a zatem powierz-
chnia wypukła O A B C D , ' i e s t mniey sza od 
wszystkich innych otaczaiących, i niaiąćych z 
pierwszą to samo zakończenie. (Czytać Zad. IX. 
K . 1 Y . ) Dowiedlibyśmy zupełnie tym samym 
sposobem, że imo ieżeli powierzchnia w y p u -
kła zakończona dwoma obwodami kół A B C , 
D E F (fig. 256), iest obwinięta drugćyjowierz-
clmia jakakolwiek maiac^ ~z~ pierw^JE te same 
zakonczema, obwinioiiaJesUKiymnieysza. 2do 
Jeżeli powierzchnia wypukła A B (lig. 267) , 
iest otoczog^zewszech stron drugą powierz-
chnią M N , bądź, że maią piińkta, linije, p ł a -
szczyzny , wspólne, bądź ich inemaią; otoczo-
na, zawsze iest mnieysa od otaczaiącey. 

III. 
Powierzchnia wypukła pryzmatu pro-

stego, iest równa wieloczynowi z nery metru 
podstawy przez wysokość, (fig. 202). 

Gdy powierzchnia pryzmatu składa się 
z sum-
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z summy prostokątów A B G F 4 - B C H G 4 -
C D 1 H it.d. których wysokości A F , B G , C H 
i t. d. są równe wysokości pryzmatu, jsimima 
zaś ich podstaw A B -j- B C -f- C D i t. d. s k j a " 
daią perymetr iego podstawy; a zatem summa 
tych prostokątów, czyli powierzchnia wypukła 
pryzmatu, iest równa wieloczynowi z pieryme-
tru podstawy» przez iego wysokość. 

Wniosek. Dwóch pryzmatów prostych 
maiących tę sarnę wysokość, powierzchnie w y -
pukłe są , iak perymetra ich podstaw. 

Powierzchnia wypukła walca, iest wię-
ksza od powierzchni wypukiey pryzmatu 
wpisanego, a mnieyssjct oclpowierzchni wypu-
kłej/ pryzmatu opisanego, (fig. 252). 

7 Przeciąwszy walec z pryzmatem w pisa-
nym płaszczyzną równoległą do postaw, od-__ 
ęięcie będzie wielobokieni w pisanym w koło 
gdy powierzchnia podsUiV^ 'W 'crtr -lesi większa! 

~odpowierzcnm podstay^ty pi'yIgnikLu. 'wpisąnegp; 
y a ę c cliociaz" walec z pryzmatem wpisanym,-
maiac tę^ailie^Wpn^n^ "sfl rgyrne co do dłu,-

^Ssc^^niebędac r ó w n e c o do szerokością P°—1 
wierzchnia wypukła^ pierwszego, iest większa 

- , 1 — J C - — j — ~ v 2 - i . , .w — 

od^pm^ieischm -wypjk łe^dru g ^ g o ^ / 
Podobnym sposobem (Iowiedlibyśmy, że 

powierzchnia wypukła walca w pisanego, iest 
innieyszą od powierzchni wypukłey pryzmatu 
opisanego, (fig. 255.) 

X A D A -
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Twierdzenie. 

Bryłowatość walca, iest równa wielo— 
czynowi z iego podstawy przez wysokość. 
(fig. 258) 

Wyraziwszy powierzchnia podstawy wal-
ca przez po w. CA> wysokość przez C H , bę-
dziemy mieli 

po w. C A X C H = bryt. walca A C H. 
Gdyby ilość poto. C A X C H , niebyła miarą 
walca zpodstawą promienia C A , byłaby mia-
rą walca mnieyszego lub większego. P r z y -
puśćmy że iest miara walca mnieyszego, i niech 

pow, C A X C H — brył. w a l c a D C H . 
Na kole promienia C D , opisawszy wielobok 
foremny E M N P , któye^o bok'* n^^r^jj^nasi^ 
obwodu koja C A (Zad.X. K . 1 V ) , zbuduyrny 
pryzmaf prosty maiący za podstawę wielobok 
L M N P , " a za wysokość, wysokość walca C H, 
a który będzie pryzm atemop is a tiym na walcu z 
podstawą promienia C D . "Wiemy (Zad. XIV. 
K . V I ) że : x 

pow. bMNP >< C H ^ r j ł / " p r y z m " ! H C L M N P r 
Porównywaiąc strony tego ostathiegó równania 
z poprzedzaiącem widziemy ££l£^jnnik-.CH^bej 
dącyyspólny, pow.L M N P < pow. C A , więc 

po w. L M N P X C l i < pow.CA X C H ; 
a zatem, gdy pierwsza strona drugiego równa-
nia, mnieysza od strony pierwszey równania 
pierwszego, strona druga drugiego, mnieyszą 

bydź 
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bydź powinna od strony drugiey pierwszego," 
to iest: pryzmat H C L M N P opisany, powi-
nien bydź mnieyszy od walca D C H w weń w 
pisanego, co bydź niemoźe; więc ilość pow. 
C A X C H niemoźe bydź miarą bryiowatości 
walca mnieyszego od walca A C H , j i zatem 

pow. C A X C H — bryl, walca A C I I . 
Podobnym sposobem dowiedlibyśmy, że 

ilość pow. C D X C H , niemoźe bydź miarą 
bryiowatości walca większego, naprzykład 
walca A C H , i że pow. C 
walca D C I I . ^ Y i ę c bryłowalość wralca iest 
równa wieloezynowi z i ego podstawy przez 
wysokość. 

Wniosek I. Wyraziwszy przez W , w , 
bryłowatości dwóch pryzmatów; przez I I , h , 
wysokości; przez B , b , podstawy, ' będzie-
my mieli W : w :: H X B : h X b , 
ieżeli H = h , 

W : w :: B : b ; 
gdy B = b , W : w :: H : h. 
W i ę c walce tey samey wysokości są iak pod-
stawy, tey zaś samey podstawy, iak wysokości. 

fVniosek II. W walcach podobnych (opis 
I V ) , Wyraziwszy śrzednicę podstaw przez D , 
d , będziemy mieli 

H : h : : D ;: d , 
gdy podstawy są kołami, więc (Zad. XII. K . IV) 

B : b : : D 2 : d 2 ; 
rozmnożywszy te dwie proporcye wyraz z w y -
razem , otrzymamy 

H X B 
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H X B : h X b :: D 3 : d 3 , więc 
W : w :: D 3 : d 3 :: H 3 : l i3 . 

T o iest: że walce podobne s ą , iak sześciany 
2e śrzednic ich podstaw, albo iak sześciany z 
wysokości. 

Z A D A N I E II. 

Twierdzenie. 

Powierzchnia wypukła walca, iest ro-
i/Ona wieloczynowi z obwodu iego podstawy 
przez wysokość, (fig. 208). 

Wyraz iwszy <jjiivód podstawy walca pro-
mienia C A przez ob. C A, wysokość przez C H , 
będziemy mieli 

ob. C A X C H = po w. walca A C H. 
G d y b y ilość ob. C A X C H , niebyła mia-

rą powierzchni walca z podstawą promienia 
C A , by łaby miarą powierzchni walca mniey-
szego lub większego. Przypuśćmy źe iest mia-
ra powierzchni walca mnieyszego, i niech 

ob. C A X C H—pow walca D C H. 
No kole promienia C D , opisawszy wielobok 
foremny L M N P , którego boki niedotkną się 
obwodu koła C A , zbuduymy pryzmat prosty 
maiący za podstawę w ielobok L M N P , a za 
wysokość , wysokość walca C H , a który b ę -
dzie pryzmatem opisanym na walcu z pod-
stawą promienia C D . W i e m y (T./7.III.), że 

perym ( L M - f M N + . . . . ) X CH=pow. 
pryz. H C L M N P . 

P o -
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Porównywalno strony tego ostaniego ró-
wnania z poprzedzaiącem, widzierny, że czyn-
nik C H i będąc wspólny? perymetr L M - j -
M N - { - . . . . < ab7C A t więc 

P e r y ń T i J l M + X CU<ob. 
C A X C H ; 

azatem , gdy pierwsza strona drugiego równa-
nia, niAeysza od strony pierwszey równania ' 
pierwszego, strona druga drugiego, mnieyszą 
bydź powinna od strony drugiey pierwszego, 
to iest: pow. pryz. H C L M N P opisanego, po-
winna bydź mnieyszą od powierzchni walca 
D C H w weń w pisanego, co bydź niemoźe 
(T ./ ; . I V ) ; azatem ilość ob. C A X C H , nie-
moźe bydź miarą powierzchni walca mniey-
szego od walca A C H , jatięe— 

ob. C A X C H — pow. walca A C H . 
Podobym sposobem dowiedlibyśmy, że ob. C D 
X C H , niemoźe bydź miarą powierzchni wal-
ca większego, naprzykład walca A C H , i 
ź e o ł . C D y r H - ^ m / , wal H f . f j , Aza-
tern powierzchnia wypukła walca, iest równa 
wieloczynowi z obwodu iego podstawy przez 
wysokość. 

Z A D A N I E III. 

Tw i er d zen i e. 

Brylowatośóostrokreg7i, iest równa wie-
loczynowi z iego podstawy przez trzecią częśi 
wysokości, (fig. 25g.) 

W y -
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Wyraziwszy powierzchnią podstawy o-
słrokręgu promienia A O przez pow. A O, w y -
sokość przez S O , będziemy mieli 
pow. A O X | S O == brył. ostrokręgu A O S. 

Gdyby ilość pow. A O X I S O , niebyła miarą 
ostrokręgu z podstawą promienia A O , byłaby 
miara ostrokręgu większego lub mnieyszego. 
Przypuśćmy że iest miarą ostrokręgu większe-
go, i niech 

pow. A O X | S O = brył. ostro. B O S. 
Na kole promienia A O , opisawszy wielobok 
foremny M N P Q , którego boki niedotkną się 
obwodu koła promienia B O , zbuduymy pira-
midę maiacą za podstawę wielobok M N P Q , 
a którey wierzchołkiem, iest wierzchołek o -
str o kręgu S. Wiemy (Zad. XVIII. K . V I ) że: 
pow. M N P Q X | S Ó = bryt.piram. M N P Q S . 
Porównywaiąc strony tego ostatniego równa-
nia z poprzedzaiącem, widziemy, że czynnik 

j r U y ^ t ę Z T p o w . M N P Q X | S O > p o ^ T T O 
X |SX>: 
azatem, gdy pierwsza strona drugiego równa-
nia, większa od strony pierwszey równania 
pierwszego, strona druga drugiego, większą 
bydź powinna od strony drugiey pierwszego, 
to iest: piramida M N P Q S w pisana, powin-
na bydź większą od ostrokręgu B O S na pira-
midzie opisanego, co bydź niemoźe; więc ilość 
pow. A O X | S O , niemoźe bydź miarą 
bryłowratości ostrokręgu większego od ostro-
kręgu A O S , azatem Pow. 
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jyoUf. A O . X 4 A Q = hrył. oslro. A O Ś . 
Podobnym sposobem dowiedlibyśmy że ilość 
O B X | S O , nicmoźe bydź miarą bry łowa-
tości ostrokręgu mieyszego, naprzykład ostro-
kręgu A O S i źe pow. O B X | S O — brył. 
ostro. B O S . W i ę c bryłowatość ostrokręgu, 
iest równa wieloczynowi ziego podstawy przez 
trzecią część wysokości. 

Wniosek I. Ostr okręg iest trzecią czę-
ścią walca tey samey podstawy i wysokości. 

PPniosek II. Wyraziwszy przez O , o, 
bryłowat.ości dwóch ostrokręgów; przez H, h, 
Wysokości; B , b, podstawy; będziemy mieli 
0 = | B X H , o —\b X h, ztad 

O : o : : B X H : b X A j 
Jeżeli B — b, będziemy mieli 

O : o : : H : h, 
gdy H r = h, otrzymamy 

O : o : : B : b. 
W i ę c ostrokręgi tey samey podstaw^, są 

iak wysokości: tey samey wysokości iak pod-
stawy. 

Uwaga. Oznaczywszy przez R, r, pro-
mienie podstaw dwóch ostrokręgów, gdy B =c= 
J T R 2 , b= J1 r 2 (Zad. X I I . K . I V ) , więc O = 
| f i R 2 H , 0 = 1 Jf r 2 h, z tild 

O : o : : R 2 X H : r 2 X A. 
Jeżeli ostrokręgi są podobne, mamy 

R : r : : H : h, czyli 
R 2 : r 2 : : H 2 : h2 

rozmnożywszy poprzedniki ostatniey propor-
cyi przez H , następniki przez h7 otrzymamy 

R 2 X H : 
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R 2 X H : r 2 X h : : H 3 : h 3 , 
więc O : o : : H 3 - A 3 : : R 3 : r 3 : : ( 2 R) 3 : ( 2 r ) ^ 
to iest: że ostrokręgi podobne s ą , iak sześcia-
ny zwysokości, albo iak sześciany z promieni, 
lub sześciany ze ś rzednie ich podstaw. 

Z A D A N I E IV, 

Twier d zenie. 

Brylowatość ostrokręgu uciętego, iest 
równa summie trzech ostrokręgów, maiących 
za wysokość wspólną, wysokość ostrokręgu 
uciętego, a za podstawy podstawę niższą o -
strokręgu uciętego, podstawę wyższą, isrze— 
driią proporcyonalną między temi dwiema 
podstawami, (fig. 2t>o) 

Niech będzie ostrokręg S B A przecięty 
płaszczyzną E P D , równoległą do podstawy; 
niech T J F G H będzie piramidą tróykątną ma-

, t/m ĵacą wysokość równą/ zaś podstawę rówjio-,.* 
//itkct wartującą podstawie /ostrokręgu. \\ ystawi-

wszy j fe le . pod ta.wy leżące na tey samey p ł a -
szczy znie, na ówczas płaszczyzna E P D prze-| 

'13iTrźolia7 oznaczy w piramidzie tróykątney od-f 
cięcie 1 K L ; będące w tey samey wysokości 
nad wspólną płaszcyzną podstaw. G d y pod-
stawy B A , E D są iak kwadraty z promieni 
B O , E P (Zad. XII. K I V ) , albo iak k w a d r ^ 
z wysokości S O , S P ; więc i tróykąty F G H , 
I K L są, iak kwadraty z tych samych w y s o -
kości ( Z a d . X V . K . V i ) ; lecz z przypuszczenia 

tró-
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tróykąt F G H iest równo-wartuiacy powierz-
chni koła 13 A, więc tróykąt 1 k L , i£st równo-
wartuiący powierzchni kola E l ) . W i ^ i y że 

Bryt:ostro. S B k^pow'. H A X ' | S O ; zaś 
Brył. piram. T F G H — p o w . F G H X i S O ; 
gdy. pow. B A , iest równo - wartuiącą pow. 
F G H , więc 

Brył. ostro. S B A — Brył. piram. T F G H . 
Podobnym sposobem dowiedziemy, że 

Brył. ostro. S E D — Brył. piram. T I K L ; 
azatem, o trokręg ucięty E B A D , iest ró-
wno - wartujący piramidzie uciętey I K L F GH. 
Gdy piramida ucięta iestjrówiiai suijjUjjie I r/e^'1^ 
pintmTd^rrrgiącycji za wysokość wsjoójną P O t _ 

O H , druga 1 K L , trze-j 
propornyopałnTPmtedzy ł G l ^ , 

fOT^ZadTlCK. K . V I ) . W i ę c ostrokręg ucię-
ty E B A D , będzie rówrry Trzem olstroTcrćgom 
_.J| ... III' • • II 1 I I _______ •<«! U l I • II If 

rowno - wartuiacym trzem wyzszym piranu-
dom , maiacym za wysokość, wysokosc wspol-.1 i . / " i u / • i DfciJi • ! na osU*okręim/i piramidy ucieley P U , za pod-i r . ... ii< i , * , '» ,Wml. 

stawy, iedna/ powierzchnię kola promienia li<J, 
druga- promienia"'EP, trzecia, srzednią pro-
porcyonalną między temi dwiema ostatniemi 
powierzchniami koi. 

Wniosek. Gdy powierzchnie kół promie-
ni B O , E P, inaią za miarę TT X BO 2 , Tl X 
EP 2 , więc Jbryłowatość ostrokregów którym te 
powierzchjiie służą za podstawy, będą miały 
za miarę i Jl X B O 2 X P O ; zaś bryłowatośę 
ostrokręgu z podstawą srzeęiuią proporcyonfcl-
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r ą i l l K B O K E P K P O . Dodawszy w y -
rażenia tych trzech ostrokręgów, otrzymamy 

Bryt. ostr. ueięJK B A D == \ JT X P O X 
M f j i o Ł x ^ X A O X P D ] - — ' 

Z A D A N I E V. 
Twierdzenie. 

Powierzchnia wypukła ostr okręgu, iest 
równa wieloczynowi z obwodu iego podstawy 
przez połowę boku. (łig. 209) 

T o iest: ob. O A X -i S A = o s t r o . AOS. 
Gdyby ilość ob. O A X ^ A , niebyła miarą 
powierzchni ostrokręgu z podstawą promienia 
O A byłaby miarą powierzchni ostrokręgu wię-
kszego lub mnieyszego. Przypuśćmy większe-
go j 1 niech 

ob. O A X I S A — p o w . ostro. B O S . 
Na kole promienia O A , opisawszy wielobok 
foremny M N P Q , którego boki niedotkna si<̂  
obwodu koła promienia O B , "zbucluymy na 
nini pTranTTdę foremną maiącą wierzchołek 
wrspólnyzjłstępkręgium Sj^dy gp^vi^j:zc]mia tey 
piramidy składa się z tróykątów M S N , N S P , 
P S Q , z których każdy ma za miarę.wieloczyn 
z podstawy M N , N P, P Q , przez połowę w y -
sokości S A , im wszystkim wspólney iako bę-
dącey bokiem ostrokręgu ( opis II) , więc su ni-
wa tyrch tróykątów, czyli powierzchnia w y -
pukła piramidy, iest równa wieloczynowi z 

jjerymetru podstawy piramidy, przez połowę 
boku ostrokręgu, to iest: 
•jperymjfcfttti-^ -NP-^-TT.) X £SA== po w 

piram. M N P Q S " P o -
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Porównywaiąc strony tego ostatniego równa-r 
nia z poprzedzaiącem, czynnik S A bę-
dąc wspólny,, perym. ( M N - f N P - f . . : ) > 
ob. O A , więc perym. (MN - f N P -f- . . . . ) X 

azatem, gdy pierwsza strona drugiego równa-
nia, większa od strony pierwszey równania pier-
wszego , strona druga drugiego, większą bydź 
powinna od strony drugiey pierwszego, to iest: 
że powierzchnia piramidy M N P Q S , wpisa-
ney, powinna b)rdź większą od powierzchni 
ostrokręgu U O S opisanego, co bydź niemoże; 
azatem ilość ob O A X I ^ A niemoże bydź 
miarą powierzchni ostrokręgu większego od o -
strokręgu A O S, więc 

ob. A O X | S A ~pow. ostro. A O S. __ 
Uważając że perynietr M N - f N P - f . . . < ob. 
O B , S A < S B , łatwo okażemy, że ob. O B 
X - £ S B , niemoże bydź miarą powierzchni o -
strokregu mnieyszego - naprzykład ostrokręgu 
A O S ' i™ ^ n R V j s a * - . „ ^ 
Azatem powierzchnia wypukła ostrokręgu iest 
równa wieloczynowi z obwodu iego podstawy 
przez połowę boku. 

Uwaga. Wyraziwszy przez L bok ostro-
kręgu, przez R promień podstawy, którey ob-
wód będzie. 2 jt R (Zad. XII. K . IV), powierz-
chnia ostrokręgu będzie miała va miarę 

2Ji R X i L f t l b o Jf R L . 

Z A D A N I E VI. v * > , 'Owj • 
Twier dzeiiie. 

ł t k 4 
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Powierzchnia wypukła ostrokręgu ucię-
tego, iest równa wieloczynowi z iego boku, 
przez połowę summy obwodów dwóch pod-
staw. (lig. 261 ). 

Przepuściwszy płaszczyznę S A B przez oś 
S 0,7~clo linij S A, spuściwszy prostopadłą F A 
równą obwodowi koła promienia A O złączmy 
S F , i poprowadźmy DII-równoległą do A F . 
Z podobieństwa tróykątów SAO., S D C; S A F , 
S D H , mamy 

A O : D C : : S A : S D 
A F : D I I : : S A : S D , więc 

/ A F : D H :: A O D C , albo ob. AO : ob.D C 
t z i o i p o r j : — — 

Gdy z wykreślenia A F = ob. A O , wiec D H = 
ob. D C. 

Pow. tróy S A F — A F X JzSA = ob. A O X 
-§SA — p o w . ostro. S A B . 

Pow. tróy. S D H = D I I X ±SD=;ob. (D C X 
* S D == pow. ostro. S D E. 

Więc pow. ostro. SA B — p o w . ostro. S D E = 
pow. ostro. ucię. A D E B=pow. trapeza A F 
H D , gdy powierzchnia tego ostatniego — A D 
X | ( A F + D H ) (Zad. VII. K . III); azatem 
powierzchnia ostrokręgu uciętego A D E B , iest 
równa iego bokowi A D, mnożonemu przez po-
łowę summy obwodów dwóch iego podstaw. 

Wniosek. Ze Jrodzka^ boku A D , popro-
wadziwszy równoległe I L , I M , do A B , A F , 
dowiodłszy podobnym sposobem iak w y ż e y , 
ielU—ob. 1 K , wiemy (Zad. VII. K. 111) że 

ira-
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trapez A F H D = A D X I M = A D X ob. I K j 
więc powierzchnia ostrokręgu uciętego ięąt i?- _ 
szcze równa wieloczynowi zbuka przez obwód 
z odcinka srzodkuiącego miedzy dwiema pod-* 
stawami* 

Z A D A N I E VII. 

Tw i er dzeni e przybrane. 

IV wieloboku foremnym> obrawszy kii- \ 
ha boków następnych > i poprowadziwszy 
promień koła wpisanego ) iezeli około srze-
dtiicy obróciemy część wieloboku, powierz-
chnia tq, częścią utworzona > będzie miała 
za miarę wieloczyn z wysokości czyli osi tey 
powierzchni, przez obwód koła wpisanego. 
(lig. 262.) 

Z ostatecznych końców i srzodka I boku 
A B , spuściwszy na oś prostopadłe B M , B N , 
I K , i poprowadziwszy promień koła wpisa-
nego O l ; powierzchnia utworzona bokiem AB, 
będzie miała za miarę A B X ob. I K (Zad. V I ) 
Poprowadziwszy A X równoległą do osi, z po-
dobieństwa tróykątów B A X , O I K , mamy 

A B : A X : : O l : I K albo 
A B : M N :: ob. O l : ob. I K , ztąd 

A B X ob. I K , czyli powierzchnia opisana bo-
kiem A B , równa M N X ob. OI. Podobnym 
sposobem znaydzieflftyj *źe powierzchnia opisa-
na bokiem B C — N P X ob. O l , bokiem C D 
s= P Q X ob. OI. Azatem powierzchnia opisa-

I na 
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Ha częścią wieloboku A B C D — ( M N 4 - N P 
-f- P Q ) X ob. O I , czyli M Q X o i . O I to iest: 
swoiey wysokości czyli osimnożoney przez ob-
wód kota wpisanego. 

Uwaga. W wieloboku z liczbą boków 
parzystą, i e ź e l i o ś F G , przechodzi przez dwa 
wierzchołki przeciwległe F, G , cała powierz-
chnia obrotem pół - wieloboku F R A B C D E 
H G utworzona, iest równa wieloczynowi z osi 
F G , przez obwód koła wpisanego promienia 
O L Jakoż uważaiąc naprzód część pół - ob-
wodu R A B C D E H ; spuściwszy prostopadłe 
R S , H L , n a o ś F G , powierzchnia tą częścią 
wieloboku utworzona— S L X ob. O l ; nastę-
pnie, powierzchnia ostrokręgu utworzona bo-
kiem H G= ob. H L X i H G (Zad. V). p u -
ściwszy prostopadłą O T , na połowę bokuGH, 
z podobieństwa tróykątów G O T , G H L , 
iuamy G L : G T : : H L : O T . 

gdy G T = | G H , zaś O T = O I wiec 
G L : | G H : : ob. H L : ob. O l ztad 

ob. H L X | H G , czyli powierzchnia utworzo-
na bokiem H G = G L X ob. O l ; podobnym 
sposobem znaydziemy że powierzchnia utwo-
rzona bokiem F R — F S X O l ; azatem 
powierzchnia utworzona całym pół-wielobo-
kiem — ( G L + L S + S F ) X ob. O l , czyli 
G F X ob. OI. 

Z A D A N I E VIII. 
Twierdzenie. 

Po wierzchnia kuli iest równa wieloczy* 
719-
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tlowi z iey srzednicy przez obwód kota wiel-° 
kiego. (lig. 260 . ) 

T o iest: A B X ob. A C — p o w . kuli A C. 
Gdyby ilość A B X ob. A C , niebyła mia-

rą powierzchni kuli promienia A C * byłaby 
miarą powierzchni kuli większey albo mniey-
szey* Przypuśćmy większey, i niech 

A B X ob. A C = pow kuli D C , 
Na kole promienia A O j opisawszy wielo-

bok foremny M N P Q R S , z liczbą boków p a -
rzystą, którego boki niedotkną się obw odti k o -
ła promienia C D , niech będą M , S , dwd 
Wierzchołki przeciwległe tego wieloboku. O -
koło Srzednicy M S , obróciwszy pól-wielobok 
M N P Q R S , będziemy mieli (Zad. VII.) 

M S X ob. A C ~ pow wielo. M JS P Q R S. 
PoróWnywaiąc strony tego ostanjego r ó -

wnania z poprzedzaiącem $ czynnik obi A C bę-
dąc wspólny * M S > A B j w ięc 

MS X ob. AC > A B X ob. A C ; 
azatem $ gdy pierwsza strona drugiego rówńa-
iiia, większa od strony pierwszey równania 
pierwszego, strona druga drugiego, witksząt 
bydź powinna od strony drugiey pier-
wszego, to iest: powierzchnia, 1.tworzona wie-
lobokiemMM P Q R S wpisanym, powinna bydź 
Większą od powierzchni kuli promienia D C opi-
saney, co bydź niemoźe; azatem dość A B X 
ób. A C, nie może bydź miarą powierzchni kuli 
promienia większego od A C , więc 

A B X ob. AC~pow. kuli A C . 
I 2 Po -̂
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Podobnym sposobem dowiedlibyśmy, że 
D E X ob. C D , niemoże bydź miarą powierz-
chni kuli promienia mnieyszego, np. A C , i że 
D E X ob. C D = po w. kuli D C. Azatem po-
wierzchnia kuli, iest równa wieloczynowi z iey 
srzednicy przez obwód koła wielkiego. 

ffniosek. Gdy powierzchnia koła w i e l -
kiego, iest równa wieloczynowi z obwodu przez 
potowe promienia; powierzchnia kuli będąc 
równa wieloczynowi z obwodu przez urzędnicy 
iest od niey cztery razy większą. 

Uwaga. Skoro powierzchnia kuli daie 
się porównywać z powierzchnią płaską, więc 
i//zo gdy taśma spiczasta z kątem A , iest do 
powierzchni kuli, iak kąt A do 4 kątów pro-
stych, albo iak łuk koła wielkiego mierzący 
ten kąt A do obwodu tego samego koła, więc 
gdy powierzchnia kul i=: obwodowi X srzedni-
ce, powierzchnia taśmy spiczastey — ob w X tuk. 
sdo Troykąt kulisty, iest równo-wartuiący ta-
śmie spiczastey, którey kąt iest równy połowie 
przewyżki summy trzech kątów tróykąta nad 
dwa kąty proste. Wyraziwszy przez P, Q , R , 
luki kół Wielkich mierzące trzy kąty; przez C , 
obwód koła wielkiego; przez D srzednicę : łuk 
mierzący kąt taśmy spiczastey, wyrazi się przez 
- | ( P - f Q - f R — | C ) ; zaś powierzchnia tróy-
kąta przez D X ^ ( P 4 - Q - f - R - | C ) . Jeżeli 
w tróykącie są wszystkie kąty proste, łuki P , 
Q , R , będąc kwadransami, ich summa równa 
•§ C } którey przewyżka nad £ C równa | C , 
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aaś połowa = ^ C. Azatem powierzchnia tróy-
kąta kulistego o trzech katach prosty o h = £ C 
X D = ó s r a e y części całey powierzchni kuli. 

Z A D A N I E IX. 

Twier dzenie. 

Powierzchnia pasa kulistego, iest równ« 
wieloczynowi z iego wysokości przez obwód 
koła wielkiego, (fig. 269.) 

—Obrawszy, łuk E F mnieyszy łub większy 
od kwadransa, i spuściwszy prostopadłą 
F G na promień E C ; pas utworzony obrotem 
łuku E F około E C , to iest: p a s E F G — E G 
X cb. E C . Gdyby pas E F G , niebył równy 
wieloczynowi E G X ob. E C , będzie równy 
wieloczynowi mnieyszemu albo większemu; 
przypuśćmy że pas E F G < E G X ob. E C i że 

pas E F G — E G X ob. C A 
Wpisawszy część wieloboku foremnego E M 
N O P F w łuk promienia C E , którego boki 

jniedotkną się łuku promienia C A . spuśćmy 
prostopadłą na bok M E ; powierzchnia utwo-
rzona obrotem wieloboku E M N O P F około 
E G to iest (Zad VII.) 

pow. E M N O P F = E G X ob. CI . 
Porówny waiąc strony tego ostatniego równania 
z poprzedzaiącem, czynnikJE G będąc wspól-

JOS^ob. C I > ob. C A : Jo w. E l O T O P F wpi-
sana, powinna oydz większą od powierzchni 
opis^ney pasa E F G , co b/(Ę niemoźe; wi£c 

pa® 
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pflS Ę F G == E G X ob. E C . Dowiedziemy 
'Także, ze niemoże bydż ażeby pas A B D > 
A D X ob. C A. Powierzchnia kuli opisana pół-r 

• obwodem A B H , to iest: pow. A B I I — ( A D 
- f D H ) X ob. C A , czyli A D X ob. C A + D H 
X ćb. C A ~^pas A B D -f- pas D B I I ; odią-
wszy z drugiey strony tego równania ilość wię-
kszą pas A i l D , z pierwszey mmeyszą A D X 
ęb C V, otrzymamy pas D B H < D H X ob, 
C A , co iakiejrny ii iż dowiedli bydż niemoże. 

Uważaiąc pas utworzony obrótem łuku 
F H (fig. 220.) około srzednicy D E , spuści-
wszy prostopadłe F 3 , H Q , widziemy że ten 
pas iest różnicą pasów utworzonych łukami 
D H , D F ; z których pierwszy to iest: pas D H Q 
= D Q X ob. D C , drugi, pas D F O == D O X 
ob. DC, azatem pas D H Q pas D F O czyli 
pas F H Q Q = ( D Q — D O ) X o & . D C = O Q 
X ob. DC\ więc powierzchnia każdego pasa ku-
listego czy to o iedney lub o dwóch podstawach, 
iest równa wieloczynowi z iego w y s o k o - prze^ 
pbwód koła wielkiego, 

Wniosek. Wyraziwszy przez Z, zx pasy; 
przez H, h, ich wysokości; przez R , promień 
kuli; przez S, iey powierzchnią: mamy 
Z ± = 2 J l ( R H , z — a T t R / ł , z tąd Z.z : : H : h, 
W i ę c pasy maią się iak ich wysokości. Gdy S 
— 4 J1 R a (Zad. VIII) więc mamy: 

Z : S : : 2 Ti R H : 4 Jl R * : : H : 2 R. 
T o iest: pas ma się do powierzchni kuli iak ie-
go wysokość do srzednicy teyże kuli. 

Z A D -
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Z A D A N I E X. 

Twierdzenie. 

Jeżeli tróykąt i prostokąt tey sctmey podt-
stciwy i wysokości obracaią sie razem około 
wspólneyprzedniej, bryła utworzona obro-
tem tróy kąta iest trzecią częścią walca utwo-
rzonego obrotem prostokąta, (fig. 264. 265) 

W tróy kącie I3A C , spuściwszy prostopa-
dłą A D , ostrokręg utworzony obrotem tróy-
kąta B A D , iest: trzecią częścią walca utwo-
rzonego obrotem prostokąta B F A D (Zad. III), 
zaś ostrokręg utworzony obrotem troykąta 
D A C , iest trzecią częścią walca utworzonego 
obrotem prostokąta D A E C, więc summa tych 
ostrokręgów, czyli bryła utworzona całym 
tróy kątem B A C , iest trzecią częścią summy 
dwóch walców, albo walca utworzonego obro-
tem całego prostokąta B F E C. 

Gdy prostopadła A D pada zewnątrz troy-
kąta B A C (fig. 260), ostrokręg utworzony o -
brótem tróykąta B A C , a który iest różnicą 
dwóch tróykątów B A D — C A D , iest trzecią 
częścią walca utworzonego obrotem prostokąta 
B F E C , będącego różnicą dwóch prostokątów 
B F A D — C E A D j azatem bryla utworzona 
obrotem tróykąta, iest trzecią częścią walca 
utworzonego obrotem prostokąta tey samcy 
podstawy i wysokości. 

Uwaga. Powierzchnia koła promienia 
A D = = j f X AD2 więc walec utworzony obro-

tem 
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tem prostokąta B F E C = JT X ADZ X B C , 
bryła zaś utworzona obrotem tróykata B A C 
a=|~JT X A D 2 X B C , 

Z A D A N I E XI, 

Zagadnienie, 

Znaleść miarę bryły utworzoney obrotem 
tróykąta około' hnij przechodzącey zewnątrz 
<przez ieden z iego wierzchołków, (fig. 266.) 

W tróykącie A C B , obracającym się o-̂  
koło li ni j C D , przedłużywszy bok A B aż do 
przecięcia się z osią w punkcie D , spuśćmy 
prostopadłe A M , B N, 

Bryła utworzona obrotem tróykąta A C D 
= = | JI X_AM2 X C D , tróykątem zaś B C D = 
|T[ X BN4 X C D , więc różnica tych b r y ł , 
czyli bryła utworzona obrotem tróykąta A C B 
tria za miarę | Jt (AM2 — BN2 ) X C D , 

Chcąc temu wyr ażeniu nadadź mny kształt, 
z punktu I, pyiiiWyLAJls. spuściwszy prostopa-
dła I K do C D , i przez punkt B, poprowadzi-
wszy równoległa B O do C D , bedziemy mieli 
(Zad. V l L K . l I l j A M 4 B N ^ 2 1 1 K , zaś A M 
— B N = A O ; w i e c ( A M - f BN) X (AM—BN) 
— B N 2 ^ 2 l K X A O (Zad. X. K I I I ) ; 
azatem miara bryły utworzoney obrótem tróy-
kąta A C B , będzie ieszcze wyrażoną przez 
| * J l X I K X A O X C D . . Spuściwszy prosto-
padła C P na A B , z podobieństwa tróykątów 
B O A , D C P m a m y A O : C P :: A B ; C D z t ą d 

A O X 
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A O X C D — C P X A B gdy druga strona ró-
wna iest dwa razy wziętey powierzchni tróyką-
ta A C B , więc A O X C D = 2 A C B ; azatem 
miara bryły utworzoney obrotem tróykąta ACB 
jest także równa § Jl X A C B X I K albo A C B 
X f o&.IK, (ponieważ 2 Tl X 1K = o6. I K ) ; to 

iest: wieloczynowi z powierzchni tróykąta o-
bracaiącego się, przez dwie trzecie obwodu o-
pisanego śrzodkiem podsta wy. 
fPniosek. Gdyby tróykąt A C B b y ł równo-ra-
mienny (fig. 267), linija C I będąc prostopa-
dłą do A B , powierzchnia A C B = ^ A B X i C I ; 
podstawiwszytę wartość w wyższein wyrażeniu, 
otrzymamy § 7 f X A B X I K - X c I - L e c z z po-
dobieństwa tróykątów A O B , C K I , mamy 
A ;B : B O albo M Ń :: C I : I K , z tąd A B X 
I K = M N X C I ; azatem bryła utworzona tróy-
kątem równo-ramiennym = § Tl X CT a X M N. 

Uwaga. Ten sam wypadek otrzymamy, 
gdy podstawa tróykąta obracaiącego się, iest 
równoległą do osi; iakoż, do wartości walca 
utworzonego obrotem A M N B , dodawszy war-
tość ostrokręgu A M C , a odciągnąwszy w artość 
ostrokręgu B C N , otrzymamy wartość bryły 
utworzoney tróykątem A C B ^ j T X AM*(MŃ 
+ | M C — | C N ) gdy C N — C M = M N , więc 
J1 X A M 2 X § M N , albo | I X CP 2 X M N , zga-j 

'dza się z wyrażeniem poprzedzaiącem, 
Z A D A N I E XII. 

Twierdzenie. 
TV wieloboku foremnym, obrawszy kilka, 

bo-
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boków następnych, i poprowadziwszy pre-
mień koła wpisanego, iezeli około srzednicy 
cbróciemy wycinek wielobokowy , bryła tym, 
wycinkiem utworzona, będzie miała za miarę 
dwie trzeciejobwodu mnożonego przez kwadrat 
z promienia koła wpisanego, i przez cześć 
srzednicy czyli osi oznaczoney prostopadłemi 
& ostatecznych końców części wieloboku spu-
szczone mi. (fig. 262) 

T o iest brył A O D = § jT X Ol2 X M Q. 
Ponieważ wielobok iest foremny, wiec wszyst-
kie tróykąty A O B , B O C i t. d. są równe, i r ó -
wno-ramienne; azatem podług wniosku zadania 
poprzedzaiącego, brył A O B 4- brył B O C - f 
bryi C O D = |Tl X Ol2 ( M N + N P + P Q ) czyli 

brył A O U — | TT X Ol2 X M Q 
^fc j j t f j jwaga. bryła utworzona wycinkiem 
R O H = j j l X Ol2 X S L , zaś tróykątemHOG 
= | Jl x HL* X O G (Zad. X ) ; lecz wielo czyny 
H L X O G = H G X P T j iako mierzące dwa 
razy wzięta powierzcliiiie/tróykąta O G H w i ę c 
| Jl X HL X HL X cTg== |7f X HL X HG 
X O T . Z podobieństwa tróy kątów H L G . 
O T G mamy G L : T G :: H L : O T , z tąd H L 
X G T = G L X O T , gdy H G — 2 G T , więc 
H L X H G = 2 G L X O T ; podstawuiąc tę w a r -
tość w y ź e y , i uważaiąe źe O T = = O I , b r y ł o -
watość utworzona tróy kątem H O G = | Jl X Ol2, 

X G L . Podobnym sposobem dowiedziemy, że 
bryła utworzona tróykątem R O F = | Jl X OIa * 
X F S. Azatemf bryła utworzona pół-wielobo-

kiem 
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Idem F R A B C D E H G = | H X Ol 1 ( ! G L - f 
J.S + F S ) czyli l J l X O I a X ^ F . 

Z A D A N I E XIII. 
Twierdzenie. 

JBryłowatośę wycinka kulistego iest ró-
0>na wieloczynowi z pasa służącego mu za pod-
stawę , przez tr lecią część promienia, bryło-
watość zaś kuli wieloczynowi z powierzchni 
przez trzecią część promienia, (fig. 269) 

Gdy w wycinku kulistym A C B , powierz-
chnia pasa A B C = 2 Jf X AC X A D ( Zad, I X ) , 
rozmnożywszy drugą stronę przez | A C , po-
wiadam , że 

| J1 X A C 2 X A D — brył. wy,ku. A C B . 
Gdyby pierwsza strona tego ostatniego równa-
nia, nie była miarą bryłowatoóci wycinka kuli-
stego promienia A C , byłaby miarą wycinka 
Większego, albo mmeyszego, Przypuśćmy wię-
kszego , i niech 

| JTX A C 2 X A D = brył. wy, k u , E C F. 
Wpisawszy część wieloboku foremnego EMNO 
P F w łuk nromienia C E którego boki niedotkną 
się łuku pramienia C A, spuśćmy prostopadłe 
C I na bo?. >. 1E, i F G na E C ; mamy (Zad. XII) 
| Jl x c P X E G == brył. wy, wielo. EMJNOPFC 
Porównywaiąc strony tego ostatniego równania 
z poprzedzaiacem, widziemy, że CI2 > AĆ 2 , nad-
to F B ~ A E > G D , A G 4 - A E > A G 4 - G D , czyli 
E G > A D ; więc § Jl X CI2 X E G > J - J l X A Ć " X 
A D ; azatem brył. wycin. wielobo. E M N O P F C 

wpi-
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wpisanego, powinna byrlź większą od bryl. wyci. 
kulistego E C F opisanego, co bydź niemoźe. 

Podobnym sposobem dowiedlibyśmy, źe 
wieloczyn np. j j T X CE2 X E G niemoźe bydź 
miarą bryłowatości wycinka mnieyszego od w y -
cinka promienia C E . Azatem bryłowatość w y -
cinka kulistego iest równa wieloczynowi z pasa 
służącego mu za podstawę przez trzecią część 
promienia. 

Gdy w obrocie około srzednicy A H w y -
cinek kołowy ACB zamieni się na pół-kole ABH, 
wycinek kulisty A C B zamieni się na kulę pro-
mienia A C , którey bryłowatość będzie równa 
wieloczynowi z całey powierzchni kuli przez 
trzecią część promienia. 

Wniosek. Gdy powierzchnie kul są iak 
kwadraty z promieni, zaś powierzchnie mno-
żone przez promienie iak sześciany z promieni 
więc bryłowatości dwóch kul są iak sześciany 
z promieni, albo sześciany ze srzednie. 

Uwaga. Wyraziwszy przez R. promień 
kuli, iey powierzchnia będzie 4JlR 2 , zaś bry-
łowatość 4 JlR2 X ^dy przezD oznaczy-
my srzeduicę R — | D , zaś R 3 = | D S , więc 
bryłowatość kuli wyrazi się także przez £ Jl D 

Z A D A N I E XIV. 
Twierdzenie. 

Powierzchnia i bryłowatość kuli, tak się 
mado powierzchni i bryłowatości walca opisa-
nego (obeymuiąc w to podstawy), iak 2 do 5. 
(fig. 270.) Ma-/ 
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Maiąc wielkie koło M P N Q wpisane w 
kwadrat A B C D ; półkole Q M P , z półkwa-
dratem O D A P obracaiąc się razem około srze-
dnioy Q P , pierwsze, utworzy kulę, dru-
g i , walec na kuli opisanj, którego wysokość 
A D równa srzednicy P Q , i którego podstawy 
srzeduiea A B , równa srzednicy koła wielkiego 
M N — PQ. Gdy powierzchnia wypukła walca 
(Zad. ł l ) , i powierzchnia kuli (Zad. VIII) iest 
równa wieloczynowi z obwodu koła wielkiego 
przez srzednicę, wiec powierzchnia wypukła 
walca opisanego, iest równa powierzchni kuli, 
Lecz powierzchnia kuli równa 4 powierzchnotn 
koła wielkiego, więc i powierzchnia wypukła 
walca opisanego iest równa 4 powierzchniom ko-
ł a wielkiego, do których dodawszy powierzchnię 
dwóch podstaw równe dwóm powierzchniom ko -
ia wielkiego, powierzchnia kuli będzie się miała 
do powierzchni walca iak 4 : 6 , iak 2 : 3. 

Nakoniec gdy podstawa walęa opisanego 
równa powierzchni koła wielkiego a wysokość 
srzednicy, iego bryłowatść równa wieloczyno-
wi z powierzchni kola wielkiego przez srze-
dnice; bryłowatość zaś kuli będąc równą wie-
loczynowi zpowierzchni koła wielkiego przez § 
promienia— § srzednicy. W i ę c bryło watość 
kuli inasię do bryło watości walca opisanego iak 
2 : 3 . 

Z A D A N I E X V . 
Za & a dnie nie. 

Znaleśc wartość bryły utworzoney obró-
tent 
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łem odcinka kołowego obracaiq.cego sic około 
srzednicy zewnątrz potozoriey. (lig. 271) 
Z ostatecznych końców cieńciwy odcinka BMD$ 
spuściwszy prostopadłe BF> D E ; ze śrzodka C 
poprowadziwszy prostopadłą C I , i promienie 
C B , C D ; od bry ły utworzotiey wycinkiem 

- A-C B j "cmiąwszy bryłę utworzoną wycinkiem 
różnica, czy ii bryła utworzona Wycin-

Kicni D C B — | Jl X CB 2 X E F . Lecz bryła u -
tworzona tróykątein rówiio-ramiennym D C B = 
| j l X C I 2 X E F ; więc bryła utworzona odcin-
kiem B N D == I?TX E F (CB2- - C I * M V tróy-
kącie zaś prostokątnym B 1 C mamy CB2 — Cl2, 

— B i a = ^BD'Zj azatem bryła utworzona od-
cinkiem B M D — in X § D 2 X EF* 

Z A D A N I E X V I . 
Twierdzenie. 

Każdy odcinek kulisty, obięty między dwie-
ma płaszczyznami równoległe/ni, ma za miarg 
pół-summy podstaw, mnozutiey przez wyso-
kość, wiecey brylowdtość kuli którey ta wy-
sokość służy za srzednicę. (fig. 271) 

Niech będzie odcinek kulisty obięty mie-
dzy dwiema płaszczyznami równoległemi B F* 
D E. B r y i a utworzona odcinkiem B M D == l Jl 
X B D 2 X E F , ostrokręg ucięty utworzony tra-
pezem B D F E — | j f X E F ( 0 E * - h B f 2 4 R E X 
B F ) ; więc odcinek kuiisty bądący summą tych 
dwóch b r y ł iest równy 
f l j X E F ( 2 D l 2 4 - 2 B F 2 - 4 - 2 D E X B F - f B D 2 > 
Poprowadziwszy B O równolegle do E F mamy 

D O 
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D O = D E J - B F,J5o 2 2 + B F 2 — 2 D E 
X B F , zaś BD2 = B 0 2 + D 0 2 = E F 2 - f D E 2 - f 
B F 2 — 2 D b l X B F . Podstawiwszy tę wartość 
zamiast BD 2 , otrzymamy na wartość bry łowa-
tości odcinka kulistego 

|JTX E F (5 DE2 ~f 5 B F 2 + E F 2 ) , 
która rozkłada się na dwie częścią iedna : 
! j r _ X B F ( 5 D E 2 - J - 5 B F 2 ) — E F X ^(JTDE* 

Jl BF 2 ) = pót-summie podstaw mrwzoney 
przez wysokość; druga: | TT X EF3 = bryło-
watości kuli srzednicy EF. 

Wniosek. Gdy w odcinku kulistym iedna 
podstawa stanie się zerem, odcinek kulisty o-
iedney podstawie iest równo-wartuiący poło-
wie walca tey samey podstawy i wysokości, 
więcey kula którey ta sama wysokość służy 
ta srzednicy. 

Uwaga Ogólna. 
Wyraziwszy przez R , promień podstawy 

walca i ostrokręgu, przez H ich wysokości: 
Brył. walc. = 7 i R 2 H ; bryl. ostro. = : §Jl R z H. 
Oznaczywszy przez A, B promienie podstaw o -
strokręgu uciętego, przez H wysokość, zaś pree» 
R promień kuli: Brył. ostro. u c i ę . = | JlH (A* 
- f - B 2 - f AB); Brył. k u l i = = | j T R 3 . G d y R w y -
raża promień wycinka kulistego, H wysokośd 
pasa; P, Qpodsta. odcin.H wyso.Brył . wy. kuk 
= 1 Jl R 2 H ; Brył. odci. k. = | ( P - f Q) H -j- R 3 1 

Brył. odci. k. o iedney p o d s f a . = -JPH-j-^ JlH 3 

Koniec Księgi VIII. i ostatniey. 

• '•mcSKSKSJ* •• 
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Kar. 199 W. 22 zamiast A P poprawić AD» 
-— 210 — 1 E E p. E F . 
—. 3 14 — 33 k ą t B S Ć p. kąt A S B . 
— a i 5 — i 5 B S D p. B S C . 
— 222 — 9 S B » = S B » p. S B " —SB*. 
.— 225 — ' 6 S , p. S (fig. 196). 
—. — i4 A F p. A E . 
— 261 — 26 T E G H p. T F G H . 
— 285 — 1 srzodek C p. srzodek O. 
— 299 — 29 prosy p. prosty. 

W części pierw, w Liście Prenum. zamiast K u -
liński Jacenty Prof. p. Kukliński, 

w F i g u r a c h 

(fig. 192) zamiast A B położyć A E B . 
(fig. 198) — O B " — O C B " . 
(fig. 200) — A B C D — A B C D E . 
(fig. 2 1 7 ) — abedc — abcde 
(fig. 219) — A B C O F — A B C D E . 
(fig. 220) — C O O D — C Q O D . 
(fig. 228) — fDFd — fDEd. 
(fig. 234) — D F F E — D E F E . 
Między figurami leźącemi pod fig. 2 43, napi-
sać (fig. 247). 
(fig. 365) na mieyscu D położyć C , na miey-
scu zaś C literę D. 
(fig. 266) zamiast A M , napisać A O M . 

http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl




	Strona tytułowa.
	Lista Prenumeratorów.
	REJESTR RZECZY w Części Drugiey zawartych. 
	Omyłki.
	Tab. 9.
	Tab. 10.
	Tab. 13



