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Janusz Waojcik
Zaklad Ultradzwigkow

Nieliniowe Odbicie i Transmisja
Akustycznej Fali Plaskiej

Streszczenie,

W pracy analizowane 1| rozwigzvwane Jest klasvczne zagadmeme odbicia 1 transmisp
fali plaskie) w opisie meliniowym Zakladamy dwa przylegajace osrodki o plaskie) granicy migdzy
nimi. Parametry charakteryzujace wiasnosct nieliniowe (wykiadnik adiabaty lub parametr
nieliniowosci), absorpeyjne (stabosygnalowy wspotczynnik absorpeji) 1 rownowagowe (gestosc,
rownowagowa predkosc dzwigku) osrodkow mogg doznawac “skoku" na granicy Na granice,
prostopadle do niej, pada fala ptaska Zaburzenie w osrodku pierwszym przedstawiono w postaci
superpozycji fali padajace) i odbitej, w osrodku drugim w postaci fali transmitowane) Na bazie
nieliniowych rownan akustyki, zakladajac ciaglosc pol predkosci 1 ciSnienia wyznaczono operatory
odbicia | transmis)i predkosci i cisnienia Sa to operatory nieliniowe wzglgdem pola fali padajacej
Stwierdzono ze, przy powierzchmi graniczne) powstaje warstwa "odbijajgco-transmitujaca” Ma ona
decydujacy wplyw na przebieg i opis zjawiska nieliniowego odbicia i transmisji. Dochodzi w niej
do nieliniowego sprzgzenia zwrotnego fali odbitej 1 padajace) Jest to jedna z podstawowych roznic
miedzy zjawiskiem nieliniowym i linlowym gdzie takiego sprzgzenia nie ma. Jest to omawiane w
rozdziale VI, Podano rownania fali padajacej, odbitej i transmitowanej W przypadku osrodkow
klasyczme lepkich i w obszarach asymptotycznych (poza warstwy odbiyajaca) sa to réwnania
Burgersa We wnioskach przeprowadzono uzupelniajacg dyskusje otrzymanych operatorow i
eksperymentalnego znaczenia uzyskanych wynikow Podano przykiad efektywnego zastosowania
analizy przeprowadzone] w rozdziale VI w rozwiazywaniu zagadnien nieliniowej propagacji w
warunkach omawianych w tej pracy

LWSTEP

Zagadnienie odbicia i transmisji zaburzenia falowego jest jednym z podstawowych
problemow teorit propagacji w osrodkach niejednorodnych Nawet w liniowym opisie, poza
znanymi klasycznymi rozwiazaniami, zagadnienia jakie tu spotykamy sa trudne a ich literatura
obszerna [1] Przeciwnie, w zakresie nieliniowego opisu zjawiska, literatura akustyczna jest
niezwykle uboga Na uwage zdaniem autora zastuguja teoretyczne prace przedstawione w [2] i [3]
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oraz eksperymentalne [4],[5] Staly si¢ one stymulacja do powstania tej pracy Niemniej jednak
autor nie znalazl w literaturze rozwiazania podstawowego zadania — wyznaczenia zaburzen
odbitego i transmitowanego w funkcji zaburzenia o postaci fali plaskiej, padajacego prostopadle na
plaska granice miedzy dwoma o$rodkami Innymi slowami wyznaczenia nieliniowych
odpowiednikow znanych w teorii liniowej wspolczynnikow odbicia 1 transmisji Ich postac wynika
z rownania propagacji i ogolaych warunkow ciagtosct pol na granicy Odpowiednia liczba rownan 1
niewiadomych powoduje, ze wspolczynniki te nie moga byé przedmiotem definicji lub byc
konstruowane na podstawie uogdlinien pojec znanych z teorii liniowej (np. pojecia impedancji)

Zjawisko ktorego, teoretycznym opisem zajmujemy si¢ w tej pracy jest skladnikiem-czesto
podstawowym- wielu technologii. Na przykiad w medyczne) diagnostyce ultrasonograficznej wazne
informacje otrzymujemy w wyniku detekcji odbic od gramic migdzy tkankami Czesto
rownowagowe parametry (impedancje) tych tkanek niewiele sie roznig. Powstaje pytanie - majace
znaczenie nie tylko w diagnostyce medycznej [4],[5] - w jaki sposob efekty nieliniowe wplywaja na
ogolny obraz zjawisk odbicia 1 transmusji, jaki jest ich udzial w tych zjawiskach? Wartos¢
parametrow nieliniowosci ( B/A )[11] dla réznych tkanek migkkich zawieraja sig w przedziale 5 8-
11 [6] Czy osrodki rozniace si¢ tylko tymi parametrami sa rozrozniane w zjawisku odbicia i w jaki
sposob si¢ to przejawia Praca ta stanowi probg teoretycznej odpowiedzi na te wazne z
praktycznego punktu widzema pytania

I SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Zakladamy dwa rozne osrodki z plaska granica migdzy nimi Parametry i funkcje materialowe
charakterystyczne dla osrodkow begdziemy oznaczaé gormnym albo dolnym indeksem m =12

odpowiednio. Poniewaz uzywac bedziemy bezwymiarowego ukladu zmiennych 1 parametrow to w
celu normalizacji rownowagowych parametrow materiatowych zakladamy hipotetyczny oérodek
skalujgcy o rownowagowej gestosct p, i predkosct dzwigku ¢, Bezwymiarowa rownowagowa
gestosc | predkosc dzwigku dane sa przez

Bom = Pom!Pos  Co =Con/Cq, (n
(oczywiscie moze by¢ £, = 24 , €6 = €yy)
Zakladamy ze, osrodki sg stratne (absorpeyjne) | nieliniowe wzgledem zaburzenia
Rysunek | Przedstawia omawiang sytuacje

X

Rt Bk G E e

Rys.l1 Fale @ -padajaca, @ -odbita i ®, -transmitowana
przez granice miedzy osrodkami m =11 m=2,
znajdujaca sig w punkcie x=1x,, =0

Znaczenie plaszczyzny X = X, wyjasnia si¢ w nastgpnym rozdziale.
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Zaburzenie w pierwszym osrodku jest opisywane przez potencjat akustyczny @, Czesé jego energii

przedostaje sie przez granice w punkciex =0, wzbudzajac zaburzenie @, Zastosowano

nastgpujace reprezentacje zaburzen w sktadniku m =11 m=2
D (x,0) =@ (1 - . )+ D ([ +5-.-%), ()
D, (x,1) =0, (1~ x). G)

Gdzie®" +®@ ", interpretujemy jako superpozycje fali padajacej 1 odbitej od granicy Poniewaz, z
definicjiv = V&b, pole predkosci v jest liniowe wzgledem potencjalu to nastgpujace rozkiady
predkosct

v, (x,1) =v'(f——q—“z,x)+v'(r+%,—x] )
vV, =e-v,=e-v +ev, v =ev, (4)
N I
v (x0) =v,(t (_.m,x),
V; €'V, V,=eV, (5)

odpowiadajq rozkladom (2) i (3), e - wersor os1 ¥ Analogicznie, zastosowano nastgpujace rozklady
cisnienia akustycznego

E(X’I)=F('“q_t-x}+F(f""EE.‘-'I), (6)
P(x0)=ht-z.x) (7)

Scisle mowiace, zwiazek migdzy cisnieniem akustycznym i potencjalem wynika z definicji v = Ve
i z ogolnych réwnan osrodka ciaglego, i nie jest liniowy

B =Plo]=P[0o* +o <R o ]+R[0]= P P ®)

Aczkolwiek, P_ = -p_0, jest bardzo dobrym przyblizeniem pelnej nieliniowej operacjiP[-] W
DODATKU A podajemy uzasadnienie tego przyblizenia. Niemniej jednak chcemy podkreslic ze
postac P ] nie ma wigkszego wplywu na nasze podstawowe rozwazania.

Po pierwsze chcemy wyznaczy¢ zwiazki migdzy v',v',v, i P*,P P, na granicy w X=X =0
Innymi stowami chcemy znalez¢ warunki graniczne dla v™,v, i PP, na powierzchni migdzy

dwoma nieliniowymi i stratnymi oSrodkami. Problem bedzie rozwiazany jesli znajdziemy funkcje
(operatory) R, T takie ze,

v =R [{m};v‘]:R,[{m}; v‘]a v, @)

¥, =T:«[[”’];V*]:Tv[{m}" V‘]r’ \r*‘ x=x =0 (10)
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Gdzie R,[-;-], T_[v;‘]- operatory odbicia i przejscia na granicy, Ogolnie ©- oznacza operacje
charakterystyczng dla operatora. W prawie wszystkich i przez nas rozwazanych przypadkach
o=@- splot (w dziedzinie czasu lub czestotliwoser Fouriera), jednak czasem w szczegolnych
sytuacjach o=+ - zwykle mnozenie, {m}loznacza zbior parametrow materiatowych ktore,
charakteryzuja sktadniki

Po drugie poszukujemy ukfadu réwnan opisujacego ewolucje P, @) @,

W liniowym opisie jest to “klasyczny” problem odbicia i transmisji fali plaskiey W dziedzinie
czestotliwoscl Founera

v =R [{m)]ev* = R [fm]] v (13)
o, =T [fml]e v =1 [m)]- ¢ (14)

R[{m}l T[{m}]- wspolezynniki odbicia i transmisji

1. ROWNANIA PODSTAWOWE

Za bazg opisu przyjmujemy rownanie (24) przedstawione w pracy [7] Rownanie to opisuje
zaburzenia akustyczne o skonczonej amplitudzie w osrodkach stratnych W kanezjanskim ukiadzie
wspolrzgdnych i dla zaburzen jednowymiarowych w m-tym osrodku przyjmuje ono postac

8.0, -8,8, -24,80, -4,808,F =0 +Q+a)) (15)

Q =q(r, +0)/2c2 =qB.[chy, m=12 (16)

Gdzie: y_ - wykladnik adiabaty albo y_=(B/4), +1, (B/A)_ oznacza parametr nieliniowosci
[11], g- wspélczynnik nieliniowosci (akustyczna liczba Macha), 0(()) - wielkos¢ mala rzedul
##, - operator absorpcji typu splotowego W tej pracy stosuje sig jego reprezentacje w dziedzinie
czasu, to znaczy
AD = A(1) ® P(x,1), (17
Ay = F'[a(@)), (18)

gdzie a{w)- stabosygnalowy wspotczynnik absorpeji  (wartosc  wilasna 4, odpowiadajaca
zaburzeniu o postaci funkcji wiasnej, funkcji Fourtera o czgstotliwosciw ), F [] - transformacja

Fouriera. Dla absorpcji klasycznej (w m-tym osrodku) a(w)=alw®,

a - bezwymiarowa
hybrydowa lepkosé, -, =-a;8,+ Ola(g +@)) Szczegdly normalizacji, okreélenie a, opis
rownania (15) 1 operatora absorpcji 4 patrz [7]

Wprowadzamy

f*(;,x)ﬂ_g; . r'(f,):):f+q'% (19)
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nt0=t-2- , x20 (20)
Chcemy zaznaczyé, ze takze nastepujacy uklad argumentow moze by¢ zastosowany w @', 47 D,
. -x =
r‘(:_x]:f—l-xq"'=t—{q§? , X, Sx<0 (21)
= -1 — ‘I‘_xi. - X
Tl x) =1t g, =1+ E: 7 x<0 (22)
r:(r,.r)::—gf—n x>0 (23)

Gdzie x, -zadana wartosc, lub wspoltrzedna plaszczyzny (punktu) patrz Rys |, w ktorej dany jest
przebieg czasowy @ lub @ pozostawia slad czasowy, ﬁ-"'(l"(f.x),xi‘_x =®;(f) Argumenty o
=5
postaci (21)-(23) sa jawnie retardowane w czasie i bardziej odpowiednie dla bardziej zlozonego
problemu- problem brzegowy dla ®, w punkcie X=X, z propagac)a do odbijajace] 1 transmitujacej
powierzchni X=%,=0 ) Niemniej jednak obie postacie argumentow daja w naszym zagadnieniu te
same wyniki Poszukujemy rozwiazania rownania (15) o postaci (2) w osrodkum =1 i o postaci (3)
w osrodku m =2 Po podstawieniu (3) @, =D, -(i X)=®d,(7,,x) do (15) otrzymujemy
2 2 L 2

C:u[‘:uq):(r: X)— i 6‘@&@{,{:’:,.\’} = EE:I’{:(IJx(f:-I) ‘Hharz (arztbz(r:- "})- ; (24)

(0, -0,,)®, =0 (25)
Gdzie rozniczkowanie wzgledem xdotyczy teraz tylko drugiego argumentu Formalnie peina
transformacja zmiennych zawierala by transformacje x—=x Jednak, by nie kreowaé nadmiernie
nowych symboli pozostajemy przy starych - stad tez powyzsza uwaga

Funkcje T (LX) =(FX ¢ ) stanowia parg charakterystyk operatora d'Alamberta =0, ~,

Na charakterystykach rozwiazania ®(t ¥ x/c,;) rownania [J® =0sa state Fizycznie oznacza to
wzajemng kompensacje szybkich zmian przestrzennych zaburzen (w skali 4, = 27/k, ) z czasowymi
(w skali T, =27/ay, @ =ck) We wspolrzednych charakterystycznychd (®(r®?)) =0 w
rozwiazaniach rownania zaburzonego czlonami absorpeyjnymi lub nieliniowymi Qg+ wystapi
zalezno$¢ od dodatkowej wspolrzednej (w naszym przypadku-x) o charakterystyczne) skali
zmiennosci przestrzennej 4,, =minl/e,lg) Z (24) wynika 0,(8,9,,0, ®;)cOg+a). Stad
a,.®, < (g +a)’). Wykazano to w DODATKU B Wyrazy tego rzedu zostaly juz pominigte w
(15) Pomijamy je takze w (24) Mamy

0.0,0,(13,x) = =210, 4,0, (73, 0) = 5-0,(0,0,(r 0)  2,=0, e

Zakiadajac zerowe warunki poczatkowe w odpowiednio duzym otoczeniu x=x,, =01 catkujac (26a)
wzgledem czasu, otrzymujemy

8.04(51,9) =g A2 O, ) -0, O, 9F, 0, =0, (26b)
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gdzie A, = IA, ,
[ #,0,0d =4,0=4,00 7
A30=4 (1®@0), A4,0)=4,0)d | (28)
Ha,)=a"@), Fl4,]=a@)=a@)/-10) (29)

Dia klasycznie absorbujacego osrodka A =-ald, .

Stosujac poprzednio opisane operacje do ®, =" + @7 ouzymujemy

3w @ -0 ) =L 4 [a,af(r*,x)+a,¢'(r',—x))—%a(e,cv(_r',x) 1300 Goa)
1
o ¥ -¢1r‘,-x)]=—q'u ;ﬁ (affb’(r*,x) +3. () = (o.0 ¢ w+a.w ~, Gon)

(Efﬁ -a!}m' =0, (a.r_ -0, )ID =0 (1)

Zwraca sig uwage ze, superpozycja®’ + @~ =D, staje si¢ t hnwowa superpozyeyg, PTd
tylko wtedy gdy zatozymy 1)g =0 (powyzsze rownania stajy sie liniowe- lintowy opis osrodka) i
2) funkcje @i, kazda oddzielnie, spelniaja to samo rownanie liniowe ((15) lub z niego
wynikajace po podstawieniu @ albo®" ) Wyniki odpowiadajace zalozeniu 1) otrzymuje si¢ w tej
pracy jako przypadek szczegélny Ponadto cze$¢ z nich uzyskaé mozna bez zalozenia 2)
Rownania (26) i (30) sa rownowazne (15) (z dokladnoscia do wyrazow Qledg+a))) odpowiednio w
osrodku m=2 i m=1. To znaczy jesli @, spetnia (26a) a @ i @ spetniaja (30a) to
Q=D+ @, spelmaja (15). Przy zerowych warunkach poczatkowych dla potencjatow i ich
pierwszych pochodnych wzgledem czasu rownania (26a) i (30a) sq rownowazne (26b) 1 (30b)
Natomiast jesli funkcje @, , @, @7, speiniaja (26b) i (30b) to spelniaja rakze (26a) i (30a)
Rownanie (30b) mozna interpretowac jako catkg¢ wzgledem czasu dwoch nieliniowo sprzgzonych
uogolnionych (z uwagi na wyraz absorpcyjny) rownan Burgersa [11],[12] (coupled equation-
rownanie "pary” (@7i®7)) Dla zatozonych postaci rozwigzan @ ,® @, odpowiednie
cisnienia akustyczne i predkosci przyjmuja postac,

P =—g,00" =-g,0,9" (32)
P =-g,0® =-g0,., (33)
P =-g,0b, = _gn:arztbz‘ (34)

Jak latwo zauwazyé rozwiazania rownan (26a)i (30a) moga byc wyrazone za pomocq cisnien,
podobnie jak rozwiazania rownania (15)
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* - i + + _ P -
Vi=—-0,0" +0,® =—;}1;6r.¢ +0,0" = £+0,0", (39)

= La@ 480 = LA G +5d" =~L1B .0
Y= = Cma,fb +30,@ = cmar.d) +0,.® Zn.+6‘¢‘ (36)

B
v, = --;::85132 +3,D, =~;}l;a,=¢2 +d,.®, = s +0, D, (37)
Gdzie 5, = £ymCm . - Impedancje rownowagowe.
Z (35)-(37) otrzymujemy

P*= 2, (v'-3,0%) | (%)
P ==z(v-0,9") (39)
Py = z0(v,-0,9,) (40)

Funkcje 8,07,6,®7,6,®, odrozniaja zwiazki "impedancyjne" (38)-(40) osrodka stratnego lub
nieliniowego od zwiazkow impedancyjnych idealnego osrodka liniowego
IV. ROWNANIA | WARUNKI CIAGLOSCI

W tym | nastgpnym rozdziale wszystkie funkeje | zwigzki rozpatruje sig na granicy migdzy
osrodkami m =11 m=2 Na tej powierzchni w punkcie x =x, =0 wszystkie funkcje | zwiazki

zaleza tylko od czasu 1, i w szczegdlnosci 8, =a‘. =5f =3,1 Zachowujemy takze poprzedni

uklad oznaczen
Przyjmujemy warunki cigglosci w konwencjonalnej postaci, to jest

P=p, @1
vi=V,, dla x=x,=0 (42)

Na podstawie A17 mozemy zastosowac w (41) rozklady (6)-(7) Nastgpnie stosujemy (38)-(40) w
celu redukcji 7,77 ,B z (41). Do (42) podstawiamy rozklady (4)-(5). Po opisanych operacjach (41-
42) uzyskujg postac

zm(."‘*" V)=, (07 7)) =2,(v,-8,,), (43)
Vi+V =V, (44)

Potrzebne wyrazy a,(_q). -7, a,(Dz otrzymujemy z (26b) 1 (30) w drodze przejscia granicznego

< = =
X _"(xﬁr- ":RT)"t =Xgr

.0 -0,07)=2L 7 (b +p7)-22(pr + P f 4O+ a)), #3)
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=2 4C 2 s
8.®, =2 AP, ‘“‘—%,z‘“ Py +0((g+a)’) (46)
“o2

Na bazie (38)-(40) i z ta sama dokladnoscig mamy

(.o -0,07)=7 (-v)- L2(v—v ) +au+ @), @7
8,0, =A,v, - 2.} + Og+@)?) (48)

Podstawiajac (47),(48) do (43) 1| wykorzystujac (44) otrzymujemy

[-"—: +Z, +W“"'}V'=Iza -z, +3u v [V lu (v) (49)

Gdzie: z,,2, - operatory liniowej impedancji

zmzzﬁnﬂ_"_gm)‘ m=L2 ' (50}
w=N, +N, =2,0,49) + 206095, (51)
u=N —N, =240, —2p:C204: (52)

W ogolnosci (49) (z powodu absorpcji) moze by¢ rézniczkowo-calkowym nieliniowym rownaniem
w dziedzinie czasu, albo nieliniowym réwnaniem splotowym w dziedzinte czgstotliwosci Fouriera
(po transformacji Fouriera (49)). Najprostszy przypadek uwzgledniajacy jednak absorpcje

otrzymujemy zakladajac absorpcje klasyczny A4, =-a]d, dla obu osrodkow. Wiedy (49) jest

rownaniem Riccatiego.

V. OPERATORY ODBICIA I TRANSMISJTI

Abstrakcyjne (symboliczne) rozwiazanie (49) moze by¢ przedstawione nastgpujaco

vi(r) =R.[f‘"};"‘]"‘(f). (53)
R.[{m}i"']ﬁiﬁv_.[l—\“—“wmu v }:"u (54)

Gdzie W=W[[-*h‘k V+1Ro =R0[{mk V*]— operatory nieliniowe wzgledem v°,

“’{{ml "+]E—L : (55)

Z,+Z,+w-v'
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Ry[imfv]= 22t (s6)

zZ+Z, wvt
Znak + przed pierwiastkiem kwadramwym w (54) zostal pominigty jako dajacy egzotyczne
rozwiazanie, ktore nie posiada znanej liniowe] postaci asymptotyczne] (gdygq, —0) Poniewaz
w < o(q)to pierwiastek kwadratowy w formule (54) moze by¢ przedstawiony w postaci szeregu

potggowego, otrzymujemy zatem

Rv[{m},v‘]=[l+w°(Rav'}-+...IR" (57)
T [k v ]=14R [ v (58)

Rozwinigcie (57) mozemy takze otrzymac w wyniku zastosowania do (49) metody kolejnych
przyblizen Metoda 1 przykiad faktoryzac)i operatorow w[] 1 RQH przedstawiono w DODATKU C

Zakladajac nieobecnosc absorpeji (lub jej malosc) otrzymujemy prosty przypadek faktoryzacji
Wredy w[] i Ro[‘} faktoryzujq sig jako zwykle funkcje a formuly (54),(57) dajg rozwiazania
faktyczne, ©=" w dziedzinie czasu W tym przyblizeniu wplyw nieciaglosci parametrow absorpeji
na zaburzenie - absorpcyjne odbicie i transmisja, jest pomyjany Efekt ten O(a) jest opisywany w
lintowej tearii Takze pomijany jest kombinowany efekt drugiego rzedu O(ga) Efekty tego rzedu
nie s3 przedstawiane jawnie w tej pracy od samego poczatku W takim razie przyblizenie to skupia
sig na efektach tylkoO(1+q), w szczegolnosci na nielintowych, generowanych przez przestrzenng
nieciaglosc parametrow rownowagowych lub nieliniowych Zastosowanie opisanego przyblizenia
znacznie upraszceza analizg, mimo to uzyskiwane ta droga wnioski w calosci lub znacznym stopniu
zachowuja ogolne znaczenie

Z (55)-(58), pod warunkami Z_ =z, , otrzymujemy

Lid= — Luv' = 1 a
v ()= l+;"{~u| o g Y (:})v‘(r)+__, B bl +2u\f‘ © v (r) (59)
(znl +Zi +wv'(f)) 2z, + 2, +wv (1)
-2, 2z,.2,
V()= o “q, 24 ﬂ;}v () V' (0 +Ogh, (60)
zo, R N
2z 225209 (2 Z
O e I 2 R T W NI 6
* [zﬂl +2y (zm"'znz)J Go 2] 6h
Powyzsze wzory przepisujemy w postaci
vi(=R,v" =(RV +F, v‘)v‘. (62)
zn 42252y, 1
= r =
2 Zu+zn' | (2 +z) (C“’ s “ﬂz)
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v,(n=T, v =(1’; +r, v*)v" (63)

TR, | T=léRie—20_

zu: P ZD_'

W celu wyznaczenia operatorow (wspotczynnikow), Rp-odbmia, i Tp - transmisji dla cisniemia

zaktadamy, ze:
a)
P =R, F", (64)
B=TF (65)
gdzie,
R, =R -r,P" =R, +r,P"), (66)
- = _r 5
T,=1+R =T, —?}P‘—J’L-_ﬁ—rp.p'_ (67)

b) zasada zachowania energii na powierzchni granicznej w x=x,=0 jest spelniona w postaci

[L+‘i‘=“lv1, (69)
gdzie: 150 .Tz -wektory gestosci pradu energii [7]
'i'- EJ+ =P+v+ =eP4 v‘ ) {70)

i

< =PV =eP Vv
=eRR P'V" =—(& +r, \;’XRv +er+)i‘ . (1)
i—z EJ: =hv,=efiv,
= eTvaP* = (Tv T r\r V+X?; _Z.M‘?_:; a rpp‘ﬁ. (72)
Wielkosci zdefiniowane powyzej spelniaja (69) pod nastgpujacym warunkiem
+ 3
(v L, —P’rp)=0 +Xg") (73)

Wracimy do tego rownania pozniej Teraz chcemy zaznaczyé ze, z rownan ciaglosci (41), (42)
wynika bardziej ogolna niz (69) postac prawa zachowania ggstosci pradu energii, to znaczy

L=L «I=7,, (74)
P V4P vV +(V P +P'vV)=PRv, (75)

Oznacza to ze, rozklad T] =T1"+T" aczkolwiek wydajacy sig by¢ naturalnym, niemniej jednak
zachodzi pod warunkiem
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(VP +P'v)=0 (76)

Jezeli zalozymy (76) to warunek (73) bedzie spelniony Jest to widoczne po zastapieniu P~ iv-
przez prawe strony (62) i (64) Jednak (76) ma bardziej podstawowe znaczenie, co pokazujemy
nizej

Zastgpujac P71 v7 w (76) przez prawe strony relacji (62) i (64), i wykorzystujac zwiazek
impedancyjny (38) lub (35), otrzymujemy

(V'R VYR V)= (3R, v +v R 8,D7)=0 77)
lub
(PRF +P+F%P’)+:D,(6XCD'RPP’ +PRE®)=0 (78)
Zakladamy
Rp =R, (79)

W tym wypadku z (77-78) otrzymujemy zwiazki przemiennosci

: v v ;
6,¢' '[Ru}uhp[P,JJ"[P,J'(Ru:unpa,m )=0 (80)

Z drugiej strony - zastepujac P, P (lub v ,v") w (76) przez zwiazki impedancyjne (38-39),
stosujac (62) (lub (64)), a nastgpnie (80), otrzymujemy

a0 =R3.0", (81)
lub

9,0 =R, 0,0 (82)
Qczywiscie wzory te moga byc otrzymane takze z (T?—&S)
Wyprowadzone wyze] zaleznosct w szczegolnosci daja (73) Ponadto, z (81-82) wynika wazny
whnissek — wielkos¢ 8,0 "odbija" sig tak jak predkosc lub cisnienie. Rownania (81-82) pozwalaja

na cokonanie separacji (podziatu) rownania coupletu (45) lub (47) Po podstawieniu prawych stron
(64)1(82) do (45) otrzymujemy

- - fad
o =T;I[1;:—1/41TPP' "'%-%_T(TPP.):)*— Q(q-v-a}z) ) (83)

Jedrak konsekwentnie, w naszym rzgdzie aproksymacji mozemy zastapic w (83) T przez T,

TF=(l+Rp)=Tp+o{a+q)=]+Rp+(Xa4-q]_ (84)

8.0 = AP 40T (P +014+@?)
=0l

= ha ' 1}

i wopisanym wyzej przyblizeniu (4, =0)
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8. ‘——i,- (P ) + o+, (85)

Niemniej jednak, jezeli mamy operator odbicia predkosci R[,_V+] a chcemy wyznaczyc operator
odbicia cisnienia R, jako funkcje tylko P” to stosujac (79) i (35) otrzymujemy

R,[-;F]=R[-;% +a,¢'] , i

gdzie @ D" jest dane przez (83). W naszym przypadku zwiazek ten redukuje sie do (73), stosujac

(85), otrzymujemy
[[I QLC}UT P J pJP. 20 +O(Q3), TF = —2:—.-’3__ (s?)
22, Zy Zy tZn

W naszym rzedzie aproksymacji R,[‘ v’] , F, Jest stala wzgledemv™ 1 jestO(g) By pozostaé
konsekwentnymi, musimy pomina¢ drugi wyraz w wewngtrznych nawiasach, w takim razie

i~ =("'-/:0:)+ OW:L (88)
i
2 25 —Z 2z, .
Pty= 22+ = B LB P [P0 +ONg), 89
{%ﬁ%i(m+mF%—1 le L

ﬂ(f){ Zo Tl (21'»51 ;ﬁ;)“"(f)}"(f)+0(q’} (90)

2ot in (Zm +zo:)3

W dziedzinie czestotliwosci Fouriera

ﬁv :(Zm_za: + 22p,2,9 (_‘:\Bﬁ: zmﬁl)‘r(m)QJ +O(q:}. o1

3\
ZgtZy (zﬂl+202)

4 2y =2 229 (% 21 g Jpe 2
R, =224+ —2 (—aﬁ --—'ﬂ]f‘ (wl®J +0(¢"), (92)
X {z"1+zﬂl (-"'m*zmr s Ui

W celu uwzglednienia absorpcji nastgpujacy wyraz

2552 (ﬂ'2 (@)-a' (w))

) : (93)
Zi F Z3) —iw

m

7

powinien byc dodany do prawej strony (91).
Dotychczasowe wyniki — rownania (49),(60),(91)- pokazuja ze, w opisie linowym z absorpcja
q=0, a#0, warunek liniowej superpozycji (2) strona 8) nie jest konieczny do uzyskania R[]
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Analogicznie, w opisie nieliniowym ¢ # 0, nie jest konieczna znajomosc oddzielnych rownan dla

@1 @ byuzyska¢ R [ v"]

VI. SEPARACJA ROWNANIA PROPAGACJI (SEPARACIA COUPLETU).

Wyprowadzilismy operatory odbicia i transmispi dla powierzchni graniczne) migdzy dwoma
osrodkami  Jest to podstawowe zagadniemie, memniej jednak jego rozwiazanie nie zamyka
problemu opisu zjawiska odbicia | transmisji w warunkach nieliniowe] propagacji (w
przeciwienstwie do liniowego opisu) Rysunek 2 przedstawia czasoprzestrzenny diagram
odpowiadajacy Rysunkowi 1 Pozwala on dokladniej objasni¢ przebieg zjawiska i pojecie -
nieliniowe odbicie 1 transmsja

. §
o d —> [y 2>
b | x=xu=0

Rys.2. Czasoprzestrzenny diagram odbicia i transmisji
"+"-wstega padajaca;”-" -wstega obira,"2"-wstega
transmisji, & -dhugosc przestrzenna impulsu,
d/2-grubosc przygraniczne) warstwy odbijajace).

Zgodme z wczesniejszymi ustaleniami (ROZDZIAL I1I) punkt X, jest punkiem warunku
brzegowego (punktem wzbudzenia) dla impulsu padajacego lub punktem w ktorym impuls ten
pozostawia $lad czasowy o czasie trwania T, (pomijamy wplyw rozmy¢ dyfuzyjnych na &
powstajacych w trakcie propagacji 1 wynikajacych z absorpcji) Impuls ma wigc dhgosc
d=T,c, Wstegi "+", "-" i "2" skfadaja si¢ z linii "$wiata” odpowiednio impulsu padajacego,
odbitega i transmitowanego. Trojkatny obszar czasu i przestrzeni jest obszarem oddzialywania
odbite] czesci impulsu z czescia impulsu padajagcego W rownaniu kupletu (30) lub (45)
stosowanym poprzednio tylko na granicy X=x,=0, a kiére przepisujemy ponizej jako
obowigzujace w calym obszarze x <x, =0,

o -o.0)=4La (7 +P')-%_—C}~T{F* +P ) +agad), (04)

oddzialywanie to opisywane jest wyrazem proporcjonalnym do P'U—éﬂ.:"ﬂ’{l%ﬁ.—x} W

liniowym opisie w obszarze tym powstaje jedynie liniowa superpozycja zaburzen. W opisie
nielinicwym dochodzi do specyficznego sprzgzenia zwrotnego, w ktorym odbita czesé impulsu
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moze zmieniac amplitudg impulsu padajacego- to znaczy zmienia¢ wartos¢ amplitudy zaburzen
skladowych w warunkach granicznych. Z tego punktu widzenia, to cala warstwa przygraniczna o
zmiennej w czasie grubosci (maksymalnej d/2 ) odbyja i transmituje impuls padajacy

W zwiazku z powyzszym powstaje pytanie jak obliczyé @' w szczegolnosci na granicy, oraz
@ dla x<x, =0 - jakie rownania rzadza ewolucja tych pal ? Zauwazmy ze, okreslenie
operatoréw odbicia 1 transmisji dla predkosci nie nakiada zadnych dodatkowych warunkéw na
rownanie (30) lub jego graniczne wartosci (45),(47). Oznacza to ze, podzial (30) lub (94) na

rownania opisujace ewolucje @1 D jest do pewnego stopnia dowolny Niemniej jednak w obszarze
asymplotycznym, to znaczy poza warstwa przygraniczng ( F'F =0), kazde z nich powinno byé
rownaniem Burgersa Prosta wydaje sie by¢ sytuacja, w ktorej zakladamy ze @ spelnia rownanie
Burgersa w calym obszarze m =1, za$ caly opis oddzialywania @ z @ pozostawiamy w
rownaniu na @ ktére takze spelnia to rownanie jednak dopiero w obszarze asymptotycznym

Analogiczng sytuacje mamy pozostawiajac caly wyraz 27 F w rownaniu dla®’ Rownanie (84)
oraz rownanie jakie otrzymujemy po odjeciu (84) od (45) mozna zapisac w postaci

R

Taki podzial rownania (45) na granicy jest konsekwencjg przyjetego na granicy podzialu pradu
energit (69) to znaczy warunku (76). Jesli przyjmiemy uklad rownan o postaci (95-96) jako
rzadzacy ewolucja @ i @ w calym obszarze m =1, to bedzie to wybor | podziat rownania (30)
konsystetny z przyjetymi w poprzednich rozdzialach zalozeniami i przedstawionymi explicite
postaciami operatorow odbicia i transmisji ci$nienia W stosunku do powyze] przedstawionych
innych mozliwosci uklad (95-96) zachowuje symetrie opisu oddzialywania Rozwazmy ogolna
sytuacje Mianowicie zastosujmy ciagly wzgledem parametru £ podzial oddzialywania a tym
samym rownania (94). Mamy

2,0 = ‘z%,"?:P' ~%‘—§L‘E’R(P* +&P7P* + O + )y, (s7)
-0,07 =L AP —g;‘}:’ (P +@-2)P )P + O+, (98)

(ograniczemem dla & jesteq = O(q)) Oczywiscie postac operatorow odbicia i transmisji predkosci
nie zalezy od £ Jednak ogolna postac operatora odbicia i transmisji ci$nienia zalezy odeg
Wyrazajac predkosci w warunku granicznym (42) za pomocy odpowiednich cisnien, danych przez

zwiazki impedancyjne (35)-(37) a nastgpnie stosujac graniczne wartosci 0., 3,010, N wynikajace

2(97), (98) i (46) otrzymujemy z dotychczas stosowana dokladnoscia ogolng postac R},

= 7 o
R;, =t ) ((-uz E—-l((“ﬂz D (1) J + O(‘,’IJ 99
{:0|+:oz (o Fza) W ~o.)2 .
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Dlag =1 otrzymujemy wzory (90) 1 (92), to znaczy przypadek szczegolowo dyskutowany w te
pracy 1 zachowujacy symetrie opisu oddziatywania, dla £ =01 £ =2, plerwszy i drugi z powyzej
przedstawionych. Wreszcie, dla Zy; # Z;; istnieje taka wartos¢ ¢ dla ktore) wyraz nieliniowy w

(99) jest rowny zeru r, =0 jest nig

- o (B
E'EL=1+2Y:°(I+—M_I(E;:)§;_I ; (100)

z. -
o

_m _ %o _B
Lo =7 c:m’f’ﬁ. ﬁu=:§f

£

R} =R, (101)
Z powyzszego wynika ze, skalujac opis oddziatywania mozemy zlinearyzowac opis warunkow
granicznych dla cisnienia. W tym przypadku lokalny i nieliniowy opis wplywu granicy na
transmisje i odbicie ci$nienia zostal "przeniesiony” do wnetrza warstwy Jest to jeszcze jeden
przykiad ilustrujacy rolg warstwy przygranicznej w zjawisku nieliniowego odbicia i w jego opisie
Wyraznie dokonujemy tu w fizycznym obrazie zjawiska rozroznienia na "zjawisko samo w sobie™ i
jego “opis” Bowiem jak widac z powyzszego, szczegotowych opisow moze byc nieskonczenie
wiele Powstad wiec moze uzasadnione wrazenie, ze kazdemu z nich odpowiadajg inne wartosci pol
odbitych, transmitowanych i pola padajacego w warstwie dla tego samego zaburzenia padajgcego
na warstwe W szczegélnosci, ze wraz ze zmiang & zmianie ulega wyrazony przez cisnienia
warunek graniczny (ktory jest warunkiem zaleznym) dla @, (scisle dla P,) przy niezmienionym
zaburzeniu padajgcym na warstwg. To znaczy, ze "opis” jest niejednoznaczny i, co najwyzej istnieja
wyroznione wartosci & takie, ze zwiazane z nimi "opisy” odpowiadajq "zjawisku samemu w sobie”
, to znaczy sg zgodne na przyklad z eksperymentem Pozostawienie zagadnienia rownowaznosci
opisow cisnien dla roznyche teoretycznie nie rozstrzygnigtym oznaczalby niedomknigcie opisu
zjawiska, a to migdzy innymi, oznacza brak opisow pradow energii.

Problem nie jest banalny, bowiem nawet zalozenie istnienia | jednoznacznosci rozwiazan
zagadnien brzegowych dla wszystkich przedstawionych rownan (w szczegolnosci zaleznych odé)
automatycznie nie rozwigzuje zagadnienia réwnowaznosci opisow. Przypominamy bowiem ze,
mamy trzy “mody” z ktorych tylko jeden- padajacy jest "sztywno utwierdzony” warunkiem
brzegowym w x, w obszarze asymptotycznym Pozostale dwa spefniaja zalezny warunek
brzegowo - graniczny W X, .

Nalezy wykazaé, ze wartoéé P +F nie zalezy ode . Co w szczegélnosci dla x = X,, oznaczaé
bedzie, ze nie ma dodatkowego nieliniowego efektu zaleznego od £ takiego, Ze choc¢ warunek

graniczny F*+F =F, jest zawsze spelniony to na innych - zaleznych od & - poziomach amplitud
Tak wige, P, tez nie zalezy od & mimo tego, ze graniczny zwiazek P*i P~ wyrazajacy sig przez

R; zalezy jawnie od £ Nalezy tez zaznaczy, ze predkosct v, v~ ze wzgledu na (97),(98) takze

zaleza od &, jednak na granicy zwiazek migdzy nimi nie zawiera dodatkowego czlonu jawnie
zalezacego od & | w tym sensie jest jawmie niezmienniczy ze wzgledu na skalowanie oddzatywania
w warstwie odbijajacej

Zakladajac istnienie | jednoznacznos¢ rozwiazan zagadnien brzegowych dla stosowanych w
tej pracy rownan rozniczkowych, w szczegolnosci dla rownania (15) i rownan (97) i (98) (oraz
odpowiadajacych im rownan wyrazonych przez predkosci) mozna pokazac co nastgpuje

http://rcin.org.pl



18

Jezeli przy dowolnym zadanym & "1 @ sq jedynymi rozwiazaniami uktadu rownan

00" =L ApP —%(P v+ P+ A0, P =g, AV =g, (102)
L

LD

“axq’_=*l“;’:'”--q,°(f" +(3—=‘-‘)P°)Fr +Ag+a)), F=g 0 =23 ¥, (103

= ]
dla x, <x<x, a®d,dla x2x, jedynym rozwiazaniem rownania
0.0, =122 -L2(p) + Og+a) B =g p0, =27 ®
2Tz M T\ g+a)’), 2 =8, 1_"30155 14 (104)
gdzie @ speinia warunek brzegowy w x =x,

(D"be=€b;(!) i ©(n)=0dlar>T,, (105)

TLF?-‘W-&!/UM (patrz Rys.2), max§)<q,, =61+~ 25 ¢ (xr) dane jest przez Al4

@ | O, spelmiaja warunek graniczny w x = X,
P™=R,P" =R P (r" (xgr,0). Xpr), (106)
P=(P"+P)=T P =(1-R)v", (107)

to 1) funkcje @7, @ i @, spelniaja réwnanie (94) i (104) odpowiednio dla X, SY<Xe i x2x,,
a wigc spelniaja takze rownania (26a) i (30a) Co z koler oznacza, ze

D,(x,0) =D (r* (x,0),x) + D (v (x.0),~x) , (108)
jest rozwiazaniem rownania (15) (z dokladnoscia (X(g+a)’) przyjmujacym na brzegu wartosc
D, (x, . )= (z" (2, 0),%,)+ D (1 (x,,0),=x, ) =D, (1) + D, (£) dla 0<r<x (109)

2)dla 0<r<ao @ =D+ ®, orazF, =P +FP 1 P, nie zaleza od &

3) dla zaburzen brzegowych nie spetniajacych podkreslonego w (105) warunku a wiec o czasie
trwania TT, >T,, teze 2) wykazano tylko dla 0<f <T,, (w tym przypadku powierzchnia wirunku
brzegowego w x = x, ma czgs¢ wspdlng z warstwa odbijajaca- obszarem oddziatywania)

@, (f) jest niejawnym (poszukiwanym) skladnikiem warunku brzegowego W naszym zagachieniu
interpretujemy go jako "slad czasowy” jaki pozostawia w X =x, zaburzenie odbite Skiadrik ten

musi by¢ formalnie uwzgledniony w matematycznie poprawnym sformufowaniu zagacienia
brzegowego, jesli problem analizowany jest dla 0 <t <= Waznym uzupelnieniem tezy !) jest

przypadek szczegolny I =Zy; Zachodzi wtedy tylko nieliniowe odbicie (przy dodatlowym
zalozeniu €, =¢,; -"czysto nieliniowe” nazwane tak w dalszej czesci tej pracy). Wtedy operatory
odbicia i transmisji cisnienia nie zaleza ode (przy przyjetej dokladnosci przedstawianii tych
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operatorow!) pomimo tego ze, rownania na P*,P” (otrzymywane w wyniku obliczenia &, obu
stron rownan (97) 1 (98)) zaleza od & Ponadto dla kazdego & (w sensie &g « O(g)) maja one
postac jak dlag=1 Jest to niezwykle szczesliwy przypadek koniunkcji Bowiem, w tym co
charakterystyczne dla zjawiska nieliniowego i co stato si¢ przyczyng tej dyskusji, z jedne] strony
mamy postac operatora nie zwiazang z "opisem” oddzialywania w warstwie, z drugiej za$ jest to
postac odpowiadajaca szczegolowo przedstawionemu przypadkowi symetrii oddziatywania i
podziatu pradow energii to znaczy £=1 Niemniej jednak nalezy jeszcze raz podkreslic, jest on
charakterystyczny dla przyjgte) dokladnosci przedstawiani postaci operatorow odbicia i transmisji
cisnienia (zgodnej z ogolnie przyjeta w tej pracy)

VIL. DYSKUSJA | WNIOSKI

Wyznaczone operatory odbicia | transmisji dla cismenia i predkosci zachowuja wiasnosci
asymptotyczne operatorow liniowych przy (z,,2,,) =(0or®) (w przypadku RT |T:‘I takze
dlaz, — 0 jesli ¢, #01) Transmisja energii do osrodka m=2 zanika zawsze gdy 2, =0 lub <
Zauwazmy ze brak roznicy miedzy nieliniowymi parametrami osrodkow (4 =/4,) nie jest
wystarczajgcym warunkiem znikama nieliniowej (kwadratowej) wzgledem fali padajacej,
sktadowej fali odbitey Warunkiem tym jest

2u508 = 20616 (110)

{V-}=ﬂ|‘*‘zn_ﬁzcto_{+} ¥ a1
i Biew + B - 1P7)
co przy f, # f,0znacza, ze mimo liniowej zaleznosci miedzy zaburzeniem odbitym i padajacym,

zjawisko oddziatywania z powierzchnig istotnej nieciaglosci nadal zachowuje nieliniowy charakter
Roznica miedzy osrodkami znika wiedy, gdy spelniony jest warunek (110) i z,, =z,, Wtedy takze

Jednak wtedy

R =0iR =0=Rr scisle w dowolnym rzedzie (gdy A =A4,) Z powyzszego wynika, ze w
warunkach nieliniowej propagacji podstawowy nieliniowy efekt odbicia i transmisji zalezy w takim
samym stopniu  od  wszystkich parametrow osrodkow, zaréwno  rownowagowych
(stabosygnatowych) jak i charakteryzujacych nieliniowe wlasnosci osrodkow (nieliniowosé réwnan
stanu), Mozna sig jednak umodwic ze, czysto nieliniowe odbicie i transmisja zachodzi wtedy, gdy

tylko B, = [, Dla tego przypadku otrzymujemy

P()=-

(B, -B.)P" (1) + O, (112)

<010

V'U)=£—(ﬁ'ﬂz)v'(f}z+aqz), (113)
(1]

@) =—1—(8-B)"@)®P @)+ 06, (14

426,
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G‘(w}=%(ﬁ ~ BN (@) OV (@) + Ogh) (115)
({1}

Ogolnie (z uwzglednieniem uwagi po (111)) zaburzenie odbite (lub transmitowane) mozemy
przedstawi¢ w pastac

visvitvy PR+, (116)

gdzie,
V(=R v (D), F(O=RF(), (117)
V(= V@)V,  BO=TFP 0 P, (118)

a indeks L wyrdznia sktadowg liniowa wzgledem zaburzenia, a nie liniowa ze wzgledu na opis
zjawiska. W dziedzinie czgstotliwosci Fouriera

V(@=RV (@), PB(0)=RP (), (119)
Vu@)=r, V(@) @V (w), }A’ﬂl(w) =-r, P (w)®F" (w) (120)

Z uzyskanych przez nas wynikow w szczegolnosci ze wzorow (120) wynika, ze odbicie 1 transmisja
w warunkach nieliniowej propagacji jest zjawiskiem melokalnym w dziedzinie czestotliwose; Na
odbicie | transmisje kazdej ze skladowych Fourierowskich fali padajacej maja wplyw wszystkie
pozostale - co wynika z wlasnosci autosplotu. W nieliniowym opisie oddzialywania z powierzchnig
niecigglosci odbicie i transmusja pojedynczej skiadowe) Fourierowskiej nie jest zjawiskiem
niezaleznym od pozostatych skladowych widma

W sytuacji, gdy fala padajaca wytwarzana jest przez impulsowy nadajnik o czgstotliwosci
nosnej &, w poblizu powierzchni nieciaglosci, to nawet przy stosunkowo duzych wartosciach

gwidmo fali padajacej (v'(@).F"(@)) bedzie wyraznie zarysowanym pojedynczym prazkiem
nadal skupionym wokot w_ = Jak wynika z (119)-(120) w widmie fali odbitej (lub przechodzace))
opracz prazka o te] samej czestotliwosci centralne] pojawi si¢ wyraZnie odseparowany (przy
odpowiednie] dlugosei impulsu) dodatkowy prazek, odpowiadajacy (v, Py )skupiony wokol
2w, Jestto jednak sytuacja raczej wyjatkowa. Ogolnie widma v™, P” zaburzenia docierajacego do
powierzchni odbijajacej sg juz widmami zlozonymi, nieliniowo propagujacego zaburzenia Poza
hipotetycznymi sytuacjami i sytuacja wyzej opisang widma(v,, P, )niosg znacznie mniejsza
energie niz(v,, P, )(nawet w sytuacji z,, =2, ) 1 sa przez nie praktycznie nakrywane (w dolnym
zakresie widma) Stad tez praktyczne znaczene sktadowych(vy,,P,, )w anahzie roznic migdzy
skladnikami osrodka (np wyznaczanie § jednego ze skladmkow, gdy znane sa pozostale
parametry) zalezy od zastosowama specjalnych technik wzbudzania 1 detekcji zaburzen odbitych
(lub transmitowanych) W tym kontekscie zwracamy uwage ze zmiana znaku v™, " me powoduje
zmiany znaku (vy,.Py;) Przyklady liczbowego porownania (v, Py )z(v,,F, ), majacego
decydujace znaczenie dla standardowych technikach detekcji stosowanych w ultrasonografi
medyczne), podano w Dodatku D

Osobliwoscig 1 interesujgea cecha zjawiska nielimowego odbicia 1 transmisji jest to, ze w
punkcie istotnej nieciaglosci, to znaczy na rozmaitosci zero wymiarowej powstaje efekt skonczone;
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nielintowe] zmiany ci$nienia (predkosci)! Jest on tego samego rzedu co nieliniowa zmiana
cisnienia wynikajaca z nieliniowej propagacji zaburzenia na skonczonym odcinku A (to znaczy na
jednowymiarowej rozmaitosci 0 niezerowej mierze) w pierwszym lub drugim osrodku. Szczegdly
wywodu prowadzace do oszacowania & pomijamy
¢
Sx(w) = const (245, fy) 2% (121)
@
Wyrazenie (121) ma znaczenie jakosciowe jako charakterystyka efektu porownawczego

Otrzymanie operatorow odbicia i transmisji predkosci nie wymagalo zadnych dodatkowych
zalozen oprocz uczynionych na poczatku tej pracy Dla otrzymania analogicznych operatorow dla
cisnienia konieczne byly dodatkowe kroki- podzial rownan (30) 1 (30a) To jednak nie pozwolilo na
zamknigcie opisu zjawiska na podstawie dotychczasowych zalozen Zalozenie o podziale pradu
energii, aczkolwiek charakteryzujace si¢ symetria opisu oddzialywania, okazalo si¢ byé
konsekwencja jednego z wielu mozliwych opisow oddzialywania w warstwie W ogolnym
przypadku i wobec jawnie wystgpujacego dodatkowego, zaleznego od opisu oddzialywania
skladnika w R;_ dyskusja | dodatkowe zatozenia w ROZDZIALE VI byly konieczne Zagadnienie
rownowaznosci opisow oddzialywan w warstwie ulega znacznemu logicznemu uproszczeniu, gdy
jest rozwazany w kategoriach zagadnienia poczatkowego- przestrzennie zlokalizowane zaburzenie
@, (t,,%) =D, (x)zadawane w pewnej odleglosci od warstwy w chwili f, Niemniej jednak z
rozwazan tych wynika

1)Wzgledne znaczenie skladnikow tworzacych zlozona reprezentacje zaburzenia nieliniowego-
w przeciwienstwie do pelne) reprezentacy lub takie, ktora jest scistym rozwigzaniem zagadnienia.
W przypadku liniowym takie rozroznienie nie ma znaczenia

2)Niezaleznos¢ @ =" +D i &, (bR =F" +F i P,) od & pozwala wybra¢ taks opis, przy
ktorym zagadnienie rozwiazania ukladu rownan (102-104) (a wigc takze (15)) jest najprostsze
(nawet z numerycznego punktu widzema) Na przyklad zakladajac osrodek klasycznie lepkii £ =10
stwierdzamy, ze rownania (102) 1 (104) sg rownaniami Burgersa. Zganienia brzegowe dla tych
rownan sa Scisle calkowalne. Czynnik 2P” w wyrazie opisujacym oddzialywanie w (103) jest wiec
zdefiniowany dla kazdego + Rownanie to mozemy zapisac nastgpujaco,

(&)=L AP (e, 0-2% e g v2r i + 0P ( g))+q{ @) (22
& ] Z, ™ ] ?-:éj ' G ’ 4 . ( —)
Zastosowano podstawienie —x =& oraz T =1-x¢, =1 +2/c, Ta sama transformacja (Cola-
Hopfa [11]pp.198), ktora przeksztalca (102) i (104) w rownania liniowe, przeksztaica (103)
lub(122) w quasi liniowe w obszarze asymptotycznym w liniowe
Z analizy w ROZDZIALE VI odnieslismy wige dodatkowa korzysé, a w przypadku klasycznej
absorpcji obu skladnikow mozemy uzyskaé sciste rozwiazanie dla @, (7))

3) Zwracamy uwage ze parametrem opisu (skalowania) nielimowego oddziatywania moze byé
(w znacznym stopniu dowolna jednakeg = O(g)) funkcja &(x,7) Pozwala to spojrzeé na
zagadmenie wyboru opisu oddziatywania jak na wybor szczegdlnego "funkcjonalnego uktadu”
odniesienia. Niemniej jednak kazdy wybor zachowuje wartose @,, @, (£, )

4) W ROZDZIALE VI w kontekscie pojawienia sig wielu mozliwych opisow nieliniowego
odbicia i transmisji  uzyto terminu zjawisko “samo w sobie” Wyodrgbnienie opisu zjawiska
"samego w sobie” poprzez eksperyment (nawet myslowy) zakiada mozhiwosc przeprowadzenia w
warstwie odbijajac niezaleznych pomiarow £ i F, Zakladamy tym samym, ze z posrod wielu
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mozliwych ukladow P71 P realizujacych P w warstwie i spelniajacych warunki brzegowe w
X=X, i graniczne w X =X, , W rzeczywistym procesie wybierany jest tylko jeden odpowiadajacy
szezegolne] wartosct & Abstrahujge od mozliwoscr takiego pomiaru przypominamy szczegolny

przypadek Zp, =2, Jak stwierdzono - w tym co charakterystyczne dla zjawiska nieliniowego
odbicia i transmisji - wszystkie mozliwe opisy daja operatory odbicia i transmisji ci$nienia jak dla
£ =1, to znaczy jak dla przypadku zalozonej symetrii oddzialywania i podziatu pradu energii Sa to
rownoczesnie najprostsze postacie tych operatorow, chociaz obliczania na bazie opis£ =1 nie s3
najlatwiejsze. Wydaje sie ze wlasnie ten opis moze byc przypisany "zjawisku samemu w sobie”

Otrzymujac rownania (26b) 1 (30b) zalozono zerowe warunk:i poczatkowe dla zaburzen W
konsekwencji operatory odbicia 1 transmisji zostaly podane w postaci niezalezne] od stanow
poczatkowych. W ogolnym przypadku taka zaleznosc wystapt i latwo ja uwzgledmc w
przedstawionych w tej pracy wzorach  Wplyw “historii” ukiadu na przebieg zjawiska, zwlaszcza w
przypadku nieliniowym (zalezno$¢ od postaci zaburzenia poczatkowego!), jest wazng cechg
wymagajaca dalszej analizy Na szczegolng uwage zastuguje tez nastgpujgcy problem ogodlny,
ktorego znaczenie wykracza poza charakterystyczny dla akustvki opis nieliniowosci Rownania
tworzace warunki graniczne wyrazone przez zaburzenia (lub jedno z zaburzen) spelniajgce
rownania propagacji s rownaniami nieliniowymi rzedu odpowiadajacego rzgdowi nieliniowosci
rownania propagacji (na przyklad rownanie (49) w naszym przypadku) Mozliwe jest wigc, ze
rownania graniczne beda posiadaly dwa, trzy lub wigce) pierwiastkow to znaczy bedy prowadazity
do dwu lub wigkszej liczby postaci operatoréw odbicia i transmisji Przy czym redukeji ich liczby
(do jedne) postaci) nie bedzie mozna przeprowadzic postugujac si¢ argumentami typu- patrz zdanie
po wzorze (56). Nalezy si¢ wigc liczyé z wystapieniem przynajmniej, dwoch majacych fizyczne
znaczenie, asymptotyk odbiciowo-transmisyjnych w zagadnieniach opisywanych réwnaniami o
rzedzie nieliniowosci trzy lub wiekszym (teoretycznie dwa- jednak w tej pracy jedna z galgzi jest
nie fizyczna w zalozonym rzedzie dokladnosci opisu)
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DODATEK A

Tensor cisnien [, ma postac [8]

[T, =P (g.5)8, -0y , ki=1323 Al
gdzie. P, -cisnienie termodynamiczne, p,5- ggstosc i entropia odpowiednio o, , - tensor naprezen
lepkich  Dla osérodkow klasycznie lepkich 1 w przyblizeniu potencjalnym (v = V),
dywergencja o, , przyjmuje postac

_6%0'“, :—WamND: Wucb , A2
Q,_L,E{;"?.*"?b}/z ' e
A, =ay A =@, [c})d, + Otalg+a), o
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gdzie 17,7, - lepkosci scinania 1 obj¢tosciowa odpowiednio Catkowita sila na jednostke objetosci
osrodka jest rowna
-0, I, =-P , AS
P(g,s, D)= F,(p.5)+24,D

Dla okotoadiabatycznej przemiany osrodka, w pierwszym rzedzie wzgledem zmian entropii [9],

Fa(8.5)=P (@) +3,F,(8) o (5-%)= P +24,0 AG

Ay =t A7
gdzie P° opisuje cisnienie w przemianie adiabatycznej W takim razie ci$nienie P moze byé
przedstawione nastgpujaco,

Plg.®)=F (g)+24D AS
A=A+ A, =y, +ay A=A, A9
dla osrodka klasycznie lepkiego Niemniej jednak operator

24D =2 A, + A, YD =P(g.5;0)-P(g)+ ) Al0

moze by¢ zrekonstruowany z pomiarow stabosygnalowego wspolezynnika absorpeji a(w) [7]

Po podstawieniu P(g,P)=P'(g)+24Ddo rownania transportu pedu, gdzie dla m-tego

skladnika
2 Yo
v Eun® -
P(g.)= _v__,.,o_[g_) All
qYn \8om
albo dla empirycznego réwnania stanu, ¥, =1+(B8/4),
ok :
P (g,) =P + 50 (ﬁ —1J+ﬁ'{—‘[g—"—1] +ag) |, A2
q gﬂm &Jﬂ

Dla obu przypadkow otrzymujemy

8.0 |- 0 + L2200 24,0 -,
c:mn:cfa[lii;d[a@—ztwwﬁw +M,¢)]+am+m Ald
=i .

Z rownania transportu masy 1 wzoru Al3 mozemy otrzymac, w pierwszym rzedzie wzgledemgi a,
rownanie Kuznetsova [10] 1 rownanie (15) [7].

aburzenie catkowitego cismenia P z u rownowagi rzyjmuje posta¢
Zab tkowitego cisnienia P ze stanu rownowagi P, przyjmuje post

B x0)=P [t|=Hg [t &) -, =g, (6,D+qL[¥) +Quy+a) AlS
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Ln[‘t’]flgsz-;'—oaﬂ’)l] Al6

Z powyzszych rownan wynika ze, P jest catkowitym i rzeczywistym (faktycznym) dynamicznym
czynnikiem w rownaniu pedu- w przeciwienstwie do P71 F, Oznacza to, ze rownanie definicyjne
AlS5 jest dobrg definicja potencjalnych zaburzen catkowitego cisnienia w o$rodku Uzywamy AlS
jako okreslenie cisnienia akustycznego P w osrodku, ktory jest charakteryzowany przez zbior

rownowagowych (lub stabosygnalowych) parametrow {m}E{cwgan,aM (m),} Wykazano (7] ze,
dla rozwiazan réwnania Kuznetsova (lub (15) i (24) w pracy [7]) czion L [®] jest wyzszego rzedu

wzglcdem(a,(b)!, gl=~Q¢). Dlatego operator P,w A15 moze by¢ zredukowany do

P,=-8.0 +Q4lg+a) Al7

Przyblizenie to jest odpowiednie do tego by byc stosowanym do rozwigzan (15) w celu
wyznaczenia cisnienia P, z odpowiednig dokladnoscig

DODATEK B

Stosujac do (24) w pracy [7] uogolniong transformacje Fouriera wzgledemx i transformacje
Fouriera wzgledem zmiennej r, otrzymujemy

b
50, +6 2 b, ~1 =3 @)D, +4,((@D,) B(,))] =0, BI
0
gdzie ¢ -zespolona liczba falowa [7] (K =ce- wektor falowy w trzech wymiarach, w jednym

wymiarzee = lalho—1), Mozemy przepisac Bl w postaci “w poblizu rozwiazania” wzglgdem

‘Eq)z (@),

@, =) Jlﬂ[zacw)wz +q;(aml);®(amn i
Cy axD,
thz =i (c(m)qu +4; (amg)@’{aﬂ);))/ Cy + 0((@ *‘a)z'] B3

to znaczy & @, =0+QA(g+2)")i 8,D,(,x)=0+(g+ a)’)

DODATEK C

W celu faktoryzacji operatorow

W{{m},v*]sL ] Cl

Z, +Z,+w V'
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Z,-Z,+iuv’

Rﬂ [{m} V* ]E

= G2
Z,+Z, +WV
w dziedzinie czasu, musimy rozwigzac nastgpujace niejednorodne rownanie
ez, +wvlv = sifv] 3
To jest
—[:D,fﬂ +:oz,—¢'2]v'+(.:m+z0:+w-v')v' =Sh{v'] C4
Lu-() dla w
Suv' = : 5
] (2, -z, +luv v dla R, ©

Jezeliv moze byc przedstawione (w przyblizeniu) w skonczenie wymiarowe] bazie funkcji
Fouriera to C1 jest rozwiazywalne W tym przypadku R, i W sa macierzami, a wigc dla
wieloskladnikowych reprezentac)i maja one tylko numeryczny wartos¢ Na szczescie, dla
klasycznej absorpcji Eq C4 rozwiazuje sig z zastosowaniem konwencjonalnych metod Mamy

_(-301'4| +:e:""2)=(:maé "'za.‘a:-br =ad,, Cé
i C4 przyjmuje postac

(24

a

Jest to niejednorodne liniowe rownanie Bernoulliego Jego rozwiazanie (z zerowymi warunkami
poczatkowymi) ma postac,

v (= j Z]E cxr[— a‘g((zm +z,)1-1')+ wj'v'(f")df 'J}Vu{v'(r')}:’f CE

a (4

Jak widac jadrow, podstawowego operatoraw ;ma postac

wo(6,15 V" (1) = g=ex —?‘L_{(:u, +zm)(r—!')+wTv‘(!~r)dr} ] C9

wlv o) =, 0 (/2= 2 [ wytt v OX ), c1o

R, [ ‘v*]v' = qu(r,f';v‘(r)iz, =24 uv'(r')]v‘(r')dr cll
Jezeli ‘E" V*/v*[((l/fﬂ to, mamy
+iuv'(r)

V() =R,V () =22

s ) C12
Zg 2z Wy (1)
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DODATEK D

Na podstawie wzorow (117) i (118) otrzymujemy

= Yul) _Fal0) T il )
S f:(()+0(q(1+a)) R R +Ag(g+¢)), =

ner, xg), PP =z,v'+O(g+a)

NLL

Ze wzorow (60) 1 (89)wynika,

koi:uz[%?ﬁﬂ _g:;ﬁz)v.“) - 2:0:[%@ —%"ﬁﬁ;){"(:)

(2o ‘:ozx:m +-"01]2 ) (2o _301)(:0: "'”-'-'01)2

Stuy =(q +0dg+a) o

W celu obliczenia powyzszego stosunku przy pomocy wielkosct wymiarowych nalezy przyjacy =1
Ciénienie podajemy w [Pa] Obliczmy St , dla dwoch ukfadow srodkow 1) (krew | migsien serca),

2) (krew | thuszcz)
Dane krew

In = [06qu.-’m’]-15671m:'xl=l.661-[0“ , Cpp =1567m/s] B, =1+05:605
migsien serca

2 = lOSﬁkgIm‘]-lSdf{ma‘s] =1661-10° ¢y =1542[m/s] B, =1+05-58
tluszcz

2y, =92Qkg/m']-147Gm/s]=1352:10° ¢, =1476[m/s] B, =1+05:11

W pierwszym przypadku (krew | migsien serca) otrzymujemy
Sty | =0.11:10°[1/Pa]- P*
codla P* =IOT[P3] daje Sty =0.0011
W drugim (krew | thuszcz),
\Sty,.| =(37-41)-10"[1/Pa]- P*

co dla P'=10"[Pa], daje Sty , = 0.037 Jest to wielkos¢ ponad trzydziestokrotnie wigksza niz w
przypadku (krew | migsien serca)
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