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J anusz \\<ójcik 
Za kład Ultradźwięków 

Streszczenie. 

Nieliniowe Odbicie i Transmisja 
Akustycznej Fali Płaskiej 

\\ prJC) anahzo,~ane 1 ronqąz.y"ane jest klasycz.nt: zagadmen1<: odb1C1a 1 tran~miSJI 
fal1 plasklćJ w op•s•t: melm10wym Zakładamy dv,a przylegagce ośrodkJ o pła:.kleJ gram ... y m1ędz.y 
n1m1 Parametry charakteryzugce własnosc1 n1ehmowe (wykładmk ad1abary lub parametr 
niehn•owo:.ci), absorpcyjne (słabosygnałow y wspólczynmk absorpcJi) 1 równowagowe (gęstosć, 
równo,•agowa prędkość diw1ęku) ośrodkow mogą doznawać "skoku" na gran1cy Na gramcę, 
prostopadle do n•eJ, pada fala płas!..a Zaburzenie w osrodku pierwszym przedstawiono w postaCI 
sup~rpozycJI fah padagceJ 1 odb1te), w osrodku drug1m w posrac1 fali transmitowaneJ Na baz1e 
n1ełiniowych rownan akustyki, zakładaJąc C1ąglosć pol prędkosc1 1 CISn1en1a wyznaczono operatory 
odb1c1a i transmiSJI prędkosc1 1 ciśniema Są to operatory D1elin1owe względem poła fali padagceJ 
Stwierdzono :!e, przy pow1erzchm graniczneJ powstaJe warstwa "odb1jagco-transn11tugca" Ma ona 
decydugcv wpływ na przeb1eg i opis ZJawiska melin1owego odb1c1a 1 transm1sj1 Dochodz1 w nieJ 
do melm1owego sprzęzen1a nvrotnego fah odbnej 1 padagceJ Jest to jedna z podstawowych róznic 
m1ęd:!y zjawis!..Jem mehmowym i hn1owym gd:!le takJego sprzęzenia nie ma Jest to omawiane w 
rozdz1ale V1 Podano równan1a fah padagcej, odb1teJ 1 transmitowanej W przypadku ośrodkow 
klasyczn1e lepk1ch i w obszarach asymptotycznych (poza warstwą odbiJającą) są to równania 
Burgersa We wmoskach przeprowadzono uzupełma)ącą dyskusje otrzymanych operatorów i 
eksperymentalnego znaczen1a uzyskanych wyn1ków Podano przykład efektywnego zastosowan1a 
anal1zy przeprcwadzonej w rozdz1ale V1 w rozw1ązywaniu zagadn1eń nieliniOWeJ propagacJi w 
warunkach omawianych w tej pracy 

I.WSTĘP 

ZagaJmenie odb1c1a i transmiSJI zaburzen1a fałowego Jest jednym :! podstawowych 
problemow tecrn propagacJi w ośrodkach mejednorodnych Nawet w liniowym op1sie, poza 
Lnanymi klasycznymi rozw1ązaniami, zagadnienia jak1e tu spotykamy są trudne a ich literatura 
obszc:rna [l J Przec1wme, w zakresie nieliniowego op1su zjawiska, literatura akustyczna JeSt 
nit:z"ykle uboga Na uwagę zdamem autora zasługują teoretyczne prace przedstawione w [2]1 (3) 
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oraz ek~perymentalne (4],[5] Stały s1ę one stymulaCJą do powstania teJ pracy NiemmeJ jednak 
autor n1e znaJazi w literaturze rozwiązan1a podstawowego zadama - wyznaczema zaburzeń 
odbuego 1 transmitowanego w funkcji zaburzenia o postac1 fali płaskieJ, padającego prostopadle na 
płaską gramce między dwoma ośrodkami Innymi slowami wyznaczenia Oleliniowych 
odpo\~1ednikow znanych w teoru hnio"ej wspołczynn1kow odb1c1a 1 uansmiSJI Ich postać wyn1ka 
z równan1a propagacji i ogólnych warunków ciągłosc1 pól na granu::y Odpowiedma liczba równań 1 
mew1adomych powoduje, ze wspołczynnik1 te nie mogą być przedmiotem defin1cji lub być 

konmuowane na podstaw1e uogólmeń pojęć znanych z teorii IImoweJ (np poJęcia 1mpedancji) 
ZJa"isko J..:torego. teoretycznym op1sem zaJmUJemy s1ę w teJ pracy JCSt składmk1em-cz<:sto 

podstawou,ym- w1elu technologii Na przykład w medyczneJ diagnostyce ultrasonograficznej wazne 
informacje otrzymujemy w wyn1ku detekcji odb1ć od gran1c między tkankami Często 
ro"nowagowe parametry (impedancJe) tych tJ..anek mew1ele się rózmą PowstaJe pytame- magce 
znaczeme n1c tylko w diagnostyce medyczneJ (4),[5]- w JaJ..' sposób efekty melm10we wpływają na 
egolny obraz Z)3\'1Sk odb1cia i transmiSJI. Jaki Jest 1ch udz1ał w tych zjaw1skach'' Wartosć 

parametrów niehniOWOSCJ ( Bj A)[ li) dla róznych tkanek m1ękk1ch za wierag się " przedz1ale S S

li [6] Cly ośrodki rozniące s1ę tylko tym1 parametrami są rozrózn1anc w ZJawisku odbiCia 1 w jak1 
sposób si~ to przeJawia Praca ta stanowi próbę teoretycznej odpowJedzJ na te wazne z 
praktycznego punktu widzema pytania 

11. SFO R.\I CLO\\ .-\S IE Z.\G:\ O~ I E.'\IL\ 

Zukladamy dwa rózne ośrodJ...1 z płaską granicą m1ędzy n1mi Parametl)' i funkcje matenalu"e 
charakterystyczne dla ośrodków będz1emy oznac1.ać górnym albo dolnym 1ndeksem m = 1,2 

odpo"icdnio Pon1ewaz uzywać będziemy bezwymiaro ... ego układu zm1ennych i parametrów to w 
celu normalizacji równowagowych parametrów matenałowych zakładamy hipotetyczny ośrodek 
skalugcy o ró" nowa g o" eJ gęstosci p0 i prędkośCI dzwu;ku C0 Benvym1arowa równowagowa 

gęstośc 1 prędkość dzw1ęku dane są przez 

go,..=Pom 1Po. cmO=co,.,lco. (l) 

(oczywiście moze być Po = P01 , Co = Co1) 

ZaJ..Iadamy ze, ośrodki są stratne (absorpcyjne) i nieliniowe względem zaburzenia 
Rysunek l Przedstawia omawianą S}1uację 

m= l 

. 
X~ Xb 

x~ x r =O 

Rys. l Fale <ll- -pad ag~ a. <D -odbita 1 <1>, -transmitowana 

przez granice m ~dzy osrodkam1 m - 1 1 m= 2, 

znajdującą s1ę \' punkcJe x = x HT =O 

Znaczenie płaszczyzny x = xb wyjaśnu s1ę w następnym rozdL1ale 
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Zaburzenie w pierwszym ośrodku JeSt op1sywane przez potencJał akustyczny <t>, Część )ego encrg11 

przedostajt: się przez gran1ce w punkcie x = O, wzbudzagc zaburzeme <t>2 Zastosowano 

następujące reprezentaCJe zaburzen w składnil--u m = l 1 m = Z 

<D1(x.r) =<D' (t-~ .x)+<t>-(t+ ~t>-.x), (2) 

<t>~(x,t) =<l>:(t- C: x) . {3) 

Gdz1e <t>' +<t> , mterpretu)t:my jako superpozycJe fa h padagccJ 1 odbiteJ od granicy Pon1ewaz, z 
deiiniCJi v - V'<l>. pole prędkosc1 v Jest limowe względem potencJału to następujące rozkłady 

prędkOŚCI 

(4) 

{5) 

odpO"IadaJ.I rozl..ładom (:) 1 (.)). e- "ersor OSI ~ Analog1czme, zastosowano następugce rozkłady 
CiSiliCOla akustycznego 

J:(.x,t) =P+ (t- <fo ,.x) +p-(t+ <fo ,-.x), 

~(.x,t) =~(t- ~o ,x) 

(6) 

(7) 

Sc1śle mówiąc, :zv.iązck między ciśn1emem akustycznym i potencjałem wyn1ka z definicji v- 'V<!> 
i z ogólnych równa n ośrodka ciągłego, 1 nie Jest liniowy 

(8) 

Aczkolwiek, P. : -p.c,JeSt bardzo dobrym przybhzemem pełnej nieliniOwej operaqi P( ] W 

DODATKU A podaJemy uzasadmeme tego przyblizen1a N1emn1eJ Jednak chcemy podkreślić ze 
postać P( ·] nie ma większego wpływu na nasze podstawowe rozwazania 

Po pierwsze chcemy wyznaczyć zw1ązki między v', v- , v2 i p•,r ,f>, na granicy w x=~r=<> 

lnnym1 słowami chcemy znależe warunki gramczne dla v , v 2 1 P , ?2 na pow1erzchn1 m1ędzy 

dwoma nieluliowymi 1 stratnymi ośrodkami Problem będz1e rozw1ązany JCSh znajdz1emy funkcJe 
{operatory) R, T tak1e ze, 

{9) 

{lO) 
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Gdz1e RJ, ·], T.(.,.). operatory odbic1a i przejścia oa granicy, Ogól me o. oznacza operacje 

charakterystyczną dla operatora W praw1e wszystkich i przez nas rozwazanych przypadkach 
o=®- splot (w dz1edztme czasu lub częstotliwości Fouriera), 1ednak czasem v. szczegolnych 
sytuaCJ3Ch o=· - z,.vykle rnnozenie, {m}-oznacza zb1ór parametróv. matenałov.ych które, 
charakteryzują składniki 

Po drugie poszukujemy układu równań op1sującego ewolucje <D., <D 1 <l>1 

W ltn1owym opts1e jest to " klasyczny" problem odbu:ia 1 transmiSJI fah płaskleJ W dz1ed7.m1e 
częstothwośct Fouriera 

v· = Rj{m}]o v· =~[{m}] v· ( 13) 

( 14) 

R[{m}l i({m}]- współczynniki odbicia i transmiSJi 

II I. RÓW :-.1. \ NL\ PODSTAWOWE 

Za buę op1su przyJmujemy równame (~4) przeds1av.-1one w pracy [7) Rov.nam~ to OpiSUJe 
zaburzenia akustyczne o skonczoneJ ampl1tudz1e v. ośrodkach stratnych W kan.:zJanskl m układzie 
współrzędnych 1 dla zaburzeń jednowymiarowych w m-t) m ośrodku przyJmUJe ono postać 

(l S) 

q.,=q(y.,+1).'2c!0 =qf3./c!0 • m =l,2 ( 16) 

Gdz1e r ~- wykladn1k ad1abaty albo r., =(B/ A)., +l, (BjA)M oznacza parametr n 1 eliniowośc1 

[ 11), q- współczynnik nieliniowości (akustyczna liczba Macha). 0((')
1
)- wielkość mała rzędu l 

A ., - operator absorpcji typu splotowego W teJ pracy stosuje s 1 ę Jego reprezentacje w dz1edzinie 

czasu, to znaczy 
~ = A(t)® <ll(x, t ), 

A( t)= r 1 (a( w)]. 

( 17) 

(18) 

gdz1c a( w)- słabosygnałowy współczynnik absorpcji (wanosć v. las na A, odpov. iadająca 

zaburzen1u o postaci funkcJi własnej, fu nkcJI Faunera o częstotl1v.osc1 w). ł [· ] - transformaCJa 

Fouriera Dla absorpcj i klasycznej (w m-tym ośrodku) a(w}- a;w2
, a~- bezw)m1arowa 

hybrydowa lepkosć, A . = -a; a. +O( u( q+ a)) Szczegóły normalizacJI, okreskn1e a opis 

równam a (l S) ' operatora absorpcJi A patrz (7) 
WprO\\Jdzamy 

(19) 
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{20) 

Chcemy zaznaczyć. ze taJ.. ze następujący układ argumemow moze byc zastosowany w <t>•, <l>, <!>2 

• x-xb 1 x-xb 
r (t,X)'-1- c;. - =t- -l'!.-- (::!l) 

-( ) r x r t.r: =t-;- =t+c 
'10 10 

x50 (22) 

r,(t,x) =t- -J-• '-zo x~O (23) 

Gdz1e r:b -zadana wa11osc, lub wspołrzędna płaszczyzny (punktu) patrz Rys 1, w któreJ dany Jest 

przeb1eg czasowy <l>' lub <l>' pozostawia siad czasowy, <D·(r.(t,x),xt=xb =<D;(t) Argumenty o 

postaci (21 )-(23) są ja\,nJe retardowane w czasie i bardziej odpowiedme dla bardLJej złozonego 

problemu- problem brzegowy dla <1>1 w punkcJe x = xb z propagacJą do odbiJ3jąCeJ 1 transmitUjąCeJ 

poWierzchm x=.~r=O ) N1emn1ej Jednak obie postacie argumentów dają w naszym z.agadmemu te 
same wymk1 Poszukujemy rozw•ązama równania (l 5) o postaci (2) w ośrodku m= ł 1 o postac1 (3) 

w osrodku m - 2 Po podstaw1emu (J) <D2 = <D,(t - ~u ,x) =<D,( r,, x) do (1 S) otrzymuJemy 

c~J a <t>,(r,,x)- ~o a,a,
1 

<D,(r,,x)]= 1\A:<.l>2 (r2 ,x)+ą:or2 (l\ c.D2( r2,x)f. 

(o, -orz )c.Dz =0 

(24) 

(25) 

Gdz1e rozniczkowan1e względem x dotyczy teraz tylko drug1ego argumentu Formalm e pełna 

transformacJa zmiennych law1erala by transformacje x--+<; =x Jednak, by n1e kreować nadm1ernie 
nowych symboli pozostaJemy przy starych -stąd tez powyzsza uwaga 

Funkcje ~2(/,x) =(l +.y G.:ohtanowJą parę charakterystyk operatora d'Alamberta r:J ~2,.o8 ... -a" 
Na charakterystykach rozw1ązan1a et>( t+ x, C ..o) równan1a O <D= O są stale F1zycznie oznacz.a to 

wzajemną kompensacJę szybk1ch zm1an przestrzennych z.aburzeń (w skali Ao = 2Jr'k0 ) z czasowymi 

(w skali ~s '2-r/(4!. ut =c.,):") We współrzędnych charakterystycznych o, (<D( r' 2 
)) = 0 W 

rozw•ązamach równania zaburzonego człooam1 absorpcyjnymi lub nielinJOwymJ G..ą+d) wystąpi 

:zalezność od dodatkowej współrzędnej (w naszym przypadku- x) o charakterystycznej skal1 

zmiennoŚCI przestrzennej A..,_q E:mtn~a.~q) z (24) wynika a.(a,<t>z.ar, <Dz)a:!Ąq+a) Stąd 

o.,<D2 ocO((ą+a) 2 ) Wykazano to w DODATKU B Wyrazy tego rzędu zoStały JUZ pominięte w 
(15) POmiJamy Je takzew (24) Mamy 

ć\o,c.t> 2 ( r l• x) =- f-o,Alc.t> 2 ( r l ,x)- 2~~ a, (o,<t> 2 ( r 2 ,x)Y a~ =o, (26a) 
20 !O 

ZakładająC zerov.c warunk1 początkowe w odpowiedmo duzym otoczeniu X=.lRr=O 1 cał!..--ugc (26a) 
względem czasu, otrzymuJ~my 

o,c.D2(r2,x)=--d;AzOr
2

C!)2(r2,x)-icz (or
2
<t>z{r2,x)f. ar__ =o,, 

20 -, 
(26b) 
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gdzie 71 M • J ri ~ , 

r' A a ct>dt =A et>= A a, et> Jo "" 1 m m 

A,.a,ct> = A,.(t)®(o,ct>), A",(t) =l A.,(t')dt' 

F[ A..]= a"'(w). F[.A..] = a(w) =a( w)/( -IW) 

Dla klasycznie absorbującego ośrodka A"' = -a; a l 
StOsując poprzednio op1sane operacje do et>, = et>• +et>-, otrzymuJemy 

c::?> 

(28) 

(::9) 

(3 l) 

Zwraca s1ę uwagę ze, superpozycp et>· +et>- = ct>1, staJe s1ę tu lm lO" i\ superpolVCJil. et>" 1 <!>., 

tylko v.tcdy gdy za łozy my l } q =O (powyzsze równania stają su: linsowc- hnsow y opis osrodka) 1 

2) funkcject>"sct>-. kuda oddz1elnse, spełnsag to samo równanse hn1owe ((15) lub z n1ego 
wynikagce po podstawieniu <I>' albo <!l ) Wymk1 odpowiadagce zalozen1u l ) otrzymuJe s1ę w teJ 
pracy jako przypadek szczególny Ponad1o część z 01ch uzyskać mozna bt:z załozensa 2) 
Równania (:Z6) 1 (30) są równowazne (\S) (z dokładnością do wyrazów C(a(q"-a)}) odpowsedmo w 

ośrodku m - 2 i m= l To znaczy jeśls ct>2 spt:lnsa (26a) a <D" i <D spclnJają (30a) 10 

<11 =et>· +<IY s ct> 2 spelmag (l S) Przy zerowych warunkach początkow-ych dla potencJałów 1 1ch 
p1erwszych pochodnych względem czasu równania (26a) s (30a) są równowaznt: (26b) i (JOb) 

Natomsast Jeśls funkcJe ct>1 , et>', et>-, spelnsag (26b) s (30b) 10 spt:łnsag takze (:Z6a) 1 (30a) 
Równanie (30b} mozna interpretować jako całkę względem czasu dwóch nieJsnsowo sprzęzonych 
uogółnsonych (z uwag1 na wyraz absorpcyjny) równań Burgersa [l l].[ 12 J (coupled equalson-

równanie "pary" ( <D + s <D -)) Dla załozonych postaci rozwiązań et>·. <l> , <l> 2 , odpowiednse 
ciśniensaakustyczne i prędkości przyjmują postać, 

r =-go,a,<I>· =-go,ar<I>' 

p- =-go,a,<I>- =-go,0r-<D • 

~ = -gup, <.])~ = -g,J:(\ <1>2. 

(32) 

(33) 

(34) 

Jak łatwo zauwazyć razwiązansa równań (26a)i (30a) mogą byc wyruone a pomocą C1snicn, 
podobn1e Jak rozwsązansa równania ( 15) 
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v· =-j_ćJ <D. +o <D. =-j_ćJ .<D• +o <D• = ': +ox<D·. (3'i) 
c10 t r c10 r x "'•JI 

V-= _ci 01<D +Ox<D = _ci Or <D +ćJx<D- =-4- +O,<D (36) 
10 10 -ol ' 

p 
Y z =-f-a, <Dl+ ax<D2 = __ ci ar <D2 +a x<D' ..;.>-+a ,et>, (37) 

20 202 .. ""'01 ... 

Gdz1e =o~ =g u., C..,, · 1mpedancje równowagov.e 
Z (35)-(37) otrzymujemy 

p• = z
01

(v· -a, <I>•) 

p- =-:
01

(v--a.<I>-) 

~ = =o2(vz-a,ct>,) 

(38) 

(39) 

(40) 

Funkcje a,<D· .a. <I>- .8,ct>z odrózmag ZWią.tkl "lmpedancyjne" (38)-(40) ośrodka stratnego lub 

nu:!l1n1owego od ZWiązkow impedancyjnych 1dealnego asrodka 11mowego 

1\. RÓ\\ ~.-\:-11.\ l \\ \Rl~KI CIĄCLOŚCI 

W tym 1 następnym rozdz1ale wszystkie funkcje 1 ZW1ązk1 rozpatruJe się na graniC) m1ędzy 
ośrodkami m ~ l 1 m - 2 Na teJ pow1erzchn1 w punkcle x = '(Rr =O v.s1ystk1e funi-;CJe 1 zw1ązk1 

zalezą tylko od czasu t , i w szczególności a, =ar- =or- =o~ Zacho""uJemy takze poprzedn1 

układ oznaczen 
PrzyJmUJemy warunki ciągłości v. konwencjonalnej postaci, to jest 

( 41) 

(42) 

Na podstaw1e AP mozem> zastosować w (41) rozklady (6)-(7) Następn1e stosujemy (38)-(40) w 

celu redukCJI P,P.~ z ( 41) Do ( 42) podstawiamy rozklady (4)-(5) Po op1sanych operaCJaCh ( 41 -
42) uzyskują postać 

.:01 ((v" -v-)-8,(<D' -<l> ))=.:
0
,(v

2
-8,<I>2), (43} 

(44) 

Potrzebnc wyr<~.ty c,(<D• -<D ), o}D2 otrzymuJemy z (26b) 1 (30) v. drodz.: przt:JŚCia granicznego 

( s ~ \ 
X -t XRT• XRT ).X= XRT 
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Na baz1e (38)-( 40) 1 z tą samą dokładnością mamy 

(a,<I>·-a,<t>-)=;1
1 

{v+ -v-)- ą1f0 (v·-v- } +C\:(ą + a)2 ), 

a,<D2 =Al v 2 - q2220 v/ + O((q + a)2) 

Podstawiagc (47),(48) do (43) i wykorzystując (44) otrzymujemy 

[~ +~ +w·v·]v- = [z,-~ +!u·v·jv-+i u (v-)2 

Gdz1e z .. z 2 - operatory liniowej impedancji 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

W ogólności (49) (z powodu absorpcji) moze być rózmczkowo-calkowym mehniowym równamem 
w dz•edzm1e czasu, albo me lin10wym równan1em splotow)m w dz1edz•n•e częstothwośc• Fouriera 
(po transformacji Fouriera (49)) Najprostszy przypadek uwzględniający j ednak absorpcje 

otrzymujemy zakładając absorpcje klasyczną A m= -a; a, dla obu osrodkow Wtedy (49) jest 

równaniem R1ccatiego 

V. OPERATORY ODBICIA I T RANSMISJI 

Abstrakcyjne (symboliczne) rozwiązanie (49) może być przedstawione następująco 

(53) 

(54) 

Gdz1e W = w[{m}, v· JR0 = R0 [{m}, v• ]- operatory niehniowe względem v·. 

(55) 
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(56) 

Znak + przed p1erw1astloem kwadratowym w (54) został pom1męty JakO dagcy egzotyczne 
rozw1ąza111e, ktore n1e pos1ada znaneJ limowe1 postac1 asymptotyczneJ (gdyą., 40) Poniewaz 

w s o(q) to pierwlastek kwadratowy v. formule (54) moze być przedstawlony w postac1 szeregu 
potęgowego, otrzymuJemy za1em 

Rj{m},v·]=[l+w o(R0 v·)·+ ]R0 

r_[{m}. v• ]=l +R.[{m}. v·] 

(57) 

(58) 

Rozw1męc1e (57) mozemy takze otrzymać w wyn1ku zastosowama do (49) metody kolejnych 
prz~bhzen Metoda 1 przykład faktoryzac11 operatorów w!-], Ro[·] przedstawiono w DODATKU C 

Zakładając meobecnosć absorpCJI (lub 1e1 małosć) otrzymujemy prosty przypadek faktoryzaCJI 
Wted> w[] 1 R0 [] faktoryrug s1ę JakO zwykłe funh.qe a formuł\ (54).(57) dag rozwiązania 
fal..tvczne o=· w dz1edzln1e czasu \\ tym przybhzemu wpłvw nu!~1ągłosc1 parametró'~ absorpcji 
na zaburzen1e ·absorpcyJne odb1c1e i transm1sja, Jest pOmiJany Efekt ten O(a) Jest 0p1sywany w 

łin1oweJ teon1 Takze pomiJany JeSt kombmowany efda drug1ego rzędu O(qa) Efekty tego rzędu 
n1e są przedsta\\ 1ane Jaw me w teJ pracy od samego początku W tak 1m raz1e przybhzen1e to skupia 
s1ę na efektach tylko O(! +q), w szczególności na niełlniowych. generowanych przez przestrzenną 
niec1ągłosc parametrów równowagowych lub mehn1owych Zastosowame opisanego przybl1zema 
znacznic upraszcza analizę, m1mo to uzyskiwane tą drogą wn10Sk1 w całoSc1 lub znacznym stopniu 
zachowują ogólne znaczeme 

Z (55)-(58), pod warunkami Zm = Z0m, Otrzymujemy 

v· (r)= l+ l"\-ol oz 1. z v·(r)+ ~[ l- 1~ -z + 1 uv•(t)) 

{z01 + z02 + wv (t)) J 
Z01 -z02 + iuv·(r)]· 

. · • v (r) 
z0 , + z02 + wv (r) 

(59) 

(60) 

(61} 

Powyzsze wzory przepisujemy w postaci 

(62) 
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(63) 

T.= l+R,. , 

W celu wyznaczenia operatorów (współczynników), 

zakładamy, ze 

TP - transmisji dla ciśniema 

a) 

r=R r 
p ' 

Rp= Rp - rpr =-{R., +rpr ), 

T =l+R =T -r r =T 3>2 -r r 
p p p p V "1)J p 

b) zasada zachowania energ1i na powierzchni graniczneJ w t=-trR=O JeSt spełruona w postaCI 

gdz1e 1· , I , I2 -wektory gęstoŚCI prądu energii (7] 

1-=-if· =rv· =er v· 
= eRpPr v• =-{R.,+ r. v• XR.. + rpr )I· , 

Wiel kości zdefiniowane powyzej spełniają (69) pod następującym warunkiem 

(v· r. -rrP)=O +C\ąJ) 

(64) 

(65) 

(66) 

(67) 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 

Wrócimy do tego równania póżmej Teraz chcemy zaznaczyć ze, z równań c1ągłości (41 ). (42) 
wyn1ka bardzleJ ogólna ni z (69) postać prawa zachowania gęstości prądu energ1i, to znaczy 

(74) 

(7S) 

Oznacza to ze, rozkład Tl = T· + r- aczkolwiek wydający się być naturałn) m, Olemniej jednak 
zachodzi pod warunluem 
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(76) 

J ez~ll załozymy (76) to warunek ("3) będ71~ spełn1ony Jest to w1docwe po zastąp1 en1u P 1 v 
prz~z prav.e strony (6:!) 1 (64) Jednak (76) ma bardc1eJ podstawowe znaczeme, co pokazuJemy 
ni Z~) 

Zastępując p-, v w (76) przez prawe strony relacji (62) i (64), i wykorzystując związek 
Jmr~dancyJDY (38) lub (3 S), otrzymujemy 

(77) 

lub 

(78) 

Zakładamy 

(79) 

W tym W) pad ku z (77-78) otrzymujemy zw1ązki przem1ennośc1 

(80) 

Z CnJgiCJ Strony - zastępująC p , f" (lub V , v') V. (76) przez związki 1mpedancyjne (38-39), 

stosując (62) (lub (64)}, a następnie (80), otrzymuJemy 

(81) 

lub 

(82) 

Oczywiści~ wzory te mogą byc otrzymane takze z (77-78) 
Wy,ro\yadzone v. yzej zaleznosct v. szczególności daJą (73) Ponadto, z (81-82) wyn1ka wazny 

wniJsek- wielkość a,<I>· "odbiJa" su: tak Jak prędkość lub ciśmenie Równania (81-82) pozwalają 

na cekonanie separaCJI (podz1ału) równama coupletu (45} lub (47) Po podstawieniu prawych stron 
(64 1 (82) do (45) otrLymujemy 

o, <D·= T;'(~ 1 A1TPP-~~(TPr r) + Q:(ą+a)2 ) (83) 

ledrak konsekwemme. w naszym rzędz1e aproksymacji mozemy zastąpić w (83) T, przez T,, 

(8-1} 

1 w Jpisanym wyzej przyblizen1u (A~ =0) 
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(85) 

NiemnieJ Jednak, jezeh mamy operator odb1cia prędkosc1 RJ v•] a chcemy wyznaczyć operator 

odbiCia CIŚnienia Rp jako funkcje tylko r [()StOSUjąC (79) l (35) otrzymujemy 

R [· r]= _p[·· e:-·+o <!)·] p , -1 'v ' ~~ X ' (86) 

gdztc 8z<l)• JeSt dane przez (83) W naszym przypadku związek ten redukuje się do (73), stosując 
(85), otrzymujemy 

(87) 

W naszym rzędz1e aproksymacji R.[. v·) , r, jest stałą względem v· i Jest O( q) By pozostać 
konsekwentnymi, musimy pominąć drugi wyraz w wewnętrznych nawiasach, w takim razie 

(88) 

(89) 

(90) 

W dz1edz1me częstotliwości Fouriera 

(92) 

W celu uwzględn1enia absorpcji następujący wyraz 

(93) 

powimen byc dodany do prawej strony (91) 
Dotychczasowe wyniki - równania (49),(60),(91)· pokazu;ą ze. w op1s1e hnowym z absorpCją 
q= O, a;ćO, warunek liniowej superpozycji (2) strona 8) n1e jest konieczny do uzyskan1a R.[·] 
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AnalOgicznie, w op1s1e melmiowymą ;e O, nie JCSI konieczna znaJomość oddz1elnych ró11.nan dla 

<D • 1 <D by uzyskać RJ·. V+] 

VI. SEP-\R.-\CJ..\ RÓ\\NA:'IlA PROI'AGACJ I (SEPAR-\CJ A COt:PLETU). 

V.yprov.adzli1smy operatory odb1c1a i transmiSJI dla pow1erzchn1 gran1czneJ m1ędzy dwoma 
asrodkami Jest to podstawowe zagadmeme, memmeJ Jednak jego rozw1ązan1e oie zamyka 
problemu op"u ZJaw 1ska odb1cia i transmiSJI w warunkach melinsoweJ propagacji (w 
przeciwienst\\le do bn1ov.ego opisu) Rysunek 2 przedstawia czasoprzestrzenny diagram 
odpowiadaJący Rysunkowi l Ponvala on dokladmeJ obJasmć przeb1eg ZJaw1sl.a 1 pojęcit: -
n1clsn10we odb1C1e 1 transmisJa 

r+ 

~- d__.. ~d/1 .... 
: l xrx· l 

R)s.2. Czasoprzestrzenny d1agram odbscia 1 transmiSJI 
"+"-wstęga padagca,"-" -wstęga obita,"2"-wstęga 
transmiSji d -długość przestrzenna 1mpulsu, 
d/2-grubosc przygranicznej warstwy odbiJająCeJ 

Zgodnie z wcześniejSZymi ustaleniami (ROZDZIAŁ III) punkt xb JeSt punktem warunJ.;u 

brzegO\•ego (punktem wzbudzenia) dla 1mpulsu padającego lub punktem w którym impuls ten 

pozostai'Ja siad czasowy o czas1e trwan1a TT, (pomijamy wpływ rozmyć dyfuzyjnych na Tr, 
pO\\ stających w trakcle propagacJi 1 wynikających z absorpcj1) Impuls ma w1ęc długość 

d : T1 c10 Wstęgi "+", " -" 1 "2" składają się z linii "świata" odpowiednio impulsu padagcego, 

odbJtegJ i transmitowanego Trójkątny obszar czasu i przestrzeni jest obszarem oddziaływania 
odbsteJ części impulsu z częśc1 ą 1mpulsu padagcego W równaniu kupletu (30) lub (45) 
stosov.onym poprzedniO tylko na gran1cy x=xRr=O, a które przepiSUJemy ponizej jako 

obow1ąwjące w calym obszarze t ~XRr =0, 

oddziałtwanie to op1sywane jest wyrazem proporcjonalnym do P"(t Go ,x).P' (t+ ~to .--x) V. 

hmow)m optSIC w obszarze tym powstaJe jedynie liniowa superpozycja zaburzen W optste 
ntelinicwym dochodzi do specyficznego sprzęzenia zwrotnego, w k'1orym odbtta część 1mpulsu 
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moze zmteniać amplitudę impulsu padającego- to Lllaczy zmieniać wartość amplitudy zaburzeń 
składowych w warunkach granicznych Z tego punktu wtdzcnia, to cała warstwa przygramczna o 
zmtennej w czaste gruboset (maksymalneJ d/2) odbtja i transmituJe impuls padający 

W zwtązku z powyzszym powstaJe pytanteJak obliczyć <!>" v. szczególnośct na granicy, oraz 

<1>- dla r < -.:Rr =O • jak te równania rządzą ewolucją tych pol ? Zauwazmy ze. okresleme 
operatoró"' odbtcta i transmtSJI dla predkośct nie nakłada zadnych dodatkowych warunków na 
równanie (30) lub jego gramczne wartości (45),(47) Oznacza to ze, podztał (30) lub (94} na 

równama opisugce ewolucje <l>"t <1>-JeSt do pewnego stopnta dowolny Ni.:mmeJ Jednak w obszarze 

asymptotycznym, to znaczy poza warstwą przygraniczną (rp- =0}, kazde z n t ch powtnno być 

równamem Burgersa Prostą wydaJe się być sytuaqa, w któreJ zakładamy ze <!>" spełnta równante 
Burgersa w całym obszarze m = l, zaś cały opts oddztaływanta <!>. z <!> - pozostawtamy \' 

równantu na <!>-, które takze spełnia to równani t: Jednak doptero w obszarze asymptotycznym 

Analogiczną sytuację mamy pozostawiając cały wyraz 2r P" w równaniu dla<!>. Rowname (84) 
oraz równanie Jakie otrzymujemy po Odjęctu (84) od (45) mozna zaptsać w postact 

(95) 

(9bJ 

Takt podztał równania (45) na gramcy JeSt konsebvencJą przyjętego na granicy podztału prądu 
energii {69) to znaczy warunku (76) Jeslt pr.cyJmtemy układ równań o postaci (95-96) Jako 

rządzący ewolucją <!>- i cD" w całym obszarze m = l, to będzte to wybór t podmł równanta (30) 
konsystętny z przyjętymi w poprzedntch rozdziałach załozeniami t przedstawtonymt explictte 
postactamt operatorów odbtcia i transmisji ciśnienia W StOsunku do powyzeJ przedstawtonych 
innych mozbwości układ (95-96) zachowuje symetrie optsu oddztaływanta Rozwazmy ogolną 
sytuacje Mtanowicie zastosujmy ciągły względem parametru c podztał oddztaływanta a tym 
samym róv.nania (94) Mamy 

a <l> • =~A p•- ą,cto (p• + eP- \n• + 0((q + a)l l, 
x ~ot ' 2=J, T {97) 

(98) 

(ograntczemem dla e jest e q a: O( q)) Oczywiscie postać operatorów odbicta i transmiSJI prędkości 
nte zalezy od e Jednak ogólna postać operatora odbtcJa 1 transmiSJI ctsmema zalezy od, 
Wyrazając prędJ..ośct w warunku grantcznym (42) za pomocą odpowtedntch ctśnten, danych przez 

Z\~iązki tmpedancyJne (35)·(37) a następnte stosując grantczne wartosc,a,ctY,o,cD',a,~ wynikagce 

z (97). (98) 1 (<ló) otrzymujemy z dotychczas stosowaną dokładnosetą ogólną postać R~ 

R~ = {~oa :~o2 + ( :2:~=o)3 ((~~~+cli((~~: J -1))~ -~}'.(t)) + 0(/J (99) -oa -o2 -ot -o2 
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Dl d'-' ~ l otrzymujemy wzory (90) i (92), to znaczy przypadek szczegółowo dysk'l.ltowany w ttj 
pracy 1 zachowugcy symetrie opisu oddZJaływania, dla E =O 1 E - 2, p1erwszy 1 drug1 z powyzeJ 

przedstawionych Wreszc1t, dla z02 ~ z01 IStnieJe taka wartost E dla któreJ 

(99) JeSt rowny zeru rp = O, JeSt mą 

c=c =1+27(1+ ::021 (A.-1)~ 
L p ZOll-l Cz1<iJ21 ~· 

~ = =o2 c = ~<! fJ = /!z -o21 - z01 210 - C
10 

, 21 - fJ
1 

R"L = R p p 

wyraz melimowy w 

(100) 

(101) 

z powyzszego wymka ze, skalugc OpiS oddz1aływama mozemy ziJnearyzować op1s warunków 
granicznych dla Ciśnienia W tym przypadk'l.l lokalny 1 nu:hn1owy opis wpływu gran1cy na 
transmiSJe i odbicie ciśmerlla został ''przemes10ny" do wnętrza warstwy Jest to jeszcze jeden 
przykład Ilustrujący rolę warstv. y przygraniczneJ w zjawrsku me IImowego odbJcra i w Jego opJSJe 
Wyrażnie dokonuJemy tu w fizycznym obrazie ZJawrska roaoznrenia na "zJawisko samo w sob1e" 1 
Jego "op1s" Bowiem jak w1dać z powyzszego, szczegółowych op1sów moze być nieskonczeme 
w1cle Po"~tać więc moze uzasadmone wrazen1e. ze kazdemu z n1ch odpow1adag mne wanosc1 pol 
odbnvch. tran~mJtowanych 1 pola padagcego w warstw1e dla tego sarnego zaburzen1a padagcego 
na warsn•ę W szczególności, ze wraz ze zmianą E zm1an1e ulega wyrazony przez ciśntcma 
warunek gran1czny (który Jest warunkiem zaleznym) dla <ll2 (ściśle dla P2) przy niezm1emonym 
zaburlemu padagcym na warstwę To znaczy, te ··opis" Jest nieJednoznaczny 1, co naJwyzeJ istnieją 
wyrózn1one wai10Scl E takle, ze związane z nimi "opisy" odpo'.l.;ada)ą "zjawisku samemu w sobie" 
, to znaczy są zgodne na przykład z eksperymentem Pozostaw1enie zagadn1en1a równowaznośc1 
op1sów cis n i en dla roznych E teoretyczme n1e rozstrzygniętym oznaczałby medomkn1ęcie opisu 
ZJ3WISI-a, a tO m1ędzy innymi, oznacza brak op1sów prądów energ1i 

Problem nie jest banalny, bow1em nawet załot.enie IStnienia i JednoznacznoscJ rovmązań 
zagadmen brzegowych dl d wszystk1ch przedstawiOnych równaJi (w szczególnoŚCI zaleznych ode) 
automatycznie nie rozwiązuje zagadmenia równowazoości opisów Przypominamy bowiem ze, 
mamy trzy "mody" z których tylko jeden- padający jest "sztywno utwierdzony" warunkiem 
brzegow)m w x. w obszarze asymptotycznym Powstałe dwa spełniają zalezny warunek 

brzegowo· graniczny w xRr 

Nalezy wykazać, że wartość r +p- oie zalezy od E Co w szczególności dla x = xRT oznaczać 
będz1e, ze nie ma dodatkowego nieliniowego efektu zaleznego od e tak1ego, że choć warunek 

gran1czny P' +P' =~ jest zawsze spełn1ony to na 1nnych · zaleznych od E· poz1omach amplitud 

Tak więc, P2 tez n1e zalezy od E m1mo tego, ze gran1czny zw1ązek p· 1 p· wyrazaJąCy s1ę przez 

R~ zalezy Jawnie od E Nalezy tez zaznaczy, ze prędkości v ·, v · ze względu na (97),(98) takze 

zalezą od t'. Jednak na gran1cy v.•iązek między mmi nie zawiera dodatkowego członu jawnie 
za lezącego od E i w tym sensie Jest jawnie mezm1enmczy ze względu na skalowa me oddziaływania 
w warstv. 1e odbiJająceJ 

ZaJ..ładagc istnieme 1 Jednoznaczność rozw1ązań zagadmen brzegowych dla stosowanych w 
tCJ pracy ro"nan rózniczkowych, w szczególnosci dla równama (15) 1 równan (97) i (98) (oraz 
odpow1ada;ących 1m równań wyrazonych przez prędkości) mozna pokazać co następuJe 
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Jezeli przy dowolnym zadanym E <D• t <D- sąjedynymt rozwtązaniamt układu równań 

gdz1e <D. spełn1a warunek brzegowy w x = x6 

~h'=' ~xxr-~fc.,.,. (patrz Rys.2). ma.x~)sc;,,L,=c;Jl ·"-q(l-1) },J c1( r.t) dane JeSt przez A 14 

<t> 1 <t>: spełmag warunek gran1czny w r = rR, 

p-= R~p· = R~P·(r.(x11r .l).x11r) 

~ =(r +r) = T;r =(1-RJv·. 

~ l O~) 

(104) 

(lOS) 

(IOó) 

(107) 

to l ) funkcje <l>., <D- 1 <1>2 spełniają równam e (94) i ( 104) od powJedniO dla r6 S x SXRr i x ~ rHr, 

a wtęc spełni ag takze równania (26a) i (30a) Co z kole1 omacza, ze 

( 108) 

jest rozwiązaniem równania ( 15) (z dokładnosetą q(q+a)1
) przyJmUJącym na brzegu wanośc 

2) dla O S t < oo <1>1 =<D. +<D-t <1> 2 oraz~ =p-+ p-1 ~ n1e zalezą od c 
3) dla zaburzeń brzegowych nie spełniających podkreslanego w (lOS) warunku a wiec o.::zasie 

tmania TTr > T66 tezę 2) wykazano tylko dla O $1 < T66 (w tym przypadku powierzchma wtrunku 

brzegowego w x = x6 ma częśc wspólną z warstwą odbiJającą· obszarem oddz1aływama) 

<t>;(t) jest niejawnym (poszukiwanym) składntktem warunku brzegowego W naszym zagaduen1u 

Interpretujemy go jako "ślad czasowy" Jak1 pozostawia w x = x6 zaburzenie odbtte Składuk ten 

mus1 być formalnie uwzględniony w matematyczme poprawnym sformułowamu zagactuema 
brzegowego, Jeśli problem analizowany jest dla O S 1 < oo Wunym uzupełn1emem tezy :) Jest 

przypadek szczególny ::01 = ::02 Zachodzi wtedy tylko melin1owe odb1C1e (przy dodatlvwym 

załozeniu c10 = c20 -"czysto nie liniowe" nazwane tak w dalszej częsci tej pracy) Wtedy optratory 

odb1cia i transmisji ciśnienia nie zalezą od E (przy przyjętej dokładnoset przedstawianil tych 
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operatorowi) pomimo tego że, rewnam a na p•, p- (otrzymywane w wyniku obhczema a, obu 

stron rownan (97) 1 (98)) zalezą od c Ponadto dla kazdcgo c (w sens te cq oc O(q)) mag one 

postać Jak dla F.= l Jest to me7\vyk l.: szczęśhwy przypadek komunJ..CJi Bowiem, w tym co 
charakterystyczne dla zJawiska n1ehmo~ 1 co stało s1ę przyczyną teJ dyskusji, z jedneJ strony 
mamy postać operatora nie zw1ązaną z "op1sem" oddz1aływania w warstwie. z drugiej zaś Jest to 
pastac odpowiadagca szcz.:gółowo przedstawionemu prz)padkowJ symetni oddzJalyv.anta i 
podz1ału prądów energ11 to znaczy c= l NiemmeJ jedna!- nałezy jeszcze raz podkreśl !C JeSt on 
charakterystyczny dla przyJęteJ dokładności przedstawlani postac1 operatorów odbtc1a 1 transmiSJi 
cismema (zgodneJ z ogól me przyjętą w teJ pracy) 

VU. DYSKUSJA l W:-IIOSKI 

Wyznaczone operatory odb1c1a 1 transmiSJi dla cismenia 1 prędkosc1 zachowuJą v.łasnośc1 

asymptotyczne operatorów llnwwych przy <=ot•Zu2) ~(Dor <>O) (w przypadku R; l l r;l takze 

dla : 01 ~O Jesll c10 "'O') TransmiSJa energii do asrodka m= 2 zamka zawsze gdy :021 ~o lub x: 

Zauwazmy Le brak rozn1cy 011edzy n1ehmowymi parametrami ośrodków ( /], = /J:) nie JeSt 
wystarczającym warunkiem zntbnJa ntehmov.ej (kwadrato,,ej) względem falt padagceJ. 
sUadowej falt odbl!eJ Warunl\lem t}m JCSt 

(l lO) 
Jednak wtedy 

(li l) 

co przy /31 "'/)2 oznacza, ze mimo lmiowej zalezności m1edzy zaburzeniem odb1tym i padagcym, 
zjawisko oddziaływanta z powJerzchn1ą IStotnej meciągłości nadal zachowuJe nieliniowy charakter 
Raznica m1edzy ośrodkan11 zn1ka wtedy. gdy spełmony JCSt wanmek (l lO) i Z01 = z02 Wtedy takze 

Ro =0 1 f\.=O=RP śc1śle w dowolnym rzędz1e (gdy //1 =//2) Z powyzszego wymka, ze w 

warunkach mehnlowej propagacji podstawowy nieliniowy efekt odbtcia i transmisji załezy w takJm 
samym stopniu od wszystkiCh parametrów ośrodków, zarówno równowagowych 
(słabosygnałowych) jak 1 charakteryzujących nieliniowe własności ośrodków (nieliniowość równań 
stanu) VIazna się jednak umówić ze, illilil nielimowe odbtcie i transmisja zachodz1 wtedy, gdy 
tylko fJ ~ /)2 Dla tego przypadku otrzymujemy 

p-(t) =--q-(JJ, -/31)?'(1)2 + 0(/) 
4:o,c,o • 

( 112) 

v-(1) =:. (/J,-fJJv·(r)~ + O(ą\ 
lO 

(113) 

( 114) 
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(l l 5) 

Ogól me (z uwzględmeniem uwagr po (III)) zaburzenie odbrte (lub transmrtowane) mo ze m~ 
przedstaw re w postacr 

gdzie, 

v; (l)= R" v• (t), 

v~L(t)=r, v•(t)·v·(t). 

P(_(t) = RPP'(t). 

?;~.(t)= -r/r (t)- ?'(t). 

( 116) 

( 117) 

( 118) 

a indeks L wyróznia składową hnrową względem zaburzema. a nie lrnrową ze względu na oprs 
zjawiska W dzredzrnie częstothwośct Fouriera 

v~(w) =R., v'(w), fr((JJ) = R/''(cu). (li C)) 

V.~L ((JJ):. r, y" ((JJ) @v• (ru), fo;L ( (JJ) 'i:. -ri' ((JJ) '»p· ((JJ) ( 120) 

Z u n skanvch przez nas wynrkow w szczególnoser ~e w zon),~ (l :20) wynrk,t, ze odbrcrę_!.,tJilll~ITIL'iJ.3 
w wanąl_ka~łl nrduuoweJ_QIQpagacn..J.~~V.i&l"-111 nrdokalnw w _dz1ędztnrę_ czę,gothwosct Na 
odbrcre i trartsmtsje kazdeJ ze składowych Founerowskrch fali padającej maJa wpływ wszvstku: 
pozostałe -co wymka z własności aulOsplotu W rueilnrowym op1s1e oddz1aływania z pow1erzchn1ą 
niecrągłosct odbtcre 1 transm1sja pojedynczeJ składowej Fourierowskrej nie jest ZJawlsktem 
niezałeznym od pozostałych składowych widma 

W sytuaCJI. gdy fala padającą wytwarzana jest przez impulsowy nadaJnik o częstotłtwośc1 

nośneJ w,., w pobl1zu powrerzchnt n1ectągłoscr, to nawet przy stosunkowo duzych wartości.1ch 

q widmo fałt padająCeJ (v•((JJ),P'((JJ)) będz1e wyrainre zarysowanym pojedynczym prą;-krem 

nadal skupionym wokół w .. Jak wynrka z (119)-(120) w widnm: fałt odbtteJ (lub przechod;ąceJ) 

oprocz prązka o tej sameJ częstotliwości centralneJ pojawi Stę wyrainte odseparowany (przy 

odpowtcdntej długoser rmpulsu) dodatkowy prązck, odpowiadający (v~1 , P,.,L) skuptony \\O koł 

2w,. Jest to jednak sytuacja raczeJ wyjątkowa Ogólnre wrdrna v· ,P' zaburzcm,t decterającego d0 

powierzchni odbrJaJąccj są juz widmarni złozonymi, mchmowo propagującego zabur:zema Poza 

htpotetycznymi sytuaqamJ 1 sytuacją wyzej opisaną wrdma (v,v1 , Pw) m osą znaczme mlltCJSL3 

energie ntz (v L, pL· }(nawet w sytuacjt z01 <= z01 ) 1 są przez n te praktycznie nakrywane (w dol n) rn 

zakresie wrdma) Stąd tez praktyczne znaczente skłJdowych (v 'L• P.~L) w anahztc rózmc mtędzy 

składntkami ośrod!...a (n p wyznaczanie fJ Jednego ze składrukow, gdy znane są pozostałe 

parametry) załezy od zastOsowania specjalnych techmk wz.budzama 1 dcte!...CJI zaburzen odbltvch 
(lub transrnttowanych) W tvm komeJ..sc1e z•,racamy uwagę ze 1.1111ana znaku v· ,P' nie pll\\.oduJe 

znuany znaku (v.~L P •• 1 ) Przykłady liczbowego porównan1a (v,w .. P,.dL(vL,PL ). n13J-l..:<:go 

decydujące znaczente dla standardo,~ych technikach detekCJI stosowanych w ultrasonograli 
medyczneJ, podano w Dodatku D 

Osobliwoścrą i rnteresującą cechą :z:jawrs!...a nietintowego odbrcia i transnliSjt jest to, ze w 

punkcJe rstotneJ rllectągłosct, to znaczy na rozmaitosci zero wyn11arowcJ powstaJe efekt skończoneJ 
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nielimowej zm1any cisn1en1a (prędkosci)' Jest on tego samego rzędu co o i ellmowa zm1ana 
ciśmen1a wynikagca z mehn1oweJ propagacJI zaburzen1a na skoriczonym odc1nku & (to znaczy na 
Jednowymiaro"eJ rozma1tosci o meuroweJ mierze) w p1erwszym lub drug1m ośrodku Szczegóły 

wywodu prowadzące do oszacowania & pomijamy 
c 

b'x(ai) = COfUI (z 021 ,/J 21 )_lQ_ (121) 
al 

Wyrazenie (l:! l) ma znaczenie jakościowe ;ak o charak1erystyka efekru porównawczego 
Otrzymanie opcratoróv. odb1c1a i transmiSJi prędkosc1 nic wymagało zadnych dodatkowych 

zalozen oprócz uczyn1onych na początku teJ pracy Dla otrzymania analog1cznych operatorów dla 
cisniCOla konieczne bvły dodatkowe kroki- podz1al równan (30) 1 (JOa) To jednak nic pozwol iło na 
zamknięc1e op1su Zj31\1Ska na podsta1~ie dotychczasowych załozeri Załozen1e o podz1ale prądu 
energn. aczkolw1ek charakteryzujące s1ę symetrią op1su oddz1alywania, okazało się byc 
konsekwencją ;ednego z wielu mozliwych op1sów oddz1alywania w warstwie W ogolnym 
przypadku 1 wobec )31\0IC występującego dodatkowego, zaleznego od op1su oddt1a!ywama 

składn1b w Rp. dyskusja 1 dodatkowe załozema v. ROZDZIALE VT były konieczne Zagadn1e01e 

rownowaznosc1 0p1sów oddZJaływari w warstwie ulega znacznemu logicznemu uproszczemu, gdy 
jest rozwazany w kategonach zagadmema początkowego- prLestrzennie zlokalizowane zaburzcme 

<D1(/0 ,.t) =<D;, (.r)taJawane v. pewneJ odkgłośc1 od warstwy w chw1 l1 10 NiemnieJ jednak z 

rOZ\\azan tych wyn1ka 
t )\\'zględm: znaczeme sl..!adnikow tworzących złozoną reprezentacJe zaburzenia me liniowego

~~ przeCI\'Ienstwle do pełneJ reprezentaCJI lub takleJ która JeSt ŚCisłym rozw1ązan 1em zagadnicn1a 
W przypadku lin towym tak1e rozrózmem.: m.: ma znaczema 

2)N1czaleznosc Cl1 =<l>· +et> 1 et>,. (lub F: =F" +F" i P,) od E pozwala wybrac tak1 op1s, przy 
którym zagadnienie fOZI'Iązan1a ukladu równari ( 10~-104) (a w1ęc takze (l S)) JCSl naJprostsze 
(nawet z numerycznego punktu widzema) Na przykład zakładając osrodek klasyczrue lepki i c =O 
stwierdzamy, ze równama ( IOZ) 1 (104) są równaniami Burgersa Zgan1ema brzegowe dla tych 
równan są ściśle całkowalne Czynmk 2?" w wyrazie opisującym oddziaływanie w (103) jest więc 
zdef1n1owany dla kazdego 1 Ro1\nanie to mozemy zap i sać następująco, 

a;<D-(r-.Ęl = ~~ ~,.,-(.- .Ę)-~Hrcr-.~y +:.P"v +~ .Ę)rv.Ę)) + o.c11~a>2 > 
Ol 

(122) 

ZastOsowano podstaw1eme - x = Ę. oraz T+ =t -x/C10 =r- + 2t;/Go Ta sarna transformacJa (Cola

Hopfa [lljpp 198), która przekmaJca (102) i ( 104) w równania liniowe, przeksztaJca {103) 
lub( ł 22) w quasi liniowe w obszarze asymptotycznym w liniowe 
Z anal1zy w ROZDZIALE VT odmeśh~my wtęc dodatkową korzysć, a w przypadku klasyczneJ 

absorpCJI obu składn1ków mo ze my u zyskac scisłe rozwiązani~: dla <D2 ( P2 ) 

3) Zwracamy uwagę te parametrem 0p1su (skalowama) mel tn1owego oddz1alywama moze być 
(w znacznym stopniu dowolna jednak eq Y O(q)) fun kcja c(x,l) PoZI\aJa to spojrzeć na 

zagadmeme v.yboru 0p1su oddz1aly1\ania Jak na wybór szczególnego "funkqonalnego uk ładu· 

odntes1enia N1cmn1eJ jednak kazdy wybor zachowuje wartość <D1, <D, (f;, P,) 
-1 ) \\ ROZDZIALE \'l w kontekscle pojawtenia s 1 ę wtelu mozhwych op1sów nieltniowego 

odb1c1a i transmiSJ I UZ}10 term1nu zjaw1sko ··samo w sob1e" Wyodrębnieme opisu zjawiska 
"samego w sob1e" poprzez eksperyment (nal\et myś lowy) zakłada muthwość przeprowadzenia w 

warstwie odb!J3jąC mezaleznych pomiarów ~ 1 ~ Zakładamy tym samym, ze z pośród w1elu 
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mazitwych układow r l p- realmtjących P. w warstv.te l spełniających warunki brzegowe w 

x = xb 1 gramczne w x = xRT • w rzeczywtstym procesie wyb1erany jest tylko jeden odpowmdaJący 

szczególnej wanosci c Abstrahugc od mozhwosc1 taktego pomiaru przypommamy szczególny 

przypadek =01 = =02 Jak stwierdzono - w tym co charakterystyczne dla ztawiska nielimowego 
odb1C1a 1 transm1sj1 -wszystkie mozliwe opisy dają operatory odb1c1a i transmisji ciśnien1a jak dla 
& = l, to znaczy Jak dla przypadku zalewneJ symetrii oddztaływan1a i podzmłu prądu energii Są to 
róv. nocześnte najprostsze postacie tych operatorów choc1az obl1~zania na bazte o p ts 1.: = l n1e są 
naJłatwieJsze WydaJe się ze wlasnte ten op1s mo ze być przyptsan> "z) a" ts ku samemu w sob1e" 

Otrz)mU)ąC rov.nania (26b) 1 (30b) zalozono zerowe warunk1 poc.c:ątkowe dla zaburzcil W 
konsekwenCJI operatory odbtcla 1 tranSmiSJi zostały podane w postaCI o1ezaleznej od stanów 
początkowych W ogólnym przypadku taka zaleznosc v.ystąp1 1 łatwo ją uwzględn1ć w 
przedstawionych w tej pracy wzorach Wplyw "h1stori1" układu na przeb1eg Z)awtsl-a, zwłaszcn w 
przypadku nieltn1owym (zalezność od poStaci zaburzenia początkowego!), jest wazną cechą 
wymagagcą dalszeJ anahzy Na szczególną uwagę zasługuJe tez następujący problem ogólny, 
1\;torego znaczente wvkracza poza charakterystyczny dla akustyk1 op1s nielm1owości Rov.nanta 
tv.orzące v.arunkt gramczne wyrazone przez zaburzenia (lub jedno z zaburzcn) spt::łntaJące 

równan1a propagaCJI są równamaml melmiO\~ymi rzędu odpowtadaJacego rzędowt Olelmtowosct 
róv.nan1a propagacJi (na przykład równanie (49) w naszym przypadku) ~lozliwe jest wu;c ze 
rownan1a gramczne będą pos1adały dwa, trzy lub wtęCeJ pterwiastkow to z.naczy będą prowadztł) 
do dwu lub w1ększeJ liczby postact operatorów odb1cta 1 tran>mtSJI Przy czym redukcJi 1ch liczby 
(do JedneJ postact) me będzte mozna przeprowadzie poslugugc się argumentami typu patrz zdan1c 
po v.zorze (56) NaJczy się więc hczyć z wystąplentem przynaJmmeJ, dwóch mających fizyczne 
znaczenie, asymptotyk odbiciowo-transmtsyjnych w zagadn1eniach optsywanych równaotarni o 
rzędzte nieltn1owo:ici trzy lub większym (teoretycznie dwa- Jednak w teJ pracy jedna z galęzt JCSt 
me fizyczna w załownym rzędzie dokładnoset optsu) 

PODZ.lĘKOWAN rE 
Autor dztękuJe Profesorowi Leszkowt Fthpczynsktemu i Kom1tetov.i Badan NauJ..owych (KBN 

Gram nr 7T07 B 034 14) za wsparcle finansowe, które wydatntc przyczyniło się do powstama tej 
pracy 

DODATEK A 

Tensor cisnieri n t, ma postac (8] 

ntl =P,"(g,s)5kl -a., . k,l = 1.~.3 Al 

gdlle P"' -c1sn1enie termodynamtczne, p, s- gęstosć i entropia odpow1edn10 er'·'- tenser napręzen 

lepkich Dla osrodkow klasycznie leph.iCh w przybitzen lU potencJalnym (V= 'Vet>), 

d)"'vergenCJa er, 1 przyJmUJe postać 

-a <t ak,/ =-\72a2Lit.<l>= V'2A (.,<l> • 

altJ = (: '7, +ryb)/2 , 

A~..o =-auJ::.. =-{altJjc;")a., + O(u(q+a)), 

Al 

A3 

A4 
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gdm: '1,, "'. lepkosCI sctnama i objętosetowa odpowtedmo Calkowtta sila na Jednostkę objętości 
osrodka JCSt ró'~ na 

-a n =-vP x, *' . AS 

Ąg,s,Cf>) = P,h(p,s)+2A'-'Cf> 
Dla okoloadtabatyczneJ przemiany ośrodka. w pterwszym rzędzte względem zmtan entropii (9], 

P,.(g,s) =f" (g)+ o,P,ń(g) g.s-=->o (s- S0 ) =f" + LA,ń<t> , 

A,h = -<Xolj, . 

A6 

A7 

gdw: P' optSUJe ctsmeme w przemtanie adtabatycznej W takim razte ctsnieme P moze być 
przedstaw i one następująCO, 

P(g. et>) = P" (g)+ 2AD 

/1 =A,;,+ A'-'= -{csh + ay..)C. = ~~. 
dla osrodka klasyczme lepkiego Niemntej Jednak operator 

2_..,.(1) = 2(A," +A ...,)<D= P(g.s, <t>)- P' (g)+ 0(, 2
) 

mozc: być zrekonstruowany z pomiarów slabosygnalo"ego wspolczynmka absorpCJt a(w) (~ ] 

A8 

A9 

Al O 

Po podsta'' ieniu ]\g. Cf>) = P" (g).,. ~do rov. nam a transportu pędu. gdzte dla m-tego 
skildmka 

g c2 

( )r~ f"{g~)= Vm ..0 ~ 
qy~ g,)m 

A li 

albo dla empirycznego równania stanu, y m= l +(B A)~ 

A l2 

Dla obu przypadkow ouzymujemy 

g'"(x,t)=&..,[l cL(a,<t>+1(v~? 1 ~~2l(a, <t>? +2A,.<t> )J+O:ąa(ą+a)), A 13 

C:cxr)=<.~[t ~-ll(a,<I>+i(WY ' ~:Z>(a,<tV +2A,.<t>)]+{{ąa(q+a)) A 14 

Z rov.nania transportu masy i wzoru A 13 mo ze my otrzymac, w pterwszym rzędzte względem q i a. 
ró"nanie Kuznctsova (lO] t równante (15) (7] 

Z<Jburzeme calkownc:go Ctsmema P ze stanu równowagi P..., przyJ m uje postać 



http://rcin.org.plhttp://rcin.org.pl

24 

Al6 

Z powyzszych ró,,nan wynika ze, P JeSt całkowitym 1 rzeczywistym (faktycznym) dynamicznym 

czynmktem w równaniu pędu- w przeciwienstwie do P" 1 P,. Oznacza to, ze równanie definiCyJne 

A 15 Jest dobrą definicją potencjalnych zaburzeń całkownego CIŚnienia w osrodku Uzywamy A l S 

Jako określenie c1Śmenia akustycznego Pm w ośrodku, ktory Jest charakteryzowany przez zb1ór 

równowagowych (lub słabosygnałov.'Ych) parametro w {m}= {c. ••. g0", ,a", (ru), } Wykazano [7] ze, 

dla rozw1ązań równania Kuznetsova (lub (l S) 1 (24) w pracy [7]) człon Lj<I>] JeSt wyzszego rzędu 

względem (a,<t>)2
, q!P:-O.,cf) Dlatego operator Pm w A l S moze być zredukowany do 

+C\q(q+a)) Al7 

Przybhzen1e to JeSt odpowiedme do tego by być StOSOwanym do rozwiązań ( 15) w celu 
wyznaczema C1Śn1ema P." z odpowiedmą dokładnością 

DODATEK B 

Stosując do (::4) w pracy [7] uogólmoną transformaCJe Founera v.zględem x i transfonnaCJe 
Founera względem zmiennej r: otrzymuJemy 

gdz1e ~-zespolona liczba falowa [7] (K = ~- wektor falowy w trzech wymiarach, w Jednym 
wymiarzee-lalbo- l) Mozemy przepisać B l w postaci "w pobhzu rozwiązania" względem 

~2(w.~). 

B:! 

B3 

DODATEK C 

W celu faktoryzacJt operatorów 

w{{m},v']= ~u • 
Z1 +Z1+W·V 

CI 
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~[{m}, v·]= Z1 -Z1 + ~uv: 
Z1 +Z, +wv 

C2 

w dz1edzin1e czasu, mus1my rozwiązać następujące mejednorodne równanie 

C3 
T<.> JCSt 

C4 

S~v·J={ tu;('). •dlaw 
(z, -Z2 +2 uv -)v dla ~ es 

Jezeli v moze być przedstavo~one (w przybilzemu) w skończenie wym1aroweJ balie funkcJi 

Fouriera to C l jest rozw1ązywalne W tym przypadku R0 i W są mac1erzam1, a w1ęc dla 

v. leloskladnlkowych reprezentaCJI mają one tylko numeryczną wartosć Na szczęsc1e. dla 
kla~yczneJ absorpCJI Eq C4 rozw1ązuje s1ę z zastosowaniem konwencjonalnych metod Mamy 

C6 

i C.J przyjmuJe postać 

C7 

Je~t to nieJednorodne lin1owe równame Bernoulilego Jego rozwiązame (z zerowymi warunkami 
początkowymi) ma postać, 

v- (t)= {d: ex{-d:((z01 + z02)(t -t')+ wf. v•(t")dt')}~v· (t')~l es 

Jak widać Jądro w 0 podstawowego operatora w 0 ma postać 

w0 (t,t', v· (t))= zl:ex{--z!:((:01 + : 02)(t -t')+ w'J> (t- r)dr) l C9 

~[ . v• ]v- =! w0(t,t', v•(t)fz, -Z: +1uv· (t')jv-(t')dl c 11 

Jezell 12, v· /v.l((~a: to, mamy 

Cl2 
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DODATEK D 

Na podstawie wzorów ( 117) 1 ( 118) otrzymujemy 

St. = v~~.(t) = P;1(t) +CXq(q+a))= r, v•(t) = ':!_r(t) + rYnln+&)) 
.w .. r v~(t) Pz(t) R. RP \./\.'1\-, ' 

Dl 

r., rp a: O( q). p·= : 01 v· +O( q +a) 

Ze wzorów (60) 1 (89)wynika, 

W celu obliczenia pov•yzszego stosunku przy pomocy w1elkości wym1arowych nalezy prz~gcq ~1 

CISnieme podajemy w [Pa) Obliczmy St,w.. dla dwóch ukladow srodkow l) (kre" l m1ęS1Cn serca). 

2) (krew tluszcL) 
Dane kre" 

:~, = I06qkg m1
] 1567lm'.l] =l 661- 10•, c10 = l56lm ls] ,/31 =l +0.5 605, 

01 ięsień serca 

: 02 = l05&_kg 1 m1 ]·15-ł:{m s]= l 661·106
, c20 = 1542[m 1 s] ./32 =h-O S 58 

tłuszcz 

z02 = 92Q kg! m3
] · l47<łml s] = l 352· l Cf , c10 = 1476 (m l s] , /3

2 
=l +0 5·11 

W p1erwszym przypadku (krew l m1ęs•eń serca) otrzymujemy 

!St,,.L.L =O 11-1 0-'~(1 Pa) p• 

co dla r =l 07(Pa] daje S~vu" 0.0011 

W drugim (krew l tłuszcz), 
St.vul= (37 - 4l)·IQ"'I(I/Pa] p• 

co dla p·= l O '[Pa ], daje StNL.L"' 0.037 Jest to w1elkosć ponad uzydz1estokrotme w1ększa n17 w 

przypadku (krew l mięs1en serca) 
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