
D o w ó d 

JEDNEGO ZASADNICZEGO TWIERDZENIA 

ODNOSZĄCEGO SIĘ DO 

HYPERGEOMETRYCZNYCH FUNKCYJ 
P R Z E Z 

DRA M . A. B A R A N I E C K I E G O 

Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa, dnia 2 grudnia 1875 roku. 

Fiinkcye, k t ó r e daj^i się p rzeds tawić za pomocę, h y p e r g e o m e t r y c z n e g o szeregu 

(1) 

(w obszarze j ego zbieżności) , nazywać będz iemy hypergeometrycznemi funkcyami i oznaczać symbo-
lem F(a, 8, Y, x), uży tym p i e r w o t n i e przez Gauss 'a {Disguisitiones rjenerales circa seriem, e tc .) , dla 
oznaczenia szeregu (1). 

Gdy wiele f u n k c y j , tak a lgebra icznych , jak i t r a n s c e n d e n t a l n y c h , da je się p rzeds tawić za pomocy 
szeregu (1), a t e m samem sa f u n k c y a m i typu F(a, p, y, x), przy rozmai tych war tośc i ach a r g u m e n t ó w , 
to badanie ogó lnych własności f u n k c y j h y p e r g e o m e t r y c z n y c h , wprowadza j ąc możność ogólnego t r ak -
towan ia r ó ż n o r o d n y c h funkcy j , p rzeds tawia dos ta t eczn ie uzasadniony in te res n a u k o w y . Rezul ta ty , 
t^ drog^ osiągnięte , zna jdu j ą już częste zas tosowania , c h o ć b y np . w badan iu własności f unkcy j sfery-
cznych, tyle ważnych w teoryi a t rakcyi i c iepła . 

Jedng z na jważnie j szych kwest3'j w teoryi h y p e r g e o m e t r y c z n y c h funkcy j jes t , b e z w a r u n k o w o , wy-
znaczenie, dla j ak i ch war tośc i zmienne j x f u n k c y a F(a, (i, y, x) może być uważana za skończonij , 
ciągło i j ed n o war to śc io w§ . T-^ kwesty^i, tak postawion^i (*), za jmował się p . L. W . T h o m e i rozwiązał 

(*) IJ. Rieinann {Abhandlungen der K. Gesel. der Wissenschaften zu Gottingen, tom VII), inaczej stawia zadanie, 
liczbie warunków, któremi obstawia rozpatrywane przez się funkcye, znajduje się ten, że funkcya może mieć, 

jako punkta przerwy lub rozgałęzienia, punkla a, b, c (odpowiednią zamiany zmiennej niezależnej mogące być spro-
wadzonemi do punktów O, j , 00). Te funkcye, jak Hiemann znajduje, koniecznie zadosyć czynią różniczkowemu 
równaniu liniowemu drugiego rzędu, bez niezależnego wyrazu i z racyonalnemiwspólczynnikami [Beitrtigo zvr Theorie 
der durch die Gauss sche Reihe darstcłlbaren Tunctionen, § 7). 
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2 P A M I Ę T N I K T O W A R Z Y S T W A NACK ŚCJSLYCN W PARYŻU. — TOM V I I I . 

j ą w LKYIy^ t o m i e dz ienn ika Crel le 'a (*), przy p o m o c y równania różniczkowego 

k t ó r e m u funkcya F(a,p, y, ar) zadosyć czyni . P rzy toczymy cały ten us top. 

« Rozprzes t rzenienie t e j f u n k c y i po za koło zbieżności szeregu p o t ę g o w e g o ( l ) wyznacza się z l inio-
wego r ó w n a n i a , k t ó r e m u t e n szereg zadosyć czyni, mianowic ie z r ó w n a n i a 

t u zna jdu je zas tosowanie n a s t ę p u j ą c e tw ie rdzen ie o równaniacł i różn iczkowych z racyona lnemi 
współczynnikami , k t ó r e to tw ie rdzen i e zawdzięczam odczytom p . WEiERSTRASs'a. Gdy dane jes t ró -
wnan ie różn iczkowe l in iowe ns^ r zędu z r acyona lnemi w^spółczynnikami i gdy około p e w n e g o p u n k t u 

zakreś l imy koło, w obszarze k tó rego te współczynniki pozostają c iągłemi , to d a n e m u równan iu 
różn iczkowemu zadosyć czyni j e d n a i tylko j e d n a funkcya , będąca j e d n o w a r t o ś c i o w ą i ciągłą f u n k -
cyą zmienne j i p r z y b i e r a j ą c a , wraz ze swemi n — 1 pierwszemi p o c h o d n e m i , oznaczone war tośc i 
w t y m punkc ie 

((Na mocy tego tw ie rdzen ia , funkcya hype rgeomet rycznego szeregu może być po za wszystkie 
punk t a koła zbieżności t e g o szeregu, prócz punk tu a? = 1, rozprzes t rzenioną , j a k o funkcya ciągła* 
j e d n o w a r t o ś c i o w a i t aką pozos ta je , dopóki zmienna nie przekracza pewnój , samej s iebie nie p rze -
c ina jące j l ini i , p o p r o w a d z o n e j z p u n k t u x=-\-i do nieskończoności . 

« Jeśli zaś funkcya rozprzes t rzen iona będzie i po za t ę l inię, to, w ogólnośc i , us ta je j e j jesdnowarto-
ściowość, j ak to wskazu je f o r m u ł a p . K u m m e r ' a ( tom XV tego dziennika) , k tórą F(a, p, y, x) wyraża 
się przez całki szczególne równan ia różniczkowego, zależące od (1 — x ) 

gdzie n 

a l b o w i e m ta f o r m u ł a służy, dopóki (y — a — ji) n ie jest liczbą ca łkowi tą , a gdy p r z y t e m ani a ani 
(i n ie są r ó w n e zeru lub o d j e m n e j l iczbie ca łkowi te j , to B nie znika i p u n k t 1, jes t p u n k t e m roz-
gałęzienia funkcy i . » 

Dotąd T h o m ó . P rzywiedz ione przezeii tw ie rdzen ie Weiers t rass ' a dowiedz ione zostało w tymże 
LXYIym tomie Grelle 'a przez p . Fuchs ' a (***). Dowód ten j ednak w y m a g a zupełn ie o d r ę b n e g o t r ak to -
wan ia , mogącego być n i e d o g o d n e m przy wykładz ie teoryi hype rgeome t rycznych fu n k cy j , k t ó r y należy 

(*) Uehei' die Ketteribruchenticickelmig der Gauss'sche^i Function F (a, 1, y, x), str. 322, 323. 
(*•) Zachowano, przez pp. Kummcr'a i Thome'go Gauss'owe oznaczenie jest z Legendre'owski^m w takim 

zwigzkii: 

(*") Zur Theorie der linearen Differenzialgleichungen mit teriiuderlichcn Coeffidenłen. Str. 122-125. 
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F U N K C Y E H Y P E R G E O M E T R Y C Z N E . . 3 

uczyn ić jak na j e l emen ta rn i e j s zym, ' aby z t ę t eoryą uczący się mogli wcześn ie się z a z n a j a m i a ć . — P r ó c z 
te j j e d n a k n iedogodnośc i , p rzy toczona m e t o d a dowodzenia p . T l iomó w y m a g a wyprowadzen i a ad 
h o c fo rmuły K u m m e r ' a . By obecn ie ją wywieść , nie można się już uc i ekać do zbyt wyłącznego i d łu -
giego sposobu K u m m e r ' a , i wypadn ie , dla wyprowadzen ia jój korzys tać ze wskazówek Jacob i ' ego , 
z awar tych w jego p o ś m i e r t n e j pracy Ueber die Differenzialgleichiing der- hypergeometrichen Reihe (*), a 
i w t y m razie w y w ó d ten będzie wymaga ł poszukiwań, nie będących w bezpoś redn im związku z n a -
szem g łównem za łożen iem. 

Sposób dowodzen ia Thomó 'go wymaga , aby przy toczona f o r m u ł a K u m m e r ' a była p rzygodną , co 
o b e j m u j e warunek , aby ani II(Y — A — P — 1), ani n ( a + P — y — 1) n ie mia ły war tośc i n ieskoi iczenie 
wie lk ich , co mianowic ie zajdzie, i lekroć a -ł- p — y będz ie ze rem lub l iczbą ca łkowi tą . A ten właśn ie 
p rzypadek dość często mie j sce m i e ć może, n p . 

przy m zdążającćm do nieskończoności . E tc . 

P r o w a d z ą c sposobem p . Thomó 'go d o w ó d te j zasadniczćj własności funkcy i F(a , [i, y, x), mus ie l ibyśmy 
zupe łn ie oddzielnie w y p r o w a d z a ć c iekawe związki między r o z m a i t e m i h y p e r g e o m e t r y c z n e m i f u n k -
€yami , gdy tymczasem, przy dowodzen iu , j ak ie tu będzie p r z e p r o w a d z o n e , można nieznacznie przy-
g o t o w a ć wszystko to, co dla ustalenia tych związków będzie p o t r z e b n e m (**). Metoda, j aką p o d a ć za-
m i e r z a m y , da się w nas t ępu j ący sposób s t reśc ić . 

Z b a d a ć dla j ak ich war tośc i zmiennć j x całka ogólna r ó w n a n i a (2) pozos ta je skończoną, ciągłą i j e d n o -
war tośc iową . Następnie , korzys ta jąc z n i ek tó rych związków, przy t ó m b a d a n i u o t r z y m a n y c h , wykazać , 
j a k i e są warości zmiennć j dla k tó rych całka ogólna r ó w n a n i a (2) może n ie być skończoną, ciągłą 
i j ednowar to śc iową , a j ego ca łka szczególna F ( a , p, y, x) pozos ta je już zawsze skończoną, ciągłą i j e -
dnowar tośc iową. W ten sposób , wyłączywszy te os ta tn ie war tośc i z war tośc i , dla k tó rych całka 
ogólna może doznawać p r z e r w y lub rozgałęzienia, rozwiążemy w zupełności nasze zadanie . 

C) LVI-ty tom dziennika Crellea, a także w trzecim tomie Jacobi mathemathische Werke. 
(**) Porów. tnoj§ rozprawę « O hipergeometryczeskich funkcjach ». Moskwa 1873. (Rozilzial I i II.) 
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4 P A M I Ę I N I K T O W A R Z Y S T W A NAUK ŚCISŁYCH W P A R Y Ż U . — TOM VI1T. 

]>otrzeba zatóm zaj^ić się naprzód ca łkowaniem r ó w n a n i a (2). Gdy całkowanie to, za pomocni różni-
czkowania przy d o w o l n y m skaźniku, czego pierwsze zasady poda ł p. Liouvi l le w XXI caliier dzien-
nika Szkoły Po l i t echn iczne j (*), a k tó re w zupełności można usku teczn ić dop ie ro wed ług wskazań, 
p o d a n y c h przez p . Ho lmgren w memoarze , p rzeds tawionym (1865 r.) Sz tokholmskie j Akademi i 
nauk (**), wymaga jeszcze należytego opracowania i uproszczenia td j me tody , to pozosta je , dla 
uskutecznien ia t ego ca łkowania , pos tępować mnie j więce j it^ sama drogą , jakiój się t r zymał Jacobi 
w wyżej w z m i a n k o w a n e j p racy , k tóra cała, z wy ją tk i em §§4 , o i 8, jest poświęcona ca łkowaniu ró-
w n a n i a (2). 

W pierwszym rozdziale wskażemy, jak Jacobi , w różnych p rzypadkach , p rzeds tawia ca łkę ogólną 
r ó w n a n i a (2). W d r u g i m rozdziale za jmiemy się wyznaczen iem, dla jak ich war tośc i z m i e n n e j niezale-
żnej, każda z całek, s łużących, w różnych p rzypadkach , na wyrażen ie całki ogólnej r ó w n a n i a (2), po -
zostaje zawsze skończoną, ciągłą i j ednowar tośc iową. W t rzec im zaś rozdziale rozpa t rzymy, kiedy 
taką bywa h y p e r g e o m e t r y c z n a funkcya F(a, 6, ). 

R O Z D Z I A Ł I 

§ 1 . — C a ł k u j ą c równan ie (2) przez szeregi, j ako całkę szczególną o t r z y m u j e m y szereg (1), k tó ry 

może być zsummówimy i przeds tawiony całką (***) 

t ak , że całka 

(•5) 

jes-t całką szczególną r ó w n a n i a (2), o czóm i wpros t m o ż e m y się p rzekonać (jak to właśnie J a k o b i robi) 
wstawiwszy ją w r ó w n a n i e (2), wraz z je j pierwszą i d rugą p o c h o d n e m i względem x. Aby całka (4) 
miała znaczenie , po t rzeba , aby pi y —[i były doda tne , a jeśli są to ilości kompleksne , to aby ich rzc-

(*) Memoire sur TinUgration de Tiąmtion 

a raicie de differentielles d 1'indkes quekonques. Całkowania jednak równania (2) według metody Liouville'a jest nie-
illuzyjnem tylko wtedy, kiedy argumenta a i % pierwiastki równania 

s^ liczbami calkowitemi. 

Om differentialkalkylen rned indiccs af livad natur som helst al' 11. J. Holmgren. 
C") Porównaj § 1 rozprawy « Rozwinięcie na ułamek cingły stosunku »etc. (« Pamiętnik », tom YIO. Tam także jest 

wyjaśniono, dlaczego argument ynie ma znaczenia zera, lub liczby całkowitej odjemnej. 
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FUMKCYE HYPERGEOMETRYCZNT; . 5 

czywistc części były doda tne . Przy lem zastrzeżeniu, mamy następujące wyrażenie I iypergeomelry-

cznej funkcyi : 

(o) 

Tak z wyrażenia (I), jak i z wyrażenia (3) dla hypergeometrycznej funkcyi F(a, [i, y, x) wy-

pada że 

Dlatego też hypergeometryczną funkcyę F(a, B, y, x) możemy jeszcze określ ić , jako funkcyę za-
dosyć czyniącą równaniu ( 2 ) i dla x = i przybierającą war tość 1, zaś jej pierwsza pochodna, w a r -

tość 

§ 2 . — J e ś l i w całce (4) uskutecznimy kolejno podstawienia 

to granice je j pozostaną niezmienione i o t rzymamy kolejno 

(0) 

W tych całkach -podintegralne funkcyę są utworzone przez pewne potęgi czynników, zupełnie 
analogicznych z czynnikami podin tegra lne j funkcyi całki (4). Gałki te zatem, po pomnożeniu ich przez 
tenże sam czynnik 

mogą być, według wzoru (5) tak przeds tawione 

Że zaś całki (6), po pomnożeniu ich przez stałę (7), są tylko przekształceniem całki (3), p rzeds ta -
wiającej hypergeometryczną funkcyę F(a, p, y, to otrzymaliśmy następujące trzy przekształcenia 
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(i PAWięTNlK TOWAKZYSIWA NAUK ŚCISLYCU W PARYŻU. — TOM VIII. 

Eu le r ' a : 

(8) 

(9) 

(10) 
\ / 

z k tó rych os ta tn ie może hyć z poprzedza jącego wyprowadzone na zasadzie symetrycznośc i tak ró-
w n a n i a (2), j ak i szeregu (1) wzg lędem a r g u m e n t ó w a i p, t ak , iż oczywiście 

(11) 

Dlatego, jeżeli rzeczywiste części liczb p i y — p nie są d o d a t n e , lecz d o d a t n e są rzeczywiste części 
liczb a i y — a, to możemy w p rawe j s t ron ie równośc i (o) wszędzie zamias t a s tawić p, i 
wza j emnie , 

§ 3 . — P r ó b u j ą c , czy ca łka 

(12) 

nie czyni zadosyć r ó w n a n i u (2) p rzy innych g ran icach , niż ^poprzednieO i 1, J acob i zna jdu je , że g ra -
n i c a m i całki (12) m o g ą być tu jeszcze war tośc i 

z k t ó r y c h pierwsza jes t u w a r u n k o w a n a tóm, żeby rzeczywista część liczby a h- 1 — y była d o d a l n a , 

gdy d ruga w y m a g a , aby doda tną była rzeczywista część l iczby 1 — a. W ogóle zatćm, całka ozna 

czona (12) zadosyć czyni równan iu (2), jeśli j ako gran ice , b r a ć będziemy) 

(13) 

przy w a r u n k u , żeby rzeczywis te części, o d p o w i a d a j ą c y c h t y m g r a n i c o m , liczb 

(14) 

były d o d a t n e . 

§ 4 . — W a r t o ś c i (13) m o ż e m y w taki sposób n a d a w a ć g ran icom 

C)Nova acta academics impeńalis petropolitancB (tomus XII. Specimen transformationis singularii serieruiii, 
ipag. 62) 

(**) Porównaj Kummer'a w XV-tym tomie dziennika CreUe'&, str. 35 i 5 i . 
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F U N K C Y E H Y F E R G E O M E T K Y C Z N E . 7 

całek 

(15) 

żeby liczby a^ i b̂  były albo obie większe, albo obie mniejsze, niż liczby o, i b^, W ten sposób 
o t rzymamy trzy nas tępujące układy granic : 

Z tego skematu widoczna, że, gdy w układzie I wielkość - ma się zna jdować zewnątrz prze-
jc 

działu, obję tego l iczbami O i 1, to układ granic I odpowiada przypadkowi, gdy szukamy całek dla 
war tości x < + 1 i wtedy, w drugiś j całce, należy wziąć + oc lub — co stosownie do tego, czy war -
tość o? jes t doda tną , czy też od jemną . Podobnie , układ granic III odnosi się do wartości a; > •+ 1 i 
X <0. Układ zaś granic II odnosi się do x > O, tak większych jak i mniejszych od jedności . 

W s k u t e k tego, jeśli w całce 

(16) 

t. j , w jedne j z całek (15), t raektorya całkowania jest linia prosta flx . • • b^, to nie ma na tćj linii punk-
tów i b^, granic drugie j całki (15), k tóreby mogły być punktami przerwy lub rozgałęzienia 
całki (16). 

Ponieważ na płasczyznie współrzędnych zmiennej x, kompleksne wartości zmiennćj x znajdują się 
zewnątrz pros te j łączącśj dwie którekolwiek z granic O, 1 i ± oo, to te całki oznaczone, przy pomocy 
k tórych przedstawimy całkę ogólną dla wartości x, leżących zewnątrz osi odciętych, mogą tracić 
znaczenie, jeśli je zechcemy odnieść do wartości x, odpowiadających p u n k t o m osi odciętych. Lecz 
całki, mające znaczenie dla rzeczywistych wartości zmiennej a.', nie tracą gc d l a j e j kompleksnych 
wartości . Dlatego potrzeba we wszystkich przypadkach, jakie przedstawiać mogą a rgumenty a, p i y, 
wyprowadz ić dwie całki oznaczone, odnoszące się do rzeczywistych wartości zmiennej x. 

Prócz tego, gdy całki, odnoszące się do odjemnych Nvartości x, mogą być przedstawiane całkami 
układu I i III, t . j . całkami odnoszącemi się odpowiednio także i do wartości x < \ i -ł- J? > 1, zaś 
całki układu II nie ma ją znaczenia dhi wartości x < O, to utworzywszy dwie całki, odnoszące się do 
a : < - f - l , i dwie d o a ^ > - f - l , możemy, za pomocą dwóch z tych całek, nienależących do całek 
układu granic II, przedstawić całkę ogólną dla wartości x < 0. Widzimy więc, że należy tylko wj--
znaczyć całkę ogólną dla doda tnych rzeczywistych wartości .r, z tem jednak , żeby w liczbie czterech 
całek (z k tórych dwiema wyraża się całka ogólna dla x < - ł -1 , a dwiema dla x > -ł-1) znajdowały 
ię, dwie nie t racąc znaczenia dla od jemnych wartości zmiennej x. 
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8 • PAMięTNlK TOWAUzySTWA NAUK ŚCISŁYCH W RAUYŻU. — TOM V I I I . 

Te sześć całek typu (16) są : 

V 

P 

11" 

I P 

III'' 

I I P 

każda z nicli traci znaczenie, jeżeli nie są wypełnione warunki wymagane przez je j granice. 

Zamianą zmiennćj niezależnśj sprowadza Jacobi te całki do takich, w których granicami są O i 1. 

a mianowicie "" 

(17) 

(18) 

( l O ? 

(20) 

(21) 

§ 5 . —Gałk i te mają znaczenie, lub też je t racą , stosownie do tego, czy odpowiednie każdej całce 
dwie z liczb (14) ma ją rzeczywiste części doda tne , lub nie. Oznaczymy rzeczywiste części liczb u, [i i 
Y przez i y^. 

Jeśli a rgumenta a, p i y zadosyć czynią warunkom, niezbędnym dlatego, aby dwie całki ( lo) , k tóre 
nazwiemy A i B, miały znaczenie, to dla tych wartości zmiennej dla k tórych one pozostają skoii-
czonemi, ciągłemi i j ednowar tośc iowemi , całka ogólna równania (2) będzie 
(22) 

gdzie Gj i Ĝ  są stałe całkowania. 
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F U N K C Y E HYPERF.TOMKTRYRZNE. G 

Ponieważ lewa strona równania (2) jes t symetryczna względem a rgumen tów a i [i, to możemy ten 
z nich, którego rzeczywista cześć jest większą, nazwać p, tak, że w t y m i nas tępującym §§ przy jmu-
j e m y Mg nie większe od Sf,. W ten sposób Jacobi liczbę wszystkich możliwych tu-przypadków zredu-
kował do dziewięciu. 

Z pierwszych dwóch nierówności wypada, że są wypełnione w tym przypadku warunki dla granic O 
l . Warunkom zaś dla pozostałych granic , t. j . 

(23) 

zadosyć się tu stanie tylko dla war tości — 1 < « o < -+-1, a zatem O < fî  < ŷ  < 1 h- a o < 2. Z tego 
wypa<la, że w'arunki (23) nie są wypełnione dla wszystkich, w naszym i)rzypadku możliwych, 
wartości a rgumentów a, p, i y ; skutkiem tego, możemy tu całkę (1(3) wziąć tylko między granicami 
0 i 1, tak, że z sześciu całek (Ki) możemy tu wziąć tylko całkę 1", k tóra , jakeśmy widzieli (§ 4 ) , nie 
odnosi się do wartości x {. 

t u t a j , oprócz warunków dla granic O i I, wypełniony jest jeszcze w a r u n e k dla granicy - to jest 

1 — a^ > O, dla wszystkich, w tym przypadku możliwych, wartości a rgumen tów a, p i y. Zadosyć 
uczynienie czwartemu warunkowi 

Avymagałoby znowu ograniczenia wartości tych argumentów : O > a, > — 1, a skutkiem tego 
j 

^̂  < % < To < i + «o Nadając więc całce (16) granice O, 1, możemy przy pomocy całek l'' i 11̂  
JL 

wyrazić całkę ogólną, odnoszącą się do wartości x < 1, zaś przy pomocy całek II'' i III® wyrazić całkę 
ogólną odnoszącą się do wartości x > 1. 

jeżeli w tym przypadku',zamiast wyznaczenia granic dla całki (16), będziemy j e wyznaczać dla całki 

to trzecia, czwarta i druga z nierówności założenia wskazują, że są wypełnione warunki dla granic 

O, 1 i ± 00 tój całki. Pierwsza zaś n ie równość założenia nie dozwala, dla wszystkich, w t y m przy-

padku możliwych, wartości a rgumen tów «, p i y wziąć, jako j ednę z granic ilości i • Widzimy 
Jb 

więc, że, dla utworzenia całki ogólnej należy z sześciu całek typu (16) wziąć dla JC < 1 całki I \ ) i 
zaś dla a.' > 1 całki 11%) i IIP(,); gdzie wskazówka (a) oznacza, że w całkach (16) argumenty a i p są 
między sobą przemieszczone. 

Prowadząc podobne rozumowanie i w pozostałych [sześciu p rzypadkach , dochodzimy do rczul-
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t a t ów , k tó re dla wszys tk ich dziewięciu, możemy w ten sposób zestawić 

§ 6 . — Zt§d widz imy , że w przypadku 1, 4, 5, 7 i 9 a lbo ani j e d n a z sześciu całek typu (16) nie za-
t r z y m u j e znaczenia dla n i e k t ó r y c h war tośc i zmiennć j a lbo t< ż̂ pozos ta je n iedosyć całek, aby m o -
żna było przez nie wyraz ić całkę ogólną postaci (22) równan ia różniczkowego (2) dla wszystkich w a r -
tości zmiennś j x. 

Dla tych p rzypadków, za p o m o c ą pewnćj ogólnś j me tody (*), J acob i wyprowadz i ł nas tępu jące całki 
zas tępujące ten n iedosta tek .^ 

W przypadku li'"", dla war tośc i x <i 

(24) 

\—x 

gdzie n jest l iczbą ca łkowi tą , dosta tecznie wie lką , aby 1—(yo — «o—w) > O; dla war tości zaś .r > ł 

odi rowiedniemi ca łkami b ę d ą 

(25) 

(26) 

W przypadku dla war tośc i x <i 

(27) 

zaś dla a- > 1 

(28) 

(') Ti) metoda wyłożona w §§ 2 i ł9 memoaru JacoWego. 
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W przypadku dla wartości x < i . 

(29) 

( 3 0 ) 

zaś dla war tości x > niedostającą całkę możemy przedstawić całką (29), biorąc w niej tylko, jako 

górną granicę, H-oo i zacłiowując tenże sam warunek dla całkowitej n . 

W przypadku TY'", dla wartości x < i , 

( 3 1 ) 

zaś dla w a r t o ś c i x > i 

( 3 2 ) 

Nakoniec , w przypadku dla wartości ^ < 1 

( 3 3 ) 

zaś dla wartości x'> i 

( 3 4 ) 

( 3 5 ) 

R O Z D Z I A Ł II 

§ 7 . Za jmi jmy sie teraz wyznaczeniem, dla jakich wartości zmiennej x każda z całek, k tóremi może 
być, przy rozmaitych a rgumentach «, p i y, przedstawiona całka ogólna równan ia 

pozostaje już zawsze funkcyą skończoną, ciągłą i jednowar tośc iową zmiennój x. 
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Całka (4) 

P 

j e s t s u m m ą funkcy j zmiennś j z którycli każda jes t już zawsze skończona, ciągła i j e d n o w a r t o ś c i o w a 

dla wszystkich p u n k t ó w płasczyzny zmiennćj za wyłączeniem linii łączącej punk ta - i oc, k tó re t o 

punk t a , przy n i ek tó rych war tośc iach wykładnika a, mogą być p u n k t a m i rozgałęzienia, a lbo też punk-

t a m i przerwy tych funkcy j . Że zaś całkowanie odbywa się między granicami O i 1, to i p r z y j m u j e 

war tośc i od 1 do oo, tak że pewna linia, siebie samćj nie przec ina jąca , a łącząca punk t 1 z oc, będzie 
geometryczneni mie jscem wszystkich możl iwych p u n k t ó w rozgałęzienia lub przerwy wszystkich 
e lementów naszej całki, jeżeli tylko te e lementy uważamy jako funkcye zmiennć j ar. Całka zatem nasza 
je«t już zawsze funkcyą skończoną, ciągłą i j ednowar tośc iową dla wszystkich p u n k t ó w płasczyzny 
zmienne j ar, n ie leżących na pewnej , samej siebie nie przec ina jące j linii, p o p r o w a d z o n e j z p u n k t u 
-+- i do oc. 

Jeżeli zaś całkowanie uskutecznimy po prostej 0 . . 1 , to ta linia jest pros tą -i- 1 . . . -f- co. 

§ 8 . Co się tyczy całki (17) 

P 

to do całki 

możemy odnieść to wszystko, cośmy o całce w poprzedza jącym § rozbie rane j powiedziel i , z tem 
tylko; że wykładnikowi — a tamtój całki odpowiada tu wykładnik y — S — i . Że zaś, przy n iek tó rych 
war tośc iach a r g u m e n t u y, czynnik całki może mieć punk t a - = O p u n k t e m przerwy lub l Oz-
gałęzienia, to, połączywszy punk t ar = 0 z oc pewną linią, n ieprzec ina jącą tak samćj s iebie, jak i linii 
łączącćj punk t H- 1 z oo, widzieliśmy wszystkie te punk ta płasczyzny zmienne j x, dla k t ó r y c h całka 
P może doznawać p rze rwy lub rozgałęzienia. Tak, że, w ogóle, całka I M e s t j u ż . z a w s z e funkcyą 
skończoną, ciągłą i j ednowar tośc iową we wszystkich punk tach płasczyzny zmiennćj ar, prócz p u n k -
tów dwóch l ini j , łączących każdy z punktów O i -ł- 1 zoc i n ieprzecinających tak każda samćj siebie, 
jak i j edna d rug ie j . 

Jeżeli ca łkowanie odbywa się według pros te j 0 . . .-4-1 i jeżeli p u n k t ar = O połączymy linią pros tą 
z - f - oo, to w tedy całka jest funkcyą skończoną, ciągłą i j ednowar tośc iową we wszystkich p u n k t a c h 
płasczyzny zmiennś j a>, prócz punk tów prostej O . . . - f - cc. Możemy także p u n k t O połączyć prostą 
z _ oc i wtedy prosta 0 . . . - t - oc będzie zastąpiona dwiema pros temi — oc. . .0 i -t- ] . . . -ł-

. ^9 . W całce (18) 

I I ' 
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stać się może zerem dla wartości 

skutkiem tego, ciągowi wartości dla M od O do 1 odpowiada ciąg wartości dla x od O do — oo i całka II", 
jest funkcya skończoną, ciągłą i jednowar tośc iową we wszystkich punktach płasczyzny prócz 
p u n k t ó w samśj siebie przecinającej linii poprowadzonój z punktu O do 8, a jeżeli całkowanie odbywa 
się po proste j 0 . . .-ł- l to tą linią jest prosta 0 . . . —oc . 

Całka (19) 

II" 

może mieć prócz tego jeszcze punkt krytyczny a: = 1, tak, że całka I P pozostaje skończoną, ciągłą i 
jednowar tośc iową we wszystkich punktach płasczyzny zmiennej prócz punktów, dwóch lak sa-
mych siebie jak i jedna drugiej nieprzecinających, linij, poprowadzonych z punktów O i 1 do oo . 
Jeśli całkujemy po prostej 0 . . J i jeżeli punk i x— 1 połączymy linią prostą z -+- x to wtedy całka 
II'' jest skończona, ciągła i jednowar tośc iowa we wszystkich punktach płasczyzny zmiennej a , prócz 
punk tów dwóch prostych — oo . . .0 i + 1 . , . -f- oc. Jeśliśmy zaś punk t x— 1 połączyli prostą z —ao 
to te dwie linie zastąpi prosta — oc , . . -t- 1. 

§ 1 0 . Podobnem rozumowaniem odnajdziemy, że całka (20) 

III" 

pozostaje skończoną, ciągłą i jednowartościową we wszystkich punktach płasczyzny zmiennej x , nie 
leżących na dwóch liniach, nieprzecinających tak samych siebie, jak i j edna drugiej , poprowadzonych 
jedna z punktu O do punktu 1, a druga z punk tu O do x . Jeśli całkujemy po prostej i punkt x=() 
połączymy prostą z H- oo, to te dwie linie zastąpi prosta 0 . . .H- x ; jeśli zaś punkt : x = 0 połączymy 
pros tą z — oc , to odpowiednią linią będzie prosta — o c . , . 4 - ł . 

Co się zaś tyczy całki (2!) 

III'' 

to zauważmy, że po wniesieniu czynnika'ar"" pod znak całkowania, całka ta da się zastąpić całką 

k tóra pozostaje skończoną, ciągłą i jednowar tośc iową dla wszystkich wartości zmiennej x, nie odpo-
wiadających na je j płasczyznie punktowi pewmej, samej siebie nie przecinającej , linii, łączącćj punkta 
O i 1. Jeśli całkowanie odbywa się po prostej , to tą linią jest prosta 0 . . . -f 1. 

§ 1 1 . W podobny sposób możemy roztrząsać całki § 6 , uprzednio jednak trzeba odpowiednią za-
mianą zmiennej niezależnej wyrazić każdę z ow7ch całek za pomocą całki ze stałemi granicami. 

Tak całka (24) podstawieniem 
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może być zastąpiona przez całkę 

która jest funkcyą zmiennej x skończoną, ciągłą i jednowar tośc iową we wszystkicli punktacł i płas-
czyzny nie odpowiadającycłi p u n k t o m pewnej , samej siebie nic przecinającej , linii, pop ro -
wadzonej z punk tu O do nieskończoności, k tóre to punkta mogą niekiedy być punk tami przerwy lub 
rozgałęzienia naszśj całki. Jeśli całkowanie odbywa się po prostćj , to owa linia jes t prostą — cc . . .0 

Całki (25) i (26) podstawieniem 

dadzą się zastąpić przez całki 

k tó re pozostają skończone dla wszystkicli wartości zmiennśj x, prócz odpowiadających punk tom 
dwóch , samych siebie i jedna drugiś j nieprzecinających linij, jednój , łączącej punkta O i 1, a drugiej , 
poprowadzonej z punk tu 1 do nieskończoności. Gdy będziemy całkować po prostej , to pierwsza z tych 
linij zamieni się na prostę 0 . . . 1, a gdy całki te mają się (§ 6) odnosić do wartości ^ > d, to jeśli w y -
s tawimy sobie punkt -f- 1 połączony linią prostą z — oc , to wtedy całki te pozostają skończonemi, 
ciągłemi i jednowartościowemi we wszystkich punktach płasczyzny prócz punktów pros te j 
— 00. . 1 . 

Całka (27) w skutek podstawienia 

zamienia się na całkę 

która zostaje skończoną, ciągłą i jednowartościową dla wszystkich wartości ic, prócz punk tów linij , 
łączących punkta + 1 i O z nieskończonością. Gdy ta całka ma się odnosić do a; < H- 1, to , całkując 
po prostój i łącząc prostą punkt z — oo, poprzednie linie zas tępujemy dwiema prostemi 
— o o . . . O i - f - l . . . - ł - o o . 

Aby nie powtarzać więcćj tych samych wyrażeń, co do dalszych całek § przez skrócenie wy-
mienimy tylko przy każdej podstawienie, całkę w którą przez to podstawienie ona przechodzi , linie, 
k tóre należy wyłączyć z płasczyzny zmiennej , a także te linie, w jakie poprzednie przechodzą, w ra-
zie całkowania po prostej i łączenia pozostałych punk tów krytycznych liniami prostemi z oc. 

Całka (28); 

linie, łączące O z 1 i O z oo; prosta — oo . . . -t- 1. 
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Całka (29) (*); 

(36) 

inie , łączące p u n k l a O i IJz oo p ros te — x . . . O i - 4 - l . . . - + - o c . 

Całka (30) ; 

l inia , łącząca punk t I z oc ; p ros ta - f - 1 , . , + oo. 

Całka (31) ; 

l inia, łącząca p u n k t -ł- 1 z oc ; pros ta h- 1 . , . - + - oo . 

Całka (32) ; 

l inie, łączące punk ta O i - f -1 oraz - f -1 z oo; p ro s t a — oo . . . - + - 1 . 

Całka (33) ; 

l inie, łącząco O i - f -1 z x ; p ros te — o o . . . 0 i - f - l . . . - f o c . 

(*) Całka (29), gdy za górną granicę weźmiemy + oc, odpowiada wartościom o; > 1 w 5-tym przypadku 
Wtedy ta całka, temże samćm podstawieniem 

gdyż tu mianownik jest już dodatny, gdy poprzednio byl odjemny) przechodzi w całkę (36). Odpowiednie linie są : 
linie, łączące punkta O i 1 z oo ; prosta — oc . . , 4 - 1. 
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Całki (3'0 i (35) ; 

linie, łączące punkta O i -ł- I z oc ; prosta — oc. . . -f- 1. 

ROZDZIAł-. III 

§ 1 2 . Z badań poprzedzającego rozdziału widzimy, że każda z dwóch całek szczególnych, za pomocą 
których może być przedstawiona całka ogólna równania 

(2) 

przy wszelkich wartościach a rgumentów a, p i T pozostaje zawsze funkcyą skończoną, ciągłą i j edno-
war tośc iową we wszystkich punktach płasczyzny zmiennćj x, prócz jednej , albo też dwóch z po-
między następujących trzech linij, nieprzecinających (każda) tak samych siebie, jak i jedna d r u g i e j ; 
j ednć j , łączącej punk t O z punktem -f- 1, drugiej , łączącej punkt Oz x , i trzeciej , łączącej punkt -f 1 
z 30 . Tak że, w ogóle, t rzema krytycznemi (osobliwemi) punktami są punkta O, + 1, x . 

Jeżeli całkowanie odbywa się po prostej , to te trzy linie mogą być nas tępującemi p r o s t e m i : 
J) 0 . 2 ) 3; —OC. . .0 . 

§ 13 . Gdy hypergeometryczna funkcyą, według określenia, może być przedstawiona za pomocą 
szeregu (i), dopókąd on nie przestaje być zbieżnym, t . j . 

a ten szereg jest zbieżnym dla wartości x, mających moduł mniejszy od jedności, to funkcyą F (a, p, y, x) 
jes t dla tych wartości , a t em samem w punkcie x = 0 i około niego, funkcyą skończoną, ciągłą i 
j ednowar tośc iową. 

Ponieważ tedy punkt x = O nie jest krytycznym punk tem funkcyi F (a,ri,Y,x'), to ta funkcyą nie 
może doznawać przerwy hib rozgałęzienia w punktach tych z powyżej wzmiankowanych linij, któro 
łączą punkt x=0 z innemi krytycznemi punktami jakiejkolwiek całki równania (2). Dlatego, z po-
wyższych t rzech linij należy wyłączyć od punktu = 0 do punktu x=-\- \, jak również linię, idącą 
od punktu a ? = O d o nieskończoności (ta linia nie przechodzi przez j)unkt = Tym sposobem 
pozostaje tylko linia, łącząca punkt x = -ą- i z nieskończonością. 

Gdy owe linie są w poprzednim paragrafie wyliczonemi pros temi , to wypada wyłączyć pros te 
— 00 . . . O i O . . . + I, tak że pozostaje tylko prosta -f- I . . . + cc. 
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Widz imy za tem, że h y p e r g e o m e t r y c z n a f u n k c y a F ( a , p, y, x)(*) pozosta je zawsze skończony, ciągłą 
i j e d n o w a r t o ś c i o w ą dla wszys tk ich war tośc i z m i e n n e j nie odpowiada jących na płasczyznie x — u 
p u n k t o m pewne j , samój s iebie n ieprzec ina jącó j linii, p o p r o w a d z o n e j z p u n k t u x = - h 1 do x , k tó rą 
można zas tąpić p ros t ą + 1 . . . -ł- oo. 

§ 14. Że p u n k t -+-1 może być i s to tn ie p u n k t e m k ry tycznym funkcy i F ( a , p, y, x), objaśnią 
na j lep ie j p rzyk łady . Tak 

jakoż , dlaa? = H - l , f u n k c y a F ( l , l , 2 , x ) n i e m a war tośc i skończonój . Jak tylko na płasczyznie 
zmiennój x z p u n k t u = 1 p o p r o w a d z i m y same j siebie nie p rzec ina jącą linię do nieskończoności , 
od p e w n e j war tośc i naszś j funkcy i , o d p o w i a d a j ą c e j j a k i e m u k o l w i e k , na tćj l inii nie leżącemu, p u n k -
towi płasczyzny do inne j war tośc i p o d o b n e j , będziemy mogl i (n ieprzekroczywszy owej linii) 
do jść , nie dozna jąc p rze rwy albo rozgałęzienia . 

P o d o b n i e funkcya 

m i e ć będzie linię p u n k t ó w p rze rwy lub rozgałęzienia, wychodzącą z p u n k t u = 1 do = 
czyli dwie linie (nie p rzec ina jące tak samych siebie, j ak i j e d n a d rug i e j ) : j e d n ę , łączącą p u n k t a 
x= Ą- i i x=zę), d rugą zaś łączącą punk t a .r = — 1 z x = Q. Tak , że, jeżel i ca łkowanie odbywa się 
po p ros te j , to te linie zamien ia ją się na p ros t ę — 1 . . . - ł - 1. 

W e ź m y jeszcze taki p rzyk ład . Przy n ieskończenie wzras ta jącćm k, jes t 

ta f u n k c y a (**) m a doznawać p r z e r w y na linii od ^ = - l -1 do n ieskończoności , czyli od x = k do nie-

skończoności . Lecz, gdy /c j es t n ieskończenie wie lk ie , to nasza funkcya e^ j es t skończoną, ciągłą i j edno-

war tośc iową dla wszystkich skończonych war tośc i x. 

§ 15. Można jeszcze w taki sposób bezpośrednio dowieść , że h y p e r g e o m e t r y c z n a lunkcya F(x, fi, y ,a) 
pozos ta je zawsze skończoną , ciągłą i j e d n o w a r t o ś c i o w ą dla rzeczywis tych o d j e m n y c h war tośc i zmien-
ne j X. 

W y p r o w a d z o n e w § 2'™ przekształcenia Eu le r ' a (8) i (9) o t r zymane były z p o r ó w n a n i a całek, k t ó r e 
m a j ą znaczenie tylko przy n i e k t ó r y c h war to śc i ach a r g u m e n t ó w a, p i y. Ła two sp rawdz ić p rzygod-
ność tych fo rmuł i w t e d y , k iedy o w y m w a r u n k o m dla całek n ie s ta je się zadosyć. 

(*) Ta funkcya może być niekiedy racyonalną funkcyj zmiennój x i wtedy jest skończoną, ciągłą i jednowartościową 
dla wszystkich skończonych wartości x, Np. przy n całkowitem i odjemnóm 

(**) Równanie różniczkowe (-i), któremu ta hypergeometryczna funkcya zadosyć czyni, jest 
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18 PAMięiNlK TOWARZYSTWA NAUK ŚG1SL\CH W PARYŻU. — TOM YlIT. 

Funkcya y = F («, [i, y, a-), mogącą być przedstawioną dla wartości zmiennej mających moduł 
mniejszy od \ , za pomocą szeregu 

(«) 
zadosyć czyni równaniu 

Przyjmi jmy 

(O 

wtedy równanie {b) przejdzie w nas tępujące: 

Czyniąc w tem równaniu 

{d) 

i dzieląc, następnie, jego wyrazy przez (1 — s)"', o t r zymujemy 

Ażeby wszystkie współczynniki w tem równaniu były podzielne przez (1 — s), t . j . żeby ono mogło 
być sprowadzonem do takiego równania, jak równanie (6), należy liczbie m dać taką war tość , aby 
współczynnik przy - był wielokrotnością ilości i — s. To będzie mieć miejsce, gdy liczbie m damy 
jedno z dwóch wartości 

Dla pierwszej z tych wartości , równanie (/>) przejdzie w i-ównanie 

zkąd widoczna, że t emu równaniu zadosyć czyni hypergeometryczną funkcya 

mogąca być dla wartości s, mających moduł mniejszy od 1, przedstawioną zbieżnym szeregiem 

czyli szeregiem 

(/•) 

Zat^m, na zasadzie związków [c] i {d), o t rzymujemy 

t . j . formułę (8). Fo rmułę zaś (9) otrzymamy w podobny sposób, przy m = p. • 
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FUNKCYK HYPERGEOMETRIXZ."<E, 19 

Gdy fankcya 

(17) 

Zadosyć czyni równaniu różniczkowemu (b) i gdy 

lo funkcya (g), dópóki szereg jest zbieżnym, przedstawia hypergeometryczną funkcyę F (ot, y, x), 

według jej określenia, danego w § A ponieważ szereg 2, t . j . szereg ( f ) jest zbieżnym dla w a r -

t o ś c i — l < 5 < 1 ; zaś ciągowi wartości s od — l do + 1 odpowiada na mocy związku (c), ciąg war -

tości ar od do — 00, to ł iypergeometryczna funkcya F (a, [i, y, x) jest funkcyą skończoną, ciągłą i 

jednowartościową dla w^szystkich od jemnych wartości zmienne j x. 

http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl


	ROZDZIAŁ I
	ROZDZIAŁ II
	ROZDZIAŁ III



