
N o w y w z ó r 
do 

całkowania za pomocą szeregów 
przez 

Józefa Tetmajera. 

I. 

Dwa wzory mamy do całkowania szeregami. 
Niech będzie ogólnie różniczka dana 

F' Oj dx. 
Piórwszy z tych wzorów: 

jest prostem zastosowaniem wzoru MACLAURENA. Daje 
on ten sam szereg, który otrzymujemy rozwijając 
daną różniczkę według rosnących potęg ilości a?, i cał-
kując z osobna każdy wyraz szeregu. A że wykona-
nie tego działania jest ogólnie łatwiejszem, powyższy 
wzór rzadko bywa użytym. 

Tak atoli otrzymana całka daje tylko wtedy 
wartość zcałkowanej różniczki, jeżeli ilość x jest 
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względnie bardzo małą. W przeciwnym bowiem razie 
szereg jest rozbieżnym, lub zbiega tak powoli, iż zbyt 
trudno jest osięgnąó dostatecznie przybliżoną wartość 
funkcyi, którą on wyraża. 

Nie może też być użytym kiedy dla x = O pocho-
dne F' (0), F" (0). . . . stają się nieskończonemi. 

Drugi z tych dwóch wzorów tak się daje wy-
prowadzić : 

a zatem 

co nam daje dla 

Tu już nie można uniknąć wyprowadzania po-
chodnych które najczęściej postę-
pują ciągle zwiększającemi się wielomianami, tak, źe 
obliczenie pierwszych czterech lub pięciu wyrazów 
szeregu już długiego rachunku wymaga. Nie starano 
się też z tego wzoru wyprowadzić szczególnych wzo-
rów, którychby wyraz ogólny od rachunku funkcyj 
pochodnych raz na zawsze uwolnił. 
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Z tego to powodu ten wzór drugi, pomimo tego 
że nie sprowadza niedogodności wzoru pierwszego, 
mniej jeszcze używanym bywa. 

Do tych dwóch wzorów przyczyniam trzeci. 
W rozprawie mojej Principes fondamentaux du 

calcul transcendant, ogłoszonej w Paryżu w r. 1857 
dałem nieznane jeszcze rozwinięcie funkcyi F(x -f- A 

Pomijając zasady, z których tam wyszedłem wy-
łożę je tu w następujący sposób: 

a przeto 
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i nareszcie kładąc O w miejscu a? a a? w miejscu 
otrzymuję: 

II. 
Teraz porównaniem całek, jakie dają te trzy 

wzory, pokrótce wykażę, że do całkowania różniczek 
funkcyj przestępnych użycie tego ostatniego wzoru 
jest najskuteczniejszem. 

Zacznijmy od całki: 

Wzór pierwszy daje: 

a dla 

drugi 
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a dla 

trzeci 

a dla 

Widzimy już, że te ostatnie dwa szeregi są 
zawsze zbieżne; ale ich względną zbieżność liczebnym 
tylko zastosowaniem ocenić możemy. Weźmyż na przy-
kład log 2. 

Biorąc tylko pierwsze cztery wyrazy każdego 
z tych trzech szczegóinych wzorów, otrzymujemy na-
stępujące przybliżone ilości: 

a jest 
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Mamy więc do wyrachowania logarytmów wzór 
nagle zbieżny: 

Jednakowoż dla wielkich wartości zbieżność 
jego słabnie. Należy wtedy położyć a; = n + 2, tak, aby 
log n był wiadomym, a ilość z jak najmniejsza. I będzie 

Ten szereg oddawna znany, wynika także bez-
pośrednio z naszego trzeciego wzoru. 

III. 
Przystąpmy teraz do całki: 

Powyższe trzy wzory dają: 
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Dla ocenienia względnej zbieżności tych trzech 
szeregów, połóżmy x = 1 i weźmy w każdym pierw-
sze pięć wyrazów. A tak otrzymujemy: 

a jest 

Kiedy jest x> 1, piśrwszy z tych trzech wzo-
rów szczególnych jest rozbieżnym; ale drugi i trzeci 
pozostają zbieżnemi. 

Gdy ten szczególny wzór trzeci uzupełnionym 
jest wyrazem ogólnym składnie urządzonym, użycie 
onego najmniejszej nie ulega trudności. Lecz zanim 
przystąpię do ostatecznego wykazania wzoru tego, pi-

• szę tu jeszcze dla łatwiejszego sprawdzenia wykona-
nego rachunku, jedenaście funkcyj pochodnych, któ-
rych pierwszą jest: 
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Ztąd biorę pochodne nieparzystej wskazówki, kładę 

w miejscu a i według trzeciego ogólnego wzoru 

otrzymuję ostatecznie: 
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gdzie n jest liczbą parzystą. 
IV. 

Zastosowanie ogólnego trzeciego wzoru do obli-
czenia całki: 

staje się mniej ważnem, ponieważ szereg 

wynikający z pierwszego ogólnego wzoru jest już do-
statecznie zbieżnym, jednakowoż ów 
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wyprowadzony z trzeciego ogólnego wzoru, nagiej 
zbiega. 

Niech będzie x — , i weźmy cztery tylko 
pierwsze wyrazy w każdym z tych dwóch szeregów 
To nam daje: 

a jest 

Tu funkcyje pochodne: 
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są więcej powikłane niż w poprzedzającym ra-
zie; a wyraz ogólny szeregu jest jeszcze prostszym. 
Jest bowiem ostatecznie: 

http://rcin.org.pl



12 JÓZEF TETMAJER. 

gdzie n jest liczbą parzystą. 
Z tego co poprzedza widzimy, że trzeci wzór 

ogólny do wyprowadzenia wielu innych całek sku-
tecznie użytym być może, byle tylko szereg wyraża-
ący całkę zawierał łatwy do zastosowania wyraz ogólny. 

V. 
Dwumian rozwinięty według wzoru 

naszego daje szereg taki: 

ten szereg w niektórych poszukiwaniach analitycznych 
może być wielce użytecznym. 

I tak kiedy mamy wyznaczyć pierwszą pochodną 
funkcyi F (cc), kładziemy 
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i wykonawszy tak wskazane działanie czynimy Aa;=Os. 
Jeżeli więc funkcyja dana jest ax, będzie 

Funkcyja , według wzoru 
NKWTONA tak się rozwija: 

Jest przeto 

i czyniąc otrzymujemy żądaną pochodną: 

W ten sposób zadanie nie jest skutecznie roz-
wiązanem, ponieważ szereg: 

w rzadkich tylko przypadkach jest zbieżnym. 
LAGRANGE starał się temu zaradzić. Zważając że 
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i że 

dla zastąpienia powyższego szeregu, dał następujący: 

który atoli nie został powszechnie przyjętym; zapewne 
dlatego że bezpośrednio z danej funkcyi nie wynika. 

Zastosujmyż teraz do funkcyi: 

rozwinięcie dwumianu z naszego wzoru wyprowadzone. 
Będzie: 
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a dla 

I tak otrzymujemy żądaną pochodną: 

wyrażoną szeregiem łatwym do rachunku, zawsze zbież-
nym i z danej funkcyi bezpośrednio wynikającym. 
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