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Juz otaezajaca przyroda podawala czlowickowi pierwsze pojecia o ilo-
$eiach. Powracajace wedle niezmiennych praw slonce, zmiany por roku,
zmiany ksiezyea i inne zjawiska pojecia te wywola¢ musialy. Ale i stosunki
codziennego, choc¢hy najpierwotniejszego 7ycia towarzyskiego narzucaly je
niejako. Pasterz obliczal swg trzode, rolnik, ukochawszy uprawiang przez sie
ziemie, cheial ja widzieé zabezpieczong od grabiezy sasiada, wiec ja wymie-
rzal, najprostsze stosunki handlowe wymagaly liczenia.

Mowié wiee o tym lub owym kraju jako o ojezyZnie, kolebce wiedzy ma-
tematycznéj w jéj pierwocinach nie mozna; ojezyzna jéj step, na ktorym dzi-
ki nomada wypasal swe trzody, jalowy ugor, uprawiany potem wiecéj cywili-
zowanego rolnika.

Daremnie Grecy Palamedesa uezynili wynalazea sztuki liezenia. Juz
Platon pyta: Jakto ezy moze Agamemnon bez Palamedesa nie wiedzial
ile ma nog?

Najdziksze pokolenia Ameryki i Afryki maja pojecia pewne o liezbie,
pokolenia, ktore dopiero w najnowszych czasach z eywilizacya naszy sie starly?).

Matymatyke wiee' najelementarniejsza, ze jy tak nazwe naturalng znaj-
dziemy u wszystkich lndéw. Ogranicza sie ona na najprostsze liczenie, mie-
rzenie, i najprostszg konstrukeya. Pojecia prostéj i krzywéj linii, plaszezyzn,
pojedynezych figur a nawet cial, daléj pojeeie jednostki lub wielosei odbiera
dziki mieszkaniee Patagonii tak be‘rp’éé?é&nio przez $wiat zmyslowy, jak i ey-
wilizowany Kuropejezyk ; a nawet stopienn jasnosei tyeh pojeé nie powinienby
przedstawiaé wielkich réznie.

Ale od tyeh przyrodzonych pojeé do dzisiejszéj matematyki, téj wspa-
nialéj budowy, podziwianéj dla swéj loieznéj ezystodei linii, téj milujaeéj ma-
tki podpierajacéj chwiejne kroki innych umiejetnogei; to przestrzen niezmierna.

Na przebycie jéj potrzebowala ludzkosé tysieey lat. Wszystkie ludy groma-
dzily materyal na te budowe a stopien i kiernnek rozwoju téj wiedzy u ro-
znyeh ludéw byl rozny. Jak wszedzie i tu potrzeba hbylo matky wynalazkow.

Egipeyanin budujaey swe piramidy, kopiaey kanaly, stawiajgey obeliski
i sfingi, zapewne szezegolniéj ukochal geometrya: ezcaey swe bostwo, slon- -

1) Humbold: Uiber die, bei verschiedenen Vélkern iiblichen Systeme von Zahlzeichen.
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ce, Chaldejezyk byl pierwszym astronomem, kupezacy Fenicyanin uprawial
arytmetyke.

Rzeczywisty rozwoj arytmetyki poezyna sie utworzeniem ukladu liezbo-
wego. Kazdy uklad ma tylko na wyrazenie pewnego szeregu liczb osobne
wyrazy, a te Iaczone ze soby w najrozmaitszy sposob dozwalaja w mowie wy-
razi¢ wszelky liczbe. Azeby zad§ zatrzymaé liczbe liczonyeh jednostek uwido-
czniano je, podobnie jak to ezyniy i dzisiaj dzieei na paleach rgk. Przyszedl-
szy do 10 nie mozna bylo przez dorzucanie nowych jednostek daléj postapié,
przebiegano wiee znowu ten sam szereg tworzac jednostki rzedu wyzszego.
Stad nie powinna weale dziwié ta okolieznoéé, ze najwieksza czedé naroddéw
wytworzyla w liczeniu system dziesigtkowy i weale nie mozna téj okoliczno-
sei uzyé na dowdd twierdzenia, Zze wiedza matematyezna w pierwszych jui
swoich zawigzkach byla zdobyezg naukows pewnego tylko narodu i stad do-
piero rozeszla si¢ pomiedzy inne.

System dziesietny sama przyroda podala czlowiekowi i niezaleznie od
siebie wprowadzily go rozmaite ludy w swoje liezenie. Ale walka o wlasnosé
umystowy jest zaiste tak dawng jak walka o byt, nie dziwmyz sie, Ze poje-
dytieze ludy szezyeily sie, jakoby ome wykolysaly niemowle matematyezne,
otaczajge kolebke jego poetyeznymi mytami podobnie jak i swéj poczgtek.

Obok dziesigtnego ukladu znachodzimy jednak i inne. Niektore ludy
Ameryki i Afryki stanely jui przy pieein paleach jednéj reki, tworzge uklad
pigtkowy. Inne utworzyly uklad dwudziestkowy uZywajac przy liczeniu pal-
cow u nog i rgk. W jezyku niektorych plemion amerykatskich wyraz reka
oznacza pie¢, dwie rece dziesieé¢, rece i nogi albo czlowick dwadziedeia. Dwu-
dziestkowego ukladu uiywaly takze ludy keltyckie a francuskie quatre —
vingt; zdaje si¢ by¢ pozostalodeig tego ukladu. Greey i Rzymianie w mowie
uzywali ukladu dziesigtkowego, Chinezycy nawet dwoch ukladéw, bo dwoj-
kowego i dwunastkowego.

7 razu nie odigczano liezby od liczonego przedmiotu, a w pewnych ra-
zach zastgpowano je kamyczkami. Wyrazy greckie ymepiGer od ijpog, lacid-
ski caleulare od calculus, usprawiedliwiajy to twierdzenie. Dla wiekszéj do-
godnosei nawlekano galki takie na prety, a na precie bylo tyle galek, ile ich
wskazywala zasada ukladu. Gadki na pierwszym precie oznaczaly jednostki,
na drugim dziesigtki, daléj setki i t, d. Tak powstal uzywany przez Rzymian
abacus, przyrzad ulatwiajaey liczenie i dzi$ na wschodzie w uzyeciu.

Wezesnie juz musiano uezué potrzebe grafieznego przedstawiania liezb
by tym sposobem przyjsé w pomoe pamigei. Wyeigé w korze drzewa lub wy-
ry¢ w kamieniu tyle krések, ile jednostek zapamigtaé miano, bylo przeciez o
wiele latwi¢j, anizeli znakami grafieznymi przedstawié artykulowane glosy
mowy ludzkiéj. CzyZ inaezéj i dzi$ znaczy wiedniak liczbe, ktora chee zapa-
mietaé¢? Zdawaloby sie, ze skore w mowie tak przewaznie uiywano ukladu
dziesigtkowego, znajdziemy i w graficznym przedstawieniu liezby tenze uklad
scifle zachowany. Rzecz si¢ ma tu inaczéj. I Greey, a szezegOlniéj Rzymia-
nie ftak konsekwentnie przstrzegajacy ukladu dziesigtnego w mowie, odstepuja
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od niego w pisaniu liczh. Pokrewienstwa, jakie zachodzi n. p. miedzy liczba-
mi 5, 50 i 500 tak widoeznego w mowie, ani grecki ani rzymski sposéb
pisania liczb nie uwidoeznia. W ogéle wplyw jezyka na pisanie liczb byl
nieznaczny, skoro Rzymianie liezyli undeviginti, undetriginta a mnie pisali
IXX' lub IXXX lecz XIX i XXIX.

Grecy alfabet swoj otrzymali od KFenicyan i uzywali go podobnie jak
ludy semickie do pisania liczb. Z czasem jednak zatracil alfabet grecki trzy
litery alfabetu semickiego jako nicodpowiedne naturze jezyka greckiego. Li-
terami tymi byly vau (vav), litera szosta alfabetu semickiego, zade osmnasta
i koph dziewigtnasta. Pieé¢ liter pierwszych odpowiada pierwszym pieciu je-
dnostkom tak, Ze « znaczy 1.; ¢ — 5. nastepna szosta litera §, znaczy juz 7.
W semickim 6, oznaczala szdsta litera Vau, ktoréj w alfabecie greckim juz
nie bylo, utworzyli wice Grecy osobny znak na sze$¢ ¢ a chociaz ksztaltem
zupelnie on rézny od semickiéj wypuszezonej litery nazwiskiem przypominal
ja, Greey zwali go émionuov Bud. Pierwszych o$m liter wraz z osobnym zna-
kiem na 6 przedstawialo pierwszych 9 jednostek, nastepnych o$m przedsta-
wialo dziesiatki tak, Ze ¢ znaezy 10., » — 20. a « — 80. W semickiem
oémnasta litera zade oznaczata 90. Greey ja wyrzucili ze swego alfabetu a na
oznaczenie 90 okazalo sie potrzebném nowe imionuov zwane xémwme, znak je-
20 Y. Dotad oznaczenie liczh, semickie i greckie zupelnie zgodne, od 90 juz
sie roznig. Koph semickie znaczy 100 a greckie x6mme zastgpuje wypuszezong
litere semicky zade, i znaezy 90. Od o, ktore znaczy 100 dochodzi alfabet
grecki az do oznaezenia 800 przez o. Na oznaczenie 900 braklo litery, po-
wstal wiee nowy znak 9 zwany émlonuov eavmi. Litery z kréskami u dolu
jak & ﬂ 7, shuzyly do oznaczenia tysigey az do ”? 9000. Tym sposobem
pls% mozna bylo tylko eztérocyfrowe liezby. Odpowiednio do tego dzielili
Greey czytang liezbe na klasy, po cztéry cyfry, a nie jak my po trzy, i na-
zywali najnizsza klase wovddes, nastepny wvouddes, trzeciy wvdorer pvoiddes,
czwarty wvouiug wboue wvouddes. W pismie oznaczali drugg klase stowem
Muvguézg lub  skroceniem M. Przed ten znak kladziono jako ezynnik liczbg
myriad, lub pisano ja nad znakiem. Pézniej wypuszezano znak M a kropka
dzielila klase monad od myriad. Pappus liezbg 18000 pisze wvgiddes @ po-

vides 7. Wypisanych dla przykladu kilka liezb z Diofantesa, lepiej te rzecz
objagni” ov.£Imd — 1507984; #4.foud — 262144; adYa.co0 = 19916214,
‘ ‘ ‘ /

Ulamki pierwotne, to jest te, ktore w liezniku jednostkg‘ majg, pisali
Grécy dodajge nad mianownik kréske podobny do akeentu akutus, ;lz znaczylo
Yss & — Ya5 £ — Yeao Yo mialo osobny znak, przypominajgey facifskie k.
Inne utamki oznaczano w ten sposob, Ze wypisywano mianownik nad liezni-
kiem n. p. i{(; — 9,,. Dla odroznienia liczb w tekéeie prowadzono nad nimi
poziomg kréske. Grecy, od Pytagorasa poczgwszy dzielili arytmetyke na
prakiyezng Aoforixs) i umicjetng coudunruxy. Przypatrzmy si¢ poznawszy spo-
sob grafieznego przedstawienia liczb u Grekow, jak oni wykonywali w prakty-
ce dzialania arytmetyczne. Kutokios zyjacy w. polowie 6€ wieku po OChr
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w komentarzu do II. ksiegi Archimedesa o kuli i waleu, przeprowadza kilka
przykladéw mnozenia, dodawania i odejmowania.

Liezba ote — 265 ma byé do kwadratu podniesiong. Kutokios zaczyna
mnozenie odwrotnie, anizeli my to czyni¢ zwykli, od najwyzszy¢h cyfr i liczy
200 razy 200 daje 4 myriady Z&; 200 razy 60 jedne myriade 1 2000 — ﬁﬁ;
200 razy 5 daje 1000; — & Te iloczyny tworzy pierwszy szereg. Daléj 60 ra-
zy 200 daje jedne myriade i 2000 — ]‘Zﬂ; 60 razy 60 daje 3000, i 600, — E
60 razy 5 daje 300 — 7; to drugi szeregl. W koticu 5 razy 200 — 1000. — «;
5 razy 60 — 300. —z.; a 5 razy 5 da 25 —xe. tak otrzymujemy trzeci szé-
reg. Z dodawania wychodzi suma 7 myriad i 225 monad. ]@6%&

Rachunek ulozony w szema wyglada.

b 265
e 265
by 0«
MMpe 40000 12000 1000
(44
MByye 12000 3.600 300
g 1000 300 25
i
4
Moxe 70225,

Arabowie pierwotnie uzywali takze liter do pisania liezb, a sposob ich
tém roznit sig od greckiego, ze na oznaczenie 1000 dostarczal ich alfabet
jeszeze odrebnego znaku.

Na sposob grecki pisze takze liezby i jezyk staroslowianski. System
rzymski jako znany pomijam, réwniez i inne, jak system podany przez grama-
tyka Herodiana') podobny do rzymskiego, w koieu system o ktérym mowi
Heilbronner w swéj historyi matematyki; jako systemy, ktére nigdy nie prze-
szly w praktyezne uzycie.

Obydwom systemom tak greckiemu jak rzymskiemu za podst:iweg stuzy
uklad dziesigtkowy. W rzymski wehodzi nadto uklad pigtkowy. Nasz u-
klad, ktéry od Indow przeszed! do Arabow, a od tyeh do Kuropy, charakte-
ryzuja dwie cechy.

1. dziewieé znakow dla dziewigciu pierwszych liczb ma podwdéjne znacze-
nie. Pierwsze bezwzgledne, drugie zalezne od miejsca, na Mgorym eyfra

stoi. Kazda cyfra przedstawia swoj iloczyn z pewng potega 7z 10.

2. System ten, azeby w kazdym wypadku dokladnie oznaczyé wartosé
miejscowy cyfry potrzebuje jeszeze jednego znaku na oznaczenie, Ze té]
lub owéj potegi z 10-w liczbie nie ma.

1) Stefani thesaurus linguae Graecae.
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Systemy uzywane w starozytnosei znaku takiego nie potrzebywaly, wy-
plywalo to z ich natury. Ptolomeusz pierwszy wprowadzil znak O skro-
cone ovdev.

Geometryi uezyli sie Greey od Egipeyan. Samo rozpatrzenie sie w bu-
dowlach egipskich przekonywa, ze Kgipeyanie bez pewnych wiadomosei z ge-
ometryi nie potrafiliby byli wzniesé takowych. Te ogromem zadziwiajace pira-
midy, $wiatynie i palace, na wiele mil ciagnace sie kanaly z potrzebnymi
$luzami, dowodnie wskazuja, ze Fgipeyanie rozporzadzali nie malym zasobem
wiadomosei z geometryi.

Niektorzy uczeni'), opierajac sie na podanyeh przez Herodota, Diodora
i wielu innych wiadomoseiach o podrozach naukowyech Grekéow do Egiptu,
przyznaja  Hgipeyanom bardzo wysoki stopien wyksztalcenia w geometryi,
i twierdza, Ze cala wiedza Talesa, Pytagorasa a nawet Platona pochodzi-
la z Egiptu.

Nieco $wiatla na te sprawe rzuca papyrus nabyty przez brytyjskie Mu-
zeum w Londynie po Mr. Rhind. Jest to do$¢ obszerny i praktyezny podre-
cznik geometryezny. Twierdzenn wladciwyeh tam nie ma, wszystko ujete w for-
me zadan rozwigzanych rachunkiem w liezbach. Tak n. p. wymierzyé prosto-
kat, jezeli jeden bhok 2, a drugi 10 jednostek miary wynosi. Znalezé po-
wierzehnie kola, ktorego promien ma 6 jednostek miary. Wytyezyé trojkat
prostokatny, ktorego przyprostokatnie 10 i 4 jednostek wynosza, trapez, kto-
rego rownolegle boki 6 i 4 jednostek maja, a kazdy z nierownoleglych
20. Uezy daléj podzialu figur, w koneu oblicza objetosé calych i Scietych
piramid. Obliczenia te nie polegaja na $eistych teoretycznych poszukiwaniach,
zadowalali sie Egipeyanie przyblizeniem, zwlaszeza przy obliczeniu powierzehni
kota i objetosci piramid. Znali wiec nauke o katach i liniach réwnoleglych,
umieli nakregli¢ trojkat, rownoleglobok i trapez z pojedynczych czesei skiado-
wych, tudziez obliezy¢é powierzchnie tyeh figur. Znali réwniez najelementar-
niejsze twierdzenia o kole i wpisanyeh w kolo wielobokach, Ze stereometryi
znany im byl warunek prostopadlosei prostéj do plaszezyzny, teorya réwnole-
glogei linii i plaszezyzn w przestrzeni, z bryl poznali praktyeznie réwnoleglo-
$eiany, ezworoboezne piramidy, proste stozki i walce, kule i umiarowe bryly,
z wyjatkiem dwunastoscianu. Wnikneli glebiéj we wlasnodei kuli spowodowa-
ni ku temu potrzebami- astronomii.

Wiek papyrusu tego oznacza Birch?®) na 1100—1000 lat przed Chr.
jest on ‘przepisany z dawniejszego, jak dowodzi umieszezony na nim dopisek
pochodzacego z 3400 — 3200 r. przed Chr.

Zadziwia, Ze ‘ak wezesng cywilizacya odznaczajacy sie naréd, nie rozwi-
ngd tych nabytkow, ze wkrotee Greey, uczniowie Kgipeyan, mistrzéw swych
przescigneli. Przyezyng tego zjawiska byla egipska kastowosé. Tylko kasta ka-
planéw zajmowala sie w Egipcie umiejetnoéeiami, a matematyka w rychle
stala sie integralng czescia ich ksiag $wietych. Skamieniala wige, bo nie la-

1) Roth: Geschichte unserer abenolaudischer Philosophie.
2) Lepsius Zeitschrift fiir Aegyptische Sprache und Alterthumskunde Jahrg. 1868. pag. 108-
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two mogly nowe odkrycia, czesto dawniejszym przeciwne, znales¢ pizyjecie
goseinne w tych ksiegach.

Prastarg cywilizacya egipska przyglusza mloda swobodnie sie rozwijajaca
grecka a za Ptolomeuszow sam Kgipt staje si¢ ogniskiem kultury heleriskiej.

Te pierwsze zdobyeze kaplanéw egipskich w geometryi przeniesli uczeni
grecey do swéj ojezyzny i tutaj, pod pogodném niebem Helady, rozwinely sie
one w wiedzg systematyezny, prawdziwg umiejetnosc.

Przechodzimy wiee do Grekow, aby sie juz do konca pracy naszéj z ni-
mi wiecéj nie rozsta¢. Szezesliwy zaiste narod, nieprzescigniony na polu sztu-
ki, we wszystkich prawie galeziach wiedzy nieposlednie poczynil zdobycze.

Pomiedzy ‘slawniejszymi matematykami, przy ktérych w dalszym ciagu
zatrzymaé sie nam przyjdzie, nie znajdziemy zadnego nazwiska rzymskiego.
Wojowniczy ten ‘lud tylko tymi cze$ciami ‘matematyki si¢ zajmowal, ktére
w praktyce znachodzily zastosowanie jak sztuka miernicza. Pieknie wyra-
za Cicero te réznice miedzy oboma narodami moéwige: Ergo in Graecia mu-
sici floruerunt, diseebantque id omnes, nec, qui nesciebat satis excultus doc-
trina putabatur; in summo apud illos honore geometria fuit. Itaque nihil ma-
thematicis illustrius. At nos metiendi rationandique utilitate, hujus artis ter-
minavimus modum.")

Najwiarygodniejszém zrodlem, z ktorego czerpie historya matematyki
swe wiadomosei dotyezace czasu, az do Ptolomeuszow jest Proklosa Comment.
in Huelid. i Simplikiosa: Comment in octo Aristotelis physicae auscultationis
libros.Obaj w dzielach swych podajy wiele historycznych dat, a ohaj czerpali
z zaginionéj historyi matematyki i astronomii napisanej przez Kudemosa,
ueznia Arystotelesa.

bEL &l ¢S4

Wedle zgodnego $wiadectwa starozytnych pisarzy, Tales pierwszy ucayl
matematyki w Greeyi. Proklos o nim pisze: Tales, ktory do BEgiptu udal
sig, pierwszy przyniosl te umiejetno$é do Helady; i wiele sam wynalazl,
wielu rzeczy poezgtki przekazal swym nastepcom, jedne uogélnil, inne uczy-
nil latwiejszymi do zmystowego poj¢cia®). Pochodzil on z fenickiej ®) rodziny
w Milecie osiadléj. Zy! miedzy 640—548 przed Chr. Pierwszy polowe zyeia
poswigeil handlowi i podrézom. Podréze handlowe zaprowadzily go do Egi-
ptu, gdzie tak sie rozmilowal w naukach, Ze wszedlszy w osobiste stosunki
z kaplanami egipskimi porzucil handel a po$wieciwszy si¢ umiejetnosci, wiele
lat u nich na nauce strawil.

Juz w podeszlym wieku wrocil do miasta rodzinnego miedzy 595 a 590
rokiem przed Chr. 7 razu nie zyskal rozglosu w ojezyznie a nawet nie mogli
pojaé jego wspélziomkowie, jak mozna podwiecaé umiejetnodei, ktora nie pray-
nosi zadnyeh korzysei materyalnych tyle czasu. Dopiero gdy przepowiedzial

1) M. Tullii Ciceronis Tusculanarum Quaestionum Lib. I. De mort. cont. cap. 2.

2) Proe. com p. 19.
3) Herodot. I.‘ 170.
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na rok 585 zaémienie slorica, ktore rzeczywiscie 23. maja tegoz roku nastapi-
lo, otoezyla go slawa i policzono go miedzy siedmiu 6wezesnych medreow.!)

Odtad miat Tales i wplyw na polityczne stosunki swéj ojezyzny, lecz
wkrotee powraca do swoich prac naukowych, oddajae sie szezegdlnie astrono-
mii. O nim to opowiada Platon %), Ze przygladajac sie nichu wpadt do rowu.
Towarzyszagea mu niewolnica rzekla: Co na niebie si¢ dzieje, cheesz zbadaé,
a nawet nie widzisz co pod nogami twymi lezy.

Doczekal Tales bardzo podeszlego wieku i przezyl upadek panstwa
lydijskiego.

Proklos w komentarzu do Euklidesa podaje” w krotkodei twierdzenia,
ktore mial odkryé Tales. T tak udowodnil, ze katy wierzcholkiem przeciwle-
gle, daléj katy praypodstawne w trojkacie réwnoramiennym sa réwne. Wyka-
zad, ze jeden bok i dwa przylegle temus katy wyznaczaja dokladnie trojkat
i uzyl tego twierdzenia do oznaczenia oddalenia zblizajacych sie okrgtow do
portu, dalej udowodnil, Ze $rednica polowi kolo. Mial on pierwszy wpisaé
w kolo trojkat prostokatny i wykazaé, ze wszystkie katy w polkolu sy proste.

Wszystkie te twicrdzenia sa tak elementarne, ze musieli je juz Kgipey-
anie znaé. Ze w Greeyi uwazano Talesa za wynalazee dziwié nie moze, gdy
sie zwazy, ze Tales pierwszy miedzy Grekami uezyl! matematyki.

Oprécz wyzéj wymienionych twierdzen znal zapewne Tales najwazniej-
sze o rownoleglych liniach, o trojkatach réwnoboeznych i rownoramiennyeh,
‘o réwnoleglobokach ; leez nie pomylimy sie twierdzae, Ze wszystkiego tego
nauezyl sie Tales w Egipeie. Stowa Proklosa xal modde uév adrog éUos nicze-
go nie dowodzy, bo nikt w Greeyli nie mogl oddzielié wlasnych zdobyezy
Talesa od tego co z Egiptu przynidsl, a z tego co o Hgipeyanach wiemy, ja-
snem, ze bez wymienionych przez Proklosa jako wlasno$é Talesa twierdzen
obejsé si¢ oni nie mogli. Caly wiec zaslugg Talesa, Ze pierwszy przesadzid
geometryg na grunt greeki, ze twierdzenia; ktérych w niemowlectwie geometrya mia-
Ia nieskonezenie wiele, uogolniaé poezal, ze w koncu w dowodzenie wiecej
precyzyi wprowadzil. Prostym n. p. jest dowdd twierdzenia o katach przypod-
stawnych w trojkacie rownoramiennym. Tales obréciwszy ten sam trojkat kla-
dzie go w tém nowém polozeniu na trojkat w polozeniu pierwszém i wykazu-
je, ze w obu polozeniach dokladnie sie kryje.

 Mial takze Tales wymierzyé wysokosé piramid za pomoey cieniu. Mie-
rzyl on cien w chwili, kiedy dlugo$é jego réwna sie wysokodei przedmiotu,
ktory go rzuea. Sposob ten mierzenia wysokogei wymaga, azeby moina w chwi-
li, kiedy wysoko$¢ slorica nad horyzontem wynosi 45°, wymierzy¢ caly diu-
gos¢ cieniu, czego oczywiscie przy piramidach, majgeych szeroky podstawe
uezynié¢ nie podobna. Tales mogl metode te stosowaé do obeliskow. Wymiaru
swego nie mogl oprze¢ na prawie, ze w kazdéj porze dnia dlugo$é eieniu do
wysokosei przedmiotu, ktory go rzuca, jest wprost proporeyonalng, bo o pro-
porcyach Tales nic nie wiedzial.

1) Herodot I. e. 74.
2) Theaitetas c. 24.
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Diogenes Laertios wspomina o dzielach Talesa traktujacych o astronomii.
Mial je Tales spisa¢ wedle dwezesnego zwyezaju w 200 wierszach.

Szkola joniska, ktora tworzg uezniowie Talesa, nie prayezynila sie weale
do rozwoju matematyki, pozostawiajac ja na tym stopnin, na jakim ja Tales
postawil. Najstawniejsi uezniowie Talesa Anazimandros, Anaximenes v Ana-
zagoras zajmowali sie przewaznie astronomia i spekulatywna filozofig. Ostatni
z nich Anaxagoras uczenn Anaximenesa, Zyjacy miedzy rokiem 500—428 przed
Chr. najwigeéj uprawial matematyke, pobudzony ku temu zapewne dzialaniem
wlagnie w tym ezasie powstajacéj szkoly italskiéj. Proklos, ktory tylko znako-
mitszych matematykow wylicza pisze o nim, Ze wiele w geometryi wynalazl ')
rowniez znajdujemy o nim i inng wzmianke, wedle ktoréj, mial w wiezieniu
pisa¢ o kwadraturze kola®). Wspolezesnie z Anaxagorasem 7yl Oinopides
z Chios. Proklos powiada, ze byl nawet mlodszym od niego. Mial on pierwszy
podaé sposob, jak z punktu danego do nieograniezonéj prostéj, wykresli¢ pro-
stopadly i kat réwny danemu. Jednakie twierdzenia te sa tak prymitywne,
ze juz za czasow Pytagorasa nie moglyby byly slawg okryé swego wynalasey.

Konstrukeye i zastosowania tychze do praktyeznych celow, to glowne za-
dania 6wezesnych matematykow. Juz Tales staral sie o Seislosé i logicznosé
w dowodzeniu, o uogoélnienie prawd matematycznych, zapewne i nastepey je-
go w slady jego wstepowali, nikt jednak nie pomyslat o tem, by zajaé
sie wlasnosciami cial przestrzennych i wzajemnymi stosunkami tyehze, nie
szukajae koniecznie uzytku praktyeznego, nikt, by wynalezione prawdy powig-
za¢ w systematyezng ealo§é. W ogéle nie wspominajy starozytni o Zadném
twierdzeniu doniolejszego znaczenia, ktéreby ze szkoly jonskiej pochodzilo,
a zdaje sig, ze nawet wymiarem powierzehni, co- juz Hgipeyanom obeem nie
bylo, malo, albo weale si¢ nie zajmowano w owych eczasach, wszystkie ho-
wiem twierdzenia odnoszg si¢ wylacznie do konstrukeyi i wymiaru linii.

Podeszlego juz Talesa odwiedzil w Milecie mlodzian, kiory mial juz
wowezas uczonego slawe. Tales podzielit sie z nim wiadomoseiami swymi
i natchnal go mysla, by w Kgipeie u kaplanéw.w Memfis i Tebach, szukal
dalszego wyksztaleenia. Mlodziencem tym byl Pytagoras.

Pytagoras urodzit sie miedzy rokiem 568 a 564 przed Chr. na wyspie
Samos, ojeiec jego byl pochodzenia fenickiego. ‘

Poszed! on za rady Talesa i odbyl wiele podrozy po Kgipeie, Fenieyi,
Arabii, Palestynie, Babilonii, Indyach i Persyi. O podrézach tyeh zachowali
starozytni autorowic wiele bajecznych wiesci, na uwage jednakze zastuguja
Swiadectwa Cyecerona i Pliniusza, ktorzy nietylko o podrézy Pytagorasa do
Egiptu, ale i do Persyi mowig. Ze byl w Bgipcie, zdaje sie byé pewnym,
a dowodzg tego urzadzenia zwiazku Pytagorejezykow, ktore wyrazne slady
wplywu Egiptu na sobie nosza, dowodzi i znakomita jego dzialalnosé na
polu matematyki.

Na rodzinng wyspe powrocit Pytagoras dopiero okolo roku 513 przed
Chr. i zalozyl szkole tamze. Gidy jednak uczniow braklo, udal sie znowu

1) Proclus com. pag. 19.
2) Plutarchus de exilio 17.
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w podroz po Heladzie. W trzy lata pézniéj widzimy go w Kroton, w polu-
dniowej Italii. Tutaj udalo mu sie zebraé okolo siebie ueznidw, tych w Seisty
swiazek zdaczywszy nie tylko uezyl — ale i naklanial, by sie szlachetng pod-
niosfodeia umyslu i obyezajnosceia odznaczali. Zwiazek ten opierajac sig na
kastowosci egipskiéj mial przewaznie zasady arystokratyezne, a Zze wlasnie
wowezas powial wiatr demokratyezny, przyszlo wiee do gwaltownego starcia.
Pytagoras musial uchodzié¢ z Kroton do Tarentu, lecz z tych samych powodow
wkrotee opuseil Tarent i schronit sie do Metapontu, gdzie podezas nowego
napadu na jego szkole, poniost §mier¢ w 90. roku zyeia, miedzy 430 a 470
przed Chr.").

Proklos méwi o nim: ,Po tych matematykach zmienil Pytagoras zajecie
sie ty galeziy wiedzy w prawdziwa umiejetnosé, praygladajac sie zasadom jéj
z szerszego punktu widzenia i badajac teoremata mniéj zmyslowo a wiecéj
umystowo. On takze wynalazt teoryay niewymiernosei i konstrukeya kosmi-
cznych (regularnych) cial. )

A zatem Pytagoras pierwszy uwolni! matematyke od ustawicznego ogla-
dania sie na praktyezne cele — on ja pierwszy podniést do rzedu pra-
wdziwych umiejetnosei.

Chege zrozumieé szybki rozwoj matematyki spowodowany przez Pytago-
rejezykow, potrzeba pozna¢ glowng zasade ich filozofii. Otoz wedle téj filozofii
wszystko, co pod zmysly podpadalo, mialo podwdjny poczatek, ktéry Pytago-
rejezycy slowami zo wéoag albo 7o mwéocvov i T émewgov oznaczali. Rzecz pod
zmysty podpadajaca, istotna zwala si¢ zo meweodousvov, praez mépauwvov ogra-
niezona i oznaczona dmetgov. Nie uszlo téz uwadze ich, Ze przedmioty rzeezy-
wiste sa W pewnéj zaleznosci od siebie, i Ze Scisle oznaczony stosunek pomie-
dzy tymiz istnieje.

Pojecia te schodza sie zupelnie z pojeciami ilosei i stosunkow wzaje-
mnych tychze ilosei, liczba zas laezy obydwa te pojecia w sobie — stad
liczby i stosunek tychze staly sie podstawa systemu filozoficznego Pytagorasa,
co dalo poczatek do rozwoju arytmetyki. Zadziwia okolieznosé, ze do swych
celow nie zastosowali Pytagorejezycy geometryi, ktora byla wowczas i bar-
dziej znangy i zupelnie tymze celom odpowiedzie¢ mogla, arytmetyka zas do-
piero pierwsze kroki stawiala. MoZe pociggala mnowosé, prawdopodobniej
jednak spostrzezono rychlo, Ze arytmetyka, jako umiejetno$é oderwana, ma
wigeej wartosel i obszerniejsze zastosowanie od geometryi przy spekulacyach
filozoficznych. Nad ograniczonem zé6 mépewvor 1 mnad nieograniczonem 7o
@megov, tymi dwoma pryneypiami wszech rzeczy postawili Pytagorejezycy
bostwo, jako najwyzszy prayezyne i sile, ktora wzajemny stosunek owych
pryneypiow, oznacza i porzgdkuje. Filozofia ta wskré$ mistyezna, stad téz i
podzial liczb na zupelne i niezupelne, na polygonalne i piramidalne, d$wieta
ezworka: 14-2 4344 — 10, na ktory Pytagorejezycy praysiegali; jakkolwiek
wzystko, to sy rzeezy same w sobie blache, a moze nawet ublizajace wielkim

1) Rith jak wyzej Bd. IL. pag. 938 i nastepne.
2) Procl. com. pag. 19.

o

http://rcin.org.pl



T

zastugom, jakie ta szkola w rozwoju matematyki polozyla; jednakZe mimo to
sy one poczatkiem nowéj umiejetnosei zwandj arytmetyka umiejetna.

Spostrzegli bowiem Pytagorejezycy, Ze wszelkie stosunki pomiedzy li-
czbami pozostaja niezmienne, jakimkolwiekbadz zmianom liczone przedmioty ule-
gaja, a w naturalném nastepstwie poezeto rozwazaé stosunki liczebne na li-
czbach oderwanyech. Juz wtedy zarysowal sie przedzial miedzy arytmetyka
praktyczng, ktora Greey Aopioruen zwali a umiejetng doudunzung. Te ostatnig
wprowadzili Pytagorejezycy i pierwsze dali jej wyksztalcenie.

Krok w krok za rozwijajaca sie arytmetyka podazala i geometrya, a juz
tu widoeznym potezny wplyw téjze na geometrya, wplyw, ktéry ja pédzniej
tak stanowezo mial przeobrazi¢. Pytagoras wprowadza proporeye i dzieli je na
geometryczne, arytmetyczne i harmoniczne, stosuje je do geometryi i ofray-
muje pojecie podohieristwa figur. % tem laezy sie wynalezienie Sredniéj pro-
porcyonalnéj do dwoch prostych i zamiana danego prostokata w kwadrat
o réwnéj powierzehni.

Pierwszy takze wprowadzil progresye prawdopodobnie arytmetyczne, kto-
re mu dostarezyly obfitego materyalu do jego filozoficznyeh spekulacyi, z sze-
regu liezb nieparzystych otrzymal przez dodawanie, zaczynajac zawsze od je-
dnostki, szereg kwadratow. Z roznych szeregéw dochodzit w podobny sposob
do liezh poligonalnych.

Prawdopodobnie z Fgiptu przyniost twierdzenie, ze szesé trojkatow ro-
wnoboeznych eztéry kwadraty i trazy szescioboki uloZzone mnaokolo jednego
punktu, wypelniaja dokladnie plaszezyzne. Z twierdzenia tego wyplywa, Ze
suma katow na okolo punktu wynosi 4R za$ przyleglych 2R, a z tego znowu,
ze suma wewnetrznych katow w trojkacie rowng jest 2R. Znal zapewne juz
Tales to twierdzenie, a dowdd tegoz twierdzenia objasnia Eutokios we wstepie
komentarza swego do Apolloniosa. Czytamy tu, Ze twierdzenia o sumie katow
dowodzili ,starzy“ dla kazdego ksztaltu trojkata z osobna, najprzéd dla réwno-
boeznego, nastepnie dla. réwnoramiennego, w. koneu- dla nieréwnobocznego
TYOTEQOY  EV rco 16071:/151)90) ol mEdw v rcb 1600#eAeT el V6TEQOY &V T®
6%05/17)1/&) POLD]Q]SI za$ udowodnili ogolne thOIdLPHlO ze katy w tr()jk@ci:}

kazdym wynoszy 2 proste. ') Pytagorejezycy wedle Proklosa dowodzili jak na-
stepuje: W tréjkacie 4BI' Fig. 1. prowadzimy przez A rownolegla do BI,
a zatem katy naprzemianlegle 44B — ABI' a EAI' — AI'B. Dodame kat
BAT, wtedy katy 44B, BAI, I'4AE albo A4AB i BAE to jest dwa proste
rownaja sie trzem katom trojkata.

Ktoz nie zna twierdzenia o prostokatnym trojkaecie, ktére nosi nazwisko
Pytagorasa? Swiadectwa autoréw starozytnych zgodnie przypisuja twierdzenie
to Pytagorasowi. Proklos powiada: ,Jezeli stucha¢ mamy tych, ktorzy stare
historye. opowiada¢ chea, teoremat ten nalezy Pytagoresowi przypisaé — z po-
wodu odkrycia mial on wolu ofiarowacé.“ %) :

Pod opowiadajacym stare historye rozumieé tu nalezy Kudemosa, autora
historyi matematyki, z ktérej eczerpal Proklos daty historyczne, piszac swoj

1) Apoll. conica. pag. 9.
2) Procl. com. pag. 110. .
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komentarz. Ow wol zabity sprzeciwia sie wprawdzie zasadom Pytagorejezykow
jednak i Plutarch kaze ofiarowaé Pytagoresowi wolu, z powodu innego
znowu twierdzenia. '

W jaki sposob dowodzil Pytagoras swego twierdzenia nie wiadomo, tyle
pewna, ze sposob ten zupelnie byl réznym od Kuklidesowego.’) Proklos bo-
wiem mowi: Podziwiam wprawdzie i tych, ktorzy pierwsi prawde problemu
tego zbadali; wyzéj cenie jednak autora Elementow (sroryete Kuklidesa) nie
tylko dla tego, Zze teoremat ten najzwiezlejszym dowodem poparl, lecz takze
dla tego, Ze znajdujace siec w IV. ksiedze ogolniejsze twierdzenie niezbitymi
dowodami utwierdzil. %)

Z twierdzenia o trojkacie prostokatnym powstato prawo, wedle ktorego
tworzy sie trojkaty majace wymierny stosunek bokéw. Potrzeba wzigé jako
lieczbe wymiarows mniejszéj przyprostokatni, jakakolwiek liezbe nieparzysty
n. p. 3. Liezbe wymiarowg przyprostokatni dtuzszéj otrzymuje sie podnoszge
3 do kwadratu — 9. odejmujac 1 wiee 8, i dzielge przez 2, a zatem 4. Do-
dawszy do wiekszéj prayprostokatni 1, otrzymujemy przeciwprostokgtnie 5.
Bezposrednim wynikiem tyeh spekulacyi liezbowych i prawa o trojkacie pro-
stokatnym, bylo odkrycie, Ze sa linie, ktoryeh stosunek wzajemny przez zadng
liezbe nie da sie wyrazié, Ze zatem sy i liczby, ktorych stosunku do jednogei
wyrazi¢ nie mozna. )

Odkryeie niewymiernych (incommensurabel) ilosei i niewymiernych liezb
(irrational) jest najwiekszg zaslugg Pytagorasa, zastosowanie jednak nowego
tego pojecia do teoryi stosunkéw i proporeyi, zawdzigezamy uezniom Platona,
chociaz juz i Pytagorejezycy wykazywali, ze stosunek zachodzaey miedzy bo-
kiem a przekatnia w kwadracie jest niewymierny. Postawil i rozwigzal takie
Pytagoras nastepne zagadnienie: Do prostéj pod danym kalem przylozyé
wagafiiriew rownoleglobok, ktoryby réwnym byl danemu trojkatowi. Elemen-
tarne twierdzenia o katach rownoleglych, trojkatach i rownoleglobokach, ja-
kotéz i obliczenie powierzehni trojkatéw, réownoleglobokéw i trapezow znaé
musiad Pytagoras, skoro rozwigzal powyisze twierdzenie. Prawdopodobunie
twierdzen tych nauezyl sie Pytagoras w Hgipeie, dowodzg tego zadania za-
warte w wyzéj wspomnianym papyrusie Rhinda, bo i ich rozwiazanie opie-
ra sie na tych twierdzeniach. Pytagoras najprawdopodobniej, $cislej takowe
udowodnil, rozwinad i uzupelnil. Inne zadanie, ktorego rozwiazanie polega na
tem, by wykréslié do dwoch danyeh figur, trzecig ktoraby byla réwng jednéj
a podobng do drugiej, przypisuja takze Pytagorasowi. Do rozwiazania zagadnie-
nia tego, przedewszystkiem potrzebng byla znajomosé twierdzenia, Ze po-
wierzehnie podobnyeh figur majg sie do siebie jak kwadraty z odpowiednich hokow.

Z liezbami polygonalnymi fgezg sie znowu umiarowe wieloboki i bryly.
Te ostatnie sluzyly mistyeyzmowi Pytagorejezykow jako symbole 6wezesnyech
pierwiastkow. Szedeian oznaczal ziemie, ezworogeian ogien, o$mioscian wyo-
brazal powietrze a dwudziestoscian wode. Niektore z tyeh bryl znane byly

1) Elem. I. prop. 47 i 48.
2) Proclus com. pag. 110.
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bezwatpienia Egipeyanom, a i architektura ich wskazuje, Ze znali czworodcian,
oémiodeian i szedeian. Skoro Egipeyanie wiedzieli, Ze sze$é trojkatow  rowno-
boeznyeh, eztéry kwadraty lub trzy szescioboki zamykajy plaszezyzng, probo-
wali skladaé trojkaty i ezworoboki w katy brylowe, przyezem z trojkatow
otrzymali trojScienne, czworo$cienne i pigciosecienne katy brylowe, z kwadratu
za$ tylko trojScienne. Tym sposobem odkryto twierdzenie, Ze katy plaskie
w brylowym zawsze s3 mniejsze od 4R. a zarazem zapoznano sie 7z umiaro-
wymi wielobokami. Zdaje sie, Ze dwudziestoeian znano u Kgipeyan, jednakie
dwunasto¢eianu nie znali, bo nie umieli w kolo wpisaé piecioboku umiarowe-
go. Wpisanie w kolo umiarowego pigcioboku jest jedném z bardzo wainych
odkryé Pytagorasa, a jak wysoko odkyecie to sam eenil, dowodzi okolicznosé,
7e figury t6j wraz z piecioma przekatniami polecit uezniom swym uzywaé, ja-
ko godla, po ktorym sie poznawali. Bylo to tak zwane Pentalpha. Raz po-
znawszy pieciobok Yatwo juz bylo zbudowaé dwunastoseian. Odkryeie to mu-
sial Pytagoras w poZznym wicku uczynié, wtedy, kiedy jego systemat filozo-
fiezny zupelnie byl wykonezony, bo juz w nim na dwunastoscian mnie bylo
miejsca. Uezynil wiee Pytagoras symbolem wszech§wiata dwunasto$cian, uwa-
zajac go choé mylnie, za najbardziej do kuli zblizony, bo przeciez dwudzie-
stoseian wiecéj do kuli sie zbliza,

Oto czem sie Pytagoras do rozwoju matematyki przyezynil. Wiasnosei
konstruktywne trojkatow, rownoleglobokéw i umiarowyeh wiclobokéw zupelnie
rozwingd a zarazem uzyskal podstawy do poznania wymiarowych wlasnosci
tychze figur przez obliczenia powierzechni, wprowadzenie proporeyi i podo-
bienstwo figur. Nauke o kole traktowal po macoszemu, w stereometryi szeze-
goélnie zajmowal sie katami brylowymi i umiarowymi brylami. Wykreslenie
tych bryl i postawienie pojecia o niewymiernosci to podstawy, ktére mu za-
pewniaja imie wielkiego matematyka. Najwazniejsza jednak zasiuga jego, Ze
uwolnit matematyke od ciaglego ogladania sie na praktyczne cele, ze ja wy-
zwolil z pet codziennego zyeia, Zze ja podniosl do wyzyn samoistnéj umieje-
tnogei. Tym sposobem wyrobila sie czysto konstruktywna syntetyczna metoda,
metoda po wszystkie czasy za najwlasciwsza w geometryi uznana.

Jakkolwiek znaczne byly odkrycia Pytagorasa i uczniow jego w mate-
matyce, dalszy jednak jéj rozwdj tamowowala $eisla tajemnica, do jakiéj
wszysey ezlonkowie zwigzku obowiazanymi byli. Caly system filozoficzny a
z nim i najnowsze zdobycze w matematyce tylko dla czlonkéw zwigzku byly
przystepne, a surowo przestrzegano tajemnicy, skoro Hippokratesa z Chios wy-
kluezono ze zwigzku za to, Ze ueczyl za pienigdze matematyki. W razgcé)
sprzecznosei stanal tu tajemniczy, zamkniety w sobie i kastowy charakter
zwigzku Pytagorejskiego z wolnomyslnym sposobem myslenia Helady, starcie
stalo sie mieuniknione i zwigzek przemoca rozbito. Czlonkowie tegoz zwiazku
rozbiegli si¢ po najdalszych koloniach greckich, czgsto z calego mienia uno-
szac tylko Zycie, i pozniej nie jeden z nich mnauezaniem si¢ trudnil. Dla
wszystkich otworem stangl teraz gmach ich wiedzy, a zwiekszony w ten spo-
s0b zastep pracownikow, nie malo sie przyezynil do dalszego rozwoju mate-
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matyki. Wszystkie usilowania Owezesnych matematykow, obracajg si¢ okolo
Tozwigzania nastepnych trzech zagadnien:

Kat dany podzieli¢ na dowolng liezbe czesei rownyeh.

Prawa o zamianie — podziale i mierzenin plaszezyzn przenie$é na bryly,
mianowicie znale$é twierdzenie dla sze$cianow, ktoreby twierdzeniu Pytagora- -
sa o kwadratach odpowiadalo, przy czem ograniezano si¢ na razie,na podwo-
jenie szescianu.

Obliczyé powierzchnie kola.

W rozwigzanin pierwszego twierdzenia probowal sit swoich IHippias
z Blidy Zyjacy rownoczesnie z Sokratesem. Wynalazl on lini¢ krzywa za po-
moey ktorej, dzielil katy nie tylko na trzy, ale i na dowolny liezbe czesei,
ktore do siebie w danym stosunku stoja.

Konstrukeyg téj krzywéj podaje Pappos.?)

W kwadracie ABCD Fig. 2. niechaj opisze z wierzcholka A jako pun-
ktu $rodkowego bok kwadratu, éwieré kola BED. Niechaj promien AB okolo
punktu A obraca sie z jednostajng chyzodcia tak, aby punkt B w pewnym
czasie fuk BD opisal. Dokladnie w tymze samym czasie przesuwa sie prosta
BC ustawicznie do siebie rownolegle, rowniez z jednostajna chyzodeia z polo-
zenia BC w polozenie AD; — wtedy dadzg miejsca przecieé téj prostéj z pro-
mieniem obracajacym sie okolo A krzywa BFG, ktora nazywaja Quadratrix
rerouyovifovoa.”

Kazda réwnolegla do AD poprowadzona, przecina te krzywa w punkeie
n. p. ¥ tak, ze poprowadzony przez punkt ten promien AE dzieli luk BED
wedlug proporeyi.

BED : ED — AB : AH.

Mozna jednak bok BA podzieli¢ na dowolng liezbe ezesei rownyeh lub
stojacych w pewnym stosunku, a tém samem przez poprowadzenie odpowie-
dnich promieni podzieli¢ kwadrant BED i luk ED na odpowiednie ezesei.

Krzywa ta rozwiazuje w bardzo prosty a doweipny sposob postawione
zadanie i chlubnie Swiadezy o talencie Hippiasza. Wprawdzie Pappos widzi
w rozwigzaniu tém usterki, a najwazniejszy w tem, Ze krzywa ta powstaje
mechanicznie przez ciagle laczenie odpowiednich punktéw z wolnéj reki. Oko-
lieznosé ta ma dzisiaj o wiele mniejsze znaczenie.

Szkola italska udowodnila, ze przekatnia kwadratu jest bokiem kwadratu
o dwa razy tak wielkiej powierzehmi. Otoz starali sie poZniejsi matematycy
znales¢ krawedZ szescianu, ktoryby mial dwa razy wieksza objeto$é jak dany.
Sadzili, Ze rozwiazanie twicrdzenia umozliwi dodawanie i odejmowanie szeécia-
now w podobny sposob, jak to twierdzenie Pytagorasa, dla kwadratow uczynilo.

Pierwszy Hippokrates z Chios wskazal droge do rozwigzania twierdzenia
tego sprowadzajac je na planimetrya.

Byl on pierwotnie kupeem, a straciwszy majatek przybyl do Aten, gdzie
z zapalem poswigeil si¢ nauce matematyki. Mial on za pieniadze uezyé, za co

1) Collectiones mathematicae lib. IV. pag. 57.
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go, jak si¢ juz wyzej wspomnialo, Pytagorejezycy ze zwiazku swego wyklu-
czyli. Na czas 450—430 przed Chr. przypada dzialalnosé jego.

Proklos opowiada o nim, Ze szezegdlny mial talent do konstrukeyi i po-
daje sposoh, w jaki powyisze zagadnienie Hippokrates rozwigzal. Rozwigzanie
polegalo na tem, ze Hippokrates zagadnienie dane zamienil na inne, mianowi-
¢ie: do dwdch prostych znale$é dwie Srednie proporyonalne wedle proporeyi

a:X-—Xx:y—y:bh, zté bowiem wyplywaja nastepujace trzy :
a:X—a:x
SRS S SR B Ry

a1 X =y : b przez pomnozenie

a . xd__oH.
Rozwigzanie to daje nietylko bok podwéjnego szescianu, ale potrdjnego,

poezwornego i t. d. bo polozywszy b — 2a jest x hokiem podwojonego, jezeli
za$ b — 3a przedstawi x bok potrojonego szescianu. Spotykamy tu po raz

pierwszy nowa metode, tak czesto dzis uzywang przy rozwigzanin zawilych
geometryeznych zagadnien, sprowadzania tychZe na bardziej pojedyiieze.

Na téj redukeyi opierajy sie matematyey szkoly Platoiiskiej rozwigzujge
to zagadnienie. Nie wiadomo, ezy Hippokrates wynalazl sposéb kréélenia
proporeyi eciagléj a : x = x :y — y : b i ezy tym sposobem zagadnienie
zupelnie rozwigzal. s

Rozwigzanie powyzsze jak i dochodzenie kwadratury kola, $wiadezg o wiel-
kim talencie Hippokratesa, Simplikios ') w komentarzu swym, w ktorym za-
chowal obszerny wyciag z zaginionej historyi matematyki Eudemosa, objasnia
dokladnie usitowania jego dotyezgce tego drugiego problemu.

Otoz Hippokrates zamienia najprzod sierp, stojacy na boku kwadratu
wpisanego w kolo na trojkat o réwnej powierzchni, a péZniej pokazuje jak
moznaby znale$¢ kwadrature kola, gdyby sierp na boku wpisanego szesciobo-
ku podobnie jak na boku kwadratu dal si¢ zamienié na figure prostolinijng
o rownej powierzehni. Nie uwaza jednak zagadnienia za rozwigzane, owszem
bada i inne sierpy, zamienia sierp, ktorego Iuk zewnetrzny wiekszym lub mniej-
szym jest od polkola, w figury prostokresine.

Podaje wedle Simplikiosa sposob, w jaki Hippokrates zamienial sierp
nad bokiem kwadratu w trojkat.

Nad prosta 4B Fig 3. wykreslono polkole #4BI' i AB w punkecie A
przepolowiono; w A stoi I'7 do 4B prostopadle a prosta AI' jest hokiem
kwadratu w kolo wpisanego, ktérego polowa jest 4BI.

Nad AI' opiszmy polkole AET. Poniewaz kwadrat 4B réwna sie kwa-
dratowi 4I' i kwadratowi z drugiego boku w kolo wpisanego kwadratu t. j.
kwadratowi I'B (albowiem AB jest przeciwprostokatnia, prostokatnego trojka-
ta) i poniewaz dalej kwadraty ze $rednic majy si¢ do siebie jak przynaleine
kota i polkola, jest wige potkole AT'B dwa razy tak wielkie, jak polkole AET.
Polkole AT'B jest jednak dwa razy tak wielkie, jak éwierékole 474 a wiee

1) comment. in octo Aristotelis physicae auscultationis.
2) lunula, unvioxog figura ksztaltu sierpa zamknieta dwoma Iukami.
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rowna sie polkole AEI" kwadrantowi AI'4. Odjawszy odcinek wspdlny obom
a zamkniety bokiem kwadratu i fukiem AI', pozostaly sierp ma réwna po-
wierzehnie z trojkatem AI'4, ten znown da sie zamieni¢ w kwadrat. Hippo-
krates znacznie pommozyl nauke o kole. Wedle Kudemosa mialy nastepujace
twierdzenia poprzedza¢ rzecz o kwadraturze kofa, ktore Hippokrates pierwszy
postawil i udowodnit. Najprzod, ze w polkolu katy wynosza 90° za$ w odcin-
kach mniejszych lub wiekszyeh od polkola, katy sa rozwarte lub ostre. Zo kat
w polkolu jest prosty, wiedziano juz przed Hippokratesem, a dowodzono twier-
dzenia tego opierajge sie mna najprostszych wilasnodciach réwnoramiennego
i prostokatnego trojkata. Udowodnil daléj Hippokrates, ze powierzehnie kola
majy sie do siebie jak kwadraty Srednie, w koneu, Ze podobne odeinki maja
sie do siebie jak kwadraty ich cigeiw. Ostatnimi dwoma twierdzeniami rozsze-
rzyl Hippokrates odpowiednic twierdzenia o umiarowych wielobokach.

Obok Hippokratesa rozwiazaniem kwadratury kola, zajmowal sie Antiphon,
sofista atenski wspolezesny Sokratesa i jego przeciwnik. Simplikios o nim mo-
wi, ze wpisywal w kolo kwadrat, a podwajajac jego boki sadzil, Ze otrzyma
wielobok o nieskoliczenie liczayeh a malych bokach, ktére z odpowiednimi
fukami kola si¢ zejda. Pierwszy wiee wprowadza w matematyke pojecie nie-
skoriezonosei. My$l Antiphona zasluguje na uwwage i dziwié sie trzeba, ze go
nie doprowadzila do wniosku, Zze kolo réwnaé si¢ musi trojkatowi, ktorego
podstawg jest obwod a wysokoseig promien. Tlomaczy sie to tém, Ze zaden
z matematykéw przed Archimedesem nie znal odpowiednego twierdzenia
o wielobokach umiarowych, ktére jakkolwiek pojedyiicze, dopiero matematyey
szkoly aleksandryjskiéj udowodnili.

Bryson zyjacy w polowie piatego wieku przed Chr. uwazal kolo za $ro-
dek arytmetyezny, miedzy opisanym i wpisanym wmlobol iem, i ta droga
-cheial dotrzeé do kwadratury kola.

Przebiegliémy spory obszar czasu i dotarlismy do roku 430. przed Chr.
Zwréémy sie raz jeszeze i odtworzmy w ogolnyeh rysach obraz, ktérego czesei
ogladalismy po drodze.

Otoz elementarna czesé planimetryi otrzymata ]ua w tym czasie zakon-
czenie i zaokraglenie.

Wprawdzie brakowalo jeszeze pojedynczych twierdzen, inne udowodnio-
no tylko dla szezegoélowych wypadkéw, jak twierdzenia o podobienstwie figur,
udowodnione tylko na wypadek wymiernych stosunkow, milezaco rozszerzono
i na niewymierne stosunki; jednakze twierdzenia zasadnicze byly juz odkryte
1 uzywali owezesni matematycy tychie, ezestokroé bardzo zrecznie do rozwia-
zania i trudniejszych zadan. W stereometryi natomiast nie spotykamy sie pra-
wie z nowymi odkryciami — uwagi godng jest niezaprzeczenie doweipna
redukeya Hippokratesa, dotyczaca zagadnienia o podwojeniu szescianu na pla-
nimetryezny problemat. Jednakze redukeya ta matematyey oOwezedni z prze-
strzeni na powierzechnie sprowadzeni, mniej uprawiali stereometryg. Arytmetyka
umiejetna uwieziona w filozoficzne spekulacye, stawia pierwsze kroki.

Brak atwego sposobu porozumiewania sie, a w szezegdlnosei brak od-
powiedniego podrecznika, nie dozwalal spojrze¢ na umiejetno$é z jednego
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punktu widzenia i obja¢ calosei. Stad brak lacznosei pomigdzy pojedyiiczymi
zdobyezami umiejetnodei, brak systematycznéj spéjni w rozwojun téjze, a co
zatem idzie, brak ogélnie przyjetéj, jednostajnéj metody w badaniach, Dowo-
dy odznaczajg sie bojazliwg dokladnodcig, przechodzacg w rozwleklosé, kon-
strukeya wehodzi w najdrobniejsze szezegély. W zalozeniu znajdnja sie tylko
najkonieczniejsze rzeczy, a wszystko uzyskuje sie przez konstrukeya i dowad
tak, ze czesto udowodniono wiele twierdzen innych, zanim figura o tyle na-
kreslona, by przystapi¢é do dowodu wilasciwego twierdzenia.

Widzie¢ to mozna przy konstrukeyi sierpa na boku kwadratu. Hippokra-
fesowi nie sluzy za punkt wyjécia trojkat prostokatny réownoramienny, ale
uzyskuje go powoli i objasnia szeroko konstrukeya przytaczanymi twierdzenia-
mi. O wiele zawilszg jest konstrukeya i wywod sierpow, ktoryeh Iuk jest
wiekszy lub mniejszy od polkola.

W dowodzeniu powtarzaja owezesni matematyey od czasu do ezasu nie
tylko zalozenia, ale przytaczaja kazde, chocéhy najdrobniejsze twierdzenie uzyte
do pomocy tyle razy, ile razy go uiyé prazyjdzie, a nawet starajy sie takowe
po drodze choé¢ w ezesei poprzeé znowu dowodem. Powodem téj rozwleklogei
jest znowu brak podreeznika, to téz Hippokrates, ktory piszac o kwadraturze
kola, szezegolnie brak ten uczuwaé musial, powodowany nad to i czynnoseiy
nauczycielsky, pierwszy podrecznik matematyezny ulozyl.

Tak przynajmniej opowiada w swym komentarzu Proklos, gdy pisze:
wo@Tog Yo 0 "ImmonQiTng TOV WVNUOVEVOUEV®OY %Al GTOLYER GUVEYQUPE.

RIS

7 wojng peloponeska upadia $wietnosé Aten téj metropolii nauk i sztuk.
Upadek ten nie pozostal bez wplywun zgubnego i na matematyke, bo z ezaséw
tych nie mamy do zapisania zadnyeh nowych odkryé, nie spotykamy sie w o-
gole z nazwiskiem slawniejszego matematyka, owszem na dalszy rozwoj téj
umiejetnosei, wywarli sofisei 6wezesni wplyw szkodliwy, nawet Sokrates utrzy-
mywal, ze matematyky, astronomiy i w ogéle paukami przyrodniczymi tylko
o tyle zajmowachy si¢ potrzeba, o ile takowe nadaja sie do praktyeznego uzycia.

Tém wigkszy wige zasluga Platona, ze nie tylko nie podzielal zapatry-
wall swego nauczyciela, ale pefng idealizmu filozofia, przyezynil sie poteznie
do dalszego rozwoju matematyki,

Platon urodzil si¢ 429 a umarl 348 r. przed Chr. byl pochodzenia aten-
skiego. Po smierei swego nauezyeiela, odbywal liczne podréze. Odwiedzil
Kgipt, oczywiseie nie zeby sig wyuezy¢é matematyki, Grecy bowiem przedei-
gneli juz pod owe czasy swyeh pierwszych nauczycieli. Matematyki uezyl go
Theodorus z Cyreny. W Italii zapoznal sie z Pytagorejezykami, byl jednak
zanadto prawdziwym Helenem, aby mogl smakowaé w mistyce i symbolice
Pytagorasa. Podobnie jednak jak i Pytagoras uznawal waino$é matematyki
i uwazal studium tejze, jako konieeznie potrzebne kazdemu filozofowi.

W roku 380 powréeil do Aten i utworzyl nows szkole filozoficzng.
W jakim powazaniu mial matematyke, dowodzi znany napis, wndelg &psoué-
Tonrog &6it® wod iy oréyny, ktory nad swymi drzwiami umieseil,
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Wkrotee téz szkola Platoriska stala sig punktem srodkowym dla wszyst-
kich, ktérzy nad matematykay pracowali, ogniwem Igezacém matematykow
starszych i nowyeh pracownikéw. I z tego okresu mnie dochowaly sie zadne
pisma, a to, co o matematykach owezesnyeh i ich odkryeiach wiemy, pochodzi
z wyeiagow, jakie z historyi matematyki Hudemosa uratowali Eutokios i Pro-
klos w swych komentarzach.

Sam Plato, jakkolwiek gruntownie z matematyka obeznany, zwrocil sie
zupelnie na pole spekulacyi filozoficznych a wiedzy matematycznéj, raezéj ku
kierowaniu swych uezniow, anizeli do samoistnych badai w tym przedmiocie
uzywal. Mimo to poczynil i on nowe odkrycia. Podal on inny sposéh wyszu-
kiwania wymiernych trojkatow prostokatnych. Wedle Platona jedne przypro-
stokatnie kladzie sie rowna jakiéjkolwiek parzystéj liczbie. Cheac znaledé
przeciwprostokatnie, potrzeba polowe téj liczby podniesé do kwadratu, i je-
dnostke dodaé; odjawszy za$ od tego kwadratu jednostke, otrzyma sie druga
przyprostokatnie. 4 mniech bedzie liezbg wymiarows jednéj przyprostokatni,
2. to jest polowa z tejze, podniesione de kwadratu i o jednostke zwickszone,
wiee 5. jest liczba wymiarowa przeciwprostokatni, odjawszy od kwadratu z 2.
jednostke, otrzymuje sie 3, jako liczbe wymiarowa drugiéj przyprostokatni. T)

Nikomachus ?) nazywa twierdzenie, ze miedzy dwie liczby kwadratowe,
przypada jedna, miedzy dwie szescienne, dwie $rednie proporeyonalne, ITiw
TOUXOY Dedonua.

Zagadnienie o podwojeniu szescianu mial rozwigza¢ Plato, za pomocy
przyrzadu skladajacego sie z dwoch linii, ktore mozna bylo miedzy dwoma
innymi, prostopadle do tychze zesuwaé. Rozwiazanie polegalo na dwukrotném
uzyeiu twierdzenia: prostopadia z wierzcholka kata prostego na przeciwpro-
stokatnie poprowadzona jest $rednia proporeyonalng, miedzy odeinkami téjze
przeciwprostokatni. Stereometrya mnie dotrzymywala kroku w rozwoju swym
planimetryi, ,czeka ona na swego wynalazee mowi o niéj Plato. Znano
wprawdzie zasadnicze twierdzenia o polozeniu prostych i plaszezyzn w prze-
strzeni, opracowano bryly umiarowe, chociaz tylko czeseiowo, ale o innych
brylach jak graniastostupach, ostrostupach, waleu i stozku nie wiele wieed)
wiedziano nadto, Ze istnieja. Rozpatrywanie sie w stozku doprowadzilo de od-
krycia przecie¢ stozkowych, a przez odkrycie to wychodzi geometrya grecka
z niemowlectwa. Nie maly takize zasluga Platona jest wprowadzenie Seistosei
w definicyach. Pisma jego przepelnione pojeciami matematycznymi, wymagaly
tego, wskazujg one oraz, Ze znal gruntownie caly zakres Owezesnéj matema-
tyki, a znal téz braki i niedostatki jéj, mogl wieec wskazaé drogi i metody
prowadzace do udoskonalenia téj umiejetnodei i do rozszerzenia jéj materyal-
nego. To téz za najwigkszy zastuge Platonowi poezytaé nalezy wprowadzenie
metody analityeznéj. Proklos nazywa ja ,najlepsza“ a istota jéj lezala w tém
e sprowadzala rzecz szukana na udowodnione juz twierdzenia“. %)

1) Proklos com. pag. 111.

2) Nicomachi Geras. introd. arithm. lib. IL. c. 24.
3) Procl. com. pag. 58.
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Uzywaja wiec matematycy od Platona poczawszy trzech metod, syntety-
czndj, analityeznéj i apagogicznéj. Najmniéj doskonaly jest ostatnia, bo nie
dowodzi twierdzenia wprost, ale wykazuje, Zze sprzeczne z twierdzeniem pray-
puszezenie, prowadzi do niedorzecznosei. Tak apagogiczna, jako téz i syntety-
czna metoda najscisléj zwigzang jest z zasadniczymi twierdzeniami geometryi,
wymagaja one bowiem krotkich i latwyeh ~do przejrzenia wnioskow przy
dowodzeniu. Idzie jednak o rozwiazanie zawilych zadan, lub o dowod twier-
dzen ogélnyeh, ktore ze szezegblowych przez indukeya powstaja, wtedy na-
rzuca sie sama metoda analityezna. Byé wiee moze, Ze sposobu analitycznego
uzywano w pojedynezych wypadkach i przed Platonem nie zdajac sobie z po-
stepowania swego sprawy, pierwszy Plato to bezwiedne postepowanie anality-
ezne zamieni! w metode, ktora tak znakomicie przyezynila sie do rozwoju
matematyki.

Metody analityeznéj pierwszy Leodamas z Tasos uzywal, a nawet Pla-
ton w szezegdlnodei dla niego wynale$¢ mial te metode. Ani o Zyciu, ani
o pracach Leodamasa nie dochowaly sie Zadne wiadomosei. Réwnies nie
wiele wigedj powiedzieé mozna o Atenezyku Zheaitetesie nad to, ze zajmowal
sie proporeyami z uwzglednieniem niewymiernosei, oraz cialami umiarowymi
a mianowicie stosunkiem, jaki zachodzi miedzy krawedziami tychze cial, a pro-
mieniem kuli opisanéj, stosunkiem, ktory przy wszystkich pieciu ciatach
jest niewymierny.

Wigeéj juz wiemy o Pytagorejezyku Archytasie. Urodzony okolo 430
przed Chr. w Tarencie, kilkakrotnie piastowal w swym rodzinném miescie
najwyzsze urzedy. Bywal w Atenach i tu poznal sie i zaprzyjaznil z Plato-
nem. Zginal w skutek rozbicia okretu okolo przyladka Matinum, 365 przed
Chr. Obok spelnianych obowiazkow obywatelskich znalazt dosyé eczasu, by
pracowaé¢ nad matematyka. Piekne oparte na stereometryi rozwiazanie proble-
mu delickiego, zachowal nam Kutokios. ')

Niech beda 44 i I' Fig 4. dwie dane proste i do nich nalezy znalesé
dwie $rednie proporeyonalne.

Na wiekszéj 44 Fig 4. zatacza si¢ kolo 4BAZ i wklada sie w to kolo
prosta 4B rowng I', ktora przedluzona przecina w I styczna w 4 do kola
poprowadzong. Do I74 kresli si¢ réownolegly BEZ. Wyobrazmy sobie prosty
polwalee na polkolu 4B, dalej prostopadle na A4 potkole lezgce w réownole-
globoku polwalea. Obroémy to polkole tak od 4 ku B, aby koicowy punkt
A §rednicy nieruchomym pozostal, wtedy przecina ono powierzchnie walea
i opisuje na niéj lini¢ krzyws. Gdy znowu okolo linii nieruchoméj A4 troj-
kat AI14 w przeciwnym obrotowi polkola kierunku obrécimy, to bokiem AIT
opisze stozkowy powierzehnie, ktéra przetnie krzywa opisana przez poélkole na
waleu, a rownoezesnie punkt B na owéj stozkowéj powierzchni opisze potkole.

W chwili przecigeia, niechaj obracane polkole ma polozenie 4'KA, trij-
kat za$ polozenie 444 ; punktem przecigeia jest K. Przez B opisane potkole
BMZ przecina si¢ z kolem BAZA w BZ. 7 punktu K poprowadzmy prosto-

1) Comm. in Arech. lib. 1L p. 143.
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padla na plaszezyzng potkola BAA, przetnie sie ona z obwodem tegoz kola,
bo walee stoi na niém postopadle. Poprowadzono ja, i jest nia IK. Z I do.A
poprowadzona prosta, przecina BZ w punkcie O, A4 zas spotyka polkole
BMZ w M. Prowadzimy w konca KA', MI, M®. Poniewaz oba poltkola
A KA i BMZ stoja prostopadle do plaszezyzny AZAB wige i1 M@ linia prze-
ciecia tychze prostopadly jest do powierzchni kofa, a zatem i do BZ. Wtedy
prostokat z ®B i @®Z, rowniez i prostokat z @4 1 OI réwna sie kwadratowi
z MO, a zatem trojkat AMI podobny do MI® i MA® a kat IMA prosty.
Gdy jednak i kat 4'KA jest prostym, wiee 4K rownolegle do MI. 7 podo-
bienstwa trojkatow powyzszyeh wynika proporeya A4 do AK jak AK do AT
jak AI do AM. Leez AM réwne AB rowne I, wiee miedzy prostymi A4
i I' znaleziono dwie proporeyonalne 4K i AL

Rozwiazanie to wskazuje na znakomity talent i odznacza si¢ zupelng od-
rebnoseia od innych usitowan w téj mierze. Archytas uizywajae przecie¢ walea
i przenikania sie stozka z walcem posluguje sie przewaznie stereometrya-
O innych pracach Archytasa nie méwia nic pisarze starozytni.

Do najwazniejszych odkryé szkoly Platonskiéj zaliczaja sie przeciecia
stozkowe. Menechmos pierwszy odkryl te przeciecia i zbadal najgtowniejsze
zasady tychze. Nosily one w starozytnosei nazwisko swego odkrywey Meve-
quelovg Toudag. O zyciu Menechmosa nic nie wiémy, w jaki sposob otrzymy-
wal swoje przeciecia, dowiadujemy si¢ z fragmentu Geminosa zachowanego
w komentarzu Eutokiosa, A wiee najprzod powstawal stozek przez obrot troj-
kata prostokatnego naokolo jednéj ze swych przyprostokatni, stad przypuszeza-
no, ze wszystkie stozki sa proste. Wedlug tego, ezy kat wu wierzcholka trojkata
z ktorego powstawal stozek, wynosit 45° wigeéj lub mniéj, powstawal stozek
prostokatny, rozwartokatny lub ostrokatny. Kazdy rodzaj stozka dawal inng
krzywa jako przeciecie, a w kazdym stozku prowadzono prostopadle do boku
cigeie. Stad poszly téz i pierwsze nazwy, tych krzywyeh. Parabole zwano
) Tov ogdwyoviov xbdvov tTown, przecieciem stozka prostokatnego, % zov
dupAvyoviov xédvov Town przecigeie rozwartokatnego, poézniejsza hyperbola
i 4 zov ofvyeviov xdvov zoun elipsa z przecigcia stozka ostrokatnego. ')
O ile znal wlasnosei tyeh przecig¢é Menechmos poznaé mozna z rozwiazania
zagadnienia o podwojeniu szescianu.

Niech beda Fig. 5. 4B i BI' dwie prostopadle do siebie proste, a 4B
i BE przynalezne $rednie proporeyonalne tak, ze BI" ma si¢ do B4 jak B4
do BE, jak BE do BA; poprowadzmy prostopadle AZ, EZ. Poniewaz BI”
do B4 jak BA do BE, jest wiee prostokat I'BE to jest prostokat wykreslo-
ny z BE i danéj prostéj, réwny kwadratowi z BA albo EZ. Poniewaz pro-
stokat z danéj prostéj i BL rowna sie kwadratowi z EZ, lezy Z na paraboli
ktoréj osia jest BE. I znowu skoro AB ma si¢ do BE jak BE do B4, wige
prostokat AB4, z danéj prostéj i BA rowna si¢ kwadratowi z EB albo AZ;
wiee Z lezy i na paraboli majacéj BA za of. Skoro Z lezy na obu parabo-
lach wige jest dane, znane s i prostopadle ZA i ZE, w koneu i punkta A i E.

1) Apoll. conica pag. 9.
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Komstrukeya wykonuje sie w nastepny sposob :

Niech AB i BI" dane dwie proste stoja na sobie prostopadle i w kie-
runkach B4 i BIE w nieskoficzono$é przedluzone. Nad osia BE wykreslmy
parabole tak, aby kwadraty prostopadlych z jakiegokolwiek punktu paraboli
do BI wykre§lone rownaly sie prostokatom na BI. Opiszmy znowu nad B4
jako nad osig parabole tak, aby kwadraty z prostopadlych na o$ réwnaly sie
prostokatom na AB. Parabole te przetng sie wzajemnie. Niechaj w Z sie
przecinaja. Poprowadzmy z Z prostopadle Z4 i AE. Poniewaz ZE to jest AD
w paraboli lezy, wiee prostokat I'BE rowna sie kwadratowi na DA, stad I'B
do BA jak BA do BE. Poniewaz i AZ to jest EB w paraboli wykreslono
wiee prostokat 4BA rowna sie kwadratowi na EB. A zatem AB do BE jak
BE do BA. Ale AB ma si¢ takie do KB jak I'B do 4B; wiee I'B do AB
jak AB do BE jak BE do BA. To jednak mialo byé znalezionem.

Drugie rozwiazanie tego zagadnienia podal takze Menechmos, opierajac
sie ma powyiszéj eharakterystyeznéj wlasnosei paraboli, i na téj wilasnosei
hyperboli, ze rownoleglobok z asymptot i z jakiegokolwiek punktu hyperboli
donieh peprowadzonyeh rownoleglych, jest dla danéj hyperboli stalym. Obarozwig-
zania uskutecznione za pomocg analizy, z ktoréj rozwinieto konstrukeya i dowéd.

Na jakiéj drodze poznal Menechmos powyzsze wlasnosei tych krzywyeh
nie wiadome. Zapewne szuka¢ musial za podobnymi twierdzeniami, jakie
o kole znano, 7e z jakiegokolwiek punktu obwodu kola, poprawodzona na
Srednice prostopadla, jest Sredniy geometrycznie proporeyonalng, pomiedzy odein-
kami $redniey. Ognisk nie znal Menechmos, a do kreslenia swyeh krzywyeh
miat wzywaé przyrzadow.

Brat Menechmosa Deinostratos probowal swych sil w rozwigzanin zaga-
dnienia o kwadraturze kola, uzywajac ku temu krzywéj Hippiasza. Pappos
zachowal nam to rozwigzanie, ktore jest zarazem pieknym przykladem dowodu
apagogicznego. ')

Jezeli Fig. 2. A jest $rodkiem éwierei kola BED a BFG w niéj wykreslo-
ny quadratrix, o prosta rowna kwadrantowi BED jest trzeeia proporeyonalng
do AG i AD.

Dowoéd prowadzi tu Deinostratos nie wprost okazujace, ze stosunek BED
: AD ani mniejszym, ani wiekszym byé nie moze jak AD : AG. Bo gdyby
BED : AD — AD : AK. a AK wieksze jak AG. to zatoczony premieniem
AK luk KKL przecinalby w punkeie F quadratrix i otrzymalibySmy preporeya
BED : LFK —— AD : AK a z poréwnania z proporeya poprzednia wypada,
ze LKF — AD,

Jednakze BED : ED — BA : FI

BED : ED — KFL : KF — BA : KF

dla tego FI — FK co jest niemozliwe.

Gdyby zas: BED : AD — AD : Al a AI mniejsze jak AG, to sty-
czna TF do tuku INM wykreslonego promieniem Al z punktu srodkowego A,
przetnie quadratrix w punkeie K. Wtedy otrzymujemy proporeys :

BED : INM — AD : AI wige INM = AD.

1) Collee. math. IV. prop. 26.
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jednakze BED : ED — AB : FI
BED : ED — INM : IN — BA ~IN
skad musialoby FI — IN, co znowu niemozliwe, wiee BED : AD — AD : AG.

Wspolezesny z Platonem Fudoksos byl uezniem Avchytasa. Urodzil sie
w Knidos okolo roku 410 przed Chr. umarl okolo rokn 357. Bawil przez
pewien czas w Atenach i wszedl w Seisty stosunek ze szkolay platonska. Jak
wszysey uezeni Owezesni nie poswiecal sie Kudoksos, wylaeznie matematyee,
jako lekarz przebywal w Egipeie. 7 lieznyeh dziel jego wszystkie zaginely.
W pracach matematycznyeh odznaczyt sie szezegélnie przez swe odkryeia w ste-
reometryi. Twierdzenia, Ze ostroslup jest trzecia ezedcig graniastostupa o ro-
wnéj podstawie i wysokosei, podobne twierdzenie o stozku, w koiieu, 7e kule
maja sie do siebie jak szedciany ich $rednie, sa wlasnoseig Kudoksosa, ')

Mial on ftakze rozwigzaé¢ zagadnienie o podwojenin szeScianu, kreslae
do dwoeh prostych dwie $rednie proporeyonalne za pomoea linii krzywych
przez siebie wynalezionych. Jakie to byly krzywe i w jaki sposob Kudoksos
je otrzymywad nie wiadomo. Przyémione pozniéj eokolwick odkrytymi przecie-
ciami stozka poszly w niepamieé.

Wazng zastuge polozyla szkola platoniska okolo rozwoju matematyki
przez wprowadzenie teoryi miejse geometryeznych. Ze n. p. obwod kola jest
miejsecem  geometryezném wszystkich punktéw réwno oddalonych od punktu
srodkowego kola, ze prostopadla stojaea w punkeie $rodkowym dandj prosté)
jest miejscem geometryezném wierzeholkow trojkatow réwnoramiennych stoja-
cych na téjze prostéj jako podstawie, spostrzee musiano juz i przed Platonem,
jednakze dopiero szkola platoriska, a moze i sam jéj zalozyeiel wspolng ceche
podobnych twierdzenn w teorya rozwinal; dajae tym sposobem matematyee
nowy $rodek do rozwigzywania zagadnien. Wykrycie przecigé stozkowyeh po-
przedzilo wprowadzenie miejse geometryeznyech, nie charakteryzowano tez
tyeh krzywych jako miejsc geometrycznych w plaszezyznie; choeiaz nie pro-
stszem byé nie moglo jak, Ze n. p. elipsa jest miejscem geometryezném wierzehol-
kow takowych trojkatow, ktore maja wspolng podstawe i rowny obwod. Prze-
ciecia te zawsze odnoszono do stozka.

O miejscach geometryeznych pisal Hermotimos z Kolophon, ktéry nale,
zal do najmlodszéj generacyi uezniéw Platona.

Aristeus konezy zastep przedeuklidesowyeh matematykow, a zarazem o-
kres wlasciwego rozwoju greckiéj geometryi, bo w nastepnym okresie rozpo-
czynajacym sie zadozeniem szkoly aleksandryjskiéj nagromadzony materyal
uklada si¢ pod reke takich mistrzow, jak Kuklides, Archimedes i Apollonios,
w systematyezng calosé.

Aristeus zyl okolo 340 roku przed Chr. Pappos nazywa go starszym.
Zestawil Aristeus twierdzenia o przecieciach stozka w pieciu ksiegach, o czém
Pappos pisze: ,Erant igitur conicorum elementorum primum Aristaei senioris
libri quinque, velut iis, qui haec percipere possent cum brevitate conseripti.“
(Coll. math. p. 249.)

1) Archimedes de sphaera et eylindro I. p. 64,
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Dzielo to Aristeusa na nowo opracowane weielil prawdopodobnie Apol-
lonios, jako cze$é pierwszg swéj pracy o przecieciach stozka, sam bowiem
przyznaje, ze czes$¢ pierwsza jest tylko nowém opracowaniem rzeezy juz da-
wniej znanych.

Dalsze stowa Papposa, ,Aristeus autem, qui seribit ea, quae ad hoe
usque tempus tradita sunt, solidorum locorum libros quinque conicis cohae-
rentes vocavit“ (ibidem pag. 249.) wskazuja, %e napisal Aristeus inne dzielo
o miejscach geometrycznych, pozostajace z dzietem o przecieciach stozkowych
w Seistéj taeznodei. Prawdopodobnie juz Pappos powyZszego dziela nie znal,
nic bowiem o tresci jego nie wspomina. Wprawdzie Chasles w swéj historyi
matematyki (p. 86. tlumaczenie von Sohncke) objasnia blizéj tresé dziela te-
go mowiae: ,das zweite Buch (dziela Mydorga o przecieciach stozkowych) ist
fir die Beschreibung der Kegelschnitte durch Punkte in der Ebene bestimmt,
ein Gegenstand, mit dem sich Apollonius gar nicht besehiiftigt hat, der sich
aber in den locis solidis des Aristeus findet; denn dieses Werk betrachtet
die Kegelschnitte in der Ebene und will auf sie aus ihren Kigenschaften
kommen, welehe keinen Theil der elementa conica des Apollonios ausmachen,
da Aristeus selbst ein #ihnliches Werk, weleches von seinen locis solidis ver-
schieden ist, geschrieben hat.“ Nie podaje jednak Zrddla, na ktorem sie opie-
ra, a Apollonios, ktory tak skrzetnie zebral, opracowal i pomnozyl wszystko,
co znaném bhylo o przecigciach stozkowyeh, bylby najpewniéj nie pomingl
i Aristeusowego de locis solidis, gdyby ono o stozkowych przecigciach uezylo.

Arystoteles i uczniowie jego, nie przyezynili sie niezem do rozwoju ma-
tematyki, dwaj tylko, Theophrastes z Kresos i Eudemos z Rodos, przez napi-
sanie historyl matematyki i astronomii, az do eczaséw mistrza swego Arysto-
telesa, praygotowali pod pewnymi wzgledami Kuklidesowe ,Elementa“.

—ab P —
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Historyczny zarys matematyki u starozytnych.

sz«;éc’: Il. po zpoBYCIA ALEKSANDRYI 640 R.
Napisal Julian Fafara, zastepea nauczyciela.
=GR —
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Znikla wolnos¢é Aten. Z nig ulecialy i sploszone muzy, Zegnajac na
zawsze 1 stoneezng Akropole i marmurowe $wigtynie. Po bitwie pod Koroneg
wymknefo si¢ przodownictwo polityezne z rak Grekow, kultura jednak i eywi-
lizacya grecka tyle miala sil Zywotnych, tak przewyzszala eywilizacyg innych
narodow, Ze zwyciezeni; narzucili ja swoim zwyciezcom. Wéréd szezeka oreza,
wérod zwyeieskich pochodéw z jednéj czesei $wiata do drugidj, zaklada mlody
bohatér, zdobywea calego $wiata, Aleksandrya, ktora po $mierci swego zalo-
zyciela, gdy Kgipt przeszedl pod wladztwo Ptolomeuszow, staje sie siedliskiem
greckiéj kultury i cywilizacyi a praedewszystkiem kwitng tu wmiejetnosci $cisle.
Tu gromadzi hojno$¢ monarsza wszystkich uczonyeh, tu zbiera pismienne ich
dzieta w wspaniala biblioteke.

Ptolomeus Soter (305) jakotes dwaj nastepey jego Ptolomeus Philadelphus
(285—247) i Ptolomeus Euergetes byli prawdziwymi Mecenesami umiejetnogei,
a hojno$é dla uezonych dziedziezng byla w ich rodzie.

Jednym z pierwszych uczonych aleksandryjskich byt Fuklides. Proklos 1)
wyliezajae matematykow pisze o nim: Nie o wiecle mlodszym od tych byl Eukli-
des, ktory Elementa ulozyl, wiele od Eudoksosa pochodzgcych rzeezy w ealodé
zestawil i wiele przez Teateta rozpoczetego skotiezyl, nadto to, co poprzednicy
niedostatecznie udowodnili, niezbitymi dowodami poparl. Zyl on za eczaséw
pierwszego Ptolomeusa. Opowiadaja o nim, Zze gdy Ptolomeus zapytal go, czy
nie byloby w nauce geometryi krotszéj drogi, jak przez Klementa, odpowie-
dzial: do geometryi nie ma prostej dregi dla krolow. Jest on miodszym od
uezniow Platona, starszym od Eratostenesa i Archimedesa; c¢i byli wspolezesny-
mi jak podaje Eratostenes. Byl on zwolennikiem filozofii platoriskiéj, dla tego
jako cel swego dziela postawil sobie tak zwane platoniskie bryly.

Z uyeia jego nic wiecéj nie wiemy, nie znamy nawet ojezyzny jego, ani
téz roku jego urodzenia i $mierci, wiemy tylko, ze dzialalno$é jego przypada
okoto r. 300 przed Ch. Pigknie okreéla Pappos charakter jego. Mowi on: Ku-
clides autem secutus Aristeum seriptorem Inculentum in iis, quae de conieis
tradiderat; neque antevertens, neque volens eorum tractationem destruere, cum

1) Prokl. com, pag. 19 et syg.
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mitissimus esset et benignus erga omnes, praesertim eos, qui mathematicas
diseiplinas aliqua ex parte augere et amplificare possent, ut par est, et nullo
modo infensus, sed accuratus, non arrogans . .. .7)

Najwazniejszem dzielem jego sa Elementa erovyeie, a zarazem w ukla-
dzie swym i najdoskonalszém, jakie nam starozytni w spuseiznie zostawili.
W miare, jak sie rozwijala matematyka, nie na dlugo mogl wystarczyé pod-
reeznik Hippokratesa, o ktorym wyzej wspomnialem. Leon, jeden z pierwszych
uezniéw Platona mial po Hippokratesie ulozyé¢ nowy podrecznik leez i ten
wkrotece okazaé si¢ musial niedostatecznym. Wykryciem przecieé stozkowyceh
i teoryg miejsec geometrycznyech powiekszony materyal wymagal nowego pod-
recznika. Podrecznik taki, o ktorym Proklos mowi. ze byl bardzo dobry“ na-
pisal Theydios z Magnezyi. Wszystkie te usitowania przewyzszyly Kuklidesowe
Elementa. Przygotowany glebokimi studyami nalezycie ocenit potrzeby swéj
umiejetnosei i utworzyl podrecznik nie tylko do geometryi ale i arytmetyki,
ktory przewyzszal Seistoscia dedukeyi, bogactwem i dokladnoseia poprzednie
tak, ze wyszty zupelnie z uzycia, i Ze przez wiele wickow nikt nie pokusil
sie o napisanie nowego. Konezy dzielo to w glownyceh zarysach rozwdj ele-
mentarnéj geometryi, matematycy zwracaja sie teraz do glebszych badan, ma-
jac ogélnie uznang podstawe, do ktoréj odwolaé si¢ moga, zyskuje wiele przed-
stawienie otrzymanych rezultatow na zwiezlosei, traci owe rozwleklosé, ktora
jest cecha dowodow n. p. Hippokratesa.

Trzynascie ksiag, z ktorych sie Elementa skladaja. dadzy sie na eaztéry
czesei podzielié. Pierwszych szesé ksiag zapelnia planimetrya, od 7—10 ksiegi
znajdujemy arytmetyke, dziesiata traktuje o ilosciach niewymiernych, trzy ksiegi
ostatnie poswiecone stereometryi. Taka jest treéé w najogélniejszym zarysie
podana. Jednakze wazno§¢ dziela a zarazem ta okolieznosé, ze dawno minad
czas, w ktorym dzielo Euklidesa powszechniéj bylo znane zmusza mnie, Ze
obfitsza tresé podaje. 4

W ksiedze pierwszéj mowi o liniach prostych rownoleglych i nieréwno-
leglyeh o trojkatach i przystawaniu tyehze, o czworobokach w szezegolnosei
za$ o rownolegtobokach. Wlasnosei rownoleglobokow w polaezenin z wilasno-
$eiami trojkatow prowadza do pojecia figur, ktére jakkolwiek nie pizystaja
przeciez sy rowne. Propositio 44 uezy do dandj linii pod danym katem przy-
tozyé rownoleglobok magafdidew, ktoryby byl réowny danemn trojkatowi.
Nastepne twierdzenia uczg zamiany figur prostolinijnych na réwnoleglobok
o danym kacie a ksiega konezy sie twierdzeniem Pytagoresa i odwroceniem tegoz.

W ksiedze drugiéj uezy kreslié kwadrat z kwadratow i prostokatow w naj-
rozmaitszych kombinacyach, to jako sumy, to jako réznice az w koneu zbiera
wszystko w zadanie: narysowa¢ kwadrat rowny jakiéjkolwiek dandj figurze.
Ksiege te moznaby uwazaé jako nalezgey do arytmetyki o tyle, o ile i twierdze-
nie Pytagorasa do arytmetyki nalezy. Z ezternastu twierdzen skladajaeyeh te
ksiege, pierwszych dziesieé sy wyraZone i udowodnione geometryeznie, ze

1) Pappos Coll, math, pag. 165
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wzgledu na swg istote nalezg one jednak do arytmetyki, uezg bowiem mno-
zenia liczb ztozonych. Pierwsze na praykfad twierdzenie wyrazone arytmetycz-
nie wyglada wedle naszego sposobu pisania: ab 4 ac 4+ ad 4 .. .. =
a(h 4+ ¢ 4d-...) Wksiedze téj jako 11. twierdzenie znajduje sie zada-
nie zlotego cigeia.

Ksiega (rzecia zajmuje si¢ kotem. Twierdzenia odnoszg sie¢ do stykajaeych
sig kOl migdzy soby i z prostymi. Mowi dalej o katach i stojacych z nimi
w zwigzku odeinkach kola, konezy rozpatrywaniem rozmaitych wypadkow prze-
cinania sie prostéj z prostg 1 kolem Z odeinkoéw tych prostych tworzy rozma-
ite prostokaty o rownéj powierzehni.

Wieloboki w kolo wpisane i opisane na kole a w szezegolnosei umiarowe
sa przedmiotem ksiegi czwarté). Gy

Trescia piatéj ksiegi jest teorya proporeyi, na liniach rozwinigta. Linie
te stoja luznie obok siehie nie tworzge figur. Kuklides chee tym sposobem
okaza¢, Ze jest to rzeez ogoéluiejszéj natury, anizeli poréwnanie ilosci geome-
trycznych.

Ksiega szosta daje geometryezne nastepstwa nauki o proporeyach. Podo-
bienstwo figur wyplywa wprost z proporeyi. Twierdzenia 28 i 29 zasluguja na
szezegolng uwage. Uczg one przylozyé do danéj prostéj rownoleglobok, ktory-
by z innym danym mial rowne katy, a byt co do powierzchni o tyle wiekszy
(0meoBddde,) lub muiejszy (éAAeimer) rowniez od dandj figury, azeby gdy sie
mu odejmie lab doda tyle, ile do zréwnania powierzehni potrzeba, ten kawalek
do danego rownolegloboku byl podobny.

Ksiega siodmg zaczyna sie arytmetyka. Rzecz rozpoezyna sie definicyami
jednostki, liczby, ulamka pierwotnego (uégog = %L—) ulamka pochodnego uégn= ,%‘)
wielokrotnosei, liczby parzystéj 1 nieparaystéj, parzysto parzystej (&owudss
@griog) parzysto nieparzystéj (corwdms meuoGog) nieparzysto nieparzystéj mweois-
oimg meouocog) liezb pierwszych (wgdrog,) liczb pierwszych wigledem siebie
i wielu innych rodzaji, w ktore obfituje arytmetyka starozytnyeh, jak naprzyklad
wspomniane juz przy Platonie liczby kwadratowe (Zou®uol émimedor Flichenzah-
len) powstajace z pomnozenia dwoéch liczb, liczby szescienne (kguduol oregeol
Korperzahleny z pomnozenia trzech liczb. Same nazwy dguduol émimedor xal
oregeol wskazujy na usilowania, azeby wyniki rachunku zmystowo przedstawié,
wiedziano bowiem w ogoéle, ze aby znales¢ miare powierzehni trzeba dwa, za$
miarg bryly trzy wymiary z sobay pomnozyé. W ksigdze té) uczy wyszukiwaé
wspolng miare w sposob i dzi§ uzywany przez powtarzajace sie dzielenie kazdego
dzielnika przez pozostaly reszte. Spotykamy sie tu z proporcyami i z pra-
wem, Ze iloczyn wyrazow wewnetrznych réwna sie iloczynowi wyrazéw zewne-
trznych, w koricu uczy wyszukiwaé najmniejsza wspolng wielokretnogé.

Dalszy ciagg nauki o proporcyach, gdzie takie wprowadza proporeyg
ciggly 1 progresye znajdujemy w ksiedze osméj. Ta sama materya wypelnia
1 ksigge dziewiaty, gdzie dowodzi, ze nieskonczenie wiele jest liczb pierwszych,
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moéwi o wlasnodeiach parzystyeh i nieparzystych liezb, sumuje szeregi geome-
tryczne. Uezy, Ze sumy powstale n. p. z 2, 3 lub 5 crlonow szeregu zaczyna-
jacego sie od jednostki, ktorego dalsze czlony przez podwajanie powstaja, sg
liezbami pierwszymi jak 1 4~ 2 4~ 4 4 8 4 16 = 31. Mnozge taky sume
przez ostatni czton, w tym wypadku przez 16; otrzymujemy 496, liczbe dosko-
nala, ktora roéwna sie sumie wszystkich swych dzielnikow.

I co do istoty i co do formy réznym od poprzedniego jest przedmiot,
ktoremu Kuklides poswieca ksiege dziesiata. Jest to ksiega ze wzgledu na
objetos¢é najobszerniejsza, ze wzgledu na tresé najtrudniejsza. Traktuje ona
w szezegOlniejszy sposob o iloseiach niewymiernyeh, przedstawiajge rzeez na
sposob geometryezny, bo na liniach. Na wstepie znachodzimy i tu definieye
liczb wymiernyeh i niewymiernych iracyonalnyeh, ktorych to liezb kilka ro-
dzajow wylicza. Wymiernymi iloseiami (evuueroa) nazywa te, ktore sie jedng
i tg samg miarg dadza wymierzyé, albo jak z tego w twierdzeniu 5. wnioskuje
te, ktore sie majg do sichie, jak liezba do liczby. W przeciwnym razie sa nie-
wymierne (&ovuueroe) n. p. a i Vi, jezeli b nie jest kwadratem sa nie-
wymierne.

Zauwazyé tu nalezy, z¢ Kuklidesowe dovuuergov odpowiada dzisiejszemu
pojecin liezby niewymiernéj (irracyonalnéj) podezas gdy jego ¢nrov (racyo-
nalne) i &Aoyov (irracyonalne) réozni sie od tego, co dzi§ wyrazy te oznaczaja.
Racyonalne gnzov jest u Kuklidesa to, co samo, albo w swéj potedze jest wy-
mierne ; wige te linie, kfore przez jednostke dlugosei albo, ktoryeh kwadraty,
przez jednostke powierzehni, sa wymierne, a zatem i a i Va; &royov irracyo-
nalne sg u niego wszystkie ilosei pierwiastkowe z wyjatkiem kwadratowego
pierwiastka V7 Iloczyny wiee a. V. albo Va Vi sg u Euklidesa irracyo-
nalne, bo kazdy z tych iloczynow jako iloczyn oznacza juz powierzchnie, nie
moze wiee byé ,w potedze wymierny“ (dvvduer 6vuueroov). Wspomnieé tu na-
lezy twierdzenie pierwsze. Brzmi ono: ,Jezeli dane sg dwie nierowne ilosei,
jezeli daléj od wickszéj odejmiemy wieeéj jak polowe, od pozostaléj resuty
znowu wiecéj jak polowe postepujac tak daléj, pozostanie w koneu ilosé, ktora
bedzie mniejsza od mniejszéj z danych dwoch ilogei. Podobnie, gdy odejmuje
sie tylko polowe.

Na twierdzeniu tém polega metoda exhauseyjna. Ostatnie twierdzenie téj
ksiegi mowi o niewymiernosei boku i przekatni w kwadracie.

Arytmetyezne ksiegi Euklidesa odznaczaja sie réwniez umiejetna Sei-
stodeig 1 gruntownoscia dowodow, dowody te, dla braku odpowiednich symbo-
16w, ktore pomalu wprowadzaja wieki poiniejsze, przeprowadza Fuklides, chege
zmysfowo rzeez przedstawié, na liniach. Jak wysokiego stopnia abstrakeyi po-
trzeba, azeby materyal ksiegi dziesiatéj w ten sposéb przedstawié. Te formuly,
ktore si¢ nam jako hardzo skomplikowane pierwiastki z pierwiastkow przed-
stawiaja, rozwija BEuklides na liniach. Ale podezas gdy nasze formuly wpra-
wnemnu okn odrazu wyjawiaja wszelkie swe tajemnice, to linia prosta zupelnie
podobng jest do innéj prostéj i tylko jéj dtugo§é stanowi tu odrozniajaca ceche-
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Stereometrya konezy ,Elementa“ Huklidesa i nig rozpoezyna si¢ ksiega
jedynasta . W niéj spotykamy najprzéd twierdzenia o réwnoleglych i prosto-
padlych liniach i plaszezyznach. daléj o katach brylowyeh, w konecu o réwno-
legtoscianach, nogélnionyeh w ostatniém twierdzeniu pojeciem graniastostupa.

Ksigga dwunasta zajmuje sie wymierzeniem ostrostupa, graniastostupa, stoz-
ka, walca, w konicu kuli. Nigdzie jednak nie podaje, jak sie wlasciwie ma racho-
waé. Opuszezenie to zdaje sie, Ze jest umySlne i wskazuje jak niechetnie Greey
postugiwali sie arytmetyka przy geometryi,

W trzynastéj ksiedze mowi o umiarowyeh w kolo w pisanyeh wielo-
bokach ezém juz i w cawartéj sie zajmowal. Tu szezegélnie zajmuje si¢ trdj-
katami i pigciobokami. Skiada z tych wielobokéw bryly wpisane w kule; na-
reszeie wykazuje, ze tylko pieé bryt umiarowyeh jest mozliwych.

Zapoznawszy sie z treseia Elementow nasuwa sie pytanie ezy Euklides
jest samoistnym twéreg dziela tego. Oeczywiscie, Ze nie; dowodza tego stowa
Proklosa, kiedy mowi: wiele od Kudoksosa pochodzacych rzeezy w calosé ze-
stawit i wiele przez Teateta rozpoczetego ukonezyl. Zreszta, kazdy pisarz pod-
recznika liczy¢ sig musi z dzielami poprzednikéw swyeh, a cheae ocenié w ja-
kim stopniu jest samoistnym trzebaby dziela te zna¢. W téj mierze zZrédia sg
bardzo sskape. Bez watpienia wiele rzeczy w Hlementach jest wynalazkiem
Euklidesa jak n. p. dowdd twierdzenia Pytagorasa o czém Proklos wspomina ).
Metoda jakiéj uzywa Kuklides jest syntetyczna, laczy ja jednak czasem z me-
toda analityczng. Sposéb przedstawienia rzeeczy ma odr¢bna ceche, nazywaja
go téz Euklidesowym. Wypowiada najprzod twierdzenie, nastepnie przygoto-
wuje figure wrysowujae w nig potrzebne linie pomocnicze, daléj nastepuje do-
wod a kotezy stereotypowo powtarzajace sie ,quod demonstrandum erat®,
yquod faciendum erat®.

Liczne ttémaczenia na wszystkie prawie jezyki, liczne komentarze, to
dowdd doskonalosei dziela tego. Wylieze najwazniejsze. Ze starozytnych ko-
mentowali Euklidesa Teon z Aleksandryi i Proklos, Boetius przetlumaczyl go
na jezyk Yacinski.

Na wschodzie Pers Nassir Eddin w polowie trzynastego wieku przelozyl
Buklidesa na arabskie, ttomaczenie to wydrukowano we Florencyi 1598. Z tego.
i innych tlomaczen przelozono dzielo to na lacinskie. %) Pierwsze wydanie
greckie wyszlo w Bazylii 1533. Tytul jego: Edwdeldov crowysiov fiufiic e
& T@Y Odvog GuvoveLAY.

Odtad niezliczone wydania szty jedno po drugiem, do najlepszych zali-
czajy sie Claviusza, Dasypodiusza, Barrowa i Gregorego. 3)

1) Proclos com. pag. 110.

2) Dr. H. Weissenborn. Zeitschr. fiiv Math. u. Phys. Suppl. XXV. ttumaczami byli Adelhard
Bath i Campanus. Pierwsze thumaczenie pozostato w rekopisie, podaje ono dowody w skréceniu,

3) W Polsce zajmowano sie takze Euklidesem, oto prace na tém polu:

Buelidis liber tertius 144%. explicit per manus Johannis de Elkusch.

Tres libri Euclidis 1447. per Johannem de Osswaneczyn.

Jozefa Naronowicza Naronskiego: Opisanie wlasno§ci t6j ksiegi widrego fomu, gdzie
w nim Geometria albo Rozmiar ect. 1659. Wuzieta z Euklidesa o poczatkach punktu, linij
i wszelkiéj powierzchnosei; ete.
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Pappos ') wspomina jeszeze o innych dzielach Euklidesa. Jedno z nich
nosito napis Porismata. Tres¢ tego dziela a zarazem niedokladna definicyg
porismu znajdujemy takze u Pappos wraz z kilkoma twierdzeniami pomoeni-
czymi (lemma). Porismata sy to twierdzenia niezupelne, ktore tak wypowiadaja
zalezno$é migdzy, wedle pewnych praw zmiennymi, Zze zachodzi potrzeba bliz-
szego wyjasnienia a zarazem dalszego rozwigzania.®) Twierdzenie, ze gdy dane
jest ‘kolo, mozna zawsze puunkt $rodkowy tegoz kola znalesé jest porismem, bo
Iaezy sie z niem dalsze zadanie potrzebujace rozwigzania: podaé konstrukeya,
za pomocy ktoréj punkt Srodkewy znale$é mozna. Zaginione porismata odtwo-
rzyt, wedle notatek podanych przez Papposa, M. Chasles. Paris. 1860.

W calosei zachowalo sie inne dzielo Aeddueve, Data siva theoremata
geometrica. Jestto zbior 95 twierdzen, wedle Papposa tylko 90 %) poprzedzo-
nych definicyami. Definieye tlumacza, co Kuklides przez dang ilosé, ezy to
pod wzgledem wielkosei, ezy pod wzgledem poloZenia, rozumié.

Z dziet Kuklidesa mamy jeszeze ksiege o podziale figur, megl dunpiozov
Bipriov a zaginely catéry ksiegi o przecigeiach stozka. Rowniez zaginelo dzielo
o miejseach geometrycznych. Oprocz tych dziel praypisuja Euklidesowi i inne
tresei astronomicznéj (@awdueve,) optyezndj i muzyczngj.

T

Jednym z najwiekszych uczonych szkoly aleksandryjskiéj byt Eratostenes.
Prace jego przedstawiajy zadziwiajaea rozmaitosé, jak rozprawa filozoficzna
o dobrém i zlém i o wymierzeniu ziemi, dzielo o komedyi i geografiia,- chro-
nologia i rozprawa o podwojeniu szeseianu. Dla téj wielostronnosei nazywano
go Pentathlon, co oznaczalo szermicrza, obeznanego ze wszystkimi sposobami
walki, jakich na igrayskach uzywano.

Urodzit on si¢ w Cyrenie w roku 276 albo 275 przed Chr. Ojciec jego
nazywal sie Aglaos. Ksztalceniem jego kierowal ziomek jego Kallimachus
pierwszy bibliotekarz aleksandryjski. Byl Eratostenes i w Atenach, gdzie za-
pewne, poznawszy uczniow Platona, oddal sie studyom matematycznym. Po-
wolany do Aleksandryi, zostal po $mierci nauczyciela swego Kalimacha, biblio-
tekarzem. Zniechecony do zycia utrata wzroku, zamorzyl sie w 80 roku zy-
cia swego.

Questio geometrica, de Quantitate Planarum, Superficierum, Ex tribus prioribus libris
Eucl. et Polyb. lib. desumpta . . . ... a M. Andrea Stanislao Buchowski CID IDC.XCIX.
Cracoviae.

Questio Stereometrica de Solidis regularibus, Ex libro XI. et sequentibus Kuelidis de-
sumpta . . . . . a M. Michaele Andrea Kochaiski . .. Anno, quo Infinitus factus est finito
commensurabilis CI0.DCCC.X.

Jozef Czech: Poeczatkow geometryi ksiag osmioro to jest szesé pierwszych, jedynasta
i dwunasta z dodanymi przypisami i trygonometrys, dla pozytku mdodzi akademickiéj. Wilno
1807. W dziesi¢é lat uskuteczniono drugie wydanie tego dzieta, takie w Wilnie. Ttumaczenie
Czecha dokonane z angielskiego Roberta Simsona 1775 Londyn.

1) Coll. math. p. 150.

2) Cantor. Geschicht. d. Math. pag. 241.

3) Coll. math. 158.
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‘Wiele do rozwoju matematyki przyezynit si¢ Fratostenes. W arytmetyce
podal sposob jak mozna do pewndj granicy wyszukaé pierwsze liczby. Jest to
tak zwane sito (x6osavov cribrum) Kratostenesa. Sposob ten polega na tem,
ze wypisuje sie wszystkie nieparzyste liczby az do dandj graniey. od trojki
wykresla sie kazdg trzecia, od piatki kaida piata od siodemki kazdy siodmgy
liezbe, liczge zawsze i liczby juz przekreslone. Postepujace tak daléj pozostang
tylko te liczby, ktore sa liczbami pierwszymi W zastosowaniu okazuje sie metoda
ta bardzo niedostateezny, zwlaszeza gdy sic zamierza szeregowi liezb pierwszyeh
-nadaé wieksze rozmiary, a przeciez jestto jedyny nabytek w arytmetyce praez prae-
cigg prawie czterech wickéw. Najznakomitsze sily podwigealy swg prace ge-
ometryi i astronomii. Przyklad wielkiego Euklidesa i Archimedesa porwal za soby
wszystkie matematyezne talenta, zaledwie przetrawiono odkryeia tego ostatniego
a znowu Apollonios pehnal je swoimi dzietami na te same droge. Zjawiska podobne
leza calkiem w naturze ludzkiéj a w rozwoju matematyki kilkakrotnie sie powta-
rzajy. Wedlug $wiadectwa Paposa pisal Eratostenes o praceigeiach stozka
i miejscach geometrycznych. Dziela te zaginely, zajmowal si¢ takie rozwigza-
niem zagadnienia o podwojeniu szeseianu. Rozwigzanie zagadnienia tego za-
chowal Pappos 1)

Migdzy listwami AB 1 OD Fig. 6. znajduja sie trzy prostokatne przysta-
jace trojkaty ABH,MKF i NGL albo frzy przystajace prostokaty ACEH, MFTK
i NGQL, dajace sie pomiedzy tymi listwami fatwo przesuwaé. Dla ulatwienia
przesuwania, ezyni Pappos na listwach weiecia, w ktore trojkaty te wehodza.

Wspolna wysokosé tych trojkatow AC i odeinek LX niech beda danymi
prostymi, do ktorych szuka si¢ dwoch srednich proporcyonalnych. Zesuwa sig
tedy trojkaty tak dlugo, az punkty koicowe P i O odkrytych czedci przeciw-
prostokatni z punktami A i X utworzy linie prosta, ktéra listwe w R przecina.
7 podobienstwa w ten sposob otrzymanych trojkatow ARC, PRH, OKR i XLR
mamy proporeya AC ; PH = PH : OK = OK : LX.

Wspomieé tu nalezy o chronologii Eratostenesa, jakkolwiek dzielo to nie
nalezy bezposrednio do matematyki. Stoi ono najprawdopodobniéj w zwigzku
z edyktem Kanopejskim, ktory nakazuje do liczby 365 dni w roku, co rok
czwarty dodawaé dzien jeden, jako $wieto Huergetow. Edykt ten nosi date 19
Tybi 9 roku panowania Ptolomeusa III. Euergetesa T to jest 7 marca 238 r.
przed Chr. Na dwa wiee wieki przed Chr. znano rok przestepny.

Przeniesiemy sie z Aleksandryi na chwile do Syrakuz, starozytnéj stolicy Sy-
eylii, aby poznaé jednego z najgenialszych matematykow starozytnego éwiata. Pra-
wie nie potrzebuje dodaé, ze moéwie tu o Arechimedesie. Juz w starozytnosei umiano
oceni¢ wielkie zaslugi, jakie okolo podniesienia swéj ulubiond] umiejetnosei
potozyt, skoro Heraklides napisal jego zyciorys. Dzielo to zaginelo. Archimedes
urodzit sie w Syrakuzach w roku 287 przed. Chr. Niezgodne sy wiadomosci
0 jego pochodzeniu, ho gdy jedni opowiadaja, Ze z niskiego pochodzil rodu,
drudzy eczynia go krewnym kréla. To z tego pewném, ze z krolem Hieronem

1) Papp. Coll. math. lib IIL pag 5.
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Yaczyly go prayjacielskie stosunki. Odhywal podroze, byt 1 w Aleksandryi, a ze
go nie znachodzimy pomiedzy tamtejszymi uczonymi, przypisaé¢ to nalezy pray-
Jaini, czy téz pokrewienstwu z krolem Syrakuzaiskim. Pracg zajmowal sie ze
szezegllng gorliwoseiy, zapominajac ezesto o sprawach codziennego zycia. Zgingt
z reki zolmierza rzymskiego w czasie zdobyeia Syrakuz.

Przez dwa lata udaremnial swoimi pomystami zbobyeie miasta tego a ma-
chiny, ktore hudowal na obrone miastu, otoczyly imie jego stawa. Archimedes
jest tworea nmiejetnéj mechaniki i wyzszéj geometryi, ktora to umiejetnodé
doprowadzil do najwyzszego punktu rozwoju w starozytnosei. Przez 19 naste-
pnych wiekéw, az do Galilensza i Karteziusza, punktu tego geometrya nie prze-
kroczyla. 7 pism jego nie wszystkie sie zachowaly, maja one i pod wzgledem
lingwistyeznym znaczenie, spisywal je bowiem Archimedes w dialekeie dory-
ckim. Dziela te sa: dwie ksipgi o rownowadze plaszezyzn (émmédwov iGoggomudv,
7 wvroa fugdv immidov) miedzy nie wsunieta rozprawa o kwadraturze para-
boli (zerpayoriouds magaBolis,) dwie ksiegi o kuli i waleu (megl Gpaloag xed
wdivdgov), o wymiarze kota (vxdov uéronaig) o liniach spiralnych (wegt édinow),
rozprawa o konoidach i sferoidach (wegl sewwvoeidéwy xel opaipoadéow), o liczbie
piasku (pauuiryg). To s3 matematyezne pisma Archimedesa; wspomieé¢ tu wy-
pada jeszeze o dwoch fizykalnych rozprawach. Noszg one tytul: o plywajacyeh
ciatach (megi 7év dyovucvorv) i o zwierciadlach palaeych (wegl xarémromv
KAVGTIHOD).

Szezegodlne czyni wrazenie dzielo o wymiarze kola. Rozpatrujac si¢ w niém
zapominamy o dwudziestu wiekach, ktore nas dziela od autora, koniecznie chee
si¢ nam wierzy¢, ze dzielo to nowszych ezaséw. Dowodzi najprzod twierdzenia,
Ze powierzchnia kola réwng jest powierzehni trojkata prostokatnego, ktérego
jedny przyprostokatnia jest promied tegoz kola, druga ebwod. Bo gdyby ten
trojkat byl mniejszy od kola, to moinaby te roinice oznaezy¢ i wpisawszy
w kolo kwadrat, doj$¢ przez podwajanie bokéw jego do wieloboka wpisanego
w kolo, ktoryby sie mmiéj roznil od koia, anizeli wspomniany trojkat.

Jezeli K oznacza powierzchuie kola, W powierzehnie wieloboka a 7' troj-
kata to K > W > T, a zarazem O < P jezeli O jest obwodem wieloboka a P
kota. Lecz wielobok réwna sie tréjkatowi prostokatnemu, ktorego jedny przy
prostokgtnia jest obwod wieloboka, druga prostopadla w poprowadzona ze Srodka
kola na jeden z bokoéw wieloboka. Prostopadta ta jest mniejszg od ». Mamy

. U D . . . .
wiee —-J%), T=£2'—T. A 26 W= T wige i Ow > P.r. Iloczyn wieec z czynni-

kow mmiejszych O i w bylby wigkszy od iloczynu z ezynnikow wiekszych P i ».
Przypuszezenie ‘wige, Ze trojkat ¥7' jest muiejszy od kola ostaé si¢ nie moze.
Podobnie ma si¢ i z przypuszezeniem drugiem, Ze kolo jest mniejsze od tréj-
kata. Bo opisawszy na kolo kwadrat, przez podwajanie bokow tego kwadratu
dojdzie sie do wieloboku, ktorego powierzehnia bardziejby sie zblizyla do po-
wierzehni kola, anizeli powierzehnia tréjkata. Otrzyma sie wtedy nastepujaes

nierownos¢ K <« W' <« T. Powierzchnia wieloboka W’=%'—T, trojkata  zas
T=%'5. Podlozywszy za Wi T wartoei mamy—o'sf'r <%. Obwod kola musiatby
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byé wedle tego przypuszezenia wiekszy od obwodu opisanego wieloboku,
Obliczajae stosunek obwodu kola do $rednicy, rozpoezyna Archimedes od
szescioboku wpisanego i opisanego. Przez ecigele podwajanie liczby bokow,
dochodzi do 96-boku i znachodzi w kodeu, dla stosunku obwodu wpisa-
nego i opisanego 96-boku do $rednicy, granice 31/, i 3'°/,. Metody téj,
zZwanéj exhauseyjng, ktora w 17 stuleciu doszla zenitu swego w rachunku
eadkowym, uzywa we wszystkich swych pracach Archimedes i ona to nadaje
im te cechg nowosei, o ktoréj sie wyzéj wspomnialo, Dzielo o wymierzeniu
kola jest i pod wzgledem arytmetycznym wazne. Podaje tu Archimedes caly
szereg pierwiastkow kwadratowych obliezonych w  przyblizeniu. Znachodzimy
tu, e 1351, > V3> 265 . dalej ze V1373943%,, > 1172 Y, V5472132 V/,,
> 2339Y, 1 wiele innyech. W jaki sposob otrzymal te rezultaty nie podaje Zaden
z pisarzy starozytnych.

Koto prowadzi Archimedesa do hryt, ktére z niego powstajy, mianowicie
do walea i kuli, a obliczywszy powierzehnie i objetosé tych bryl wykrywa
stosunek, ze walee, kula i stozek o réwnéj podstawie, wzglednie $rednicy, maja
sig do sicbie ze wzgledu na objetosé a pierwsze dwie bryly i ze wzgledu na
powierzehnie jak 3 : 2 : 1. ;

Kwadrature paraboli oblicza Archimedes wpisujac w odeinek paraboli
trojkat. Trojkat ten pierwszy bedzie mniejszym od odcinka paraboli o nowe
dwa mniejsze odeinki, w ktore znowu wpisuje trojkaty. Wpisywanie powtarza
sig 1 otrzymuje sie wielobok, ktory coraz bardzidj zbliza si¢ do odeinka para-
boli, a ktérego powierzchnia réwna sie sumie wpisanyeh trojkatow. Powiers-
chnie tych trojkgtow majy sie do siebie jak czlony progresyi 1, Yy, Yies Yes
. . .., ktorej suma 17/, wynosi. Powierzchnia wige odeinka paraboli rowng
Jest 4/, powierzehni pierwszego wpisanego w odeinek trokata, albo %/; opisa-
nego roéwnolegloboku majacego z trojkatem réwna podstawe i wysokosé.

Zalatwiwszy sie z parabola przechodzi Archimedes do bryt, ktore powstaja
przez obrot przecigé stozkowych okolo ich osi. Rozwaza wige sferoidg (elip-
soid), paraboliezny stozek (paraboloid) i hyperboliczny stozek (hyperboloid.)
Nazwy paraboloid i hyperboloid oznaczaja wlasciwie tylko linie krzywe do
parabol i hyperbol podobne i niewlasciwie rozszerzono je do nazwania cial
powstalyeh z obrotu paraboli i hyperboli okolo osi. ') Nazwy Archimedesa
dokladnie oddajg i sposob powstawania tych bryl i ksztalt ich; paraboliczny
stozek jest wiec bryla do stozka podobng i powstaje przez obrot paraboli okolo
swéj osi, podobnie rzecz sie ma ze stozkiem hyperbolicznym, sferoid jest bryla
podobng do kuli a powstaje z obrotu elipsy. Archimedes nie opisuje blizdj téj
bryly przymiotnikiem eliptyezny, niezachodzi tu bowiem Zadna watpliwosé, co
do ksztattu przecigcia, z ktorego sferoid powstaje.

Obliczajac objetosé paraboloidu opisuje na nim i wpisuje weri walce, daléj
dowodzi, Ze gdy wysokosé tych waleéw w nieskonczono$é maleje, roznica
w objetosei waleéw wpisanych i opisanych bedzie nieskorczenie maly. Stosuje
wige i tu metode, jakiéj przy obliczaniu powierzehni kola uiyt. W dziele o pa-

1) Miiller. Beitriige zur Terminologie der greh. Matematiker. 1860.
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raboli i konoidach odwoluje si¢ Archimedes do Elementéw przecieé stozkowyeh.
Okolieznoéé ta dala powdéd do praypuszezenia, ze Archimedes takie Elementa
przecieé ulozyt. Czy Archimedes odwoluje sie do dzieta swego, czy do Elemen-
tow Huklidesa, ktory i o przecieeiach stozkowyeh pisal, rozstrzygnaé trudno, zwla-
sueza %e pisarze starozytni mowige o Kuklidesie nazywajy go zwykle pisarzem
Elementow a pod wyrazem orowyete prawie zawsze dzielo Euklidesa rozumiejs.
W pismach swych uzywa Archimedes dla przecigé stozka starych nazw, ktore
sposob ich powstaniz tlomacza, zna takze asymptoty hyperboli i nazywa je
najblizszymi paraboli « &piwore vag vod dufriyoviov wovov Touds.

o W dzele o rownowadze cial i punkeie cigzkodei figur plaskich udowadnia
najprzod znane prawo dzwigni, potem oznacza punkt ciezkosei prostokagtow
i trojkatow, w korieu odeinka parabolicznego.

Archimedes pierwszy okazal wlasnosei linii spiralnéj, ktora téz nosi na-
zwisko jego (§ruba Archimedesa), chociaz wynalazegy jej, jak to sam Archi-
medes podaje, byl prayjaciel jego Konon.

Pismem swojem o liczbie piasku, cheial Archimedes okazaé, ze ilosé
ziarnek piasku na ziemi weale nie jest nieskonczenie wielka, lecz da sie wy-
razi¢ liezby. Chodzilo tu Archimedesowi o wykazinie jak mozna wymawianie
wysokich liczb uprosci¢ a moze cheinl pojecin meskoncezenie malego, ktore
wprowadzit  w matematyke, przeciwstawi¢ pojecie nieskonczenie wielkiego,
a przedstawié¢ tego nie mogl na iloSciach przestrzennych, liczba tylko mogla
to pojecie objasnié.

Wiele dziel Avchimedesa zaginelo, znamy je zaledwie z tytulow. W je-
dném zajmuje sie siedmiobokiem w okolo wpisanym, inne trakeuje o stykajg-
cych sie kotach, trzecie o liniach rownoleglych, czwarte o trojkatach. Pappos ')
wspomina o 13 polumiarowych wiclobokach, ktére tworzyl Archimedes. Zam-
kniete one byly umiarowymi, ale ze wzgledu na liczbe bokéw roznymi wielo-
bokami, ,aequilateris quidem, ot aequiangulis polygonis non autem similibus
confenta®. Jedna z tych bryl ogranic¢zona jest oSmioma $cianami, trzy cater-
nastoma, na ograniczenie dwoch potrzeba 26 §:ian, tray ograniczone sa 32 $cia-
nami jedna ma $ecian 38, dwie 62 a ostatnia 92.

Dziesieé z tych bryl maja $eiany dwojakiego rodzaju, trzy trojakiego ro-
dzaju. Do ograniczenia tych bryl uzywa Archimedes trojkatow, czworobokow,
pieciobokow, szeseiobokow, osmiobokow, dziesieciobokéw i dwunastobokow.

Najwyze] ze wszystkich dziel! swoich stawial Archimedes dzieto o kuli
i walen, skoro cheial aby walee z kula wpisany zdobil jego grobowiec. Po
tym znaku odszukal Cicero grobowiec ten w 7 r. przed Chr. i odno-
wil go. Zapewne przez pamie¢é na wielkiego swego ziomka, ten sam znak
umieszezali  Syrakuzanie na swych monetach. W ksiedze o kole i waleu
znachodzimy miedzy innymi twierdzenie, ze powierzechnia kuli réowna jest po-
czwornéj powierzehni wielkiego kola, daléj. ze powierzchnia walca, ktéry ma
za podstawe kolo wielkie a za wysoko§¢ srednice czyli walca na kuli opisa-

1) Coll math. lib. V. pag. 83 i 84
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nego, péltora razy jest wicksza od powierzehni kuli. Znajduje sie tam i zaga-
dnienie, ktore przez djugi czas zajmowalo Archimedesa: kulg plaszezyzng tak
przeciac, azeby powierzechnie i objefosé otrzymanyeh w ten sposob odeinkow
staly w pewnym stosunku. Zagadnienia tego Archimedes nie rozwigzal spro-
wadzil, je do rozwigzania proporeyi (a—x): b==c*: x*

0. obronie dwuletnié¢j Syrakuz i o spaleniu floty raymskiéj wiele piszy
starozytni, jednakle nie podaja w téj mierze blizszych wyjasnien. Spalenie floty
polaczyli, najprawdopodobniéj z dzielem Archimedesa o zwierciadiach palacych
nie rozumiejacy rzeczy pisarze; nie wiedzieli bowiem, ze na tak daleka odle-
glo$é nie mogly dzialaé sferyezne zwierciadla, majace nadto stale ogniska.
Wielka jednak musiala byé¢ stawa Archimedesa w starozytnosei, skoro nie wa-
hano sie przypisa¢ mu rzeczy nawet niemozliwych.

Nie pogardzal, jak widzimy, Archimedes i praktyczném zastosowaniem
swéj umiejetnosei, a dzielo o punkeie ciezkosei, zwykle do pism matematyeznych
zaliczane, wraz z inném o plywajacych ciatach jest podstawa nowéj umiejetnogei.
Dzietami tymi stal sie Archimedes ojeem machaniki, bo to, co w téj materyi
pozostawil Rrystoteles, weale nie nosi znamion matematyeznéj umiejetnogei.
Jeszeze o jednym wynalazku z uwielbieniem wspomina Cicero ). Byl to pray-
rzad poruszany woda, a stuzyl do objasnienia biegu eial niebieskich. Opisal
go Archimedes w zaginionem dziele megl opaigomoring.

Dziela Archimedesa znalazly wielu komentatorow i tlomaezy, do tych
nalezy : Eutokios, Commandinus, Maurolykus, Borelli i inni. Szezegolnie waznym
jest komentarz Eutokiosa, zawiera bowiem wiele historyeznyeh notatek. Doly-
czono go do dzie! Archimedesa wydanych w jezykach greckim i lacinskim
w Bazylei 1544.

W przedmowie do kwadratury kola wspomina Archimedes o prayjacieln
swoim Kononie & Samos, wynalazey linii spiralnéj, oddajac wielkie pochwaly
jego talentowi i ubolewajac nad wezesng $miercia jego. Wedlug Apoloniosa #)
mial Konon pisaé¢ o przecieciach stozkowych, wszystkie jednak pisma Konona
zaginely. 7Z pism Archimedesa dowiadujemy sie jeszeze o jednym matematyku,
Nazywal sie Dositeos, proez tego, ze byl przyjacielem Archimedesa, ani o pra-
cach, ani o zyciu jego nie mamy zadnych wiadomosel.

W prayblizeniu tylko da sig oznaczyé czas, w ktérym 7yl Nikomedes wy-
nalazca konchoidy. Zyl on najprawdopodobniéj miedzy rokiem 250 a 150 r 70d
Chr. Rozwiguar w bardzo doweipny sposob zagaduienie o podwojeniu szeseianu
za pomocy krzywéj, ktora dla podobieristwa z muszly konchoidy nazw ml. Lizlin
ta ma te wlasnosé, ze wszystkie promienie poprowadzone z punktu stalego do
téj linii, inng prosta tak sy przecigte, Ze odeinki tychze leZgee migdzy konchoidg
a przecinajacy prosta, sa rowne, Punkt staly nazwal Nikomedes bicgunem
(polus), prosty za$ przecinajgeq promienie, kierownicy (regula). Odleglosé mie-
dzy biegunem a prosta moze byé rowng, wieksza lub mniejszg od stalego od-

1) Tusculanarnm Quaestionum lib. I. 25

2) Apollonii Per. Conie. libr. octo: Horum autem primum Conon Samius ad Thrasydeum
soribens explieavit, non rite confectis demonstrationibus quamobrem Nicoteles Cyrenaeus eum
ponnihil reprehendit , , , , , , lib. IV, Praef. pag. 217,
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cinka miedzy prosta a konchoidg i wedle tego moze ona mieé trzy rozmaite
ksztalty. Ozy je starozytni znali, niewiadomo, a juz zupelnie niejasne sa stowa
Papposa: ,linea vocetur conchoides prima, nam et secunda, et tertia, et quarta
exponitur, quae ad alia theoremata utiles sunt. ?)

Do kreglenia koncehoidy podat Nikomedes przyrzad, za pomocg ktérego mozna
ja jednym ciggiem podobnie jak koo wykreslié. Ani quadratrix ani linie spiralne
nie mialy podobnego przyrzadu. Po zwykléj linii i eyrklu, ktore mialy byé wy-
nalazkiem bratanka mitycznego Dedala, przyrzad ten jest pierwszym, do ry-
sunku geometrycznego. Figura 7. objasnia ten przyrzad. Sklada sie on z dwoch
linii zlgczonych z soba pod katem prostym. Jedna z tych linii, ktora zastepuje
kierownice ma wzdluz wycieeie, druga sztyft przedstawiajacy biegun. Oprécz
tego jest jeszeze inna linia majaca wzdluz podobne wyeciecie jak pierwsza i sztyft.
Wycieciem swojem zesuwa sie ta linia po biegunie tak azeby, jéj sztyft wéréd ru-
chu tego pozostal w wyeieciu kierownicy, wtedy koniec jéj opisuje konchoide.

Nikomedes poznal, ze konchoida coraz bardziéj zbliza si¢ do kierownicy,
a Proklos nawet o asymptotach konchoidy mowi, poznal takze, e konchoida
przecina kazdg prosty biegngea miedzy nig a kierownieg, w koneu uzyt jéj do
rozwigzania zagadnienia o podwojeniu szeseianu.

Rozwigzanie to nalezy do najpiekniejszyeh. Niech Fig. 8. AB i BC bedy
tymi prostymi, do ktérych wyszukaé¢ mamy dwie srednie proporcyonalne. Uzu-
pelniany prostokat ABCD, dzielimy AB i BC na dwie réwne ezesei, prowadzimy
EF prostopadle do BC w punkeie $rodkowym i odeinamy z punktu C prosta
CF = AL. Punkty D i L laezymy prosta DL i przedtuzamy ja az do zetknie-
cia si¢ z przediuzeniem BC w punkeie G. Punkt G laczymy z punktem F
i prowadzimy CH rownolegle do GEF. Rownoleglty CH uwazamy za kierownice,
F za biegun, AL = ', AB za oddalenie konchoidy od kierownicy i wryso--
wujemy konchoide, ktéra przecina przedluzong BC w punkeie K. Konchoide
w tym celu sie rysuje, azeby w kat HCK wpisa¢ HK = AL w ten sposob,
by ta linia w przedluzeniu spotkala punkt F. W koneu poprowadziwszy prosta
KDM otrzymujemy szukane $rednie proporeyonalne AM i CK.

Z podobienstwa trojkatow AMD i CDK mamy AM : DO = AD : CK
albo AM : AB = BC : CK poniewaz *, AB = AL za$ ', GC = BC, rze-
telng jest proporeya AM : AL = GC : CK ta za§ w polaezeniu z proporeys
GO %0k &—-FH: " HK “daje AM 7 A= tieHi - LI ala

(AM 4 AL) : AL = (FH <+ HK) : HK ezyli ML : AL = FK : HK
a 76 AL = HK to i ML, = FK wiee i ML%* = FK® Jednak
(AM - AL)* — AM?® - 2 AMAL 4 AL*= AM (AM -2 AL) 4 ALY
a 76 AM 4 2 AL = MB, a AM + AL = ML mamy wigc
MI2 == AM.BM -+ ALZ% Podobnie i EK* = CK.BK 4 CE2.
Dodawszy poobu stronach EF* otrzymamy
EK* 4 EF* = CK.BK 4 CE® 4 EF* ze wigledu na
trojkaty EFK i EFC jest EK? 4+ EF? = FK® a CE® 4+ EF: = FO:
Podstawiwszy te wartosei w poprzednie zrownanie otrzymamy
FK? = CK. BK + FC%

1) Coll, math, lib 1V, Propes, XXII,
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Poréwnawszy ostatnie zréwnanie, ze zréwnaniem powyzéj otrzymaném
ML:= AM.MB - AL? otrzymamy, poniewaz FK2 = ML? a CF = AL
CK. BK = AM.BM a stad proporeyg BM : BK = CK : AM.
Poniewaz BM : BK = AB : CK mamy wige z polaczenia proporeya
AB : CK = CK : AM. Z podobienstwa trojkatow CDK i MAD wynika proporeya
CD albo AB : CK = AM : AD albo BC.

Zestawiwszy ostatnie dwie proporeye otrzymujemy proporeysy ciagla
AB : 0K = CK : AM = AM : BC, ktora rozwigzuje zagadnienie.

Pappos ) moéwi: et nos in Analemma Diodori, cum velemus angulum
tripartito secare praedicta linea usi simus. Ze sléw tych widaé, ze Pappos
rozwigzal zagadnienie o podziale kata na tray rowne ezesei za pomoeg konchoidy.
Proklos jednak opowiada, Ze rozwigzania tego dokonal sam wynalazca konchoidy.
W ezém roznily sie te dwa rozwigzania nie wiadomo, podaje rozwigzanie Papposa.

Dany jest kat ABC. Fig. 9. Z jakiegokolwiek punktu poprowadzono pro-
stopadly AC. Uzupelniwszy prostokat ABCE przedluza sie prosta FA az do E.
Punkt E otrzymuje si¢ kreslac konchoide w ten sposéb, aby B-bylo biegunem,
AC kierownicy, a odleglos¢ stala miedzy konchoidy a kierownica réwna sie
podwojnéj przekatni prostokata AB. Wtedy kat KBC jest trzecia czescig danego
kata. Przepolawiamy DE i punkt érodkowy G laezymy z punktem A. Ponie-
waz ADE jest trojkatem prostokatnym, to !, DE = DG = GE =GA. Ma-
my przeto dwa trojkaty rownoramienne ABG i AEG. Kat AGB = 2 AEB
jako zewnetrzny trojkata AGH, ale kat AEB = EBC jako naprzemianlegle, za$
kat AGB = ABG, wige ABG = 2 EBC.

\Fika

Przecieeiami stozka ; jak sie wyZej wspomnialo, zajmowal si¢ Euklides 2)
a 0 dwoch innych matymatykach, pracujacych réowniez na tem polu, Kononie
7z Samos i Nikotelesie z Cyreny wspomina Apolonios. %) Zaden jednak nie
odlaczyt krzywyeh tyeh od stozka i nie poznal ich, jako miejsc geometryez-
nych w plaszezyznie. Twierdzeniem: do prostéj, pod danym katem przylozyé
(magafdrrew) rownoleglobok, ktoryby byt rowny danemu trojkatowi, daléj po-
dobnymi twierdzeniami (28 i 29) ksiegi VI. Elementow, byl przeciez Euklides
tak bliskim odkryeia tego. Bo gdyby byl przytozyt do prostéj po obu stronach
téjze kwadraty rowne danemu prostokatowi n. p. ABCD Fig. 10, bylyby bo-
ki tych kwadratow swa dlugoseia wskazaly punkt E pod linia dang i odpo-
wiedni mu punkt nad dang linia. Powiekszajac podstawe tych prostokatow
a zatrzymujac te same wysoko$§é, otrzyma si¢ jako nastepny prostokat ACFG,
a bok kwadratu rownego temuz prostokatowi zaznaczy punkt H. Bokiem kwa-
dratu rownego prostokatowi trzeciemu jest KL, czwartemu MN. i t. d. Jezeli
punkty A, E, H, L, N polaezymy. otrzymamy linie krzywa zlozona z dwoch
galezi a wlasno$é jej widoezna ze sposobu w jaki powstala. Jest to parabola.
Na podstawie twierdzen 28 i 29 ksiegi VI. Elementow moznaby otrzymaé elipse

1) Coll, math lib. IV. Propos, XXIIL
%) Pappos VIL 164 Euklidis libros quatuor conicorum cum Apolonios explevisset,
3) Conicorum lib IV, pag. 17,
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1 hyperbole w podebny sposob. Pierwszy Apolowios te wlasnosé prrecieé stozko-
wyeh wykryl 1 w ten sposob przeniost je na plaszezyzne,!) pierwszy téz zmie-
nit nazwiska tych przecieé, odpowiednio do nowego ich powstawania, przez
przykiadanie plaszezyzn do danéj prostéj, pierwszy w koneu poznal, ze w kazdym
stozku wszystkie trzy przeciecia sg mozlliwe ). Przeciecie stozka prostokatnego
nazwal parabola, rozwartokatuego hyperbola. ostrokatnego elipsa. Te odkrycia
zjednaly, mu zaszezytny przydomek wielkiego geometry. Quem illius temporis
homines, admirati propter mirificam conicorum theorematum demonstrationem
Magnum Geometram apellarunt, méwi o nim Futokios.

Nie wicle powiedzie¢ mozna o zyeiu Apolloniosa. Urodzil sie w: Perga.
w Pamphilii i stad nazwano go Pergeus. Zyl za panowania Ptolomeusza Euer-
getesa, 1 Prolomensza Filipatora. Jako mlodzieniee przybyl do Aleksandryi
i uezyl sie matematyki od nastepeow Euklidesa. Pozniéj przebywal w Perga-
num, gdzie zaprzyjaznil sie z pewnym Eudemosem, ktéremu poswieca trzy
pierwsze ksiegi swego dzicla

Dzietem swojem ,Conicorum libri octo“ stangd Apolonios obok najwie-
kszych matematykow starozytnosei. W ksiedze I. tlomaezy Apolonios powsta-
wanie stozka przez obrot prostdj, utwierdzonéj w punkeie a zsuwajacedj sie po
obwodzie kola. Kazde przcciccie przez ten punkt staly jest trojkatem a na
szezegolniejsza uwage zasiuguje trojkat przechodzacy przez o$. Daléj prowadzi
Apolonios nowe ciecia stozka, zawsze prostopadle do trojkata przechodzgeego
przez o$ i pokazuje, jak nadajae tymze rozmaity kierunek do boku stozka,
otrzymuje sie rézne przeciecia. Prosta, w ktorej sie przecina przeciecie stozka
z trojkatem przechodzgeym przez o8, jest srednica, punkt, w kiorym srednica
dotyka powierzchni stozka, jest wierzchotkiem przeciecia. Parabole otrzymuje
Apollonios przecinajae stozek rownolegle do boku jego a charakterystyczna
wilasnogé téj krzywéj wyprowadza jak nastepuje. 3)

Trojkat ABI' (Kig. 11.) jest przecieciem przes o$ stozka. Przez prosta
AE, ktéra prostopadly jest do BI' przecinamy stozek tak, by s$rednica prze-
ciecia ZH rownolegly byla do boku A 4ZE jest figura przeciecia. Z punktu.
Z poprowadzono prostopadly Z® w plaszezyznie przeciecia a dlugosé jéj we-
Jdle zalozenia czyni zadosé proporeyi B/ : BA.AI = 26O : ZA.

Z jakiegokolwick punitu K kraywéj idzie rownolegla KA do 4E. Przez
A poprowadzimy rownolegiy MN do BI'. Plaszezyzna przechodzaca przez KA4MN
bedzie rownolegly do podstawy i bedzie kolem o $rednicy MN, a 7e KA stoi
prostopadle na MN wige MANA = KA*

Wedle zalozenia ZOs Zdo—="BI i P4

BB A Z podobibnstwa.
trojkatow BI'4, MNA i MAZ mamy propozycya
BF: 4 = MN. N4 = MA": AL dalf)

1) Pappos. Coll. math. lib. VII.

2) Verum postea Apollonius Pergacus universe inspexit in omni cono, tam trecto, quam
gealeno omnoes sectiones inesse juxta plani ad conum diversam inclinationem. Kutocii. Com-
mentazii,

3) Conicorum lib, 1. propositio XI, pag. 81,

http://rcin.org.pl



prad Yo i e

BE: BA — MN i MA = MAd : MZ — NA . ZA
wiee i OZ : Z4 — MA . N4 : AZ . ZA.
Przyjawszy ZA za wsplng wysoko$é prostokatow o podstawach OZ i AZ,
otrzymamy proporeyg OZ : AZ = OL . Z4 : AZ . ZA.
Z poréwnania dwoeh ostatnich proporeyi otrzymamy
MANA : AZAZ = OLZA : AZ.AZ
a %e w proporeyi téj wyraz drugi réwny czwartemu wige
MANA = OZZA; ale MANA = KA*
wiee KA® = OZ.Z4. Przecigeie czynigee temu warunkowi zadosé, nazywa sie
parabola a prosta ®Z oed% w laciiskiem latus rectum, dzi§ parameter.

Z powyiszego widzimy, ze Apolonios te same linie prowadzi, ktérych
i dzi$ w analityeznéj geometryi uzywamy. Mamy tu zupelny uklad wspolrze-
dnych, poeczatek jego lezy na przecigeiu stozka, osig odcietych jest $rednica
przecigeia a osig rzednyeh jest prostopadia poprowadzona w punkeie poezgtko-
wym uklfadu. Parameter jest u Apoloniosa prosta wystawiona na wierzeholku
przecicia stozka prostopadle do jego $rednicy, ktora tak sig ma do oddalenia
wierzeholka przecigeia od wierzcholka stozka, jak kwadrat z podstawy trojkata
przechodzacego przez o8 stozka do prostokata powstatego z obu pozostalych
bokow tegoz trojkata. Przecigcie, w ktorym kwadrat rzednyeh rowna sie ilo-
czynowi z odeigtych 1 parametru nazywa Apolonios paraboly, hyperbolg, gdy
kwadrat wiekszy od iloczynu, a elipsg, gdy kwadrat mniejszy od iloezynu z od-
cietyeh i parametru.

Apolonies nie rachuje formulkami i réwnaniami, jak si¢ to dzi$ ezyni,
ale Yaezy proporeye linij i plaszezyzn, a sy one tylko innym wyrazem téj sa-
méj mysli, ktora zawieraja w sobie rownania przecieé stozkowyeh i prowadzy
do tych samych wynikow. i

W pierwszych czterech ksiggach zebral Apolonios wszystko to, eo zna-
nem bylo o przecigeiach stozkowych jego poprzednikom; metoda jednak, ja-
kié) w przedstawieniu rzeczy uzywa, daléj nowy zupelnie punkt widzenia,
z ktérego rozpatruje przecigeia te, w koneu materyal ostatnich ksiag dziela
jego to wylaczna wlasnosé Apoloniosa. Dzielo to jest korong greckiéj geome-
tryi, jest ostatnim i najwyzszym stopniem, do ktorego dotarta ta umiejetnos§é
w starozytnosei.

Na szezegblng uwage zastuguje "ksigga pigta, w ktoréj si¢ Apolonios
wysoko po nad swoj wiek wznosi. Ksiega ta zajmuje si¢ najkrotszymi i naj-
dfuzszymi liniami, ktore do przecigeia stozkowego z danego punktu poprowa-
dzié mozna. Jakkolwick Apolonios bardzo wicle praypadkow uwzglednia, ogra-
nicza sie jednak przyjmujae, ze punkt dany lezy na obwodzie, albo na jednéj
z obu osi przeciecia.

Ksiega szosta zawiera twierdzenia o przystawaniu i podobieristwie przecigé
stozkowyeh i odeinkow tychze, w szezegélnogei zajmuje si¢ rozmaitymi prazy-
padkami zagadnienia, jak na danym prostym stozkun oznaczyé przeciecie przy-
stajace do danego przecigeia.

2
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Ksiega siodma podaje kilka nowych wlasnosci przecigé stozkowyeh, szeze-
golnie ze wzgledu na $rednice i osie. Na ksiedze siédméj i na krétko podanéj
przez Papposa tredei, dziela Apoloniosa oparl i si¢ odtworzyl Halley prawdopo-
dobnie na zawsze zaginiong ksiege Osmg, dziwnie przejmujge si¢ duchem me-
tody Apoloniosa. Hypatia, Kutokios, Pappos i wielu innyeh komentowalo
dzielo to. Zachowaly sie komentarze Eutokiosa i Papposa. Pierwszy obejmuje
tylko cztery pierwsze ksiegi, w drugim znachodzimy wiele twierdzenn pomoeni-
czyeh (lemma), ktore czgsto z dzielem Apoloniosa nie stoja w bezposrednim
zwigzku. Pozniej przelozono dzielo Apoloniosa na jezyk arabski. Do 17. stulecia
znane byly tylko pierwsze eztéry ksiegi. Sgdzono, Ze nastepne zaginely. Piata
odtworzy! slawny wloski matematyk Viviani. ,Divinatio in quintum Apollonii
conicorum libram 1659“. Golius i Borelii rownoczesnie odkryli piats, szésta
i siddmg ksiege, pierwszy na wschodzie, drugi w bibliotece Medyceuszow we
Florencyi, w tlomaczeniu arabskim. Najlepszego wydania dokonal Halley
»2Apollonii Pergaeii. Conicorum libri oeto et Sereni Antissensis de sectione
cylindri et coni libri duo“ Oxoniae 1710.

7% lieznych dzie! Apoloniosa zachowalo si¢ jeszcze jedno, dwie ksiegi
»TEQL THE ToD Adyov amorouds (de sectione rationis) w tlumaezeniu arabskiém.
Na jeayk dacinski przelozy! i wydad Halley 1706 '). Rozwigzuje tu Apolonios
rozmaite wypadki zagadnienia z punktu lezacego na plaszezyznie dwoéeh, co
do polozenia danych prostych, poprowadzi¢ poprzeezng, ktoréjby odeinki od
danego punktu do punktow przecigeia si¢ z tymi prostymi, byly w pewnym
danym stosunku. Trzy takie zagadnienia podat Nieweglowski w swojej geo-
metryi %). :

Inne dziela zaginely, lecz znaczng liezbe tychze otworzyli nowsi mate-
matyey, wedle tresei podandj przez Papposa. Tak odtworzyl Snellius meol
dwwgionsvns rouds (de sectione determinata), Halley opréez osméj ksiegi Co-
nicornm megl ywolov amorouss (de sectione spatii), Vieta megl émapav (de
tactionibus), Gethaldi msgt vevoswrv (de inclinationibus), Fermati Simpson
dmimedor zémor (loci plani). Oprocz tych zaginelo dzielo o dwunastoscianie
i dwudziestodeianie wpisanym w to samo kolo, daléj dzielo pod tytutem meol
ToD noyAlov, ktorego tre$é jest zupelnie nie znang.

Usitowania, podjete celem odtworzenia zaginionych dziel przez najzna-
komitszych matematykow sy najlepszym dowodem jak znakomicie Apolonios
przyezynif si¢ do rozwoju matematyki.

Od Nikomedesa nieco mlodszym byl Diokles, wynalazca Kissoidy 3),
ktoréj uiyl do rozwigzania zagadnienia o podwojeniu szedecianu. Dzielo
jego mepl mwoelww zaginglo. Iveelor oznacza przyrzad zlozony z dwoeh drew-
nianych kawalkow, sluzgeych do wzniecenia ognia. Co moglo byé trescia dziela

1) T¥émaczenie niemieckie Augusta Richtera Elblag 1836.

2) Geometrya przez Nieweglowskiego ParyZ 1869 str. 416 i dalsze.

3) Pappos, ktory tak skragtnie zebral wszystkie rozwiazania problemu delickiego pominaé
rozwigzanie Dioklesa, choeiaz o kisoidzie kilkakrotnie wspomina n. p. Lib. IV, prop, 30, Roz-
wigzanio zachowal Eutokios Comm, in libr, II. Archim de splacer et cyl,
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tego niewiadomo. Kutokios zachowat rozwigzanie zagadnienia delickiego. W ko-
to AHEG, na prostopadle stojacych s$rednicach, odeigto proste AC i CM, dla
ktorych mamy znalesé dwie Srednie proporcyonalne. W kolo to wrysowuje sig
kissoide, to jest linig krzywa EDG Fig. 12., majgey t¢ wlasnosé, ze odcinek
DE prostéj z wierzeholka E kissoidy poprowadzondj, a lezgcy wewngtrz té)
krzywéj, rowna sie odcinkowi LK téj saméj prosté] lezgcemu migdzy kofem
a prostopadla wystawiong w punkeie A do Srednicy AE. Lini¢ krzywg te otrzy-
mywal Diokles w nastepujacy sposOb. Symetrycznie do HG prowadzimy IK
i BF prostopadle do AE. Prosta faczgea punkty K i K przecina BF w punkeie
D, ktory lezy na kissoidzie. W podobny sposob prowadzge wigedj prostopadiych
otrzymamy caly szereg punktow, a z polaczenia tych punktéw otrzymamy kis-
soide. Punkty A i M Igezymy prosty, przedluzajae jg az do punktu zetknigcia
sig z kissoidy w D. Wtedy trojkat EKI podobny jest do BDE, mamy wige
proporcya IK : IE = BD : BE ale Al : IK = IK : IE.

Z poréwnania obu proporeyi otrzymujemy

AT — BDt BR - albo IK ¢ Al = Bh BD
a ze IK = BF a Al — BE wie¢c BF : BE = BE : BD, jednak

AB : BF = BF : BE mamy wiee proporeya ciagly AB : BF = BF :
BE = BE : BD. Proste wigc BF i BE sy $rednie proporeyonalne miedzy
AB i BD a tem samem i do AC i CM, bo AB : BD = AC : CM.
Hypsikles z Aleksandryi zyl wedlug Heilbronnera i innych za czaséw Ptolo-
meusa, wiee przy koneu drugiego wieka po Chr. Prawdopodobniejszym jest
czas, juki podaje Vossius, Bretschneider i Cantor, opierajac si¢ na astronomi-
cznem dziele Hypsiklesa davapogixos. Wedlug tych ostatnich zyt Hypsikles
miedzy 250 a 150 rokiem przed Chr. Przypisuja mu zwykle 14 i 15 ksiege
Elementéw Euklidesa. Najnowsze badania wykryly jedunak takie réznice migdzy
obydwoma ksiegami, Ze dwoch autorow prayjaé potrzeba, 14. moégl napisaé
Hypsikles, autor 15. zyl w kilka wiekow po Chr. Cuzternasta ksiega zajmuje
sie poréwnaniem bry! umiarowyech.

Miedzy rokiem 200 a 100 przed Chr. zyt Perseus, ktory przez obrét kola,
naokoto prostéj lezacé) w plaszezyznie kola a nie przechodzgeéj przes jego
$rodek, otrzymywal bryly zwane spirami. Ksztalt tych bryl zmienial si¢ w miare
wiekszego lub mniejszegu oddalenia osi obrotu od $rodka kola. Spiry przecinal
Perseus plaszezyzng rownolegly do osi obrotu a z przeciecia otrzymywal krzy-
we, ktorych wlasnosei rozpatrywal. Szczegolniéjszego znaczenia nie mialy te
linie, poszdy w zapomnienie.

W czesei pierwszéj Ksiegi V. podaje Pappos ') kilka zajmujacyeh twier-
dzeni o figurach, majacych rowne obwody (isoperimetryczne), nie podajae, kto
twierdzenia te postawil i udowodnil. Znajduja sie one takie w komentarzu
Theona z Aleksandryi, skad sie takze dowiadujemy, Ze wynalazl je Zenodorus.

Wspomnimy tu jeszeze o jednym matematyku, jest nim Serenus z Antissy
na wyspie Lesbos. Znakomite dzielo Apoloniosa wywarlo ten wplyw, Ze sta-
rano si¢ je przez badanie wszystkich mozliwych przecieé stozka i walea, uzu-

1) Coll, math, lib. V, pag. 74. et syg.
2%
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pefnié¢ i zaokraglic. Podobny cel mial i Serenus na oku, piszge dwa traktaty
o przecigeiach walea i przecigeiach stozka przechodzgcych przez wierzeholek.
Dzieta te zdradzaja zywy interes w rozwijaniu teoretyczném wiedzy i weale
nie widaé usifowania, by zuzytkowaé praktycznie wykryte prawdy.

Nowy praktyezny kierunek geometryi aleksandryjskiéj czué sie daje do-
piero z poezgtkiem 200 roku przed Chr. a okolo roku 100 znajduje swego
najznakomitszego przedstawiciela w Heronie z Aleksandryi. Nauczycielem jego
byl Ktesybius ). Dziela Herona zachowaly si¢ w wielu rekopismach, sg one
jednak wszystkie zepsute mnostwem dodatkéw w jednych a opuszezeri w innyeh.
Zajmowal si¢ mechaniks, pisal o windach, o przyrzadach do rzucania pociskow,
tytuly dalszych jego dziel sy: geometrya, geodezya, stereometrya, o wymiarach
i o dioptrach. Geometrya i stereometrya podaje poréwnanie rozmaitych miar,
sposoby obliczania plaszezyzn i bryl, rozprawa za$ megl diomroas zasady sztu-
ki mierniezdj.

Nie teoretyezny rozwo6j matematyki, ale praktyczne zastosowanie zdoby-
tyeh prawd jest celem dziel Herona. Tworzyly one najprawdopodobniéj dzielo
jedno, ) ktore pod reks pozniejszych przepisywaeczy rozpadlo si¢ na pojedyn-
cze rozprawy. Przeznaczone ono bylo szezegolnie dla mierniezych i budowniczych.

% dziel Herona widaé, Ze byl to nieposledni matematyk, a ze w staro-
zytnosci nie zyskal tego rozglosu i slawy, co inni, Ze nie znalazl! komentato-
row jak Kuklides, Archimedes lub Apolonios; lezy to w charakterze dziel jego,
w ktoryeh, jak si¢ juz powiedzialo, idzie mu nie o teorya ale o praktyezne
zastosowania. Dziela te majy ze wzgledu na praktyke wysoka wartosé, a jego
sziuka miernicza tak jest doskonala, Ze koniecznie przypuscié¢ trzeba, 12 inne
dzieta podobnéj tresei poprzedzily dzielo Herona. Korzystal najprawdopodobniéj
i z dzied egipskich, ktorych moze za jego czaséw uiywano jeszeze a téj oko-
licznosei dowodzié sie zdaje sposob, w jaki rzeez przedstawia. Powtarzajace sie
czesto u Herona ,moler ovrog, uezyn to tak“ przedstawia sie w prost, jako
ttomaczenie podobnych zwrotow z papirusu Rinda, zawierajacego matematyezny
podreeznik Ahmesa egipskiego matematyka.

Jakkolwiek teorya matematyki nie jest celem gtownym dziel Herona, to
niepodobna, aby matematyk téj miary, co Heron nie przyezynil sie do rozwoju
swéj umiejetnodei. Jako taki przyczynek uwazaé nalezy rozwigzanie tréjkata
z danyeh trzech bokow, ezyli tak zwane twierdzenie Herona.

Skoro w trojkat ABC FKig. 13. wpiszemy kolo, okaze on sie dwa razy
wigkszym, anizeli trojkat, ktorego wysokoseig jest promien HE a podstawa po-
Towa obwodu trojkata ABU ezyli Cw, jezeli B&G = AD. HL stoi prostopadle
na HC, BL na BC. Nast¢pnie prowadzimy prosta CL i promienie HE, HD,
HF, proste HC, HA i HB.

1) Ktesybius syn golarza w mlodosci sam prowadzit rzemiosto ojeca, doszed! do wielkiego
znaczenia i stawy jako genialny wynalazea fizykalnyeh przyrzadéw jako to: wodnyeh organéw
i przyrzadu do rzueania poeiskow za pomocy zgeszezonego powietrza, Zyt migdzy rokiem 170
i 117 za panowania Ptolomensa IX. Physkon, zwanego takie Kuergetesem IL

2) Cantor: Greschich, d. Math. 318,
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Poniewaz katy HCL = OBL = 909, jest wiee CL $rednieg kofa na troj-
katach CHL i CBL opisanego a czworobok CHBL jest w kolo wpisanym wiee
przeciwlegle katy CHB 4 CLB = 180°. Ale kat CHB = CHE - EHB =
1, FHE 4+ Y, DHE, dodawszy do tychie AHD = '/, DHF, otrzymamy
CHB 4 AHD = 180° bo katy FHE -+ DHE -4 DHF = 360°; wicc kat
QLB — AHD.

Ale kgt CBL = ADH = 90° wiec trojkat BCL podobny do DAH
a stad proporeya:

BO-: Bl = DA . DH = BG : HE " ezyhi
B0 — B % podobieiistwa tréjkatow KBL i HEK
BL KB BC KB

mamy oo = gy 4 zatem pE = e dodawszy

obustronnie jednostke otrzymamy :
S04 29 _ X8 4 BX albo g = pg & Wige |
CGs __ CE.BE
CG.BG ~ CE.EK
wartos¢ HE? otrzymang z trojkata prostokatnego
CHK mamy Sere o O o
CG.BG HES2 ° “
(CG.HE)? = CE. EB. CG. BG.
Ale powierzechnia trojkata:

ABC = 2 CHG = 2 ™ — CG.HE, polosywszy za CG.HE wyiej otrzy-

potozywszy zamiast CE.BK

mang warto$é, mamy dla powierzehni trojkata ABC wzor:
V CE. EB. CG. BG.
Skoro polozymy AB = ¢, AC = b, BO = a, i wzdr powyiszy upo-
rzadkujemy przybierze ksztalt:
\/a-{—b-l—c a+b—¢ a—b4ec —at+b4e

Heron rozwigzal takze zagadnienie o podwojeniu szescianu. Pappos 1Y)
podajac rozwiazanie to powiada, Ze jest ono ad manuum operationes maxime
accomodata.

Z prostych AB i BO Fig 14., miedzy ktore wyszukaé mamy dwie ére-
dnie proporeyonalne, tworzymy prostokat ABCD i prowadzimy obie przekatnie
polowigee sig w G. Linii, okolo punktu B. obracajacdj si¢ nadajemy takie po-
lozenie, azeby punkty jéj przecigeia si¢ B i F, z przedtuzeniami prostyech CD
i AD jednakowo byly oddalone od punktu G., wtedy

AB : AF = AF : CE = CE : BC.

Prowadzimy proste GI i GF, dalej GH prostopadle do AD. Z tréjkata
GHE otrzymamy.

GF?=GH® 4 HF? = GH?* {-(AH+4-AF?%) = GH® -+ AH® - AF (2 AH-}- AF).
Poniewaz GH* 4 AH®* = AG?Y za$ 2 AH 4 AF =DF,
wiee GF? = AG? 4 AF. DF.

1) Coll. math. lib IV. pag 6,
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7 trojkata GIE w podobny sposéb otrzymamy
GE? = GC* 4- CE. DE,
a e GF = GE a AG = GC, wigc i AF. DF = CE. DE
Z iloezynéw tych otrzymamy proporeys
AR : OB = ‘DR : 'DF,
ale i nastepujace proporeye sy rzetelne
AR AR = DE ::DPF; DE -DRi= CE.: BC.

7 ostatnich trzech proporeyi otrzymujemy proporeys ciagla: AB : AF =
A¥ : CE = CE : BC.

Nie o wiele mlodszym od Herona byl Geminos z Rodus. O Zyciu i po-
chodzeniu jego nie ma zadnych wiadomo$ei. Z pism jego pozostalo dzielo
traktujace o astronomii eloaywyy &g ré pawdusve. Matematyezne dzielo Ge-
minosa, zawierajace wiele notatek historyeznych. dotyezacych krzywych, jak
linii spiralnéj, konchoidy, kisoidy i innych zaginelo. Dzielo to eytuja czesto
Proklos i Eutokios, pierwszy w komentarzu do Euklidesa, drugi do Apoloniosa.
Zagadnienie postawione przez Archimedesa, kule plaszezyzng przecigé tak, by
odeinki jéj staly w danym stosunku, rozwiazat Dionysiodoros. Rozwigzanie to
podaje Kutokios. )

Dionysiodoros pochodzil z miasta Amisus, lezgeego w Azyi na poludnio-
wym brzegu morza Czarnego. Zy! przed Chr.

Za pierwszego tryumwiratu %yl Zeodosios z Tripolis znany jako autor
dziela: opaguudv puB. y. W trzech ksiegach podal do$é zupelny wyktad geo-
metryi sferyeznéj z wyjatkiem czesei trygonometryceznéj.

Przebieglisémy wiek pelnego rozwoju, wiek ztoty ‘matematyki i szkoly
aleksandryjskiéj. Przed wschodzacem nowem $wiatlem chrzescianstwa ustepo-
wala grecka ecywilizacya, chylila sie ku zachodowi, a z nig i matematyka.
Wsrod zmierzchu, jaki poprzedzil zupelny zachdéd, spotykamy jeszeze znako-
mityech matematykow, ale sg oni odosobnieni, nie tworzac tego nieprzerwanego
fancucha, ktory tak szezesliwie rozpoczgl Buklides.

RS I SH <Y

Bezposrednim poprzednikiem Ptolomeusa byl Theon ze Smyrny 1 Mene-
laos z Aleksandryi. Obaj zyli okolo 100 roku po Chr., o obydwdch wspomina
w dziele swym Ptolomeos.

Theon ze Smyrny jest autorem dziela: Tov xard wadnuariuny yoneiuwoy
elg iy rov IMddrowvoeg dwvdyvasw. W dziele tém uezy Theon tyle matematyki,
ile umieé¢ potrzeba, by zrozumieé¢ pisma Platona. Nie jest to komentarz do po-
Jedynezyeh miejse z pism Platona; ale podrecznik, dajgey pewng zaokrg-
glong calosé.

Dzieto Menelaosa o steryce odnaleziono w ttomaczeniu arabskiem i prze-
Tozono na lacinskie. ') Mamy w tém dziele pewien rodzaj sferyeznéj trygo-
nometryi, a wieec najwazniejsze twierdzenia o trojkacie sferycznym, znajdujg

1) Comm. in Arch. lib. II. de sphaer. et eyl
2) E. Halley. Oxford 1758.
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sie tu takize twierdzenia o poprzeeznych w plaskim i sferyeznym tréjkaele,
znane pod nazwg twierdzeri Menelaosa. Zaginelo dzielo w szescin ksiggach
o cigeiwach. Traktowalo ono prawdopodobnie o zestawianiu tablic frygono-
metrycznych. Juz i Hipparch w pismach swych uzywa stosunkéw cigeiw na
oznaczenie wielkosei kata. *)

Spotykamy tu wiee pierwsze $lady trygonometryi, i ten w skutkach zna-
komity wynalazek zawdzigczamy Grekom, chociaz dopiero Arabowie nadali
trygonometryi dzisiejsza forme i wyksztalcenie.

Dzielo Klaudiusa Ptolomeusa nosi tytul Meyddny otwrakis a treéé jego
stanowi wyklad astronomii i trygonometryi. Dzielo to pé7niéj, przelozone
z greckiego na arabskie a z arabskiego na jezyk lacinski, otrzymalo tytul Al-
magest. Slowo Almagest powstalo przez polaezenie arabskiego rodzajnika al
i greckiego superlativu w&prerog. W ksiedze I. dziela tego, ktére miedzy ro-
kiem 125 a 151 powstalo, stworzyl Ptolomens trygonometrys, zastésowana do
potrzeb astronomii i uzupelnil nig usilowania Hipparcha i Menelaosa.

Opierajae sie na kilku znanych twierdzeniach o wielobokach wpisanyeh
w kolo, migdzy ktorymi najwazniejszém jest twierdzenie, 7e iloczyn z obu
przekatni ezworoboka wpisanego w kolo réwna sie sumie z iloczynéw bokéw
przeciwleglyeh tegoz ezworoboka (twierdzenie Ptolomeusa), oblicza boki trj-
kata, czworo-pigeio- i dziesiecioboka, uwazajac je za cieciwy odpowiadajace fu-
kom 609 90° 120° i 36° w sto dwudziestych czeéciach érednicy.

Daléj z cieciw dwdch tukow oblicza cigeiwe odpowiednig rézniey lub sumie
tychze lukoéw, z cieciwy danego fuku, cigciwe przynalezng do polowy tego tuku.

Obwdd kola dzieli Ptolomeus na 360 czesei runuara, a kaZda czesé po-
fowi jeszeze. Zestawil w ten sposob tablice cieciw wszystkich lukéw od O0—
180° od 30 do 30 minut, a uwazaé je nalezy za pierwsze tablice trygonome-
tryezne. Srednice podzielit na 120 czesei, kazdy cze$é na 60 mniejszych czedei
a i te dziela sie znowu na 60 czedei. Czesei te po Yacinie zwano partes minutae
primae et secundae, a stad nazwy minut i sekund w.innych jezykach powstaly.

Dla astronomii stworzono trygonometrys, a ze do celow astronomiczuych
potrzebniejsza byla trygonometrya sferyezna, powstala téz ona pierwéj i wy-
ksztaleila sig pierwéj anizeli plaska, ktora starozytnym obea byla, zwlaszeza
w zastosowaniu do mierzenia.

Rozdzial jedynasty Alamagestu zawiera w sobie wyklad wlasciwéj try-
gonometryi. Dla Ptolomeusa punkiem wyjscia jest twierdzenie Menelaosa; mig-
dzy szedeiu odeinkami bokow trojkata, utworzonymi przez poprzeezng linie, taki
panuje stosunek, ze iloczyn z trzech odeinkéw, ktére nie majy wspélnego
punktu koricowego, rowna sie iloczynowi trzech pozostatyech odeinkéw. Jest
to twierdzenie znane pod nazwa twierdzenia o szedciu ilo§ciach, regula sex
quantitatum. Pozostalych ksiag 12 Almagestu zajmuja sie astronomis i naleig
do historyi téjze umiejetnosei.

Tiomaczenia i komentarze Almagestu sg bardzo liczne. Komentarz Theona
z Alexandryi dochodzi do ksiegi 11. z komentarza Papposa pozostala mala
tylko czes$é o ksiedze piaté).

1) Hipparchos # Bytynii stawny astronom uezyl w Aleksandryi od 160—1%0 r, prz. Chr.
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Szezegdlng uwage zwrécili na dzieto to Arabowie. Matematyey, Alhazen
ben Joseph i chrzedcianin Sergius w roku 827 przelozyli Almagest na jezyk
arabski, cesarz Fryderyk II. polecil przelozyé dzieto to na jezyk lracinski,
a w 1541 roku wyszlo pierwsze tlomaczenie lracinskie wedle tekstu greckiego.

Wspomnieé tu nalezy oinném jeszeze dziele Ptolomeusa, o jego geografii.
Juz Hipparch oznaczal polozenie na ziemi za pomocg dingosel 1 szerokosei
geograficznéj a wiee przez uklad wspélrzednyeh. Poezgtkiem dlugodei byl
pierwszy poludnik przechodzacy przez Rodus. Po nim Marinus z Tyru prze-
lozyl pierwszy poludnik na wyspy kanaryjskie.

Ptolomeus nazywa oddalenie ze wschodu na zachéd diugodeiy wixos z po-
Tudnia na polnoe, szerokoseiy midrog, tlomaczac, ze ziemia bardziéj sie rozsze-
rza w kierunku pierwszym, anizeli w drugim, a przez dlugosé oznacza sie
zawsze wiekszy wymiar. Oznaczy! w ten sposob Ptolomeus miejsea leZace mie-
dzy 67° poélnocnéj a 16° poludniowéj szerokosei wzdluz 180° diugosei geogra-
fieznéj. Dzielo to podaje takze zasady kartografii.

W roku 75. zdobyl Caesar Aleksandrya. Luna palacego si¢ Bruchejonu,
gdzie mieeila sie biblioteka, przy§wiecala zwyciestwu temu. 400 tysigey tomow
stalo si¢ pastwg pozarn. Skode wyrzadzong naprawil Antonius, pozostawiajae
w Aleksandryi ksiegozbior Attalusa TIL kréla Pergamum, ktory umierajae,
senat rzymski uezynit spadkobierca swych skarbéw. Jezeli juz przedtem zajmo-
wano sig przerabianiem i komentowaniem dziel dawniejszych, to teraz, gdy
zobaezono, jak jeden przypadek nieszezesliwy moze niepowetowane strabty spro-
wadzié, z szezegblng gorliwoseia 1 zamilowaniem rzueono si¢ do kompilaeyi,
komentarzow i przerébek znakomitszych dziel, cheae tym sposobem zabezpie-
czyé skarby wiedzy od zatraty. Kierunek taki nie sprzyjal dalszemu rozwojowi
umiejetnosei, i w matematyece, z wyjatkiem Diofantesa, nie spotykamy juz
wybitniejszych a samodzielnych pracownikow.

Zwrot w zapatrywaniach filozofieznych ku mistycyzmowi Pytagorasa,
ktory znajduje wyraz swoj w powstajacéj szkole nowopytagorejezykow, sprawil,
ze gorliwie poczeto zajmowaé sie arytmetyka. Na polu tém pracuje Nikomachos
z Gerasy, zwolennik filozofii Pytagorasa. Zyt okolo roku 100 po Chr. ') Jemu
przypisujg dzielo o mistyezném znaczeniu liczb, mialo ono prawdopodobnie
tytu! @codopoieva doiductiniis jak i podobne dzielo Jamblichosa osnute na
tle dziela Nikomacha. Otrzasé sie jednak z tych mistycznych spekulacyi po-
trafil w inném dziele Aoudunrixis doayoyis Fipi. B.

W dziele tem przedstawia sie arytmetyka po raz pierwszy wolng od pet
geometryeznych pojeé¢ i geometryeznego sposobu przedstawienia. Nikomachos
wyjasnia nauke o liezbach na liezbach a nie jak Euklides na liniach. Jestto
postep, ktéry wywart stanowezy wplyw na dalszy rozwdj arytmetyki i nadal
jéj jak to wykazuja péZniejsze dziela, inny kierunek. Najwazniejsze twierdzenia
Nikomacha dotyezg liczb pierwszych i polygonalnych i arytmetycznyeh pro-
gresyi. Zmachodzimy tu po raz pierwszy twierdzenie, Ze suma nieparzystych
liezb poczawszy od 1. daje szereg kwadratow. Nie koniecznie szezesliwym jest

1) Nesselmann: Algebra der Griech., Cantor Gesch. d. Math.
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Nikomachos w gonieniu za osobliwodeiami, czgsto wskazuje na rzecz, jako nie.
awykly, ktora sie zupelnie prosty i naturalng przedstawia. Nikomachos miak
w starolytnosei wielky stawe, dzielo jego komentowal Jamblichos, Proklos
a wkrotee, po okazaniu si¢ dziela tego, tlomaezyl je Apulejus na jezyk facii-
Ski. Nazwisko Nikomachosa przeszto nawet w prayslowie, doubuceg g Nuxo-
uayog 6 I'spaoyvog.

Wspomne tu jeszeze o dwoch poprzednikach Diofantesa. Byli nimi, stawny
Porfyrios i Anatolios 7 Aleksandryi, biskup z Laodicei w Syryi. Zyli obaj
w trzeecim wieku po Chr. dziela ich arytmetyczne zaginely.

Watpliwosei dotyezace zycia i pism Diofanfesa rozpoczynaja sie z osta-
tnia zgloska nazwiska jego, bo go i Diofantos i Diofantes nazywano. Zyt mie-
dzy 200 a 350 rokiem po Chr. ') Znakomite dzielo jego 'Aotdunrixiv BiBl.

o przypada na ezas, kiedy matematyka Grekow chylifa sie ku upadkowi,
dla niéj nie bylo dziela tego, ktére zdolne bylo nadaé téj umiejetnosei nowy
kierunck. Wéréd upadkn pozostato ono bez wplywu, ziomkowie Diofantesa nie
rozumieli dziela jego. Podezas gdy w setkach egzemplarzy zachowolo si¢ dzielo
Euklidesa, znamy zaledwie kilka zdefektowanych i niepoprawnyeh egzemplarzy
dzieta Diofantesa.

Opréez wyzéj wspomianego dziela mamy maly rozprawe zatytulowang
weol modoypiwer doududy, w kofeu trzecie znane tylko z cytat umieszezonych
w pierwszém dziele, meolouarc.

7 pierwszego dziela *Agudunrind pozostalo ksigg szedé, watykanski tylko
kodeks dzieli ten sam materyal na ksiag siedm. Brakuje wiee in‘Eg‘ snese
wzglednie siedm. Badania jednak wykazaly, Ze brakuje znacznie muiéj jakhy
sie ze stosunku znanyeh i zaginionych ksiag zdawalo, bo podzial na ksiegi
jest dowolny a prawdopodobnie i oba wyZdj wymienione dziela wehodzily
w sklad glownego dziela, daléj, Ze brakujy ksiegi ze $rodka a nie z konea,
a mianowicie defekt przypada prawdopodobnie pomigdzy pierwsza a druga
ksiega, w koiicu, ze zdefektowanie datuje si¢ z przed 13 lub 14 wiekéw i Ze
dokonano go w Greeyi jeszcze.

Zadania, ktorych rozwiazaniem zajmuje sie w dziele swoim Diofantes roz-
padaja si¢ na dwie grupy, jedne z nich prowadzy do zréownan oznaczonych dru-
gie do nieoznaczonych. Zréwnania oznaczone drugiego stopnia sa zwykle ezyste
albo dadzg si¢ na czyste sprowadzié. Dla tego sadzono, Ze Diofantes zrownan
mieszanyeh kwadratowych nie umial rozwigzaé, zwlaszeza, Ze nie podaje nigdzie
metody do rozwigzania zrownan takich. ?)

Tymezasem zadanie 23. ksiegi I, 6, 7, 8 i 9 ksiegi VI. prowadza do
zrownan kwadratowyeh migszanych a przy kazdém podaje Diofantes rozwigza-
nie. W jaki sposob do rozwiazan doszed! nie wiadomo, wprawdzie obiecuje
pézniej metode, jakiéj uzywal przy rozwiazaniu zréownan kwadratowych mie-
szanych, wylozyé, jednakze przyrzeczenia danego nie dotrzymuje.

1) Nessolmann : Algebra d. Griech.
2) Reimer: Bossuts Gesch. d. Math pag. 55. Kliigel. Math. Wérterbueh Th. I pag. 31.
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Nesselmann po gruntowném studyum nad dzielem Diofantesa stanowezo
twierdzi, ze Diofantes zréwnania migszane kwadratowe rozwigzywal. )

Glowny jednak zastuga Diofantesa jest rozwigzanie zréwnan nieoznaczo-
nych, nazywamy je diofantycznymi.

Zanim przypatrzymy sie metodzie, jakiéj uzywa Diofantes przy rozwiaza-
nin zréwnai, trzeba sie nam obznajomié ze skréceniami, ktore wprowadza
w swg algebre, symbolow bowiem w dzisiejszém znaezeniu nie spotykamy u niego.

W pisaniu liezb znachodzimy u Diofantesa tylko maty roznice, taczy on

liczbe zawsze ze znakiem w®skrécone wowdg jednostka; tak wiec udT znaezy 10.
Niewiadomy w zréownaniu nazywa krotko &oufuds a znakiem jéj korcowe g,
ktorego Greecy na oznaczenie liczby mnie uzyli. Znak ten podwaja gg, jezeli
wspolezynnik niewiadoméj wiekszy od jednostki. Wspotezynnik 1 zawsze na-
pisany. Kwadrat niewiadoméj nazywa dvwemg, w skréceniu 09, jej szeScian
xtfog skrocone x0. Wprowadza potege czwarty Ovwvawodivweuss, pigta doveud-
xvfog i suosta wvBonvpos, odpowiedne znaki sy 007, ox¥, xxV. Znaki te stuig
tylko na oznaezenie niewiadoméj a nawet stowem Odvweug oznacza kwadrat
tylko niewiadoméj, bo chege oznaezyé kwadrat innéj liezby uzywa wyrazu
rergdyovog. Znaki wige 0V, xV, 09V, dxU, xxV znaczg tyle co 2%, xd, x%, x5
x% Wprowadza takze Diofantes ulamek 'z i zowie go &guduoorév, daléj ula-
mek kwadratowy !/x? dovauosrér, ulamek kubiczny '/x? xvfBocrév ai do utam-
ka kubiezno kubicznego /26 xwBoxvBocriv.

Diofantes uczy daléj mnoZenia poteg i algebraicznych ulamkéw pierwo-
tnych, podajac na kazdy mozliwy wypadek jak 22 .23 = 2®; "at . 2® = a*
osobng regule.

Dodawanie nazywa vmagés, odejmowanie Aeigng. Dodawanie wykonywa
przez proste napisanie wyrazéw obok siebie 07 « $$0 znaczny z%* 4 4 .

Jako znak odejmowania wprowadza Diofantes odwrocone i obciete a,
a wyrazy, ktére odejmuje, porzadkuje zawsze za dodajnikami, 09 « w® f @
6%t znaczy 2% -} 12 — 7 z. O odrebnie stojgeym wyrazie ujemnym w ogéle
ujemna liezba w dzisiejszém znaczeniu jest zupeinie obeg Diofantesowi.
Rozréznia wprawdzie liezby, ktore maja byé dodane i liczby, kiére maja byé
odjete, rachuje roznicami, wypowiada nawet regule, ze liczba majaca byé odjeta
pomnozona przez liezbe majaca byé odjeta, daje taka, ktora dodaé nalezy;
zna jednak tylko takie réznice, w ktorych ujemna wigksza jest od odjemnika.
Odejmowania liezby wiekszéj od mniejszéj weale Diofantes nie zna z odejmo-
wania takiego nie otrzymuje zadnéj liczby.

Strony zréwnania nazywa Diofantes uegog albo iswerg a laezy je stowami
isog, loog éorl albo skréceniem 1. Spotykamy si¢ u Diofantesa z wysoko roz-
winigtym rachunkiem algebraicznym, gléwna roznica lezy w tém, Ze podezas

2) Neselmann Algebra d. Griech. Cantor Gesch. d. Math.
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gdy dzisiejsza algebra ma symbole, ktére same do wypowiedzenia prawd wy-
starczajg, algebra Diofantesa uzywa naprzemian to skrocen, to calyeh stow
a nawet skroceniom nadaje zakorezenia przypadkowe.

Miedzy zréwnaniami pierwszego stopnia a ezystymi zréwnaniami stopni
wyzszych nie czyni Diofantes réznicy, ale bez wzgledu na wykladnik niewia-
doméj daje nastepujaeq regule do rozwigzania zrownari: ,Gdy sie przy zadaniu
przyjdzie do zréwnania, ktore po obu stronach te same potege niewiadomdj,
ale w réznéj ilosei (z roznymi wspolezynnikami) ma, to trzeba rowne od réwne-
go odejmowaé az wyraz jeden rowny bedzie jednemu. Znajduja sie¢ jednak na
jedndj albo na obydwdeh stronach zréwnania pojedyficze wyrazy, ktore maja
byé odjete, to trzeba te ujemne wyrazy po obu stronach dodawaé, az po obu
stronach otrzyma sie wyrazy, ktore beda dodajnikami i wtedy trzeba podobnie
rowne od réwnego odejmowaé, az na kazdéj stronie zrownania tylko jeden wy-
raz pozostanie“. Wyrazy zréwnania nazywa Diofantes eidog. Wyraz ten w je-
zyku lacinskim przetlomaczono przez species, a stad powstala nazwa arithme-
tica speciosa dla algebry.

Jednolitéj metody do rozwigzania zadan nie znachodzimy u Diofantesa,
kazde zadanie swymi wlasciwosciami powoduje Diofantesa do uzycia innego
fortelu, ktory oddajae przy rozwigzaniu jednego zadania znakomita ustuge, nie
moze byé do drugiego zastésowanym. Najwazniejszém tu jest bez zaprzeczenia
ustawienie zréwnania, po nalezytym wyborze niewiadoméj. W sztuce téj jest
Diofantes prawdziwym mistrzem.

Pigkny przykiad nalezytego wyboru niewiadomej podaje zadanie 12 ksiegi I.
Zada sie, aieby podzielié lieczbe dwa razy na dwie ezesel tak, by jedna ezesé
tejze z podzialu pierwszego do odpowiednej czesei .z drugiego podziatu byla
w pewnym stosunku i azeby podobnie pozostala ezesé liczby z drugiego podziatu
do czesei pozostaléj z pierwszego podziatu byla w danym stosunku.

Liezbe 100, tak podzielié na dwie czesei w dwojaki sposob, azeby wie-
ksaa jéj ezesé z podzialu pierwszego byla dwa razy tak wielky jak ez¢sé mniej-
sza z drngiego podzialu; za$ wieksza liezba z drugiego podzialu trzy razy
wiekszg od liczby mniejszéj z podzialu pierwszego.

Poléz mniejsza liczbe drugiego podzialu rowne x fo liezba wieksza z po-
dzialu pierwszego jest 2 z. Mniejsza liczba z podzialu pierwszego jest wtedy
100 — 2 x, a wieksza liczba z drugiego podziatu 300 — 6 .

Suma ezesei z podzialu drugiego wynosié musi 100, wiee 300 — 6 2 =
100 a z tego z = 40. Poniewaz wieksza liezba z pierwszego podzialu rowna
sie 2 x jest wiee niag 80, mniejsza z tegoz podzialu wynosi 100 -- 2 x = 20.
Dla wigkszéj z drugiego podziatu znalezlismy 300 — 6 x, co daje 60, a w koticu
mniejsza z drugiego podzialu z = 40. Nie mozna sobie trafniejszego doboru
nieznajoméj wyobrazié, niewprawny rachmistrz wprowadzilby tu az eatéry
niewiadome.

Zadanie 27 ksiegi IV. nalezy znale$é dwie liczby, ktorych iloezyn do
kazdéj z osobna dodany daje liezbe szeScienna jako sume, wehodzi w zakres
nieoznaczonych, daje bowiem nieskonczenie wiele rozwigzan. Otz pierwsza
z tych liezb niech si¢ rowna x pomnoZone przez jakgkolwiek liczbe sze$cienna
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n. p. 8 a wige 8 z; wtedy musi byé liczbg drugg 2* — 1 i w ten sposéb
uezyniono pierwszemu warunkowi zadosy¢, bo iloezyn z obydwoeh jest 8 23 —
8 w, a gdy dodamy liezbe pierwsza 8 z, otraymamy 8 23, wige liczbe szedeienng.
Ale iloezyn ten dodany do drugiéj liczby ma takZe daé liezbe sze$eienng, to
znaczy 8 2% 4 z* — 8 z — I ma byé szedcianem. Niech tym szedcianem
bedzie (2 x — 1)3 = 8 2% — 12 2% 4 6 z - 1. Zlacaywszy oba wyrazy,
otrzymamy zréwnanie:
823+ 2° —82x — 1 =8a2%— 122* 6z — 1.

Liczbe szedeienng (2 x — 1)3 tak dobiera Diofantes, aby wyraz z trzecia po-
tega i wyraz wiadomy odpadl, wtedy zrownanie powyzsze przechodzi na
13 2* — 14 » = 0, to za$ przez x podzielone daje zrownanie stopnia pierw-
szego 13 x — 14 = 0 a 7 tego z = ;; Pierwsza wiee liezba jest 8. %:
1;?; a druga (g)“ Sl (e 1%19-

Nieoznaezone jest to zrownanie dla tego, bo pierwsza liczba moze mieé
dowolng warto$é ax, druga réwna sie wtedy bxz® — 1, ale b nalezy tak dobraé,
aby iloezyn «.b byt liezby szecienng.

Poza stopieri drugi nie wychodzy zrownania Diofantesa. Jeden tylko
przyklad zrownania stopnia trzeciego znajduje sie w ksiedze VI 19. Idzie
w zadanin tem o znalezienie liezby szescienndj, ktoraby o 2 od liezby kwa-
dratowdj wicksza bylta. Diofantes kladzie pierwiastek zadanéj liezby szescien-
néj — x—1 a pierwiastek liczby kwadratowéj x 4 1, a zatem (z — 1)* =
(x4 D24 2albo2® —3 23 —1 =224+ 2243, aztego
znachodzi sie @ — 4 “dodaje Diofantes mnie podajae sposobu, jakim do rozwig-
zania tego doszed!. j

7 takich zadan sklada si¢ dzielo Diofantesa. Nie zamierzal w dziele tém
podaé systematyeznego wykladu algebry, dla tego pojedyneze prawa i reguly
rozrzueone s3 po calém dziele, umieszeza je Diofantes tam, gdzie mu ich do
rozwigzania poszezegolnego zadania potrzeba.

Stusznie nazywaja Diofantesa wynalazea algebry, laezy on to wszystko,
co dotad na tém polu zrobiono w calo$é organiczna a zarazem odkrywa nowa
droge, ktora czytelnika przez labirynt najzawilszych zagadnien arytmetyeznych
przeprowadza. Dzieto Diofantesa tak jest odosobnione w literaturze matema-
tyeznéj Grekow, tak nieprzygotowane inném dzielem, Ze latwo moznaby Dio-
fantesowi to wszystko, co sie w dziele jego znajduje za wylaczng wlasnosé
przypisa¢. Sposob jednak w jaki przygotowuje ezytelnika do ezytania dziela
swego w pierwszéj ksiedze tlomaczge skrocenia i dzialania algebraiezne, poueza,
ze Diofantes rzeezy te ezytelnikowi niejako przypomina, zwracajac uwage jego,
ze w dzialaniach tych nabyé trzeba wprawy, by dalsze ksiegi rozumieé.

0 zyein Diofantesa nie mamy zadnych wiadomosei, kilka dat podaje wier-
szowany nagrobek, zachowany w Antologii greckiéj. W podobném uktadaniu
zadani arytmetyeznych lubowali sig starozytni i u Diofantesa w ksiedze V. kilka
zadan uloZonych heksametrem znajdujemy.
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Nagrobek ten brzmi :
Diofantes, mistrz liczby, pod tym glazem lezy,
A tu liczba lat jego w zagadee ukryta:
Tyeh ezesé szosta, w chlopiecéj swawoli przezyta ;
Dwunasta w gronie meskidj spedzona miodziezy ;
W koieu siédméj, poslubii towarzyszke sobie.
Ta w lat pi¢é po weselu, syna mu powila,
A syn, gdy mu polowa owych lat wybila,
Co mial ojeiec u kresu, legl zawezesnie w grobie.
W lat cztéry pézniej ojea pogrzebla tesknota.
Przechodniu! zgadnij liczbe lat jego Zywota.
Zadanie to daje nastepujace zrownanie:
Yo X4 Yo X+ X454 x4+ 4=x
a z tego x — 84. Wszystkie epigramy arytmetyezne sg bardzo podobne do sie-
bie i najezescié) prowadzg na zrownanie ksztaltu:
4 i 7
,ﬁ—-l—;l——}—ﬁ—{—.....)x—f-aix.

Tredeig swa z powyzszem dzielem Diofantesa spokrewniong jest jego rozpra-
wa 0 liezbach polygonalnych, ktora prawdopodobnie stanowila nawet cze$é dziela
tego. W rozprawie téj podaje Diofantes w sposob ogolny reguly tworzenia tych
liezb i prawa wypowiadajagce wilasnosei tychze, i wyprowadza z tych ogolnych
regad 1 praw, reguly i prawa szezegolne, dotyezgee rozmaitych gatunkow liezb
poligonalnych.

W starozytnosei nie znalazl Diofantes godnego siebie komentatora. Na
jezyk lacinski przelozyl i wydal dzielo Diofantesa Xylander albo Holzmann
profesor w Heidelbergu 1333. Jedyne greckie wydanie uskuteeznil Bachet de
Meziriac 1621. W rokn 1670 wznowil wydanie to Kermat, opatrzywszy je ko-
mentarzem. Na jezyk niemiecki przelozyt Diofantesa profesor berlinski Otto
Schulz. *)

Z pewnay niechecia rozstaé sie nam przyehodzi z Diofantesem, jest on ho-
wiem ostatnim wielkim matematykiem starozytnosei, po nim juz chyzym kro-
kiem spieszy matematyka ku upadkowi. Aleksandrya przestaje byé punktem
srodkowym, okolo ktorego skupiali si¢ Owezesni uezeni. Nowa szkola filozoficzna
zwana nowoplatoisky otwiera akademiy w Atenach. Umiejetnosei wracaja do
sfonecznéj ojezyzny swojéj Helady, aby tam, gdzie wzrosty i rozwinely sie fak
szezesliwie, na ziemi ojezysté), zamrzec,

Pierwszy, o ktorym wspomuieé¢ nam trzeba, o ktorym zreszty juz tak cze-
sto wspominaliSmy byl Pappos. Znakomity to matematyk 1 godoy lepszych
CZASOW. Zy/{ najprawdopodobniéj na koneu trzeciego lub na poezatkn czwartego
wieku po Chr. Dzielo jego: Coilectiones mathematicae jest zbiorem najpickniej-
szych odkryé¢, dokonanych przez znakomitych matematykow, ktore wehodzg
przewaznie w zakres geometryi wy#széj. Dzielo to jest obfitem i pewnem zro-
dfem do rozpoznania historycznego rozwoju matematyki w starozytnosei. W dziele
tém podaje Pappos tres¢ rozmaityeh pism matematycznych, dodajac swoje ob-

1) Diophantus von Aleksandria arithmetische Aufgaben nebst dessen Schrift iiber die
Polygonzahlen aus dew griechischen ubersefzt und mit Anmerkungen begleitet. Berlin 1822,
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jadnienia, czesto w dalekim zaledwie zwigzku z przedmiotem zostajace. Obok
podawanych tresei z obeych dziel znajdujemy tam i wlasne odkrycia Papposa
a w koneu i kilka twierdzen wehodzacych w zakres mechaniki. Dzielo to prze-
Tozyt na jezyk lacinski Commandinus i wydad w Wenecyi w roku 1589. Naj-
nowszego wydania dokonal Hultseh. Berlin 1876—1878.

Oproez powyzszego dziefa napisad Pappos komentarz do pierwszych ezte-
rech ksiag Almagestu Ptolomeusa. Komentarz ten zaginal, zachowal si¢ jednak
inny komentarz do Almagestu Theona z Aleksandryi, jeden z najlepszych ko-
mentarzy starozytnych. W dziele tém wyloZony jest rachunek sexagesimalny,
mianowicie mnozenie, dzielenie i wyciagganie kwadratowego pierwiastka. Theon
napisal jeszeze komentarz do Elementéw Kuklidesa, ktory umiescit Comandi-
nus w swojem wydaniu Elementow.

Hypatya, corka Theona, byla jedng zostatnich pisarzy aleksandryjskich,
ktorzy piora swe poswiecali matematyce. O pismach matematyeznyeh Hypatyi
wspomina Suidas. Miejsce to bywa w dwojaki sposéb tlémaczone tak, ze wedle
jednego tfomaczenia jest Hypatya uezong komentatorkg Diofantesa i Apoloniosa,
wedle drugiego, komentuje dzieto Apoloniosa o przecigeiach stozkowych i astro-
nomiczne tablice Diofantesa. Przyjawszy tlumaczenie drugie, stoimy w obee
watpliwosel, ezy Diofantes, autor arytmetyki, i Diofantes, autor owych tablic, jest
ta sama osobistoseiy. Zyta Hypatya za czaséw Arkadiusa, holdowala pogan-
stwu, a ze uwazano jg za prayczyne sprzeezki powstaléj miedzy patryarchg Cyry-
lem a namiestnikiem Aleksandryi Orestesem, zamordowad ja w okrutny sposob
sfanatyzowany tlam. Jest ona ostatniy przedstawicielky storozytnéj poganskiej
Greeyi, ostatniag mnauczyeiclky platoniskiéj filozofii, ostatnia kaplanka umierajg-
c6j Palady.

Proklos jako kierownik akademii w Atenach nastepea slawnego Syrianusa
zwany dla tego Diadochos (nastepea), napisal komentarz do pierwszéj ksiegi
Elementow Kuklidesa, dzielo wazue jako Zrédto historyczne. Urodzil sie
w roku 410.

Eutokios z Askalon zyl w drugiéj polowie szostego wieku. Komentarze
jego do dziela Archimedesa o kuli i waleu, do przecigé stozkowyeh Apoloniosa
sa wazne pod wzgledem historyeznym.

Dotarlidmy wiee do ezasu, w ktorym pod gwaltownym naciskiem ludow
polnocnych upada zachodnie panstwo, powstajgcy mahometanizm wstrzysa
panstwem wschodniem, ktore sie przez osm wiekow jeszeze opiera nawale ludow
azyatyckich, w 640 roku zdobywa kalif Omar Aleksandrya i pali biblioteke,
uniewinniajac swoj ezyn barbarzynski znanymi stowy: Jezeli ksiegi te zawie-
raja to co koran, ezytac¢ ich nie potrzebujemy, jezeli co innego w sobie mie-
szezy, cuytaé ich nie powinnismy. Grecka kultura i eywilizacya otrzymala cios
$miertelny, tu koneczy sie jéj historya. Dziwném zrzadzeniem wlasnie ten sam
nardd, ktory jéj zadal ten cios, byl powolany do przechowania jéj skarbow,
by pozniej byly podstawg odradzajacéj si¢ cywilizacyi ludéw zachodnich,
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