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Prefacio

El temario de esta monografia cubre una gran parte del célculo estocastico. Es la parte que
se podria describir como bases generales; la palabra “generales” se debe al hecho de que se
construye la teoria para semimartingalas, obteniendo la teoria para el proceso de Wiener
como un caso especial.

Los primeros ocho capitulos (o, mas precisamente, los capitulos del dos al ocho) estdn
dedicados a la teoria general de procesos, creada y desarrollada por la escuela francesa (P.
A. Meyer, C. Dellacherie, C. Doléans y otros). Esta teoria puede parecer un tanto abstracta
y sin aplicaciones inmediatas, pero sucede que es bastante 1til para dar los fundamentos
del analisis estocastico. El acento estd puesto en las partes de la teoria que seran uti-
lizadas después, sobre todo en la nocién de predecibilidad de procesos y de tiempos de paro.
Por la misma razén nos ocupamos relativamente poco de los procesos opcionales, cuyas
propiedades no son tan importantes en la parte posterior. Los teoremas principales aqui
son los de “seccién” y de “proyeccién” predecibles, el teorema de Doléans que caracteriza a
la proyeccién dual predecible de una medida admisible sobre Ry x 2 y, como corolario del
dltimo resultado, el teorema de Doob-Meyer sobre la descomposicién de supermartingalas.
El enfoque adoptado aqui no es completamente tradicional, ya que siguiendo a M. Métivier
(o maés bien a C. Stricker, quien fue el primero en mostrar la importancia de la nocién de
cuasimartingala), las consideraciones estan basadas en las propiedades de cuasimartingalas.
Se dan todas las demostraciones.

Los capitulos restantes estin dedicados a la teoria de integracién estocastica, primero
con respecto a martingalas cuadrado integrables, después con respecto a martingalas locales
localmente cuadrado integrables, y finalmente con respecto a semimartingalas. El resul-
tado principal es la férmula de 1td, que es andlogo estocastico del “teorema fundamental
del cdlculo” en el cdlculo diferencial cldsico. Se dan varias aplicaciones de esta férmula al
analisis de unas propiedades profundas de las semimartingalas, en particular se obtiene la
caracterizacion de Bichteler-Dellacherie-Mokobodzki, asi como una generalizacién del teo-
rema de Girsanov, la integral de Stratonovich y algunas otras. Por tltimo, se demuestra el



teorema de Doléans-Dade y Protter sobre la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales estocasticas con respecto a semimartingalas, con coeficientes lipschitzianos.

Se supone que el lector conoce los elementos de la teoria de procesos estocdsticos, espe-
cialmente algunos hechos basicos sobre martingalas (teoremas de convergencia, el “teorema
de muestreo opcional”, el teorema de existencia de una modificaciéon regular). Para en-
tender los ejemplos es necesario saber algo sobre los procesos de Wiener y de Poisson. El
conocimiento de la teoria de integracién estocastica clésica, es decir, con respecto al proceso
de Wiener, no es indispensable pero si seria 1til, ya que entonces algunas ideas y métodos
se verian naturales. Como buenos libros introductorios se podria recomendar por ejemplo 1.
Karatzas y S. Shreve [13], o C. Tudor [24].

La teoria contenida en esta monografia no es completa. He aqui algunas de la posibles
ramificaciones y continuaciones.

(1) No se ha incluido nada sobre partes muy importantes de la teoria, como medidas
aleatorias, sus proyecciones duales predecibles y las caracteristicas locales de semi-
martingalas. La fuente méds extensa de informacién sobre estos temas es [10], pero
[12] también puede ser itil. Ademds, el Wltimo libro da aplicaciones de la teoria de
semimartingalas a la investigacién de la convergencia débil de procesos.

(2) [11] contiene una discusién sobre distintas nociones de solucién de una ecuacién es-
tocdstica (soluciones fuertes, soluciones débiles). Hay claramente muchos libros donde
se consideran ecuaciones estocasticas “clasicas”, es decir con respecto al proceso de
Wiener (ver e.g. [13])

(3) En la monografia se consideran tnicamente procesos reales. No hay ningin problema
con la extensién de una gran parte de la teoria a procesos con valores en R? (ver [10]).
Los procesos con valores en un espacio de Hilbert estidn tratados en [15], [16], [6].

(4) Existe otro enfoque interesante en el anélisis estocastico, donde la nocién de semi-
martingala aparece desde el principio. Se define como un proceso con respecto al cual
se puede construir la integral estocéstica con unas propiedades de regularidad minimas.
La definicién usual aparece entonces (como el teorema de Dellacherie, Stricker, Moko-
bodzki) casi al final del curso. El lector interesado en este enfoque puede consultar el
libro de P. Protter [21].

Una gran parte de esta monografia esta basada en las notas de una serie de conferencias
que presenté en el Instituto de Matematicas y en la Facultad de Ciencias de la UNAM en
1983/84, estando en aquel entonces como profesor visitante en el Centro de Investigacién y
de Estudios Avanzados del IPN.

Las dos primeras ediciones de la monografia fueron publicadas en la serie “Monografias
del Instituto de Matematicas de la UNAM?” (la primera edicién contenia solamente la primera
parte, dedicada a la teoria general de procesos).



La edicién presente, ademas de cambios de redaccién y correcciones, contiene algunas
cosas nuevas. He aqui las mas importantes de ellas:

(1) Se ha afniadido el primer capitulo dedicado a la discusién de filtraciones. Se demuestra
que para procesos tan importantes como los procesos con incrementos independientes o
los procesos de Markov con la propiedad de Feller, la filtracién generada por el proceso
“casi” satisface las condiciones usuales.

(2) Una continuacién de esta discusién es el contenido del Apéndice C. Aunque una gran
mayoria de los resultados presentados en esta monografia se obtienen bajo las condi-
ciones usuales sobre la filtracién basica, muchos de los teoremas se pueden probar bajo
hipétesis menos restrictivas. El apéndice contiene indicaciones de cémo lograrlo.

(3) Se da mas informacién sobre los procesos con incrementos independientes; sobre todo
se demuestra el teorema de Jacod que da una caracterizaciéon de las semimartingalas
con incrementos independientes.

(4) El Apéndice A contiene las formulaciones y demostraciones de aquellas versiones de
los lemas de clases monétonas que se usan constantemente en esta monografia.

(5) El Apéndice B contiene una demostracién elegante del teorema de capacidad de Cho-
quet {en las ediciones anteriores se utilizaba este teorema sin demostrarlo).

(6) Como se menciond anteriormente, se supone que el lector conoce los teoremas clasicos
sobre martingalas. Sin embargo, para facilitar la lectura todos estos teoremas que se
utilizan en la monografia, estdn formulados, sin demostracion, en el Apéndice D.

Ademas, para facilitar la lectura, se ha afiadido el indice de términos asi como la lista de
simbolos. La bibliografia ha sido ampliada. Sin embargo hay que subrayar que no pretende
ser completa. Contiene solamente aquellas referencias que, en mi opinién, son las mas utiles
para completar las bases indispensables para entender la monografia, o bien para continuar
los temas iniciados en ella.

Esta nueva versién de la monografia fue elaborada durante mi visita en el afio 1994 al
Centro de Investigacién en Matematicas, A.C., en Guanajuato, Gto. Agradezco la hospitali-
dad que recibi en este Centro, en particular de parte de Victor Pérez Abreu. Esta visita tuvo
el apoyo del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por medio de la Citedra Patrimonial
930083 y el Proyecto 1858E9219.

Doy las gracias al Instituto de Matematicas de la UNAM por el permiso para publicar la
presente versién de la monografia en otra editorial.

Las primeras ediciones de la monografia fueron el resultado de la iniciativa de Maria
Emilia Caballero, Luis Brisefio y Guillermo Grabinsky, quienes se encargaron de la redaccién,
a quienes agradezco su esfuerzo. Estas ediciones sirvieron de base para la presente version.

Expreso mi reconocimiento especial a Luis Gorostiza por su arduo trabajo en la revisién
extensa de la versién original de las notas, y por su iniciativa y aliento para preparar la



edicién actual.

La formacién en IATEX de la segunda edicién estuvo a cargo de Jorge Ledn, a quien
agradezco cumplidamente. Dicho trabajo sirvié de base para la preparacién en IATgX de la
versién presente hecha por Ivin Pacheco, a quien también expreso mi agradecimiento.



Capitulo 1

Filtraciones

Se supone que el lector conoce los fundamentos de la teoria de procesos estocésticos, sin
embargo conviene repasar las definiciones basicas.

1.1 Definicién. Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad y (£, B) un espacio medible (o
sea un conjunto F con una o-3lgebra fija de sus subconjuntos). Un proceso estocdstico con

valores en (E,B) es una familia X = (X,)er, de aplicaciones medibles X;: (Q,§) — (E,B).

Si no indicamos explicitamente el espacio de estados E, eso significa que consideramos
el caso (E,B) = (R,B(R)). Para abreviar formulaciones vamos a escribir mis a menudo
“proceso” en lugar de “proceso estocastico”.

La teoria de procesos estocasticos es el resultado de un intento por construir modelos
matematicos que describan fenémenos aleatorios que evolucionan en el tiempo.

Si estamos observando un fenémeno aleatorio es natural hablar de los sucesos que pueden
ocurrir hasta un instante ¢ (inclusive). Todos estos eventos, para t fijo, forman una o-algebra
contenida en la o-4lgebra de todos los sucesos. Para incluir el factor de tiempo en el modelo,
se supone en la teoria de probabilidad que ademas de la terna bésica (§2, §, P) se tiene una
filtracion.

1.2 Definicién. Una familia de o-algebras (F,):er, se llama filtracion si §; C § para cada
t€ Ry yt; <t; implica §, C Fiy-

Si (8,)ter, es una filtracidn, definimos §o := o(User, §t)-

Como se ha dicho antes, a §; la interpretamos como todos los sucesos sobre los cuales
podemos decir en el instante ¢ si han ocurrido o no han ocurrido. Desde luego, con el

5



transcurso del tiempo sabemos més, lo que se refleja en la hipétesis de que se tiene una
familia creciente.

Observacién. En lo que sigue siempre vamos a considerar Ry = [0, oo[ como el conjunto de
tiempos, pero no hay ningun problema en reformular todos los resultados para que valgan
en el caso de un intervalo. Se puede considerar también el tiempo discreto. Este iltimo
caso, aunque importante y util, es mucho mds sencillo. De hecho, el propésito principal de la
teoria general de procesos es tratar sutilezas que aparecen si se considera el tiempo continuo.

1.3 Definicién. (a) Decimos que un proceso estocistico X = (X)ier, con valores en
(E,B) es adaptado a una filtracién (§,):er, si X: es §:-medible para cada t € R,.
(b) La filtracién (F})ier, definida por

8'tx = U(Xs;s < t)

se llama la filtracion generada por X .
O sea, (37 )ier, es la filtracién mas pequefia a la cual X es adaptada. La interpretacién
es muy clara: §F est4 compuesta de los sucesos que dependen solamente del comportamiento
del proceso hasta el instante .

A cada filtracién podemos asociar otras filtraciones. He aqui las mds importantes de
ellas:

1.4 Definicion. Sea (§,):er, una filtracion en un espacio de probabilidad (2, §, P).
(a) Bey := Q: §s, t € Ry.

(b) Si § es completa vamos a denotar con §; la o-algebra més chica que contiene a §, y a
todos los elementos de § de probabilidad cero.

Es claro que (Fit)ier, ¥ (Si)icr, también son filtraciones. Si § = F.4 para cada
t, entonces decimos que la filtracién (§,)icr, es continua por la derecha . Es muy facil
verificar, y se deja como ejercicio, que la filtracién (4 )ier, es continua por la derecha, o

sea 8t++ = 3t+-

1.5 Definicién. Decimos que una filtracién (§,):cg, en un espacio de probabilidad com-
pleto (Q,§, P) satisface las condiciones usuales si §; = §;4 = §; para cada t € R,. Equiv-
alentemente podemos decir que la filtracién satisface las condiciones usuales si y sélo si es
continua por la derecha vy o = Fo.



Una gran mayoria de los resultados en esta monografia se obtendra bajo la suposicién de
que las condiciones usuales se cumplen. Sin embargo veremos que esta restriccién no es muy
grave.

iPor qué son dtiles las condiciones usuales? Lo veremos detalladamente més adelante,
pero ahora ya podemos observar por ejemplo que bajo esas condiciones cada martingala tiene
una versién con trayectorias continuas por la derecha con limites finitos por la izquierda (ver
e.g. Apéndice D, Teorema D.13 y Proposicién D.14).

Cada filtracién se puede transformar, aumentandola un poco, en una filtracién que sa-
tisface las condiciones usuales. A saber tenemos

1.6 Proposicién. Sea (§,)ier, une filtracidn en un espacio de probabilidad completo. En-
tonces la filtracion (§:4)ier, satisface las condiciones usuales. Ademds se tiene que

m = (-37)+-

De la segunda aseveracién se sigue que la notacién §,4 no es ambigua, pues las operaciones
“el completar” y “el tomar el +” conmutan.
Demostracién. Basta demostrar la segunda afirmacién o mas explicitamente

Ns=N7% (1.1)
s>t s>t
para cada t € Ry, porque la filtracién definida por el lado derecho de (1.1) claramente
satisface las condiciones usuales.
Para s > t se tiene §i C &, y eso implica @ C T, por lo tanto Ny, C Ns>t s
Fijemos una ¢t > 0 y una sucesién arbitraria (s,),, tal que s, >t paran=1,2,...y s, | t.
Como N5 8, = ﬂ;‘l":,ﬁ: ¥ Ns>t8s = NS, §s,., entonces basta probar que

N 3. € ) Sen
n=1 n=1

Fijemos A € N, J... Para ver que A € N2, J.,, basta, por la definicién de la completacién,
encontrar un evento B € N%,J.,,, tal que P(A2B) = 0 (como siempre, “4” significa la
diferencia simétrica). Sabemos que para cada n, A € §,, y por lo tanto existe B, € §,, tal
que P(A2B)=0,n=1,2,....

Denotemos B], = Npm>nBm. Tenemos

P(AaB.) = P(A- () Bw)+P(B,—A)=P(|J(A- Bn))+ P(B, — A)

m>n m>n

S P(A=B,)+ P(B.—A)=0.

m2n

IN




Claramente B;, C B,,,, y m > n implica que B,, € §,,, C §,, por lo tanto B, € §F,,,

n = 1,2,... Definamos B = U, B,. Como (B!), es creciente entonces para cada m se

tiene B = U,>m, B, y este tltimo suceso pertenece a §,,,. En consecuencia B € N2, §,,.
Por otro lado, 15: (w) — 15(w) para cada w € £, entonces por el teorema de convergencia

dominada
P(AaB)=E|14— 15| = Jim Ell4-1p]|= nlLrgo P(AaB;) =0,
lo que termina la demostracién. )

Es natural preguntar qué tanto se aumenta la filtracién por medio del procedimiento
descrito en la Proposicién 1.6. Por ejemplo es facil ver que cada martingala (o supermartin-
gala, o submartingala) continua por la derecha sigue siendo martingala (o supermartingala,
o submartingala, respectivamente) si pasamos a la filtracién aumentada.

Sucede que en muchos casos importantes ese aumento es realmente insignificante. Para
verlo formularemos primero la siguiente definicién.

1.7 Definicién. Sea X = (X;)icr+ un proceso estocdstico con valores en (E,B). La
filtracién (37, )ier, la vamos a llamar la filtracidn usual generada por X .

1.8 Teorema. Sea X un proceso d-dimensional (es decir, con valores en (R, B(R%))) con
trayectorias continuas por la derecha, tal que para cada n y cada 0 < t; < --- < t, las
variables aleatorias Xo, Xy, — Xo, ..., X, — Xt._, son independientes (o sea, X es un proceso

con incrementos independientes). Entonces §i = {?,7 para cada t € R,.

Asi pues en este caso basta completar la filtracién generada por X para obtener una
filtracién que satisfaga las condiciones usuales, mis exactamente, la filtracién usual generada
por X. Asi sucede por ejemplo para el proceso de Wiener o para el proceso de Poisson.
Observemos que para el proceso de Wiener W = (W,)ir, (o tambien para el proceso de
Poisson) el pasar de la filtracién (F}" )icr, a (W)tem cambia realmente muy poco porque
para cada s > t > 0 el incremento W, — W, es independiente de W, 0 sea W sigue siendo
el proceso de Wiener con respecto a la filtracién (§}" )ser, -

Pasando a la demostracién del teorema primero observemos que

§X = o(X,;s €Ry)

(ver la segunda parte de la Definicién 1.2) y formulemos el siguiente simple lema:
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1.9 Lema. Para demostrar el teorema basta probar que para cada t € Ry y A € FX arbi-
trario se tiene P(A|FY) = P(A|SY) c.s.

Demostracién del lema. Para demostrar el teorema claramente basta probar que FX C
§X para cada t € R,.

Fijemos un A € X (C 3X) y supongamos que P(A|F¥) = P(A|F}) cs. Entonces
P(AIFF) =14 cs.

Sea ¢ una versién de P(A|FX). Por definicién, ¢ es una variable aleatoria F;-medible.
Ademids £ = 14 c.s., por lo tanto P(¢ ¢ {0,1}) = 0. En consecuencia 1=} = ¢ cs.
de donde 1(-;; = 14 cs., 0 sea P(Aa{{ = 1}) = 0. En consecuencia A € 3% porque
{¢ =1} € F¥, y el lema estd demostrado. D

Gracias a este lema, para obtener el Teorema 1.8 basta demostrar
1.10 Proposicién. Si X = (X.)wer, satisface las suposiciones del Teorema 1.8 entonces
P(AISE) = P(AIB¥) c.s. (1.2)
para cada t € Ry y cada A € FX.

Demostracién de la proposicién. Fijemos t € R, . De las propiedades elementales de la
probabilidad condicional se sigue que basta demostrar (1.2) para todos los A € 0(X.,,, Xu,_,,
coy Xy Xty Xy o ooy Xopooas X, ) para cada sistema u, > - >4 >t >8>+ > 8, =0
(si t = 0 no consideramos sy,...,S,). En efecto, la unién de todos las o-dlgebras de esta
forma es un 7-sistema que genera a FX; por otro lado, la clase de todos los A para los

cuales (1.2) se cumple es A-sistema, por lo tanto basta aplicar el lema sobre =, A-sistemas

(ver Apéndice A).
Asi, fijemos u, > -+ > uyp >E> 8 > - > 5, = 0. Como 0( Xy Xun_ys - s Xugs Xt
Korseoo s Xomogs Xsm) = (X = Xunss oo s Xup = Xy Xoy — X6 Xe = Xy oo, Xy —

X,.., X,.,) entonces otra vez por el lema sobre m, A-sistemas vemos que basta demostrar (1.2)

para Adelaforma A= {X,, — Xu,_; €T, .., Xoy — Xy, €T, Xy, - X e 1, X - X, €
Iy, Xey — Xom € T4 1, X,,, € T} donde T, T € B(R?). Fijemos un tal A. Para

abreviar notaciones vamos a escribir A, en lugar de X, — X,,.
X X
Puesto que §7, C &, , tenemos

P(AISE) = EE@FEISE)

= (A, €T nBoomyom g €Ty Xam €T}

m=17

XE(I(A:,u1 Erl}P(A"n—lv“n €l,,... vAul»M € r2l3£)lst)§-)
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Pero los eventos {Ay,_, . € In},..., {Du; 4, € T2} son independientes y su interseccién es
independiente de {s-"ffl , por lo tanto

k=2
Idénticamente obtenemos, tomando §; en vez de §5,
P(AIFY) = La,, et otrammn €T Kamertn} 11 P(Duy sy € TP (D, € T |FF).
k=2
Entonces basta demostrar que para cada u > t y cada ' € B(R?) se tiene
PXu—X. €TI38)=P(Xu = X, €TIF) (= P(Xu—- X, €T)) cs,

en otras palabras, que X, — X, es independiente de §;%. Sera més facil demostrar un hecho
mas general:
Para cada funcién f:R? x R? — R boreliana y acotada, y para cada h > 0,

E(f(Xen, XOIFL) = E(f(Xewn, X)IBY) cs. (1.3)

Por el lema de las clases monétonas (7, A-sistemas) basta demostrarlo para f de la forma
f(z1,22) = fi(z1)f2(22) ¥ en consecuencia basta probar que

E(f(Xen)I8%) = E(f(Xan)IBF) cs. (1.4)

para cada funcién f:R? — R boreliana y acotada. Un argumento estindar muestra que para
obtener (1.4) en toda generalidad basta probarlo para f continua y acotada.
Asi pues, supongamos que f:R? — R es continua y acotada.

E(f(Xesn)|FF) = E(f(Xewn — Xe + X)IFT) = an(t, Xo), (1.5)

donde g4(t,z) = Ef(Xiyn — X + z), ya que X,1p — X; es independiente de F¥ y X, es
{i‘f-medible.

Queremos demostrar que E(f(X;44)I8X) = ga(t,X;). Como gi(t,X,) es claramente
Sﬁ-medible basta probar que

[ F(Xen)dP = [ an(t, Xi)ap (1.6)
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para cada 4 € F;t . Entonces fijemos un A € F y consideremos una sucesién t, > t,t, | t.
Tenemos A € § C F7, entonces por (1.5) sabemos que [, f(Xi,+4)dP = [, gn(tn, X1, )dP.
Pero t, | t, z, — z implican que gx(t.,z,) — gn(t,z) si n — oo, porque f es con-
tinua y acotada y (X;)ir, es continuo por la derecha. En consecuencia [, gn(tn, X¢,)dP —
Ja9n(t, X;)dP por el teorema de convergencia dominada y otra vez por la suposicién de la
continuidad por la derecha. También [, f(X:.4+1)dP — [, f(Xe4n)dP, de donde obtenemos
(1.6) y la proposicién (y por lo tanto el Teorema 1.8) quedan demostrados. o

1.11 Observacién. (para el lector que conoce de procesos de Markov) Un anélisis cuidadoso
de la demostracién muestra que la hipdtesis sobre independencia de los incrementos del
proceso X es demasiado fuerte. Basta suponer que X es proceso de Markov (continuo por
la derecha) con la propiedad de Feller y en el caso no homogeneo suponer (en vez de la
propiedad de Feller) que la funcién (¢,z) — fgs f(y)P(t,z,t + h,dy) es continua para cada
f:R? > R continua y acotada, donde P(-,-,-,-) es la funcién de transicién.

En efecto, de la propiedad de Markov se sigue que, manteniendo las notaciones de la
demostracién, la variable aleatoria 1(a,,, eri}P(Dunirun € TnyevvsDuyyuy € T3|3X ) tiene
la forma f(X,,, X:) para una funcién medible acotada f(-,-). As{ otra vez llegamos a la
igualdad (1.3), la cual se demuestra como antes, usando la propiedad de Feller. Vale la
pena observar que por el camino hemos demostrado un hecho bien conocido de la teoria de
procesos de Markov: Un proceso de Markov (homogeneo) continuo por la derecha, con la
propiedad de Feller es también un proceso de Markov con respecto a la filtracién (§5, )eer, -

Para terminar este capitulo veamos un ejemplo sumamente sencillo pero instructivo.

1.12 Ejemplo. Una particula se mueve a lo largo de una recta hacia la derecha con velocidad
1. En el instante ¢ = 1 lanzamos una moneda y si sale “4guila” la particula continua su
movimiento, si aparece “cara” cambia la direccién, es decir empieza a moverse hacia la
izquierda.

Tenemos aqui 2 = {a,c} (a = “4dguila”, ¢ = “cara”), F = 2%, P({a}) = P({c}) = L. Sea
X: la posicién de la particula en el instante {. Hay solamente dos posibles trayectorias:

t sit<]
Xia)=t y Xilo)=
2—t sit>1
Obviamente
0,0} sit<1 9,0} sit<l1
5 = {6,9} y 3= {0,Q}

2% sit>1 28 sit>1
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Entonces vemos que X tiene trayectorias continuas pero la filtracién generada por X no es
continua por la derecha (no satisface las condiciones usuales). Es importante no confundir la
continuidad del proceso con la continuidad (por la derecha) de la filtracién generada por él.
Ademaés este ejemplo permite darnos cuenta de que en el caso de un proceso de Markov no
homogeneo , la continuidad de (¢,z) — [ra f(y)P(t, z,t+h, dy) mencionada en la observacién
anterior, es esencial para que la filtracién generada {completada) satisfaga las condiciones

usuales. O



Capitulo 2

Tiempos de paro

En este capitulo vamos a formular propiedades basicas de los tiempos de los tiempos de paro,
discutiremos también la clasificacion de los tiempos de paro.

2.1 Definicién. Una funcién 7:Q — R, := Ry U {+oo} se llama tiempo de paro con
respecto a (§,)ier, si para cada t € Ry se cumple {T’ < ¢} € §u.

La nocién de tiempo de paro, a veces también llamado tiempo de Markov, es fundamental
tanto en la teoria de procesos como en las aplicaciones (andlisis secuencial). El nombre
proviene de las aplicaciones. Supongamos que estamos observando un experimento aleatorio
el cual queremos parar en un momento oportuno. Si §; son todos los sucesos que podemos
observar hasta el instante t, entonces los tiempos de paro con respecto a (§,):cr, son todas
las estrategias admisibles (para parar el experimento).

En el futuro, si no hay peligro de confusién, por ejemplo si la filtracién esta fija, vamos
a decir “tiempo de paro” en lugar de “tiempo de paro con respecto a (5, )ier,”-

2.2 Ejemplos. (a) 7:Q — R, definido como T{(w) = ¢, para cada w € {1, (to € Ry estd
fijo) es un tiempo de paro con respecto a cada filtracién (tiempo de paro determinista).

(b) Si T es un tiempo de paro y s > 0 entonces T + s es tiempo de paro. En efecto,
{T+S < t} = {T < (t - S)+} € 3(1-,)1‘ c3.

{c) Si T es un tiempo de paro y s > 0 entonces (T — s)* en general no es tiempo de paro.

(d) En el Ejemplo 1.12 definamos T1?} = inf{t € R, : X, = a} para un a € R. Entonces
T2} es tiempo de paro con respecto a (T )ier, (ejercicio).

(e) En el Ejemplo 1.12 definamos T1'l = inf{t € Ry : X, > 1}. Entonces 71"l no es
tiempo de paro con respecto a (X )icr, pero es tiempo de paro con respecto a (F7, )ier,
(ejercicio, ademds vale la pena pensar en la interpretacién de este hecho). =]

13
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Otra vez nuestro ejemplo trivial nos permiti6 observar un fenémeno interesante: en gene-
ral hay més tiempos de paro con respecto a (4 }eer, que con respecto a (F,)ser, - Entonces
“vale la pena” tener una filtracién que satisfaga las condiciones usuales.

Vamos a desarrollar los ejemplos (d) y (e). Primero veamos un simple lema.

2.3 Lema. (a) SiT es un tiempo de paro con respecto a una filtracion (§,)ier, entonces
para cada t € Ry, {T < t} € §:.
(b) Si (3,)er, es una filtracidn continua por la derecha entonces una funcién T:Q — Ry
es tiempo de paro si y sélo si {T <t} € §, para cadat € R,.

Demostracion. (a) {T <t} =U {T < (t—1/n)*} € Fipues (t —1/n)t <tsit >0y
{T < 0} = @ € 30.

(b) Gracias a la parte (a) basta probar suficiencia. Tenemos {7 < ¢} = N, {T <
t+1/n} = N2 {T < t+1/n} € Fp1/x para cada k natural, por lo tanto {T < ¢} €

HZ‘;ISH% = Fy = B¢ =

2.4 Definicién. Sea X = (X,),er, un proceso con valores en un espacio medible (E, B).
Para cada B € B definamos el tiempo de la primera llegada de X a B como

T? = inf{t : X, € B}.
Como siempre, convenimos en que inf § = co.

Los tiempos de la primera llegada son en general “tipicos” tiempos de paro, pero ya
hemos visto en los ejemplos 2.2 (d),(e) que la situacién puede ser un poco delicada. Es
aqui donde la continuidad de tiempo complica las cosas. Sin més hipétesis adicionales no
podemos afirmar que T® es un tiempo de paro con respecto a la filtracién (FZ )ier,. He
aqui algunos casos especiales:

2.5 Proposicién. Si E es un espacio métrico, B = B(E), y X es un proceso con valores
en X con trayectorias continuas por la derecha, entonces para cada conjunto abierto B C E,
T? es un tiempo de paro con respecto a (FX )i, -

Demostracién. Por el Lema 2.3 basta probar que {T? < t} € §X para cada t € R,.
Tenemos, para cada t > 0, {T? <t} = { existe s < t, tal que X, € B} (aqui es importante
tener la desigualdad estricta), pero a éste tltimo evento podemos escribirlo como

{existe s < t, s € Qy, tal que X, € B} = | J {X, € B}.

<t
SE€EQ,
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porque B es abierto y X continuo por la derecha.

Como la unién es numerable y s < ¢ implica {X, € B} € §¥ C 3;&, el lema queda
demostrado. u]

2.6 Proposicién. Si E es un espacio métrico, B = B(E), y X es un proceso con valores en
E con trayectorias continuas, entonces para cada conjunto cerrado B C E, T® es un tiempo
de paro con respecto a (I )ier, -

Demostracién (bosquejo). Sea p la métrica en E. Definamos B, = {z € E : p(z,B) <
1/n}, n = 1,2,... B, es abierto y B, | B, y también B, | B. De la demostracién de la
Proposicién 2.5 se sigue que {T'B~ < t} € F¥ para cada t € R,. Entonces para terminar la
demostracién basta probar que {T'® < t} = NZ,{TB» < t} (para obtener “C” se demuestra
que T8~ 1 TB). o

Los detalles de la demostracién anterior se dejan como ejercicio (ver también, e.g. (24,
Proposicién 2.13]).

Como vemos, ya estos casos sencillos exigen un poco de esfuerzo para demostrar que T
es tiempo de paro. Es interesante, quizas hasta sorprendente, que se cumple un resultado
mucho més general:

2.7 Teorema. Si X es un proceso en un espacio méltrico, continuo por la derecha (o por
la izquierda), y adaptado a una filtracidn (§,)ier, que satisface las condiciones usuales,
entonces para cada conjunto de Borel B, T? es un tiempo de paro.

La demostracién de este teorema profundo la diferimos hasta el Capitulo 4, donde pro-
baremos un teorema aiin mas general (ver Teorema 4.6).

Ahora pasemos a la discusién de propiedades generales de tiempos de paro y de las
o-algebras asociadas con ellos.

En los puntos 2.8-2.14 suponemos que tenemos una filtracién (§,)ier, fija en un espacio

de probabilidad (£, §, P).

2.8 Proposicién. (a) Si S,T son tiempos de paro entonces SAT, SV T también lo son.
(b) Si (T,)nen es una sucesidn de tiempos de paro entonces sup,nT, es un tiempo de
paro; mientras que igng, lim Lrolf T, y limsupT,, son tiempos de paro con respecto a

n n—

nR=+00

(St )ter, -
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Demostracién. (a) {SAT <t} ={S<t}U{T <t}, {SVT <t} ={S<t}n{T <t}
(b)Sea T =VT,y S=ATh.

{T <t} =({T. <t} €§: paracadat€ R, por definicién.

Anélogamente, pero utilizando Lema 2.3 en lugar de la definicién se tiene

{S<t}={Tn <t} € 3 paracadatcR,.

n

Para terminar la demostracion de este punto basta observar que

]l'ltllglf T. = sup igx; Ty, limsupT, = ’Ef 212'5 Tx.

=00

u}

2.9 Definicién. Con cada tiempo de paro T asociamos dos o-3lgebras. Una es la o-dlgebra
parada o o-3lgebra de los eventos que ocurren hasta T

Sr={A€F:AN{T <t} €F paracadat€eR,}.
La otra o-4lgebra es la de los eventos estrictamente anteriores a T
ST—=0{SQU{An{t<T}1A63h tER+}}, 80_’—‘80.

Se deja como ejercicio demostrar que §7 es efectivamente o-dlgebra y que §r = 3§, para
T =t (asi la notacién es coherente). El lector demostrard también ficilmente el siguiente
lema.

2.10 Lema. Si la filtracion (§,)icr, es continua por la derecha y T es un tiempo de paro,
entonces A € §r si y sdlo st AN{T <t} € §, para cada t € R;.

2.11 Proposicién. (a) Si S, T son tiempos de paro y S < T entonces §s C §7.
(b) Si S,T son tiempos de paro entonces Fsar = §s N 1.
(c) Si T es tiempo de paro entonces T es (§7-)-medible y Fr- C Jr.
(d) Las definiciones de §r y S7- pueden darse con tiempos de paro (en lugar de tiempos
teRy).
(i) A € Fr si y solo si para cada S tiempo de paro se tiene AN {T < S} € Js.
(il) - = o{SoU{AN{S<T}: A€ Fs, S tiempo de paro}}
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(e) Si S<T S,T, tiempos de paro entonces §s- C Fr-.
Demostracién. (a) Sean B € gyt > 0:
Bn{T<t}=Bn{S<tin{T <t}

El iltimo conjunto pertenece a §; por la definicién de §s.
(b) SAT <8, SAT < T implican Fsar C Fs N Fr por (a).
Reciprocamente si A€ FrNJFsyt >0,

AN{SAT <t} =(AN{S<tHU(AN{T <t}) € §y,

es decir, A € Fsar-

(c)

Q, a<0
{a<T}={ }E&T-
QN{a<T}, a20

(2 € ¥, para cada @ > 0). Esto prueba que T es (§r-)-medible. Veamos ahora que
Fr- C Fr. Para verlo basta mostrar que los generadores de Fr- pertenecen a §r. Es claro
que § C §7.

Sea B=AN{t < T}con A€ F, yseaty € R;. Sit > t;entonces BN{T <t} =0 € §y,
ysit < tgentonces BN{T < to} = AN{T < t}°N{T < to} € Foyaque {T < t}° € F: C Ty
Esto prueba que B € §r y entonces §r- C §7.

(d) (ii) Claramente basta demostrar que si S es tiempo de paro y A € §s entonces
AN{S < T} € Fr-. Pero:

An{S<T}

U An{S<rin{r<T}
r€Q+
U A N{r<T}e€Fr,

reQy

donde A, = AN{S<r}eSg,.
En particular tomando A = ) tenemos

{§<T}eFr- , {T<S}eFr-.
(i) Supongamos que A € Fr, y t > 0. Tenemos
(AN{T <SHN{S <t} =AN{T <t}n{S<t}n{TAt< SAt}
An{T<t}eF, {S<t}ed, {TAt<SAt}EFrny-
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pero §ray- C Frar C §: por (a) y (c). Por lo tanto AN{T < S} € Fs. El reciproco es
inmediato. '

(e) Probaremos que los generadores de §s- estdn en §r-: §o C Fr-. Si A € §; entonces
AN {t < S} € F: y por lo tanto

(An{t<SHN{t<T} € Fr-,
pero si S < T entonces
AN{t<S}=An{t<S}In{t< T}
por lo que AN {t < S} € Fr-. o

2.12 Corolario. Si S,T son tiempos de paro entonces
(a) {S<T}, {T <£S}e€Fr- (yno necesariamente en Fg-).
(b) {SLT}, {T <S8}, {T=S}, {S<T}, {T < S} pertenecen a FrN Js.

2.13 Lema. Si A € § entonces AN {T = oo} € Fr-, para cualquier tiempo de paro T.

Demostracién. Si A € U035, existe to tal que A € §y, y

AN{T=0}=An({T>n})= () AN{T >n} € Fr-,

n>to n2>to
ya que para n > tg, A € §i, C Fn ¥y por lo tanto AN {T > n} € §r-. Tenemos asi que
US,C.A:: {A€Foo: AN{T = 0} € Fr-}

>0
Para terminar la demostracién basta observar que A es o-algebra. o

2.14 Proposicién. S,T,T, son tiempos de paro, n =1,2,...

(a) $iS<T yS<T sobre {0 <T < oo} entonces Fs C Fr-.

(b) SiT, TT entonces Fr- = o(U Tz ).

(c) SiT, 1T yT, <T sobre {0 <T < o} para cada n € N entonces Fr- = o(UF1,)-
Supongamos que (§,)iecr, €s continua por la derecha. Entonces:

(d) Si T, | T entonces 1 = Tt (9eneralizacion de la continuidad por la derecha de la

n
filtracion).
(e) SiTo LT yTn > T sobre {0 < T, < oo} para cada n € N entonces Fr = N Fr--
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Demostracién. (a) Sea A € §s

A=(AN{T =cc)U(AN{S < THU(AN{S =0}),
entonces:

A = (An{T=0})U |J (AN{S<r}in{r<T})

r€Qy
U(AN {5 = 0}).

Pero AN {T < oo} € §7- por el lema 2.13,
AN{S<r} € §, implica(AN{S<rHN{r <T} € Fr-
An{S=0} € ToC Fr-.
(b) Puesto que T, < T, la Proposicién 2.11(e) implica §z- C §7- para cada n y por lo
tanto o(UgZ;§7-) C §7-. Reciprocamente, veremos que los generadores de §- pertenecen

a 0(Us,§7-). Es claro que Fo € o(Us2, 37 ). Sea B = AN{t <T} con A € y; se tiene
que

B=JAn{t<T} e U 3z,
n=1 n=1

por lo tanto §r- C o(Us,F1-).
(c) Basta observar que (b), Proposicién 2.11(e) y el inciso (a) implican

ST‘ = U( U ST;) C U(U ST,.) C ST“'
n=1

n=1

(d) Tenemos Fr C Jr, para cada n porque T < T, para cada n, y por lo tanto §7 C
N2, 81,. Reciprocamente, si A € N2, &1, entonces

AN{T <t} =|JAN{T, <t} €F. paracadat€eRy

n=1
y por lo tanto A € Fr por el Lema 2.10.
(e) Por (a), Proposicién 2.11(e) y el inciso (d) tenemos

St C mST;CmsT.,Z&T-

n=1 n=1

[m]

Todo lo que sigue, casi hasta el fin de la monografia se hard bajo la siguiente suposicion:
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2.15 Hipétesis. Se tiene un espacio de probabilidad completo (2, §, P) fijo y una filtracién
que satisface las condiciones usuales.

Ya vimos en el capitulo anterior que esta hipdtesis no es muy restrictiva. Ademads en el
Apéndice C discutiremos brevemente algunas posibilidades de debilitarla.

2.16 Observacién. Hasta ahora hemos visto algunas ventajas de considerar una filtracién
continua por la derecha (por ejemplo Proposicién 2.14(d),(e)). Pero la suposicién de que
F: = . también también tiene sus ventajas inmediatas. Por ejemplo, si T' es un tiempo
de paro y S es una funcién de  en Ry U {oo} tal que T = S c.s. entonces S es también
tiempo de paro. Por lo tanto, bajo las condiciones usuales, las propiedades de tiempos de
paro formuladas arriba siguen siendo validas si igualdades o desigualdades de tiempos de
paro son reemplazadas por igualdades o desigualdades que se cumplen casi seguramente.

Por ejemplo, si S < T c.s. entonces §s C 7.
Pasemos ahora a la clasificacién de tiempos de paro.

2.17 Definicién. Un tiempo de paro T se llama predecible si existe una sucesion (T} )nen
de tiempos de paro tal que:

i) T. 17T,

(i1) T, < T sobre {0 < T}, para toda n € N.
Decimos que la sucesion (T, ),en predice a T

2.18 Observaciones. (a) Tomando en cuenta la Observacién 2.16, la Definicién 2.17 puede
quedar asi:
(i) T 17T cs,
(#') T < T c.s. sobre {0 < T'} para cada n € N.
(b) Otra formulacién, mas débil: (") T, — T css. y (if'). Si (i) y (if') se cumplen
entonces T es predecible porque Ty V - - - V T, satisfacen (i'), (ii’). Si una sucesién de tiempos
de paro satisface (1'),(i') o (i”),(it’) entonces también diremos que (T),),en predice a T.

2.19 Ejemplos. (a) Si T es tiempo de paro y ¢ > 0 entonces T + ¢t es tiempo de paro
predecible: T, = (T 4+t — 1) A n, con } < t, satisface las condiciones (i) y (ii).

(b) Sea W = (W,):er, proceso de Wiener con respecto a una filtracion (§,):er, , seaa > 0
ysea T = inf{t > 0: W, > a}. T es predecible ya que T, = inf{t > 0: W, > a— 1} satisface
las condiciones (') y (ii') (esto porque casi todas las trayectorias del movimiento browniano
son continuas, y en todo intervalo su oscilacién es positiva con probabilidad uno). m]
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Pasando a propiedades de tiempos de paro predecibles veamos primero que bajo la su-
posicién de predecibilidad podemos complementar el Corolario 2.12.

2.20 Proposicién. Si T es un tiempo de paro predecible y S un tiempo de paro arbitrario
entonces {T < S}, {T =S} € §s-.
Mds generalmente, AN {T < S} € §s- para cada A € Fr-.

Demostracién. Si T es predecible y (T,).en predice a T' sabemos (2.14(c)) que

Fr- = o(lJS1.)-

Sea A={A€ T : AN{T < S} € Fs-}. Probaremos que A es o-dlgebra y que A contiene
a U,Jr,, lo cual bastard para terminar la demostracién.
Primero veremos que U2, §r, C A: Sea A € §1, (C §7).

AN{T < S}=(AN{T=0Hu([) {Tn < S}NA).

n2no

Pero AN{T = 0} € §o C §s- y AN{T,, < S} € Fs- para n > ng por 2.11d. En consecuencia
AN{T < S} € §s- y por lo tanto A € A.
Veamos ahora que A es o-algebra:

(a) 0 € Ay Q € AyaqueQ € 1, para toda n y hemos mostrado que para todo A € Jr,,
Ac A
(b) Si A € A entonces A° € A:

Si AN{T < S} € §s- entonces A° U{T > S} € Fs-,
y sabemos que {T' < S} = QN {T < S} € Fs-, por lo tanto
(ACU{T>8)N{T <S}=(AN{T < SHUb e Js-
lo que implica que A® € A.

(c) Es claro que si A;, Ag,...,A,,... € A, entonces

A=J A€ A4,

n=]
pues

(U 4) 0 {T < 8} = (AN {T < S)) € Bs-.

n=1 n=1
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2.21 Proposicién. (a) Si S,T son tiempos de paro predecibles entonces SAT,SV T son
también predecibles.
(b) 8% (Su)nen es una sucesidn de tiempos de paro predecibles entonces sup,, S,, es predeci-
ble.

Demostracién. (a) Sean (Sn)neN ¥ (Tn)neN sucesiones que predicen a S y T respectiva-
mente. Es claro que (S, A T, )nen predice a SAT y que (Sy V T )nen predice a SV T.

(b) Podemos suponer que (S, ).en es creciente sustituyendo S, por S; V.S, V...V S,. Sea
(T¥)ren una sucesién que predice a S,,, n = 1,2,... Consideremos a la siguiente sucesién de
tiempos de paro:

R =T
R, = T?VT?
Ry = T3VT}VTS

R TEVTEVTEV...VTE

Se deja al lector probar que la sucesién (R, ).en predice a T.

Observemnos que cada tiempo de paro T es el infimo de tiempos de paro predecibles, ya
que T = inf,(T + 1) y (T + %) es predecible n = 1,2,... Como pronto veremos que existen
tiempos de paro no predecibles, entonces la Proposicién 2.21(b), en general no es valida
con el inf en lugar del sup. Sin embargo en algunos casos importantes si se tiene. A saber
tenemos:

2.22 Lema. Si T, es tiempo de paro predecible paran = 1,2,..., y st se cumple la siguiente
propiedad: para cada w € Q) existe ng € N tal que T, (w) = T, (w) para todo n > ny, entonces
T = inf, T, es también predecible.

Demostracion. Se puede suponer que (T,), es decreciente, reemplazando T, por T =
TyATa A--- AT,. Por 2.21(a) T. es también predecible. Sea (T, . )men una sucesién que
predice a T,. Fijemos una métrica en R, U {+o0} (por ejemplo p(z,y) = |e™% — e7¥|).

Como (T, 1 )men converge c.s. a T, entonces converge en probabilidad, por lo tanto, para
n podemos encontrar una m,, tal que

P(p(Tom,,Tn) > 1/n) < 1/2™. (2.1)
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Ahora definimos tiempos de paro
Sy =inf Tom,, k=12,...
n2k
Demostraremos que (Si)xen predice a T. Sea w € {T > 0} y sea ng tal que Th(w) = Th,(w)
para cada n > ny. Fijemos k € N arbitraria y sea N > max(ng, k). Tenemos
T(w) = inf To(w) = lim T, (w) = Tr(w)
Tn(w) > Tymy (w) 2 Si(w)

Es decir, Si(w) < T(w) sobre {T > 0} para cada k. Andlogamente se obtiene Si(w) = 0
sobre {T = 0}, por lo tanto S; < T para cada k. Sea

S = lim Si = sup Sk.
k—o0 k

Bastara mostrar que S = T c.s. Por (2.1) se tiene, aplicando el lema de Borel-Cantelli, que
para P-casi todo w

P(Tama(w), Tn(w)) £ 1/n (2.2)

para n suficientemente grande. Fijemos un tal w. Probaremos que
S(w) = T(w).

Hay dos posibilidades:
(a) Para cada k € N, Si(w) es alcanzado como infimo.
(b) Existe k € N tal que Si(w) no es alcanzado como infimo.
En el caso (a) se tiene:

Si(w) = Ty m,, (w) para cada k, y un ng 2 n.

Entonces por la hipétesis, para k grande:

L > o(Tomn, (@), T (@) = p(S(@), Ty (@)

Nk
lo que implica T'(w) = S(w).
En el caso (b) sabemos que existe (n;); sucesién creciente de naturales tal que Ty, m,, (w) —
Sk(w). Pero entonces Sk(w) = Sks1(w) = ... = S(w). Por lo cual Ty m, (w) — S(w). Por lo
tanto, aplicando (2.2), tenemos

p(S(w), T(w)) =0, esdecir T(w)=S5(w).
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2.23 Notacién. SiT es un tiempo de paro y A es un evento denotamos por T4 a la variable
aleatoria:

_[Tw) siwe A
TA(w)—{-}-oo siwe AC 7

Es claro que T4 no es necesariamente un tiempo de paro. Solamente se tiene:

2.24 Proposicidn. Sea T un tiempo de paro y A€ §.
(a) Ta es tiempo de paro si y sélo si A € Fr.
(b) Si T es predecible entonces: T4 es tiempo de paro predecible si y sélo si A € Fr-.

Demostracién. (a) Es inmediato ya que {T4 < T} = AN{T < t}.
(b) Supongamos que T4 es predecible. Tenemos

A={T4 ST}~ (A°N{T = })

De la Proposicién 2.20 se sigue que {T4 < T} € §Fr-. Ademés por el inciso (a) A € §1 C oo
de donde A€ € Fo, y por el Lema 2.13

A° N {T = o} € F7-.

Esto demuestra que A € §r-. Obsérvese que en esta parte de la demostracién no hemos
usado la hipétesis de que T es predecible.
Para demostrar el reciproco, consideremos la familia

A= {A € Fr: T4 es predecible y T4ces predecible }.

Probaremos que

(i) A es o-algebra,

(ii) A contiene a un sistema de generadores de §r-,
lo cual implicar4 el resultado.
(iYleApues Ty=ocoy Tqg =T, ysi A€ Aes claro que A € A. Veremos ahora que si
Ay, Az, ..., A,,... € A entonces A= |J A, € A.

n=1
Por hipétesis Ty, y T4c son predecibles n = 1,2,...,
TA = Tl'_‘JAn = l];llfTD A,v,
=1

pero
(Tn )neN = (TA1 AT, Ao A TA,.)nEN
0 a

=1
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es una sucesion de tiempos de paro predecibles que satisfacen las hipétesis del Lema 2.22.
Por lo tanto, T4 es predecible.

Tac =Ty anye = Tnag =supTyg.

Como T)c es predecible, n = 1,2,..., T,c también lo es por 2.21.
(ii) Sea (T»)nen una sucesién que predice a T. Sabemos que §Fr- = (U, 871,) (Proposicién
2.14(c)). Basta mostrar que §7, C A, n=1,2,....

Sea A € §r, C §1.4p, = 1,2,... Entonces

(T)aAn, (Tog1)aA(n+1),...,(Tasp)aA(n +p),...
es una sucesién de tiempos de paro que predicen a Ty. Lo mismo para A® pues A° € §r,. O
Intuitivamente, los tiempos de paro predecibles son tales cuyos valores “se pueden pre-

7. En el otro extremo de la escala se ubican los tiempos de paro llamados totalmente
inaccesibles.

ver

2.25 Definicién. Un tiempo de paro T se llama totalmente inaccesible si para todo tiempo
de paro predecible S, se tiene
PT=5<x)=0.
Obsérvese que el tiempo de paro T = oo es a la vez predecible y totalmente inaccesible.
Esta definicién tiene una 1til interpretacién geométrica. Para verla necesitamos las siguientes

dos definiciones:

2.26 Definicién. Sea T:0 — R, una variable aleatoria. La grdfica de T es el conjunto
[T]={(t,.w) € Ry x Q: T(w) = t}.

Nétese que la grafica de T contiene solamente la parte finita de T.
2.27 Definicién. Z C R, x 2 es evanescente si
PweQ:3teRy, (tw)eZ)=0
(es decir si su proyeccién sobre {1 tiene probabilidad 0).

Con estas definiciones una formulacién equivalente de la Definicién 2.25 es la siguiente.
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2.28 Formulacién Equivalente. T es tiempo de paro totalmente inaccesible si y sélo si
para todo tiempo de paro predecible S, [T] N [S] es evanescente.

2.29 Definicién. Un tiempo de paro T se llama accesible si existe (Sy)nen sucesién de
tiempos de paro predecibles tal que

71 < Uis.

(basta pedir que esta condicién se cumpla médulo un conjunto evanescente).
2.30 Ejemplos. (a) @ =[0,1], ¥y

_ [a(B[0,t],]t,1]) sit<1
3“{13[0,1] sit>1 "

Se deja como ejercicio probar que la filtracién (§,)icr, es continua por la derecha.

Sea P una probabilidad arbitraria en (2, B[0,1]) = (9, §). Completamos Fo,, y en el
espacio de probabilidad ({2, §, P) consideramos la filtracién (§;)ier,. Por la Proposicién
1.6 esta filtracion satisface las condiciones usuales.

Definimos ahora T'(w) = w. T es tiempo de paro con respecto a (§,)icr, porque {T' <
t} = [0,t A1) € F: C J:. Demostraremos que

(i) T no es predecible a menos que exista ¢, € [0, 1] tal que P({0,%,}) = 1.

(i) Si P({w}) = 0 para cada w € Q entonces T es totalmente inaccesible.
Primero probaremos que si S es un tiempo de paro tal que S < T, entonces S = T Aty c.s.
para un ¢, € [0,1].

En efecto, se tiene [0,t] = {T < t} C {S < t} € §, parat € [0,1], por lo tanto
{S<t}=[0,t] cs. 6 {S<t}=Qcs.

Sea to = inf{t € [0,1] : {§ < t} = Q c.s.}. Claramente S < ¢, c.s. Supongamos que
P({S <t} N[to,1]) > 0. Entonces existe r racional, r < o, tal que P({S < r}Nt,1]) > 0.
Pero

P({S <7} Nk, 1]) = P([0,7] N [to, 1]) = P(8) = 0,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto S = ¢, c.s. sobre [to, 1]

Anélogamente se prueba que S = T c.s. sobre [0,%], porque en el caso contrario
tendriamos P({S < T} N [0,t0]) > 0, lo que implicaria P({S < r < T} N [0,t]) > 0
para un r racional. Entonces existiria un w € [0,1p) tal que S(w) < r < T(w) = w < ¢, por
lo tanto r < to y {S <} = [0,r] c.s. En consecuencia

P({S <r < T}nN0,t]) = P([0,r[N)r, 1] N [0,¢0]) = P(B) = 0.
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Asipues S =T Atp. _

Ahora vamos a demostrar el punto (ii): Supongamos que existe S tiempo de paro pre-
decible tal que P(S = T) > 0. Denotemos A = {S = T}. Sean S, tiempos de paro,
S. 18, S, < Ssobre{S>0}. S,AT T SAT =T sobre A. Por lo anterior sabemos que ex-
isten t,’s tales que S, AT = t, AT cs. n=1,2,.... Se puede suponer que ¢, — to € [0,1]
y entonces t, AT — o AT. Por lo tanto T' =ty AT c.s. sobre A, en otras palabras

0= P(AN{T > to}) = P(ANJto, 1)),

osea P(AN[0,%]) = P(4) > 0.
Por la suposicién P({to}) = 0y P({0}) = 0, por lo tanto existe n tal que P(AN]0,t,]) > 0.
Sobre AN)0,1,] se tiene 0 < T < t,, por lotanto S=T >0y a la vez

S =S, ANS=S, AT=t, AT=T=S cs.

sobre este conjunto, lo que es una contradiccién.

El punto (i) se demuestra andlogamente. Hay que reemplazar S por T, o sea A=,y
observar que P(]0,%,]) = 0 para cada n implica P(j0,%[) = 0. Los detalles se dejan como
ejercicio.

Observemos que si definimos

{ 0 si0<t<w
Xi(w) =
1 sit>w

entonces §; = g% y T = T} (ver Definicién 2.4). Asi vemos que el tiempo de la primera
llegada puede ser totalmente inaccesible, asi como predecible (Ejemplo 2.19(b)).

(b) Sea (X:)ier, un proceso de Poisson y sea (§,)wer, la filtracién usual generada por
el proceso (Definicién 1.7) Sea T el tiempo del primer salto, es decir T = inf{t : X, = 1}.
Veremos que T es totalmente inaccesible.

Supongamos que existe S tiempo de paro predecible tal que P(S = T < oo) > 0. Sea
A={S =T < oo} y sea (S,), una sucesién de tiempos de paro que predicen a S, esto
es 5, 15,5, < S sobre {S > 0} y se puede suponer que S, es finito (si no lo es se toma
S, An).

Siw € A entonces S,(w) T T(w) y Sn(w) < T(w) si T(w) > 0. Sabemos (propiedad fuerte
de Markov) que

(Xirs, — Xs,)ter,
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es un proceso de Poisson con el mismo pardmetro que (X;)cr,. Consideremos al tiempo o,
del primer salto de este nuevo proceso: Sobre A tenemos Xg, = 0 c.s. (porque S, < T sobre
AN{T >0}y P(T =0)=0) y Xiys, — X5, = Xi+s, por lo tanto cs. sobre A, 0, =T - S,..

Tenemos entonces una sucesién (o;);en de variables aleatorias tales que: o;, 1 =1,2,...,
tienen la misma distribucién exponencial, o, — 0 sobre A, y P(A) > 0, lo que es una
contradiccién.

También el tiempo de segundo, tercero, etc. salto, son tiempos de paro totalmente
inaccesibles (demostracién aniloga).

(c) Sea Q un conjunto no vacio,y A C 2, A # 0. Fo = {0,Q}, §1 = o{0, A,Q} Cons-
truimos la filtracién definiendo

30, t<1

§, t21

3z=

y sea P una probabilidad tal que 0 < P(A) < 1. Es una ligera generalizacién del espacio de
probabilidad, con la filtracién (8{_‘; )ik, , considerado en en el Ejemplo 1.12. Sea

1, we A

T(w) =
2, wg A
T es tiempo de paro con respecto a la filtracién completada (3,):cr, , pero no es predecible
ni totalmente inaccesible. Para probar que no es predecible basta demostrar que no existen
tiempos de paro no constantes c.s. y estrictamente menores que 7.
Sea S un tiempo de paro, entonces para cada t < 1, {S <t} € F, = {0,0}.

(1) Supongamos que existe t < 1, {§ <t} = Q c.s. Entonces existe s < 1 tal que S = s c.s.;
en efecto: sea

s = inf{t<1:{S<t}=0cs.}.
{S=s} = {§<s}-{S<s} y
{§<s} = Qes, {S<s}=J{S<s—1/n}=0cs.

por lo tanto {S =s} =Q cs.
(ii) Supongamos que para cada ¢t < 1, {S <t} = @ c.s. Entonces S(w) > 1 para casi toda
we .

Si existe S tiempo de paro tal que S < T y S no es constante entonces .S cumple con
S{w) > 1 para casi toda w € . Pero esto no puede ser porque T = 1 sobre A. Por lo
anterior T no es predecible.
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Es claro que T no es totalmente inaccesible porque [T] C [1]U[2] y 1,2 son tiempos de
paro constantes, por lo tanto predecibles. T es claramente accesible. m]

Se plantea una pregunta natural: jExisten tiempos de paro que no sean ni predecibles ni
accesibles ni totalmente accesibles? La respuesta es inmediata: el minimo de un tiempo de
naro accesible y un tiempo de paro totalmente inaccesible en general no pertenece a ninguna
ce esas tres clases. Pero sucede que ésta ya es la forma general de tiempos de paro. A saber
tenemos el siguiente teorema:

2.31 Teorema de representacién. Sea T un tiempo de paro, entonces T = U AV donde
U es un tiempo de paro totalmente inaccesible y V es un tiempo de paro accesible.

Demostracién. Sea H la clase de los eventos de la forma U,{S,, = T} donde (S, )nen es una
sucesién de tiempos de paro predecibles. Claramente H es cerrada bajo uniones numerables,
en consecuencia, existe H* € H, H* = U,{S; = T}, tal que
P(H*)=sup{P(H): H € H}

(st o = sup{P(H): H € H}, existe (H,), en H tal que a = lim,_ P(H,) y H* = U H,).
Definimos A= H*N{T < o}, B= (H)° N{T < 00}, V =T4 y U = Tg (ver 2.23).

(a) U y V son tiempos de paro porque A,B € §r. En efecto {T < oo} € §r, H* =
Un{S; = T} € §r.

También es claro que T = U AV, porque A, B y {T = oo} es una particién de §.

(b) V es accesible:

{TA <00} = AD{TA <OO}

H* N{T < 00} N{T4 < 00}
= U{S:=TIn{T =Ta} N {T4 < oo}

U{S: =Ta}N{Ta< 0o}.

Il

Esto implica que [T4] C U,[SZ].
(¢) U = Tp es totalmente inaccesible: sea S un tiempo de paro predecible arbitrario. Es
inmediato que {S =Tp < o0} ={S=T}NBC (H*)°. Como H*U{S =T} € H,
P(H™) sup{P(H): He H} > P(H*U{S=T})
P(H*U({S =T}nB))
P(H*)+ P(§ =Tp < ).

[\



30

Lo que demuestra que P(S = T < 00) = 0, y en consecuencia U es totalmente inaccesible. O

2.32 Corolario. Sean T, U y V como en el teorema anterior. Entonces

[T]=[U]u[V].



Capitulo 3

o-algebras en R, x (! y regularidad de
las trayectorias de los procesos

En este capitulo consideraremos varias o-algebras de subconjuntos de R, x {2 y discutiremos
propiedades de procesos vistos como funciones medibles con respecto a estas o-dlgebras. La
maés importante de ellas sera la o-algebra de los conjuntos predecibles; investigaremos su
relacién con los tiempos de paro predecibles.

Recordemos que siempre estamos suponiendo la Hipétesis 2.15.

Primero vamos a recordar algunas generalidades sobre procesos estocasticos.

En la Definicién 1.1 definimos un proceso estocastico con valores en (F,B) como una
familia (X,)icr, de funciones (medibles) de Q en E. Pero podemos mirarlo también de otra
manera: como una coleccién de funciones X, (w): Ry — E, w € §1. Estas funciones se llaman
trayectorias y la investigacién de sus propiedades forma una parte importante de la teoria de
los procesos estocdsticos. En los capitulos anteriores hemos mencionado en varias ocasiones
algunas propiedades de trayectorias de procesos.

Recordemos que decimos que un proceso X con valores en un espacio métrico tiene trayec-
torias cadlag (o mas brevemente: X es cadlag) si sus trayectorias son funciones continuas por
la derecha con limites por la izquierda. A veces vamos a usar también los nombres: caglad
para un proceso con trayectorias continuas por la izquierda con limites por la derecha, cad
st las trayectorias son continuas por la derecha y cag si son continuas por la izquierda. Esta
terminologia proviene del idioma francés y actualmente se ha vuelto de uso comin entre los
probabilistas.

En la teoria general de procesos (“en el sentido francés”) miramos a un proceso estocastico
aun de otra manera: como una funcién de dos variables X: R, x @ — E.

31
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3.1 Definicién. Se dice que dos procesos X = (Xi)er, ¥ Y = (Yi)ier, son indistinguibles
si el conjunto {(t,w) € Ry x Q : X(w) # Yi(w)} es evanescente.

Es decir (ver 2.27) X, Y son indistinguibles si P(w : 3t Xi(w) # Yi(w)) = 0, o en otras
palabras si P-casi todas las trayectorias de X y Y son idénticas.

3.2 Convencidén. Dos procesos indistinguibles se consideraran idénticos.

Esto significa que de hecho vamos a considerar clases de equivalencia de procesos, médulo
indistinguibilidad. Por ejemplo, cuando decimos “el proceso es cadlag” permitimos que el
conjunto de las w’s para las cuales las X,’s no son cadlag no sea vacio, pero tiene que tener
probabilidad cero.

En la clase de equivalencia de los procesos indistinguibles de X podemos encontrar un
representante para el cual todas las trayectorias sean cadlag.

Hay que subrayar que un proceso X puede ser una versién, o modificacién, del proceso
Y (es decir, P(X; # Y;) = 0 para cada t) pero X y Y pueden no ser indistinguibles. La
indistinguibilidad es en general una propiedad mucho mas fuerte. Basta ver un ejemplo
trivial: (Q,§) = ([0,1], B([0, 1])), P = la medida de Lebesgue, X,(w) =0, Y (w) =0siw # ¢
y Yi(t) = 1. Claramente X es una versién de Y, sin embargo ninguna trayectoria de Y es
idéntica a la (dinica) trayectoria de X.

3.3 Proposicién. Sean X, Y dos procesos continuos por la derecha (o continuos por la
izquierda). Si X es una version de Y entonces X yY son indistinguibles.

Demostracién. Para cada r € Q4 denotemos D, = {w € Q: X,(w) # Y;(w)} y D =
U,eq, D-. Por hipétesis P(D,) =0y por lo tanto P(D) = 0. Si w € D entonces para cada
r € Q. se tiene X, (w) = Y,(w), de donde, por la regularidad de las trayectorias, se obtiene
X:i(w) = Yi(w) para todo t € R;. O

Recordemos que convenimos en llamar brevemente “proceso” a un proceso estocastico
con valores en (R, B(R)). En lo que sigue vamos a considerar casi siempre el caso de una
dimensién aunque muchos de los resultados valen también para casos mas generales.

3.4 Definicién. (a) Se dice que un proceso X es medible si X:R, x Q@ — R es medible
con respecto a la o-dlgebra B(R,) ® §.
(b) Se dice que un proceso X es progresivamente medible si para cada t > 0, X visto como
una funcién de [0,¢] x {2 es R es medible con respecto a B([0,1]) ® 5.
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Observaciones. (a) El que un proceso sea medible depende solamente de B(R}) ® &, en
cambio el que sea progresivamente medible depende de la filtracién dada.

(b) Es inmediato ver que un proceso progresivamente medible es medible y adaptado
(Definicién 1.3).

Claramente no todo proceso adaptado es progresivamente medible porque ni siquiera tiene
que ser medible {para verlo basta considerar un proceso determinista que sea el indicador de
un conjunto no boreliano de R, ). Sin embargo tenemos

3.5 Proposicién. Si X es adaptado y cag (o cad) entonces X es progresivamente medible.

Demostracién. Sélo haremos el caso cag. Para cada t €]0, 00| dividimos el intervalo [0, ]
en 2" subintervalos iguales; para

s €lt(k —1)/2",tk/2"] (1 <k <27
sean
X (w) = Xt(k-l)/Z"(w) y  Xg = Xo(w).

Claramente X™:[0,t] x 2 — R es B([0,t]) ® $.:-medible. Si n — oo entonces X™ — X5 4x0,
por continuidad a la izquierda de X, lo cual prueba que el mapeo (s,w) — X,(w) es B([0,t])®
§:-medible. o

3.6 Definicién. Sea X un proceso medible y T un tiempo de paro. El proceso parado,
denotado por X7, lo definimos por

XtT(w) = XtAT(w)(w)‘

3.7 Proposicién. Sea X = (X:)ier, un proceso progresivamente medible y T un tiempo de
paro; entonces

(X1)(w) = X1(w)(w)

es Fr-medible sobre {T' < oo}. Ademds el proceso parado XT es progresivamente medible.

Demostracién. Para probar que X7 es §r-medible sobre {T < oo} basta demostrar que
para cada t € R, y cada B € B(R),

{Xre B}yn{T <t} €%

Pero
{Xr € B}n{T <t} ={Xwr € B}n{5 <1},
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entonces basta probar la segunda afirmacién de la proposicién para establecer la primera,
porque
{TSt}ESt y {XtATEB}ESt

si X7 es adaptado.
Sea ¢(s,w) = s A T(w). Para cada t > 0 la funcién ¢ es medible como mapeo de

([0,¢] x ©2,B([0,t]) ® §:) en ([0,t], B([0,])), pues para cada r < t se tiene

{(s,w) €0,t] x Q: sAT(w) <7}
= ([0,7] x Q) U ([0,%] x {w: T(w) <r}) e B(0,t]) ® §-
C B([O’t])®&i'

Por lo tanto la funcién 9(s,w) = (¢(s,w),w) es medible como mapeo de ([0,%] x 2, B([0,]) ®
§:) en sf mismo; en consecuencia X7 = X o1 es progresivamente medible. o

Obsérvese que podemos omitir la restriccién “sobre {T < oco}” en la formulacién de esta
q
proposicién si definimos X, (w) de un modo arbitrario.

3.8 Definicién. Decimos que un conjunto A C Ry x Q es progresivamente medible si su
funcién indicadora 14 es progresivamente medible (como proceso). \

Es inmediato comprobar que la clase de conjuntos progresivamente medibles constituye
una sub-o-3lgebra de B(R,) ® §, llamada la o-algebra de los conjuntos progresivamente
medibles.

Antes de identificar algunos conjuntos progresivamente medibles daremos la siguiente -
definicién:

3.9 Definicién. Sean S, T tiempos de paro, S < T c.s. El intervalo estocdstico semiabierto
[S, T es el conjunto

{(t,w) eRL x N: S(w) £t < T(w)}.
Anilogamente se definen [S,T), ]S, T1, ]S, T]™.

3.10 Proposicién. Sean S y T tiempos de paro, entonces [S,T|, 1S,T], ]S, T, [S,T] y [T]
son progresivamente medibles.

(1) Advertencia. Para s,t € Ry, [s,t[ siempre ha significado (y va a significar en el futuro) el conjunto
{r:s < r < t}. Por otro lado para los tiempos de paro deterministas S=s, T =1, [S,T[= {(r,w):s <r<
t,w € N}. Esperemos que esta ambigiiedad no cause ninguna confusién.
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Demostracién. Empecemos con [S,T[; probaremos que X = 1ig77 es un proceso cadlag
adaptado y por 3.5 obtendremos que es progresivamente medible. Claramente

X1} = {w:Sw)<t<TW)}={S<t}n{t< T}
{S<t}n{T<t}°e3,

anilogamente obtenemos que X; {0} € J,, para cada t € R, es decir, X es adaptado.

Sean w € 1 y t > 0 fijos y supongamos que X;(w) = 1. Sea (s,) una sucesién en R tal
que s, | t; como S(w) <t < T'(w), existe ng tal que S(w) < s, < T(w) para cada n > ng y
entonces

X, (w) = Xi(w).

Si Xi(w) = 0 el argumento es andlogo. Lo que prueba que X es cad.
Es igualmente sencillo comprobar que X es lag. Por otro lado, empleando el mismo
método obtenemos que 1)577 es caglad adaptado y entonces es progresivamente medible.
Finalmente observemos que:
0 (e <)
U +1/n,T [S,T]= ([S,T+1/n]

n=1 n=1
=)

NIT,T +1/n|

n=1

15,7

y [T

de donde concluimos que estos conjuntos también son progresivamente medibles. ]

Examinaremos con detalle ciertas sub-o-algebras de la o-dlgebra de los conjuntos progre-
sivamente medibles, que a continuacién definimos.

3.11 Definicién. (a) Definimos la o-dlgebra de los conjuntos opcionales (denotada por
0), como la o-dlgebra generada por los procesos cadlag adaptados, i.e. es la menor
o-algebra que hace medible a cada proceso cadlag adaptado.

(b) Definimos la o-algebra de los conjuntos predecibles (denotada por P) como la o-dlgebra
generada por los procesos cag adaptados.
Finalmente decimos que un proceso es opcional (predecible) si es O (P)-medible.

Como veremos mas tarde, los procesos predecibles juegan un papel muy importante en
la teorfa de integracién estocastica.

El lector cuidadoso deberia preguntar en este momento si hay alguna relacién entre dos
nociones de predecibilidad: la de tiempos de paro y la de procesos. La respuesta completa
a esta pregunta la daremos en el Capitulo 4, pero ya ahora demostraremos un teorema que
nos permitird entender mejor la estructura de la o-algebra predecible.
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3.12 Teorema. La o-dlgebra predecible P estd generada por:
(a) Todos los procesos adaptados continuos por la izquierda.
(b) Todos los intervalos estocdsticos |S,T), con S, T tiempos de paro y ademds los conjuntos
[0F] = {0} X F con F € Fo.
(¢) Todos los conjuntos de la forma Ju,v] X F con u,v € Ry,u <v y F € §, y ademds los
conjuntos [0f], F € Fo.
(d) U,P", donde P™ es la o-dlgebra de los siguientes conjuntos:

UTk/2%, (k + 1)/27[ x Ax,
k
Ao € 8o, Ak € S(k-l)/zn stk >0.
(e) Todos los intervalos estocdsticos de la forma [S,T[ donde S,T son tiempos de paro
predecibles.
(f) Todos los procesos adaptados y continuos.

Demostracién. Denotemos a cada una de las o-dlgebras de los incisos correspondientes
por Pa, Py, Pey Pu, P., Ps. Mostraremos que todas son iguales.

Py C Pa, porque ljg7) es proceso adaptado cag, 1p,) es adaptado y tiene trayectorias
continuas en ]0, ool.

P. C P, es inmediato porque Ju,v] X F =Jur,vr}], F € ..

Para demostrar P, C P, necesitamos el siguiente resultado:

3.13 Lema. Cada proceso de la forma £1y,,) donde { es una variable aleatoria §,-medible
y cada proceso 1oy con € variable aleatoria Fo-medible, son P.-medibles.

Este lema es inmediato si £ = 1g, F' € §, o en el segundo caso { = 1, F € §o y de esto
se prueba con el método estindar que vale para todas las variables aleatorias §,-medibles (o

Fo-medibles).
Mostremos ahora que P, C P.. Sea X un proceso adaptado cag; basta demostrar que X
es P.medible. Definamos

XP = Xensi b/2°<t<(k+1)/2"k=0,1,2,..., n=12,...
Xg = Xo.

Por ser X cag, para cada { > 0 y cada w € §} se cumple:

lim X7 (w) = Xi(w).
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Ademais -
X? = Xol.(o}(t) + Z Xk/;nI]k/zn,(k+1)/2n](t).
k=0

Por el lema cada sumando es P.-medible, por lo tanto X[ también lo es (n = 1,2,...). En
consecuencia X es P.-medible (por ser limite puntual de procesos P.-medibles).

P. C Pa: Si F € Fopentonces [0,1/2"] x F € P™ y por lo tanto N,[0,1/2"[ xF = {0} x F €
Pa.

Por otra parte, fijemos u,v € Ry, v < v y F € §,; para n suficientemente grande,
digamos n > ny, existen j,, m, tales que

Jn—1 Jn _Jntl
< n T
2n <u - 2n< 211
jn+mn—'1 jn+mn
R LB R n T Im
< < on Sv< on
Entonces
.11 1 .-n n_l
Ju, ) <Ju, o[ U0} = (y [ =t [)
n>ng
jn+mn'—1 jn+mn[
u(ngo[ TR )
Pero

jﬂ + My — 1 jn + My
on ’ on
porque F € §, C F(jutma-2)/27> * = N, ¥ también

[xFE'P"

]n+l ]n+mn_l[ _jn+mn-l i k+1
[2n’ o xF= U |55

[ x Fep
k=jn+1

porque F € §y C F(k-1)/2~, k 2> jn + 1. Esto prueba que
Ju,v] X F € U'P" = Py
Pa C P.: Fijemos n,k y A € F(s-1)/2~- Entonces
[k/2%, (k+1)/2*[ x A = [(k/2")4, ((k + 1)/2")a]

¥ (k/2™) 4, ((k + 1)/2™) 4 son tiempos de paro predecibles por el siguiente lema:
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3.14 Lema. Sis,t € Ry ys<t, A€, entonces ty es un tiempo de paro predecible.

En efecto, es inmediato que t4 es un tiempo de paro. Es predecible porque existe (t,)n
tal que s < t, <tyt, Tt Entonces T, = (t.)a An es una sucesién de tiempos de paro que
predice a tg4.

Para terminar con la inclusién P; C P,, falta probar que los rectingulos de la forma
[0,1/2"[x A con A € F, estan en P., pero [0,1/2*[ xA = [0,(1/2")4[ y nuevamente por el
lema (1/27)4 es tiempo de paro predecible.

P. C Py Como [S,T[= [S, 00[—[T, 0|, basta entonces mostrar que [T, 00[€ P, para T
tiempo de paro predecible.

Sea (T,)» una sucesién de tiempos de paro que predice a T. Entonces:

(7, 0f= ({0} x (T = 0)) U (T c0D.

Claramente {0} x {T =0} € P, y también ]|T,, co[= UZ_,]T,,m] € Ps.

P; C P,: Es inmediato.

Py, C Py: Si S, T son tiempos de paro, ]S, T] =5, 0o[—]T, 0o|. Por lo tanto, basta mostar
que ]T, co[€ Py para todo T tiempo de paro y que {0} x F € P, para todo F € §,.

Se define X, = (t — T)*. (X:)ier, €s un proceso continuo. Veremos que es también
adaptado:

Sea a > 0.

{X:2a} {t-T>a})={t—-a>T}

] sit—a<0
€EFoCH sit—a>0

es decir, para cada a > 0, {X, > a} € §, lo que muestra que X, es
5:-medible (para cada ¢ > 0). Entonces,

1T, 00[= {(t,w) : T(w) < t} = {(t,w) : Xi(w) >0} € Ps

porque X es continuo y adaptado.
Por 1ltimo, sea F € §o.

{0} x F = ([0, 00[x F) — (]0, oo[x ).
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El proceso 1jgo[(t)1F(w) es continuo y adaptado; 1jpcoixa = ljo,cc[ € determinista, por
lo tanto adaptado y lo podemos aproximar por procesos continuos deterministas. Lo que
muestra que {0} x F € P; si F € §o. o

De este teorema obtenemos inmediatamente el siguiente corolario, interesante y hasta
quizds un poco sorprendente.

3.15 Corolario. P C O.
Una propiedad analoga a P, = P. se cumple para la o-algebra opcional.

3.16 Teorema. La o-dlgebra de los conjuntos opcionales O es idéntica a la o-dlgebra gene-
rada por todos los conjuntos de la forma [S,T| con S,T tiempos de paro.

No vamos a usar este teorema por lo tanto daremos solamente unas sugerencias al lector
de cémo demostrarlo.
Sea

O' = o{[S,T[: S,T tiempos de paro }.

Claramente O’ C O.

Para probar O C O’ mostrar primero que {157 es O'-medible para cada ¢ variable
aleatoria §s-medible y tiempos de paro S,T, S < T, y luego aproximar un proceso X
cadlag adaptado arbitrario por los procesos X¢ = ¥ Xrelire1e, [ (€ | 0), donde T} = 0,

Ti,, =inf{t > T¢: |X, — X1¢| > €} (demostrar por induccién que T}; es tiempo de paro).
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Capitulo 4

Teoremas de seccion y sus
aplicaciones

En este capitulo discutiremos varios resultados profundos y finos que se siguen del teorema
de capacidad de Choquet. Demostraremos el Teorema 2.7 en una versién mas general y el
resultado mds importante serd el teorema de seccién predecible. Este teorema nos permitira
dar una respuesta completa a la pregunta sobre las relaciones entre los tiempos de paro
predecibles y los conjuntos predecibles, veremos también cémo aplicar este teorema en las
demostraciones de unicidad. Terminaremos el capitulo con el analisis de los saltos de los
procesos cadlag adaptados.

Un papel importante lo jugaran las condiciones usuales y sobre todo la completez del
espacio de probabilidad y de la filtracién (sin embargo, ver Apéndice C).

Antes de formular el teorema de Choquet es necesario dar unas definiciones.

4.1 Definicién. (a) Sea E un conjunto y £ una clase de subconjuntos de E. Decimos que
€ es un pavimento(V) si:
(1) Peg,
(i1) Si A, B € £ entonces AU B € €,
(iii) Si A, € £, n=1,2,... entonces "rj’1 A, €€
(b) El mosaico M generado por £ es la minima clase cerrada bajo uniones numerables e
intersecciones numerables que contiene a £.

(En las ediciones anteriores de la monografia la definicién del pavimento fué un poco mas general. La
formulacién actual es suficiente para nuestros propésitos y es méas conveniente para la demostracién del
teorema de Choquet.

41
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(c) Una capacidad (E-capacidad, £-capacidad de Choquet) en (E, £) es una funcién I: 28 —
R} U {+oo} tal que:
(i) Si A C B entonces I(A) < I(B).
(ii) Si A, C Ang1, n=1,2,... entonces I( OG A,) = sup I(A,).
n=1 n

(iii) SiA, €&y A, D A4y, n=1,2,..., entonces:
I(( Aa) = inf I(A,).
n=1

4.2 Teorema de Capacidad de Choquet. Sec £ un pavimento sobre E y sea I una ca-
pacidad sobre (E,E). Entonces para cada A € M,

I(A) =sup{I(K): K C A, K€€}
donde M es el mosaico generado por £.
La demostracién de este teorema se pospone al Apéndice B.

4.3 Ejemplo Basico. Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad fijo completo y sea E =
I' x 2 donde I' = R} (o mas generalmente, I' es un espacio métrico localmente compacto y

separable).
Denotemos por £’ a la clase de las uniones finitas de conjuntos de la forma K x B, con
K compactoen I' y B € § y sea £ el pavimento generado por &£’. Es facil ver que

E={(NAn: A€, n=12,..)={()An: A €E, A D Ay, n=1,2,...}.
n=1 n=1

En efecto, como la clase £ es claramente cerrada bajo las intersecciones finitas, entonces
la segunda igualdad es inmediata. Para demostrar la primera igualdad basta probar que si
An AL €8, An D Anpr, AL, D AL, paran = 1,2,..., entonces (N2, A,) U (N3, 4;,) =
N2, (A, U AL), lo cual es muy facil.

Sea Il : E — § la proyeccién de E sobre @ y P* la probabilidad exterior en 2.

Definamos ahora una capacidad: para cada A C E,

I(A) = P*(TI(A)) = inf{P(B) : BO II(A) y B € 3}.

I esté bien definida y es una £-capacidad. En efecto:
(i) Es clara.

(ii) Es consecuencia inmediata de:
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(1) (D A,) = T (4.
(2) Si B, C Bay1 CQ, n=1,2,... entonces P*( U B,) =lim P*(B,).

(1) es claro y para mostrar (2) f1)emos C, € § tal que C’ D B,, P(C,) £ P*(B,)+1/n para
n = 1,2,... Observemos que los conjuntos C} = Ni»,Cy tienen las mismas propiedades y
ademas C C C1 .4, por lo tanto

P (| B.) £ P(| C1) = lim P(C}) < lim P*(B,).
n=] n=1
La desigualdad “>"es obvia.
(iil) Basta probar que si A, € £y A, D Any1, 2 =1,2,... entonces

n(ﬁ A, = Fj [(A,) (4.1)

En efecto, supongamos que (4.1) se cumple. Sabemos que cada A, tiene la forma A,
NO_A™, AT € &' AP D AT m = 1,2,..., n = 1,2,... Entonces II{NX;A.)
Ne2 TN, A7) = N2, N, TI(AR) € §, ya que claramente II(A) € § para cada A € £'.
En consecuencia

o

() Ax)) = P(I(() Ax) = P([) [I(An)) = inf P(TI(An)).
n=1 n=1 n=1

Demostremos entonces (4.1): la inclusién I1(N5; A,) C N52,11(A,) es clara. Para probar
el reciproco observemos que si w € NS, I1(A,) entonces para cada n existe ¢ tal que (t,w) €
Ay, es decir AY # @ para cada n, donde

AY={teTl:(t,w) € Ay} (la w-seccidn de A,).

Como A, € £, AY es compacto y A% D A%, porque A, D Anyq. Por lo que N5, Ay # 0,
es decir existe t tal que para todan € N (¢,w) € A,, pero esto implica que w € TI(NL, 4,). O

4.4 Observacién. En este ejemplo el mosaico generado por € es B(I') @ §. En efecto, es
claro que M C B(I) @ J. Sea K = {A € M : A® € M}; K es o-algebra y veremos que
contiene a cada A = K x B donde K es compactoy B € §. Claramente A € £ C M y como
K€ =T — K es abierto en I, K€ se puede expresar como unién numerable de compactos
y por lo tanto A® = (K x B)° € M. Pero la clase de todos los subconjuntos de la forma
K x B con K compacto y B € § genera a B(I') ® §, en consecuencia M DK D B(I') ® §.
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4.5 Teorema. Sean (2, §, P) yT' como en el Ejemplo 4.3. Entonces para toda A € B(T')®%F,
II(A) es F-medible.

Demostracién. Aplicamos el teorema de Choquet a nuestro ejemplo: tenemos que si
A e M = B(T') ® § entonces:

P*(II(A)) = sup{PY(II(K)): K C A, K € £}.
Esto permite afirmar que para cada n existe K,, € £, K,, C A, tal que
P*(II(A)) € P*(II(K,)) + 1/n < P*(TI(J Knn) + 1/n.
Ya sabemos que (4.1) implica que II(K,) € § y por lo tanto II(U,K,,) = U,II(K,) € F.
Como Uy, K,, C A se tiene que para cada n
P(MIJKn) = P(IUKn) < P/(IA) < P Kn) +1/n,

es decir P*(I1A) = P(I1U,, K,.) y por lo tanto ITIA = II(U,K,) (menos un conjunto de
medida cero) y en consecuencia [1A € § (por la completez de F). o

Este resultado es interesante y profundo pues en general la proyeccién de un conjunto
medible en la o-idlgebra producto no es medible. En nuestro caso gracias al teorema de
Choquet vemos que si lo es. Como una aplicacién inmediata obtenemos el siguiente teorema.

4.6 Teorema. Bajo la Hipdtesis 2.15, st X es un proceso progresivamente medible, entonces
para cada B € B(R) el tiempo T? de la de la primera llegada de X a B es tiempo de paro.

Demostracién. Como §; = §.+, basta demostrar que {T'? < t} € §, para cada t € R,
(Lema 2.3). Tenemos

{TB <t} = {weQ:3s<t, con X,(w)€ B}
= TI(([0,¢[x2) N X'(B)).

Como X es progresivamente medible,
([0,¢[xQ)n X~Y(B) € B([0,t]) ® F:

y por el teorema anterior, aplicado al espacio de probabilidad completo (2, &, P) y I = [0, ¢],
obtenemos I1(([0,¢[xQ) N X~}(B)) € F.. O
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4.7 Observacion. Sabemos (Proposicién 3.5) que cada proceso adaptado y continuo por
la derecha es progresivamente medible, entonces el Teorema 2.7 resulta ser un corolario
inmediato del Teorema 4.6. Es verdad que en el Teorema 2.7 habldbamos de un proceso
con valores en un espacio métrico y ahora estamos considerando procesos reales, pero no
es dificil notar que la proposicién sigue siendo vilida para los procesos con valores en un
espacio métrico.

Vamos a formular el Teorema 4.6 atn de otra manera, quizds mds en el espiritu de la
teoria general de procesos.

4.8 Definicién. Para cada A € B(R,) ® § definimos el comienzo de A como
Dy(w)=inf{t > 0: (t,w) € 4}.

En el teorema anterior TZ es el comienzo de X~!(B), esto es T? = Dx-(5). Recipro-
camente, si A € B(R;)® § y X = 1,4 entonces D4 es el tiempo de la primera llegada de
X a {1}. Con esta terminologia el Teorema 4.6 puede reformularse, claramente bajo las
condiciones usuales, de la siguiente manera:

4.9 Teorema. El comienzo de un conjunto progresivamente medible es un tiempo de paro.

4.10 Corolario. Sea (,F, P) un espacio de probabilidad completo, A € B(R;)® §. En-

tonces D4 es una variable aleatoria con valores en Ry U {o0}.

Esto es consecuencia inmediata de: {D4 < t} = I(([0,¢[ x2) N A).
Estamos ahora en condiciones de mostrar el primer teorema de seccién.

4.11 Versién general del Teorema de Seccién. Sea (2,5, P) un espacio de probabili-
dad completo, A € B(Ry)®F. Entonces para cada € > 0 eziste una variable aleatoria U con
valores en Ry U {+o0} tal que:

(i) [U] c A.

(it) P(I[U]) + € > P(II(A)).

Escribimos P(II(A)) en vez de P*(II(A)), pues ya sabemos que II(A) € §. Observemos
ademés que P(II[U]) = P(U < o).

Demostracién. Lo mas natural serfa definir U como D, pero en general [D,] ¢ A.
Recordemos que en 4.3 definimos la w-seccién del conjunto A como AY = {t € Ry : (t,w) €
A}. Si todas las secciones A son cerradas por la derecha entonces [D4] C A. El teorema de
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Choquet nos permite aproximar a A por conjuntos que si tienen esa propiedad. Sea € > 0;
existe K C A, K € £ tal que:

P(TI(K)) + ¢ > P(II(A)).

Si definimos U como Dy, U es una variable aleatoria por el corolario anterior, {U] C
K C A ya que K“ es compacto para cada w, por lo tanto U(w) € K“ st U(w) < co. Ademas
II(K) = I({U}). Con lo que concluimos. m]

Los puntos 4.10 y 4.11 no dependen de la filtracién dada. Para subrayar su cardcter
general, hemos formulado explicitamente la dnica suposicién importante (que (Q,§, P) es
completo). Sin embargo, en lo que sigue siempre suponemos la Hipétesis 2.15.

Ahora pasaremos al teorema mds importante entre los teoremas de seccién, a saber, el
teorema de seccién predecible.

4.12 Teorema de Seccién Predecible. Sea A € P, entonces para toda € > 0 eziste un
tiempo de paro predecible T tal que [T) C A y P(T < o0) + € > P(II(A)).

La idea de la demostracién consiste en construir una clase G de conjuntos predecibles
tales que:
(i) Si C € G, entonces D¢ es un tiempo de paro predecible y [D¢] C C.
(i1) Todo A € P puede “aproximarse” por elementos de G.
Esto requiere, en particular, de un método de aproximacion, el cual estard basado en el
siguiente resultado de teoria de la medida:
(*) Si g es una medida finita sobre o(2) donde % es una élgebra de conjuntos, entonces
para toda € > 0 y toda A € o() existe C € Us tal que C C A y

#(C) + € 2> p(A).

Aqui, como siempre, 2; significa la clase de todas las intersecciones numerables de los
elementos de 2 (Este resultado se sigue del Teorema de Choquet 4.2, pero es mucho mas
elemental).

Para poder aplicar este resultado, se necesitara, ademas, que la familia G sea algebra,
que 0(G) = P y definir una medida adecuada sobre P.

Demostracién. Sea G la clase de todas las uniones finitas de intervalos estocasticos de la
forma [S, R, donde, S, R son tiempos de paro predecibles.

Claramente, G es una algebra y o(G) = P por el Teorema 3.12. Demostraremos que si
C € G, entonces se cumple que D¢ es un tiempo de paro predecible y [D¢] C C.
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1. Si C =[S, R[ donde S, R son tiempos de paro predecibles
D¢ = inf{t: (t,w) € [S,R[} = Sis<ry

y obviamente [S(s<r}] C [S, R[.

En virtud de la Proposicién 2.24, para demostrar que Ss<ry es predecible basta probar
que {S < R} € §s-. Pero {§ < R} = {S > R}° y {§ > R} € §s- por la Proposicién 2.20.

2. §i C = U?,[S;, R;| donde S, R; son tiempos de paro predecibles, entonces Dg =
minj¢, Dis; r,[- En consecuencia D¢ es predecible ya que el minimo de un niimero finito de
tiempos de paro predecibles (Proposicién 2.21), y claramente [D¢] C C.

Consideremos a la familia Gs. Vamos a demostrar que si C' € Gs, entonces D¢ es tiempo
de paro predecible y [D¢] C C.

Sea C = NZ,C,, donde C, € G para toda n, y podemos suponer adicionalmente que
Ca D Cpt1 para toda n. Esto implica que D¢, < Dg,,, ¥ D¢ = lim D¢, entonces, por la
Proposicién 2.21, D¢ es predecible. Ademds [D¢] C C, pues C,, tiene secciones cerradas por
la derecha, para toda n, entonces C = N2,C,, también las tiene.

Con todo lo anterior, para aplicar el resultado (*) de la teoria de la medida hay que
definir una medida sobre P (el candidato obvio seria P(II(-)) pero esto, en general, no es
aditivo). Por el teorema general de seccién, tenemos que existe una variable aleatoria U tal
que [UlCcAy

P(II[U]) + € = P(II(A4)). (4.2)

Definimos

#(B) = P(I(BN[U])) = P(U < oo, (U(w),w) € B),

la cua) es una medida finita sobre P. Aplicando (*) se tiene: existe C € Gs tal que C C A
¥y #(C) 4+ € > p(A). Esto, junto con (4.2) nos da

PIN(C N [U])) + e 2 P(I(AN[U])) = P(TI[U]) 2 P(II(A)) - c.
En consecuencia,
P(D¢ < 00) = P(T[D¢]) 2 P(T(C N [U])) 2 P(II(A)) - 2e.
Por lo que D¢ es el tiempo de paro que buscabamos. o

4.13 Observaciones. (a) Usando O = o([S,T], S,T tiempos de paro) y definiendo G como
la clase de todas las uniones finitas de intervalos estocasticos [S, T, se podria demostrar de
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la misma manera, el Teorema de Seccidn Opcional: si A € O, entonces para toda € > 0
existe T tiempo de paro, tal que (T|C Ay

P(T < o0) + € > P(II(A)).

(b) Otro teorema de seccién: se puede definir la o-algebra accesible como o([.S, T[, donde
S, T son tiempos de paro accesibles) y se podria demostrar el Teorema de Seccion Accesible:
si A es un conjunto accesible, entonces para toda € > 0 existe T tiempo de paro accesible tal
que: T)]C Ay ‘
P(T < o0) + € > P(TI(A)).

Veamos ahora algunas consecuencias del teorema de seccién. Primero aclararemos por
completo la relacién entre las dos nociones de predecibilidad.

4.14 Teorema. Sea T:Q — R} U {o0}.
(a) T es un tiempo de paro predecible si y sélo si su grdfica es predecible.
(b) T es un tiempo de paro si y sdlo si su grdfica es opcional.

Demostracién. (a) Supongamos que T es un tiempo de paro predecible, entonces T+ 1/n
es un tiempo de paro predecible y [T] = N,[T,T + 1/n[€ P pues [T,T + 1/n[€ P para toda
n. Por lo tanto {T] € P.

Reciprocamente, supongamos que la grifica de T es predecible, entonces por el teorema
de seccién predecible, existe (7}, )nen sucesién de tiempos de paro predecibles, tales que

[T C[T) y P(T.< o)+ % > P(T < o). (4.3)

para cada n. Reemplazando T, por T, = Ty ATy A...AT, podemos suponer adicionalmente
que (T,), decrece.

Sea S = limy, o Tn. Vamos a mostrar que S es predecible y que S = T c.s. En efecto,
como |{T,,] C [T)y T, > Tpn41 entonces para cada w € { existe np € N tal que T, (w) = Tp,o (w)

para toda n > ny. Aplicando el Lema 2.22 obtenemos que S es predecible.
Para probar que S = T c.s. observemos primero que [S] C [T] y por lo tanto

P(S < 00) = P(II[S]) < P(II[T]) = P(T < ).
Por otro lado, T,, | S implica {T,, < 00} 1 {S < o=}. Entonces por (4.3) obtenemos

P(T < %) < P(§ < o).
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Hemos mostrado que P(T < o) = P(S < o0).

Por 1ltimo, [S] € [T] implica {S# T} ={T <oy S =} = {T < 0} — {S < o},
es decir P(S # T) = 0, porque {S < oo} C {T < o}. En consecuencia T también es
predecible (ver Observacién 2.16).

(b) La demostracién es idéntica, sélo que estd basada en el teorema de seccidn opcional. O

4.15 Corolario. Sea A € P, tal que [D,) C A entonces D4 es un tiempo de paro predecible.

Demostracién. Por el teorema anterior basta demostrar que [D4] € P. La suposicién
[D4] C A implica [Dy] = A~]D4,00[.
Sabemos por el Teorema 4.9 que D4 es un tiempo de paro, lo que implica |D4,n] € Py
por lo tanto U%.,}D 4, n] =]Da,0o0l€ P. En consecuencia [D4] € P. O
El teorema de seccién (predecible) sucede ser bastante 1til en demostraciones de unicidad.
He aqui algunos resultados de este tipo.

4.16 Teorema. Sean X = (X¢)ier, ¥Y = (Yi)ier, procesos predecibles, tales que para cada
T tiempo de paro predecible y acotado

XT = YT C.8.
Entonces X y Y son indistinguibles.

Demostracién. Es obvio, que bajo estas hipdtesis, uno es modificacién del otro, pero, el
resultado es mas fuerte.
Definimos

A={(t,w): X(w) # Y(w)} € P.

Vamos a demostrar que A es evanescente. Supongamos que A no es evanescente, en otras
palabras, P(I1(A)) > 0. Entonces, por el teorema de seccién predecible existe un tiempo de
paro predecible T tal que

[T]cA y P(T <o0)>0.

De la definicién de A se sigue que X7 # Yr para todo w € {T < oo}. Entonces
P(T < 00)=P(Xr#Yr, T <o0)>0.
Pero, {X1 # Y7, T < o0} = U, {X1 # Yr, T < n}, y por lo tanto, existe n tal que

n=

P(XT91:YT, TSn))O.
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Finalmente, observemos que
0< P(Xr #Yr, T <n) < P(Xran # Yrrn)
lo que contradice nuestra suposicién, ya que T'An es tiempo de paro predecible y acotado. O

4.17 Observacién. Un argumento andlogo nos permite afirmar que si X, Y son procesos
predecibles, tales que para cada T tiempo de paro predecible y acotado Xr < Yr c.s., entonces
el conjunto {(t,w) : Xi(w) > Yi(w)} es evanescente (0 sea X <Y médulo indistinguibilidad).

4.18 Proposicién. Sean X y Y procesos predecibles tales que para todo T tiempo de paro
predecible

E(XT]-[T<00]) = E(YTI[T<00])a

entonces X y Y son indistinguibles.

Demostracién. Si {X # Y} no es evanescente, entonces uno de los conjuntos {X >Y} o
{X < Y} no es evanescente.

Supongamos que {X > Y} no es evanescente, entonces existe T tiempo de paro predecible
tal que [T] C {X > Y} y [T] no es evanescente. Por lo tanto,

Xr(w) > Yr(w) sobre {T < oo}

y
E(X11{r<oo}) > E(Yrli7<oo))s

lo que es una contradiccién. m]

Observacién. Esta proposicién vale si “para todo T tiempo de paro predecible” se reem-
plaza por “para todo T tiempo de paro predecible y acotado sobre su parte finita”.

En efecto, el tiempo de paro T, que aparece en la demostracién, se puede reemplazar por
T, = Tir<ny : Ty es predecible por 2.24 y 2.11(c) y [T] = U,[T,,], por lo tanto P(T,, < o0) >0
para n suficientemente grande.

Nos ocuparemos ahora del analisis de los saltos de los procesos adaptados y cadlag.

4.19 Definicién. Sea X = (X,);er, un proceso adaptado cadlag. Decimos que una sucesién
(Tw)n de tiempos de paro agota los saltos de X si:

(1) [TuN[Tw])=0sin#m.

(i1) {(t,w): AX (w) # 0} = U,[T,), donde AX, = X, — X,_.
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El siguiente resultado justifica la terminologia de la definicién anterior.

4.20 Proposicion. Sea X un proceso adaptado cadlag. Supongamos que (T,), agota los
saltos de X, entonces las siguientes condiciones se satisfacen:
(i) AXT, # 0 sobre {T,, < oo} para cada n.
(i) [T ATl = 0 s # m.
(ii1) Si S es un tiempo de paro tal gue [S]N U |T.) = 0, entonces AXg = 0 sobre {S < co}.
Reciprocamente si (1), (i) v (i1i) se cumplen para alguna sucesion de tiempos de paro

(Tn)n entonces {AX #0} = U [T] (mod. evanescentes).
n=1

La demostracién se deja al lector.
El siguiente teorema garantiza la existencia de sucesiones de tiempos de paro que agotan
los saltos de procesos adaptados cadlag.

4.21 Teorema. Sea X = (X,)ier, un proceso adaptado cadlag, entonces eziste una sucesion
de tiempos de paro que agotan los saltos de X. Si X es predecible entonces los tiempos de
paro pueden tomarse predecibles.

Demostracién. Definimos
Ap = {(t,w) : 1 £ |AX(w)| < o0}

yparan>1
A= {(t,w):1/(n+1) < |AX(w)| < 1/n};
obviamente {AX, # 0} = U A, (disjunta) y A, € O, para cada n, pues AX es opcional

como la diferencia de un proceso adaptado cadlag y un proceso adaptado caglad. Ademas
para cada w € ), A“ es a lo mas numerable sin puntos de acumulacién, pues t — X;(w) es
una funcién cadlag.

Definimos inductivamente tiempos de paro como sigue:

1 _ +1 _
Tn = DA,_ y T:‘ = DA,.-O[T,{]’ m 2 1.
1=1

Observemos que T} < T2 < --- Asi pues, también tenemos:

T (w) = inf{t > T (w) : (t,w) € A}
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Es decir T™ es “el emésimo salto de X con magnitud en [1/(n + 1),1/n[".

Es claro que cada T™ es un tiempo de paro, por ser €l comienzo de un conjunto opcional.
Ordenamos los tiempos de paro (T*) en forma de sucesién. Claramente, por construccién,
poseen graficas ajenas y agotan los saltos de X.

Si X es predecible cadlag, entonces AX también es predecible, en consecuencia A, € P
para toda n. Para terminar basta probar que cada T,* es un tiempo de paro predecible.

Sea n € Nfija, claramente T! = D, es predecible por el Corolario 4.15, pues [Dy4,] C An,
en virtud de que A, posee secciones discretas.

Supongamos inductivamente que T? es predecible para 1 < j < m — 1; entonces

m-—1

=1

en consecuencia T es predecible, pues [T"] C A, — UJL;'[T7] por el mismo argumento
empleado antes, lo cual termina la prueba. O

La construccién que aparece en la demostracién anterior motiva la siguiente definicién.

4.22 Definicién. Sea A € B(R;) ® § fijo. Para cada n € N defininimos el enésimo
comienzo de A, denotado DY, como la variable aleatoria:

%(w) = inf{t € Ry : [0,2] N AY contiene al menos n puntos}.

El hecho de que D% es variable aleatoria se comprueba facilmente observando que D} =
Da y Dt = D anypn oof (Induccién).

Ademas si A es progresivamente medible entonces D7 es un tiempo de paro para cada n.
Nuevamente ésto se prueba por induccién de la siguiente manera: Como A es progresivamente
medible D} = D4 es un tiempo de paro. Supongamos que vale para n, entonces ] D7, oo| es
progresivamente medible lo que implica que D}*' = D 4)D7, cof €5 tiempo de paro, por ser el
comienzo del conjunto progresivamente medible AN} DY, ocol.

La siguiente proposicion de caracter técnico sera de utilidad mas adelante.

4.23 Proposicién. Sea A = U2, [T,] con (T,), una sucesion dada de tiempos de paro.
Entonces ezisten dos sucesiones de tiempos de paro (U,)n y (Vin)m todos con las grdficas
ajenas tales que:

(i) U, es un tiempo de paro predecible para cada n.

(i1) V. es un tiempo de paro totalmente inaccesible para cada m.
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(i) AC (Lﬂ)[Un]) u (Q[Vm])-

Demostracién. Por el teorema de representacién 2.31, para cada n € N, existe un tiempo
de paro accesible S;, y un tiempo de paro totalmente inaccesible R,,, con graficas ajenas tales
que [T,] = [Sa] U[Ra].

Por definicién existe una sucesién (U, m)m de tiempos de paro predecibles tales que
[Sn] C Um[Unm); dicha unién no es necesariamente ajena. Ordenamos las sucesiones (Un m)m,
n € N, en forma de una sola sucesién que denotamos (U.),; entonces hemos obtemdo
Un [T0] C Un [UL] U Uy [Ra).

Procedemos a “ajenizar” las grificas como sigue: sea U, = U, y paran > 1, ([U,] —
Uj<n[U;]) € P es la grifica de un tiempo de paro U, el cual es predecible por el Teorema
4.14. La sucesién (U, ), tiene, ahora si, las graficas ajenas y U,[U,.] = U,[U..).

Ahora ponemos V; = R, y definimos, para n > 1,

R.(w), si R.(w)<ooy R.(w)# Rj{w)para 1<j<n

+00, en otro caso .

Valw) =

Es claro que [V,] = [Ra] — Uj<n[R;] ¥ que para cada n, V,, es tiempo de paro, pues
(Vo<t}={R.<t}Nn{R.# R} v {Ru#R;}€E 3n..

j<n

Como [V,] C [R,], los tiempos de paro V, son también totalmente inaccesibles.

Observemos que [U, "]ﬂ [V..] no es necesariamente vacio pero si evanescente lo que implica
que [U,] = Un([U.]N [ ") €EPesla grafica de un tiempo de paro predecible igual a U, c.s.

Anélogamente [V,] — U.([U.] N [V.]) es la grifica de un tiempo de paro totalmente
inaccesible.

Finalmente [U, ] N [V,.] es la grafica del tiempo de paro N, ,, = 0o c.s. que es predecible
Y totalmente inaccesible, asi pues, puede incluirse en cualquiera de las dos listas. Ordena-
mos los tiempos de paro mencionados en este dltimo parrafo y obtenemos la descomposicién
buscada. o

4.24 Corolario. Sea X = (X;)er, un proceso cadlag adaptado, entonces eziste una sucesidn
de tiempos de paro (T,), con las grdficas ajenas y cada T,, predecible o totalmente inaccesible

tal que {AX # 0} C U[T..).

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de los ltimos dos resultados. =]
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4.25 Corolario. Sea X = (X;)ier, un proceso cadlag predecible, entonces para todo tiempo
de paro totalmente inaccesible T, AXt =0 c.s. sobre {T < oo}.

Demostracién. Sea (T,), una sucesién de tiempos de paro predecibles que agotan los
saltos de X; si T es un tiempo de paro totalmente inaccesible, entonces [T] N UX,[T,] es
evanescente y por lo tanto

P(I([TIN{AX #£0}) = P({T < 00} N{AXr #0}) = 0.
En consecuencia AXt = 0 c.s. sobre {T < oo}. O

Como una aplicacién de los resultados anteriores, en la iltima parte de este capitulo
daremos una caracterizacién de los procesos cadlag predecibles.
Para esto necesitamos el siguiente teorema, conocido como el lema de las clases monétonas

(L.C.M.).

4.26 Teorema (L.C.M.). Sea  un conjunto no vacio y A un w-sistema de subconjuntos
de ). Sea H una clase lineal de funciones reales definidas en §) tal que:
(i) 1eH.
(ii) 14 € H, para ceda A € A.
(i) Si ($n)n €s una sucesion no decreciente de elementos de H con (, > 0 para cada n y
(n T¢, entonces ( € H.
Entonces H contiene a todas las funciones o(A)-medibles.

Otra versién. Si las funciones en H son acotadas y reemplazamos la condicidn (iii) por:
(i) (€ H, (20(n€N), (n1( y( es acotada entonces { € H. Entonces H contiene
a todas las funciones o(A)-medibles y acotadas.

Para la demostracién de este teorema ver Apéndice A.

4.27 Lema. Sea X = (X,)ier, un proceso predecible, entonces 1ir<oo) X1 €5 Fr_-medible,
para todo tiempo de paro T (compare con la Proposicién 3.7).

Demostracién. Sea
A= {[0g]): F € Fo}U{JU,V]: U,V son tiempos de paro }.

Claramente A es un w-sistema tal que o(A)} = P (Teorema 3.12). Sea H la clase de
procesos Y tales que 1{7<c) Y7 es §r_-medible para todo tiempo de paro T.
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H es una clase lineal y 1 € H pues {T < 00} = @ — {T = oo} pertenece a Fr_; ademés
si (Y»)n es una sucesién en Hy Y, 1Y , entonces Y € H. En virtud del L.C.M. 4.26 basta
probar que 14 € H, para cada A € A.

Si A = [0F], F € Jo, entonces como (14)r = l{r=0)nF tenemos que:

1{T<oo}(14)T = L{7=0)nF

que es §r_-medible porque Fo C Fr-.
Si A =]U, V], entonces 1{T<oo}(1A)T = 1{T<oo)(1{U<T} - 1(V<T}) que es §r_-medible,
por lo tanto H contiene a los procesos o(A) = P-medibles. O

4.28 Lema. Sea T un tiempo de paro predecible y ( una variable aleatoria Fr_-medible,
entonces el proceso (17, €s predecible.

Demostracién. Si ¢ = 1, donde A € F7_, entonces (1(7,co[ = 1(r,,00[ €5 predecible porque
T4 es un tiempo de paro predecible (ver 2.24).

Luego aplicamos el razonamiento estindar (consideramos sucesivamente { simple, no
negativa, arbitraria). D

Estamos en posicién de enunciar y probar la caracterizacién prometida.

4.29 Teorema. Sea X = (X;)ier, un proceso cadlag. Entonces X es predecible si y sélo
st

(i) AX7 =0 cs. en {T < o} para cada T tiempo de paro totalmente inaccesible, y

(i) X7 es Fr—-medible sobre {T < oo} para cada T' tiempo de paro predecible.

Demostracién. =: (i) es el contenido del Corolario 4.25.

(ii) se sigue del Lema 4.27; observemos que dicho lema es mas general.

<: (ii) implica que X es adaptado, si tomamos tiempos de paro deterministas.

Como X es cadlag adaptado existe por el Corolario 4.24 una sucesién de tiempos de paro
(T} con cada T, predecible o totalmente inaccesible y tal que {AX # 0} C U[T] (unién

disjunta). Si algin T, es totalmente inaccesible, entonces
0= P({Th < 0o} N{AXr, # 0}) = P(II([T,] N {AX #0})),

por (i), es decir [T,,] N{AX # 0} es evanescente.

Sea T, = (T,)a con A = {T, < 0o} N{A X7, # 0} entonces T, = +oco c.s., por lo tanto T},
es predecible y {AX # 0} N [T,] = [T.] , luego entonces si reemplazamos T, por T, podemos
suponer que todo tiempo de paro en la sucesién es predecible.
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Como las grificas permanecen ajenas, podemos escribir:

X = X- + ZAXTn . l[T..](t)-

(Xi-)ier, es predecible pues es adaptado cag, cada 1jr,) es predecible, pues [T,] € P.
Por (il) Xr,1{7,<o0} € §7,--medible lo que implica AX7, 171, <00} €s F1,--medible (observe
que {7, < oo} € §r,-)-

En efecto, sea (Sy,m)m una sucesion de tiempos de paro que predicen a T, entonces:

XT"_. = lim Xsn,m
el cual es 0(U3s,,.) = S1,.--medible. Pero

AXr 11, = AX7, 17, 00(i7n) = (AXT,1{Tn<o0)) 1T 00[L(Tn]

que es un proceso predecible por el Lema 4.27. En consecuencia X = (X,).cr, es predecible
como la suma, posiblemente infinita, de procesos predecibles. o

Como una aplicacién de este teorema demostraremos una propiedad interesante de las
martingalas. Vamos a necesitar un lema sencillo.

4.30 Lema. Sea ¢ una variable aleatoria integrable. Denotemos por M = (M;)cr, a la
version cadlag de la martingala (E(€|F:))ier, . Entonces para todo tiempo de paro predecible
T se tiene Mr_ = E(€|§1-)-

Demostraciéon. Sea (7,,) una sucesién de tiempos de paro que predicen a T'. Por el teorema
clésico de convergencia de martingalas, se tiene que My, = E(¢|F1.) — E(£|r-) cs. y en
L' (ver Apéndice D, Teorema D.10; recordemos que Fr_ = o(U,J1,) por 2.14(c)).

Por otro lado, lim Mz, (w) = M7_(w), asi pues: Mr_ = E(¢|F7-). 0

4.31 Proposicién. Sea M una martingala predecible (versién cadlag) entonces M es con-
tinua (mddulo indistinguibilidad).

Demostracién. Probaremos que el proceso predecible AM = M — M. es indistinguible
del proceso 0. Por el Teorema 4.16 basta probar que para todo tiempo de paro acotado
predecible T', se tiene que AM7y = Mr — Mr. es igual a 0 c.s. Pero My — Mp_ es Fp_-
medible (por el Teorema 4.29), asi pues basta probar que E((Mr — Mr_)14) = 0 para todo
A€ Fr_.
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Primero notemos que Mr y Mr_ son integrables por ser T acotado. Sea, por ejemplo,
T < a. El Lema 4.30 (con ¢ = M,) implica que M7_ = E(M,|§r-), entonces:

E(Mrls) = E(E(M.|37)14) = E(E(E(M|§r)14|37-))
= E(E(MJ|8r-)14) = E(Mr_14),

lo cual prueba la proposicién. O
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Capitulo 5

Cuasimartingalas

En este capitulo investigaremos una clase de procesos, llamados cuasimartingalas, que con-
tiene a martingalas, supermartingalas y submartingalas. A cada cuasimartingala le corres-
ponde una medida finitamente aditiva sobre el anillo de los conjuntos predecibles de una
forma especial. El resultado més importante de este capitulo es el Teorema 5.23, el cual nos
dice cudndo podemos extender esta medida a una medida o-aditiva. Esta medida extendida
se llama miedida de Doléans y jugara un papel fundamental en los capitulos posteriores.

Como siempre suponemos la Hipétesis 2.15 pero esta vez, ademis de nuestro conjunto
de los tiempos R, fijemos un conjunto

I CRyU{oo} talque inflICI.

Claramente, en particular puede ser /] = R,. Vamos a considerar procesos (X;)ie; con el
conjunto de tiempos I.

Tomando en cuenta que la nocién de cuasimartingala no es tan conocida como la de
martingala, vamos a investigarla un poco mas detalladamente y por eso queremos incluir
también el caso del tiempo discreto y ademés los casos I = Ry (= Ry Uoo) y I = [0,ql.

Tiene sentido decir que el proceso ( X;)ics es adaptado si convenimos, como siempre, que
Foo = U(Ute}R.,.St)-

5.1 Definicién. (a) Un subconjunto de Ry x § se llama rectdngulo predecible si tiene la

forma
]s,t] x F, dondes,tel, Feg,

o bien [0,inf I] x F', F € Jo.
A la clase de todos los rectdngulos predecibles la vamos a denotar por R;.

59
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(b) Por A; denotamos el anillo generado por R;.

5.2 Observacién. (a) Cada elemento de A; se puede expresar como la unién finita y ajena
de elementos de R porque la interseccion de los elementos de R; esta en R;.

(b) Si supl ¢ I entonces [0,sup I[xQ ¢ Ay, por lo tanto tenemos un anillo y no un
lgebra. Sin embargo, para cada t € I se tiene [0,¢] x @ € Aj, ya que

[0,2] x @ = ([0,inf I] x Q) U (Jinf I, 4] x Q).

5.3 Definicién. Sea X = (X,)iwr, un proceso integrable (es decir E|X,| < oo para cada
t € I). La medida de Féllmer asociada a X es la medida finitamente aditiva Ay, definida
sobre Aj, tal que

Ax(Js,t] x F) = E((X¢ — X,)1F) sis,te€l, s<t, FEF,, ¥
Ax([0,inf I} x F) =0, F € Fo.

Por la observacion anterior es claro que Ay estd bien definida y de manera tnica sobre

Ar
5.4 Definicién. (a) Si A € Aj se define la variacidn de Ax en A como

Pxl(4) = sup{ Px (40}

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas {A;} de A por elementos
de .A[ (6 de R]).
(b) Se definen A} y A3 de modo natural: A € A;,

172(1Ax|(4) + Ax(4)),
172(12x1(4) — Ax(4)).

5.5 Observacién. (a) |Ax| es finitamente aditiva: si A,B € A;, AN B = 0, se tiene:

SUP(Z [Ax(A)]) + SUP(Z |Ax (B;)I)
= sup(}_ [Ax(4)] + Z Ax(B;)),

A%(4)
Ax(4)

It

pues {A;}, {B;} es una particién de AU B y toda particién finita de AU B se puede separar
en una particién finita de A y otra de B.
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(b) A%, A% también se podrian definir como
Xy (4) = sup Tx (A, Az(4) = sup Y Px (A,
el supremo tomado sobre las mismas particiones de 5.4(a).

5.6 Definicién. Un proceso (X;)«s adaptado e integrable se llama cuasimartingala si para
cada t € I, Ay tiene variacién finita sobre [0,2] x Q.

5.7 Observacién. Es inmediato ver que las martingalas, submartingalas y supermartin-
galas son casos particulares de las cuasimartingalas. Concretamente,

(a) (Xi)ier es martingala si y sélo si Ax = 0.

(b) (X¢)ier es submartingala si y sélo si Ax > 0.

Pero la nocién de cuasimartingala es mas general. Como la suma de dos cuasimartingalas
claramente también es cuasimartingala, entonces la suma de una supermartingala y una
submartingala es cuasimartingala.

Otra ventaja importante de esta nocién consiste en que esto se generaliza ficilmente a
procesos multidimensionales, inclusive a procesos con valores en un espacio de Banach (ver
(15] para los detalles). En cambio la nocién de supermartingala (o submartingala) no tiene
sentido en dimensiones mayores que uno.

5.8 Proposicién. Un proceso (X;)ic1 integrable y adaptado es cuasimartingala si y sélo st
para cada t € 1

sup B(3 |E(Xay, — Xo|Fo)]) < 00, (5.1)

1=0

donde el supremo se toma sobre todas las particiones de la forma
ian=t0<t1 < "'<tn=t, y t“ EI, i=0,1,---,n.

Demostracién. Supongamos que (X,).e; s una cuasimartingala y sea inf] = t; < ¢; <
-+ < t, =t una particién. Llamemos Y; = E(X,,,, — X,,|§,,). Es obvio que

Yil=Yi- Lyisoy — Yo Livicoy
y que {Y; > 0}, {Y: < 0} € ;. De esto se deduce:

E(CIE(Xeyy = XulB)]) = EQU(Yilmz0) - Yilpricoy))

1
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= B(S(B((Xus ~ X roy150) = B((Xay, —~ XDl rcolFe))
= S (B (Xu — XLz~ E(Xas = X))

= S O0x Ot fa] % % 2 0))  Ax s 1] % {5 < 0)

< (0,1 x 9)

ya que
. n—-1 n-1
[0,inf 1] x @, {Jti,tia] x (¥ 2 03}, {Jtistia] x {¥; < 0}}

es una particién finita de [0,%] x Q cuyos elementos estdn en R; y Ax([0,inf J] x Q) = 0.
Como por hipétesis |Ax|([0,] x ) < co concluimos que (5.1) se cumple, para cada t € I.

Reciprocamente, fijemos ¢ y consideremos una particién finita de Jto,t] x € compuesta
por rectangulos predecibles {A;}%,, A; € Ry, ¢ = 1,...,n. Pasando a una particién mas
fina (lo cual sélo agranda a la suma Y [Ax(A;)|) podemos suponer que la particién tiene la
forma:

A=)t tin] X B, G=1,2,...,m;, i=0,1,...,n— 1,

donde inf/ =ty <t; <---<t, =ty paracadai€ {0,1,...,n — 1} fijo, {Bj, Bj,... B.,}
es una particién de {2 tal que B} € §;, j = 1,2,...,m,. Para esta particién se tiene:

> Dx(4)]

It

T Y IB(Xey, = Xu)1g)|

iiww«xtm - X )1518,))]
ZiE(fla;E((Xtm ~ X.)I3))
By 15, B((Xuoy = X0)I52)

1

E(ZIE((XtHH = Xu)I8u)1)

IA

I

puesto que }_; 1gi = 1.
J

Esta desigualdad y la hipétesis (5.1) muestran que (X,)c; s una cuasimartingala. 0O

5.9 Corolario. Si (Xi):es es cuasimartingala entonces (|X;|)ie; también lo es.
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Demostracién. Tenemos
|Xt-'l - E(lXt.‘I |3t.‘) < |Xt.‘ - E(Xiilst.)l-

Ahora basta observar que sia € R, b € R, y a < b, entonces |a| < 2b— a. Los detalles de la
demostracién se dejan al lector. ]

5.10 Corolario. Si I = N entonces todo proceso (X,)ic1 adaptado e integrable es cuasimar-
tingala.

Demostracién. En efecto, para cada t € I fija, el supremo en (5.1) es una suma finita de
términos finitos. w

Ya hemos observado que la suma de una supermartingala y una submartingala (o, que
es lo mismo, la diferencia de dos supermartingalas) es cuasimartingala.
Sucede que esto ya es la forma general de una cuasimartingala.

5.11 Teorema (descomposicién de Rao). Un proceso X = (X;)ie1 s una cuasimartin-
gala si y solo si X es la diferencia de dos supermartingalas.

Demostracién. Ya sabemos que hay que demostrar solamente la necesidad, es decir cons-
truir las dos supermartingalas a partir de la cuasimartingala X. Esto se hard en varias
etapas:

1. Primero supondremos que t* = (sup I) € I y que X;» = 0.

Sea t € I y fijemos una particién 7 del intervalo [t,1*]:

Tit=to<th < - <tp=t,t;€l, 1=0,1,...,m

X = (X¢)ie; s adaptado e integrable por ser cuasimartingala.

m—1
Xt = E(XtISt) = E(Xt Xt'l&t Z Xt. Xt.,“ IS’:)
1=0

m—1

= E(Y_ E((Xy, — Xu,)I50)180)

1=0

= BT BX, - X [§)°150)
m—1
~B(S E(X, Ko 807180 = ¥2r) = Y20,

=0
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donde
m~-1
Ytl(T) = E( Z E(Xti - Xt-‘+1 Igt-)+'&f)) !
1=0 .
m~1
Y1) = E() E(Xy — Xup |8)7150).

1=0

La clase de las particiones de [¢,*] es parcialmente ordenada con el orden natural (ser
mas fina que) y es filtrante creciente.

Vamos a demostrar que si 7 < o entonces Y)(7) < Y} (o) y Y2(r) < Y?(0o) (estas
desigualdades se cumplen c.s.).

Basta suponer que o tiene la forma siguiente: o se obtiene de T afadiendo un punto,

o: t=t0<"'<t;<3<tg+1<"'<tm=t‘;
y basta demostar que

E(E(Xt. - Xt.'+1 )&‘;)+|3t) S
E(E(Xy, — X,|8.)7I3) + B(E(X, — X1,,,|8:)*5)- (5:2)

Sea A = X, — X,,,,. Usando la desigualdad de Jensen tenemos:

E((E(AI3:)*I5:) = E(E(E(AIZ,)*184)IS:)
> E((E(E(A]S)I8:.)"13:) = E(E(A]S:.)*IS:)
= E(E((Xy, ~ Xtiyn) — (Xo = X)I80)7134)
> E(E(Xy = X0, 18:))" = (E(Xe, = X,|3))7)IS0)

(en la dltima desigualdad se usé que (a — b)* > a* - b* si a,b € R). Por lo tanto (5.2) se
cumple.
Tenemos asi que para cada sucesién creciente (7, ).en de particiones del intervalo [t,1]:
(1) (Y2(7))nen s una sucesién creciente de variables aleatorias.
(i) sup, E(Y;} (7)) < |Ax|(Jt, t*] x ) < oo (hipétesis, ver la demostracién de la Proposicién
5.8).
De (i) y (ii) se concluye que (Y;}(7.))nen converge c.s. y en L! a una variable aleatoria
Y € L! (que depende de (7,.),)-
Como consecuencia de lo anterior podemos afirmar que (Y;!(7)), converge segtn el filtro
de las particiones a una (iinica) v.a. Y;! en L! (s esto no fuera cierto, existiria ¢ > 0 y una



65

sucesién creciente de particiones (0,), de [tp,t*] para la cual ||¥,}(0,) — Y} (0no1)lL2 2 €).
Ademis Y} = esssup, Y,!(7).

Anélogamente se muestra que (Y;>()), converge a una variable aleatoria Y2 en L' y
Y? = esssup, Y(7).

Ahora veremos que X; = Y;! — Y2 y que (Y))se1, (Y;?)ter son supermartingalas.

Denotemos por I'[t,t*] el conjunto de las particiones del [t,t*] formadas con elementos de
I. Para cada 7 € I'[t,t*] tenemos

X, =YM7)=Y2(r), tel

Sean (7,), una sucesién creciente en I'[t,¢*] tal que lim, o, Y,}(7,) = Y! c5. y (7, )n Otra
sucesién creciente en I'[t,t*] tal que lim,_o, Y2(7.) = Y c.s.
Tomando 7, = 'T,," \Y 'r,': , tenemos

Jm Yim) =Yy Jim YA(m) = Y,

por lo tanto

X, = lim (Y} (ra) = Y2(r)) = ¥ = V2.

Mostremos que (Y,!)ies es una supermartingala: sea s < t, s,t € I. SiT € I'[t, "] entonces
rU{s} € Ils, "] y
E(Y}(n)IZ,) S Y MrU{s}) <Y} cs.

Pasando al limite con 7 € '[t,t*] y usando que la convergencia es en L' obtenemos que
B(Y}I3.) < Y1 cs.

Lo mismo se hace para (Y?)er.

Observemos que en este primer caso se obtuvieron dos supermartingalas positivas.

2. Supongamos ahora que sup I = t* € I pero X+ puede ser ahora no nula. (X, —
E({X;+|81))ier es un nuevo proceso que satisface las condiciones del primer caso. Por lo tanto
existen (Y!);e; ¥ (Y;?):es supermartingalas positivas tales que:

X~ E(X|§)=Y} - Y? paracadatel]

de donde X, = E(X;:|§:) + Y,! — Y;?. Ahora basta observar que (E{Xp|§¢) + Y )ies s una
supermartingala pues (E(X;+|§:)):ter es martingala.

3. Finalmente supongamos que sup I = t* & I. Se toma una sucesién (t,), fija tal que
t,el,neNto=inflyt, Tt

Si hubiera unicidad en la descomposicién seria inmediato. Como no la hay tenemos que
hacer lo siguiente: el proceso parado X7 = X;a, es cuasimartingala sobre I U {t*} porque
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a partir de t, es constante y en t* la definimos igual a esa constante. Por 2 existen V", Z"
supermartingalas tales que X™ = V™ — Z". Para t € [tn,tn41[ NI definamos:

Y= Vet (Vi = Vi) o+ (Vo = Vi) + (V0 - vt
Y2 = Z0+(ZL-2Z)+ + (28 - 2

) H (20T = 201,
Y! y Y2 son procesos adaptados. Veamos que son supermartingalas:
Sean s < t, s,t € I. Supongamos que s € {tm,tmt1], t € [tn,tnsi[-
Sim=n,
E(Y] = Y?[8,) = E(V" = VS, <.
Sin>m, s <tpp <tppg<---<t, <t
E(Y! -Y7I8,) = E((Vof -V + (Vi = vinth)

o (VT = VIS < 0.
Anélogamente se muestra para (¥,?)se;s.
Por iltimo, X, = Y! — Y}, t € I ya que:

Y-y}

X + (X5 = Xp) -4 (X4 - X0
Xto + (Xh - Xlo) +t (Xt - th) = Xt‘

]
5.12 Observacién. Si X = (X,)er, es una cuasimartingala cad, entonces tiene una des-

composicién de la forma X = - 72, donde 71, Y son supermartingalas cad.

En efecto, si Y! y Y? son supermartingalas tales que X = Y! — Y2, entonces definimos

} li¥n Y}, si el limite existe,
vl sit
Yt = S€Q

0, si no existe .

Y' es una supermartingala con respecto a la filtracién (4 )ier, (Apéndice D, Teorema
D.12), la cual en nuestro caso es igual a (§;)cr, -

Andlogamente definimos Vf. Es claro que \ 4 y Y? tienen las propiedades deseadas.

Quizas vale la pena investigar qué forma tienen unos teoremas clasicos sobre (super)mar-

tingalas extendidos a cuasimartingalas. El teorema de muestreo opcional de Doob tiene la
forma siguiente.
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5.13 Proposicién. Sean I C Ry y (X.)ier un proceso integrable. Para todos los tiempos de
paro S, T, § < T que toman sus valores en un subconjunto finito de I se tiene |S,T)] € A;
y M\x()S,T)) = E(Xt — Xs).

Demostracién. Sean to < t; < --+ < t, los valores que toman S y T. Como ]5,7] =
10, T)=to, S] y E(X7 — X5) = E(X1 — X4y) — E(Xs — Xy,), basta mostrar que para Jto, T

se cumple el resultado. Tenemos

7] = U{(tw) i to <t <ty T(w) =t}

= L_) Q{(t,w) it <t<tjyT(w) =t}
= C) Q{(t,w) it <t <ty T(w) =t}

= Ultw) i o <t Sty o < T(w))

= Uttt x ) € Ay

i=1

ya que F; := {t;.y <T} € §,_,. Ademas

Ax (Jto, T]) = Z/ Ky =X,y dP = ZE/ X,, - X,,_,)dP

i=1 j=11i=j T=ti}

= /{T:gl}(Xt‘ - Xto)dP+ V/(T=tz}[(Xt2 - th) + (Xh - Xto)] dP

ot [ (K= X (X = X 4P
T=tn}

)

= Nr=w)

dP—/OXodP = E(Xr - Xy,).

Ahora mostraremos la desigualdad maximal para cuasimartingalas.
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5.14 Teorema. Sea I C R, tal quea = infI € I yb = supl € I. Si (Xi)er €s une
cuasimartingala continua por la derecha entonces para cada a > 0 se tiene

P(Aa) < SO (ol x ) + [ XpdP),
donde A, = {sup,e; X¢ > a}.
Demostracién. Basta ver que para cualquier subconjunto finito F C I, a,b € F, se cumple
P(BF) < ~Ox (a8 x )+ [ XodP),
donde Bp = {max;cr X: > a}.
Sean F = {a = t(],t],...,tm =b} CI, A= {Xo> a}y A, = {Xi, > a, maxy<r; i, Xy

<a}l,n=12,..
EsclaroqueA I'\A—-@mn;é]yqueBp—U oAn. Por lo tanto

P(Br) =3 PA) <3+ / X,, dP.
n=0 'n-()
Ademas (Jtn,b] x A,) € A, n=0,1,...,my
Ax(Jtmy B] X An) = E[(Xs — Xe,)1a,] = /A XydP — /A X,, dP.

Por lo tanto,

P(Br) < GZ( Ax(Jt, 1] X An) +f X, dP)
n=0
< E[Ax(tn,b]xA / X, dP
1
< —2x(la,b) x 9) + / X, dP.

O

Se recomienda al lector deducir de este teorema las desigualdades maximales clésicas
para supermartingalas y submartingalas (Apéndice D, Teorema D.6 y Corolario D.7).

He aqui dos teoremas de convergencia casi segura. No los vamos a demostrar porque
no los vamos a usar. Las demostraciones son completamente analogas a las pruebas de los
hechos correspondientes para supermartingalas (ver e.g. [3] para el caso de martingalas y
[15] para cuasimartingalas).
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5.15 Teorema (Convergencia c.s.). Sea (X,)nen un proceso adaptado integrable tal que
S BB (X = XulS)) <00y sup B(X) < o
Entonces (X, )nen converge casi sequramente a una variable aleatoria integrable.
Observacién. La condicién rél E(|E(Xpn41 — Xa|En)|) < 00 es equivalente a
sgp])\xl(]O, n} x ) < oo.
El teorema para el caso continuo es el siguiente:
5.16 Teorema. Sea (X;)ier, un proceso adaptado e integrable tal que
sup [Ax[(10,2] x @) <00y sup E(XT) < oo,

entonces X, converge casi seguramente a una variable aleatoria integrable cuando t tiende a
+o00.

Del teorema de Rao obtenemos inmediatamente el siguiente teorema de regularizacién
para cuasimartingalas.

5.17 Teorema®. Si (X,)«r, es cuasimartingala entonces el proceso definido por

- li{p X,(w), siexiste
Xg(b)) = 1€Qy

0, si no existe
es cuasimartingala cad.

Demostracién. Usar el teorema de descomposicién de Rao y el teorema correspondiente
para supermartingalas (Apéndice D, Teorema D.12). O

()Obsérvese que en este capitulo (con una tnica excepcién de la Observacién 5.12) todavia no hemos
usado la suposicién de que la filtracidn satisface las condiciones usuales. Todo se cumple para una filtracién
arbitraria.
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Observacién. Anilogamente como en el caso de una supermartingala, si no suponemos que
la filtracién sea continua por la derecha obtenemos que X es cuasimartingala con respecto

a (S )eer, -

Pasemos ahora al problema mds importante para nosotros en este capitulo: el problema
de la existencia de una extensién de la medida de Féllmer a una o-algebra adecuada.
Antes de formular el teorema correspondiente daremos unas definiciones.

Notacién.

7
Tlf

el conjunto de todos los tiempos de paro con valores en I,

{T € 7; : T toma un ntimero finito de valores }.

5.18 Definicién. Sea (X,)ier, 0 (Xt)teli.,, un proceso y sea I C Ry o I C R;. Decimos
que X pertenece a la clase D sobre I siy sélo sila familia {X7 : T € T;} es uniformemente
integrable.

Ademais decimos que X pertenece a la clase DL si y sélo si pertenece a D sobre [0, a]
para todo a > 0 y finito.

Para entender mejor el teorema de extensién veamos algunos ejemplos de elementos de
estas clases.

5.19 Ejemplos. (a) Sea X una submartingala continua por la derecha y no negativa, en-
tonces X € DL.
Demostracién. Sea a > 0 finito, entonces para todo T' € Tjg o) tenemos que si A = {X7 > r},

/AXTdPS/AX{,dP,

ya que A € §r y X es submartingala.
Por otro lado, tenemos que

P(Xr>r)<P(supX,>r)< lE(Xc,,).
t€a T

De donde obtenemos

sup P(X7>r)—0 sir— oo.
T€To,a)

(b) Toda martingala (X:).cr, continua por la derecha, pertenece a la clase DL.
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En efecto, para todo tiempo de paro T < a, tenemos por el teorema de muestreo opcional
que Xt = E(X,|8r) por lo que X € DL.

(c) Toda martingala (X;):wr, continua por la derecha y uniformemente integrable (o,
que es lo mismo, toda martingala (X:),.g, cad) pertenece a la clase D. En efecto, tenemos
Xr = E(Xx|87) para cada T tiempo de paro, por lo que X € D.

(d) Si (Xn)nen es supermartingala uniformemente integrable, entonces X € D sobre
{1,2,...,+00}.

En efecto, sabemos que (X,,), converge c.s. y en L! a una variable aleatoria X,, tal que
Xn 2 E(Xw|8n), para n € N. Como (E(Xw|§n))n es martingala de la clase D, entonces al
reemplazar X,, por X, — E(Xo|8») podemos suponer que X, >0, n € Ny X, » 0cs. y
en L. Por hipétesis SUPT€ oy (oo EXr =sup,ey EX, < 0o, entonces basta probar que para
cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que [, X7dP < € para todo evento A con P(A) < § y todo
tiempo de paro T'.

Fijemos € > 0; existen n € Ny § > 0 tales que EX, < ¢/2 y [, XydP < ¢/2" para
k=1,...,ny P(A) < 4. Si T es un tiempo de paro arbitrario y P(A) < 6 entonces

]A XpdP = /A XrliremdP + [ XrlsndP

< X,dP XryndP
< Z_‘{/A k +/{T>n) Tv

€
< = X,dP < ¢
2 + 4/{T>n} ¢

para obtener la peniiltima desigualdad hemos usado el teorema de muestreo opcional (Apéndice
D, Teorema D.3).

En el ejemplo que sigue veremos que la aseveracién que acabamos de probar (para el
tiempo discreto) no es cierta en el caso de tiempo continuo.

(e) Sea (Wi)eer, el proceso de Wiener en R® que parte de un punto z distinto de 0.

Sea h(y) = 1/]y| la funcién superarmdnica fundamental. Entonces el proceso h(W,) = X,
es una supermartingala positiva con trayectorias continuas (este hecho, bien conocido, se
sigue por ejemplo de 11.8 y 11.9(c)).

Como |W,| — oo c.s. cuando t - oo, entonces X; — 0 c.s y en L cuando t — co.

Definamos X, = 0. La funcién ¢ — X,, como mapeo de [0,00] en L' es continua,
entonces €l proceso

X = (Xt)t€ﬁ+

es uniformemente integrable. Probaremos que X ¢ D.
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Sea T, =inf{t: X; > n} =inf{t: |W;] <1/n}. Sear >0y n > r, entonces

/ X1, dP = nP(Xg, > r) = nP(T, < 00).
{X1,>r}

Por otro lado, de las propiedades bien conocidas del proceso de Wiener en R® (ver e.g.
[19, Ch. 3, Proposition 1.6] se sigue que

si |z| € 1/n,

1’
P(T. <o) = 1(nlel), silel>1/n,

entonces

/(XT,.>1‘) XT" dP = Tl/(nlx') = 1/|.1:]

Por lo que se mantiene constante para toda n > r, de donde {Xr,}.» no es uniformemente
integrable, por lo tanto X no pertenece a la clase D. o

5.20 Notacién. Sea a > 0.
P, = la clase de subconjuntos predecibles de [0, a] x €.
A veces vamos a escribir (de manera no completamente rigurosa): P, = P N ({0, ] x ).

5.21 Lema. Sea (X,)icr, una cuasimartingala y o > 0. Entonces Ax tiene ertension o-
aditiva a P, si |Ax| la tiene.

Demostraciéon. Supongamos que Ax tiene extension o-aditiva. Entonces para cada A € P,
existe A, € Apq) tal que

[Ax|(A2A) =0 si n— oo.
Entonces <

[Ax(An) = Ax(Am)] [Ax(An — Am)| + |Ax(Am — An)]

IAX'(An - Am) + ,’\X,(Am - An)
[Ax|(An 2 Am),

IA A

1

de donde [Ax(A4n) — Ax(An)| — 0 cuando n,m — oco. Es decir (Ax(A,)). es convergente.
Definamos Ax(A) = ,}HHO Ax(A,) y de esta manera obtenemos la extensién deseada (ejerci-
cio). D
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5.22 Observacién. Un argumento idéntico muestra que si |Ax| tiene una extensién a una
medida o-aditiva y finita sobre P entonces Ay también la tiene.

5.23 Teorema. Sea X = (X;)icr, una cuasimartingala continua por la derecha. Fijemos
a > 0. Son equivalentes:

(a) [Ax| tiene extensidn o-aditiva a P,.

(b) X € D sobre [0,a].

(¢) {Xr:Te ’]}g’a]} es uniformemente integrable.

Demostracién. Obviamente (b) = (c).

(c) = (a): Sabemos que |[Ax| es una medida positiva finitamente aditiva en Ajq
(Definicién 5.1) que es una algebra de subconjuntos de [0, o] xQ y ademds que 0(Ajp,o)) = P
Lo que necesitamos probar es que dada una sucesién (A, )nen con A, € Apep, n=1,2,...
y A, | @ se cumple que lim {Ax|(Ar) = 0. Lo haremos en tres pasos.

1. Primero probaremos que basta considerar los A,’s de una forma especial. A saber,
basta demostrar:

(1) Si A, =|s,t.] X §, t, | s, entonces !Lrlr: IAx|(A,) =0y

(i) Si H, € §o, H, | B, entonces
sup{|Ax|(A) : AC[0,0] x Hoy AE Apeg} L0 si mn—> o0

(nétese que [0, a] x H, en general no pertenece a Ajgqy)-
En efecto, supongamos que (i),(it) se cumplen. Definamos

clase de todas las uniones finitas de conjuntos de la

forma [s, ¢} x F, FE€EF,, s<t<ay{0}xF, FeFo

ysean A =|s,t]x F,C =[s+1/n,t]x F, B=]s+1/n,t]x Fcon F€ J, ys+1/n<t<a.
Es claroque ADC DB, CeCy A~ B=]s,s+1/n|x F.
Si (i) vale entonces

0 < Axi(ls,s +1/n] x F) < [Ax|(ls,s +1/n] x Q) = 0

cuando n — co. Asi tendriamos la siguiente propiedad:

(I) Para cada A € Ajgo) y € > 0 existen C € C, B € Apq talesque A D C D By
Ax{(A—-B) <e.
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(Esta propiedad es obvia si A = {0} x F' con F € §, pues entonces A = C = B).
Ahora supongamos que existe una sucesion A, € Ao}, An | @ tal que [Ax|(An) no
converge a 0. Como se trata de una sucesién decreciente de términos positivos esto se

traduce a:
36>0 talque |Ax|(A.)>6 VrneN.

Apliquemos (I) a cada A, tomando €, = (§/2)1/2": tenemos C,, € C y B, € Apq) tales
que A, D C, D By, |Ax|(An — B,) < €.

Para tener las sucesiones (Cyr), ¥ (Bn). decrecientes se toma Cl =CyNCN...NCp y
Bl=BiNB:N...NB,,yesclaroque A, DCL DB}, n=1,2,...y C} €C, Bn € Ap),
Cl | 8, Bl | 0, puesto que por la suposicién A, | 0.

Px|(A. - BY) = I/\xl(ﬂA —ﬂB <Z|Ax|A - B))
< i(6/2)1/2f<6/2,

7=1
Para cada w € Q fijo, sea C}(w) = w-seccién de CL, es decir,
Clw)={te[0,qa]: (t,w) € CL}.

C!(w) es compacto por ser unién finita de intervalos cerrados y acotados. Ademds C}(w) | @,
porque C} | §. Esto muestra que:
{I1) Para cada w € Q) existe No(w) € N tal que C}(w) = B si n > No(w).

Ahora definamos H, = {w € Q : C}{w) # B} (= proyeccién de C} sobre Q). Por (II) se
tiene: para cada w € ) existe Ny(w) € N tal que w € H, si n > No(w). Asi H, tiene las
siguientes propiedades: H, € §, para cada n, H, | 8,y BL C C} C [0,a] X H, para cada
n € N. 5i (ii) vale, podemos concluir que {Ax{(BL) | 0 cuando n — oo. Pero

8/2 > [Ax|(An — By) = Ax|(An) — PMx|(B}) > & — [Ax|(B,),

lo cual es una contradiccién.
Con esto hemos mostrado que (i) y (ii) implican el resultado.
2. Basta mostrar
(i/) ltilr?AX(]s’t] x F)y=0, F € g,

(ii,) Si H, € §a, H, | ® entonces
sup{Ax(JS,T))|: $,T € T{ ), S < T,]S,T] C]0,a] x Ha} L 0.
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(Recordemos que por la Proposicién 5.13 |5, T] € Apq si S,T € T[g,a} por lo tanto
Ax(]S,T)) esta bien definido).
En efecto, veremos que (i') y (ii’) implican (i) y (ii): para € fijo arbitrario, sea Ry, ..., Rx
una particién de [0, ] x  compuesta de rectangulos predecibles tal que

k
(0] x ©) 2 3 xR > [Ax([0, 0] x 9) - (5.3)

=1

Entonces, para cada A € Ap,,] tenemos ademas

k
Px1(4) = - x(R:nA)] 2 [Ax|(4) — e (5.4)

=1
En efecto, supongamos que existe A € Ajg o) tal que

k

> (RN A)l < Axl(4) e

=1

Como T5, M x(Ri N A°)| < |Ax|(AC) se tendria

k k
S Px(R)l < S(Ax(B:n A+ hx (B0 A%))

i=1 i=1

< |Ax!([0,a] x Q) — €
lo que contradice a (5.3).
Aplicando (5.4) al conjunto A =]s,1} x F, £ € §, tenemos:
k
Ax1(Js,t] x F) < 3" IAx(RiN]s,t] x F)| + e
=1

El conjunto R;N}s,t] x F, es de la forma Ju,v] x G con G € F,. Ademas si t | s entonces
v | u
Por ('), tenemos que |Ax(R;N]s,t] x F')] — 0 si t | s. Por lo tanto

0 < limsup |Ax|(]s,t] x F) < e
tls

y como ¢ es arbitrario, obtenemos limy, |Ax|(]s,t] X F) = 0, y por lo tanto (i) se cumple.
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Veamos ahora (ii): primero demostraremos que si A C [0,a] x H,, A € Ajp,q) entonces
existen S,T € 7}6"«] talesque S< Ty

A ClSTIU({0} x F) C [0,a] x Hy, (5-5)

donde F € Fo.
En efecto,

A= ({0} x Fo)U J]ui,v] x Fi, F; € §u;, U F: C H,
i=1 i=0
y se puede suponer que 0 < uy < uy €+ <up <
Ahora definamos T=a y

0, siwe F
S(w): Uy SinF (FoU"‘UE-])
a, siwég U Fi.
=0
S es un tiempo de paro:

{S=u} = U (BE-(RhU-UF.)ed.,
{j:u,:u,'}

{S=a} = (|JF)° € Fun C S

1=0

Es claro, que ]S, T] C [0, a] X H,. Veamos ahora que A C|S,T] U ({0} x Fy): sean (t,w) €
Jui,v;] x F; y k=min{j : w € F;}. S(w) = ux < u; (por la definicién de S). Entonces

Twy=a2t>u; 2y = Sw)

o sea, (t,w) €]5,T). Queda as{ demostrado (5.5).
En consecuencia tenemos
sup{|Ax|(A) : A C[0,e] x H,, A € Apal}
< sup{|*x|(]S,T]): S,T € T, [0 , ST, 15Tl C [0,a] x H,}

o,

< sup{iMx(&ﬂ]S,T])l-’re : S, T €T, [oa], S<T, )5T)Cl0,a] x H,} (5.6)

=1

La primera desigualdad se obtiene de (5.5) y la segunda de (5.4).
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Ademis (R;N]S,T)) tiene la forma }5;,T] con S;,T; € 'T[({a] ya que R; =Ju;, v} x F =

U, Vi donde
U, siwe€lF,

UF:{a, siwgF
i _fv, siwebF,
VF*{a, siwgF
y entonces RiN)S, T =UL VS, VEAT)y Si=Us VS, T, =VEAT.

Por lo anterior se puede aplicar (ii’) al lado derecho de (5.6) y obtenemos:

Jim sup{|Ax|(4): AC[0,0] x H., A€ Apaj} <

de donde se sigue (ii) ya que ¢ es arbitrario.

3. Por dltimo mostraremos (i') y (ii').

(i) Axl(s,8] x F) = [p(Xt — Xs)dP — 0sit | s porque X es cad y {X:}sefo,o) €5
uniformemente integrable por hipétesis.

(i"): Sean H, € §a, H. | 0 (fijos). Para todos S,T € 7{({@] tales que S < Ty
15,T) C [0,a] x H,, tenemos por la Proposicién 5.13

PAx(08,T)| = |E(Xr = Xs)| = | [, (Xr = Xs)dP|

porque X7 = Xg en HE.

IN

/Hn IXTIdP+/Hh Xs|dP

2 sup | Xr|dP.

' Hn
T o

|/H“(XT — Xs)dP)|

INA

Pero {X7}7cqs  es uniformemente integrable y por hipétesis H, | §. Por lo tanto
(0,0]

lim sup sup 1Ax(1S, TH| < lim 2 sup / | X7|dP = 0.
n—oo 15 T)C(0,a]xHn " rer! JHn

! [0,a)
5TeTy o

Asi hemos mostrado que (c) implica (a).
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(a) = (b): Supongamos que |Ax| tiene extensién o-aditiva. Queremos probar

su Xr|dP =0 sin-— oo.
TeTha /{IXTI>n} Xzl

Para cada T € 7] tenemos

Xz|dP < I(T) + I,(T),
Sy IXT14P < 1n(T) 4 Bo(T)

donde
L(T) = Xr — E(X,|871)|dP, I.(T)= E(Xa|37)|dP.
(1) = [y Xr = BXSOWP, BT)= [ E(XeIS7)]
La segunda integral es mas facil:
sup I.(T) < su E(|XJ||57)dP = su X,|dP
TGTxE,ux @ Teflsa] {IX7|>n} (1XellS7) Te’I[Ea] {|XT|>n}l !

/ | XaldP — 0 sin— oco.
{sup,<q | Xe|>n}

La igualdad se sigue claramente del hecho de que {|X7| > n} € §7, y la convergencia a cero
se cumple porque P-casi cada trayectoria de X es acotada en [0, ] (por la Observacién 5.12
es una consecuencia inmediata de la propiedad aniloga de supermartingala cad, o bien se la
puede deducir también de la desigualdad maximal 5.14(2)).

Para transformar a I,(T) definamos el tiempo de paro T, := T{x,>n} A @. Se tiene
S C 81, porque T < T, por lo tanto

E(|E(Lqx21>n} (X1 = Xo)IS7)]) = E(|E(XT, — Xal37)))

E(|BE(E(XT, — XolF1)I187)) < E(E((|E(XT, — Xal87.)DIS7))
E(|E(X1, — Xal31,)D)- (5.7)

I(T)

Por otro lado, para cada S € Tjp,q) se tiene
E(|E(Xs — Xa|Fs)]) < [Ax](]S, af) (5.8)

(el lado derecho de la desigualdad esta bien definido porque hemos supuesto que |Ax| tiene
extensién a P,). En efecto, si S € T[é,a] Y Siy-..,Sk son todos los valores de S, entonces

(?)La ventaja de este segundo método consiste en que esto se puede generalizar al caso multidimensional.
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razonando de una manera andloga como en la primera parte de la demostracion de la
Proposicién 5.8 obtenemos

k
E(E(XS - Xal&S)D = Z E(1{5=3.‘}‘E(Xsi - Xal&a.)[)

i=1

k
< 3 Pxl(sia] x {S = si}) = [Ax1(1S, ).

=1

En el caso general consideramos una sucesién (Sp)m, Sm € 7{5', ol tal que S,, | S. Como

Ss, | 85y Xs,. — Xs, entonces por el lema de Fatou tenemos

E(|Xs — E(Xa|8s)|) < liminf E(|Xs,, — E(Xals,)))
< liminf |Ax|(JSm, o) = |Ax|(]S, &),

ya que |Ax| es o-aditiva y (5.8) queda demostrado.
Definamos ahora U, := inf{¢ : | X;| > n} A a. Se tiene U, < T,,, U, T a c.s., por lo tanto,
(5.7) y (5.8) implican
sup In(T) < sup |Ax|(JUn,]) -0
T€Tjo,q) T€Tpo,q)

sin — 00, otra vez por o-aditividad de | Ax|. Lo que termina la demostracién del teorema. O

Del Lema 5.21, Observacién 5.22 y Teorema 5.23 obtenemos inmediatamente
b}

5.24 Corolario. Si (X,):cr, es una cuasimartingala continua por la derecha de la clase DL
entonces Ax tiene extension o-aditiva a P, para cada a > 0. Si ademds |[Ax|(Ry X ) < o0
entonces Ay tiene extension o-aditiva y finita a P.

5.25 Definicion. La extensién de Ax para X cuasimartingala cad de la clase DL se llama
la medide de Doléans asociada a X y la denotamos también Ay.

5.26 Observacién. Si Ay > 0 (es decir X es una submartingala) entonces la medida de
Doléans esta definida sobre todo P y con valores en R, .
En el caso general estd definida sobre P, para cada a > 0.

5.27 Corolario. Sea X una cuasimartingala cad de la clase D sobre [0, ). Entonces para
todos T, S € Tjp,e), T < S se liene

Ax(IT, S]) = E(Xs - X7).
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Demostracién. T, S son tiempos de paro con valores en [0, ¢], por lo tanto |T, 5] € P,.
Para demostrar la igualdad basta mostrar que

Ax(]0,5) = E(Xs — Xo)

para cualquier S € T ) porque |T, S] =0, S]-]0, 7).
Sean T,, € 7}1{0 tales que T,, | S. Ax(]0,7,]) = E(Xr, — Xo) por la Proposicién 5.13.
Como 0, T,,) l]O,SJ y Ax es medida sobre P,, entonces

Ax(10, 7)) L Ax(]0,S]) sin — oo.

Por otra parte, E(X7, — Xo) — E(Xs — Xo) ya que X7, — Xg cs. por ser X cad y
{Xr}re, , es uniformemente integrable. Por lo tanto E(Xs ~ Xo) = Ax(]0, S]). O



Capitulo 6

Proyeccion predecible, proyeccion
dual predecible y teorema de Doléans

En este capitulo regresamos a la teoria general de los procesos. A cada proceso medible
acotado le corresponde un proceso predecible llamado la proyeccién predecible del proceso
original. La nocién dual es la proyeccién definida sobre una gran clase de medidas en Ry x ).
El resultado mé4s importante de este capitulo es el teorema de Doléans que dice que cada
medida igual a su proyeccién se puede representar como la esperanza de la integral de Stieltjes
con respecto a un proceso predecible.

6.1 Teorema (de la proyeccién predecible). Sea X un proceso medible acotado (no ne-
cesariamente adaptado), entonces eziste un proceso predecible unico (mddulo indistinguibi-
lidad) denotado por X%, el cual satisface:

E(X11(rco}) = E(XP)11i7¢00))

para todo tiempo de paro predecible T'.
Llamamos o X7, la proyeccion predecible de X .

Antes de demostrar este teorema veamos algunas de sus consecuencias inmediatas.

6.2 Observaciones. (a) Si X es predecible, entonces X¥ = X y por lo tanto (X?)” = X7.
(b) (aX + BY)? = aX? + BY?, a, BER.
(a) y (b) justifican el término de “proyeccién predecible”.
(c) S1 S es un tiempo de paro totalmente inaccesible, entonces:
(Usial)” = Lsof ¥ (L))" =0

81
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En efecto, para todo tiempo de paro predecible T, se tiene:
E(1soo(T)li7<e0)) = P(S < T < 00),
pero P(S =T < oco) = 0 pues S es totalmente inaccesible, asi pues,
P(S<T <o0)=P(S<T <) = E(Lis,e0[(T)1{T<00})-
La segunda igualdad se sigue de la primera y de (b) ya que 1js) = 1{s,00[ — 1}5,00[- D
Primero obtendremos la proyeccién predecible del proceso de una forma especial.

6.3 Lema. Sea Z un proceso predecible y acotado y { una variable aleatoria acotada; de-
notemos por M la versién cadlag de la martingala (E(€|5:))ier, . Entonces (Z¢)F = ZM_,
donde M_ = (M,_)icr, -

Demostracién. ZM_ es claramente predecible porque M_ es caglad adaptado. Por otro
lado, Zr1{T<co) €s §r--medible (con T tiempo de paro, predecible o no, por 4.27), luego
entonces, por el Lema 4.30 tenemos

E(Z18li1<0}) = E(E(Z1éli1<o0}|87-))
E(Z11(7<00} E(€|S7-))
E(Z11(1<0yM7-)
= E((ZM.)rl(7¢0))

O

Demostraciéon del Teorema 6.1. La unicidad es una consecuencia inmediata de la
Proposicién 4.18. Para probar existencia denotemos

K ={X:X esun proceso y X" existe }.

Claramente K es una clase lineal en virtud de que (aX + 8Y)? = o X? + gY?.
Sea

A= {[s,tf[xF:0<s<t, Feg}

Observemos que A es un 7-sistema tal que o(4) = B(R,)® F; por lo tanto para probar que
K incluye a todos los procesos acotados medibles, basta comprobar que las condiciones del
lema de las clases monétonas (L.C.M., 4.26) son satisfechas.
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(i) 1 € K pues 17 =1,
(i) 14 € K, para cada A € A; puesto que 14 es de la forma Z ¢ con Z = 1,4 acotado
predecible y £ = 1, y por el Lema 6.3 existe (1,)7.
(ii1) Sea (X,) una sucesién en K tal que 0 < X,, T X y X es acotado; probemos que X € K.

Primero observemos que si Y € K, Y > 0 entonces Y > 0. En efecto, para cada T
tiempo de paro predecible

E(YP)rli<o0)) = E(Yrl{r<o0}) > 0.

Entonces el conjunto predecible {Y? < 0} es evanescente por el teorema de seccién predeci-
ble 4.12. Esta propiedad junto con la linealidad de la proyeccién implican que X7,, > X7
si Xpp1 = X, y por lo tanto existe lim,_o X7 .

Por otro lado, para todo tiempo de paro predecible T',

E((Xa)rlir<eo}) = E((X])11{T<00})s
entonces por el teorema de la convergencia monétona concluimos que
E(X11{T<o}) = E((Jim X7)11{1<cc)),
por lo tanto X € K y X? = lim,_,o X7 pues lim,_ ., X? es predecible. 0

Nota. Escribiremos X7 en lugar de (X”)r, pero no se debe confundir la variable aleatoria
XT con el proceso (X1)7.

6.4 Corolario. Sea Z un proceso acotado predecible y X un proceso acotado medible, en-
tonces:

(ZX)? =ZXP.
Demostracién (esbozo). Por linealidad basta suponer que Z > 0. Sea
K = {X : X es un proceso medible acotado y (ZX)* = ZX"}

y sea

A={stxF:0<s<t, FeF};

procediendo como en la prueba del teorema anterior, se concluye que K incluye todos los
procesos medibles y acotados. u]

De la demostracién del Teorema 6.1 obtenemos el siguiente corolario.
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6.5 Corolario. El mapeo X — X7 tiene las siguientes propiedades:
(i) Es lineal.
i) X >0= X*>0.

(iii) X, TX = XP1X".

A continuacién damos una interpretacién de la proyeccién predecible:

6.6 Corolario. Sea X un proceso medible y acotado. Para cada tiempo de paro predecible

T se tiene
X7 = E(X7|87-) c.5. sobre {T < oo}.

Demostracién. Sea T un tiempo de paro predecible y A € §r_. Entonces T4 es un tiempo
de paro predecible (por 2.24) y por lo tanto [T4] € P. Observemos que 1i,)(T) = 14
sobre {T' < oo}; aplicando el Corolario 6.4 al proceso acotado predecible Z = 1;r,3y a X
obtenemos que:

(1zaX)? = 1y X7,

por lo tanto:
LI(T<w}XTdP = E(l{1<w)1aX7) = E(L{7<oo}lir)(T) X71)
= E(1(7<w}1[T,,](T)X;)=/AI{T<«>}X}’ dP.

Como esto ocurre para cada A € Fr- ¥ 1{T<oo} XF €s Fr_-medible por el Lema 4.27, obten-
emos 1<} X7 = V1<oo) E(X7|87-) C.5. ]

Nétese que tomando en particular tiempos de paro deterministas obtenemos X7 =
E(X\|3:-) cs.

Ahora introduciremos la nocién de dual de la proyecciéon predecible de procesos: la
proyeccién predecible de medidas.

6.7 Definicién. Sea 4 C B(R,) ® § una sub-c-dlgebra que contiene a los subconjuntos
evanescentes de R, x Q. Sea u: A — R una medida (con o sin signo). Decimos que y es
admisible si u(E) = 0 para todo conjunto evanescente E.

Sea A una o-algebra con P C A C B(R4+) ® § y sea p una medida admisible finita sobre
A (0 sobre Ugs04 N ([0,e] x ) y finita para todo @ > 0(). Para cada proceso acotado

(D Esta formulacién no es completamente rigurosa y debe entenderse asi: para cada o > 0, ¢ es una medida
(posiblemente con signo) o-aditiva y finita sobre la o-dlgebra de los subconjuntos de [0, a] x © que pertenecen

a A
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medible fijo, consideramos el mapeo (bien definido):
Xpd 5 X X'Pl d o,
X ‘/R+XQ w6 X Ahxﬂ [0,0] 41 para cada o > )

Tomando X =14, A€ B(R)® F (0 A € U,50B([0,a]) ® §), podemos definir una funcién
conjuntista ¥ : B(R,) ® § — R (0 #” : UasoB([0,2]) ® T — R) mediante la férmula:

pF(A) = / 15 dp

(o bien

pP(A) = /lz du para A€ | B([0,a]) ® F).

a>0

Por propiedades ya mencionadas del mapeo X — X7 se sigue que ;¥ es una medida,
sobre B(R+)®F (0 UasoB([0, o])®F), ademds es admisible (pues si E es evanescente, entonces
1z es indistinguible del proceso 0, lo mismo ocurre con 1%, por lo tanto u”(E) = 0).

6.8 Definicién. Llamamos a u” la proyeccion dual predecible de p.

6.9 Propiedades. Sea A una o-élgebra tal que P C A C B(R,) ® § v sea g una medida
admisible finita sobre A (o sobre UysoA N ([0, a]) X ) y finita sobre AN ([0,a]) X ) para
cada a > 0).

{(a) Para todo proceso acotado y medible X se tiene:

Xd ”=/ X d
-/R.Q.Xﬂ “ IR.(.XQ N

P_ P
(o /l.hm X1padp” = /IRJ,xn X"1jp oydp para cada a > 0).

(b) u = u” sobre P (o sobre P, para cada a > 0).
(¢) ()P = u® (esta propiedad motiva el término “proyeccién”).
(d) Sea T un tiempo de paro predecible y definamos

pr(A) = E(|  1a(t,w)dlige), A€ B(R,)®F?

]o'm[

entonces u} = ur (nétese que pr esti definida sobre todo B(R4) ® §).

(2) [ es una integral en el sentido de Stieltjes para cada w fijo.
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Demostracién. (a) Es conveniente observar que por el Corolario 6.4 (X1jg,0))” = X" 1p 4.

Ahora bien si X = 14 con A € B(Ry) ® § (0 A € UasoB([0,a]) ® §) las identidades
se siguen inmediatamente de la definicién de u”. Por linealidad del operador X — X7,
las identidades permanecen validas para procesos simples y el hecho general se sigue por
aproximacién.

(b) Es inmediato, pues si A € P (0 A € UasoPy) entonces (14)7 = 14.

(c) Para todo proceso acotado y medible X se tiene:

/Xd(ﬂ’)”:/x”df=/(x”)”d,¢=/x”dp=/x¢1p”

(asi mismo se tiene el resultado anilogo en el segundo caso) por lo tanto (u%)? = u”.

(d) Observamos que el proceso 1r,.{(t,w), tiene su inico salto en T'(w) para cada w fija
tal que T(w) < oo, asi pues d1{r,f es una medida atémica (si T{w) < oo) con tnico dtomo
{T(w)}, de donde obtenemos que

pr(A) = P(w € Q : (T(w),w) € A)

pues obviamente
14(T(w),w) = / 1a(ty) d1g cof
10,00

para cada w € 2 fija. Pero para todo proceso acotado medible X tenemos:
/Xdﬂr = E(X71{7<o0)) = E(XF1iT<o0))

[X7dur = [ X au},

esto prueba que p} = pr. m]

6.10 Proposicién. Sea p una medide admisible finita sobre B([0,a]) ® § para cada o > 0,
entonces existe un unico proceso V (mddulo indistinguibilidad) tal que

(a) V es cadlag.

(b) E|V|; < 0o ¥t > 00,

() ([V]:): es el proceso de variacién de V, es decir

VIe(w) = sup{[Vo(@)] + 3 IV, (@) = Vi, @)] :0= 50 < 51 < - <50 =, n=1,2,...}.
k=1
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(c) #(A) = E(fip,001 14(t) dV2) (tomando para cada w fijo la integral de Stieltjes) para cada
Ae B([O,a][) ®F, a>0.
(d) Si ademds p es finita sobre B(R,) ® § entonces E(|V]w) < 0o (la variacidn (|V];) es
un proceso creciente por lo cual tiene sentido V|, ).
() Si u >0 entonces V es creciente (es decir, casi toda trayectoria es creciente®)).
Recipocramente, si V es un proceso con las condiciones (a) y (b), entonces p definida en
(c) es una medida admisible finita sobre B([0,a]) ® § para cada a > 0.

Demostracién. Se toma la descomposicién de Hahn para g = u* — p~. Asi podemos
restringirnos al caso positivo g > 0. (Se obtiene V* para u* y V'~ para p~ y el proceso
buscado serd Vt — V).

Ahora, para cada t fijo, definamos: v:(B) = p([0,t] x B), B € §; 7; es una medida finita
sobre § y es absolutamente continua con respecto a P ya que p es admisible (si P(B) =0
entonces [0,%] X B es evanescente).

Sea V! una densidad de 7,: V' = %

V/ es casi lo que buscamos, ahora sélo hay que tomar versiones “buenas”. Tenemos
u((0,4 x B) = w(B) = [V, dP = E(15V,).

Como p > 0, si t; < t; entonces vy, < 7, v por lo tanto V,; < V,; c.s.
Si
N"‘l"‘z = {w € 2 Vrll(w) > V,;(w)} y N= U N"’lfzv

r1<rz
r1,72€0Q4

entonces P(N) = 0 (ya que para todos ry,r; € Q4 con ry < ryy, P(N,,,,) = 0).
Definimos

_Jinf{V(w):r>t, reQy}, siwgN
Vt(w)_{(), siw€ N.

Es claro que V; es cadlag, creciente y V; = V; c.s. Asi, V, es una versién cadlag de la densidad.
Por la definicion de V;,

u([0,1] x B) = E(15V;) = E(/[ow[l[O"]"B dV,), para todos t € R, B € 5.

(M Advertencia. En esta monografia “creciente” siempre significa “no decreciente”, es decir t; < t; implica
Viy < Vi
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Es inmediato que
WA = B(f 14dV), AcBR)ES.

Unicidad: Si (Vgn)tellb, es otro proceso con las condiciones pedidas, V,” =V, c.s. y como
ambos son cadlag, son indistinguibles.
El reciproco es claro. O

Observacién. El proceso V no es necesariamente adaptado. La filtracién no se menciona
en esta proposicion.

Ahora pasaremos al teorema mdas importante en este capitulo.

6.11 Teorema de Doléans. Sea p una medida admisible finita sobre B([0,a]) ® § para
cada a >0 y Y sea V el proceso dado por la proposicidn anterior. Entonces:

p=pu" siysdlosi V espredecible.

En otras palabras, V es predecible si y sdlo si para cada X proceso medible acotado,
/Xllo,a,] dy = /X”llo,a] du, Ya>0.
O, mds ezplicitamente, si y sélo si para cada X medible acotado,

E( /lomlxtl[o,a](t) dv,) = E( /[o'oo[ XP1p(t)dV;), Va > 0.

Observacién. En 6.9(d) se definié pr para T tiempo de paro predecible y se vié que
ur = uy. El proceso correspondiente V es 1i7,00[ que es predecible.

Demostracién. Supongamos que V es predecible. Queremos probar que p = u”%; lo
haremos en 3 pasos.

1. Podemos suponer V5 = 0, ya que se puede reemplazar V por V — V;.

En efecto:  El proceso que es igual a V, para cada t >0 es predecible porque es
adaptado y continuo (V, es §o-medible) y la medida que corresponde a este proceso esta
concentradaen ({0} x F, F € §). Sea po dicha medida. Veremos que g, tiene la propiedad

deseada uf = po: si X es un proceso medible y acotado,
[Xduo = E(XoVo) = E(%E(XolSo)) = E(VoXT)

[ X7 duo= [ Xl

Il
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ya que E(Xo|So) = X{ por 6.6 (recordemos que Fo- = Fo)-
Si p es la medida que corresponde a V, g — po corresponde a V —Vj y en estas condiciones
es claro que u tiene la propiedad deseada si y sélo si u — po la tiene, ya que:

(b — po)” = p¥ — uf = u¥ — po,

por lo que
(B—po)” =p—po siysélosi p” =p.

2. Podemos suponer que V es creciente:

Cada trayectoria de V es de variacién finita, por lo tanto V = V+ — V= (V* V-
crecientes)(s). Tenemos que probar que V*t y V~ son predecibles. Basta mostrar que si V
es predecible entonces (|V|;)«cr, es también predecible, ya que entonces V* = (V| + V),
V- = 1(|V| - V) también lo seran.

V es cadlag adaptado y predecible, por lo tanto AV =V — V_ también lo es.

Por otra parte, A|V|, = |AV;| y en consecuencia (A|V|;):er, es predecible.

Finalmente |V}, = A|V|, + |V|;-. Como (|V};~) es adaptado y cag, es predecible por lo
que (|V};); también lo es.

3. Ahora. demostraremos que si V es un proceso predecible creciente, Vo = 0 entonces

p=p".
Sea X un proceso medible y acotado, X > 0. Basta mostrar que

B([" Xeav) = B([ XP V).

Para cada w fijo, sea

gs(w) = inf{t > 0: Vi(w) > s}.

Como V es creciente, V5 = 0, g, es también creciente como funcién de s y g(0) =
Aplicando el teorema de cambio de variable:

/°° X, dV, = ]°° X0 145 <o0) ds
0 1]

y por lo tanto
E(/ X, dV) = E(/ X, 1(g1co0) d5).
0 0

(ds= medida de Lebesgue en R,)

() Advertencia. Se trata de la descomposicién de Hahn (o de Jordan) de la funcién con variacién finita.
Es decir V;* # (Vi)* = max(V;,0).
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Por otra parte, para s fijo, g, como funcién de w es un tiempo de paro predecible, ya que
es el comienzo de un conjunto predecible:

A={(t,w):V(t,w)>s} y [DaC A (ver 4.15).

o0

/Xg,l{g.@ds) /E(X Lip,<con))ds

E(7X¢dV:)

- /0 E(XP 14y <o0y) d / P 1ige<oo} d)

= E(/O X7 dvy),

en donde la tercera igualdad se sigue del teorema de proyeccién predecible 6.1.

Ahora veamos el reciproco. Supongamos que g = p”.

Se puede suponer que g es finita sobre Ry x Q. En efecto, reemplazando p por gjo,qjxa
y utilizando la unicidad de V' tenemos:

Si V' es el proceso que corresponde a pjo,q)xa, entonces para oy < a; se tiene Vo1 = V2
sobre [0, ;] por unicidad de V*1. Si sabemos que V* es predecible para cada a > 0,
V = limgy_,o V* serd también predecible.

Sea entonces ¢ una medida admisible finita sobre B(R.)® &, ¢ = u¥. Para mostrar que
el proceso correspondiente V' es predecible utilizaremos el Teorema 4.29. Recordemos que
hay que probar:

(i) Para todo T tiempo de paro totalmente inaccesible AVy = 0 c.s. sobre {T < oo}.
(i) Para todo T' tiempo de paro predecible Vrl(rceo) s §7--medible.
Mostraremos primero (ii) . Para ello utilizaremos el siguiente resultado:

6.12 Lema. Si A es una o-dlgebra completa y £ es variable aleatoria con la propiedad: “para
toda variable aleatoria acotada 7 tal que E(n]|A) = 0 se tiene E(nf) = 0”. Entonces £ es
A-medible.

Demostracién del Lema. Sea ( una variable aleatoria acotada y n = ( — F((|.A). Es claro
que E(n|A) = 0y por la suposicién E(£(¢ — E(¢]A)) = 0. Por lo tanto

E((§) = E(EE((IA)) = E(E((|A)E((]A))
E(E(E(£1A) ¢|A)) = E(C E(]A)).

I
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Ast, E(C¢) = E(¢ E(¢|A)) para cada ( acotada y entonces, ¢ = E(£]A) c.s. y por completez
¢ es A-medible. : a

Regresando a la demostracién aplicaremos el lema a { = Vrl{r¢eo). Si mostramos que
para toda 7 tal que E(n|§r-) =0 se tiene que E(nVrl{r<c}) = 0 podremos afirmar que
(i1) se cumple.

E(nVrlig<eoy) = E(| nlpmdV) = [nlpmdp = [ (nlpz)7du
0

(aquf se usé la hipétesis p = u¥).
Ahora bien, (71 1})" = 1j71M- por el Lema 6.3 (donde M, = E(9|F:) y (M_), = M,_)
y por lo tanto

/(nl[o,n)” dp = /M-I[o,ﬂ dp = 0.

En efecto, para cada t > 0, T At es un tiempo de paro predecible y por el Lema 4.30
M(TM)— = E('Il*&(TM)-) = E(E(ﬂlgT—)ls(TAt)-) =0,

porque E(n|§7-) = 0. Pero M(yay- = 0 para todo ¢t > 0 claramente implica que M;_ = 0 si
t < T, es decir 1pnM_ = 0.

Pasemos a la demostracién de (i). Por (ii) sabemos que V es adaptado (tomando tiem-
pos de paro deterministas). Ademds, sabemos que si T es un tiempo de paro totalmente
inaccesible entonces 1[’}] = 0 (ver Observacién 6.2(c)).

Como u es admisible, tenemos:

0=/16«]du

/1m du = E(/ Lz (t)dVi)
[0,00]
= E(AVrl{r<w))-
Asi, E(AVrlir<x}) = 0 para todo T' tiempo de paro totalmente inaccesible.
Ahora, para todo F € §r, Tr es un tiempo de paro totalmente inaccesible si T lo es.

Por lo tanto,
0= E(AVTFI{TF<00}) = E(AVTIFI(T<°O}).

AVr es Fr-medible por ser V cadlag adaptado. Por lo tanto AVy =0 cs. en {T < oo}, O
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Capitulo 7

Consecuencias del teorema de
Doléans

Aqui veremos algunas aplicaciones del teorema de Doléans, y algunos resultados importantes,
como la descomposicién de Doob-Meyer, se obtendridn como corolarios del mismo. También
se podra dar una generalizacién de la descomposicién de Doob-Meyer para cuasimartingalas,
lo que nos permitira definir el importante concepto de compensador.

7.1 Notacién. W° = clase de procesos cadlag, adaptados con variacién finita sobre cada
intervalo [0,%], t > 0 (es decir para todo t > 0, casi cada trayectoria tiene variacién finita
sobre [0,1]).

W' = {(Vew’:vt>0, E(|V],) < x}

WL = {VeW’: E(|V]w) < oo}
Los elementos de W! se llaman procesos de variacidn integrable, y los elementos de W

procesos de variacion total integrable.

7.2 Observacién. La Proposicién 5.8 implica que cada proceso en W! es cuasimartingala
de la clase DL, ya que E(sup,, |Vi]) < E(|V]s).

7.3 Proposicién. Sea p una medida admisible finita sobre P (o finita sobre P, para cada
a > 0). Entonces existe un inico proceso V € W' predecible tal que
u(A) = E(/ 14dV) pare cada A€P (0 A€ | Pa)
[0.00f a>0

(la integral [ debe entenderse como la integral de Stieltjes para cada w fija).
Sip >0, V es, ademds, creciente.

93
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Demostracién. Se considera a u”, ya que es una medida admisible finita sobre B([0, a]) ®F,
(para cada o > 0) y a esta medida le aplicaremos el teorema de Doléans.
Sabemos que p”(A) = u(A) para cada A € P (0 en UysoPa), ¥y que (u¥)? = p” sobre
B([0,¢]) @ § (para cada o > 0).
Por el teorema de Doléans, existe V predecible (creciente si p > 0, por Proposicién
6.10(e)) tal que
FO=E([ 10d) y Vew,

y entonces

u(-) = E(./[o ol 1()dV) paracada(-) € P.

Veamos ahora la unicidad: supongamos que V' es otro proceso predecible tal que V' € W?
y ademas

u() = B( /[0 o dV') para cada () € P.

Entonces, para cada X proceso medible y acotado, y toda o > 0
E( /[0 Rt V) = / XP 1oy dpt = / X0 dp®. (1.1)

Por otro lado, a V' le corresponde una medida definida en B([0,]) ® § , para cada o > 0.
Sea i’ esta medida. Por el teorema de Doledns esa medida tiene la propiedad de que p' =
(4')? (por ser V' predecible). Asi:

E( / XP 1 dV') = / XP1gady’ = / X1podi, (7.2)

y esto vale para todo X proceso medible y acotado y cada a > 0.
De (7.1) y (7.2) concluimos que ¢’ = p¥ y como la correspondencia entre la medida y el
proceso es tnica, (médulo indistinguibilidad) tenemos que V = V. O

7.4 Proposicién. Sean p y V como en la proposicidn anterior. Entonces V es continuo si
y solo si para todo T tiempo de paro predecible (o basta predecible y acotado sobre su parte
finita) se cumple que u([T]) = 0.

Demostracién.

WIT) = ([ 1mdV) = BAVrlre).

Si V es continuo es obvio que u({T]) = 0.
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Reciprocramente, AV es un proceso predecible por ser diferencia de dos predecibles, por
lo tanto de la Proposicién 4.18 (o mas bien de la observacién que sigue a esa proposicién) se
sigue que AV es indistinguible de cero. (]

Observaciéon. Si p > 0 bastaria con todo tiempo de paro predecible y acotado, porque
entonces, para cada T predecible y acotado sobre su parte finita, digamos T'1{r<} < 7, se
tiene

0= u((T An)) 2 w(T]) = E(AVrlireay) > 0.

7.5 Corolario (Teorema de Descomposicién de Doob-Meyer). Sea X una submar-
tingala cad de la clase DL. Entonces eziste un dnico proceso V. € W', V, = 0, creciente y
predecible tal que X — V' es una martingala.

Demostracién. La medida de Doléans Ax de X existe sobre P (finita sobre cada P,) por
5.24 y 5.26 y es admisible. Podemos aplicar la Proposicion 7.3 a esta medida. Sea V el
proceso predecible asociado a Ax. Se tiene para V € W! y cada F € o,

0= Ax({0} x F) = E(/{M Lioywr dV) = E(Vo - 15).

Como V es adaptado, V; es Fo-medible y entonces V; = 0 c.s.
Veamos ahora que X — V es una martingala: sean s < t, F € §,,

Ml x F) = B((Xe= X)) = B([ TgerdV)
= B((Vi- VJ)Ls).
Por lo tanto,
E([(X;~ V}) = (X, — V.)]1F) = 0 para cada F € §,, s < 1.

Lo que muestra que X — V es una martingala.
Unicidad:

Si V' es otro proceso con las propiedades enunciadas entonces se tiene
E((X:— X,)1r) = E((V, = V,)1F) para cada F € §,, s < 1

lo cual se puede escribir como

Axl(t)x F) = B[ Loaur dV').
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Esto, por el Teorema 3.12 implica

Ax(B) = E(/[‘0 w[lg dV'"), para cada B € P.

En consecuencia V = V', por la Proposicién 7.3. o

7.6 Corolario. Sea X una submartingala cad de la clase DL y V' el proceso del teorema
de Doob-Meyer asociado. Entonces V es continuo si y sélo si E(AX1) = 0 para cada T
tiempo de paro predecible acotado.

Obsérvese que V puede ser continuo aunque X no lo sea (ver e.g. Ejemplo 7.14(c)).

Demostracién. Por la observacién que sigue la Proposicién 7.4 basta mostrar que Ax ([T]) =
E(AX7T).

Sea (T,). una sucesién que predice a T. Entonces AX7 = lim,_o(XT — X7,), también
sobre {T = 0} por la convencién, y por lo tanto

E(AXr) = lim E(Xr — Xg,) = lim Ax(|T,,T]) = Ax ([T])- (7.3)

La primera desigualdad se cumple porque X estd en DL y la segunda se sigue del Corolario
5.27. o

7.7 Corolario. Sea X una cuasimartingala cad de la clase DL. Entonces eziste un inico
proceso predecible XeW', X, =0 tal que X — X es martingala.

Si E(AXT1{T<x0}) = 0 para todo T tiempo de paro predecible y acotado sobre su parte
finita entonces X es continuo.

P e

el et

Demostracién. La demostracién es idéntica que para submartingalas, solamente hay que
cambiar (7.3) un poquito: si T es predecible y acotado sobre su parte finita, digamos
Tlr<o < ay (T,). predicen a T, entonces

E(AXT]-{T<00}) = E(JLIEO(XTALX - XT,./\G)) = nlLrgo E(XT/\a - XT,./\a)
Jim Ax(Tw A a, T Aa)) = Ax([T)).

(D Convenimos en que AXp = 0.
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7.8 Definicién. Si X es una cuasimartingala cad de la clase DL, al tnico proceso predecible
X tal que
(1) {0 = 0)
(i) X e W,
(i) X — X sea martingala,
lo llamaremos el compensador de X, o la proyeccién dual predecible de X (a veces se denota

X))

7.9 Observaciones. (a) jPorqué se llama al compensador X de X proyeccion dual predeci-
ble de X7 Una motivacién general podria ser que la aplicacién X +— X se puede representar
como X +— Ax — Ak — X, donde Ax — A% es la proyeccién dual predecible. Ademas, en el
caso especial, si X mismo estd en W! y Xy = 0 podemos considerar a la medida p asociada
a X por la Proposicién 6.10 y que satisface:

p()=E (/[Oml 1( dX:) V(-) € B[0,a] ® § Va > 0.

Como X, = 0, p = Ax sobre P,, para cada @ > 0 (donde Ax es la medida de Doléans
asociada a X ). Ahora al considerar la proyeccién dual predecible x* de u es claro por una
parte que u” = (Ax)” y por otra, sabemos que a (Ax)” le corresponde un proceso predecible
que es precisamente el compensador X de X. Es decir, en este caso, el compensador de X
es el proceso asociado a la proyeccién dual predecible u” de p.

(b) Si X € W! y no suponemos que Xo = 0 se tiene que p|p, difiere de Ax sélo en los
conjuntos de la forma {0} x F, F € §,, y lo que se cumple en este caso es:

p(-) = Ax () + p(({0} x Q)N (), V() € Pa Va>0.

Ahora el proceso asociado con x” resulta ser X + Xo
(c) Si X es cuasimartingala cad de la clase DL y Y es acotado predecible, entonces

Yd\x = E YdX = Yd\;
~/[0,a]xﬂ X /[o,a] X [0,0]xQ X

para cada o > 0.

En efecto, Ax = Az por las definiciones, y la primera igualdad se sigue de la construccién
de X (ver la demostracién de 7.5).

(d) Si X € W', X, =0y Y es acotado predecible, entonces E [z, YdX = E g, YdX.

En efecto, basta aplicar (a) y (c}. Observemos ademas que para X creciente la igualdad
se cumple para todo Y predecible no negativo.
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__(e) Si X es cuasimartingala cad de la clase DL entonces: X es martingala si y sdlo si
X =0.

(f) Si V€ W', 1, =0, entonces: V es martingala si y sélo si la medida asociada a V es
0 sobre P, para cada a > 0, es decir, u(-) = E([jg o 1()dV) = 0 para cada (-) € Uss0Pa-

En efecto, si V € W!, V, = 0 y u es su medida asociada, es claro que pu|P, = Ay para
cada a > 0.

De esto, la equivalencia es inmediata.

7.10 Corolario. Sea X una martingala predecible y supongamos que X € W°. Entonces
X: = Xo para cada t € R,..

Demostracién. (a) En el caso que ademas X € W! los procesos
(X — (Xe— XO))telm y (Xi— O)teJR+

son martingalas, (X;— Xo) € W?, es 0 en 0 y es predecible. Por la unicidad del compensador
obtenemos X; — Xp = 0 para cada t € R,.

(b) Supongamos ahora que X es una martingala predecible y X € W°. Sabemos por la
Proposicién 4.31 que toda martingala predecible es continua, por lo tanto, el proceso | X|; (=
variacién de (X,); en [0,1]) es continuo y adaptado; en consecuencia T, = inf{t : | X|, > n}
son tiempos de paro para cada n € N y ademds

,}LI&Tn(w)=oo y Ta<Ths, n=12,....

Por otra parte, (Xr,a:)ier, €s martingala continua y [X|z,a¢ < n V |Xo| porque | X]|; es
continuo. Por (a) tenemos entonces que X1, o = Xo para cadat € Ry, n € N.
Como X; = lim, 0 X7,4: porque Ty, T 0o, tenemos X; = X, para cada t € R,. ]

7.11 Observacién. Como consecuencia de este corolario, se tiene: si X una cuasimartingala
cad, de la clase DL y V es un proceso en W°, predecible, V; = 0, tal que X — V es una
martingala, entonces V = X y automdticamente V € W'.

7.12 Corolario. Sea M una martingale, M € W' y sea X un proceso acotado predecible.

Entonces (/ ]X, dM,)icr, es una martingala.
lot

g

Vale la pena darse cuenta que es aqui donde por primera vez se ve la utilidad de la nocién
de predecibilidad.
Primero daremos un resultado que se usard en la demostracién del corolario:
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7.13 Lema. Sea Y un proceso cadlag adaptado, Yo = 0. Entonces: Y es una martingala s
y solo si E(Yr) =0 para cada T tiempo de paro acotado.

Demostracién del Lema. La necesidad se sigue del teorema de muestreo opcional de Doob
(Apéndice D, Teorema D.3).

Supongamos ahora que E(Yr) = 0 para todo T tiempo de paro acotado. Fijemos s < t
y F € §, y definamos el tiempo de paro:

s, weF
T(w)={t7 w € F°.

Por hipétesis, tenemos
0= E(Yr) = E(Y,1r) + E(Yi(1 ~ 1F)),

es decir,

E(Y.15) = E(Y1r) - E(Y)).

Pero E(Y;) = 0 por la hipétesis; con esto queda claro que (Y;)icr, es una martingala. ]

Demostracion del Corolario 7.12. Claramente podemos suponer que M, = 0. Por el
lema anterior, el corolario es consecuencia de:

E(/{ - X, dM,) = 0 para cada T tiempo de paro acotado.
0,

Lo cual es inmediato por la Observacién 7.9(d) y por el hecho de que
E X,dM,)=E X1 dM,),
(f X dM) = B([ Xl dM,)

ya que el proceso 1jg7) es predecible por ser adaptado y continuo por la izquierda y el proceso
X es predecible por hipétesis. a

Veamos por fin algunos ejemplos.

7.14 Ejemplos. (a) W proceso de Wiener, (3:)iwer, la filtracién usual generada por W
(Definicién 1.7), X, = W?. Sabemos que X es una submartingala no negativa, por lo tanto
X € DL (ver 5.19(a)).

En este caso X; =t, ya que X, —t = W2 —t es una martingala y el proceso determinista
Y, =t es predecible, Y =0y Y € W'.
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Por otra parte, la proyeccién predecible X7 de X, es el mismo (X = X;) ya que X, es
adaptado y continuo.
(b) Sea X un proceso con incrementos independientes, integrable, continuo por la derecha
y tal que la funcién determinista ¢ — E(X,) sea continua por la derecha y tenga variaciéon
finita en cada intervalo.
Sea (§¢)ier, la filtracién usual generada por X. El proceso (X; — E(X}))ier, es una
martingala continua por la derecha, por lo tanto X es una cuasimartingala de la clase DL.
En este caso X; = E(X,) — E(Xo), que es una funcién determinista, con variacién finita.
En particular, si X es un proceso de Poisson con parametro A, entonces X, = At.
(c) Sea X = 1j1,00[, T tiempo de paro.
(i) SiT es predecible entonces X es predecible (Teorema 3.12), ademds X € W'. Entonces
su compensador X es X — X, ya que X — X = X, es una martingala constante.
(i1) Si T es totalmente inaccesible, para cada tiempo de paro S predecible finito tenemos,

E(AXs) = E(17=5)) = 0.

Con esto podemos concluir (por el Corolario 7.6) que el compensador del proceso X = 11
es continuo.

Veamos dos ejemplos concretos.

1. Sean (N)ier, el proceso de Poisson con pardmetro A, (J,):er, la filtracién usual
generada por N; T el tiempo del primer salto de N. Sabemos que T es totalmente inaccesible
(Ejemplo 2.30(b)). En este caso

X = ]-[T,oo[(t) = Niar

¥ (Niar — M A T)yer, es una martingala, por lo tanto X, =tAT ya que (t AT)ier, es
adaptado continuo y (t A T').er, € W'
Q= [0,1], §: = o(B([0,¢]), }t,1])sit < 1, con P =medida de Lebesgue y §: = B([0, 1])
sit> 1.
Definimos T'(w) = w y mostramos que es totalmente inaccesible (Ejemplo 2.30(a)).
Si X, = 1ir,00((t), €l compensador X, de X, tiene la forma:

~ —_— tAT 1
1i7,00[(2) =X:=L 1 _udu=—log(l—t/\T).

En efecto, este proceso es adaptado, continuo por lo tanto predecible, tiene variacién finita

yes0en 0.
Hay que verificar que la diferencia X — X es una martingala, es decir

Y: = 1i100f(t) +1og(1 =t AT)
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es una martingala. Para ello se calcula E(Y;|§,) utilizando la férmula:

1 1
BERS.) = €1pg + (1 [ €@)dw) 1.
Lo que se deja como ejercicio al lector.
(d) Sea X un proceso de Markov, continuo por la derecha, con la propiedad de Feller y

sea (§,)ier, la filtracién usual generada por X (ver la Observacién 1.11). Para cada funcién
f en el dominio del generador infinitesimal A del semigrupo asociado al proceso se tiene que

FX) = f(Xo) = [ AF(X) ds (14)

es una martingala (ver e.g. [24, Proposicién 5.27]). En consecuencia

FIX,) = /0 “Af(X,)ds.



www.rcin.org.pl



Capitulo 8

Estructura de las martingalas
cuadrado integrables

En este capitulo utilizaremos la nocién de compensador para investigar la estructura de las
martingalas cuadrado integrables. Demostraremos que cada martingala se descompone en
la suma de una martingala continua y de la suma compensada de los saltos.

Vamos a usar constantemente los teoremas clasicos de martingalas que se pueden encon-
trar en cualquier libro de texto sobre procesos, ver también el Apéndice D.

8.1 Definicién.

MZ

{M : M es una martingala cadlag y sup E(M}?) < oo},
20
M? = {M : M es una martingala cadlag y E(M?) < oo Vt > 0}.

Los elementos de M? se llaman martingalas cuadrado integrables y los elementos de M2
martingalas uniformemente cuadrado integrables.

8.2 Observaciones. (a) Por las condiciones usuales acerca de la filtraciéon, podriamos
quitar la condicién de que M sea cadlag.

(b) El nombre de los elementos de M2 esta justificado por la bien conocida desigualdad
de Doob (ver Apéndice D, Teorema D.8)

E(sup M?) < 4sup E(M}). (8.1)

t>0 >0

(Claramente todas las martingalas se toman con respecto a la misma filtracion (3,)‘5113+ fija, que satisface
las condiciones usuales.

103
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(c) Sabemos que M € M2 siy sélo si existe Mo, € L1, Foo, P) tal que M; = E(My|F:),
t € Ry, y que entonces E(M2) = sup,5, E(M}).

Con base en esto, M2 puede considerarse como un espacio de Hilbert con producto
escalar definido asi:

(M,N) = E(MsxNy).

Denotemos por || - | sz, a la norma correspondiente. Es claro que los elementos de M2, son
clases de equivalencia médulo indistinguibilidad. También es inmediato ver que la aplicacién
M — My, nos da un isomorfismo entre M2 y L*}(Q, §e., P).

(d) Anélogamente M? es un espacio de Fréchet con seminormas y/E(M?), t > 0 y los

elementos de M? deben sgr vistos como las clases de equivalencia médulo indistinguibilidad.

8.3 Notacién. M% y M? son los subespacios de M2 y M?, respectivamente, formados
por las martingalas continuas.

8.4 Proposicién. Los subespacios M2 y M?® son cerrados en M2 y M2, respectivamente.
Este resultado es consecuencia inmediata del

8.5 Lema. Sea (M™), una sucesidn convergente en M2 (o en M?). Entonces eziste una
sucesion (M™ )y tal que para P-casi toda w, la sucesidn (M[*(w))x converge uniformemente
ent € Ry (o converge uniformemente en t sobre cada intervalo acotado de R, en el caso

M?).

Demostracién. Para el caso M2, sean M", M € M2 y supongamos que M™ converge a
M en M?2 . Entonces, por (8.1)

E(sup(Mp ~ M,)?) < 4sup E((M}' — M,)?)
>0 >0

= 4||M" —~ M35z, — 0si n — oo (hipétesis).

Si llamamos Z, = sup,>o( M]' — M,)?, tenemos que lim, .. E(Z,) = 0, por lo tanto
Z, — 0 en probabilidad. En consecuencia, existe (ny)x tal que Z,, — 0 c.s.; es decir,

sup(M{™* — M) -0 cs. ,
1

que es equivalente a decir que (M;"*); converge uniformemente a M, en ¢t € R, para P-casi
cada w € ().
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2 : : 2
Para el caso M?, basta considerar las martingalas (M}, )icr, que pertenecen a M2 y
usar la primera parte para obtener convergencia uniforme en [0, a).

Se toma @ = n, n = 1,2,... y para cada n € N se obtiene una subsucesién que con-
verge uniformemente en [0,n]. Para obtener una subsucesién comin se utiliza el método
diagonal. m]

8.6 Ejemplos. (a) Si W es el proceso de Wiener, es claro que W € M2,
{b) Si N es el proceso de Poisson con pardmetro A, respecto a (F:)ier, , (N: — At)eer, €
M2, o

Otro ejemplo, aparentemente sencillo, estd dado por el siguiente teorema, con la de-
mostracién sorprendentemente complicada. Este ejemplo es importante pues, como vere-
mos, es uno de los “ladrillos” bésicos de los cuales estd compuesta cada martingala cuadrado
integrable.

8.7 Teorema. Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible y sea { €
L*(Q, 31, P). Si A= 11, entonces A— A€ M2,

Demostracién. Es claro que A existe (ver 7.2). Se puede suponer que ¢ > 0 (si no lo es,
se toma £1,£7).

(a) En el caso de T predecible la demostracién es ficil porque se puede calcular explici-
tamente el compensador A de A:

X = E({I&T_)l[r,w[ - E(é!ST-—)l{Tzo}- (8.2)
Veremos que el compensador A es precisamente X, y entonces tendremos que
Ay — A = E1(Tcooy — E(€|37-)L(7<o0} + E(€|F1-) 70},

lo cual claramente pertenece a L*(£), , P) y asi obtendremos que A — Ae M2,

Para probar que el compensador estd dado por (8.2) observemos primero que X es cre-
ciente y Xo = 0. También es ficil probar que X es predecible. En efecto, E({|Fr-) 1{r=0} es
So-medible (ejercicio), por lo tanto como proceso es predecible; por otra parte sabemos (ver
el Lema 4.28) que E(£|§7-) 1ir,00[ €s predecible y es claro que tiene variacién integrable.

Entonces basta probar que A — X es una martingala. Esto es consecuencia del

8.8 Lema. Sin es una variable aleatoria Fr-medible y E(n|Fr-) = 0 entonces nlioof €s
una martingala.
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Demostracién del Lema. Recordemos que un proceso adaptado cadlag es una martingala
si y sblo si E(Ms) = E{My) para todo S tiempo de paro acotado (ver 7.13).

Basta demostrar entonces que E(n1irw[(S)) = E(91r,c[(0)) para cada S tiempo de paro
acotado. Tenemos

E(mlire(0)) = E(lr=0)) = E(E(nl{r=0}|F7-))
= E(lir=0E(n|8r-)) =0

y
EMmrel(S)) = Elirssy) = E(E(rss)|Sr-))
= E(lir<syE(n|Fr-)) =0,
ya que {T < S} € Zr- por el Corolario 2.12. O

(b) Ahora pasemos al caso en que T es un tiempo de paro totalmente inaccesible. Es
claro que A, € L?, entonces basta demostrar que A,, € L. Sabemos que A, € L' ya que
por la Observacién 7.9(c) tenemos

E(As — Ao) = Ma(Ry x Q) = E(A). (8:3)
La dificultad consiste en pasar de L! a L?. Se va a demostar que
E(A%L) < 4E(¢&). (84)

(i) Primero se supone que ¢ es acotada. Sabemos que A es continuo; en efecto si S es
un tiempo de paro predecible acotado, E(AAs) = E(£1ir=5s)) = 0 (por ser T totalmente
inaccesible) y aplicamos 7.6. Ademas Ao = 0.

Tenemos entonces:
~ o0 (o] ~ ~ 0o t ~ -
A o= / / dA,dA, = / / dA, dA,
0 0 0 (1]
oo roo ~ - oo rt ~ ~
+ ] / dA,dA, = / / dA, da,
(1] t [+ 0
%] t -~ ~ oo ., ~
+/ / dA,dAtsz/ A dA,
0 0 0

Observemos que Ag = 0 porque T no puede ser 0 por ser totalmente inaccesible. Por la
Observacién 7.9(d) tenemos:

E(43,)

2E(/0°° A dA) = 2E(/0°° A,dA)
2E(EAT1{T<o)) < 2E(€A) < o0
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(la dltima desigualdad vale porque Ay € L'y ¢ es acotada). Asi, hemos mostrado que
A € L3, 5, P).

Veamos que (8.4) es valido; por la desigualdad de Schwarz tenemos que

E(A%) < 2E(¢ Aw) < 2/E(2)WE(AL) < oo
VE(Az) < 2\/E(&).

(i1) Ahora se hara para el caso ¢ arbitraria: sean &,, n = 1,2,... variables aleatorias en
L*(Q, Fr, P) acotadas, tales que &, T ¢ puntualmente (por ejemplo {, = £ A n), y sean
A" = £ 1,00, » = 1,2,... Sabemos que A" existe y

por lo tanto

E[(A%)?) <4E[(€)Y] n=1,2,....

Basta demostrar ahora que Z’;‘o 1 A 5.
A™M — A = (67 — )1 r,0f Y como E7FT — €7 es positivo A"+ — A™ es creciente; por lo
tanto su compensador también es creciente. Por otro lado, por linealidad de la proyeccién
dual predecible tenemos A™1 _ Ar = A+) — A" En consecuencia AmH1 _ A™ >0, lo que
permite afirmar que existe una variable aleatoria A* tal que A" 1 A%
El mismo razonamiento aplicado a A — A™ da que A" < A, para cada n y entonces
A* < Ao
Por otra parte,

E(A%) = lim E(A}) = lim E(A%) = E(Ax) = E(Ax)
(la tercera y la dltima igualdad se siguen de (8.3) ya que A7 = Ay =0 c.s.). Como A* < A
y E(A*) = E(A,,) se tiene que A* = A, cs. n)

8.9 Proposicién. Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible,
¢ € L¥Q, 31, P) y A= E1p,c0of, entonces ||A — A||"}M3’0 es igual a:

(i) E((€ — E(€|37-) + E(¢I37-)1i1=0))*1{T<o0}] 5i T es predecible, o
(i1) E(€*1{7<oo)y) si T es totalmente inaccesible.

Demostracién. (i) Sea T predecible. Por el teorema anterior (ver (8.2))

= E(¢|37-)111,00f — E(€157-)1{T=0},
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de donde
Ao = Aco = E1(T<oo) — E(€18T-)1(T<o00} + E(¢|87-)1(T=0)-

Factorizando a 1{7<) y recordando que |4 — ;1'"3\420 = E(Ao ~ As)? obtenemos la férmula
deseada.
(ii) Sea T totalmente inaccesible. Tenemos

E(Aw — As)? = E(6* 11 c0) — 2B (Ao Ano) + E(As),
asi pues, basta probar que
E(Ay)? = 2E(AwAs)

ya que ambas esperanzas son finitas por 8.7.
Supongamos primero que £ > 0. Entonces A y A son crecientes; integrando por partes
como en la demostracién de 8.7 obtenemos

E(AL)? = 2B( /0 * A, dA) = 2E( /0 * A.dA)

2E(Ar€li1<o0}) = 2E(ATA).

Pero Ar = £{1{7<e) = Aco, asi que reescribimos

E(AL) = 2E((Ar — Ar)élircoo)) + 2E(E11<00))
= 2E(E(Aw — AwlF7)EL{1<o0)) + 2E(€*1 (1< 00))
= 2E(AxAw)

(para la segunda igualdad se usé el teorema de muestreo opcional).

Sea ahora ¢ € L%(Q, Fr, P) arbitraria. Escribimos ¢ = ¢+ — ¢~ y sea A = At — A~
la de la descomposicién de Jordan. Es inmediato verificar que de hecho At = ¥ 1 ¥
A” =8 o]

Por el método del caso anterior obtenemos que

E(AL) =2B(ALAL) y E(A3)' =2B(ALA7)
y usandolo nuevamente obtenemos también

E(ALAZ) = 2B(ALAL) = 2E(AZ AL).
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En consecuencia

) = B(AZ)? - 2B(A%43) + B(A3)*

E(AL)? = E(AL - AL
ALAL) - E(ALAL) — E(ALAL) + E(AZLAL))
w)-

2(E(ALA
= 2E(AL A

[m]

Las férmulas obtenidas seran de utilidad mas adelante. Ahora definiremos un proceso
que es de suma importancia ya que, como veremos en el capitulo siguiente, la definicién de
la integral estocastica estard basada en él.

Sea M € M? fija, entonces M? es una submartingala no negativa, por lo tanto M? € DL
(ver 5.19(a)) y Aupz es una medida positiva o-aditiva sobre P. Si M, N € M2, entonces en
virtud de la férmula:

MN = £((M + N)* ~ (M = NY)

concluimos que M N es una cuasimartingala cadlag de la clase DL y por lo tanto Ayn es
una medida con signo sobre P,, para cada a > 0.
Esta discusién garantiza la existencia del proceso que a continuacién definimos.

8.10 Definicién. Sean M, N € M? fijas; definimos el proceso de Doob-Meyer determinado
por M y N mediante la férmula: (M, N) = MN. Si M = N, denotaremos (M, M) = (M).

8.11 Observaciones. (a) (M, N) es el inico proceso en W?, predecible, 0 en ¢t = 0 y tal
que MN — (M, N) es una martingala. Notamos que (M) es creciente.
(b) i) (M,N) = (N, M).
i) (M'+ M",N)=(M',N)+(M",N) y (AM,N) = A\(M, N) para cada A € R (por
(a)-

() (M, N) = 1(M + N} — (M — N)).

(d) Si M € M? entonces (M) es continuo. Lo mismo si M € M? y no tiene saltos
predecibles (por 7.7).

(€) Si M € M2, entonces E{M, M), < oo (porque Ay es finita en este caso).

(b) sugiere que {-,-) es “bilineal” y (c) podria llamarse la férmula de “polarizacién”.

8.12 Ejemplos. (a) Sea M = W el proceso de Wiener, entonces (W), = t, pues W}? —t es
una martingala continua, 0 en 0.
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(b) Sea N el proceso de Poisson con pardmetro A > 0, entonces M, = N; — At es una
martingala con (M), = At (ejercicio).

(c) Modificando el primer ejemplo obtenemos un proceso no determinista como sigue:
sea T un tiempo de paro y sea M = W7 (i.e. M, = W,,r), entonces por el teorema de Doob

MeMry (M), =tAT. m)

8.13 Definicién (ortogonalidad fuerte). Sean M, N € M?; decimos que M y N son
fuertemente ortogonales si Apyyy = 0. En tal caso escribiremos M II N.

8.14 Proposicién. Sean M, N € M?. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) MIN.
(b) MN es una martingala.
() (M, N) =0.
(d) E(M7Nr7) = E(MyN,) para todo T tiempo de paro acotado.
(e) Sea T una familia de tiempos de paro acotados, tales que {[0,T]: T € T} generan a
P, entonces
E(MrNr) = E(MoN,), paracadaT € T.

Demostracién. Claramente (a) <= (b) <= (c) y (d) = (e). Por el Lema 7.13 se tiene
que (b) <= (d); asi pues basta probar (e) = (a). Si (e) se cumple entonces por el Corolario
5.27, Amn([0,T)) = E(M7Nr — MoNy) = 0 para cada T € 7. Por lo tanto Ayy = 0 sobre
o{[0,T}: TeT}="P. u

8.15 Corolario. Si M,N € M2 y Ny = 0 (0 My = 0), entonces la ortogonalidad fuerte
implica la ortogonalidad usual de M7 y Nt como elementos de L*(2, Fr, P) para todo tiempo
de paro T y en particular M, N son ortogonales en el sentido usual en el espacio de Hilbert

ML

Demostracién. Como MN — (M,N) y MN son martingalas uniformemente integrables,
obtenemos:

0 = E(MoNo) = E(MowNo) = E{M, N)

E(MrN7) = E(MoNy) = 0.
[m]

A continuacién damos unos ejemplos importantes de martingalas fuertemente ortogo-
nales. Empezaremos con un ejemplo inmediato.
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8.16 Ejemplo. Sea N € M? constante, es decir Ny = Ny, entonces M II N, para cada
M € M?. Se sigue inmediatamente del inciso (d) de la Proposicién 8.14.

8.17 Proposicién. Sea A € W' creciente tal que A — A € M2 Entonces para cada
M € M?* se tiene (A— A)II M.

Demostracién. Esti claro que A existe (Observacién 7.2). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer (y asi lo haremos) que Aq = 0, pues por el ejemplo anterior AgII M (como
A— A € M2, entonces E(Ag)? < 400y asi Ag € M?. Tomamos A — A, en lugar de A). Por
razones idénticas podemos suponer también que M, = 0.

Sea N=A— A4, probaremos que E(NpM7) = 0 para cada T tiempo de paro en alguna
familia extensa que después se especificard. El siguiente resultado de interés independiente,
serd necesario.

8.18 Lema. Sea A un proceso cadlag creciente y adaptado, Ay = 0 y M una martin-
gala acotada, entonces para todo T tiempo de paro finito tal que E(A7) < oo se tiene

E(fy MdA;) = E(MrA7).

Demostracién del Lema. Sea 0 = ¢, < #; < --- < t, < 0o una particién de R, entonces

E(Z Mt.‘I\T(At.'I\T - At._x AT))

=1

n n-1
= E(Z Mt./\TAt.'AT - 2 Mt.MATAt.AT)
i=1 i=1
n-1
= E(MyarAuar) + E(Y Aunr(Muar — My ia1)) (8.5)

=1

Pero A es adaptado y M es martingala, asi pues si condicionamos cada sumando en el ultimo
término con respecto a Fyar ¢ = 1,2,...,n— 1, obtenemos que cada uno de ellos es cero y lo
anterior es simplemente igual a E(M; AT Ay ar). Sit, — 0oy max;(t;41 —t;) — 0, entonces
por el teorema de convergencia dominada se tiene que:

T
(8.5) — E(/o MdAy) y E(AMt,,ATAt,.I\T) — E(M7AT),
lo que termina la demostracién del lema. o

Volviendo a la demostracién de la proposicién, aplicamos el lema anterior a A y A. Como
M € M? no necesariamente es acotada, definimos el tiempo de paro T, = inf{t : |M,| > n}
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n=1,2,... Es claro que T}, T co y M™» es una martingala acotada en M?%, porque My = 0;
entonces para cada T tiempo de paro acotado

TAT
B([" MdA) = E(Mr,xrA.n),
asf mismo obtenemos la férmula correspondiente para A. Restandolas concluimos que:
TaAT o
B([ ™" M{*dNy) = B(Mz,nrNr,xz)

para todo T tiempo de paro acotado.

Por otra parte M7 es un proceso predecible acotado y N, es una martingala en W, asi,
por el Corolario 7.12 Z = [; MT"dN, es una martingala por lo que E(Z} r) = E(Z3) =0
y entonces E(Mp ar N, a7) = 0.

Para finalizar, observamos que {[0,7' A T,}: T tiempo de paro acotado, n € N} genera a

P. a

8.19 Corolario. Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible,
¢ € L2, F1,P) y A = (li1,00f, entonces (A — A)II M para cada M € M?,

Demostracién. Inmediata, aplicando la proposicién anterior a At = (Yljp oy a A™ =
1T 00[- m)

Sin embargo podemos mejorar el corolario, pues basta con que M € M? y que no posea
salto en T, concretamente:

8.20 Proposicién. Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible,
¢ € L*Q,51,P) y A= (110, entonces (A— A)IIM si M € M? y es tal que AM7 = 0.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supondremos que Ag =0y ¢ > 0. Sea N =
A— A (€ M2, por 8.7); por argumentos ya utilizados basta probar que E(MsNs) = 0 para
todo tiempo de paro acotado S. Por otro lado podemos suponer que M € M2 (pues si
S < @, basta reemplazar M por M* € M2)). Aplicamos el Lema 8.18 cuatro veces a Ay
a A, asi como a las martingalas acotadas M;'" := E(MX An|F,) y M;" := E(MZ A nl|F,)
para obtener

E(J§ MFdA,) E(MZ%"As) (2 aplicaciones)

E(ff M# dA,)

i

E(M3$"Ag). (2 aplicaciones)
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Observamos que M;™ T E(MX|3.) c.s. y M{™ 1 E(MZ|§,) c.s. Como Ay A son crecientes
se sigue del teorema de la convergencia monétona que

B[ B(MEIS) dA) = B(E(MEIS5)As),

asi como las 2 relaciones correspondientes a A. Se tiene que M, = E(M|5:), entonces
restando obtenemos E [ MdA, = E(MsAs), asi como E(J5 MdA,) = E(MsAs); pero
N = A — A asi que restando,

E( /o ® MdN,) = E(MsNs).

No podemos usar el argumento final de la dltima proposicion pues M no es necesariamente
predecible, sin embargo escribimos M; = M;-+AM, y como M,-1p g es predecible, entonces

(siS<a)
S S S
E( L M,dN,) = E( /0 Mi-1p.5dN,) + E /0 AM,dN)
S
= E /0 AM, dN,)

Aqui hemos aplicado 7.12 al proceso acotado predecible X} = (.l[o,S]Me- An)V (—n),
n=1,2,...y luego utilizamos el teorema de la convergencia dominada, pues

B( [ sup | X7|dINL < E(sup |M,[(Ao + A2) < o0

porque las variables aleatorias sup,<, | M., Aa, Ao son cuadrado integrables.
Como M es cadlag cada trayectoria tiene a lo mas una cantidad numerable de saltos y
A = (1|7 tiene a lo mds un tnico salto en T. Si T es predecible entonces por la férmula

(8.2) se tiene que A tiene a lo mds un solo salto en T. Si T es totalmente inaccesible, A es
continuo; en cualquier caso N tiene a lo mas un tinico salto en T. En consecuencia,

S
E( /0 AM,dN,) = E(AMrANr1z<s)) = 0.

Ahora estamos ya preparados para demostrar el resultado principal de este capitulo.
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8.21 Teorema (estructura de las martingalas cuadrado integrables). Sea M € M?
(o en M2 ). Eziste una sucesion (T,).en de tiempos de paro, cada uno predecible o total-
mente inaccesible con grdficas ajenas y eziste una unica martingala M° € M* (0 en M%)
tal que:

(a) M§=0

(b) Si Apn = AMr, 11, 00 entonces

M, A — A, ..., A, — A, ..

son fuertemente ortogonales.

(c) M = Mo+ M+ %,(A, — A,), donde la serie converge en M? (o en MZ2).
(d)

E(M}) = E(M})+E(M)*+ 3 E((Ax(t) ~ Ax(2))?)

= E(Mg)+ E(M;)’ + E(3_(AM.)?).

s<t
(e) Si M e M2,
E(M?

o0

~—

E(Mg) + E((ML)*) + 3 E(AMr,)

E(Mg) + E(MZ,)") + E(3_(AM.)?).

]

Demostracién. Al reemplazar M por M — M, podemos suponer que My = 0.

Por el Corolario 4.24 existe (T, ),en una sucesién de tiempos de paro con las graficas
ajenas, con cada T}, predecible o totalmente inaccesible, tal que {AM # 0} C U,[7;]. Clara-
mente también se tiene que {AM® 3 0} C U, [T,] para cada martingala parada M* (a > 0).
Como la distribucién de cada T, puede tener a lo mas un nimero contable de 4tomos existe
una sucesion (@ )meN, m > 0, &y, T 00, tal que AM, # 0 c.s. para todo m € N. Entonces
el proceso parado A3™ = AMr, 1i1, oo[(- A @) es indistinguible del proceso AMZ™ 17, oofs
para cada n,m € N. Por otro lado, por la unicidad del compensador es inmediato probar que
A2m = (A,)*~. En consecuencia, si (a)-(e) se cumplen para cada martingala M*™ m € N,
entonces también se cumplen para M. En virtud de estas observaciones vemos que basta
demostrar el teorema para M € MZ,.

Entonces supongamos que M € MZ2,. Denotemos N, = A, — A,.

Como AMr, € L*(Q,J1,, P), podemos aplicar los resultados precedentes a A, y obtener:

(i) Nn € M2,
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(ii) N, tiene a lo més un dnico salto en T, y A(N,)z, = AMr,. En efecto, si T, es
totalmente inaccesible, A, es continuo (Corolario 7.7) y el tnico salto de N,, coincide con el
salto de M en T,,.

Si T, es predecible, conocemos explicitamente a A, (férmula (8.2)). Pero E(AMr,|3z;)
= E(Mg, — Mp-|387-) = 0 por el Lema 4.30, asi se ve que A, =0.

(iii) N,(0) = 0 para cada n, ya que A,(0) = 0 por definicién del compensador y A4,(0) = 0
porque M es continua en 0.

(iv) Ny I N,, si n # m, por la Proposicién 8.20, por (ii) y porque las grificas de los
T, son ajenas, ademas como N,(0) = 0, para todo n, se tiene también ortogonalidad débil
N, L Ny, si n # m (o sea ortogonalidad en el espacio de Hilbert M2, ver 8.15).

Ademaés, si denotamos Y, = M — ¥ <, Nj entonces para m < n Y;, no tiene salto en T,,;
por lo tanto, nuevamente por la Proposicién 8.20

Y,IIN,, YolN, y Y,IY N, Y,13 N
k<n k<n

En consecuencia

1M, = 1Valde, + 22 1Nkl

k<n

o equivalentemente
E(M3,) = E(Ya(00))* + 3 E(Ni(c0))*.

k<n

.

Lo que muestra que ¥ <, E(Ni(c0))? es una sucesién real que converge cuando n — oo y
entonces Ygcn Ni(00) converge en L2(Q,F, P) o sea (Tir<n Nik)n converge en M2

Definamos M¢ = M — Y22, Ny y veamos que M° tiene las propiedades deseadas:

(i) M° € M2, por ser la diferencia de dos elementos en M2 .

(i) M® es continua: M°® es el limite en M? de las martingalas Y, y los saltos posibles
de Y, (+,w) estdn en {t : ({,w) € Un>a[Tv]}. Fijemos j € N. Sin > j, Y,(-,w) es continua
en {t: (t,w) € Ui»;[Ti]}. Por el Lema 8.5 existe una subsucesion (Yn,)r de (Y3)ns; que
converge uniformemente a M en t € Ry, para casi toda w € {). De esto se sigue que (médulo
indistinguibilidad) M°(-,w) es continua en {¢ : (¢,w) & U;»;{Ti]}. Este razonamiento es valido
para toda j € N. Asi obtenemos que M*(-,w) es continua en {t: (t,w) &€ N; Ui»; [T}]} = R,
porque N2, Uix; [T}] = 0.

(i) Y, I N,, para n > m implica M¢II N,,, para cada m. Esto, es consecuencia del
siguiente

8.22 Lema. Si M,,M,N e M* n=1,2,..., M,1I N para todo n, y M,, converge a M en
M?, entonces MIIN.
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Demostracién. La demostracién se hace usando la caracterizacién de martingalas, (ver
7.13), es decir, basta mostrar que para todo T tiempo de paro acotado E(M1Nr) = E(MyNg)
y se deja como ejercicio al lector. ]

(iv)

IMI%e, = 1M, + 2o INlh, = IM°|3e, +3° E(AML);

la dltima igualdad es consecuencia de la Proposicién 8.9 (para T, predecible nuevamente
usamos el hecho de que E(AMr,|F7,-) =0).

Por iltimo mostraremos la unicidad: supongamos que M = M + ¥, N/ es otra repre-
sentacién. Entonces

M~ M =3 N, -3 N,

Por otra parte sabemos que M°II 3>, N} vy MY, N, (ya que M° es continua y N =
Al — Al y aplicamos 8.19 y 8.22; lo mismo para M y N,). Entonces (M° — M¢) L
(En Np — 2o Na).

Asi, M® — M es una martingala igual a 0 en 0, ortogonal a si misma; por lo tanto
, gala ig g
Me— M =0. O

8.23 Definicién. Si M € M?, denotemos por M¢ = M — M°.
M¢ se llama la parte puramente discontinua de M. Asi podemos definir los espacios
MM = (MeM*: M =0},
MY = (Me M : M =0}

El teorema anterior nos dice que las martingalas puramente discontinuas son sumas
compensadas de saltos.

Observacién. Las martingalas constantes son a la vez continuas y puramente discontinuas.
8.24 Corolario. Sea M € M2, Entonces M € M?* si y sdlo si
E(M?) = E(M}) + EQ_(AM,)?) para cada t € R;.

s<t
8.25 Corolario. Sea M € M2, Entonces M € M* si y sélo si M es fuertemente ortogonal
a cada martingala en M%.
Si M € M?%, entonces M € M* siy sélo si M — M, es débilmente ortogonal a cada
martingala en MX.
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Demostracién. Si M € M* entonces M es fuertemente ortogonal a cada martingala en
M?* por la Proposicién 8.17 y el Lema 8.22. Reciprocamente, supongamos que M € M?
y M II M?. Tenemos M = M° + M¢, entonces (M°)? = MM*® — M*M¢. Pero M 11 M¢,
M?1I M¢, por lo tanto (M¢)? es martingala, (M¢)? = 0; en consecuencia M° = 0.

En virtud del Corolario 8.15, para terminar la demostracién basta probar que si M €
M2, My =0y E(MyNy) = 0 para cada N € M%, entonces M I N para cada N € M?.
Fijemos una N € M y un tiempo de paro T. Basta probar que E(MrNt) = 0. Pero
NT € M, entonces tenemos 0 = E(M,NL) = E(E(MNr|§7)) = E(M7N7). o

De este corolario obtenemos inmediatamente
8.26 Corolario. M2 y M son espacios lineales, cerrados en M2 y M?, respectivamente.

8.27 Corolario. Sea M € M* (o0 M € M??). Entonces para todo T tiempo de paro
MT e MY (o M € M%),

Demostracién. También este corolario es una consecuencia inmediata del Corolario 8.25.
Basta observar que para todo S tiempo de paro acotado y N € M%,

E(MZNs) = E(MsarNs) = E(MsarNsar) = E(MoNo).
a

8.28 Corolario. Sea M € M?. Entonces M € M* si y sélo si (M} — T ci(AM,)?); es
martingala.

Demostracién. La implicacién “<” es clara por 8.24. Para probar “=" supongamos que
M € M* y sea T un tiempo de paro acotado, por ejemplo T < a. Corolario 8.27 implica
que MT € M* y por lo tanto E((MT)?) = E(ME) + E(T,<.(AMT)?). Pero esto es lo
mismo que E(M} — M§ — ¥,<r(AM,)?) = 0. Ahora basta aplicar el Lema 7.13. O

8.29 Ejemplo. Si N es el proceso de Poisson con parametro A, entonces (N, — At), € M,
En efecto, sea M; = N, — At. Se tiene AM; = AN, por lo tanto E(T,,(AM,)?) =
E(Z, AN,) = EN, = At.
Por otra parte, E(M?) = E(N, — \t)? = Var(N,) = M, por lo tanto 8.24 implica que
M e M™%, 0
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Capitulo 9

Integral estocastica con respecto a
una martingala cuadrado integrable

En este capitulo vamos a definir la integral de la forma [ X dM, donde M € M? y X
es un proceso predecible adecuado (asi se vera la importancia de los procesos predecibles).
Observemos sobre todo que en la mayoria de los casos no se puede definir esta integral como
la integral de Stieltjes comiin y corriente, porque en general las trayectorias de M no son
funciones de variacién finita, ie. M & WP (ver e.g. Corolario 7.10). Por lo tanto hay
que definir la asi llamada “integral estocastica”. Sin embargo veremos que si la integral de
Stieltjes existe, entonces coincide con la integral estocastica.

Ademas demostraremos la existencia del “proceso de variacién cuadrada” para cada M €

M2,
9.1 Notacién. Sea M € M? fija. Denotemos

L*(M)

I

L3R, x 0, P, App2)
= {X:X es P-medible y E(/} X2d(M)) < oo},
0,00
A} (M) := {X:X es P-medible y Vt € Ry, X1y g€ L*(M)}.

De la definicién se sigue que los elementos de L?(M) deben entenderse como clases de
equivalencia relativas a Ap.
Asi, L*(M) es un espacio de Hilbert con norma

1Xhzzon = (X7 dhae)? = (B([ | XEd(M)))

10,00(
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(ver 7.9(c)).

A%(M) es espacio de Fréchet con las seminormas

24 . 1/2 _ X?1 d\ 1/2.
(B[ XKTAMLZ= ([ XTpgdhe)

9.2 Teorema. Sea M € M?. Eriste una tnica isometria lineal
J:L*(M)y- ML vy T:A(M)—- M?
tal que para todos u,v tales que 0 < u < v y para cada ¢ variable aleatoria acotada §,-medible,
J(fl]u,u]) = (&(Myn: — uAi))tG]R+-

9.3 Definicién. El proceso J(X) dado por el teorema anterior lo denotamos
T(X)e=(XoM), = /] XodM,
0,t

y lo llamamos la integral estocdstica (o integral de It6) de X con respecto a M.

Demostracién del Teorema 9.2. Si0 < u; < uy < -+ < up, ¥y €o,61,82,--.,&m son
variables aleatorias acotadas y £, es §o-medible, ; es §,,-medible, : = 1,2,...,m, el proceso
m-—1

X = 601{0} + Z fillu;,u,‘.,.l]

=1

es un proceso predecible y acotado. Para este tipo de procesos (que llamaremos procesos
simples), podemos definir J(.X) de manera natural, como

m-1
J(X)t = Z §i(Mu;+1At - Mu,‘l\t)
=1
Observemos que:
(a) La definicién de J(X) no depende de la representacién de X (ejercicio).
(b) Xo no interviene en J(X), J(X)o = 0.
(c) J(-) es lineal en la clase de los X simples.

(DLa notacién X o M de la integral estocastica es a menudo cémoda, pero hay peligro de confundirla con

la composicién de aplicaciones. Para evitar este problema, en lo que sigue nunca vamos a usar el “o” en este
dltimo sentido.
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Probaremos que J(X) es una martingala. Es claramente adaptado e integrable, ademaés
J(X): = T (X)iru,., Por lo tanto basta demostrar que E(J(X)|5,) = J(X), para0 < s <
t < Up,.

Siu; <5 <t < uiyy, entonces J(X); = J(X), + &(M; — M,), por lo tanto

E(T (X)) = T(X)s + GE(M; — M,|8.) = T (X)s,

porque ; es §,-medible (F,, C J,)-
Para s,t arbitrarios razonamos por induccién.
Es claro que J(X) € M2,

Ahora hay que demostrar que J asi definida es una isometria:

T(X)w= 3 6(Mayy — M),

=1

m—1
1T (X)ae, = E(T (X)) = 30 E(EH(Muy, — Mu)?)
i=1
+2E E(fﬂ'&j(Mu.H - Mu.)(Mu,u - Muj))'
i<y
El segundo sumando se anula ya que

E(£ili(My,,y — My)(My,,, ~ M,,))
= E(E(&{J'(Mu.‘“ - Mui)(Muyn - Mu,)';}u,))

= E(ﬁiﬁj(M“--n - Mui)E(Murn - Mu, '31‘,)) =0,

por ser M una martingala.
Calculemos ahora cuéanto vale el primer sumando:

S BE My — M) = 3 BEE (Ma, — Ma)I5))
= ¥ B@E(,, - M)
m~—1
= T BE@EM,, — (M), — (M2 - (M).)I.))

=1
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+ 3 BEE(M)cs = (M) 15)

= 5 BE (M) M) = B, X2 a0
= [ XD = [ Xl

Lo esencial de este cdlculo ha sido el hecho de que M? — (M) es una martingala.

Por lo tanto J es una isometria para los procesos simples, pero estos son densos en L*(M)
(por 3.12), lo que muestra que J es isometria de L2(M) en M2 .

Para mostrar la isometria en el caso A?(M) se procede andlogamente, tomando u,, = ¢,
y trabajando en [0,1] en vez de [0, o). o

En muchos casos concretos, la clase de los procesos para los cuales la integral estocastica
existe es mas amplia que la de los procesos predecibles. Esto se debe a la siguiente obser-
vacién.

9.4 Observacién. Sea M € M?; XY, es una medida sobre B(R,)® § que coincide con App
sobre P. Si tomamos la completacién de P con respecto a Ahy. (es decir o(P U N), donde
N={NCRy xQ:3Be€B(Ry)®F con N C By \}2(B) = 0}), tenemos que la integral
estocastica estd bien definida para los procesos medibles con respecto a la A\}.-completacién
de P, ya que cada uno de estos procesos es igual Ayp.-c.s. a uno predecible.

9.5 Proposicién. Sea M € M2,
(a) Si M es continua entonces la Ay, -completacion de P contiene a la o-dlgebra de los con-
Jjuntos opcionales O (por lo tanto en este caso se pueden integrar procesos opcionales).
(b} Si Apr2 es absolutamente continua con respecto a £ ® PP ({ = medida de Lebesgue en
R4 ) entonces )‘XP es absolutamente continua con respecto a £ ® P sobre B(Ry) ® §
yla )\Z,-completacio'n de P contiene a la o-dlgebra de los conjuntos progresivamente
medibles (por lo tanto en este caso se pueden integrar procesos progresivamente medi-

bles).

Demostracién. (a) Basta demostrar que para cada T tiempo de paro, [0, T[€ A},-comple-
tacién de P, porque dichos intervalos generan a 0. Como [0,T[= [0,T] - [T] y [0,T] € P
basta ver que Ay2([T]) = 0 para todo T tiempo de paro. Pero sabemos (por 4.23) que
[T] C Un[T%] con cada T, totalmente inaccesible o predecible y con graficas ajenas. Por lo
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tanto Aby2([T]) < & A2([Tn]) = 0 ya que: si T, es predecible, [T,] € P y
Me(T) € SAR(TaA k) =3 Ae((Tn A k)
3 k

D E(AME A =0
k

porque M? es continua y T, A k es predecible y acotado para todo k € N (ver 7.3).
Si T., es totalmente inaccesible, entonces por la definicién de proyeccién dual predecible
y del hecho de que 1[7;"] =0 cuando T, es totalmente inaccesible (6.2(c)) tenemos

Ma((T]) = / 1ir,) dA%p = f 1B = 0.

(b) Sea f la densidad de App, f = dM\pz2/d(€ @ P)p. Por hipétesis f es un proceso
predecible no negativo e integrable con respecto a £ ® P sobre [0, ¢] x §, para cada a > 0,
ademds para todo proceso predecible y acotado X > 0 se tiene:

/XdAMz - /de(z®P)|1> = E(/}Om[det).

Si consideramos el proceso V; = f]o,z] fs ds tenemos:
(i) V estd bien definido, es un proceso continuo, con variacién integrable en [0, ] para cada
t > 0 y es adaptado, por lo tanto es, en particular, un proceso predecible y V € W',
(i1) E(fo,00f Xefr dt) = E{fjg oo Xt AV2).
Por 6.10 existe 4 > 0, medida admisible sobre B(R,) ® §, finita sobre B([0,a]) ® § para
cada @ > 0, tal que [ X dp = E(fj o X dV'), para todo X proceso acotado medible.
Como V es predecible, podemos aplicar el Teorema de Doléans 6.11 y obtener que

p=pu".
As{ tenemos que p es una medida admisible sobre B(R,) ® §,
BIP = Ay

y st X es un proceso acotado medible, X > 0, entonces
]Xdp = /X”dp =/X”d)\Mz =]de}:,,.
Es decir p = A}, y por lo tanto A}, < f® Py
f=d\./dt® P).
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Veamos ahora que la A};-completacién de P contiene a los conjuntos progresivamente
medibles. Sea X un proceso progresivamente medible acotado y h > 0. Definamos
¢
XMw)=1/R X,(w) ds.
¢ (W) / (=) s(w)ds
X* es continuo en t y es adaptado (por ser progresivamente medible), por lo tanto es pre-
decible. Para toda w € 9, X/(w) — Xi(w), cuando h | 0, para {-casi cada t € R,.
Por Fubini,
XMt,w) = X(t,w) £®P—cd

y como A\b; < £® P, tenemos que
XMt w) = X(t,w) App —cd.
Por lo que X es medible con respecto a la A};-completacién de P. o

9.6 Observaciones. (a) La hipétesis en la Proposicién 9.5(a) puede debilitarse; en vez de
pedir que M sea continua, basta con pedir que M no tenga saltos predecibles (como por
ejemplo en la martingala de Poisson (N, — At),).

(b) Si M es el proceso de Wiener, Aw2 = £ @ P sobre P ya que

/xam=quawn=mjxm=//xaw.

Asi pues tenemos la existencia de [ X dW, o de la integral de Ito, para X progresivamente
medible con E fj, 4 X?%ds < oo para todo ¢ > 0. Sin embargo, como el lector probablemente
sabe, en el caso de proceso de Wiener, la condicién de integrabilidad la podemos debilitar
ain més: basta que X sea no anticipante, es decir medible y adaptado (ver e.g. [20]).()
(c) Si My = N, — Bt, donde N es el proceso de Poisson con parametro f, entonces

Amz = B ® P sobre P (ejercicio).

Ahora vamos a definir el proceso de variacién cuadrada de M para M € M2 Este
proceso es importante porque tiene propiedades similares a las del compensador (M, M)
de M? y de hecho en algunos casos (ver Corolario 9.11) coincide con él. La existencia y
la definicién misma de este proceso estaran dadas por el Teorema 9.10. Antes vamos a
enunciar algunos lemas que se usaran en la demostracién del teorema (se deja como ejercicio
el mostrar la validez de estos lemas). La demostracién del Teorema 9.10 es complicada y se
basa en las propiedades del espacio M? (ver 8.21).

(2) Aqui nos interesan las hipétesis de medibilidad. La posibilidad de debilitar las hipétesis de integrabilidad
(ie. Ef]o q X2d(M), < o) las discutiremos en el Capitulo 12.
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9.7 Lema. Sea (R, §, P) un espacio de probabilidad y (€,), una sucesidn de variables aleato-
rias:
(a) Si (Ai)x es una sucesion de eventos tal que Ay T 0 y si para cada k € N, (14,6.)n
converge en probabilidad, entonces (&), también converge en probabilidad.

(b) Si & — £ en probabilidad, £, > 0 y E(£,) = E(£) para cada n € N entonces &, — ¢

en L1().
9.8 Lema. Sea M € M? y {0 = up < u; < ---} una particidn de Ry. Si X = &1y +
Y20 &l uiga)s con & variable aleatoria §y -medible, y |&| < k, parai =0,1,2,... entonces
XeAN(M)y

(XoM), = Zsi(Mu..nAt - My
=1

(este lema generaliza la férmula que nos sirvié en 9.2 como la definicién de la integral
estocastica para procesos simples).

9.9 Definicién. Decimos que (II,,), es una sucesion normal de particiones de Ry si

M,={0=t; <ty <---}, limt} =00 paracadan€N

Famds ]
Jim St;p(t?“ ~t7)=0.

9.10 Teorema. Sea M € M?. Eziste un inico proceso cadlag creciente adaptado que
denotaremos por [M,M] tal que si (Il,), es una sucesion normal de particiones de Ry
(I, ={0 =1t} <t} < ...}), entonces '

(M, M), = ,nl‘_,r{.lo(Ll) Z(Mt;'+lAt - Mt;‘/\t)z (9.1)
7=0
para cada t € Ry. Ademas se tiene
[M’ M]t = (McaM‘:)t +E(AM3)2 (92)

s<t

para cada t € R,.
El proceso [M, M| se llama proceso de variacion cuadrada de M.
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Demostracién. 1. Los lados derechos de (9.1) y (9.2) no cambian si reemplazamos a M
por M — M, por lo tanto podemos suponer que My = 0. Ademds, reemplazando a M por
Mt = M,,. podemos suponer que
Me M2,
En efecto, basta observar que

(M) = (M) y (M) = ((M*)°).

Estas féormulas se siguen directamente de las definiciones; sus demostraciones se dejan
como ejercicios.

2. Probaremos (9.1) con convergencia en probabilidad en lugar de convergencia en L.

Sea II, = {0 = ¢, < ¢; < ...} una particién fija de la familia (para abreviar notaciones
vamos a escribir t; en vez de t7). Tenemos

o

‘}Mt2 = Z(Mtz_,‘+1/\t - ij/\t) = Va(M,t) + Na(2),
=0
donde
‘/n(M;t) = Z(Mt,“/\t - Mt,/\t)z,
7=0
N,,(t) = 2 Z Mt,At(Mz,+,At - Mt,/\:)-

=0

Observemos que para todo ¢ € R, ambas sumas tienen sélo un nimero finito de términos

distintos de 0, ademas E(V,(M,t)) < co, E(N,(t)) < co porque M, € L? para todo t € R,.

Es facil ver que N, es una martingala (como en el Teorema 9.2). Formalmente, N, tiene

la forma de integral estocdstica pero no podemos aplicar directamente el Lema 9.8, pues
M, A puede no ser acotada. Para k =1,2,... definamos

Xa(t) = 23(=k) V (My; A k)L 1,1(2).

El proceso X} es predecible y acotado, por lo tanto X* € L*(M). Sea N} = Xk o M.
A X} podemos aplicarle el Lema 9.8, por lo tanto N¥(¢,w) = N,(t,w) para w € Ay, donde
Ay = {sup, |M,| < k}.

Por otra parte,

Jim XEt,w) =2((=k) V(M_(w) A k) YweR, VE>0
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(por ser particiones normales), entonces por el teorema de convergencia dominada tenemos
que la sucesién (X¥), converge en L*(M) al proceso 2((—k) V (M. A k)) (ver 9.1, M_ =
(M.-);). Por el Teorema 9.2 las integrales estocésticas (N¥),, convergen en M2 ( a 2((—k)V
(M_Ak))o M),y por lo tanto la sucesién (N*(t)), converge en L? para toda t, k=1,2,...
(ndtese que si M fuera acotada, la primera parte del teorema ya se seguiria de esto, con
convergencia mas fuerte: en L? en lugar de L!).

Para toda k € N tenemos

lA;‘V'n(Mvt) = lAkMtz - 1A;;Nn(t) = lAkMtZ - lAkN:(t)'

Entonces de lo anterior se sigue que la sucesién (14, V,.(M, 1)), converge en L', y por lo tanto
converge en probabilidad para toda k € N, t € R,.

Como A T Q, por el Lema 9.7(a) la sucesién (V,(M,t)), converge en probabilidad
(n — o) para toda t € R,. Vamos a probar que una subsucesién converge uniformemente
ent€ Ry, cs.

En efecto, por el Lema 8.5 sabemos que para toda k& € N existe una subsucesién (n;);
tal que (N,’f](t,w))j converge uniformemente en ¢t € Ry para P-casi toda w € 2. Usando el
método diagonal podemos encontrar una subsucesién (r') vélida para toda k € N, es decir
existe I' C ©, P(T') = 0 tal que (N%(t,w)), converge uniformemente en ¢t € R, para cada
k€ Ny cadaw € Q —T. Por lo tanto (14, Vn(M,t)), converge uniformemente en t € Ry
para cada k € Ny cadaw € Q—T, entonces (V. (M, )}, converge uniformemente en t € R
para cada w € Q — T, ya que Ax T Q.

Definimos

(M, Mu(w) = hnr,n Va(M,t)(w) siweQ-T,
0, stweTl.

Como (Vn(M, 1)), es adaptado cadlag en ¢ para todo n’, tenemos que [M, M] también lo es.

Claramente V,(M,t) — [M,M]; en probabilidad (n — oo) para todo t € Ry.

El razonamiento estindar muestra que [M,M] no depende de las particiones (II,),
(médulo indistinguibilidad). Ahora es claro que [M, M] es creciente porque si s < t estan fijos
podemos reemplazar las particiones II,, por una sucesién nueva que contiene a s y ¢. Para esta
sucesién de particiones se tiene que V,(M,s) < V,(M,t) y por lo tanto [M, M], < [M, M];.

3. Vamos a demostrar que si M, M’ € M? entonces

E(|Va(M,t) = Vo (M, )]) S IM — M|[%g, + 2| M| aeg [|M — M| pe, (9.3)

paran € N, t € R,.
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En efecto, denotemos M" = M — M'. Tenemos

Va(M,t) = Vo(M',t)+Va(M",1)
+2 Z(Mt’,.”/\t - M:,At)(M;;+1At - Mt,_:/\t)'
J

Y por lo tanto, utilizando dos veces la desigualdad de Schwarz (la primera vez para las
sumas, la segunda para esperanzas), obtenemos

E(IVa(M, 1) - Vo(M',1)))
< E(Va(M',1)) + 2B((Va(M', 1) (Vo (M, ))17)
S E(Va(M",1)) + 2(B(VA(M', 1)) (B(Va(M", 1)) /2.

Para terminar la demostracién de (9.3) basta observar que en general, si M € M?,
entonces (V,(M,t) — M? — MZ), es una martingala 0 en 0, y por lo tanto

E(Va(M, 1)) = E(M}) — E(M{) < ||M |3,

4. Sea M € M%. Probaremos

(i) Va(M,t) = [M,M]; en L', sin — co, t € R,.

(ll) [M,M]g = (M,M)tv t e R+.
Por el paso 2 sabemos que (i) se cumple si M es acotada.
Definimos

Ty =inf{t : |M,| > k}, keN.

Por continuidad y porque My = 0, |M7*| < k para cada t € R, y cada k € N, por lo tanto
(Va(MTx 1)), converge en L' (de hecho en L?).

Por otro lado, es facil ver que M7 — M en M2 sik — co. En efecto, MD = Mr, —» My
c.s. (k — 00) pues Ty T 0o. Ademas

M7, = (E(Mw|31,))* < E(MZ131,),

por lo tanto (M3 ). son uniformemente integrables porque las variables aleatorias
(E(MZ|81.))k lo son. Esto implica que

Mr, - My, en L* (k— o0),

lo que es lo mismo que MT* — M en M2 (ver 8.2).
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Ahora bien, usando la desigualdad (9.3) obtenemos

E(lV,,(M,t) - Vm(M)t)I)
< E(|[Va(M,8) = Va(MT,8)]) + E(IVa(M™, 1) = Vi (M, 2)])
+E(|Vin (M 1) — Viu(M, 1)])
< 2M - M% | + 4 M| sz, 1M — M| pe,
+E(|Va (M t) — Vo (MTx 1))

para k,n,m € N. Por lo tanto la sucesién (V,(M,t)), satisface la condicién de Cauchy en
L', lo que demuestra (i). '

Utilizando esto vemos que la martingala N,(t) = MZ — V,(M,t) converge en L' (si
n — 00) a M} — [M, M];,. Por lo tanto M? — [M, M] es una martingala.

Por otro lado, como M es continua entonces (V,(M,t)), es continuo para n € N, y por
lo tanto {M, M] es continuo como el limite uniforme en ¢ de una subsucesién (V,:(M, 1))
(paso 2). En consecuencia [M, M] es predecible (sabemos que es adaptado). Asi hemos
demostrado (ii) porque claramente [M, M] € W! (es creciente) y [M, M]o = 0 (ver 8.11(a)).

5. Sea M € MZ (M, = 0). Demostraremos la férmula (9.2). Ya sabemos que
(Me, M¢) = [M*, M¢), por lo tanto basta demostrar que

M, M), = [M°, M), + S (AM,)%. (9.4)

s<t

Primero supongamos que M tiene sélo un ndmero finito de saltos. Sabemos por 8.21 que
M admite una descomposicién:

M =M°+B donde B=Y(A-A4).

k=1

Cada proceso Ay — Ay, pertenece a W' y tiene a lo més un solo salto, por lo tanto para cada
w la funcién B, (w) tiene a los mas m saltos y tiene variacién finita en [0,¢] para todot € Ry.
En consecuencia
Va(B,t)(w) = D _(AB,(w))" = 3 _(AM,(w))?
s<t s<t
cuando n — oo, para cada t € Ry.
Se tiene

Va(M, 1) = Vo(M* + B, t) = V(M 1) + Vo(B, 1) + Ca(2)
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donde -
Cn(t) =2 Z( tc;‘_'_l/\t - Mtc;‘/\z)(Bt;‘“At - Bt;'At)-
=0

Por el paso 4, V,(M*,t) — [M°,M}; en L! cuando n — oo, y

1C.(1)] < 2s1;p IMf;:H,\, - Mf;.,\tl |Bl; = 0 si n— oo,

porque M°(w) es uniformemente continua sobre [0,t] para cadaw € Q,t € Ry y (I1,,), es
una sucesién normal de particiones de R,. Asi hemos demostrado (9.4) en el caso particular.
Ahora sea M € M2 arbitraria (Mo = 0). Por 821 M = M*®+ Y32, (Ax — Ay), donde
Ax = AM7 1z, oo, k € Ny los tiempos de paro (T}); son tales que {AM # 0} C Ui[T],
cada uno predecible o totalmente inaccesible.
Definamos -
M™ =M+ 3 (A - A) € M2
k=1

Para cada entero positivo m, M™ tiene un nimero finito de saltos y (M™)°=M?¢, entonces

M™,M™], = M, M)+ > (AM]")?

<t

(M, M)+ Y (AMgp)*.

k=1

il

Sabemos que
m

Jim 3 (AMra)® =3 (AM,) Vw e VieR,.

k=1 s<t

Para obtener (9.4) basta demostrar que [M™, M™];, — [M, M]; en L! cuando m — oo.
Fijemos una subsucesién (n') (método diagonal) tal que para P-casi toda w y para cada
m € N se tiene

lim Vo (M,t) = [M,M];, LimV,(M™t) =M™, M™],
uniformemente en ¢ € R,. Por el lema de Fatou y la desigualdad (9.3) obtenemos

E(|[M, M), — [M™, M™],|)
lim inf E(|V(M, t) = Vo (M™, 1)])

IM = M™ |5, + 21| M| aez, |M = M|l gs,.

IN

IA
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Ahora basta observar que por el Teorema 8.21 se tiene
Jim, 1M~ M™ g, =0,

6. Lo tnico que falta para terminar la demostracién del teorema es probar que V,,(M,t) —
[M, M), en L' cuando n — co.

Es facil demostrar que M? — [M, M] es una martingala. En efecto, por la férmula (9.2)
tenemos que

M —[M, M}, = (M{+M{)* = (M, M*), - 3 _(AM,)?
. s<t
= (M)~ (M°, M), + (M) = 3(AM,)? + 2M{ M.
<t

Ahora (M°)? — (M°®, M) es una martingala por definicién,

(M) = 3 (AM.)" = (M{)" = 3_(AM])?

s<t s<t

es una martingala por el Corolario 8.28, finalmente 2M°M*? es una martingala porque M¢ I
M? (por 8.14 y 8.21). Por lo tanto E(M?) = E([M, M];) para cada t € Ry (si My = 0; en
el caso general E(M?) = E(ME) + E([M, M].)).

Por otra parte, sabemos que M? — V(M) = N, es una martingala, N,(0) = 0 y por lo
tanto E(M?) = E(V,(M,t)) para cadat € R} y cadan € N. En consecuencia E(V,(M,t)) =
E({M, M);). Esto junto con el paso 2 implican la convergencia de (V,(M,t)), a [M, M]; en
L! por el Lema 9.7(b). m]

9.11 Corolario. (a) Si M € M* entonces (M, M) = [M, M].
(b) Si M € M? entonces M* — [M,M] y [M,M] — (M, M) son martingalas y Ay =
Mpam) = Ay

El hecho de que M? — [M, M] sea una martingala lo probamos en la tltima parte de la
demostracién del Teorema 9.10. Todo lo demads es inmediato.

Observacién. Vale la pena darse cuenta de las semejanzas y las diferencias entre los procesos
(M, M) y [M, M]. Ambos son cadlag crecientes, 0 en 0, M?> — (M, M) y M? — [M, M] son
martingalas. (M, M) es predecible, en cambio [M, M], para martingalas discontinuas, en
general no lo es. Por otra parte, la estructura de [M, M) es mucho mas sencilla que la
estructura de (M, M). El proceso (M, M) en general depende fuertemente de la filtracién



132

mientras la férmula (9.1) del Teorema 9.10 depende solamente de la probabilidad P. Esto a
veces es una ventaja de [M, M] en comparacién con (M, M). Ademais es claro que el limite
en (9.1) existe si reemplazamos a P por una medida de probalidad @ absolutamente continua
c.r.a P, pero la convergencia no serd en general en L!(Q) sino en Q-probabilidad. Veremos
también que el proceso de variacién cuadrada existe para una clase de procesos mas amplia
que M2,

9.12 Ejemplos. (a) Sea W el proceso de Wiener. Entonces [W, W], = (W, W}, = ¢ porque
W es continuo.

(b) Sea M; = N; — A donde N es el proceso de Poisson con pardmetro A. Por 8.29
sabemos que M € M?¢, Entonces

M, M), = X:(AM,)2 = ZAN, =N,

<t s<t

mientras que (8.12(b)) (M, M), = At. ]
9.13 Corolario. Si M € M? y M € W° entonces M € M*,

Demostracién. Sea (II,),, una familia normal de particiones. Es ficil probar que V,(M,t) —
E,St(AM,)2 porque M tiene variacién total finita en cada [0,%] (ver e.g. el Lema 12.24).
Pero también sabemos que

Vo(M,t) — [M, M), = (M°, M%) + S (AM,)* en L'.

s<t

Por lo tanto (M¢, M*) = 0.
(M*)? — (M°, M°) es una martingala 0 en 0, por lo tanto (M°)? es una martingala 0 en
0 y entonces E(M{)? = 0 para cada ¢t € Ry. En consecuencia M® = 0. W

9.14 Definicién. Sean M, N € M2, Entonces definimos el proceso [M,N] € W! de la
manera siguiente:

[MM=5w+MM+M—W—MM—M)
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9.15 Propiedades del proceso [M, N]. (a) Si(Il,). es una familia normal de parti-
ciones: (Il, = {0 = <ty <... < <...})

[M'/N]t

JLIEO(Ll) E(Mt;-HM - M‘?M)(N‘THM — Nepae)

=1

(M, N+ 3" AM,AN,

s<t

[M°, N + Y AM, AN,.

s<t

(b) [,-] es bilineal.
(c) MN —[M,N] y [M,N]— (M,N) son martingalas.
(d) Amn = Mp,vy = A,y

La demostracién se deja al lector.

9.16 Observacién. En la definicién de [M, M] o [M, N] las particiones deterministas se
pueden reemplazar por particiones aleatorias:

I, ={T3,17,...,T}",...} con 0=To <TI7 <...<T} <...,
donde T} son tiempos de paro tales que
Jim TP = +oo y  lim sup(Tf,, — ) = 0.

La demostracion es la misma, sélo hay que saber que si T es un tiempo de paro, entonces
tAT t
[ xam= [ xamT
0 )

(esto es claro para T determinista y para T general se demostrard mas adelante).
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Capitulo 10

Propiedades de la integral estocastica

En este capitulo discutiremos varias propiedades de la integral estocastica con respecto a una
martingala cuadrado integrable. En particular daremos una caracterizacion intrinseca de la
integral estocastica la cual serd una consecuencia de las desigualdades de Kunita Watanabe.
Calcularemos también el proceso de Doob Meyer y la variacién cuadrada de una integral
estocastica y demostraremos que cada martingala en M? se descompone en la suma de una
integral estocdstica con respecto a una martingala dada M y de una martingala fuertemente
ortogonal a M. Terminaremos el capitulo con una discusién detallada del caso cuando la
filtracién (3,)wer, es la filtracién usual generada por el proceso de Wiener.

Probaremos que en este caso P = O, que cada martingala es continua y como un corolario
obtendremos el teorema cldsico de It6 que cada variable aleatoria cuadrado integrable se
representa como una integral estocastica con respecto a W.

Veremos primero que si M € WP, la integral estocdstica se reduce a la integral de
Lebesgue Stieltjes usual.

10.1 Proposicién. Sean M € M? y M € W°. Si X € A*(M) y si para cadat € R, y
w € ) la integral de Stieltjes St'/] ]X dM existe entonces
0,

(X o M), = St /]0 XM

Demostracién. 1. Primero demostraremos que basta para X acotado. En efecto, si
X € A*(M) definamos X™ = (—n) V X A n. Es claro que X® — X en A*(M) cuando
n — oo, por lo tanto X" oM — X oM en M? y de aqui (X" o M), — (X o M), en L? para
tOdO t € R+.

135
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Si sabemos que (X" o M), = St fj » X dM como |X7| < |X| para cada ¢, el teorema
de convergencia dominada implica que

(X" o M), — St XdM si n— o

lot]
para cada w € {1, t € R,. En consecuencia (X o M), = St fjo 4 X dM c.s. para todo t € Ry;

y como ambos procesos son cadlag, son indistinguibles.
2. Sea K la clase de procesos X tales que

(XoM), =5t XdM, VteR,.

10.t]

Por la definicién misma es claro que K contiene a todos los procesos simples y es una clase
lineal.

Ademas, si 0 < X, € Ky X, T X, X acotado entonces X € K (mismo razonamiento
del paso 1). Usando una versién apropiada del lema de las clases monétonas (ver 4.26) se ve
que K contiene a todos los procesos predecibles acotados. o

10.2 Proposicién. Si M € M? y X € A}(M) entonces A(X o M) = XAM.

Demostracién. 1. Nuevamente veremos que basta mostrarlo para X acotado. Sea X, =
(=n)VX An, X, — X en A%(M) por lo que X,0 M — X o M en M?. Sabemos (por 8.5)

que entonces existe una subsucesién (ny)x tal que para P-casi todaw € Q y cada s € R,
(Xn, 0o M); = (X o M), uniformemente en t € [0,s], si k£ — oo.

Pero entonces para casi toda w, A(X,, o M), — A(X oM}, (cuando k — oo, uniformemente
en t € [0,s]) y si la proposicién es cierta para los procesos acotados, entonces

A(Xn, 0 M)y = (Xo f(AM), » X,AM, VtER, VweQ

y por lo tanto XAM y A(X o M) son indistinguibles.

2. Sea K la clase de los procesos X tales que A(X o M) = XAM. K contiene a los
procesos simples, y por un razonamiento analogo al del paso 1 se concluye usando L.C.M.
que K contiene a todos los procesos acotados de A*(M). ]
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10.3 Teorema (desigualdades de Kunita-Watanabe). Sean M, N € M? y X,Y pro-
cesos medibles. Entonces:

Jo o X LI, N ©

g\[ X}d(M,M),\/ Y2d(N,N), cs.
0,0l 10,00l

Jo XA A, N

< 2 2 S.
< \/ZO X, M],\/ /]wyt d[N,N], cs

Demostracién (bosquejo). La primera desigualdad:
1. Basta hacerlo para X,Y acotados y tales que valen 0 si ¢ > t, (pasando a limites).
2. Basta mostrar que para X,Y como en 1 se cumple:

| /Io'w[ X, Yid(M, N),|

< 2 M Y2d(N,N s. 10.1
<\ XA M [ AN, s (10.)

Si sabemos esto, aplicamos esta desigualdad a los procesos

d|(M, N)|.
d{M,N}),’
en lugar de X y Y (nétese que el proceso d|(M, N)|;/d(M, N}, es medible y toma sélo valores
+1).

3. Basta demostrar que existe I' C Q, P(T') = 0, tal que si w € @ — T, entonces (10.1)
vale para todos (X:(w))s, (Yi(w)):, donde X, Y son procesos “simples”, i.e.

Xl vy Y

X = 501{0}(75) + Zéillt.‘,t.‘“](t)v
=1
Yo = nolp(t) + 2 miljsal(d),

=1

(WRecordemos que (J{M, N)|;); (v andlogamente (|[M, N]|;);) es el proceso de variacién de {M, N) (o de
[M, N]) y se trata de la integral de Stieltjes con respecto a este proceso.
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donde 0 < #; < -+ < tn41 (claramente se puede tomar la misma particién para X y Y) y
&, m: son variables aleatorias acotadas (no necesariamente §;,-medibles) parai=1,...,n.

En efecto, supongamos que un tal I' existe. Fijemos w € § — 'y Y un proceso simple
medible. Cada funcién f:R, — R medible y acotada es el limite puntual de las funciones
de la forma (X;(w)):, donde las X son simples medibles. Por lo tanto se tiene

| .., FO¥ie) d(M, N} )

< \/ /lo’w[f(t)z d(M,M),(w)\/ /mmly‘z(“’) 4N, N ()

para cada f medible acotada con soporte acotado, cada Y-proceso simple medible y toda
w € Q —T. Pero esto significa que (10.1) se cumple para cada X como en 1, Y simple
medibley w € Q —T.

Ahora fijemos un X como en 1, w € 2T y por el mismo razonamiento obtenemos (10.1)
para cada X,Y comoen 1,w e Q -T.

4. Basta demostrar que existe I' C Q, P(T') = 0, tal que si w € Q — T entonces (10.1)
vale para todos los procesos deterministas X y Y delaforma X =Y =1},4, 0 <t < 5; es
decir

|(MvN)s_ (MvN)tI
< VM, M), — (M, M) \/(N,N), = (N,N),. (10.2)

En efecto, supongamos que (10.2) se cumple parat < s,w € 2 —T'. Sean X y Y como en el
paso 3. Tenemos

I 10,00[ XYd(M, N)l = l Z{’m((M’ N)t|+1 - (M7 N)t.‘[
S &M, M), — (M, M), /IN, N)..,, — (N ).,

\/zc.?«M,M)t.ﬂ — (M, M),) \/2n3<<N, Nis = (N, N))

\/ /lo,wtxz d(M, M) \/ /lo,m[ Y2d(N, N)

(en la primera desigualdad se uso (10.2) y en la segunda Schwarz).
5. Finalmente se demostraréa (10.2).

IA

IA
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Sabemos que para cada A € R el proceso (M + AN) es creciente, es decir para 0 < s <t
se tiene (M + AN), > (M + AN).,.

{M 4+ AN) podemos transformarlo por bilinealidad de (-,-), pero recordemos que este
proceso esta definido de manera tinica sélo médulo indistinguibilidad. Entonces lo inico que
podemos afirmar es que para todo A € R existe un I’y C ©, P(T'y) = 0, tal que para cada
weN-TyteRy,

(M 4 AN) (W) = (M)y(w) + 2M(M, N)y(w) + X} {(N)y(w).
Sea T' = Uje@T'»; claramente P(I') = 0. Para todow € @ —T'y 0 < 5 <1 se tiene

(M)y(w) = (M)(w) + 2A({M, N)o(w) — (M, N),(w))
FAI(N)e(w) = (N)s(w)) 2 0

para toda A racional. Pero entonces esta desigualdad vale claramente para toda A € Ry por
lo tanto el discriminante del polinomio de 22 grado en A es < 0. Es decir

(M, N)(w) = (M, N)e(w))®
< (M)ow) = (M), (@) ((N)i(w) = (N)s(w)),

y esto es (10.2).
En esta demostracién hemos utilizado sélo propiedades comunes de {-,-) y [-,] por lo
tanto la demostracién para el proceso [M, N] es idéntica. 0

El siguiente teorema de Kunita-Watanabe nos da una caracterizacién de la integral es-
tocéstica X o M con X fijo.

10.4 Teorema. Sean M € M? y X € L*(M). Entonces la integral estocdstica X o M es el
tinico elemento L € M2, tal que:

VN € M2, E(LoNo) = E(/°° X, d(M,N),) (10.3)
(1]
(esto se puede escribir asi:
((X o M), N)az, = [ X dhaaw),

lo que equivale a:

VN € M2, E(LoNu)= E(/ow X.d[M, N),), (10.4)
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Demostracién. Supongamos que X = T, &l ;.4 (& es §y-medible y acotado para

cada ).

E((X oM)wNy)

(ya' que E(&Mii-n NOO) =

E(ij:f.'(Mt,ﬂ - M")N‘”)

3" E(€(M,,, Noyy — Mo N))

=1

E(§iMy,,, E(No!| Sy, )), lo mismo para t;)
= ZE(&E(M&‘MN&“ l&ti) - Mi.‘Nti)
=1

= f:E(&{E(MtH]Nh.n - (Mv N>t.'+1 I%t,)

=1

+E((M7 N)h‘q.:lgt.) - (Mi-‘Nt.‘ - (M) N)!.’) - (Mw N)t.})

(por ser (MN — (M, N)) una martingala)

Hemos probado que (10.3) vale para procesos simples. Ahora hay que pasar al limite en

ambos lados.

= iE(é‘{E((M’ N>i-’+1|3h') - (M’ N)t.})

= iE(E({;((M, N)iy — (M, N))IS4))

- f;E(ci((M, N = (M, N),))

- E(/:O X, d(M, N),).

La aplicacién ¢ de L*(M) en R definida por

es una funcional continua en L%(M), ya que X — (X o M),, es continua como funcién de
L*(M) en L*() por definicién de la integral estocastica, y el producto escalar en L%() es

continuo.

$(X) = E((X 0 M)o Noo)
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Por otra parte ¢: L2(M) — R, ¢(X) = E(Jy° X d{M, N)) es también lineal continuo en
L*(M), ya que

B [T XM, M) < B [T 1x1aM, M),

E (\//Ow X2d(M, M)\//Ooo d(N, N)>

\/E/om X2d(M, M)WE(N, N)w

IA

IA

1 X | L2any/ BN, N oo (10.5)

(la segunda desigualdad es el Teorema 10.3 (Kunita-Watanabe), la tercera es Schwarz).
1 y ¢ son dos funcionales continuas en L?(M) que coinciden en un subconjunto denso
(los procesos simples) de L%(M), por lo tanto coinciden en todo el espacio.
Unicidad: consideremos la aplicacién §: M2, — R, 0(N) = E [;° Xd(M, N).
Por (10.5) 6 es una funcional lineal acotada en M2, porque
E(N)o = E(Ng, — Ng) < ENZ, = ||N| e, -

Pero M2, es un espacio de Hilbert, entonces por el teorema de representacién de Riesz existe
un Wnico elemento L € M2, tal que

(Lydwe, =0()=E [“ X d(M,) (€ ML).
Para el proceso [M, N] el razonamiento es analogo. o

10.5 Corolario. Si M', M? € M? entonces [ X d(M'+M?*) = [ X dM'+ [ X dM? siempre

y cuando el lado derecho existe.
Demostracién. Es consecuencia del teorema anterior y de la linealidad de (-, -). O

10.6 Proposicién. Sean M,N € M? y X € A*(M). Entonces:
(a) (X o M,N) = /)MX (M, N).

(b) [X o M,N] = /MX d[M, NJ.

Para (a) necesitamos el siguiente
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10.7 Lema. Si M,N € M? y T es un tiempo de paro entonces:
(a) (M,NT) = (M,N)T.
(b) [M,NT]=[M,N]T.

Demostracién del lema. (b) Es consecuencia inmediata de la definicién de [M, N] (ver
9.15(a)).

(a) (M, N) es predecible y (M, N} € W? por lo tanto (M, N)T es predecible (ejercicio),
0 en 0y estd en W!'. Si mostramos que MN7T — (M, N)T es una martingala, por unicidad
del compensador se tendrd que (M, N)T = (M, NT).

El proceso MNT — (M, N)T es adaptado, cadlag e integrable; para probar que es una mar-
tingala, basta con mostrar (Lema 7.13) que para todo S tiempo de paro acotado E(MsNZ —
(M, N)E) = E(MyNy). Tenemos

E(MgNgar — (M, N)sar)

= E[(MN — (M,N))sar + MsNras — (MN)ras)
E[(MN — (M, N))sar] + E[E(MsNras — MrasNtas|STas))
E(MoNy).

I

m]

Demostracién de 10.6(a). Se puede reemplazar X por X1jo4 y suponer que X € L*(M).
Como X y (M, N) son procesos predecibles entonces X o (M, N} es predecible. En efecto,
es cadlag adaptado y

(X o (M, N)), (X o (M,N))- + A(X o (M, N})), @

(X o (M,N))i + Xe((M,N), — (M,N),.).

Ademids (X o (M,N))o=0y X o (M,N) € W°.

Por la unicidad del compensador, basta mostrar que ((X o M)N — X o (M, N}) es una
martingala (ver la Observacién 7.11) y como se trata de un proceso adaptado cadlag e
integrable, basta con ver que para cada 7' tiempo de paro acotado

E((X o M)y Ny — /}m X d(M, N)) = 0.

(2)A veces serd conveniente escribir las integrales de Stieltjes JXd{M,N)y [ Xd[M,N] “de manera
estocastica”, osea X o{M,N)y X o{M, N]. En el Capitulo 12 veremos que esto no es un abuso de notacién.
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Tenemos

E((X o M)rNy) = E((XoM)ooNT)=E(/0°°X,d(M,NT),)

B([” X d(M,N)T)
0
= B([ X.d(MN
(], XM, N}
(la segunda igualdad es una aplicacién de 10.4 y la tercera es consecuencia del Lema 10.7). O

Para (b) necesitamos:
10.8 Lema. Si M € M? y X € A*(M) entonces (XoM)* = XoM® y (X oM)? = Xo M“.

Demostracién del lema. Sabemos que X o M® € M?® porque A(X o M°) = XAM° =0
(Proposicién 10.2). Ademéds X oM = X o M+ X o M?, por 10.5 (el lector probara facilmente
que A2(M) C A2(M°) N A*(M?)). Basta mostrar que X o M? € M*. Pero, X o M4 € M*
si y sélo si (X o M%) I L para cada L € M?* (por 8.25).

Sea L € M?*. Entonces, por el inciso (a) precedente, (X o M4, L) = X o (M4 L) y
por 8.14 es claro que (M?, L) = 0. o

Demostracién de 10.6(b).

[X o M, N}, (X o M), N+ A(X o M),AN,
<t
(X o M, N + > (X,AM,)AN,
s<t
X o (M°, N, + 3 (X, AM,)AN,

s<t

= / Xd[M, N]
]0,t]

(la segunda igualdad es por el Lema 10.8, y la tercera es por (a)). O

10.9 Corolario. Si M € M? y X € AX(M) yY es un proceso predecible y acotado, entonces

(YX)oM=Yo(XoM)=Xo(YoM) (10.6)
En particular, si T es un tiempo de paro, X € A*(M) entonces
- Lo X dM = (X o M) = (X o MT), (10.7)
0,¢

para cada t > 0.
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Observaciones. (a) Todos los términos en (10.6) tienen sentido por las hipdtesis hechas.

(b) Para T = iy, la férmula es inmediata de la definicién. Es importante notar que
(X o M)T = [T X dM (por definicién) y que la igualdad (10.7) es precisamente la relacién
de la que se habl6 en la Observacién 9.16.

Demostracién. Reemplazando a M por M se puede suponer que M € M2 y X € L*(M)
(va que si X € A%2(M) entonces por definicién X € L2(M?)).

La primera igualdad en (10.6): como ambos son procesos en M2, basta mostrar que
(YX)o M) = (Y o(X 0M))e cs. Para esto basta probar que para cada N, variable
aleatoria acotada §..-medible se tiene

E((YX) 0 M)ooNoo) = E((Y 0 (X 0 M))oo Neo).-

Observe que el proceso definido por N; = E(N,|§;) es un proceso en M2 .
Podemos aplicar el Teorema 10.4 y la Proposicién 10.6 y obtener:

E(((YX) 0o M) Nc))

E/w YX d(M, N)
(0]

E/ode(Xo M, N)
E((Yo(X 0oM))ewNx)

La segunda igualdad de (10.6) se muestra de manera aniloga.
Para obtener la férmula (10.7) de la igualdad (10.6) se toma Y = 1jo7}, T tiempo de
paro, y basta demostrar que si M € M2 entonces

/1[0]7‘] dM - MT - Mg.

Es claro que 1p7) € L*(M) porque es acotado predecible. Para probar la férmula uti-
lizaremos el Teorema 10.4. Obviamente M7 — My € M%. Sea N € MZ%; tenemos
E((MT — My)Ny,) E(MrNy — MoN,)
= E(MrNr — MoNo) = E({M,N);)=E /]0 Jomd(M, N),

lo que termina la demostracién por el Teorema 10.4. ]

10.10 Teorema de Representacién. Sea M € M?. Para cada L € M? eziste una des-
composicidn inica L = X o M + N donde N € M*, NIIM y X € A*(M) (N es inico
mddulo indistinguibilidad, X es tinico como elemento de A*(M)).



145
10.11 Lema. Si N,M € M? y NII M entonces NI1 X o M, para cada X € A*(M).
Demostracién. (X o M,N) = X o (M,N) =0 (por 10.6 y 8.14). u}

Demostracién del teorema. Podemos suponer que M € M2 y L € M2 (reemplazamos
M por Mty L por Lt. Si lo sabemos para M! y L', entonces

L'=X®o M+ N®,

Por la unicidad, existen N € M? y X € L*(M) tales que N* = N, Xt = X ya que
todo se “pega bien”).

Denotemos por Z(M) = {X o M : X € L*(M)} que es un subespacio lineal cerrado de
M2, (por ser la imagen de L2(M) bajo una isometria). Por ser M2 un espacio de Hilbert,
para cada L € M2 existe una descomposicién tinica L = X o M + N, donde X € L*(M),
N € M? y N L I(M) (ortogonalidad débil o sea en el sentido del espacio de Hilbert M?2).

Hay que demostrar que N II M. Por 8.14 basta probar que para todo T tiempo de paro
acotado E(M7Nr) = E(MyNo).

Por 10.9 sabemos que Mz = (1jo7) © M)o + Mo, entonces

E(MrNr) = E((1p) 0 M)oNr) + E(MoNr)
= E((Lpm © M)eoE(No|F7)) + E(MoE(N1|50))
= E((1pr© M)ooNw) + E(MoNo) = E(MoNo)

porque N L 1130 M.

Unicidad de la descomposicién: sea L = X' o M + N’ otra descomposicién con N’ M.
Entonces por el Lema 10.11 se tiene N’ I Z(M). Todos los elementos de Z(M) son 0 en 0,
entonces por 8.15 N’ L I(M), y por lo tanto N' = N. m}

10.12 Aplicaciones al proceso de Wiener. En lo que sigue, hasta el fin de este capitulo
se tendra fijo lo siguiente: (2, ¥, P) un espacio de probabilidad completo, W un proceso de
Wiener y (8,):er, la filtracién usual generada por W (Definicién 1.7).

10.13 Lema. Si M es martingala acotada, 0 en 0, y M U W entonces M = 0.
Demostracién. Observemos que si M es acotada, entonces existen constantes a,b (b # 0)

tales que (a +bMo,) es la densidad de una probabilidad que denotaremos por Q; asi tenemos
dQ = (a + bM,,) dP.
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Basta demostrar que ambos W y (WZ — t); son martingalas con respecto a @, porque
entonces por el teorema de Lévy'® tendremos que W es proceso de Wiener con respecto
a @, y esto implica que P = @ sobre §w, ya que por la definicién del proceso de Wiener
se tendrd P(A) = Q(A) para todo 4 € A = {{W,, e I,...,W,, e T} : [h,...,[, €
B(R), t1,...,tn € Ry, n € N} y A es un 7-sistema que genera a §o-

Pero si P = @ sobre §., entonces a + bM,, = 1 c.s, por lo cual M,, = 0 y entonces
M =0, porque M; = E(M,|5:).

Probaremos que W y (W? — t), son martingalas con respescto a @: sea T’ un tiempo de
paro acotado. Basta probar Jo WrdQ =0y [o(W2—-T)dQ =0.

E[Wr(a+ bMy)] = a E(Wr) + b E(WrM.,)
bE(WrMz) = bE(WoM) =0

/ﬂ Wr dQ

ya que E(Wr) = 0 porque W es una martingala (c.r.a P) y vale 0 en 0; y E(M7Wr) =
E(WoM,) porque M I W.

De la misma manera,

fwi-1dQ

a E(W2 ~T) + bE((W2 — T)M,,)
bE(W2 — T)My,) = b E(W2 — T)My).

Para probar que E((Wf — T)Mr) = 0 primero observemos que W —t = 2 fjo 4 W dW (lo
demostraremos maés adelante, ver 12.14). Entonces por el Lema 10.11, (W? —t),II M lo cual
implica el resultado. |

10.14 Corolario. Para todo tiempo de paro predecible T se cumple que 1 = Fr_.

Nota. La relacién §r = §7- para cada T tiempo de paro predecible se expresa diciendo
que (&, )ier, es cuasicontinua por la izquierda.

Demostracién.
So=0c{A€F:P(A) =0} porque Wp=0,
entonces {T = 0} € o implica P(T =0) vale 0 6 1.
SiT =0 c.s., entonces §r = Fr_ por la definicién.

Sea ahora T' > 0 c.s. Supongamos que F72Fr— (esto implica en particular que T' # o0);
entonces existe una variable aleatoria acotada ¢ que es §7-medible y no es Fr._-medible.

(3)Vamos a demostrar este teorema mas adelante (Teorema 13.7).
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Definamos el proceso A = {17,0(. Se tiene Ag = 0 sobre {T' > 0}, por lo tanto Ao =0
css.

Por 8.7 (férmula (8.2)) sabemos que A = E{¢|Sr-Nre(yM = A- A es una martingala
acotada. Como W € M se obtiene por 8.17 que M I W. Ademais es claro que My =0 c.s.
Podemos aplicar el Lema 10.13 para obtener que M = 0. Entonces

0= My = (£ — E(¢187-))1(7<00}-

Esto implica que

€ =170} + EliT=00) = E(E187-)1{T<o0} + E1{T=00)
y entonces, por el Lema 2.13, £ es Fr_-medible, lo que es una contradicién. D

10.15 Lema general (de teoria de procesos, no se refiere a W). Sea (§,)ier, una fil-
tracidn cuasicontinua por la izquierda. Entonces cada tiempo de paro accesible T es también
predecible.

Demostracién. Por la Definicién 2.29 existe (T™), sucesién de tiempos de paro predecibles
tal que [T] C U,[T"].
Sea (ver 2.23)
Sn=T(1T1=T}/\.../\T?,.=T), (n Z 1),

entonces cada S, es un tiempo de paro predecible (pues por hipétesis {T? = T} € 7, = Fr-
7

por lo tanto T{T,=T} es predecible para cada j € N por 2.24). Claramente S, | T y se
estabiliza, pues S,(w) = T(w) a partir de algin n(w) por lo tanto T es predecible por 2.22. O

Regresemos a nuestro modelo (ver 10.12).

10.16 Corolario. Cada tiempo de paro T' con respecto a la filtracion (F,)icr, es predecible;
en particular P = O.

Demostracién. Por el Teorema 2.31 y el Lema 10.15 sabemos que todo tiempo de paro T

tiene la forma T = Ty A T; donde T} es un tiempo de paro predecible y T3 es totalmente

inaccesible. Entonces basta probar que no hay tiempos de paro totalmente inaccesibles # oco.
Sea

A=lgw, M=A-A

M, = 0 porque Ay = 0 por ser T; totalmente inaccesible y M II W por 8.17 pues W es
continuo. Queremos utilizar el Lema 10.13 pero no podemos aplicarlo directamente ya que
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M no es necesariamente acotado. Sea S, = inf{¢ : A > n}, n € N. Se tiene M S»IIW por 10.7
(o también por 8.27), ademis |M*| <1+ |As.a] <1+ n porque A es continuo (7.14(c)) y
Ap=0.

Por el Lema 10.13 M5 = 0 para todo n € N. Pero S, 1 co cuando n — oo, por lo
tanto M = 0. Por otra parte M tiene un salto igual a uno en T; sobre {T; < oo}, entonces
necesariamente T = oo.

Para ver que P = O basta usar 3.12(e) y 3.16. Si no queremos aplicar 3.16, ya que no lo
demostramos con detalles, podemos utilizar el Teorema 4.29 para obtener que cada proceso
cadlag y adaptado X es predecible (lo que nos da O C P). En efecto, para cada T tiempo de
paro (predecible) X7 es §r-medible sobre {T' < oo} y por lo tanto §r_-medible por 10.14. O

10.17 Corolario. Cada martingala cadlag con respecto a (F,)ier, €s continua.

Demostracién. Por el corolario anterior sabemos que cada proceso cadlag adaptado es
predecible. Por otro lado, demostramos (Proposicién 4.31) que cada martingala predecible
es continua. 0o

Ahora podemos probar un importante resultado (originalmente de It6 pero con otra
demostracién; ver e.g. [9]).

10.18 Corolario. Cada martingala M € M?, My = 0 tiene la forma

M, = | ]X, dW,, paraun X € A}(W).
0,
Demostracién. Por el teorema general de representacién 10.10 tenemos que cada martin-
gala M en M? tiene una descomposicién

M=/XdW+N con NIW.

Basta demostrar que no hay martingalas N # 0 que sean 0 en 0 y fuertemente ortogonales
a W, o sea: si N es una martingala, NII W y Ny =0 entonces N = 0.

Lo sabemos para N martingala acotada (ver 10.13). Veamos ahora para N no acotada:
se define T, = inf{t : |V}| > n}.

Como N es continua (por 10.17), [INT*| < n para todo n y aplicando 10.13 obtenemos
NT» =0 ya que NT" es una martingala acotada, NJ» =0y N> I W.

Tenemos asi que para todo n € N, N% =0, lo que muestra que N = 0 ya que T, T o0
sin — oo. ]
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10.19 Corolario. Cada variable aleatoria £ € L*(Q,F., P) tal que E(€) = 0 tiene la forma
f = j]O,t] X, dW‘,.

Observacién. El Corolario 10.19 vale también para ¢ variable aleatoria §;-medible no
necesariamente en L? pero la extensién a este caso no es inmediata (ver [5]).
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Capitulo 11

Martingalas locales y
semimartingalas

En este capitulo hacemos preparaciones necesarias para poder, en el capitulo siguiente, ex-
tender la nocién de la integral estocdstica. Basandonos en la nocién general de localizar a
un proceso por medio de una sucesién de tiempos de paro, definiremos martingalas locales
y semimartingalas e investigaremos algunas de sus propiedades.

11.1 Definicién. Sea K una clase de procesos. La clase localizada de K es la clase K,
definida por la siguiente propiedad: X € Kp,. si y sélo si existe (T},), sucesién de tiempos
de paro tal que T, T oo y XT» € K para cada n.

11.2 Observaciones. (a) K, depende de la filtracién porque depende de los tiempos de
paro.

(b) La sucesién (Ty,), tal que X™» € K para cada n, se llama sucesidn localizante de X
en K y decimos que (Ty,),, localiza a X en K.

(¢} K C Kproe porque si X € K podemos tomar T, = oo para todo n como sucesién
localizante.

11.3 Definicién. Decimos que la clase K es estable con respecto a paros (estable c.r.a paros)
si y s6lo si para cada X € K y T tiempo de paro se tiene que X7 € K.

11.4 Ejemplo. Las clases M2, M2 | las martingalas, las martingalas uniformemente inte-
grables, W%, W!, W1 son estables c.r.a paros y son lineales. O

11.5 Lema. Sea K una clase de procesos lineal y estable c.r.a paros. Entonces:

151
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(2) Kroe = {X : HT,)n sucesion de tiempos de paro tal que sup, T, = oo y X™» € K,
n=12,...}.
(b) Kpoc es también lineal y estable c.r.a paros.

(C) ’CLoc Loc = KLoc-

Demostracién. Observemos que si S,T son tiempos de paro y X es un proceso tal que
X5 € K, XT € K entonces X5¥T € K. En efecto: X5V7 = X5 + X7 — (X5)T € K porque
K es lineal y (X®)T € K por ser K estable c.r.a paros.

(a) Basta ver que K, contiene a la clase descrita, puesto que es inmediato ver que K,
estd contenida en ésta.

Sea X un proceso tal que X™» € K para todo n, y (T,), una sucesién de tiempos de paro
tal que sup,, T, = +o0. Tomando S,, = T} VT3 V...V T,, tenemos una sucesién creciente
(Sn)n de tiempos de paro tal que S, T oo y por la observacién anterior X5» € K para todo
n, es decir X € Kp,..

(b) Basta observar que si X,Y € Ko, (Tn)n ¥ (Sp)n localizan a X y Y en K, respecti-
vamente, entonces (T, A S,,), localiza a X y a Y, y por lo tanto localiza a X + Y.

(c) Veamos ahora que en las condiciones del lema

KLoc Loc C K:Lac

(la inclusién “D” es clara).

Sea X € Kpoc Loc ¥ sea (Tn)s una sucesién localizante de X en Kp,.. Como X ¢
Kroc para cada n, existe (S, n)m sucesion localizante de XT» en K, es decir (XTr)Smn =
XTaASmn e K. Ordenando (T, A Snm)(mm)eNxN €n una sola sucesién (R,)nen se tiene
XFn € K. Ademas sup, R, = 400 ya que dado w € Q, a > 0, existe n tal que T, (w) > a 'y
para ese natural n, existe m € N tal que S, »(w) > a. Esto significa que existe (m,n) € NxN
tal que (Tn A Spa(w)) > @. Ahora basta aplicar (a). o

Sera conveniente introducir la siguiente notacién.
11.6 Notacién.

Ml
Ml

la clase de martingalas (cadlag),

la clase de martingalas uniformemente integrables.

11.7 Proposicién. (a) M3}, = (MZ)1o y sus elementos se llaman martingalas local-
mente cuadrado integrables.

Mi={M:3(T)., T, Tooy M e M?}).
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(b) (M VLo = M1,. y sus elementos se llaman martingalas locales.

( ) Loc - WO'

(d) Wi,. = (WL )Loe y sus elementos se llaman procesos de variacién localmente integra-
ble.

(e) Todas las clases anteriores son lineales.

Demostracién. (a) Es obvio que M2, D (M2 )L,.. Para ver la contencién inversa, sea
X € M%,. y sea (T,)» una sucesién localizante de X en M? ie. X™ € M? para cada n.
Claramente X™" € M2 | lo que muestra que (T, An), es una sucesién localizante de X en

(b) 1déntico a (a).

(c) Si X € W2,. v (Tn)n es una sucesién localizante de X en WP, entonces para cada
w€ Q,t >0, lafuncién XT)(w) tiene variacién finita sobre [0,¢]. Pero T,(w) T oo, por
lo tanto, existe ng tal que T,,(w) > t para n > no. Es decir, si n > n, entonces X7 (w) =
X.(w) sobre [0,1] y esto muestra que X(w) tiene variacién finita sobre [0,t]. Ademds X es
adaptado (X; = lim,_. X*) y es cadlag (mismo argumento), es decir, X € W°.

(d) Mismo argumento que en (a).

{e) Se sigue de 11.5(b). O

11.8 Ejemplo de una martingala local que no es martingala. Sea W el proceso de
Wiener en R® que parte de 0 y a € R® — {0}, (§,):er, la filtracién usual generada por W.
Sea M, = 1/|W, — a|; M no es martingala (es supermartingala(®)).

Definamos

T.=inf{t:|W;—a| <1/n}, neN

T, T oo porque {a} es un conjunto polar (es decir P{3t > 0: W, = a} = 0).
Por otra parte, 1/| - —a| es arménica en {z € R®: |z — a| > 1/n}, por lo tanto M7 es
una martingala acotada,(® es decir M € M} . (y también M € M2 ). 0

11.9 Propiedades elementales de las martingalas locales. (a) St M € M} e
tonces M es cadlag adaptado.
(b) St M e ML, y M es de la clase DL entonces M es una martingala.
(c) Si M € M}, y M estd acotada inferiormente entonces M es supermartingala.
(d) SiMe M}, My=0, |AM,| < C, para cadat > 0 (C una constante finita) entonces
M e Mi,..

(Este hecho se sigue de este ejemplo y de la Propiedad 11.9(c). Ver Ejemplo 5.19(e)).
(MEste hecho, bien conocido, se sigue e.g. de la férmula (7.4).
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Demostracién. (a) Inmediato (como en 11.7(c)).

(b) Sea (T.)» una sucesién localizante de M en ML ; como (M;)icr, es de la clase
DL entonces (M7"),, = (Mr,z,)n, Para s fija, es uniformemente integrable, por lo tanto,
E(M™|F,) — E(M,|F;) en L' si t < s; por otra parte E(MI*|F;) = Mg A, — M,.

(c) Seat > s, y sea (T,,), una sucesién que localiza a M en ML. Como M es acotada
inferiormente, podemos aplicar el lema de Fatou dos veces; primero para ver que M es
integrable:

E(M,) < liminf E(Mixz,) = liminf E(Mor,) = E(Mo) < oo,
y después para obtener
E(M,|3,) < liminf E(Mr,|8,) = liminf M1, = M.
(d) Sea (7%.), una sucesién localizante de M en M. . Definamos S, = inf{t: |M,| > n}.
S, es un tiempo de paro para cada n,y S, T co.

(T A S,)n es también una sucesién localizante de M en ML ; entonces MT"5» es una
martingala uniformemente integrable y

[MEN = |Mruasal < IMzarsa)-| + [AMz,as,|
< n+C.
Por lo que MT»"%» € MZ, para cada n y entonces M € (MZ,)Loc. -

11.10 Observacién. De la demostracién se sigue que la condicién |[AM| < C se puede
reemplazar por sup, |AM,| € L.

11.11 Notacion. Q := la clase de las cuasimartingalas de la clase DL, cadlag.

Recordemos que si X € Q, entonces X tiene compensador (por 7.7). Ahora extenderemos
este concepto a la localizacién:

11.12 Proposicién (descomposicién de Doob-Meyer para cuasimartingalas loca-
les). Si X € Qp, entonces eziste un tunico proceso X € Wi,., X predecible, Xo = 0 tal
que X —Xe€ M3}, (al proceso X también lo vamos a llamar compensador de X).

Demostracién. 1. Unicidad: supongamos que (T,), localiza a X en WL vy que (Su)n
localiza a X — X en M1 . Entonces (T, A S,,),, localiza a ambos:

TaASn _ Y TnASn Y TnASn
XTohSn _ XTonSn e MLy XToMSh e W
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De esto, se tiene que XT"’f_" € Q (por 7.2). Sea Y™ su compensador. Por la unicidad del
compensador es claro que X7*"%» = Y lo que muestra que X est4 determinado de manera
tnica sobre [0,T, A S,]. El hecho de que T, A S, T oo, nos permite concluir que X estd
determinado de manera inica sobre R, x .

2. Existencia: sea (T},), una sucesién localizante de X en @. Por 7.7 tenemos una tnica
descomposicién XT» = M®™ 4 V) donde M™ ¢ M, VW ¢ W1, Vo(n) =0y VM es
predecible, para cada n € N.

Si m > n entonces

XTn = (XTm)Tn — (M(m))T,, + (V(m))T,..

Por unicidad tenemos (M)In = M) (V)T = Vi’:).
Definimos X = V(™ sobre [0, T,,] (se “pega bien”). X es predecible como el limite puntual
de los procesos predecibles XT» (= V(") y X € W} _ pues XT» € W'. Es claro que ademés

(X = X)™ = M™ € M" para cada n,
ie. X ~ X e Ml,.. o

11.13 Lema. Sea X un proceso cadlag adaptado y sea X; = sup{|X,]: s < t}. Supongamos
que existe una sucesion (Ty), de tiempos de paro, T,, T oo, tal que se cumple una de las
siguientes condiciones:

(a) Para cada n, E|Xs| < oo para todo S tiempo de paro tal que S < T, o

(b) E|Xo] < 0o y para cada n, E|AXs| < oo para todo S tiempo de paro tal que S < T,.
Entonces X* € W}..

Demostracién. Sea S, = T, Ainf{t : |X;| > n}. Es claro que S, T co. Por otra parte X*
es un proceso creciente positivo. Para demostrar que pertenece a W} . basta ver que (a) o

(b) implican que E(X3, ) < oo, pues entonces (S,), serfa una sucesién localizante de X* en
W!. Tenemos

X5, sup{|X,|:s < S} = sup{|X,|: s < S.} V|Xs,|

nVv leni,

IA

lo cual es integrable bajo la hipétesis (a).
Si ahora tenemos (b) entonces basta adicionalmente observar que

|Xs,| = |Xs,- + AXs,| < | Xo| +n+|AXs, | € L.
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11.14 Proposicién. Sea Q° la clase de cuasimartingalas cadlag. Entonces
Q[l);ac = QLoc~

Demostracién. Es obvio que Q3. D Q. Sea ahora X € Q% ., y (7.). una sucesion
localizante de X en Q°. Claramente (7, A n), también localiza a X en Q°.

Si S es cualquier tiempo de paro tal que S < T, A n entonces X5 € L! porque X5 =
XZAm ¢ L1, En efecto, como XT* € Q° podemos aplicar el teorema de descomposicién
de Rao, (ver 5.11), XT»** = U' — U", donde U',U" son supermartingalas cad (ver Obser-
vacién 5.12). Entonces tenemos una serie de implicaciones inmediatas,

S<T,An=S§<n=UsUseL'= XP"ell,

la segunda implicacién se sigue del teorema de muestreo opcional de Doob.

Por el Lema 11.13(a), el proceso X; = sup{|X,| : s < ¢} estd en W}, por lo que existe
(Sn)n sucesién localizante de X* en W1 | por lo tanto S, T oo y E(sup{|X;| : s £ S.}) < co.
En consecuencia XT""5» es una cuasimartingala de la clase D, y as{ hemos probado que

(T A Sn)n localiza a X en Q. ]

11.15 Observacién importante. Este Wltimo resultado (Q%,, = Qr,.) permite afirmar
que cada cuasimartingala cadlag tiene compensador, atin cuando no sea de la clase DL.

11.16 Corolario. (a) Sea M € M}, y denotemos M; = sup{|M,| : s < t}. Entonces
M ewl,..
(b) Si M € M}, N WP entonces M € W},..
Demostracién. (a) Sea (T,), una sucesién localizante de M en M} . Si S es un tiempo de
paro, S < T, entonces E(|Ms|) = E(|MZ*|) < co. El Lema 11.13(a) implica que M* € W},..
(b) Sea (S,). una sucesién localizante de M* en W), (existe por (a)).
Para cada S tiempo de paro, tal que S < S,,,

AlM|s = |AMs| <2M5 vy |Mlo=|Mo| € LY,

y como M3 € L' tenemos que 2M3 € L.
Usando el Lema 11.13(b), podemos concluir que

(lMlt)tER.'. = (Sli? |M18)16R+ € W}/OC

es decir M € M],.. ]
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Veremos ahora que las martingalas localmente cuadrado integrables también se descom-
ponen en la suma de su parte continua y la parte puramente discontinua, y que también
podemos definir para ellas los procesos de Doob-Meyer y de variacién cuadrada.

11.17 Proposicién. Sea M € M2 . Ezisten procesos inicos {M, M), [M,M]®, M M?
tales que para toda (T,.), sucesion localizante de M en M2 se tiene:

(MT")MT,‘> (M, M>Tnv (MT")CZ (MC)T"’

[MT",MT"] — [M, M]T", (MTn)d — (Md)T,.

(los lados izquierdos tienen el significado anterior).

Demostracién. Sea (T,), una sucesién localizante de M en M2 . Definimos (M, M) sobre
[0,T;]) como (M™ MT). Debemos verificar que estd bien definido (se “pega bien”): si
m > n entonces (MTm, MTm\Tn = (MTmATn MfTmATn) = (M MT=) por 10.7.

Si (S,). es otra sucesién localizante de M en MZ | entonces

(MSm Msm>T" — (MSm/\Tn MSmAT") - (MT,. MT,.)Sm
((M’ M)Tn)sm = (M, M)T"Asm'
Tomando n 1 oo obtenemos (M5™, MS) = (M, M)5™, con lo cual se ve que la definicién de

(M, M) no depende de la sucesién localizante escogida.
Para lo demds, las demostraciones son andlogas. ]

11.18 Propiedades. Si M € M}, entonces
(a) (M, M) = M? = [M, M].
(b) Mce M¥,, Mie M¥ yM =M+ M? (la descomposicidn es tnica). M¢ se llama
la parte continua de M y M?la parte puramente discontinua.

(c) [M,M], = (M, M°), + aEq(AM,)Q.

Demostracién. (a) Si (7,). localiza a M en M2, entonces

(M? — (M, M) = (M™)? — (M, MT") € M,

((M, M] — (M, M))T = [MT, MT"] — (MT", M™) € M,

Es claro que (M, M) es predecible, creciente, cadlag y (M, M), = 0.
(b) ¥ (c) son inmediatos de las definiciones (ver (9.2)). a

(®)Para abreviar notaciones, a veces vamos a escribir (M), [M] en lugar de (M, M), [M, M].
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11.19 Definicién. Si M,N € M}, entonces

(M, N) = i-(<M+N,M+N>—(M—N,M-N))

[M,N] := %({M+N,M+N]—[M—N,M—N]).

11.20 Propiedades inmediatas. (a) (M,N) = MN = [M, N].
(b) Si T es un tiempo de paro, entonces (M, N)T = (M,NT) y [M,N)T = [M, NT].

(¢) (-+) y[--] son simétricos y bilineales.

11.21 Proposicién (desigualdad de Doob). Sea M € M2 _,, T un tiempo de paro. En-
tonces

E(sup |M, ~ Mo|*) < 4E((M, M)r) = 4E([M, M]r).

Demostracién. Sea (T}), una sucesién localizante de M en M2, Por la desigualdad de
Doob para martingalas (ver (8.1)), tenemos para cada n

E( s;lpTlMt - M|®) < 4E((M, M), ar) = 4E[M, M1,AT.
<InA

t<

Ahora el resultado es consecuencia inmediata del teorema de convergencia monétona. O

El resultado mas profundo de este capitulo es el siguiente teorema.

11.22 Teorema. Si M € M}, entonces M = N+ A donde N € M}, No =0, |AN;| <1
para cadat >0y A€ W, NMlL,..

Observaciones. (a) N € M?%__por 11.9(d).

(b) Este teorema es muy itil, pues descompone a una martingala local arbitraria en una
martingala local con saltos acotados (que es ficil de manejar) y otro proceso en W} .. No
hay un teorema analogo para procesos sin localizar.

Demostracién. Reemplazando M por M — M, podemos suponer que Mo =0(siM—~M, =
N + A, entonces My + A € W}_,).

Definamos B; = Z,St AM,1(am,>1/2)- Para cada w € ) la suma es finita por ser M
cadlag. Por lo tanto B e Wy

[Ble = > |AM,|1am,>1/2}-

s<t
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Vamos a demostrar que B € W}, o lo que es lo mismo

(IBle)ier, € Wi (11.1)

Usaremos el Lema 11.13(b). Tenemos By = 0 y A|Bl, = |[AMlgam>1/2y <
2sup, <, |M,| = 2M; (M} = sup,., |M,|). Sabemos por 11.16 que M* € Wj,.. Sea (Tn)n
una sucesién localizante de M* en WY (E(M3,) < oo para todo n). Si S es un tiempo de
paro, S < T, entonces

‘ A|B|s < 2M3 <2Mj € L}
y asi (11.1) queda demostrado por 11.13(b). En consecuencia B € Qp,. (ver 7.2) y podemos
afirmar que existe B, el compensador de B (ver 11.12).

Sea A.= B— B € M.,_,nW],. Ahora definimos N = M — A € M} . Hay que

demostrar que NV tiene saltos acotados por 1. Tenemos

|ANtl = lAMg - AAtl = I[lM‘5 — ABt‘l‘ A-Etl
< |AM; - AB| +|AB

lAMt - ABtl = lAMtll{lAMdSl/'l} S 1/2

Basta demostrar que |AB,| < 1/2. B es predecible cadlag, por lo tanto por el teorema de
seccién predecible basta ver que para cada T' tiempo de paro predecible y finito, [ABr| < 1/2
c.s. (ver 4.17).

Fijemos una sucesién (T,), de tiempos de paro que localiza a M y A en M} yaBen
WL . Basta mostrar que |ABZ"| < 1/2 c.s para todo n.

ABT» es predecible, entonces por el Lema 4.27, ABZI* es §r_-medible, por lo tanto

ABF = E(ABT|3r_) = E(ABT"|37-) — E(AAT"|$1-)

Yy E(AAT |- ) = E(AT — AT |Fr-) = 0 c.s porque AT € ML y T es predecible (ver 4.30).
Por otro lado

n _ 7.
Bl = 3 AMgams12) = ) AM™1amTnis1 2

s<tAT, s<t

por lo tanto

T Tn _ Tn Tn
ABT" = AMT" LapTn5r 2y = AMp™ — AMZM 1 py7n1cy 2
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En consecuencia
ABT" = E(AB%"'%T_) = E(AM;"IST_) - E(AM%‘,‘l{IAM;"Isl/Z}IST") C.8

y E(AMP|Fr_) = E(MF — MZ|Fr_) = 0 c.s porque M™» € ML y T es predecible. Por
lo tanto |ABF| < 1/2 cs. D

11.23 Corolario. Las siguientes condiciones son equivalentes
(a) X € Qroc.
(b) Eriste una tnica descomposicion X = M + A, M € M}, Ae Wi, Ao=0y A
predecible.
(c) Eriste una descomposicion X = M + A, M e M}, ., Ae W] ..
(d) Eziste una descomposicion X = N +V, donde N € M}, yV e W],..

Demostracién. (d) = (a) es obvio.

(a) = (b): por 11.12.

(b) = (c): obvio.

(c) = (d): por 11.22, si M € M}, entonces M = N + AW, donde N € M2, , AW €
W}, Porlotanto X = N+ A0 4+ A= N4V, donde V=A0+ A€ W],. n]

11.24 Definicién. (a) El proceso que satisface (d) se llama una semimartingala espe-
cial®¥. La descomposicién tinica de una semimartingala especial dada por (b) se llama
descomposicion candnica.

(b) Un proceso Z se llama semimartingala si Z tiene una descomposiciéon Z = M + A
donde M € M}, Ae WP

11.25 Observaciones. (a) Si Z es una semimartingala, entonces Z es cadlag adaptado.

(b) Z es una semimartingala si y s6lo si existe una descomposicién Z = M+A4, M € M},
A € W° (obvio por el Teorema 11.22).

(c) Toda semimartingala especial es semimartingala.

(d) Las submartingalas y supermartingalas cadlag son semimartingalas especiales.

(e) La clase de las semimartingalas es muy importante. Es la méds grande respecto a la
cual se puede hacer integracién estocastica (ver 14.13), y es estable ante muchas operaciones
como se vera en los resultados subsecuentes.

() A veces se define semimartingala especial como un proceso X, tal que X — X, satisface (d) y Xo es una
variable aleatoria arbitraria §-medible.



161

11.26 Ejemplos. (a) Sea W un proceso de Wiener c.r.a una filtracién (§,)eer, ¥ sean X,Y
procesos progresivamente medibles tales que

X?ds < oo cs. Vt>0,
]0,‘]

/ |Y;]ds < oo cs. Vt>0,
Jo,t]
y Zg una variable aleatoria §o-medible. Entonces
Zo=Zo+ [ X,dW,+ [ Yds®
10,¢] 1o,¢)

es una semimartingala (un tal proceso se llama proceso de [t5).

(b) En el Capitulo 13 demostraremos que un proceso Z cadlag con incrementos inde-
pendientes es semimartingala si y sélo si la funcién determinista t — Ee™? tiene variacién
finita sobre cada intervalo acotado.

Ahora consideraremos un caso muy especial. A saber, sea (Z;)icr, un proceso cadlag
con incrementos independientes, homogéneos y (§,)ter, la filtracién usual generada por Z,
0 mas generalmente, cualquier filtracién que satisface las condiciones usuales, tal que Z es
adaptado y Z; — Z, es independiente de §, para cada s <t (ver 1.8).

Definamos el proceso

Yo=2,— 20—~ Y, AZgaz, o1y = Ze — Vs,
s<t
donde
Vo= Zo+ ) AZ1gaz,>1y
s<t
Es claro tjue V € WO Y = Z—V es un proceso con incrementos independientes homogéneos,
0en0y|AY,| < 1. Entonces Y; € L' para cada t (ver por ejemplo [8, Vol. II, Lemma IV.1.2]).

Por homogeneidad E(Y;) = ta para un a € Ry (Y; — at)icg, es una martingala. Por lo
tanto,

Zy=(Yi—at)+(at+V); Yi—at=M, at+V,=A4,
YyMe M} ,AecW° Porlo tanto Z es una semimartingala.

®)ge supone aqui que el lector conoce las propiedades de la clasica integral de It6 c.r.a proceso de Wiener,
Pero si no es asi tampoco hay problema. En el capitulo siguiente demostraremos que [ X dW esta bien
definida y es martingala local.
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(c) Consideremos otro ejemplo “trivial” de un proceso con incrementos independientes:
un proceso determinista. Demostraremos que una funcién (determinista) f: Ry — R cadlag
es semimartingala (con respecto a una filtracién arbitraria fija) si y s6lo si f tiene variacién
finita sobre cada intervalo [0,].

La suficiencia de la condicién es obvia, pero la necesidad, aunque también es intuitiva-
mente clara, no es inmediata.

Asi pues supongamos que f es una semimartingala. Probaremos primero que f es semi-
martingala especial. En efecto, sea f = M + A, M € M}, My = 0, A € W°. Por el Coro-
lario 11.23 basta demostrar que A € W}, . En virtud del Corolario 11.16 (sup,<; |M,|).cr, €
WL, ¥ es obvio que (sup,¢; |f(s)])ier, € W'; por lo tanto (sup,c, |As|)ier, € Wi, Sean
T, tiempos de paro, T, T oo, tales que E(sup,cr, |As]) < oo para cada n € N y sean
S, = inf{t: |A;| > n}, n € N. Tenemos h

|AlTaas, < [AlTuasa- + AlAlTas, < [f(0)| +n + |AAT A5,
< ]f(0)|+n+23qu |A,| € L.
s<T,

En consecuencia (T, A Sy)nen localiza A en W2 y por lo tanto A € W},
Entonces vemos que existe una sucesion (R,),en de tiempos de paro, R, T oo, tales que
MP~ e ML AR~ € W1 para cada n € N. Para todos n € N, t € R, tenemos

E(f(Rn A t)) = gn(t) + hn(t)v

donde gu(t) = F()P(Ry > 1), ha(t) = B(f(Fa)Liron)-

Como h,(t) = [io4 f(s) Pr,(ds), donde Pp, es la distribucién de R,, entonces k, tiene
variacién finita sobre cada [0,]. Por otro lado, E(f(R,At)) = EMf» + EAF» = EAF y es
claro que la funcién t — EAf" tiene variacién acotada (por E|A|g, < o). En consecuencia
gn tiene variacién finita sobre cada [0,¢], para todo n € N.

Fijemos ¢t > 0. Como R,, T oo, existen n € Ny e > 0 tales que P(R, > t) > ¢. La funcién
s — P(R, > s) tiene claramente variacién finita sobre [0,t] y P(R, > s) > € para s € [0,1].
Por lo tanto f(s) = g.(s)/P(R, > s) tiene variacién finita sobre [0,], lo que termina la
demostracién. 0

La descomposicién de una semimartingala Z = M + A, M € M} (o M € M%),
A € WP, en general no es tnica, sin embargo tenemos:

11.27 Corolario y Definicién. Sea Z una semimartingala, Z = M + A, M € M},

A € W°. El proceso M no depende de la forma de la descomposicion y lo denotaremos por
ze.
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Demostracién. Supongamos que tenemos dos descomposiciones Z = M + A = N + B,
donde M,N € M%_., A,B e W°.

M= M°+ M¢, N = N°¢ 4+ N¢,

Tenemos entonces

M°— N° = (N*— M%) 4 (B - A)

y M¢—N°, N°— M? B— A€ M%,,. Sea (T,), una sucesién de tiempos de paro que localiza
a los tres procesos M¢ — M¢, N® — M¢, B — A en M?. Entonces (N¢ - M) € M%,
(B - A)™ € MZ N WP, por lo tanto por 9.13, (B — A)T» € M y esto implica que
(M¢ — N°)T» € M% N M% es decir (M¢)T» = (N€)?» para cada n € N.

Si n — o0, obtendremos M = N°¢ ya que T,, T oo. u]

11.28 Proposicién. Sea Z una semimartingala. Supongamos que Zy € L*. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(2) Z es una semimartingala especial.

(b) Para toda descomposicion, Z =M + A, M € M},., A € W°, se tiene A € Wi,..

(¢} Z* e W], donde Z} = sup{|Z,| : s < t}.

(d) Y* e W}, donde Y, = sup{|AZ,|:s <t}.

Observacién.  Si no se tiene la hipétesis Z, € L', se tendria la proposicién para Z — Zj.

Demostracién. (b) = (a): inmediato por 11.23.
(a) = (c): Sea Z=M+ A, M € M},., A€ Wi, Ao =0, A predecible (por 11.23).

z; sup{|M,|: s <t} + sup{lA4,|: s < t}

sup{|M,| : s < t} + |Al..

IN A

|Al, € W}, v (sup{|M,| : s < t}): € W},., por 11.16(a), por lo tanto Z* es un proceso
mayorado por un elemento en W} ., y como Z* es adaptado cadlag y creciente concluimos
que Z* € W}_..

(€) = (d): |AZ,) 12| +|2.-| £ 2Z; por lo tanto Y;* < 2Z; y entonces Y™ € W}, (por
0 mismo que en el razonamiento anterior).

(d) = (b): Sea Z = M + A una descomposicién tal que M € M} ., A € W°. Queremos
demostrar que A € W},,. Tenemos

sup{|AA,|:s <} <2M; 4+ Y] € Wi,
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ya que M; € W}, (por 11.16) y Y* € W}, por la hipétesis, por lo tanto sup{|AA,|: s <
.} e W}/oc) pero
sup{|AA,|: s <t} = sup{A|A],: s < t},

por lo tanto sup{A|Al;: s <-} € W},..
Sea (T..), una sucesién localizante de este Wltimo proceso en WL, entonces

sup{A|Als : s < T,} € L.

Apliquemos el Lema 11.13(b) al proceso [A|.. Es claro que E(|Alp) = E(JAo|) < oo por la
suposicién (Ag = Zy — My), y si S es un tiempo de paro, S < T, entonces

A|Als < sup{A|A|, : s <T,} € L.

Tenemos asi las hipétesis de 11.13(b), lo que nos permite concluir que sup{|A}, : s < -} €
W} . v por lo tanto que A € W}, . €

Como una consecuencia inmediata de 11.28 obtenemos el siguiente corolario, que es bas-
tante util.

11.29 Corolario. Sea Z una semimartingala con saltos acotados por una constante. En-
tonces Z — Zy es una semimartingala especial.

11.30 Proposicion. Sea Z un proceso y (T,), una sucesion de tiempos de paro tal que
T, T oo y Z™ es una semimartingala para cada n (respectivamente semimartingala especial).
FEntonces Z es una semimartingala (respectivamente semimartingala especial).

Demostracién. Supongamos primero que para cada n, Z7* es una semimartingala especial.
Z™ tiene su descomposicién canénica ZT» = M™ + A, M™ € M., A" e W} ., Az =0,
A" predecible para todo n. Si m > n entonces ZT» = (ZT»)T» = (M™)T» 4+ (A™)T. Por la
unicidad de la descomposicién canénica tenemos

Mn = (Mm)T,1 y An = (Am)T".
Esto nos permite definir dos procesos M y A tales que
M=M" 'y A=A" sobre [0,T,]

Esclaroque Z=M+Ayque M € M} ..., A € W}, .[... Pero M} | = M} ,
Wi toe = Wi, por 11.5(c), y con esto termina la demostracién para semimartingala
especial por 11.23(c).
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Ahora supongamos que para todo n, Z7» es una semimartingala. Z es cadlag adaptado
(porque Z; = limy_c0o Z:™). Definamos el proceso

V =20+ AZ1yaz>1)-
<

V es también cadlag, adaptado y con variacién finita en [0,¢], para cada t > 0, i.e. V € W°,
por lo tanto ZT»—VT» es una semimartingala 0 en 0 con saltos acotados por 1; aplicando 11.29
tenemos que (Z — V) es una semimartingala especial para cada n. Por la primera parte de la
demostracién concluimos que Z —V es una semimartingala especial y como Z = V+(Z —V)
vemos que Z es una semimartingala. a

11.31 Observacién. Nétese que este resultado nos permite afirmar que las semimartingalas
y las semimartingalas locales son la misma clase de procesos.
La afirmacién para semimartingalas especiales es también cierta.

11.32 Corolario. Sea Z un proceso y (T,). una sucesion de tiempos de paro tal que
sup, T, = 0o y para cada n, Z™ es una semimartingala. Entonces Z es semimartingala.

Demostracién. Sea K =la clase de las semimartingalas. X es estable respecto a paros. El
corolario es inmediato del Lema 11.5 y del hecho Kp,. = K. a
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Capitulo 12

Integral estocastica con respecto a
una semimartingala

Primero definiremos la integral estocastica con respecto a una martingala M localmente
cuadrado integrable. La clase de procesos integrables va a depender de M. Luego exten-
deremos esta nocién a las semimartingalas. Pero en este caso nos restringiremos a la clase
de procesos integrables con respecto a cada semimartingala, i.e. a los procesos predecibles
localmente acotados. Ademds introduciremos la nocién del proceso de variacién cuadrada
para semimartingalas y demostraremos la importante férmula de integracién por partes.

12.1 Definicién. Sea M € M?% ..

LocI*(M) = {X :X es proceso predecible y 3(S,), sucesién de tiempos de paro,
2
Sn 1 oo tal que E( /}w X2d(M)) < oo ¥n}

Obsérvese que en esta definicién se puede reemplazar el proceso (M) por [M] ya que

E X*d(M)=E XM
(M) /]] [M]

]Ovs"]
por 11.18(a) y 7.9(d).

12.2 Proposicién y Definicién. Sean M € M}, y X € LocL*(M). Eziste un tnico
proceso X o M (= [ XdM) tal que X o M € M3}, y existe una sucesion localizante (T,),, de
M en M2 tal que:

(i) X € *(M™) n=12,...,

167
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(i) (XoM)=Xo(M™) n=1,2,...,
(i) X o M no depende de la sucesion (Ty,)n y se llama integral estocdstica (o integral de
Ité) de X con respecto a M.

Demostracién. Sea (R, ), una sucesién localizante de M en M2, y definamos T}, = R,A S,
donde (S,),, corresponde a X (segiin 12.1). Es claro que (T,), también localiza a M en M2,

¥ que
E X%d(M))=E X2d(M)T
o > E([  XM(M)=E(f Xd(M)™)
= B([ _X"d(M™)).
(f, . Xdm™)
Esto muestra que X € L2(M7*) y por lo tanto X o M™» € M? | para cada n (ver 9.1).
Por 10.9, si m > n tenemos que
(X o MT™)T» = X o (MT)T» = X o M,
Por lo tanto podemos definir
XoM=XoMT sobre [0,T).

Es claro que X oM e M}y (X o M) = X o M,

Para ver que X o M no depende de la sucesién (7). consideremos (7} ), otra sucesién
que localiza a M en M2, X € L(MT+) para todan y sea Y € M%__tal que Y™ = X o M7+
para cada n. Entonces, por 10.9,

YT,J\T,’, = (X ° MT,’,)T,. =Xo MT,.AT,’,
(X o MT)Tr = (X o M)TATn,

por lo tanto Y = X o M sobre [0, T, AT.] y como T, AT’ 1 oo concluimos que Y = X oM. O

12.3 Observacién. Si M € M}, y (M) es continuo entonces para cada X predecible tal
que
/] Xid{M), < oo cs. (12.1)
0,t

para cada ¢t > 0 se tiene que X € LocL*(M). En efecto, basta tomar S, = inf{t :
(fo,g X?d(M)) 2 n}. El reciproco claramente también es cierto (siempre) es decir, si X €
Loc L*(M) entonces (12.1) se cumple.



169

Obsérvese que de esta manera hemos obtenido la condicidn conocida para integrabilidad
con respecto al proceso de Wiener W: fj, ;s X2ds < oo c.s. para cada t, ya que (W), =1t.

Hay que darse cuenta que bajo esta condicién la integral [ X dW en general no es mar-
tingala sino martingala local, aunque W € M2

12.4 Observacién. Hemos definido la integral estocstica con respecto a M € M}, para
todo proceso predecible X, tal que fi, ; X?d(M) € W}, o equivalentemente fj ; X*d[M] €
W} .. Sucede que es posible extender esta definicién de manera razonable a la clase de todos
los procesos predecibles, tales que \/f, ; X?d[M] € W1 . (y aqui ya no se puede reemplazar
[M] por (M)).

Esta extensién no es inmediata (ver [18] o [10]) y no se hard aqui.

Finalmente observemos que para M continua dicha clase (extendida) de los procesos
M-integrables coincide con Loc L*(M).

12.5 Propiedades. Sean N,M € M}, , X,Y € LocL*(M). Entonces:
(a) Para cada T tiempo de paro, (X o M)T = X o MT = (X1jo11) 0 M.
(b) Para todos a,b € R, (aX +b8Y) € LocL* (M), y

(aX +bY)oM =a(X o M)+ bY o M).

(c) Para todos a,b € R, si X € Loc L*(M)N LocL*(N) entonces X € Loc L*(aM + bN)
y X o(aM+bN)=a(X oM)+bX oN) (por la desigualdad de Kunita-Watanabe).

(d) A(X o M) = XAM.

(e) Si M € M}, NW°, y si exziste la integral de Stieltjes (St) [j 4 X,dM,, entonces

(X o M), = (St) /10 KoM

La demostracién de estas propiedades se deja como ejercicio al lector (se hace por loca-
lizacién).

12.6 Definicién. Decimos que un proceso X es localmente acotado si existe (T}, ), sucesién
de tiempos de paro tal que T,, T oo y X™» — X, es acotado para cada n.

12.7 Ejemplos. (a) (Ejemplo bésico) Todo proceso adaptado continuo por la izquierda es
localmente acotado. En efecto, si X = (X,); es adaptado cag, entonces X — X, también lo
es y ademads es 0 en 0, por lo tanto basta tomar

T, =inf{t: |X;— Xo| 2n}, neN.
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(b) Todo proceso predecible cadlag es localmente acotado. En efecto, sea T, como en
el ejemplo anterior, n € N. T, es tiempo de paro predecible (por 4.15); sea (Smn)m una
sucesién de tiempos de paro que predice a T, (ver 2.17). Se tiene sup, |X;™" — Xo| < n pues
Spn < T, sobre {T,, > 0} para cada n € N. Definimos Ry = max, m<i Smn, £ € N. Es claro
que Ry T oo y sup, |XF* — X,| < k para cada k € N. O

12.8 Lema. Sean M € M%,, y X predecible localmente acotado. Entonces X € Loc L*(M).

Demostracién. Sean (7,.) y (S»)n sucesiones de tiempos de paro tales que T,, T co, Sy, T o0,
M5 € M2, XT» — X, es acotado para todo n € N; por ejemplo sup, | X" — Xo| < ¢,.

Definimos ademas )
0, si|Xo|>n

B = {oo, si | Xo] < n.
Es claro que R, es tiempo de paro para todon € Ny R, T co.

Tenemos:
0, sobre {R, = 0}
ie. si|Xo| > n
Tora X2 =0 (X, = Xo+ Xo? °
S 2(X¢ - Xv())2 + 277,2, si ]XOI S n.

Por lo tanto 1y g 1.X2 < 2c? + 2n? sobre |0, T},] para cada n. En consecuencia
10,Rn] 2 ¢ n P

: = 130 p X 2d(MS"
(/).o,s..AT,.AR,.]X UM)) E(/)o,T,,) 10.Rn) < )
< (26 + W) E(M™) < o0,
(se usé 8.11(e)). Esto significa que X € Loc L*(M) ya que S, AT, A R, 1 oo. o

Ahora ya podemos definir la integral estocdstica con respecto a una semimartingala.
Los procesos predecibles localmente acotados resultan ser la clase para la cual la integral
estocastica existe para cada semimartingala (para una semimartingala fija la clase de los
procesos para los cuales es posible definir la integral estocastica es mas amplia). Sabemos
que si Z es semimartingala entonces Z tiene una descomposicién Z = M+ A, con M € M3,
A € WO, Si X es un proceso predecible localmente acotado, podemos considerar

/ XdM + / XdA.

Vimos ya que la primera integral tiene sentido y la segunda se define para cada trayectoria
como integral de Stieltjes.

Para poder definir la integral estocdstica de X con respecto a la semimartingala Z,
bastard ver que esa suma no depende de la descomposicion M + A, esto es:
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12.9 Proposicién y Definicién. Sea Z una semimartingala, Z = M + A, M € M%_,
A€ W? y sea X un proceso predecible localmente acotado. Entonces la semimartingala

/XdM+/XdA

no depende de la forma de la descomposicion de Z.
La integral estocdstica (o integral de [t6) de X con respecto a Z que denotamos X o Z =
[ XdZ es por definicién [ XdM + [ XdA, donde Z=M +A, M e M}, _, AecW°.

Demostracién. Supongamos que se tiene otra descomposicién Z = N +V, N € M2
VeW porlotanto M —N =V —-A M—-Ne¢e M:,V—Ae W porlo tanto
M — N € M3, NW°. Entonces existe X o (M — N) € M2, y por 12.5(e)

Xo(M—N)=(St )/Xd(M—N):/Xd(V—A).
Por 12.5(c) tenemos que

/XdM—/XdN:/XdV—/XdA.
w]

Entonces vemos que la nocién de la integral estocdstica con respecto a una semimartingala
generaliza tanto la nocién de integral de Stieltjes como la nocién de integral estocastica con
respecto a una martingala en M?Z.

12.10 Propiedades de la integral estocdstica. Si Z es una semimartingala y X,Y son
procesos predecibles localmente acotados entonces

(a) [-dZ, | Xd- son lineales.

(b) Para cada T tiempo de paro, (X 0 Z)T = (1pnX)oZ =X0ZT =XT o Z7.

En particular, st S,T son tiempos de paro, S < T, entonces 1jsm0 Z = AN AN

(¢) Xo(YoZ) (XY)o Z.

(d) A(Xo0Z)=XAZ.

(e) 5i Z € M}, entonces X 0 Z € M3,..

(f) Sz Z € M}, entonces XoZ € MLOC.
)
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Demostracién. Sélo falta ver que (f) vale (las otras son consecuencia inmediata de las
propiedades correspondientes para X o M, con M € M3} (ver 12.5)).

SiZe M}, entonces Z=M+ A, con M e M3 yAe ML nW! _ (por11.16(b)).

Por la definicién X 0 Z = Xo M + X 0 A y sabemos que X o M € M? . Basta entonces
mostrar que X o A € M} . Sea (). una sucesién localizante de A en ML y en W)
tal que 1j1,1X sea acotado para cada n € N (ver la demostracién del Lema 12.8). Por las
propiedades de la integral de Stieltjes tenemos (X o A)™ = 1j1,)X o AT™. Por otro lado,
sabemos por 7.12 que si 1jo7,;X es predecible y acotado y AT» es martingala con variacién
integrable entonces 1jo.7,;.X 0 A es martingala para todo n. Por lo tanto X 0 A es martingala
local. D

12.11 Teorema de convergencia dominada (para integrales estocasticas). Sea Z
una semimartingala y X,, procesos predecibles (n € N), Y proceso localmente acotado tal
que Yy es §o-medible y supongamos que para todos n,t,w

| Xn(t,w)| < Yi(w).

Si X (t,w) = X(t,w) cuando n — oo para todos t,w, entonces
(i) (Xp02), i (X 0Z); cuandon — oo, t € R,
(i1) eziste una subsucesion (ny)x tal que (X,, 0 Z); — (X o Z), uniformemente en t sobre
compactos c.s.

Para demostrar este teorema necesitaremos el siguiente lema.

12.12 Lema. Sean X y Y procesos tales que Y es localmente acotado, Yy es §o-medible y
[Xi(w)| € Yi(w) para todos t,w. Entonces X es localmente acotado.

Demostracién del lema. El argumento es casi idéntico al de la demostracién del Lema
12.8. Fijemos tiempos de paro (7}), tales que T, T oo y YT» — Y, es acotado para cada
n € N, por ejemplo sup, IY,T" ~Ys| < ¢n. Definimos

an{(), si2Yy >n

o0, s512Y, <n.

R, es tiempo de paro y R, T co. Probaremos que el proceso X7#» — X es acotado para

cada n € N (nétese que la variable aleatoria Y, no es necesariamente acotada),

0 si2Yo>n

TnARn _ = — =
X, Xol = | Xenznr, = Xol { | XiaT, — Xo| si2Yp < n.
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Cuando 2Y; < n tenemos ademas
| Xeat, = Xol < |Yiaz, | + |Xo| < |Yiar, = Yol + |Yo| + [ Xo| < ¢ + 1.
Por lo tanto XTnABn _ X, es acotado por ¢, +n, lo que termina la demostracién del lema. O

Demostracién del Teorema 12.11. El proceso X es predecible como el limite puntual de
procesos predecibles. Ademéas por el Lema 12.12 los procesos X, para todo n € N, asi como
X, son localmente acotados. Por lo tanto X, 0 Z y X o Z existen.

Se tiene

Xp0Z ={(Xn—Xn(0))oZ + X.(0)0 Z

(Xa(0) 0 Z), = X,,(0)(Z, — Zo) — X(0)(Z: — Zo)

cuando n — oo para cada t,w, y para toda w la convergencia es uniforme en ¢ sobre com-
pactos, por lo tanto basta demostrar el teorema bajo la suposicién adicional que X,(0) =0
para cada n € N (reemplazando X, por X, — X,.(0) y Y por Y +Y(0)).

Sea Z=M+ A, M € M2, A€W’ ysea (T,), una sucesién de tiempos de paro tal
que T, T oo y YT» — Y} es acotado para cada n, por ejemplo |YT»(t,w) — Y (0,w)| < ¢, para
todos t,w,n.

Fijemos w € N y t > 0. Existe m € N tal que T},(w) > t, por lo tanto paran e Ny s <¢
tenemos

|Xn('5’w) _X(s’w)l |X,T"‘(s,w) —XTm(s’w)l

2YTm(s,w) < 2¢m + 2Y(0,w).

IN

r< f

sup | [ (Xa(s,w) = X(s,0)dA,(w)
t Jo,r)

< sup [Xn(s,w) = X(s,w)|d|A]s(w)
r<t 10,r]

= ]|X,.(s,w)—X(s,w)|d|A|,(w)——>0
0,t

cuando n — oo, por el teorema de la convergencia dominada (“clasica”).
Por lo tanto (i) y (ii) son ciertos para [ -dA sin necesidad de extraer una subsucesién.
Ahora veremos que pasa con [ -dM.
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Repitiendo el razonamiento del Lema 12.12 vemos que existe una sucesién (Sy)m de
tiempos de paro tal que S,, T co y para todos m,n,t,w, | X5 (t,w)| < ¢ + m (la sucesién
{Sp)m depende sélo de Y y de X,(0) = 0). )

Podemos suponer adicionalmente que M5™ € M? para todo m € N. Por ser acotados,
X5m — XSm en L*(M5™) cuando n — oo (T.C.D.) y esto implica (por 9.2) que XSmo M5 —
X5m o M5 en M2, cuando n — oo, o explicitamente,

lim E(sup((X3™ o M5™), — (X5 0 M5™),)?) = 0.
n—0o0 t

Utilizando 12.10(b) tenemos que
lim E(sup ((X,o0M),— (X oM))*)=0 (12.2)
n—oo t<Sm

y por lo tanto para todo m € N, existe una subsucesién (nim))k tal que

sup (X mo M), — (X oM)| -0 cs.
t<Sm x

cuando k — oo.
Por el método diagonal podemos encontrar una subsucesién (n )i tal que

P(Ym klim sup |(Xn, 0 M)y — (X oM)|=0)=1.
=00 1< 8,

Lo que prueba la convergencia uniforme sobre compactos ya que S, T co.
Por dltimo, para cadat € R, y e >0

P(|(Xno M)y — (X o M) =€)

< P(Sm <)+ P(|(Xy 0 M)irs,, — (X 0 Mirs,| =€)
< P(Sm<t)+ 1/62E(ts<1{9p ((Xp 0o M), — (X o M);)?).

(en la segunda cota se usa la desigualdad de Chebyshev).
Fijemos m tal que P(S, < t) < ¢/2. Para ese m existe ng tal que para cada n > ng el

segundo sumando es < ¢/2 (por (12.2)). Asi hemos probado que (X, o M), & (XoM),. O

12.13 Proposicién. Sea Z una semimartingala, X un proceso predecible localmente aco-
tado, S, T, tiempos de paro, S < T y £ una variable aleatoria §s-medible. Entonces

(ElsmX) o Z = E((smX) 0 Z) = £((X 0 2)T — (X 0 2)%) (12.3)
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Demostracién. €157 es un proceso predecible localmente acotado, porque es adaptado
cag. Por lo tanto todos los términos de (12.3) tienen sentido.

La segunda igualdad se sigue de la propiedad 12.10(b).

Para demostrar la primera igualdad, observemos que por la propiedad 12.10(c) basta
mostrarla para X = 1. En efecto,

(fl]s,T]X) 0 = (él]s,ﬂ) o (X o Z) por 1210(0)
Si la igualdad se cumple para | (con X o Z en lugar de Z), es decir
(éis1) 0 (X 0 Z) = é(Lysy 0 (X 0 Z)),

entonces, nuevamente por 12.10(c), tenemos

£(smyo (X 0 2)) = €((LsmX) 0 Z)

lo que muestra la primera igualdad en (12.3) para X arbitrario predecible, localmente aco-
tado.

Entonces queremos mostrar que (£1)s77) 0 Z = £(1js 0 Z)

1. Sean § = s <t =T < ooy sea £ acotado y Fs-medible. Entonces {1},50 2 =
£(Z* - Z*) porquesi Z =M+ A, M e M},, A€ W entonces £1), 90 A = £(A" — A?),
(la integral de Stieltjes) y £1),90 M = £(M* — M*) por localizacién en MZ.

2. Supongamos ahora que S,T toman sélo un ndmero finito de valores y que £ es Fs-
medible y acotada.

Sean 0 =ty < t; < -+ < ty, < 400 los valores posibles de Sy T'.

15, 7] = {(t,w) € Ry x Q: S(w) <t < T(w)}
= Ult) Ry x 2t ety 1],5(0) < t < T(w))
= Ut(tw) € Ry x Q1 £ €ty 1], @) Sty y T() > 1},

Por lo tanto

Elsmy = 3 N1 s <) Lizgs,aye-

1=1

Aplicamos 1 a cada sumando para obtener

(hsm) 0 Z = 3 Elser,a<ry( 27 — 27).

i=
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Fijemos un w y supongamos que S(w) =t; < t; = T(w); entonces esta suma vale

{w)(Z*(w) - Z2%(w))

EW)(27(w) ~ Z%(w))
E(smy o 2))w).

k
£w) 3 (25(w) - 297 (w))

j=it+1

I

3. 515, T son dos tiempos de paro arbitrarios y £ es §s—medible acotada, entonces existen
(82)ns (Tn)n como en 2, talesque S, | S, T, | T, S, < T.
§ es §s,-medible porque §s C §s, y podemos aplicar 2 para obtener

(61)5,,,7‘”]) o = E(I)S,.,T,,] o] Z)

Aplicando el T.C.D. 12.11 obtenemos

(Eysm) 0 Z = E(Lysmy 0 Z).

4. Finalmente si S, T son tiempos de paro arbitrarios y ¢ es §s-medible aplicamos el paso
3a(éAn)V(—n), para cadan € Ny aplicamos el T.C.D. 12.11 a la sucesién asi obtenida. O

Ahora vamos a demostrar que podemos construir el proceso paréntesis cuadrado o varia-
cion cuadrada para semimartingalas.

Antes de formular el teorema recordemos que (ver 9.16) podemos definir una sucesion
normal de particiones aleatorias de R, como una sucesién (I1,), tal que I1,, = {T7,T7, ...},
donde T es tiempo de paro para todos j,n, 0 = Tg < T} < ---, limj_,, T} = oo c.s. para
cada n, y limp_o sup,; (174, — T}) = 0 c.s.

12.14 Teorema. Sea Z una semimartingala. Entonces existe un inico proceso cadlag cre-
ciente adaptado [Z,Z] (= [Z]), [Z]o = 0 tal que para cada (I1,,), sucesion normal de parti-
ciones aleatorias de R, se tiene

(Z): = lim (P) > _(Zrn,ne ~ Zrom)' = 28— 28 -2 | Z,dZ,.
=0

Jo,¢]

Ademds eziste una sucesion (ng)x tal que la convergencia es uniforme en t sobre com-
pactos para P-casi cada w.



177

Observaciones. (a) Aqui tenemos solamente convergencia en probabilidad. Recordemos
que para martingalas en M? tuvimos convergencia en L!.
(b) Para semimartingalas generales no se define el proceso (-, -).

Demostracién del teorema. Fijemos (II,), = ({Tg,T7,...})» una sucesién normal de

particiones aleatorias de R,. Claramente podemos suponer que para toda w € £ ({T(w),

T w),...})n es una sucesién normal de particiones de R; (y no sélo para casi toda w).
Como en la demostracién del Teorema 9.10 escribimos

Z% — Z2 = Vo (t, Z) + Na(t), (12.4)
donde
Vit 2) = (g Zrynf
=
Na(t) = 2 i) Zrrnl Z1p, ne = Z1pnt)-
i=
Definamos

o0
Xo= L 2y = Jim, 3 Zrytirpay )
J_m

3=0
Para todo n € N, X,, es un proceso cag y adaptado, por lo tanto es localmente acotado y
predecible. Por el T.C.D. 12.11 y por 12.13 tenemos

2 ]Xn dZ =2 Zrn(Zrp, e — Zrrae) = Na(t).
7=0

10,¢
Por la definicién de la sucesién normal, para todos ¢,w se tiene que
Xn(t,w) = Zi_(w) si n— o0

¥ ademés | X,(t,w)| < sup,;|Zs(w)]. El proceso sup,..|Z,| es continuo por la izquierda y
adaptado, entonces por 12.11 tenemos que Joy XndZ — fo.q Zs- dZ en probabilidad para
cada ¢, y existe una subsucesién para la cual la convergencia es uniforme en ¢ sobre compactos,
css.

La férmula (12.4) implica que la sucesién (V,(t,Z)). también converge en probabilidad
¥ para una subsucesién la convergencia es uniforme en t sobre compactos, c.s. El limite de
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esta subsucesién lo denotamos por [Z, Z];. Es claro que este proceso no depende (médulo
indistinguibilidad) de (I1,,),.

Para terminar la demostracién basta observar que [Z, Z] es creciente por €l mismo razon-
amiento que en el paso 2 de la demostracién del Teorema 9.10. ]

12.15 Definicién. Si Z,U son dos semimartingalas, definimos
1
12,0) = (12 + U] - 12 - V).

12.16 Corolario (férmula de integracién por partes). Si Z,U son dos semimartinga-
las entonces [Z,U] € W° y para toda familia normal (I1,.), de particiones aleatorias de R,
se liene:

[Z1 U]t

lim (P) 3 (Zzp, . ae — Zrppe) (Uzp, at — Urpa)
*

Z.U, — ZoUs — /}0 A

Us-dZ,,

10,¢

y para alguna sucesion la convergencia es uniforme sobre compactos c.s.
12.17 Corolario. Si Z,U son dos semimartingalas y T es un tiempo de paro, entonces
2T, U) = [2,UT) = [z,U]".

12.18 Corolario. Si Z es una semimartingala entonces Z* es también una semimartingala
y para cada X proceso localmente acotado predecible, se tiene

/XdZ’:z/ X, Z,_ dz,+/ X d[Z).

12.19 Observacion. Por 12.16 vemos ademas que si Z, U son dos semimartingalas, entonces
ZU es una semimartingala y si Z, U son martingalas locales entonces ZU — [Z,U] — Z,U; es
una martingala local.

Cuando M € M? sabemos que

(M, M = (M), + 3_(AM,)".

s<t

(Se puede obtener algo andlogo para el caso de semimartingala? La respuesta es si, pero
antes de verlo necesitamos algunos resultados preliminares:
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12.20 Proposicién. Si Z es una semimartingala entonces T ,<,(AZ,)* < oo para cada
t2>0 W y([Z]— Ty<i(AZ,)?): es un proceso continuo.

Demostracién. Sea Z =M + A, M € M}, A € W°. Claramente, AZ, = AM, + AA,.

Y(AA)* =Y (AA) 1gans1y + D(AA) 1aa,i<ry < o0,

<t s<t s<t

ya que el primer sumando es una suma finita y el segundo:

STAA) Lgangcy < X 1AAJLgan, <
s<t <t
< 2 [AA,] < |A) < 0.
s<t

Ademés se tiene E,S,(AM,)2 < o0 ¢.5. ya que asi es para cada M7 donde (T,), es una
sucesién localizante para M en MZ,. Por lo tanto ,¢,(AZ,)? < oo css.
Pasemos ahora a mostrar que [Z]; — ¥,,(AZ,)? es continuo. Por 12.14

AlZl = A(Z%) —2A( / Z,-dZ,),
= th - th_ - 2Z¢_Azt
= th - th_ - ZZt_(Zt - Zt_)
= (Zt - Zt_.)2 = (AZt)z.
(seusé 12.10(d). a

12.21 Corolario. Si Z,U son dos semimartingalas entonces 3, AZ,AU, converge abso-
lutamente para cadat >0 y ([Z,U]; — T,<t AZ,AU,); es un proceso continuo.

12.22 Proposicién. Sea Z una semimartingala y V € W°, entonces

1Z,V]e=3 AZAV,.

s<t

Para esto necesitamos tres lemas:

MRecordemos que no distinguimos procesos que son distintos sélo sobre un conjunto evanescente. Por lo
tanto toda afirmacién como ésta hay que entenderla asi: existe un proceso indistinguible de Z para el cual
la afirmacién es cierta.
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12.23 Lema. Si Z es una semimartingala continua y V € W°, entonces
[Z,V]=0.

Demostracién del Lema 12.23. Sea (IL.), = ({T3,T7,...})s una sucesién normal de
particiones aleatorias (en particular pueden ser deterministas) de R,. Tenemos para todo

| Z(ZT,:’“M - ZT;M)(VT;;“M - VT,:'At)l
k

S max |Z1p, A = Z1pael Ek: Vrp, ,ac = Vipad

< max lZTl:‘-HAt - ZT:M' Vi —0

cuando n — oo para todos t,w porque la funcién Z (w) es uniformemente continua sobre
[0,1]. Entonces por 12.16, [Z, V], = 0 c.s. para cada t fijo y por lo tanto [Z, V] = 0 (por ser
cadlag). D

El lema que sigue es puramente determinista, sin embargo para facilitar su aplicacién
vamos a mantener nuestras notaciones “probabilistas”.

12.24 Lema. Sea (Z,):er, una funcién cadlag (t — Z, como funcion de Ry enR) y (én)n
una sucesion de reales tal que £, | 0. Supongamos que eziste una sucesion ({0 =T3¢ < T <
-+ de particiones de R, tal que

para cada n, klim Iy =00y sup |Z,—Zgp| <& para k =0,1,...
— 00

Tr<i<Tyy,
Entonces
(o o]
Z(AZT,:‘+1At)21{T,:‘<t} — Z(AZ,)2 cuando n — oo.
k=0 s<t

Si el lado derecho es finito para alguna t, la convergencia es uniforme sobre [0, 1.

Observacién. De este lema se sigue inmediatamente (por polarizacién) que si Z y V
satisfacen la condicién, entonces

ZAZT’:“/“AV n Atl{T,:'<t} g ZAZ,A‘/S si n — oo.
k

k+1
s<t
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Demostracién del Lema 12.24. Si T} < t < T, entonces |Z;—Zrp| < &n ¥ |Zi-—Zrp| <
¢n y en consecuencia |AZ,;} < 2¢,, i.e. todos los saltos mayores que 2{, pueden ocurrir sélo
en los tiempos T, k=1,2,...
Definamos D,(t) = {s : s < t, |AZ,| > 2£,}. D,(t) es finito para cada n por ser Z
cadlag, ademés D, (t) C Dnya(t) y
3 (AZ) - Y (AZ)? si n— oo

s€Dn(t) s<t

porque £, | 0. Es claro que si 3,<;(AZ,)? < oo entonces la convergencia es uniforme sobre
(0,¢. @
Para terminar la demostracion del lema basta observar que

2(AzZ,) ZAZT;Z'+,/\t)21{T:<t}Z T (AZ)

s<t €Dy (t)

12.25 Lema. La afirmacidn de la Proposicion 12.22 es cierta si Z,V € W°.
Demostracién del Lema 12.25. Definamos, T3 = 0,
Tf,, = inf{t: t > T¢, |2, — Zgp| + |Vi = Vrp| > 1/n} A (T + 1/n),

k € NU {0}, n € N. Es claro que ({T§,T7,...})~ es una sucesion normal de particiones
aleatorias de Ry (por ser Z,V cadlag).
Observemos que

IZT" At_—-ZT'\/\¢|<1/ny 'VT" ,\t_—VTﬂ/\g|<1/nd nEN

k+1 k+1

Tenemos
S™(Zrp, ne = Zupn) (Ve ne = Vapnd) = An + Bu + Ca,
donde .
A, = Z(ZT,‘“ ~ Zrpnd)(Vap, At — VIont),

k41

B, = ZAZ ):‘+1A1AVT,"‘+1/\t1(T"<t}a
Cn = Z AZT;‘“AC(VT,‘_H - VT,;‘M)I{T;;«}-
k

@g; F:00,4] = Ry, fu:[0,t] =Ry (n=1,2,.. ) son funciones crecientes, fr, T fy 0 < fn(sy) — fa(s2) <
f(51) — f(s2) para toda 51,52 € [0,1], n =1,2,..., entonces fn(5) — f(s) uniformemente en s sobre [0, ).
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Por 12.16 basta demostrar que

A.+B,+C, — ZAZ,AK para cada w si n — oco.

s<t

Recordemos que por 12.21 la serie converge absolutamente y por lo tanto el proceso
Ye<. AZ,AV, es cadlag. Ahora bien

1 1
|4n] < =|V]: = 0, |Ca] < ~{2Z]. — 0,
n n
ademas por la definicién de T} tenemos que
T,:‘ <t< T:+1 implica IZt - ZT):'I + |Vt — VT,:'l < l/n,

entonces por el Lema 12.24 (o mds bien por la observacién que le sigue) vemos que B, —

Tt AZ,AV,. o

Demostracién de la Proposicién 12.22. Sea Z =M+ A, M € M}, My =0, A€ W°.
Basta demostrar la férmula para Z7» para todo n, donde (T5,), es una sucesién de tiempos
de paro acotados, T}, T oo, porque por el Corolario 12.17 [ZT», V] = [Z,V]T». Por lo tanto
podemos suponer que M € M?,. Tenemos

[Z,V] = [M°4+M*+ A V] =[M,V]+ M V]+][A V]
= [M%4V]+3 AAAY,

porque [M¢, V] =0 (Lema 12.23) y [A,V] = = AAAV (Lema 12.25). Basta demostrar que
M4, V] =T AMAV.
Sean S,, n=1,2,... tiempos de paro predecibles o totalmente inaccesibles con gréaficas
ajenas tales que {AM # 0} C U,[S,]. Definamos los procesos B, = AMs, (s, o[, n € N.
Sabemos (por 8.21) que M?¢ = (B, — En) donde la serie converge en M2,

n
Observemos que para todos m € N, ¢t € Ry,

(3(Ba = Bn), V], = 3.[Ba— B, Vi = Y AMs, AVs, I s, <1y
n=1 n=1 n=1

por 12.25, ya que B, — B, € W° y tiene a lo mas un solo salto en S, igual a AMg, (ver (ii)
en Ja demostracién del Teorema 8.21).
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Claramente Y,

n=1

AMs, AVs, Iis. <y — 3 AM,AV, si m — oo. Por lo tanto basta
- 24

demostrar que [N,,, V], — [M?, V], si m — oo, donde N,, Z (B, — B,).

Por la desigualdad de Schwarz (pues [-,-] es una forma bllmeal y no negativa, el ar-
gumento es el mismo como en la tltima parte de la demostracién de las desigualdades
Kunita-Watanabe 10.3) tenemos que

[M%, V], = [N, V)| = [[M% = N, VI < IM4 = N[V

Finalmente basta observar que M? — N, € M??, porque entonces utilizando el Teo-
rema 9.10 obtenemos

[Md_Nm]t = [Z(Bn_én)]t

n>m

3" (AMs,,)*> — 0 cuando m — oo.

n>m

I

Ahora si podemos dar una respuesta, a la pregunta planteada antes de la Proposicién 12.20.

12.26 Teorema. Sean Z y U dos semimartingalas entonces

1Z,U} ={Z2°,U) + ZAZ,AUar =[2°,U%: + Y_AZ,AU,,
<t s<t
donde la serie converge absolutamente para todo t, y c.s.
Observacién. Z = M+ A = M+ M4+ A. Vimos que M° no depende de la descomposicién

(por 11.27) y denotamos Z° = M, andlogamente definimos U°. Tenemos Z¢,U° € M¥ ,
por lo que tiene sentido hablar de {Z¢,U*) o [Z%,U*] (y son iguales por 11.18).

Demostracién. Sea Z =M+ A=M+ M+ A, U=N+V =N 4N+ V, AV eW
(Z2° = M°, U¢ = N°). Parando, se puede suponer que M¢, M?¢, N°, N € M2 . Ahora,
(2,U] = [M° N+ [M°, N+ [M%, N+ [M°, V]
+ [A N+ [MY N+ (M4, V] + (A, N9 + (A, V).

Aqui, el cuarto y quinto sumandos valen 0 (Lema 12.23); el sexto sumando [M?, N?] =
T AMAN porque M? N? € M2%% y tienen los mismos saltos que M,N respectivamente.
Los tres iltimos sumandos, (se aplica la Proposicién 12.22):

M4 V] =3  AMAV, [A,N% =Y AAAN, [A,V] =3 AAAV.
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Veamos ahora que pasa con el segundo y tercer sumandos: [M® N°% = (M¢ (N9)°) +
S AM¢AN? =0, andlogamente [M?, N°| = 0. Reagrupando obtenemos:

(z,0] (25,U°1+ S AMAN + Y AMAV
+3Y_AAAN + ) AAAV
[Z°,U°) + Y (AM + AA)(AN + AV)

[Z5,U°] + 3 AZAU.

=]

Ahora mostraremos un resultado que establece la relacién entre I[-,-] y la integral es-
tocastica (compare 10.6):

12.27 Proposicién. Sean Z,U dos semimartingalas y X un proceso localmente acotado y
predecible. Entonces,

[XoZ,Ul=Xol[Z,U].

12.28 Lema. Si Z es semimartingala y X es proceso predecible localmente acotado, entonces
(Xo0Z)y=XoZ"

La demostracién del lema es inmediata (ver 10.8) y se deja como ejercicio.

Demostracién de la Proposicién 12.27. Parando, se puede suponer que X es acotado
y Z°,U° € M2%:
[XoZ,U] = ((X0Z),U)+> A(Xo02Z)AU
(teorema anterior)
(Xo02Z°,U%)+> XAZAU
(12.10(d) y Lema 12.28) .
Xo(Z°UY+ X 0) AZAU = X 0[Z,U]

(Proposicién 10.6 y teorema anterior).

1



Capitulo 13

Formula de Ito

La férmula de Itd es el resultado mds importante en el andlisis estocdstico. Dice que la
composicién de una semimartingala con una funcién arbitraria de la clase C? es también
semimartingala y da una forma explicita de la descomposicién de esta semimartingala. En
este capitulo veremos algunas aplicaciones de esta férmula, como las caracterizaciones del
proceso de Wiener y del proceso de Poisson por medio de martingalas (Teorema de Lévy),
la férmula exponencial de Doléans y la caracterizacién de semimartingalas con incrementos
independientes.
Vamos a necesitar una nueva nocién de parar (parar estrictamente antes de T').

13.1 Definicién. Sea Z un proceso cadlag y 7' un tiempo de paro. Definimos ZIT

llamaremos proceso parado estrictamente antes de T de la siguiente manera:

que

0, siT=0
(ZM), = 7z, siT>t = 7] — AZp1r,ef(t) = Zolir=0y.tV
Zr_, si0<T <t
13.2 Observaciones. (a) Si Z es una semimartingala entonces Z!7 es también una semi-

martingala.
(b) (f X dZ)T = [ X dZT para cada Z semimartingala y T tiempo de paro. En efecto,

([Xd2)7T = [XdZ" = [ Xd(Z" + Azl + Zol =)

(Este nombre no estd completamente de acuerdo con nuestra convencién Zg-. = Zp. Aqui, “antes” de
T(w) = 0 ponemos ZET(w) =0.

185
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= [XdZT + XrAZr1g e
y por otra parte (recordemos que (X 0 Z), = 0)

(/XdZ)T

( / X dZ)7T + A( / X dZ)p 17
([ X d2)7 + X AZr1g e

]

(c) [Z]T = [Z17] para cada Z semimartingala y T tiempo de paro. En efecto,

(27 = (27 ~ AZpYige — Zod(r=0}] = [Z7 — AZr1ireo])
(27,27 - 2(Z7, AZ11g,00) + [AZ71(7,00])

= [Z27] = 2AZ7) 1z o) + (AZ7) 1100

= [27) = (AZr)"Ypeof = [27] - AlZ)r Yz, = (2]

(por propiedades de {-]).
(d) (Z°)7 = (Z17)° para cada Z semimartingala y T tiempo de paro. En efecto,

(297 = (2°7 = (27) = (2")"

13.3 Teorema (férmula de Itd). Si Z es una semimartingala y f:R — R, f € C}(R) (no
se ezige que f o sus derivadas sean acotadas) entonces f(Z) es también una semimartingala

Yy

! l "
1(2) = fZ)+ [ [(Zdztsg [ f(20)dz),
+S(AS(Z) - [(Z)AZ,~ 312, )AZY)
<t
! ]' " (3
L= 2+ /M f(2,-)dZ, + 5 /M (2, d| 2],

+ Z(Af(Z,) - f,(Zs—)AZs)

s<t

donde las series son absolutamentes sumables para todo t (c.s en w).

Observaciones. (a) La segunda igualdad se sigue inmediatamente del Teorema 12.26.
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(b) La férmula
th = Z02 + 2/ Zs— dZs + [Z]ta
lo4

que obtuvimos en el Teorema 12.14 es un caso particular de la férmula de Itd, para f(z) = 7.

Demostracién del teorema. 1. Todas las expresiones en la fé6rmula tienen sentido:

(1) (f'(Zs-))serys (f"(Zs-))ser, son procesos adaptados cag, por lo tanto son predecibles
localmente acotados (es decir pertenecen a la clase para la cual la integral estocdstica con
respecto a una semimartingala existe).

(i) Tyee f"(Z,-)(AZ,)? converge ya que la serie °,,(AZ,)* es convergente porque Z es una
semimartingala (ver 12.20); ademas si fijamos w, f"(Z,—(w)) para s € [0,¢] (como funcién
de s) es acotada por ser cag. Esto muestra que

22Dz

s<t

es convergente para cada w fijo.
(i) Para ver la convergencia de -,¢,(Af(Z,) — f'(Z.-)AZ,), utilizaremos la férmula de
Hadamard-Taylor:

§(&) = f@) + ) =)+ [ (1= 0f"(y +0(z — ) do(z - )"
Entonces tenemos, para w fijo y s < ¢,

IAf(Z,) - f(Z,-)AZ,| < ]01(1 - 0)|f"(Z,- +0AZ,)|dI(AZ,)?
C(t,w)(AZ,)?,

IA

ya que Z,_ + 0AZ, estd en un conjunto acotado y f” es continua y acotada sobre conjuntos
acotados; por lo tanto la serie converge por 12.20.

2. Se puede suponer que Z es acotada por una constante (que no depende de ¢ ni de w).
En efecto, definamos para cada n € N

) 0si|Z) >n
S,=inf{t:{Z,{ >2n}, R.= , To=S.AR,.

oosi |Zp] < n

T, es un tiempo de paro y T, T co. Observemos que para t = 0 la férmula claramente se
cumple, por lo tanto basta demostrarla sobre ]0, T,[, n = 1,2,...
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Tenemos ljo7,(f(Z) = ljo1,f(Z7) y también en el lado derecho, sobre 0,7, se
puede sustituir Z; por ZJT". En efecto, por la definicién, 1jo7,[(lado derecho) = 1jo7,[(lado
derecho)™. Por otro lado, para un proceso cadlag Y se cumple YT = (YT, entonces
tenemos

([ r(zydz ) = ([ £(2.-) dz)=
(f Yoaf(2.-) d2.)™
([ 1oz f (2 dz,)m
[ 125 azi.

Para los otros sumandos el argumento es anélogo y asi vemos que sobre 0, T,[ el lado derecho
de la férmula es igual a

1T, 10 71Tn 1Tn l 11( 7)Tn 1Tn\e
C AR N Ay O oy

+ 2 (A(Z) ~ f(Z2E)AZ).
s<t
Por lo tanto basta demostrar la férmula para Z1T que satisface lZiT"| <.
3. Basta demostrarlo si f es un polinomio. Sea |Z(t,w)| < ¢ para todos t,w y sean
f~ polinomios tales que fu(z) — f(z), fi(z) = fi(z), f.(z) — f"(z) uniformemente para
z € [~c,c]. Entonces si j =0,1,2,

fO(Z(w) = fON(Z(w))

uniformemente en (¢,w) si n — oco.
Por el T.C.D. para integrales estocasticas 12.11

f;(z_)dz,ﬁ/ F(Z,)dZ, si n— oo
Jo,t] 10,t]

£(2)diz) - [ (2 diz, sion-
lo] lo,1]
en probabilidad. Ademds para todos s,w

Afo(Zy) = filZ,-)AZ, — Af(Z,) — f(Z,.)AZ,, si n— o
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y otra vez por la férmula de Taylor

|Afa(Z2) = fu(Z:-)AZ,

IA

[ 4 =05z + 08z 8 (AZ)"
sup sup |f,/(<)(AZ,)"

z€|—c,c

IN

ya que Z,_ € [—c,c| implica (Z,— + 0AZ,) € [—c, c] por convexidad. Por lo tanto se puede
pasar al limite bajo las sumas.

Esto muestra que si la férmula de It es cierta para f,, n = 1,2,... entonces también es
cierta para f. Como la f6rmula es lineal en f, basta demostrarla para f un monomio.

4. Su validez para todo monomio quedara claramente demostrada (por induccién) si se
prueba la siguiente afirmacién: si la férmula vale para f entonces vale para z f(z) (es obvio
que la férmula vale para f = constante). Mostraremos esto. Supongamos que vale para una

frie.
f(Zd) = f(20) + /10,:1 f(2,-)dZ, + A + By, (13.1)
donde A es un proceso continuo, B es un proceso de “puros saltos” y 4, B € W°.
"Queremos obtener la férmula para g(z) = zf(z) (¢'(z) = f(z)+zf'(z), ¢"(z) = 2f'(z) +
" .gzp)l)i;:amos la férmula de integracién por partes 12.16 para obtener
9(2) Z:f(2:)
o2+ [ Z-d(Z)+ [ S22 412,020 (132)

I

Calculemos el segundo y el cuarto sumandos usando la forma de f(Z,) (de (13.1)) y de
lo que es A:

/]O,t] Z- 4i(2,) /]o,t] Z- o 10,5} f(2.-)dz,)

+ | Z-dA,+ | Z,_dB,
0.4

10,4}

/ Z,_f(Z._)dZ,
10,1]

1 1" o
43 [, 2 1120429 + X2,

s<t
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(seus6 X o(ZoV)=XZoV).

[Z7 f(Z)]t

(2, £(Zo) + /[0 f(Z)dz,+ A+ B)

(2, [, £(Z.-)dZ) + 12, Al + (2, Bl
(por 12.27, 12.22)
" (2,-)d[Z,2),+0+ Y AZAB,
0,

<t

(por 12.26)
foy P2 A2 + (2, )AZY + T AZAB,

s<t s<t

Regresando a la igualdad (13.2) obtenemos, agrupando:
9(2) = o(Z)+ [ (Z-f(Z.) +1(2.)) d2,

% /]0 (B S"(22) + 212, ) diZ°),
+3Z-AB, + Y f(Z,-)(AZ,) + 3 AZAB,.

3<t s<t s<t
Basta calcular ahora los tres iltimos sumandos, usando lo que es B:

Z,_AB, + f’(Z,_)(AZ,)2 +AZ,AB, = Z,AB, + f’(Z,_)(AZ,)2
= Z,(Af(Z,) = f(Z.-)AZ,) + f(Z,-)(AZ,)?

Z.f(Zs) = Z:f(Zs-) = Zof'(Z:-)AZ, + f(2,-)(AZ,)?

(Z:f(Z)) = 2, f(2.2)) + (2,-f(2.-) — Z.f(Z.-))

—Z.f'(2,-)AZ, + f(2,-)(AZ,)?

= Ag¢(Z,) - AZ,f(Z.) — AZ(Z.f(Z.-) — f(Z,-)AZ)

= Ag(Z,) - AZ,(f(Z,-) + Z.f'(Z.-) — f(Z.-)AZ,)

= Ag(Z,) ~ AZ(f(2,-) + Z,-f(Z,-))

= Ag(Z,)-AZ,4'(Z,-).

i

Asi la férmula de Ité se cumple para g(Z,).
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13.4 Observacién. Hemos mostrado la férmula de Ité para el caso f:R — R, f € C*(R).

Los casos siguientes: f:R — C, f € C}(R,C), y también f:R¢ — R, f € C*R?) son
inmediatos; para el primer caso basta tomar parte real y parte imaginaria de ambos lados y
para el segundo caso el teorema queda asi:

13.5 Férmula de It6 para el caso multidimensional. Sean Z1,22,..., Z¢ semimartin-
galas y f:RY — R de la clase C*. Entonces f(Z',2%,...,2%) es una semimartingala y
tenemos

120 = 1(Z)+ [ ((Ze),d2)+5 [ (72,20,
+Z(Af(Z,) - (f’(Zs-—)1 AZa));

s<t

o ezplicitamente:

f(zt>-f(zo)+z / 5oz

- ) d[(Z7),(Z%)],
+ 2;;___:1./“]031](91: )d(Z7),(Z7)]
+ Z(Afz)—z (Z J)AZ)).
s<t
La demostracién es analoga al caso de R.

Las notaciones usadas son:

Z, = (2},2},...,Z%),

, _ ,Of af
f - (ﬁ,.-;,‘a—z';)?
2
o= A o/ )ik=1,..4 — matriz d x d,

amiaz"
(W27, (Z%)));p=r,...a — matriz  d x d.

(27]

Pero es importante ver que cuando se escribe (f”, d[Z°]) no debe entenderse el producto de
matrices sino el producto escalar

b
[‘; d][; { = ae+bf +dh+cg.
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13.6 Observaciones. (a) Aplicando la férmula de Itd a f(z,y) = zy y a semimartin-
galas Z, U obtenemos la férmula de integracidn por partes 12.16. Sin embargo no podemos
afirmar que hemos encontrado una nueva demostracién de esta férmula, pues en la prueba
de la férmula de It6 usamos integracién por partes.

(b) Aplicando la férmula de It6 a una funcién f(t,z), t € Ry, z € R, de la clase C%, y a
una semimartingala Z obtenemos (considerando la semimartingala determinista Z} = t)

= [ Y or [
f62) = f(0,20)A /M L sszrast || Loz, )az,
1 & N 8
2 Joy b?f;(s, Z,-)d[Z"], + E(Af(s, Z,) - 6—5(3’ Z,_)AZ,).

Observemos que en esta férmula no aparece %%. De hecho es facil demostrar (por aproxi-
macién) que la férmula se cumple si f(-,z) € C!, f(¢,-) € C%.

{(c) La férmula de 1t6 es muy importante pues es la base del calculo estocdstico. Esta
férmula corresponde (y generaliza) al teorema fundamental del célculo en el cilculo diferencial
clasico. Si comparamos esas dos fé6rmulas vemos que, formalmente, el nuevo término en la
férmula estocistica es el que contiene a [Z°¢].

A continuacién daremos varias aplicaciones de la férmula de [t6. Empecemos con carac-
terizaciones del proceso de Wiener.

13.7 Teorema de Lévy. Sea X una martingala local continua tal que (X? —t);eg, es una
martingala local y Xy = 0. Entonces X es un proceso de Wiener (con respecto a la filtracion
respecto a la cual X es martingala local, y por lo tanto es un proceso de Wiener con respecto
a la filtracién generada por él mismo).

Demostracién. Como (X? — t);er, es una martingala local, (X), = [X], = ¢. Por la
desigualdad de Doob (ver 11.21) sabemos que

E(sup X?) < 4E((X)) = 4t.

s<t

Por lo que X, € L*(Q,F, P) y ademés X € DL. Esto muestra que X € M?® (ver 11.9(b)).

Para terminar la demostracién basta probar que
E(eMX =X |3y = ¢ 1= yheR, Vi>s>0. (13.3)

En efecto, supongamos que (13.3) se cumple y 0 < s < t. Claramente (13.3) implica
E(eMXi=Xa)y = ¢=3(t=9"* por o tanto X, — X, tiene la distribucién A'(0,¢ — s). Hay que
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probar atin que X; — X, es independiente de §,. Sea n una variable aleatoria arbitraria,
§s-medible. Tenemos para todos A,h' € R,
‘ E( eih(X,—X.)+ih’q)
= E(E(eih(X:—X,)Hh’nl&s)) — E(eih’nE(eih(Xg—X-)ISs))
(133) E(eih’ne—%(t-a)h’) = e~ 5(t-2)? E(e.'h'f,)
— E(eih(X,—X,))E(eih’n)’
por lo tanto X, — X, es independiente de §,, y X es un proceso de Wiener.

Mostraremos ahora que (13.3) es vélido. Consideremos la férmula de Itd para f(z) = e™2.
Tenemos f'(z) = ihe™®, f'(z) = —h%e™ y X = X°, por lo tanto

MK = 1k [ eMedX, - ot [ Mg
Jo.) 2 Jpy

. , . 1 .
= ehXe 4 h X X _/ ehXr dX ) — _hz/ ehXr g 13.4
(/1 i 10,5 )3 Jsit] (124

Fijemos F € §, y sea g(r) = [pe?Xr++dP. Ya sabemos que X € M? y por lo tanto
Joo,) €*%~ dX, es una martingala 0 en 0; entonces, tomando [r - dP en ambos lados de (13.4)
obtenemos

Il

g(t—s) = g(0)+0— %h2 /]

1
- — ZhR? .
9(0) /]0’1_31 g(r)dr

g(r — s)dr
t)

2

Hemos obtenido una ecuacién integral para la funcién g. Esta ecuacién tiene una dnica
solucién de la forma
—L1p2(4-
g(t —5) = g(0)e™2 (=),

por lo tanto

/ e Xe gp — e—%h’(t—s)/ ehXs gp
F F ’
y esto vale para cada F' € §,, entonces
E(eihx,lss) — eihx,e—%)ﬂ(t—s)’
lo cual es equivalente a (13.3). o

En el caso multidimensional tenemos algo muy semejante.
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13.8 Teorema. Sean X1,...,X* martingalas locales continuas, X3 =0 (j = 1,2,...,d)
tales que (X7, ,X*), = §;t. Entonces el proceso d-dimensional (X',...,X?%) = X es un
proceso de Wiener c.r.a la filtracidn dada.
Demostracién. Idéntica (si A € R?, t > s, se demuestra que
E(ei(h,X:—Xs)lga) - e—’;(t—s)lhl’),
[m}

13.9 Teorema (el problema de la martingala para el proceso de Wiener). Un pro-
ceso X = (X)ier,, Xo = 0, continuo adaptado c.r.a una filtracion (§,)icr, €s un proceso
de Wiener c.r.a esa filtracion si y sdlo si para cada funcion f:R — R, f € C?, f' acotada,
el proceso M7 definido por

1 "
M= f(X) = JO) =5 [ (X ds (13.5)

es una martingala.(?

Demostracién. =>: Por la férmula de It6 tenemos que M{ = o f{Xs) dX,, ya que en
este caso [X]; =t y el proceso es continuo por hipétesis. Como f’ es acotada sabemos que

/M FI(Xs) dX,

es una martingala.

<: Consideremos la funcién f(z) = e**. Su parte real y su parte imaginaria satisfacen
las hipétesis. Entonces si s <ty F € §,, el hecho de que M; sea martingala nos permite
calcular:

A 4 1
thXe __ _ihX, dP = __/ / " Xr dPd
J(e e — o) I RACOLLL
h? :
=~ [ [ apar
2 1s,)lJF
Si definimos g(r) = [ e*®++r dP, la ecuacién anterior se escribe asf:
h2 h2
t—s)—g(0) = —— —s)dr=—2 d
st=9)=90) == [ str-sjir=- [ g,

() Compare con la férmula (7.4).
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ie, gt —s) = g(0) — (h?/2) fio,,_y 9(r) dr.
Razonando como al final de la demostracién del Teorema 13.7, se concluye que X es un
proceso de Wiener c.r.a la filtracién dada. o

Otra versién de este teorema, sin suponer que f’ es acotada:

13.10 Teorema. Un proceso X = (X;)iwer,, Xo = 0, continuo y adaptado c.r.a una fil-
tracién es un proceso de Wiener si y sdlo si para cada funcién f:R — R, f € C?, el proceso
M/ definido por (18.5) es una martingala local.

Demostracién. =>: Igual que el caso anterior (fjg, f'(Xs)dX, es una martingala local
(ver 12.2 y 12.8)).

<«: Es una consecuencia inmediata del teorema de Lévy 13.7 porque para f(z) = 22 se
tiene M{ = X? —t. 0

13.11 Teorema (caracterizacién del proceso de Poisson). Sea (3,)icr, una filtracion
fija. Sean 0 < Ty < Ty < --- tiempos de paro y definamos un proceso

Ny =Y 1, 0t), t=0.

n=1

Sea X > 0. (N,), es un proceso de Poisson con pardmetro X c.r.a la filiracién dada si y solo
8t (N, — At)ier, €s una martingala local (c.r.a la filtracion dada).

Demostracién. =: Ya lo sabemos.

<: 1. Se tiene T, T oo (porque |N; — At| < oo c.s para cada t > 0). Denotemos
M, = N, — M. Los saltos de esta martingala local son acotados, de hecho |AM,| < 1y
M, = 0. Por la Proposicién 11.9(d) tenemos que M € M2 .

Lo que queremos mostrar ahora es que M € M?: N; = M, + Xt implica [N], = [M]; ya
que M, (At); pertenecen a W y (\t); es un proceso continuo (ver 12.22).

Por otro lado, nuevamente por 12.22 tenemos que

[N]e = 3 _(AN,)* = N

s<t
Ahora bien, por 11.21

E(sup M%) < 4E([M);) = 4E(N,) = 4\t < 00
s<t
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(la dltima igualdad se obtiene localizando a M y pasando al limite cuando n — o0o). Por lo
tanto M es una martingala y
E(sup M?) < oo,
s<t

por lo cual M € M2

2. (a) Para cada T tiempo de paro, E(Nr) = AE(T). En efecto, 0 = E(Mra:) para
todo t, por lo cual E(Nra:) = AE(T At) para todo t. Haciendo ¢ tender a +oo se obtiene
E(Nz) = AE(T).

(b) Si S, T son tiempos de paro, S < T,y E(T) < oo entonces E(Mr|§s) = Ms (gracias
a la hipétesis E(T) < oo, se tiene el resultado ain sin suponer que M sea uniformemente
integrable). En efecto, para todo t, M* es una martingala uniformemente integrable (M* es M
parada en t, tiempo determinista), por lo tanto E(ML|Fs) = ME, por lo que E(N;ar|Fs) =
)\E(t A TIS'S) + MtAS-

Usando el teorema de convergencia monétona y haciendo ¢ T oo se obtiene el resultado.

3. Veremos ahora que basta demostrar que 7T; es independiente de F, y distribuido
exponencialmente con pardmetro A\. En efecto, supongamos esto. Para n fijo definamos
5 = F1ats; (S:)ge]}{+ es una nueva filtracién con las condiciones usuales, y T} = Tpyx — Ty
es un tiempo de paro c.r.a la nueva filtracién (3§} )ier, , para todo k € N.

Ahora podemos considerar

N{ = Nyr, = Np, = Ny, —n y - M = N} = X\t

Es facil ver que N} = ¥32, L1 ool (2)-
Por otra parte, M! es una martingala c.r.a (§} )icr,. En efecto, sea s < ¢,

E(M}|F;) = E(Nyr, — N1, — M|Sor1,)
= E(Nyt, — At +T) — (N1, = AT5)[Fo41.)- (13.6)

Tenemos n = E(Ng,) y por 2(a), E(Ng,) = AE(T,) por lo tanto E(t + T.,) < co.
Podemos entonces aplicar 2(b) a los tiempos de paro s + T,, y t + T,, y obtener

E(Nesz, = At + T)[F0s7,) = Noaz, = As + To).
Por lo tanto

(13.6) = Nyr, —A(s+T,) — (N1, — ATy)
Neyr, = N1, — ds = Nsl — s = M:7
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es decir, E(M}|F!) = M} y por lo tanto M! es una martingala. En consecuencia, por la
suposicién T} = Tn41— T, es independiente de Fb-= Fr, y tiene distribucién exponencial con
parametro A. Esto implica que Ty, Ty —Ty,T3— T3, ... son i.i.d. exponenciales con parametro
Ay por lo tanto N es un proceso de Poisson con parametro .

4. Por tltimo demostremos que Ty es independiente de §y y distribuido exponencialmente
con pardmetro A. Fijemos A € R arbitrario y escribamos la férmula de Ité para e (i.e.
f(z) = e**) y sustituyamos ¢ = Ty:

. . 1
1hMT‘ = . thM,— d R _ " Ms- d Mc .
¢ Lih f e M+2/10,mf( )d[M°]
+ Z M ) - Ma—) - f’(Ma—)AMs)'
s<Th

Como M € WP, el segundo sumando es una integral de Stieltjes, y sabemos que M € W°
implica M° = 0 (ver 9.13), por lo que el tercer sumando se anula.
Veamos el cuarto sumando:

E (f(Ma) - f(Ma—) - f’(M,_)AM,) = f(MTl) - f(MTl—) - f’(MTl-)

s<Ty

puesto que 7; es el primer salto del proceso y AMp, = 1. Por lo tanto:
eMMT — 1 4 i / ¢hMi= M, 4 (ePMTy _ ihMri— _ jpeihMr-

y por lo tanto
0=1+1h etMe- dM, + ePMTi-(—1 — ih).

10,T1]
Pero e#*M1i~ = ¢~ T1 por lo que obtenemos
e~ (] 4 ih) =1+ ih / €M g0, (13.7)
]0,T1]

Por dtro lado
E(/ Loz e™™- 7 d(M),) = E( 10,7376 ™M==[*X ds)
10,00[ 10,00
S AET] < 00

ya que en virtud de 2(a), AE(T}) = E(Ngp,) = 1. Como M € M? (por 1), en consecuencia
obtenemos que el proceso X = fo7,) €M~ dM, pertenece a MZ, (ver 9.2) y vale 0 en 0.
Entonces E(Xeo) = 0y E(Xo|Fo) = Xo = 0. Pero

X = M- d M,
10,T3]
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por lo que

E( / ¢Me= g1, |Fo) = 0. (13.8)
Jo,11]
Tomemos ahora esperanza condicional bajo Fo en (13.7):
BT (1 4 ik)[Fo) = 1 + ihE( /] C AMIB) = 1
0,71

por (13.8), es decir E(e*1|F,) = 1/(1 4 ih), y esto vale para todo k € R, lo que implica
(por un argumento andlogo al usado en la demostracién del teorema de Lévy 13.7) que T3
es independiente de §y y T; tiene distribucién exponencial con pardmetro A. o

Otra aplicacién importante de la férmula de It6 es la férmula ezponencial.

13.12 Teorema. Sea Z una semimartingala, Zo = 0, y Xo una variable aleatoria Fo-
medible. La ecuacion

X, = Xo+ X,_dZ,

lo,1]

tiene solucidn inica (mddulo indistinguibilidad) dada por la férmula:

X, = Xoexp(Z, — %[Zc]t) [I(1+ AZ,)exp(-AZ,) (13.9)

s<t
(donde el producto converge absolutamente para todat > 0, c.s.).

Demostracién. 1. Primero veremos que X; dado por (13.9) estd bien definido para cada
t > 0. Sea
Vi=1I01+AZ)exp(-AZ,).
<t
Demostraremos que el producto converge absolutamente, que V € W° y es puramente
discontinuo® (i.e., V; = Vo + T,<: AV,) ¥ que Vi = [,s(1 + AZ,) exp(—AZ,).
Fijemos w € Q). Tenemos V(w) = V; (w) V,"(w), donde

’

Vi = [I0+AZ1gaz,51)) exp(=AZ,1gaz,5 1))
s<t

‘/t,r = H(l+AZ’I{IAZaIS%))exP(_AZSI(IAZ:lS%))
s<t

(3) Advertencia: un proceso puramente discontinuo como martingala, i.e. que pertenece a M24, en general
no tiene trayectorias puramente discontinuas. Las dos nociones de ser puramente discontinuo son distintas.



199

Por ser cadlag, Z,(w) tiene sélo un niimero finito de saltos mayores que 1/2 en [0,1], para
cada t > 0, por lo tanto V' (w) toma sélo un niimero finito de valores en [0,], para cada
t > 0. En consecuencia V es puramente discontinuo, V' € W° y V,_ = [T, ).

Basta probar que V" tiene las mismas propiedades. Para lograrlo observemos que cada
factor en el producto es mayor que 0, por lo tanto la convergencia absoluta del producto a
un limite mayor que 0 es equivalente a la convergencia absoluta de la serie de logaritmos de
los factores.

Podemos escribir

logV," = Y (log(1 + AZ1gaz,i<c1/2)) — AZ.1(az,i<1/2)-
s<t

Como |log(1 + u) — u| < cu? para |u| < 1 ¥ ¢ = una constante, tenemos

[log V'l < Y |log(l+ )=+ | <Y (AZ) < o
s<t <t
(por 12.20). En consecuencia log V" € W?, es puramente discontinuo y log V,~ = ¥, ().
Ahora apliquemos la férmula de Ité a f(z) = €® y a la semimartingala log V". Tenemos

v o= v +/]oz] V. d(logV,) + Y (AV. = V. (Alog V"))

s<t
= Vo + 24V,
s<t

porque la integral vale Ts<t Vs V. (Alog V.') por ser log V" puramente discontinuo Asi hemos
demostrado que V" es puramente discontinuo, por lo tanto es claro que V" € W° y la férmula
para V,” también se sigue facilmente.

2. Demostraremos que X dado por (13.9) satisface la ecuacién. Sea Y = Z — }[Z°].
Obviamente Y es una semimartingala y se tiene

= )(0‘48)1.

Podemos aplicar la férmula de It6 multidimensional 13.5 a la funcién f(y,v) = ve! y a las
semimartingalas V, Y.

Observemos que Y°¢ = Z¢, V¢ = 0 porque {Z¢] y V € WP (ver 11.27). Ademds Yo =0y
Vo = 1. Entonces tenemos:

X, = Xo+ Xo / V._e¥- dY, + X, /]0 ) V- dv,

f Vil d[Z9], + Y (AX, — XoVi_ €'~ AY, — Xoe"-AV,).

s<t
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Xo es §o-medible, por lo tanto, por 12.13, podemos pasarlo bajo el signo de la integral en el
segundo sumando. Entonces el segundo sumando es igual a

1
X,.dY, = X,_dZ,— - X,_d[Z°],.
/]D.i] 10,8} 2 /]0,:] (2]

Sabemos que V' es puramente discontinuo, por lo tanto

tercer sumando = Z Xoey"AV,;

s<t

cuarto sumando = ! X,-d[Z°),;
2 Jjog)

quinto sumando = Z(AX, ~ X,_AY,) - ZXoey"AV,‘
<t s<t

En consecuencia obtenemos

X, = Xo + /]0 , Ko 42,4 T(AX, — X, _AY,))

<t

Entonces para ver que X satisface la ecuacién basta demostrar que AX, = X,_AY,.
Tenemos

XoV,e¥* — XyV,_e¥o-
XoV,-(1 + AZ,)e'AZ'eY"eAY’ — XoV,_e¥-
XoVi_el'-((1 + AZ,)e 2% AT — 1) = X,_AY,

AX,

I

porque AY = AZ.
3. La unicidad se sigue de un teorema mas general, el cual probaremos mas adelante
(ver 15.1). m]

He aqui una aplicacién de la férmula exponencial.

13.13 Proposicién. Sean Z y A dos procesos adaptados continuos, Zy = 0, A creciente y
Ao = 0. Para cada A € R, definimos el proceso

/\2
0} = exp(AZ; — 5 A))

(continuo y adaptade). Son equivalentes:
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(a) Z e Mj, y[2] = A.
(b) ®* € M}, para cada X € R.

Demostracién. (a) = (b): Aplicando el teorema anterior a AZ (continuo) es inmediato
que ®* satisface la ecuacién (I>f‘ =14+ A f}o,:] ®) dZ,.

®* es continuo y adaptado, por lo tanto es predecible localmente acotado y sabemos que
Z es una martingala local, entonces (fjo 4 ®) dZ,)icr, es una martingala local, lo que muestra
que ®* € M}_, y por lo tanto ®* € M2 _ porque es continua y & = 1.

(b) = (a): Definimos los siguientes tiempos de paro:

T. =inf{t: (|Z| + A;) > n}

(T, es efectivamente tiempo de paro porque Z y A son progresivamente medibles). Por
continuidad,

|ZtAT,,| <n y IAH\T,.I <n,

por lo tanto (®*)™ es una martingala local acotada (para A fijo), lo que muestra que es de
hecho una martingala (ver 11.9(b)). Asf obtenemos para todos s <ty F € §,,

/ exp(\ZT" — 2 AT+ dp = / exp(AZT — o AT+ dp (13.10)
F ¢ 9 7t F s 2 ’ '

Por otra parte, g(A) = (®})™ (w, ¢ fijos) es una funcién de clase C* en A,

dg d

22
| = 15 (@)1 = (28 = AT @ | < (4 dom)e 7

para |A| < Ap.
Podemos entonces derivar (con respecto a A) en (13.10) bajo la integral y obtener:

J(ZF AT, aP = [ (25~ MA@y, dP. (13.11)
Para A =0, (13.11) toma la forma:
/ Z,T"dP=/ ZI"dP, Vs<t y VFe3.,
F F

lo que muestra que Z™ es una martingala y entonces Z € M} __ (y por lo tanto Z € M3},
porque Z es continua) ya que T}, T oo.
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Por iltimo, para mostrar que [Z] = A, se toma la segunda derivada de ®* con respecto
a A (t,w fijos):

d?
| 27 ®in,| = (28" = AAT®lhg, — AT @yg, | < e(m, Do)
si |A| € Ao, donde ¢(n, A¢) es una constante.
Podemos entonces derivar nuevamente (13.11) bajo la integral y tomar A = 0 para

obtener:
[z - ATy ap = [ (Z5) - AT P, (13.12)

la cual es valida para toda s < t y toda F € §,. Por lo tanto (27*)2 — AT = (22 — 4)T" es
una martingala. Como A es continuo y creciente y T, T co se sigue que A = (Z) =[Z]. O

13.14 Observacién. De la demostracién se sigue que se puede reemplazar la condicién (b)
de 13.13 por
(b’) ®* € M} . paratodo A en una vecindad de 0. .

13.15 Corolario. Sea Z un proceso continuo y adaptado, Zy = 0. Entonces Z es un proceso
2
de Wiener st y solo si para cada A € R el proceso (e'\z"AT‘)tem es una martingala local.

13.16 Corolario. Si Z € M5, [Z] = A y E(fjy; €% dA,) < o0, entonces ®* € M?.

Demostracién. Sabemos que 8} =1+ X fj, 4 &) dZ, (férmula exponencial), por lo tanto

E(sup(®)?) < 2 + 232E(sup( / ®* dZ)?).
<t J]04)

<t

Pero si M = [ ®>dZ, entonces (por 11.21)

E(sup M2) < 4E({M),) = 4E /]0 LB dA,

s<t

por lo tanto

E(sup(®))?) < 2+ 8)E( /] (P(RAZ, — N AL dA)
s<t

IN

2 + 8A2E( /]0 | P(2AZ)dA.) < co.
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13.17 Corolario. Si ®* € M} . para cada A € R y E(A:) < oo para cada t > 0, entonces
Ze M :

Demostracién. Sabemos que Z € M}, y A = [Z], por lo tanto
E(sup Z%) < 4E([Z),) = 4E(A;) < oo.
s<t
]

Para terminar este capitulo demostraremos un teorema de Jacod que da una descripcién
completa de las semimartingalas con incrementos independientes (ver 11.26(b},(c)).

13.18 Teorema. Sea Z un proceso cadlag con incrementos independientes® con su fil-
tracion usual generada (o mds generalmente, un proceso cadlag adaptado, tal que Z, — Z, es
independiente de §, para todost > s > 0). Entonces Z es una semimartingala st y sdlo si
para todo u € R la funcidn ¢,(t) := Ee™% tiene variacion finita en cada intervalo acotado.

13.19 Lema. Fijemos u € R y sea t,, := inf{t : p,(t) = 0} (< o0).
(a) py es cadlag y pu(t) =0 sit 2 by, p(t—)# 0 sit < 2.
(b) El proceso Y™ definido por
eing

— sit<t,
Yt(u) = ‘Pu(t)

Y sit,<t<oo
es una martingala.

Demostracién del lema. (a) Es claro que ¢, es cadlag. Para s <t denotemos %,(s,t) =
Ee™(Zi=Z5) Por la independencia de los incrementos tenemos

?u(t) = Pul(s, t)pu(s). (13.13)

Si t, < oo entonces, al poner en (13.13) s = t,, vemos que ¢,(t) = 0 para ¢t > t, (ya que
¢u(t,) = 0). Ademds (13.13) implica 0 # @, (t) = Yu(s—,t)p(s—) para s < t < t,, por lo
tanto p,(s—) # 0 si s < t,. Adn falta probar que ¢,(t,—) # 0 si t, < co. Supongamos que
¢u(ty—) = 0. Nuevamente por (13.13) tenemos 0 = @y (tu—) = u(s,t—)pu(s) para todos

)Recordemos (ver 1.8) que esto significa que Zy,Z:, — Zo,..., 2, — Zt,_, son v.a. independientes si
O<t; < - <t
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s < t, y por lo tanto ¥,(s,t—) = 0 (ya que py(s) # 0). Pero claramente ¢,(t—,t—) =1 lo
que es una contradiccién.

(b) La parte (a) del lema implica que Y est4 bien definido, es integrable, cadlag y
adaptado.

Si s < t < t, entonces

1 : e Zs :
E Y(u) 3’ = E emZg 'S.q — E eru(Zg—Z,) &‘,
eiuZ, @
= e =V
v eult) (s:1)
por (13.13). Para terminar la demostracién del lema basta observar que si ¢ T t, < oo, estas
igualdades implican que también E’(Yf:‘l IF,) = Y4, O

Demostracion del Teorema 13.18. Primero supongamos que Z es una semimartingala;
vamos a demostrar que ¢, tiene variacién finita. Sean ¢, y Y{*) como en el lema. Tenemos

eing
pu(t) = Ve sit <t (13.14)
t
y si ¢, < 0o entonces )
oultum) = o (13.15)

Yz(u) )

Como, por el lema, ¢,(t) = 0sit > {,, entonces basta demostrar que la funcién

t sit<t
pup) =) PO sk
Pu(ty—) sit, <t< oo

tiene variacién finita. Probaremos que @, es semimartingala (determinista) lo cual implicard
el resultado, en virtud de 11.26(c).
Por (13.14) y (13.15) tenemos que
eiqu

bu(t) = —,
( Yt()

donde X, := Z}t" = Zydo o] + Zt,— Y1, (ver 13.1; claramente podemos suponer t, > 0, ya
que el caso ¢, = 0 es trivial: @,(t) =0). Z es una semimartingala por hipétesis, entonces X
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también lo es, y sa,bernos por el lema que Y*) es martingala, por lo tanto es semimartingala.
Ademas se tiene |Y | > 1. De la férmula de 1t6 aplicada a la funcién f:R x C — C de la
clase C? arbitraria, tal que f(z,y) = e“*/y siz € R, y € C, |y| > 1, se sigue que @, es
una semimartingala.

Pasemos ahora a la demostracién del reciproco, es decir supongamos que ¢, tiene variacién
finita para cada u € R; queremos probar que Z es una semimartingala.

1. Demostraremos primero que si existe u > 0 tal que t, = 0o y ¢, tiene variacién finita,
entonces Z es una semimartingala.

Definamos Tp = 0, T,, = inf{t > T,_1,|Z: — Zr,_,| > 7/(4u)} paran € N. T, es un
tiempo de paro, T, > T,—; sobre {T;,—; < oo} paran € Ny T, T co. En virtud de 11.30
basta demostrar que Z™* es una semimartingala para todo n, y para esto basta probar que
ZT — ZTn-1 es semimartingala. Como t, = oo tenemos que (ver Lema 13.19) que e™? =
Y® e, por lo tanto €Z es una semimartingala como el producto de dos semimartingalas
(¢4 tiene variacién finita entonces es una semimartingala).

En consecuencia ¢*Z™ y 2™ son semimartingalas y por lo tanto, por la férmula
de Ité, el proceso e™“(% ""ZT"_l) = 2™ =wZ™ 1 también lo es. Entonces el proceso
(e "‘(ZT"'ZT"_I))]T" es semimartingala lo que implica que U := sen (u(Z™ — ZT»-1)T) también
lo es. Pero, por la definicién de T, se tiene que |u(Z™ — Z7T»=1)T»| < 7/4, por lo tanto
(Z% — ZT»-1)1Tn = (1/u)arcsen U, de donde, otra vez por la férmula de Ité concluimos que
(Z%» — ZT-1)ITn es una semimartingala. Finalmente basta observar (ver 13.1) que

7T _ 7Tn-1 = (ZTn — 7Tn )]Tn + AZT,,]-[T,.,OO[

y por lo tanto es una semimartingala.

2. Claramente basta probar que para todo t € R, el proceso parado Z* es semimartin-
gala. Entonces fijemos t y observemos que Z' también tiene incrementos independientes.
Como limy— @.(t) = 1, existe u > 0 tal que ¢,(t) # 0 y por lo tanto t < t, (ver el Lema
13.19). En consecuencia, para éste u tenemos que Ee™Z: # 0 para cada s € Ry. Asi vemos
que Z! satisface las hipétesis del paso 1 y por lo tanto es una semimartingala. O

Observacién. La demostracién del teorema se simplificaria (aunque quedaria la misma
idea) si hubiéramos supuesto adicionalmente que Z es continuo en probabilidad. Tendriamos
en este caso que ¢, es continua (obvio) y ¢, = co. En efecto, si t, < oo entonces por el Lema
13.19 tendriamos 0 # @, (t,—) = ¢4(t,) = 0 por continuidad de ¢,.

(5) Advertencia. No se trata aqui de la derivabilidad de funciones de variable compleja. La funcién f la
tratamos como una funcién de R® en R? y en este sentido hablamos de la clase C2.
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Capitulo 14

Cambio absolutamente continuo de
medidas de probabilidad

En este capitulo demostraremos que la propiedad de ser semimartingala se mantiene cuando
reemplazamos a P por otra medida de probabilidad, absolutamente continua c.r.a P. Ob-
tendremos varias consecuencias importantes y profundas, como el teorema de Girsanov, la
caracterizacién de semimartingalas por medio de las integrales estocasticas y otras.

Supongamos que ademas de nuestro espacio de probabilidad basico (£2,§,P), con la
filtracién (§,)ser, , se tiene otra medida de probabilidad @ sobre §,, absolutamente continua
con respecto a P (i.e. Q@ < P).

14.1 Lema. Sea {s’;o la completacion de Fo, con respecto a Q. Eztendemos Q a S;o de la
manera usual. Sea

Fo={A€F, :IA€F, QaaA)=0}.

Entonces la filtracion (F,)wer, ¥ (2, Foo, @) satisfacen las condiciones usuales.
Este lema es una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.6.

14.2 Convencién. Hablando de semimartingalas, martingalas respecto a (), vamos a suponer
que se toman con respecto a (F;)icr, ¥ en (£, §o, @). Diremos simplemente Q-semimartin-
gala, o semimartingala (Q), etc., cuando se hable de esto, o ser cadlag con respecto a @, se
dira Q-cadlag, etc.()

Mver p. 32
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14.3 Teorema. Sea Z una P-semimartingala y Q) una medida de probabilidad definida en
(92,F). Si Q < P entonces Z es una semimartingala con respecto a Q).

Observacién. Sea Z = M + A, M € M}, ., A € W’ Entonces es “natural” que las
propiedades de A se hereden a Q porque A es de variacién finita en intervalos finitos salvo
en un conjunto de P-medida 0. Lo sorprendente es que también se heredan para M 4 A pues
las propiedades de ser martingala dependen muy fuertemente de la medida P.

14.4 Lema. Si X es una supermartingala no negativa (cadlag) y S =inf{t : X, =00 X,_ =
0} entonces X; = 0 c.s. sobre S, ool.

Demostraciéon del lema. Definamos

- X si t<oo
Xt_{O, si t=oo0.

X es una supermartingala sobre [0, co].

Sea S, = inf{t: X, < 1/n}. Es claro que S,, < S. Apliquemos a X, S,, S +1 el teorema
de paro “de muestreo opcional”, tenemos E(X ;) < E(Xs,) < 1/n para cada n € N,
t € R, y por lo tanto E(X ) = 0 para cada t € R,. Entonces X, = 0 c.s (por ser X no
negativa) para cada ¢ € R, y en consecuencia X; = 0 P-c.s. sobre [S, oo (por ser cadlag). D

Demostracién del Teorema 14.3. Sea M, = dQ/dP (densidad sobre §) y M; =
E(Mx|8:). M = (My)ier, es P-martingala (tomamos una versién cadlag).

1. Vamos a demostrar que 1/M es Q-indistinguible de un proceso cadlag.

Aplicamos el lema a M; = E(M|§:) que es una martingala no negativa. S = inf{t :
M, =00 M,_ =0}. Porellema M = 0 P-c.s. sobre [S,o0[, por lo cual, M = 0 Q-c.s. sobre
[S,00[ i.e. Q(Vt € [S,00], M;=0)=1.

Queremos mostrar que S = +0o0 @-c.s. Supongamos que Q(S < oo) > 0; entonces existe
s € Ry tal que Q(S < s) > 0.

Sea A= {5 < s},

0<Q(A)=Q(AN{Vt>S M, =0}) <Q(M, =0).
Por otra parte,

= = d = =
Q(M, = 0) -/{M.=o} ModP=[  MdP=0,

ya que {M, = 0} € §,, lo cual es una contradiccién.
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Asi, hemos mostrado que @(S < co) = 0 y eso muestra que 1/M es Q-cadlag.

2. Si Z es P-supermartingala no negativa cadlag entonces Z/M es @)-supermartingala.

En efecto, Z/M estd bien definida (por 1) y Z es P-cadlag, por lo tanto Z es Q-cadlag
y 1/M también lo es, por lo tanto Z/M es Q-cadlag.

Sean s < t, F' € §, (ver 14.1) y F € §, tales que Q(FAF') = 0:

Z, Zy Zy
Zegg = [ ZLag= 2 g
~/F’ Mt Q /I; Mt Q Fn{M,;>0} M, Q

Z, Z,
—Mmszjl 2t M, dP.
/F‘n{M¢>o) M, P (Me>0) M, ¢

Como {M; >0} C {M, > 0} cs. por 144,y Z, > 0, entonces

/ Z,dP = / Lrn,>ayZe dP < / Lenqu,50) Zs P,
Fn{M.;>0}

(porque Z es supermartingala) y finalmente

V4 Z
= do = kd
FM, @ M,

/ 1”““&”&% M, dP = dQ.
Esto muestra que Z/M es una @)-supermartingala.

3. Si Z es una martingala local con respecto a P entonces Z/M es una semimartingala
con respecto a Q.

Sea (T,), una sucesién localizante de Z en M. . Cada Z7» es una P-martingala uni-
formemente integrable, por lo cual para cada n existen N} y N? martingalas no negativas
tales que ZT» = N} — N2 (N.(t) = E(Z} |3:) y NX(t) = E(Z1,|5:))- Basta demostrar que
el proceso (Z/M)™ es una semimartingala (Q) para todo n (por 11.30). Tenemos

Z.r, VA _ (ZT)T» _ zZ% T _ NaT, NZ o
) = S = (T~ (5™

T M- M M
Por2, N!/M y N2/M son Q-supermartingalas, por lo tanto (N}/M)™ y (N2/M)T» también
son @)-supermartingalas. Por lo tanto son @-semimartingalas y su diferencia también lo es.

4. Si Z es P-semimartingala entonces Z es (J-semimartingala.

Por 13.6, M Z es P-semimartingala, por lo tanto MZ = N + A, N es una martingala
local (P) y A € W°(P) (C W°(Q)). Z=(médulo Q-indistinguible) N/M + (1/M)A (por 1).
Por 3, N/M es Q-semimartingala y 1/M es Q-semimartingala, A es Q-semimartingala por
lo que (1/M)A es Q-semimartingala y por lo tanto Z también lo es. O
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Hemos mostrado que si @ € Py Z es P-semimartingala entonces Z es también Q-
semimartingala. Es natural preguntarse cuél serd su descomposicién Z = N + A, con
N e M},.(Q)y A€ WYQ). El siguiente teorema nos da una respuesta parcial.

14.5 Teorema de Girsanov. Sean P y Q dos medidas de probabilidad equivalentes'® en
(2, Foo), Moo :=dQ/dP (sobre Foo), My := E(M|S:) parat > 0. Si X es una martingala

local (P) entonces
1

o 10,¢) M,

(Xt - X d[M’ X]a)tE]R+

es una martingale local (Q).

Demostracién. Podemos suponer que X, = 0 (restando Xj).

1. Sea A; = flo,4(1/M) d[M, X]. Veremos que A esta bien definido y que A € WO(P) (=
W(Q)).

[M, X] es el mismo para P y para @ (por ser limite en probabilidad de unas sumas (ver
12.16) y por la hipétesis P equivalente a @, limite en probabilidad con respecto a P implica
limite en probabilidad con respecto a Q).

Ademas 1/M es cadlag médulo indistinguible en @ (paso 1 de la demostracién de 14.3)
y P < @ implica que 1/M es cadlag médulo indistinguible en P.

2. Basta mostrar que M (X — A) es una martingala local (P). En efecto, si esto es cierto,
sea (T,)» una sucesién localizante de M(X — A) en M., (M(X — A))™ es entonces una
P-martingala uniformemente integrable y vale 0 en 0, por lo tanto para todo S tiempo de
paro,

0= [ MP(XE - AT)dP = [ Mo(XF - AT)dP = [(X - )% d,
lo que muestra que (X — A)™ es Q-martingala para cada n, es decir X — A es Q-martingala
loca31: Demostracién de que M(X — A) es una martingala local (P):
M(X—A) = (MX —[M,X])+ ([M,X] - /MdA)
+(f maa- MA).
(i) (MX - [M,X]) € M}, (P). En efecto, M es P-martingala, X es P-martingala local y

MX =/M,_ X, +/X,_ dM, +[M, X),

@ie. PLQy Q< P, lo que denotamos P ~ Q.
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de donde

MX ~ (M, X] = [ M,-dX,+ [ X.-dM,.
Ambos sumandos del lado derecho son martingalas locales (P) por ser la integral estocastica
con respecto a una P-martingala local (12.10(f)).
(i) (M, X] - /M dA) € ML (P) (inmediato de la definicién, este proceso es P-indistin-
guible de 0).
(i1)

/MdA—MA

I

[maa- [M_aa- [ A am - (M4

/MdA—(/M_dA+/AMdA)——/A_dM

_/A- dM € M}/oc(P)7

porque por 12.22, [M,A] = Y AMAA = [ AM dA, ya que AM, para P-casi toda w, toma
s6lo un niimero a lo mas contable de valores. a

14.6 Corolario (para el proceso de Wiener). Si P ~ Q y My := dQ/dP (en J),
M, .= E(Mx|§:) y si W es un proceso de Wiener con respecto a P entonces

1
W — / M, W],
es un proceso de Wiener con respecto a Q).

Demostracién. Es una consecuencia del teorema anterior y del teorema de Lévy. Como
W es un proceso continuo, [M, W] es continuo (por 12.26) y entonces A es continuo (donde
A= [(1/M)d[M,W]). Por lo tanto W — A es continuo y por el teorema anterior W — A €
M} (@), por lo tanto W — A € M% (Q).
En consecuencia, si (W — A)g = compensador de W — A con respecto a @, entonces
por 11.18(c)
(W= A)(t) =W - Alo(t) = [W](t) =1

(va sabemos que []p =[] por ser P ~ Q).
Por el teorema de Lévy 13.7, W — A es un proceso de Wiener con respecto a Q. O

Se puede plantear el problema inverso: sea W un proceso de Wiener (P) y Y un proceso
adaptado medible tal que Jo1 Ys ds existe.
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;Cuédndo existe una medida de probabilidad @ tal que P ~ Q y que W — [ Y, ds sea un
proceso de Wiener con respecto a Q7

Por ejemplo, no existe Q@ < P tal que (W; — t};cp, sea Wiener c.r.a Q ya que W, —t —
—00 P-cs. sit — oo (basta aplicar la ley del logaritmo iterado) y si existiera una tal ) se
tendria que (W, —t) — —oo Q-c.s. pero entonces W, —t no puede ser un proceso de Wiener
(@)-

Este ejemplo muestra que atn en el caso de tener Y constante, (fj 4 Ys ds = t) no existe
la medida @ con las propiedades requeridas.

La situacién se mejora mucho si nos restringimos a un intervalo acotado [0,7] (T es un
real, no un tiempo de paro). Primero se ver4 el andlogo del Corolario 14.6 para el caso de
tener un intervalo acotado [0,7] en vez de R,.

14.7 Corolario. Si P ~ Q sobre §r, Mt = dQ/dP sobre §r y M; = E(M7|8:), W es un
proceso de Wiener (P) sobre [0,T) entonces W — [(1/M) d[M, W] es un proceso de Wiener
(Q) sobre [0,T1].

(Demostracién anéaloga al corolario anterior).
La formulacién cldsica del teorema de Girsanov nos da una respuesta a la pregunta
planteada.

14.8 Teorema de Girsanov (forma cldsica). Sean T un real positivo, W un proceso de
Wiener sobre [0,T], Y un proceso progresivamente medible (respecto a la filtracion dada) tal
que

Y?ds < o0 P-cs.,
Jo,T]
y sea
My =exp([ VW - LI yeds).
Jo,7} o,7]
Si E(Mr) = 1 entonces W — [ Y, ds es un proceso de Wiener sobre [0,T) con respecto a la
medida dQ = M7 dP.

Demostracion. 1. Sea M, = E(Mr|§:), 0 <t<Ty

_ 1
M, = AW, — = [ Y2ds).
= exp( o 2 hog *)

Probaremos que M; = M, para 0 <t < T. Claramente Mr = Mr. Aplicando 13.13 a
[YdW y [Y2ds (=[J Y dW]), vemos que M es una martingala local. Pero M; > 0 para
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todo 0 < t < T, entonces por el lema de Fatou, M es una supermartingala (ver 11.9(c)),
ie., M, > E(M,|§,) > 0 para cada 0 < s <t < T. En particular 1 = E(M,) > E(M,) >
E(E(Mr|§.)) = E(M7) = 1. En consecuencia M; = E(Mr|F:) = M, cs. y por lo tanto
M =M por ser M cadlag y M continua.

2. Para demostrar el teorema basta probar que

1
—dM,W,:/ Y,ds, 0<t<T. 14.1
/IO.ths ] lo.t] ° (14.1)

En efecto, si esto se cumple, entonces el teorema es consecuencia inmediata del Corolario 14.7.
Para probar (14.1) basta mostrar que

(M, W), = /M M)Y,ds, 0<t<T. (14.2)

Sobre todo observemos que la integral en el lado derecho existe por la hipdtesis sobre Y y
porque cada trayectoria de M es acotada sobre [0,T] (es continua). De hecho vemos que
S M?Y?2ds < 0o y por lo tanto [ MY dW existe sobre [0, T] (ver 12.3). Ahora bien,

Y,ds = Y. dW, W], = [ MY dW, W), =[| MdN,W
[ MYeds= [ mY,dww), = L=1f !

donde N = [ Y dW (hemos utilizado 12.27 y 12.10(c)).
Por la férmula exponencial 13.12 y por el paso 1 sabemos que M = 1+ [M_dN =
1+ [MdN y por lo tanto

[/MdN,W] = [M -1, W]=[MW)
lo que demuestra (14.2). o

Este teorema proporciona un método para encontrar soluciones débiles de una ecuacién
diferencial estocastica c.r.a un proceso de Wiener.

Es claro por el resultado anterior que es importante saber cuindo E(M7) = 1. El
resultado mds fuerte conocido en esta direccién es el siguiente.

14.9 Teorema de Novikov. Si E(exp(} fion Y. ds)) < 00, entonces E(Mr) = 1.

La demostracién no se dara aqui. Consultar [7, Th.13.27] o [14, Th.6.1].
Veamos otras consecuencias interesantes del Teorema 14.3. Sabemos que en general no es
posible definir la integral estocastica “por trayectorias” o sea para cada w fija. Sin embargo
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sucede que esa integral posee algunas propiedades que uno consideraria como naturales o
tipicas, para una integral definida por trayectorias. He aqui dos de estas propiedades.

14.10 Proposicién (invariancia de la integral estocastica bajo el cambio absolu-
tamente continuo de la probabilidad). Sean Q, P probabilidadades en (Q,F), Q@ < P,
Z una semimartingala (P) y X un proceso predecible localmente acotado. Entonces

(P) [Xdz=(Q / X dZ médulo Q-indistinguibilidad. (14.3)

Demostracién. Observemos primero que ambas integrales tienen sentido porque Z es
también semimartingala (Q) (por 14.2) y X también serd predecible localmente acotado
(@). Basta demostrar la igualdad para X proceso predecible acotado (tomando X — Xo,
parando y aplicando TCD 12.11). La igualdad es cierta para X = {1}, 4, donde 0 <s <ty
¢ es una variable aleatoria §,-medible y acotada. Usaremos el lema de las clases monétonas
4.26.

Sea H = {X : X es un proceso predecible acotado tal que (14.3) se cumple} y A4 =
{0} x F: FeFlu{lst]xF:s<t Fe€gF} Aesun r-sistema que genera a Py
14, € H, para cada A € A.

Es claro que H es lineal y que 1 € H. Sea (X,), una sucesién en H, X, > 0, X, T X
(P-c.s.) (X acotado). Veremos que X € H; para ello se usara el teorema de convergencia
dominada para la integral estocédstica (Teorema 12.11).

Tenemos (P) [ X,dZ — (P) | X dZ, en P-probabilidad, y esto implica (P) [X,dZ —
(P) fX dZ,en Q-probabilidad (porque @ < P). Como X, T X (Q) c.s. aplicamos de

nuevo 12.11:

Q) / X, dZ — (Q) / X dZ, en Q-probabilidad.
Por hipétesis

(P) /XndZ=(Q) /XndZ para cada n,

lo que muestra que X € H.
Ahora basta aplicar el lema de las clases monétonas 4.26 para ver que (14.3) se cumple
para cada X predecible y acotado. 0

14.11 Proposicién (el caricter local de la integral estocastica). Sean Z,7 semimar-
tingalas, X, X procesos predecibles localmente acotados y A € Foo. Supongamos que para
cada w € A, (fija)

Zi(w) = Zy(w) v Xiw)=X(w) para cadat>0. (14.4)
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Entonces

/XdZ = /-X_df "c.s. sobre A.

Demostracién. Si P(A) = 0 no hay nada que demostrar. Si P(A) > 0 definamos

P(-N A)
Q() = P4

Claramente Q <« P. Por 14.3, Z,Z son semimartingalas (Q). La hipétesis (14.4) nos
dice que Z y Z son @-indistinguibles y que X y X son también Q-indistinguibles (Q est4
concentrada en A), por lo tanto (Q) [ X dZ = (Q) [ X dZ Q-cs.

Por 14.10
Q) / X dZ = (P) / XdZ Q-cs. (ie., P-cs. sobre A)
Yy
©Q) / X dZ = (P) / XdZ Q-cs. (ie. , P-cs. sobre A).
De lo que se obtiene, (P) [ X dZ = (P) [ X dZ, P-cs. sobre A. o

14.12 Observaciones. (a) Se puede formular un resultado ain mas fuerte: si {,7 son
variables aleatorias, 0 < £ < 5, si X, X son procesos predecibles localmente acotados y Z,Z
son semimartingalas, y si X, = X,y Z;—Z¢ = Z,— Z¢ para t € [{(w),n(w)[, w € A, entonces

(XoZ)~(Xo0Z)=(X0Z)—(XoZ)

para t € [{(w),n(w)[ y w € A.

(b) De la misma manera se puede demostrar que si sobre un evento A las trayectorias de
Z tienen variacién finita entonces las trayectorias de la integral estocastica [ X dZ también
tienen variacién finita c.s. sobre A.

Veremos ahora un resultado muy interesante que dice que las semimartingalas constituyen
la clase mas amplia de los procesos con respecto a los cuales podemos definir la integral
estocdstica de la manera natural. En otras palabras, si Z es un proceso con respecto al cual
se puede definir una integral estocdstica que satisface algunas condiciones minimas, entonces
Z tiene que ser una semimartingala.



216

Pensemos cuiles son esas “condiciones minimas”. Fijemos T' € Ry (advertencia: T es
un ntmero real y no un tiempo de paro). Sea er la clase de los procesos simples sobre [0, T
(ver 9.2), i.e. los procesos X de la forma

n—1
X =3 &l (14.5)
k=0
donde 0 = ¢ty < t; < --- < t, = T, & es una variable aleatoria acotada §,-medible,

k=0,1,...,n — 1 (podemos restringirnos a los X tales que X = 0).
Sea Z un proceso. Para todo X € e dado por (14.5) definimos

n--1

JT(X) = Z gk(Ztk.H - Ztk)' (146)

=0

Es claro que para cada definicién natural de la integral [ - dZ, se debe cumplir fio 7y X dZ =
Jr(X) para X € er. Sucede que ademds de esto, basta imponer una hipdtesis muy débil
sobre la continuidad del mapeo Jr.

er es claramente un espacio lineal. Consideremos en €7 la topologia “de la convergencia
uniforme en ¢, w, médulo indistinguibilidad”, i.e. dada por la norma

|| X]|co = esssupsup | X (t,w)], X €e7.
w t

Antes de formular el teorema recordemos algunas notaciones:

L° = L°9,%,P)
= el espacio de las variables aleatorias reales con la topologia
dada por la convergencia en probabilidad.
L = L=(Q,§,P) = el espacio dual de L!
= el espacio de las variables aleatorias reales esencialmente acotadas.

14.13 Teorema de Bichteler, Dellacherie y Mokobodzki. Sea Z un proceso cadlag
adaptado tal que para cada T > 0 el mapeo

JIr:(en ]l - Nloo) = L°

es continuo, donde Jr estd dado por (14.6). Entonces Z es una semimartingala.
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Observacién. La hipétesis sobre la continuidad de J7 es mucho més débil que la propiedad
de las semimartingalas dada por el teorema de la convergencia dominada 12.11.

Para demostrar el teorema necesitaremos el siguiente resultado del analisis funcional.

14.14 Lema. Sea I' un subconjunto convezo de L'(Q,F,P) tal que 0 € T y I es acotado en
L°.® Entonces eziste no € L™, tal que no > 0 c.s. y supger E(Eno) < 00.

Demostracién del lema. Sea G = {n € L® : 7 > 0 cs. , supger E(€n) < oo}. G # 0 pues
0 € G. Sea a = sup, g P(n > 0). Probaremos que existe 7, € G tal que @ = P(no > 0). En
efecto, sean 1, € G (n = 1,2,...) tales que lim,_,oc P(7, > 0) = . Fijemos niimeros ¢, > 0
(n=1,2,...) tales que a la vez

Y enesssuplp,| <oo y D ca(0Vsup E(€n,)) < oo
n n {er

Es claro que si definimos no = 332, ¢a7,, entonces 79 € Gy {no > 0} = U2, {n. > 0}
por lo tanto P(5o > 0) > «, en consecuencia P(1o > 0) = a.

Para demostrar que 79 es la que buscamos basta probar que P(rn > 0) = 1. Supongamos
lo contrario, i.e. supongamos que P(no = 0) > 0.

Denotemos A = {5y = 0}. Sea A = la cerradura en L' del conjunto {{ —(: (€T, (€
LY (>0cs. }.

Probaremos que existe ¢ > 0 tal que c14 esta a una distancia positiva (en L') de A. En
efecto, I' es acotado en L°, entonces existe ¢ > 0 tal que sup.cp P(€ > ¢/2) < ;P(A). De
esto se sigue que para cada { €T,

P((AN{£<c/2})°) = P(AU{£ > ¢/2})
< 1-P(A)+P(E>c/2) <1 %P(A),

¥ por lo tanto P(AN {¢ < ¢/2}) > }P(A). Entonces para cada { € T, { € L', { > 0, se
tiene que

E(lera = (-0 = E(lela — €+ Clangece/zy)
> P(AN{¢ <c/2})e/2> 45P(A) > 0.

®ie. supger P(|€] > N) — 0 cuando N — oo.
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A es convexo, porque es la cerradura de un convexo. Por un teorema clasico del analisis
funcional (ver e.g. [22, Th.3.4]) existe un hyperplano en L' que separa a cl4 de A, es decir
existe 7 € L*®(=(L!')') tal que

CElAﬁ>,H>SuP{E((€—<)ﬁ) 'EE P) CEle (ZO}

para una § € R.

En particular, tomando { = 0, { = nlg<o) (n € N) obtenemos 8 > —nE(7l<0)) para
todo n € N, lo cual implica 7 > 0 c.s. (pues en el caso contrario el lado derecho tiende a
+00 si n — 400). Ademas, tomando ( = 0 obtenemos § > E({7) para cada £ € T. En
consecuencia 7 € G y por lo tanto g +7 € G.

Por otra parte, tomando { = { = 0 obtenemos cE(1,4%) > 0 y por lo tanto P(AN{7 >
0}) > 0. Esto implica que P(no +7 > 0) > P(n > 0) = @, lo que es una contradiccién. O

Demostracién del Teorema 14.13. Claramente (ver 11.30) basta demostrar que para
cada T € R,, ZT es una semimartingala. Entonces fijemos T > 0. Por el Teorema 14.3,
para demostrar que ZT es una semimartingala basta encontrar una medida de probabilidad
Qo tal que Qo ~ P y ZT es Qp-semimartingala.

1. Existe una medida de probabilidad Q;, @Q; ~ P, tal que Z7 € L}(Q1), para cada
t>0.

En efecto, cada trayectoria de Z esta acotada en [0,T] (por ser Z cadlag), por lo tanto

basta definir
1/Z3(w), si Zp(w) >1
hw) = { 1, si Zp(w) < 1
(donde Z7(w) = sup,cr |Z:]) y tomar d@Qi = (m/E(m))dP.

2. Existe una medida de probabilidad Qo, Qo ~ @, (y por lo tanto Qo ~ P) tal que Z7
es @o-cuasimartingala.

En efecto, sea T' = {Jr(X) : X € er,]|X|lc < 1}. Observemos que P ~ @, implica
L%(P) = L%(Q,), por lo tanto por hipétesis Jr:er — L%(Q;) es continuo y entonces I' es
acotado en L%(Q;) (como la imagen continua de un conjunto acotado). Ademas I' C L}(Q1)
(porque Z, € L*(@,) para todo t) y ' es obviamente convexo y 0 € T

Por el Lema 14.14 existe una variable aleatoria acotada 7 tal que 1o > 0y supeer Eq, (£70)
< 00 (Eg,(-) = [+ dQ1). Reemplazando 5o por 5o/ Eg, (1) podemos suponer que Eg, (7o) =
1.

Definimos dQo = 70 dQ;. Obviamente Qo ~ @1 ¥ ZF € L'(Qo), para cada t. Ademis
tenemos

00 > sup Egy({) = sup{Eqy(Jr(X)) : X € er, [ Xlleo < 1}
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Consideremos X de la forma

n—1

X = ngn EQo(ZtH-] - Ztklgtk)]']tkytk-}l]’
k=0
donde 0=ty <ty <---<t, =T, neN.
Claramente X € e7, || X|loo <1y

n—1

EQo(jT(X)) = EQo Z 'EQO(Z\‘*“ - Ztkl'stk)]'

k=0
En consecuencia obtenemos

1

sup{Eqy & |Equ(ZL,, — ZX|8:)I:

t
k=0 k+1

0=to<ty<---<t, =T, n€N}<oo,

lo que significa por la Proposicién 5.8 que Z7 es Qo-cuasimartingala. Para terminar la
demostracién del teorema basta recordar que cada cuasimartingala cadlag es semimartingala
(ver e.g. 11.14 y 11.23). o

Como un corolario inmediato del Teorema 14.13 obtenemos otra propiedad importante de
las semimartingalas: a pesar de que la definicién de semimartingala depende de la filtracién
dada, si disminuimos la filtracién entonces la semimartingala sigue siendo semimartingala.
Mds rigurosamente, se cumple el siguiente teorema.

14.15 Teorema de Stricker. Sea Z una semimartingala y sea (Gi)wck, una filtracion que
satisface las condiciones usuales y G, C §; para cada t > 0. Supongamos que Z es adaptado
con respecto a (G;);. Entonces Z es una semimartingala con respecto a (Gy);.

Demostracién. Inmediata por 14.13, pues e7((Gt):) C e7((Fe):)- O

14.16 Observacién. Vale la pena observar que el Teorema 14.13 permite adoptar otro
enfoque en la teoria de integracién estocastica. Se puede definir una semimartingala como
un tal proceso para el cual las hipdtesis de este teorema se cumplen. Se obtienen muchos
resultados de una manera relativamente sencilla, sin necesidad de usar hechos tan profundos
de la teoria general de procesos como el teorema de seccién (se trabaja con el proceso de
variacién cuadrada en lugar del proceso de Doob-Meyer). Por ejemplo, con este enfoque
se llega rdpidamente a la férmula de 1t6. Lo dificil es probar que cada martingala tiene
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una descomposicién M + A con M martingala local y A € W° y que cada martingala local
es semimartingala, o sea obtener el Teorema 11.22 (que M € M} _ es semimartingala se
obtiene sin dificultad). El lector interesado en este enfoque puede consultar el libro de P.
Protter [21].



Capitulo 15

Ecuaciones diferenciales estocasticas

En este capitulo nos restringiremos a sélo un teorema bésico para la teoria de ecuaciones
estocasticas: el teorema de existencia y unicidad de soluciones (mds precisamente, soluciones
fuertes) de una ecuacién con coeficientes Lipschitzianos.

15.1 Teorema de Doléans Dade, Protter. Sean Z!,Z%,...,Z" semimartingalas, Z =
0(i=1,2,...,n) y H un proceso cadlag adaptado y sean f*, f2,..., f* funciones,

fl:rOxR, xR—R

tales que para todo 1 =1,2,...,n:
(i) fi(w,s,-) satisface la condicion de Lipschitz con una constante K (K no depende de
w, ni de s).

(i) fi(-,s,z) es F,-medible, para todo z € R y s > 0.
(i) f*(w,-,z) es caglad, para cada w € N} yz € R.
Entonces la ecuacidn estocdstica

X, = H, + 2/10,:1 Fi(s, X,_)dZ:,

=1

tiene solucidn inica (mddulo indistinguibilidad).
Observaciones. (a) Este teorema contiene al teorema clasico de It6 para la ecuacién
X, =X, +/ (s, X,) dW, +/ F3(s, X,) ds,
T, o)

221
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donde f1, f2 son funciones lipschitzianas que no dependen de w. El Teorema 15.1 permite que
las f*, i =1,2,...,n, dependan de w y ademas est4 dado para semimartingalas arbitrarias
VANY AN A

(b) Este teorema nos da unicidad para la férmula exponencial 13.12.

(c) Se podria formular para sistemas de ecuaciones.

(d) Se puede generalizar atin mas: fi(s) puede depender no sélo de X,_ sino de toda la
trayectoria “anterior a s”, es decir, de la funcién

r— X, parar€[0,s] vy f:QxRyxC(R;)—R.

La condicién de Lipschitz tendria que reformularse (ver e.g. {14], [15]). Esta situacién més
general aparece en la Teoria del Control.

Demostracién del teorema. Vamos a demostrar el teorema para el caso n = 1. En el
caso general la demostracién es la misma, sélo las notaciones son mas complicadas. Entonces
consideramos:

X,=H, + /M (s, X,-) dZ.. ' (15.1)

1. Hay que ver que si X es un proceso adaptado cadlag entonces
[ s, X.-)dz,
10.1]

tiene sentido. Basta probar que (f(s, X,_)).er, es caglad adaptado porque entonces serd
predecible localmente acotado (ver 12.7).
(a) Es adaptado: para s fijo, f(s,X,_) es la composicién de las funciones

pw) = (W, X,-(w)) v O(w,z) = flw,s,2).

8 es §,-medible para cada z fijo por (ii), y es continua en z para w fijo por (i), por lo
tanto 6 es §, ® B(R)-medible. '

¢ es medible de (2, 5,) en (2 x R, §, ® B(R)) por ser X adaptado, por lo tanto (i) es
§,-medible, es decir (f(s, X,-)),ecr, €s adaptado.
(b) Es cag: sea s <ty consideremos

lf(wa L Xt—(w)) - f(wa 57X-9— (w))l
< lf(t)Xt—) - f(s’Xt—)l + ]f(S,Xg_) - f(S,X.s—)I,

(¢, Xi=) = f(s,Xs-)] — 0si s Tt porque f(w,-, X:) es cag y |f(s,Xi-) — f(s, X,-)| £
K|X.- — X,-| por (i).
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Ademas (X;-)ier, es caglad porque (X;):cr, es cadlag, lo que muestra que [ X~ X, | —
0sisTt.
(c) Es lad: vamos a demostrar que lim,y, f(w, s, X,_(w)) = f(w,t+,Xi(w)). Sea s > t,
entonces

If(t'*" Xt) - f(«S,X,_)l S |f(t+7Xt) - f(‘s»Xt)I + lf(SaXt) - f(37Xs—)|'

El primer sumando tiende a 0 si s | ¢ porque f(w,-,z) es lad. Veamos el segundo sumando:
If(s, X)) — f(5, X,-)| S K| X, — Xo-| =0 si st

2. Basta demostrar el teorema para H = 0. En efecto, X es solucién de (15.1) si y sélo
.81 X — H es solucién de

?(37 73—) dz,,
lo]
donde f(w, s,2) = f(w, s,z + H,—(w)). _
Se deja como ejercicio al lector el verificar que f satisface (1), (i) y (iii).
Sea f con las hipétesis (i), (ii) y (iii) del teorema. Ahora debemos buscar solucién para

X, = /10,4 (s, X,-) dZ,. (15.2)

3. Si existe & > 0 tal que (15.2) tiene solucién tnica para cada Z semimartingala tal
que |AZ| < 0 y para toda f que satisface (i), (ii) y (iii) con la constante lipschitziana K,
entonces (15.2) tiene solucién tnica para cada semimartingala Z. En efecto, supongamos que
existe § > 0 tal que (15.2) tiene solucién tdnica para cada semimartingala Z con |AZ| < 0y
toda f que satisface (ii), (iii} e (i) con la constante K.

Sea ahora Z una semimartingala arbitraria. Definamos

T():O, T‘n.+] =inf{t:t>Tn, IAZt|>0}7 Tl=0,1,2,...,

y consideremos (ver 13.1, recordemos que como Z; = 0 entonces no hace falta considerar
aparte el caso Tj(w) = 0)
Z, sit < Ty
1y _ [ 4 1
(z )‘—{ZT, , sit>T,

ZM es semimartingala con saltos acotados por 6. Para ella existe (por la suposicién) una
Unica solucién X! tal que

X! = o f(s,X1)dz/m.
0,t)
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Definamos X, = X} parat < Ti. Esto nos define automaticamente el valor de X; en
Ty si queremos construir una solucién de (15.2), porque si queremos que se cumpla X; =
Jo.q f(8,X5-) dZ,, entonces tiene que cumplirse AX, = f(t,X,-)AZ (12.10(d)). Por lo
tanto definimos AXy, = f(Ty, X1,_)AZr, sobre {T} < oo}, pero Xr,- lo conocemos porque
conocemos los valores de X; para t < Ty. Por lo tanto X7, = AXr, + X1,- queda bien
determinado sobre {T7 < oo}. Asi tenemos ya a X definido sobre [0, T1].

Supongamos que tenemos a X definido sobre [0,7,].

Consideremos la filtracién (Fr,+1)ier, = (Fo)eer +» que también satisface las condiciones
usuales, y la semimartingala

2 = (2141 — Z1,)1{Tco0)
(verificar que efectivamente es una semimartingala c.r.a (F)er 4
Ty = (Top1 — T2)1{T, <} € un tiempo de paro c.r.a (§:):wcr, (verificarlo), y es el primer
tiempo del salto mayor que 6 para Z;.
Definamos

T(w,s,x) = f(w7 s+ Tm XTn + x)l{Tn<oo}(w),

¥ satisface (i), (ii) y (iii) para la nueva filtracién (ejercicio), con la misma constante K.

i Podemos ahora repetir el razonamiento que se hizo para 7. Por la suposicién existe una
solucién tnica de la ecuacién

X = [ FeX)dz",
Jo,1]

Definimos X7, 4; = X1, + X, parat < Tny1—T, = T1 5i T, < 00, es decir, X; = X1, + X;_7.
para T, <t < T4, y por el razonamiento anterior podemos cerrar el intervalo para obtener
el proceso definido en [0, 7,4}

AX1ps = f(Toss, Xgz, )AZ1,y, st Toga < co.

Hemos obtenido un proceso (X, )cr, que por construccién es cadlag y adaptado c.r.a (§,):er,
(ejercicio™).

Ahora hay que probar que (X,).cgr, asi definido satisface (15.2). Razonaremos nueva-
mente por induccién.

(USugerencia: primero demostrar por induccién que X7, es §z,-medible y luego utilizar la representacién:
% —0
Xe= 2 (X1, + Xt vo) HiTugicTagny (X = X1).

n=0
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Como (Z11)T = 7111 y X! = X,_ sobre [0, T}] tenemos por 12.10(b) y 13.2(b):

x|

,Xl 1T = Xl d 1T\Th
Jo fo Xtz = [ fo, X2L)d(2)]

1 1ydzh = 1 o) dzZIh
Joy Homaf (s, XL)dzlP = [ty f(s, Xoo) d2)

Fls, X, dZI = ([ £(s, Xz

Jo,2)

Como X} = X, si t < T tenemos
Xe=(f JoX)dz) si t<T,
0,¢

y por la definicién de X7, también vale en ¢ = T si T} < co. Por lo tanto (15.2) se cumple
en [0,73].

Inductivamente, supongamos que as{ es sobre [0, T;].

X

[ F6 X0 dZ0 = [ (s, Xnaro- = Xr,) 20
Jo,t] 1o.1]

( " LT <o} f(8 + Ty X037y ) A Za — Z1,)1T0co) T (15.3)

Ahora necesitaremos el siguiente resultado (“cambio de variable c.r.a tiempo”).

15.2 Lema. Si Y es un proceso predecible localmente acotado, Z es una semimartingala y
T es un tiempo de paro entonces

L7<o0) Yor T (Zrss — Z7)1 (1<) = (/

ndz,_/ Y, dZ) (<o
lo,T+1] lo.7] JLiT<cops

10,¢]
donde la integral del lado izquierdo es c.r.a la filtracion (@'t)tellh = (B7+t)ter, -

Demostracién del lema. La demostracién es tipica (y un poco aburrida), por eso daremos
sélo un bosquejo de ella. Sea primero Y = 1y, ,,) donde { es una v.a. acotada §,,-medible.
Entonces

1{T<oo}Ys+T = fll(n-T)vo,(tz-T)vo](S)-

(t1=T)VOy (£2—T) V0 son tiempos de paro c.r.a (F0):. Ademas € es ST+t —T)vo-medible
porque §y C Siyvr = 3T+(¢, ~T)vo = S -Tyvo. Por lo tanto basta aplicar 12.13 para ver
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que la igualdad del lema se cumple en este caso. Ahora hay que aplicar el L.C.M. 4.26 y
el T.C.D. 12.11 de manera similar a lo hecho en 14.10 (entre otras cosas se demuestra que
1(7<c}Y.41 €s predecible localmente acotado c.r.a (S)e- w}

Por el lema tenemos que

(153)=(f . floX)dZ= [ flsX0) dZ)P 17, o

10,t+Tn]

La hipétesis de induccién nos permite obtener

Xt, = ]o,T,.]f(S’X’-)dZ’
si T, < co. Por otra parte, por la definicién de X tenemos X; = Xr,4: — Xr, para t <
To41 =T, 5i T, < co. En consecuencia obtenemos Xr,+¢~ X1, = flo i1, (5, Xs-) dZs — X1,
parat < Tp41—T, si T, < 00,y por lo tanto X1, = flg,01,) f(5, X. _)dZ parat < Tn_,.]—T
Por la definicién, también se tiene la igualdad para t = T,y —

Asi hemos mostrado que (X):er, satisface (15.2).

La unicidad proviene de que X', X" son tinicos.

4. Si existe § > 0 (que puede depender de K) tal que (15.2) tiene solucién unica para
cada Z=M+A, Me M}, AeWtal que [M, M], <90, |A|s < 0, entonces (15.2) tiene
solucién tnica para toda semimartingala Z.

Vamos a reducir el paso 4 al paso 3. Supongamos que existe una # < 1 que cumple 4.
Sea Z una semimartingala tal que |AZ| < /4.

Vamos a demostrar que (15.2) tiene solucién tnica para esta Z. Necesitamos el siguiente
lema.

15.3 Lema. Sea Z una semimartingala con saltos acotados pora (a > 0). Si Z~Zy= N+B
es la descomposicidn candnica (ver 11.29 y 11.24), ie. N € M}, B € W},  y B es
predecible, entonces |AN| < 2a, |AB| < 2a.

Demostracién del lema. Parando se puede suponer que N es una martingala uniforme-
mente integrable, y B € W1 . Por 4.24 basta demostrar que |AN7| < 2a y |ABr| < 2a cs.
para cada T tiempo de paro totalmente inaccesible o predecible. Sea T totalmente inacce-
sible. Entonces ABr = 0 c.s. por 4.25 porque B es predecible y por lo tanto ANy = AZr
c.s. en consecuencia |ANy| < a c.s. Sea T predecible. En este caso

E(AZr|Fr.) = E(ANr|3r-)+ E(ABr|3r-)
= E(ABr|37_)=ABr cs.
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la segunda igualdad es consecuencia de que T es predecible y de 4.30, en la tercera se usa
4.27.
Entonces |ABr| < a c.s. y por lo tanto |[AN7| < 2a c.s. D

Sea Z=N+ B, Ne M}, B€ W}, vy B es predecible (Z, = 0 por hipétesis). Por el
lema, |AN]| < 0/2y |AB| < 6/2. Definimos T, = 0,

Ty =inf{t : t > T,, [N} — [N}z, > 6/2 0 | B, — |Blz, > 6/2}

paran=0,1,2,...
Claramente se tiene, [N]; < 8/2y |B|; £ /2 si t < Tj. Por lo tanto

[N]T1 = [N]Tl— +A[N]T1 < 0/2 + (ANTx)Z < 0/2 +02/4 <6

|Blr, = |Bln,- + |AB|1; £0/2+ |ABr,| < 0/2+0/2=46.

Ahora bien, ZTt = N7t 4+ BTi y [NT:], = [N|1, <9, |B™|eo = |B|r, < 0 lo que muestra
que ZTi es un proceso que satisface las hipStesis del paso 4. Por lo tanto existe un tinico X’
tal que

X, = ' )dzh.
t /]O,t]f(:s’Xs_) Z.s

Definimos X; = X, sobre [0,T}].

Se procede inductivamente como en el paso 3, trasladando todo, y se obtiene el proceso
X requerido.

5. Si (15.2) tiene solucidn tnica (con Z fijo) para cada f que satisface (i), (ii) y (iii) tal

que f(-,-,0) (como funcién de (w,t)) es acotada, entonces la tiene para toda f que satisface
(i), (i) y (iii).
Sean

_ 0, si |f(0,0)|>n
Rn = {oo, si [£(0,0) <n

y T, = inf{t : |f(¢,0)} > n} AR, (n € N). Entonces |f(¢,0)] < n para0 <t < T, ya que f es
cag. La funcién f(t,z)1)1,)(t) satisface claramente (i), (ii) y (iii), entonces por la hipéStesis
existe una solucién dnica X",

n o__ T,-,
Xp= [ o)/ (s, X2) 42, = ([ (5, X1 ) a2}

Definamos X; = X7 sobre [0,7,]. Por unicidad (X:):cr, estd bien definido.
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Tomando en cuenta los pasos 2, 3, 4 y 5, vemos que para terminar la demostracién del
teorema basta probar que:

6. Existe # < 1 (que s6lo depende de K') tal que si f satisface (i), (ii) y (ii1) y |f(w,?,0)] <
CyZ=M+A MeM}, ,,AcW [MM),<8,|Alw <80, Z, =0, entonces (15.2)
tiene solucién tinica.

Definamos

H = {(Xt):er, : X proceso adaptado cadlag, sup |X;| € L?}.
¢

Si definimos || X||> = E(sup, X?) entonces H es un espacio de Banach.
Consideremos el operador

WX)e= [ f(s,X.-)dZ,.
lo,g]

Ahora vamos a demostrar que existe @ €]0,1] tal que si f y Z satisfacen las hipétesis de 6
entonces:

(a) W:H - H;

(b) existe a €]0,1[ tal que |[WX — WY|| < a||X — V]| para todo X,Y € H.

Es claro que para tener (a) y (b) basta probar (a’) y (b) donde la propiedad (2’) es:
() WoeH.

Demostraremos que (a’) se cumple para todo 6 > 0. En efecto, tenemos
Wo, = / £(s,0)dMs +/ #(s,0)dA, = L, + B,,
Jot] Jo.¢)

(Le = o f(5,0)dM,, By = [ f(s,0)dA,). Basta demostrar que sup,|B;| € L? y que
sup, |L:| € L*:

sup B < sup [ 1£(5,0)|dA], < ClAlos < C6.
t t J]o,

Por otra parte L € M}, y |AL* = |f(t,0)?| |AM,]> < C?6 por 12.10(d) y 12.26 ya
que (M, M]oo = (M, M) + Y (AM,)? < 0 implica que cada salto de M es menor que V4.
Tenemos asi que L es una martingala local 0 en 0 con saltos acotados, entonces L € M},
por 11.9(d) y podemos aplicar la desigualdad de Doob 11.21:

E(sup L?) < 4E([L, L)) < 4C*E([M, M]s,) < 4C?6;
t

la pendltima desigualdad es consecuencia de: [L,L] = [fo M, f o M} = f? 0o [M, M] (se usé
12.27). Por lo tanto sup, |L;| € L? y tenemos asi que W0 € H.
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Ahora mostraremos (b). Sea primero § arbitraria positiva y sean X,Y € H.
WX =W = [ (f(5,Xeo) = J(s, i) M
0,6

+ o t](f(‘g)Xs—) - f(sa Y;—)) dA
Llamemos L, al primer sumando y B; al segundo.

sup|B| < sup / F(s,Xo2) = f(s,Yao)l d]Al,
t
< Ksup |X, Yl |Alee < KBsup | X, — Yi,
t t

por lo tanto ||B|| < K8||X - Y|
Por otra parte, L es una martingala local, Lo =0y

|AL? = |f(t, Xi=) — f(t,Yeo)?PAM? < K sup | X, — Y0,
i

por lo tanto E(sup,(AL;)?) < co. Entonces, L € M2 por 11.10 y por lo tanto
|L|* = E(sup L?) < 4E(L, L))

4E / F(s,X,2) — f(s,Y,-))? d[M, M),

IA

4K E(sup | X, ~ YiF[M, M) < 4K X — VI,
t

por lo tanto |[WX —-WY|| < (K6+2K+v/8)|| X —Y|| y basta tomar 8 < 1 tal que K8+2K+/8 =
a<l1.

Con esto hemos demostrado que para una € con las propiedades pedidas, W es contraccién
en ‘H espacio de Banach, lo que muestra que W tiene un tnico punto fijo en H, o sea, (15.2)
tiene solucién tnica en H (\nica en el sentido de la norma de H y esto implica tinica médulo
indistinguibilidad).

Sélo falta mostrar que no hay solucién de (15.2) fuera de H. Sea X una solucién de (15.2)
para f,Z fijos con las hipdtesis del paso 6. Sea T,, = inf{t : |X;| > n}. Basta demostrar
que X7 es acotado porque entonces X es la tinica solucién de ecuacién (15.2) para Z7,
porque X™» € H. (y haciendo n — co se obtiene la solucién tnica para Z).

Para mostrar que X7 es acotado, basta de hecho ver que AXr, es acotado (porque antes
de T,,, X™ es acotado por n ya que Xo = 0)

|AX1,| = | f(Tny X1, )| |AZ1,| < (Kn+ C)2V0 < 0,



230

ya que

If(To, X1,-)l < 1 f(Tn, X1,-) = f(T, 0)] + | £(T,0)|
< K|Xr,-|+C<Kn+C,

|AZz,) < |AMz,| + |AA7L,] < VO + AlAg,) < VB +6 < 2V0.



Capitulo 16

Informacion sobre la integral de
Stratonovich

La integral de Stratonovich es otra integral estocastica, a veces méas cémoda que la de It6
aunque su campo de aplicacién es mas restringido.

16.1 Definicién. Sean X, Z dos semimartingalas continuas. La integral de Stratonovich de
X con respecto a Z se define como:

1
f X,dZ, = / X, dZ, + =[X¢, 2. @
10,4] 10.4] 2
16.2 Observaciéon. Sean X, Z dos semimartingalas continuas. Entonces
1
f XdZ = / X dZ + -[X, Z).
Io.8) 10,4 2
En efecto, por 12.26 se tiene
(X,2)=[X°,Z)+)Y_AXAZ = [X°,Z°].
Veremos ahora que la definicién de § es “natural”.

16.3 Proposicién. Sean X, Z dos semimartingalas continuas y {7}, una sucesién normal
de particiones de Ry (ver 9.9). Sean X™,Z" procesos construidos a partir de X y Z por

(Muy a menudo la integral de Stratonovich se denota por f X o dZ.
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interpolacion lineal de dichos procesos en los puntos de la enésima particion {t3,t7,...}
(n=1,2,...). Entonces

= l' n n
f X dZ = lim (P) /MX dz",
donde las /X" dZ™ son integrales de Stieltjes.

(Advertencia. Las integrales / X"dZ" no se pueden interpretar como integrales es-

tocasticas pues X", Z" ni siquiera son adaptados).

Demostracién. Recordemos que la integral de 1t6 [ X dZ es el limite en probabilidad de
unas “sumas de Riemann”, a saber, por el T.C.D. 12.11

X dZ = lim(P) 3 Xeon(Ze, = Ziow)
J

10,¢]

(ver la demostracién del Teorema 12.14). Entonces, por 16.3 y 12.14 tenemos

1+1

XdZ = li’gn(P)(Z Xirat(Zen, ae = Zinni)
J

Jo.4]

1
+§ ;(Xt;‘“m - Xt;'At)(Zt;'“/\t - Zt;‘/\t))

) 1
= h,{n(P) Z E(Xt;m + Xt;‘+ll\t)(Zt;‘+1/\t - Zt;‘/\t)
j

lim(P) /]0 R

0
Otra propiedad “buena” de la integral de Stratonovich estd dada en el siguiente teorema.

16.4 Teorema (teorema fundamental del célculo). Si f € C3(R) y Z es una semi-
martingala continua entonces

f(2,)dz, = f(Z,) - f(Zo).

]0111

Demostracién. f' € C%(R), por lo tanto f'(Z,) es una semimartingala (por 13.3) continua
y por lo tanto § f'(Z)dZ existe. Por la Definicién 16.1 tenemos

§1@)42 = [ 1(2)d2 + 55(2)), 77 (16.1)
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Por otra parte, aplicando la férmula de 1t6 13.3 a f'(Z) obtenemos
! ’ 1" 1 1 C’
£(2)= 120+ [ £'(2)d2 + 5 [ r(2)dize)
El tercer sumando estd en WP, por lo tanto, de la Definicién 11.27,
2y = ([ r2dz2) = [ r(z)dz:

(en la dltima igualdad se usé 12.28).
En consecuencia,

£y, 29 =1 (@) dze, 27) = [ §(2)d27,

por 12.27. Sustituyendo esto en (16.1) obtenemos

"Z2)dZ = az "(Z)d[z°
p @iz = [ p@yizsg [ )z
= f(Z) - f(Z)
(la dltima igualdad es nuevamente la férmula de It6). O

16.5 Observacién. En este teorema hicimos la suposicién f € C3(R) para saber que f/(Z)
es una semimartingala. Sucede que basta suponer que f € C*(R), pero en este caso hay que
generalizar la definicién de la integral de Stratonovich demostrando que se puede definir el
proceso | f(Z), Z), lo cual no es trivial (ver [18)).
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Apéndice A
Lema de las clases monotonas

No cabe duda que el lector conoce algunos teoremas (lemas) de las clases mondtonas ya
que estos teoremas se utilizan muy a menudo en la teoria de medida y la teoria de procesos
estocasticos. Sin embargo existen varias formulaciones de ellos, no siempre equivalentes, por
lo tanto parece conveniente formular y demostrar aqui exactamente éstos teoremas de las
clases monétonas que se usan en esta monografia.

A.1 Definicién. Sea ) un conjunto no vacio.
(a) Decimos que una clase no vacia A de subconjuntos de (2 es un 7-sistema si A es cerrada
bajo las intersecciones finitas.
(b) Decimos que una clase £ de subconjuntos de {2 es un A-sistema si
(1) e L
(ii)) si A,Be€ L, AC Bentonces B— A€ L;
(ii1) si A, € £, A, C Apy1, n=1,2,..., entonces U, A, € L.

A.2 Teorema (lema de w, A-sistemas). Si un A-sistema L contiene a un w-sistema A
entonces L D a(A).

A.3 Lema. Si L es un A-sistema entonces para todos A, B € L tales que AN B = ) se tiene
que AUB € L.

Demostracién del Lema A.3. Si A € £ entonces A € £ por (i) y (ii). Como A, B son
ajenos se tiene A C BC, por lo tanto (ii) implica B® — A € L. Finalmente basta observar
que AU B = (B® — A)°. m]

A.4 Lema. Si L es a la vez un A-sistema y un w-sistema entonces es una o-dlgebra.
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Demostracién del Lema A.4. En virtud de (iii) basta probar que para todos A,B € £
se tiene AU B € L. Pero AUB = AU (B — AN B) entonces basta utilizar el lema anterior,
ya que AN B € L (por ser £ un w-sistema) y AN B C By porlotanto B—ANBe L. O

Demostracién del Teorema A.2. Sea K el A-sistema generado por A, o mas rigurosa-
mente, la interseccién de todos los A-sistemas que contienen a A (es obvio que la interseccién
de una familia arbitraria de A-sistemas es A-sistema). Claramente £ D K D A, entonces
basta demostrar que K es o-algebra. Como K es un A-sistema, en virtud del Lema A.4 basta
probar que K es 7-sistema. Fijemos un A € A arbitrario y definamos

B,:={BCQ:ANBeK}.

Por ser A un w-sistema tenemos B; O A y es inmediato ver que By es un A-sistema. En
consecuencia obtenemos B; O K. Asi hemos probado que para cada A € Ay cada Be K
se tiene AN B € K.

Fijemos ahora un B € K arbitrario y definamos

By:={ACQ: ANBeK}

Por lo anterior B, O A y ademds B, es un A-sistema; por lo tanto By D K. Asf vemos que
para todos A, B € K se tiene AN B € K, es decir K es un 7-sistema. o]

Formulemos otra vez el Teorema 4.26.

A.5 Teorema (lema de las clases monétonas). Sea ) un conjunto no vacio y A un 7-
sistema de subconjuntos de §).*
(a) Sea H una clase lineal de funciones reales definidas en §) tal que:
(i) 1eH.
(ii) 14 € H, para cada A € A.
(i1i) S% ((n)n €s una sucesidn no decreciente de elementos de H con (, > 0 para cada
n y ¢, T¢, entonces ( € H.
Entonces H contiene a todas las funciones o(A)-medibles.
(b) Sea H una clase lineal de funciones reales acotadas definidas en Q tal que se cumplen
(), (i) v
(i) (n€H, (20 (n€eN), {,T¢ y( es acotada entonces { € H.

Entonces H contiene a todas las funciones o(A) medibles y acotadas.

Demostracién. Sea £ := {A C Q : 14 € H}. Por hipétesis £L D Ay L es A-sistema
(en el caso (a) asi como en €l caso (b)). Entonces, en virtud del Teorema A.2, £ D o(A).
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Por lo tanto, como H es lineal, contiene a todas las funciones simples (o “escalonadas™)
a(A)-medibles. Si { es una funcién o(.A)-medible (acotada en el caso (b)), { > 0, entonces
existen funciones medibles simples (,, ¢, > 0, ¢, T (. En consecuencia {( € H. Para ¢ no
necesariamente no negativa consideramos la descomposicién { = {* — (™ y utilizamos la

linealidad de H. 0
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Apéndice B

Demostracion del teorema de
Choquet

Vamos a demostrar el teorema de capacidad de Choquet 4.2. Daremos una demostracion
bastante bonita y relativamente sencilla, encontrada por C. Dellacherie [1].
Para comodidad del lector repetimos aqui las definiciones y el enunciado del teorema.

B.1 Definicién. (a) Sea E un conjunto y £ una clase de subconjuntos de E. Decimos
que & es un pavimento si:
(i) Beé&,
(i) Si A,B € & entonces AUB € £,
(1) Si A, €&,n=1,2,... entonces N, A, € £.
(b) El mosaico M generado por £ es la minima clase cerrada bajo uniones numerables e
intersecciones numerables que contienen a £.
(¢) Una capacidad (E-capacidad, E&-capacidad de Choquet) en (E,£) es una funcién
I:2% — R, U {+00} tal que:
(i) Si A C B entonces I(A) < I(B).
(i) St A, C An41, n=1,2,... entonces I(U3Z,A;) = sup, I(A,).
(i) Si A, € €y An D Apt1, n=1,2,..., entonces:

ﬂ A,) lan n)

B.2 Teorema de Capacidad de Choquet. Sea £ un pavimento sobre E y sea I una ca-
pacidad sobre (E,E). Entonces para cada A € M,

I(A) =sup{I(K): K C A, K € £} (B.1)
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donde M es el mosaico generado por £.
Denotemos por M(A) al mosaico generado por una clase A de subconjuntos de E.

B.3 Lema. M(E) es la minima clase cerrada bajo uniones numerables crecientes e inter-
secciones numerables decrecientes que contienen a £.

Demostracién. Sea K el conjunto de todas las clases de subconjuntos de E, cerradas
bajo uniones numerables crecientes e intersecciones numerables decrecientes, que contienen
a €. Sea M'(E) la interseccién de todos los elementos de K, o sea el elemento minimo de
K. Claramente M(E) D M'(E). Para demostrar que M(E) C M'(E) basta probar que
M'(E) es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas. El argumento es idéntico al de la
demostracidn del Teorema A.2. Fijemos A € £ arbitrario y sea

B={B:AUBe M'(£), AnBe M'(£)}.

Estd claro que B D £ y es facil probar que B € K. Por lo tanto B D M'(£). Ahora fijemos
B € M'(E) arbitrario y definamos

A={A:AUB e M), AnBe M)}

Por lo anterior tenemos A O £ y ademas A € K; por lo tanto 4 D M’'(£), lo que termina la
demostracién del lema. ]

B.4 Lema. Para cada A € M(E) eziste una topologia en E con base numerable, tal que
cada conjunto cerrado pertenece a £U {E} y A pertenece al mosaico generado por todos los
conjuntos cerrados.

Demostracién. Sea 4 = {A : existe una clase numerable {F,.},, tal que F,, € £ paran =
1,2,... y Ae M({F.}.)}

Basta demostrar que A D M(E), porque para cada A € A, si consideramos la topologia
cuya clase de los conjuntos cerrados est4 compuesta de {E} y de todos las intersecciones
a lo més numerables de los elementos de {F,}, (las cuales por hipétesis pertenecen a &),
entonces A € M({F,},) = M(cerrados).

Como A D &, para probar que A D M(E) basta observar que A es un mosaico (ejerci-
cio). ]

B.5 Lema. Basta demostrar el teorema de Choquet bajo la suposicion adicional de que E
es un espacto topologico y € es la clase de todos los conjuntos cerrados.
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Demostracién. Supongamos que tenemos (E,£), I y A € M(E) como en el teorema de
Choquet.

Si A = F entonces la férmula (B.1) se cumple porque para la familia {F, }, encontrada
en la demostracién del Lema B.4 tenemos £ O M({F,},) y por lo tanto E = U, F,, entonces
(B.1) se sigue de la definicién de la capacidad.

Ahora fijemos A # E, consideremos la topologia asociada a A, dada por el Lema B.4 y
denotemos £’ = la clase de todos los conjuntos cerrados en esta topologia. £’ es un pavimento
y es obvio que I es también una &’-capacidad. Si el teorema de Choquet se cumple para
&', I entonces tenemos

I(A) =sup{I(K): KC A, Ke&'}
ya que A € M(E’). Esto termina la demostracién del lema pues &' CEU{E} y A#E. D

Asf pues supongamos que tenemos un espacio topoldgico £ (no necesariamente de Haus-
dorff), £ es el pavimento de todos sus subconjuntos cerrados e I es una £-capacidad. Para
demostrar el teorema basta obviamente probar que para cada A € M(€) y para cadat € Ry
tal que JI(A) > ¢, existe un conjunto cerrado B C A, tal que I(B) > t.

Sea A € M(E)y I(A) > t. Basta claramente encontrar una sucesién (A, ), decreciente de
subconjuntos de A tal que I(A,) > t para cada n,y N, A, C A (como siempre, B significa la
cerradura del conjunto B). En efecto, si una tal sucesién existe tenemos I(4,) > I(A,) > ¢,
n € N, de donde

I(NA) = I(N4,) = lim I(A;) 2t (porque 4, € £).

La idea ingeniosa de la demostracién consiste en probar algo mas fuerte pero a la vez més
facil de demostrar. A saber, consideremos el siguiente juego de Sierpinski. Fijemos A C E
y t € R, tal que I{A) > ¢. Hay dos jugadores, J; y J; que juegan de la manera siguiente:
Ji escoge un conjunto B; C A, tal que I(B;) > t, luego J; escoge un conjunto A; C By, tal
que I(A;) > t, luego J; escoge B, C Ay, tal que I(B;) > t, etc. Como resultado del juego
obtenemos dos sucesiones de conjuntos (Ay)n, (Br)s tales que

ADB DA DB, DAD---DB, DA, DBy D

y I(B,) > t, I(A,) >t para n € N. Decimos que J; gana el juego si N, A4, C A (claramente
N, 4, =N,B,). Este juego lo vamos a llamar juego-(A, ).
En virtud de la observacién anterior bastaria probar que para cada A € M(&) y I(A) >t
existe una realizacién del juego-(A, t) tal que J; gana (o sea J; puede ganar si J; “juega mal”).
Sucede ser mas facil probar una aseveracién mas fuerte.
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B.6 Lema. Para cada A € M(E) yt € Ry tal que I(A) > t, el jugador J, tiene una
estrategia ganadora en el juego-(A,1).

Es decir, no sélo es posible que J, gane, sino tiene que ganar si juega correctamente
aunque J; jugara “muy bien”.

Demostracién. Sea G la clase de todos los conjuntos A tales que J; tiene una estrategia
ganadora en el juego-(A,t), si I(A) > t.

Una estrategia de J; la podemos describir como una sucesién de funciones f,.: (28)" — 2%,
tales que f.(B1,...,Bn) C Bp, I(fa(B1y--.,Bg)) > t. fu(By,...,By) es el conjunto que
escoge J; en la enésima etapa del juego si J; ha escogido (en las primeras n etapas) los
conjuntos By, ..., B, consecutivamente. Es decir, una vez elegida la estrategia, la realizacién
general del juego tiene la forma A D By D fi(B1) D B2 D fa(B1,B3) D -+ -.

Es obvio que £ C G, puessi A € £ entonces J;, siempre gana. Para demostrar que M(E) C
G, por el Lema B.3 basta probar que la clase G es cerrada bajo las uniones numerables
crecientes e intersecciones numerables.

Supongamos primero que A™ € G, A™ C A™*1 m =1,2,...ysea A = UZ_, A™. Fijemos
un t tal que I(A) > ¢. Como I(A™) T I(A) tenemos I(A™) > t para m grande; podemos
suponer que esta desigualdad se cumple para cada m.

Sea (fI)nen la estrategia ganadora para J; en el juego-(A™,t). Queremos construir una
estrategia ganadora del juego-(A,t). Supongamos que en la primera etapa el jugador J; ha
escogido By C A, I(B;) > t. Claramente B; N A™ 1 By, por lo tanto existe m(B;) € N tal
que I(Bi N A"'(B‘)) > t.

Definimos fu(By,...,B.) = fﬂ’"(B‘)(Bl n Am(Bl),Bz,...,Bn). Es claro que (f,), es una
estrategia ganadora en el juego-(A4,t), porque N, f,(By,...,B,) C A™B) C A,

Ahora probaremos que G es cerrada bajo las intersecciones numerables. Para entender
la idea empecemos con solamente dos conjuntos.

Asi, sean A', A? € G y fijemos un ¢ tal que (AN A?%) > t. Claramente tenemos también
I(A™)y > t,m=1,2.

Sean (f1)n ¥ (f%). las estrategias ganadoras para los juegos -(A!,t) y -(A%,t), respecti-
vamente. Definimos una estrategia para el juego-(A' N A% t) de la manera siguiente:

B, ..., By sin=2k—1

fa(Byy..., Bn) = [ty 1) k=1,2,...
fé(Ba,...,Bay) sin=2k

Es decir la realizacién general del juego tiene la forma:

A'NA*D By D fi(B1) D By D fi(B2) D Bs D f3(B1,Bs) D By D f2(B2,By) D -+ .
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Tenemos
. mf‘ﬂ(Blv' . -,Bn) = ﬂfl:(Bl, .. usz—l) = nflz(B% . ’sz)v
n k k
pero

nfl:(Blv""BWc—l)CAly ﬂfl?(BZa'-'vBZk)CAza
k k

por lo tanto N, f.( B, - - . , Bx) C A'N A2, lo que significa que ( f, ), es una estrategia ganadora
para el juego-(A' N A%, t).

En el caso general el razonamiento es analogo.

Sean A™ € G, m = 1,2,...; denotemos A = NX_,;A™ y fijemos t tal que I(A) > t.
Fijemos una particién del conjunto N: N = U3_,N™, tal que cada conjunto N™ es infinito
y N* N N* = @ si m # k (en el caso anterior N' = {1,3,5,...} y N? = {2,4,6,...}). Sean
N = {k*, k7, ...} y N(n,m) = #N™ N {l,...,n}, m=1,2,...

Definimos la siguiente estrategia para el juego-(A4,1):

fn(Bla e ’Bn) = f]r\?(myn)(Bk{"» Bk;"a ey Bn)

sin € N™ (0 sea n = kfj, ). Nétese que por la definicién tiene que ser B, C A.
Analogamente como antes obtenemos que (f,,), es una estrategia ganadora para el juego-
(4,1).
Asi hemos demostrado el Lema B.6 y por lo tanto el teorema de Choquet. (=]

Obsérvese que fue la dltima parte de la demostracién (es decir con las intersecciones)
donde la idea de considerar el juego de Sierpinski ha sido realmente util.
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Apéndice C

Coémo debilitar las condiciones
usuales

Casi todos los teoremas de esta monografia se demostraron bajo la Hipétesis 2.15, es decir
que la filtracién satisface las condiciones usuales. En el Capitulo 1 vimos que esta hipétesis
no es muy restrictiva. En este apéndice haremos unas observaciones que permiten obtener
muchos de los resultados bajo suposiciones ain mas débiles.

Supongamos que en un espacio de propabilidad (2, §, P) tenemos una filtracién arbitraria
(3t)tEIR+ .

La definicién de las o-algebras de conjuntos opcionales O y conjuntos predecibles P
asociadas con (§,):cr, es idéntica como antes, es decir, dada por 3.11.

C.1 Definicién. Se dice que un tiempo de paro T es predecible si [T, 00[ € P.

C.2 Observaciones. (a) Otra vez tenemos que (compare 4.14) un tiempo de paro T es
predecible si y sélo si [T] € P.

\ (b) Si para un tiempo de paro T existe una sucesién (T},), de tiempos de paro que predice
aT (i.e. T, 1T, T, < T sobre {T > 0}), entonces T es predecible. En efecto, basta observar
que

[0, T(= {0} x {T>0}UU]O,Tn]'

C.3 Proposicién. (a) P = o({[T,oo[: T-predecible}).
(b) O = a({[T,00[: T-tiempo de paro}).

Demostracién. (a) Se obtiene, utilizando la observacién anterior, por el mismo argumento
como en la demostracién del Teorema 3.12 (“P, C P.” en la notacién de aquel teorema).
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(b) Es lo mismo que el Teorema 3.16 y la demostracién es también idéntica. o

C.4 Lema. SiT es un tiempo de paro con respecto a la filtracion (E)telm,(l) entonces existe
un tiempo de paro S con respecto a (Fit )ier, tal que T = S c.s. Ademds para cada A € §r
existe A’ € §sy tal que A= A c.s.

Demostracién. 1. Supongamos primero que T = tg para algin B € §, y t > 0, es decir
T(w)=tsiw€ By T(w) = o00siw¢ B (ver 2.23). Entonces existe B’ € §; tal que B= B’
c.s. Es claro que S = tp/ tiene las propiedades deseadas.

2. 8iT =TyA---ATy,donde Ty, ..., Tk tienen la forma como en el paso 1y Si,..., Sk son
los tiempos de paro, con respecto a (§t)ier, , correspondientes, entonces basta claramente
tomar S = S; A--- A Si. Obsérvese que para T como en los pasos 1 y 2 hemos encontrado
S, que es tiempo de paro con respecto a (§,)icr, -

3. Sea T arbitrario; definimos para n € N.

0 siT=0,
T, =4 k/2* si(k—1)/2" <T < k/2" para k = 1,2,...,n2",

oo siT>n.

Es claro que T, tiene la forma como en el paso 2. Sea S, un tiempo de paro con respecto a
(F)eer, tal que S, =T, c.s. Como T,, | T entonces T = inf, S, c.s., y inf, S, es un tiempo
de paro con respecto a (F+ )ier, en virtud de la Proposicién 2.8(b).

4. Falta demostrar la iltima aseveracién. Asi pues sea T un tiempo de paro c.r.a
(F1)ter,, S un tiempo de paro c.r.a (B4 )ier,, T =S cs., y sea A € Fr. Como Fr C Foos
entonces existe B € § tal que A = B c.s. Por otro lado sabemos que T4 es un tiempo
de paro c.r.a (F¢)ier,, entonces por la primera parte del lema existe un tiempo de paro U
cr.a (e )er, tal que U = T, c.s. Definamos A’ = (BN {S = c0}) U {S = U < oo}.
Tenemos A’ = (AN {T = o0}) U{T = T4 < o} cs., pero el lado derecho es claramente
igual a A, es decir A’ = A c.s. Finalmente, BN {S = o0} € §s4 (ver Lema 2.13) y también
{S=U<o0}={S=U}N{S < 0o} € Fsy (ver Corolario 2.12). ]

El resultado principal de este apéndice es el siguiente teorema.

C.5 Teorema. Supongamos que la filtracién (F,)iwcr, €s continua por la derecha.

(1)Ver la Definicién 1.4(b).
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(a) T es un tiempo de paro (resp. tiempo de paro predecible) con respecto a (Fi)ier, Sty
sélo si existe un tiempo de paro (resp. un tiempo de paro predecible) S con respecto a
(8o)iew,, tal que T =S c.s. _

(b) Si T, S son como en el inciso (a), entonces para cada A € Jr existe A’ € Fs tal que
A=A c.s. Lo mismo se cumple para Jr_ y Fs—, respectivamente.

(¢) Cada proceso opcional (resp. predecible) con respecto a (Fi)ier, €s indistinguible de un
proceso opcional (resp. predecible) c.r.a (§,)ier, -

Demostracién. (a) Es claro que hay que probar solamente la implicacién “=".

Si T es un tiempo de paro c.r.a (e)ier +» entonces la existencia de S se sigue del Lema
CA4.

Supongamos ahora que T es un tiempo de paro predecible c.r.a (F;)ier,. Como esta
filtracién satisface las condiciones usuales, entonces por el Teorema 4.14, T es también
predecible en el sentido de la Definicién 2.17. Sean T,, n = 1,2,..., tiempos de paro
cr.a (§i)wer, que predicen a T, es decir T, T T 'y T, < T sobre {T > 0}. Ya sabemos
que entonces existen S,, tiempos de paro c.r.a (§,):cr,, tales que T, = S, cs., n = 1,2,...
Tenemos T,, = TyV---VT, = §;V---V S, cs., por lo tanto, al reemplazar S, por S;V---VS,
podemos suponer que (S, ), es creciente. Sea §' = limy—.q Sp. Se tiene claramente T' = 5’ c.s.
y S’ es tiempo de paro c.r.a (§,;)wr,, pero S’ puede no ser predecible. Hay que “corregirlo”
de una manera adecuada sobre un conjunto de probabilidad cero. Definamos

An={S, =0} U{S, < 5.

Tenemos A, € §s, (ver 2.12(b)), por lo tanto S,, es un tiempo de paro c.r.a (§;)icr,- Por
otro lado,

P(A,)=P({T,=0}u{T,<T}) > P{T=0}u{T, < T}) =1,
entonces P(A,) =1 y en consecuencia

S.

na, = S. cs.

Como los S,,’s crecen, entonces los A,’s decrecen, por lo tanto los S,,, ’s crecen y en conse-
.« . n
cuencia los S, a4 A n’s crecen también. Definamos
n
S=1lim S, 4 AT
n—oo n
Tenemos

S='}LrgSnA"g lim S, =5<T.

n
n—00
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Probaremos que la sucesién (S», A n)nen predice a S, lo que por la Observacién C.2(b)
terminara la demostracién del inciso (a).

Lo tnico que falta probar es que S,,, An < S sobre {S > 0}. Supongamos lo contrario,
es decir, supongamos que existen n € N y w € (2, tales que

Sw)>0 y Sp, (w)An=_5w).
Entonces existe un m (m = n o m = n + 1) tal que
Smy, (W) = S(w) <m.

Esto implica que S,,(w) = S(w) y w € A,,, por lo tanto, por la definicién de A,, hay dos
posibilidades:

1. S(w) = Sn(w) =0, o bien

2. S(w) = Sn(w) < §'(w).

La primera posibilidad contradice a la suposicién de que S(w) > 0; y también la segunda da
una contradiccién, ya que S, a, 2 S, implica § > §'.

(c) Sea A := {[0,T[: T es tiempo de paro c.r.a (F:)icr, }- A es un 7-sistema y genera la
o-4lgebra opcional c.r.a (F)ser, -

Para T tiempo de paro c.r.a (3)«r,, sea S un tiempo de paro c.r.a (§,)icr,, tal que
T = S cs. Claramente el proceso 1ps| es opcional cr.a (§,)wcr, ¥ es indistinguible del
proceso 1o r(.

Sea H la clase de los procesos X tales que existe un Y, opcional c.r.a (§;)wr, v X,Y
son indistinguibles. H es lineal y 1 € K. También es facil ver que si X(™) € H, X® > 0,
n=12...y X" 1 X, entonces X € M (ejercicio). Como 14 € M para cada A € A,
entonces basta aplicar el lema de las clases monétonas 4.26 (ver también Teorema A.5) para
terminar la demostracién de (c) para el caso opcional.

Para el caso predecible el razonamiento es idéntico.

(b) La primera aseveracién de este inciso se sigue del Lema C.4.

Para probar la segunda necesitamos el siguiente lema general.

C.6 Lema. Sea (Gi)ier, una filtracién arbitraria, T un tiempo de paro c.r.a (Gi)ier, ¥
¢ une variable aleatoria Gr_-medible. Entonces existe un proceso predecible X tal que
EliT¢oo) = X1 {T¢o0}-

Demostracién del lema. Sea A:=GoU{ANAN{t<T}: A€ Gy, t€ER,,AEG,}; A
es un 7-sistema que genera a Gr_ (Definicién 2.9). Para cada Ay € Gy, A € G, el proceso

Xo(w) 1= 1R, x40 (8, W) 1jt,00x (5, w)
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es adaptado cag, por lo tanto es predecible y claramente se tiene que Xrl{r¢o} =
1aonangi<T}1{T<oo}- También 14,1(T<o0) tienela forma X11 (<o}, €n este caso para X,(w) :=
1R, x Ao (8, w)-

Si denotamos H := {£ : £ variable aleatoria para la cual existe X predecible tal que

€l7¢0} = Xrl{z<oc}}, entonces 14 € M para cada A € A, y otra vez podemos usar el
LCM 4.26 para obtener el resultado. 0

Ahora bien, sea T un tiempo de paro c.r.a (E)tem y S un tiempo de paro c.r.a (§,)eer,
tal que T = § c.s. Fijemos un A € Fr_.

Como A € J, entonces existe A; € Foo tal que A = 4; c.s. Por lo tanto AN{T = o0} =
A;jN{S = o0} cs. y A N{S=o0}€ Fs_ por el Lema 2.13.

Apliquemos el Lema C.6 a T y a la variable aleatoria 14. Existe un proceso predecible
X, cr.a ($i)eer, tal que 1417¢o0) = X71{T<o0}-

Por otro lado, en virtud del inciso (c) del teorema, existe un proceso Y, predecible c.r.a
(3:)ter, e indistinguible de X.

Definamos A; = {w : Ys()(w)l{sco}(w) = 1}; tenemos AN {T < oo} = A; c.s. ya que
XTl{T<°°} = Ysl{s<°o} C.S.

Por el Lema 4.27 la variable aleatoria Ysl(s¢x) €s §s--medible (en la demostracion de
este lema usamos sélo el hecho, verdadero para una filtracién arbitraria, de que la o-3lgebra
predecible esta generada por los conjuntos {0} X Ao, con Ap € Fo y los intervalos estocasticos
U, V1)), y por lo tanto A; € Fs_.

Ahora es claro que el conjunto A’ := (A4; N {S = co}) U A; es lo que buscibamos. [m]

C.7 Corolario. Sila filtracion (F,)ier, es continua por la derecha y T es un tiempo de paro
predecible entonces existen tiempos de paro Tp, n = 1,2,..., tales que T, 1T ¢c.s. yT, < T
c.s. sobre {T > 0} para todo n.

C.8 Observacién. El Teorema C.5 es 1til en la situacién cuando tenemos un espacio medi-
ble (2, §) y una filtracién (F,)ier, fija pero consideramos varias medidas de probabilidad y
queremos encontrar a una probabilidad con algunas propiedades deseadas. Asi es por ejem-
plo si @ = C([0,1]) = el espacio de las funciones continuas, (F:)ee[o,1} = la filtracién canénica
(continua por la derecha) y buscamos soluciones del problema de martingala (ver e.g. [10]).
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Apéndice D
Teoremas basicos sobre martingalas

Para comodidad del lector, en este apéndice presentamos, sin demostraciones, las propiedades
fundamentales de las martingalas, que en principio se suponen conocidas y que se usan
constantemente en esta monografia. Todas las demostraciones se pueden encontrar en [17],
[3] y una gran mayoria de ellas est4 en cualquier libro de procesos (por ejemplo [13], [24]).
El orden de la presentacién de los teoremas en el apéndice no siempre corresponde a aquel
que se habria adoptado si se hubieran dado las demostraciones.

D.1 Definicién. Sea (£, §, P) un espacio de probabilidad, I C R U {+oo}, (F¢)wes una
filtracién y X = (X;).es un proceso adaptado e integrable. El proceso X se llama
(a) martingala (con respecto a la filtracién (J:):er) si para todos s,t € I, s <ty cada
A € §, se tiene
E(X|%) =X, cs.

(b) supermartingala, si bajo las mismas hipétesis se tiene
E(X.3,) < X, cs.
(c) submartingala, si el proceso —X = (—X;)ies es supermartingala.

Casos tipicos: I = N, I =Ry, I = NU {+o00}, I = R, U {400}, I =intervalo en Z o R,
I={..,-2,—1,0}.

D.2 Proposicién. Sea I = N oR,. Si X es una martingale y f:R — R una funcién con-
veza tal que f(X,) € L* (9, T, P) para todos t € I, entonces (f(X;)):er €s una submartingala.

D.3 Teorema de muestreo opcional de Doob. Sea X una supermartingala (o martin-
gala) c.r.a (§i)ier y sean S, T dos tiempos de paro, S < T.

251
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(a) Si S,T toman sélo un nimero finito de valores de los cuales todos pertenecen a 1,
entonces

E(XTlszg) S Xs C.S. (Dl)

(se tiene igualdad en el caso de martingala).

(b) St I =Ry y X es continua por la derecha entonces (D.1) se cumple (con igualadad en
el caso de martingala) para S, T acotados.

(¢) Sil =NU{4o0}, o bien I =R, U{+oc} y X es continua por la derecha, entonces
(D.1) se cumple (con igualdad en el caso de martingala) para todos los tiempos de paro

S,T.

D.4 Corolario. Si I = N o Ry, ¢ es una variable aleatoria integrable y definimos X, =
E(&)3:), Xoo = E(€|o(UserF1)), entonces para cada tiempo de paro T se tiene

Xt = E(€|37)-

D.5 Teorema. Sea ] = N o R, y sea X una supermartingala (o martingala), continua
por la derecha si | = R,. Entonces para cada tiempo de paro T el proceso parado XT =
(XiaT)ter, es supermartingala (o martingala, respectivamente) con respecto a ambas filtra-
ciones: (t)icr ast como (FiaT)iel-

D.6 Teorema (desigualdad maximal para supermartingalas). Sea] = NoR,, o un

intervalo en uno de estos conjuntos. Sea X una supermartingala, continua por la derecha
en el caso del tiempo continuo. Para cada o > 0 se tiene

1
P(sup |X,| > a) < K—sup E|X;],
tel a tel
donde K =1si X >0, X <0 0 X es martingala. En el caso general K = 3.

D.7 Corolario. Sea I como arriba y sea X una submartingala, continua por la derecha en
el caso del tiempo continuo. Entonces para cada o > 0 y cada t € I se tiene

Plsup X, > a) < = / X, dP.
<t {slg.:>a)

(1Es decir, si +00 ¢ I entonces T no puede tomar el valor +oo.
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D.8 Teorema (desigualdad de Doob en L?). Sea I como en el Teorema D.6 yp > 1.

Sea X una martingala, continua por la derecha en el caso del tiempo continuo, tal que
X € LP(Q, 5, P) para cada t € I. Entonces

r
E(sup | X,P) < (_p_) sup E|X,[?.
tel p—1 tel

D.9 Teorema de convergencia casi segura de supermartingalas. Sea I = No R, y
sea X una supermartingala, continua por la derecha si I = Ry, tal que sup,c; E(X[ ) < oco.
Entonces (Xi)ier converge c.s., cuando t — oo, a una variable aleatoria integrable.

D.10 Teorema de convergencia de martingalas en L?. Sea I = N o R,. Fijemosp >
1 y sea X una martingala, continua por la derecha si I = R,. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) las variables aleatorias {|X:|P : t € I} son uniformemente integrables;

(b) (X:)ier converge en LP(2, §, P) cuando t — oo;

(c) eziste una variable aleatoria £ € LP(Q, §, P) tal que X, = E(¢|5:) pare cadat € 1.
Si p > 1, entonces las condiciones (a), (b) y (c) son equivalentes a:

(d) supyes EIX,P < oo.
Si (a), (b) o (c) (o (d) sip > 1) se cumple, entonces (X,)ic; converge casi seguramente,
cuandot — 00, @ Xoo := E(¢|F o) ¥ Xoo €s la inica (mddulo igualdad c.s.) variable aleatoria
Foo-medible, tal que X; = E(Xs|F:) para todo t € I.

D.11 Teorema de convergencia de supermartingalas con el tiempo reverso. Sea
I={..,-2,-1,0}. Si{(Xi)er es una supermartingala tal que lim,,_ EX, < oo, en-
tonces (X,)ier converge, cuando t — —oo, casi seguramente y en L'(Q,F, P). Si X es una
martingala entonces limy,—oo Xy = E(Xo| Mier §t)-

En lo que sigue vamos a considerar solamente I = R,.

D.12 Teorema de regularizacién para supermartingalas. Supongamos que (3,):cr, €s
una filtracion tal que §; = §; para cada t € R. Sea I' un subconjunto numerable denso en

R,. Si X es una supermartingala entonces, excepto un conjunto de w’s de probabilidad cero,

para cada t € R existen

X (w) = l'ng,(w), Xi-(w) := 1121 X, (w).

S€T sel

El proceso (Xi4 )ier, €s una supermartingala cad (martingala si X lo es).
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D.13 Teorema. Supongamos que la filtracion (§,)icr, satisface las condiciones usuales y
sea X una supermartingala. Entonces X tiene una modificacidn continua por la derecha si
y sdlo si la funcidn t — FE X, es continua por la derecha.

D.14 Proposicién. Si X es una supermartingala cad entonces es indistinguible de un pro-
ceso cadlag.
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Lista de notaciones

Conjuntos

N ©{1,2,3,...}

R+ [Ov oo[

R, Ry U {0}

Q-+ R, NQ = todos los numeros racionales no negativos
A° complemento del conjunto A C

[T] grafica de la variable aleatoria T:§) — R4 U {0}
1S, T[S, T1,

[S,T],1S,T[ intervalos estocasticos

Clases de conjuntos

B(E)
o(A)

¥

0
D

o-3lgebra de los conjuntos borelianos en el espacio métrico E

o-algebra generada por A (donde A es una clase de subconjuntos de un
conjunto 1), es decir o(4) = o({14: A € A})

o(§' UN), donde F es una sub-o-dlgebra de § en un espacio de probabilidad
completo (2, &, P) y NV es la clase de todos los eventos de probabilidad cero.
o-algebra de los conjuntos opcionales

o-algebra de los conjuntos predecibles

Funciones, variables aleatorias y procesos

Dy

comienzo de un conjunto A C Ry x §)

257
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AX, salto del proceso cadlag X en el instante ¢, es decir = X; — X,_
1, funcién indicadora del conjunto A

Me parte continua de la martingala M € M? o M2,

M? parte puramente discontinua de M € M? o M2 _

T8 tiempo de la primera llegada de un proceso al conjunto B
T4 T sobre el evento A y = oo sobre A®

X7 proyeccién predecible del proceso X

XT proceso X parado en T, es decir X[ (w) = Xinrw)(w)

X compensador del proceso X

XoM integral estocastica f X dM

(IV1)eer, proceso de variacién del proceso (V})¢er,

{M,N) proceso de Doob-Meyer asociado a M, N € M?
[Z2,Z)=[Z] proceso de variacién cuadrada de la semimartingala Z
[Z2,Y] WZ2+Y,Z2+Y])-{Z-Y,Z-Y))

Clases de funciones o procesos

CHR?) clase de las funciones f:R? — R con k-ésimas derivadas continuas
L*}(M) L*(Ry x Q,P, Ap2), M € M?

A (M) {X:VteRy X1 € LA M)}, M € M?

M! martingalas cadlag

M? martingalas cuadrado integrables

M3 martingalas continuas que pertenecen a M?
M {Me M?*: M° =0}

Mi,. martingalas locales

M. martingalas localmente cuadrado integrables
M martingalas cadlag uniformemente integrables
M2 martingalas uniformemente cuadrado integrables

M martingalas continuas que pertenecen a M2,
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{M e M?% : M =0}

cuasimartingalas cadlag de la clase DL

semimartingalas especiales

clase de procesos cadlag adaptados con variacién finita sobre cada intervalo
[0,¢],t>0

procesos de variacién integrable

procesos de variacién total integrable

o-algebra de conjuntos de ! més pequefia con respecto a la cual todos los
elementos de X son medibles (donde X es una clase de funciones definidas
sobre §) con valores en un espacio medible), es decir la o-algebra generada
por X

aV 0 = max(a,0)

(—a) VO

casi seguramente, o sea con probabilidad uno

medida de Follmer del proceso X y también la medida de Doléans
variacién de Ay

proyeccién dual predecible de la medida g

fuertemente ortogonal
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clase localizada, 151
comienzo, 45
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compensador, 97, 154
condicién de Lipschitz, 221
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conjunto
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progresivamente medible, 34
contraccion, 229
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cad, 69

D
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E
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E-capacidad de Choquet, 239
ecuacion diferencial estocastica
solucién fuerte, 221
solucién débil, 213
espacio de Banach, 228
espacio de Fréchet, 104, 120
espacio de Hilbert, 104, 119
espacio topdlogico, 241
extensién o-aditiva, 73

F
filtracién, 5
continua por la derecha, 6, 14, 16, 18,
20, 246
cuasicontinua por la izquierda, 146
generada, 6
usual generada, 8, 27, 99, 101, 161, 203
férmula de Hadamard-Taylor, 187
férmula de integracion por partes, 178, 189,
192
férmula de Ito, 186, 193-194, 197, 199, 205,
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férmula exponencial, 198, 213, 222
fuertemente ortogonales, 110, 114
funcién arménica, 153

G

generador infinitesimal, 101
grafica, 25

I
integral de It6, 120, 124, 168, 171, 232
integral de Stieltjes, 135
integral de Stratonovich, 231
integral estocastica
caracter local, 214
invariancia bajo el cambio absolutamente
continuo de la probabilidad, 214
integral estocastica c.r.a
martingala cuadrado integrable, 120
martingala localmente cuadrado inte-
grable, 168
semimartingala, 170
intervalo estocastico, 34

J
juego de Sierpinski, 241

L

A-sistema, 235

lema de las clases monétonas, 54, 136, 214,
236

lema de 7, A-sistemas, 235

localiza, 151

M
martingala, 61, 251
cuadrado integrable, 103
local, 153
localmente cuadradg integrable, 152

predecible, 56, 98
puramente discontinua, 116
uniformemente cuadrado integrable, 103
uniformemente integrable, 152
medida admisible, 84, 93
medida de Doléans, 79
medida de Féllmer, 60, 70
extension, 70
medidas absolutamente continuas, 207
modificacién, 32
mosaico, 41, 239

)

w-seccién, 43, 45

P

pavimento, 41, 239
w, A-sistemas, 9
m-sistema, 54, 146, 235
predice, 20, 245
problema de la martingala, 194
proceso con incrementos independientes, 8,
100
cadlag, 161, 203
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proceso estocastico, 5

adaptado, 6

localmente acotado, 169
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no anticipante, 124

opcional, 35

predecible, 35

progresivamente medible, 32
proceso parado, 33, 252

estrictamente antes de 7', 185
procesos indistinguibles, 32
procesos simples, 120
propiedad de Feller, 101
propiedad fuerte de Markov, 27
proyeccién dual predecible, 85, 97, 123
proyeccion predecible, 81, 100

R
rectangulo predecible, 59

S
secciones cerradas por la derecha, 47
semimartingala, 160
especial, 160, 163
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conjuntos opcionales, 35, 39, 122, 245
conjuntos predecibles, 31, 35, 245
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eventos que ocurren hasta T, 16
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submartingala, 61, 95, 251
sucesioén localizante, 151
sucesién normal de particiones, 125
aleatorias, 176
sumas compensadas de saltos, 116
supermartingala, 61, 63, 251
cad, 66

T
teorema de Bichteler, Dellacherie y Moko-
bodzki, 216
teorema de cambio de variable, 89
teorema de capacidad de Choquet, 42, 239
teorema de convergencia
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de martingalas en L?, 253
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verso, 253
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teorema de Doléans, 88, 94
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teorema de Lévy, 146, 211
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teorema de regularizacién para
cuasimartingalas, 69
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teorema de seccién (versién general), 45
teorema de Stricker, 219
teorema fundamental del célculo, 192
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tiempo de la primera llegada, 14, 44
tiempo de Markov, 13
tiempo de paro, 13

accesible, 26, 147

predecible, 20, 245

totalmente inaccesible, 25
topologia, 240
trayectorias

cad, 31, 33

cadlag, 31

cag, 31, 33

caglad, 31

variacién, 60, 93
versién, 32
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APORTACIONES MATEMATICAS es una publicacién de la So-
ciedad Matemdatica Mexicana. Su serie TEXTOS comprende libros de
texto de matemadticas y sus aplicaciones para la licenciatura y el posgrado
en matemadticas y en otras disciplinas. Se divide en tres niveles:

O Nivel elemental:
Dirigido a estudiantes de los primeros dos afios de la licenciatura.

O Nivel medio:
Dirigido a estudiantes de los dos iltimos afios de la licenciatura.

O Nivel avanzado:
Dirigido a estudiantes de posgrado.

TEORIA GENERAL DE PROCESOS E INTEGRACION ES-
TOCASTICA de Tomasz Bojdecki es un texto de nivel avanzado que
amplia y mejora una edicién anterior. Este texto cubre una gran parte
del célculo estocdstico. En los primeros capitulos se desarrolla la llamada
“teoria general de procesos”, que constituye la base de los fundamentos del
andlisis estocdstico. Los capitulos restantes se dedican a la teoria de inte-
gracién estocastica, primero con respecto a martingalas de cuadrado in-
tegrable y finalmente con respecto a semimartingalas (no necesariamente
continuas); estas tltimas son los integradores estocasticos mas generales.
El resultado principal es la formula de It6, que es el andlogo estocastico
del teorema fundamental del cdlculo en el cdlculo diferencial clasico. Se
dan varias aplicaciones de esta férmula al andlisis de semimartingalas,
incluyendo entre otros temas un resultado general sobre existencia y uni-
cidad de soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas.

La lectura de este texto supone conocimientos de los elementos de la
teoria de procesos estocasticos, especialmente de los hechos bésicos sobre
martingalas.

Existen pocos textos que traten este temario bdsico de manera general y
detallada, y éste es el primero que lo hace en lengua castellana.

Diseiio de portadzi: Rubén Valencia.
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