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Prefacio

El temario de esta monografía cubre una gran parte del cálculo estocástico. Es la parte que 
se podría describir como bases generales; la palabra “generales” se debe al hecho de que se 
construye la teoría para semimartingalas, obteniendo la teoría para el proceso de Wiener 
como un caso especial.

Los primeros ocho capítulos (o, más precisamente, los capítulos del dos al ocho) están 
dedicados a la teoría general de procesos, creada y desarrollada por la escuela francesa (P. 
A. Meyer, C. Dellacherie, C. Doléans y otros). Esta teoría puede parecer un tanto abstracta 
y sin aplicaciones inmediatas, pero sucede que es bastante útil para dar los fundamentos 
del análisis estocástico. El acento está puesto en las partes de la teoría que serán uti
lizadas después, sobre todo en la noción de predecibilidad de procesos y de tiempos de paro. 
Por la misma razón nos ocupamos relativamente poco de los procesos opcionales, cuyas 
propiedades no son tan importantes en la parte posterior. Los teoremas principales aquí 
son los de “sección” y de “proyección” predecibles, el teorema de Doléans que caracteriza a 
la proyección dual predecible de una medida admisible sobre R+ x 1) y, como corolario del 
último resultado, el teorema de Doob-Meyer sobre la descomposición de supermartingalas. 
El enfoque adoptado aquí no es completamente tradicional, ya que siguiendo a M. Métivier 
(o más bien a C. Stricker, quien fue el primero en mostrar la importancia de la noción de 
cuasimartingala), las consideraciones están basadas en las propiedades de cuasimartingalas. 
Se dan todas las demostraciones.

Los capítulos restantes están dedicados a la teoría de integración estocástica, primero 
con respecto a martingalas cuadrado integrables, después con respecto a martingalas locales 
localmente cuadrado integrables, y finalmente con respecto a semimartingalas. El resul
tado principal es la fórmula de Itó, que es análogo estocástico del “teorema fundamental 
del cálculo” en el cálculo diferencial clásico. Se dan varias aplicaciones de esta fórmula al 
análisis de unas propiedades profundas de las semimartingalas, en particular se obtiene la 
caracterización de Bichteler-Dellacherie-Mokobodzki, así como una generalización del teo
rema de Girsanov, la integral de Stratonovich y algunas otras. Por último, se demuestra el
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teorema de Doléans-Dade y Protter sobre la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones 
diferenciales estocásticas con respecto a semimartingalas, con coeficientes lipschitzianos.

Se supone que el lector conoce los elementos de la teoría de procesos estocásticos, espe
cialmente algunos hechos básicos sobre martingalas (teoremas de convergencia, el “teorema 
de muestreo opcional” , el teorema de existencia de una modificación regular). Para en
tender los ejemplos es necesario saber algo sobre los procesos de Wiener y de Poisson. El 
conocimiento de la teoría de integración estocástica clásica, es decir, con respecto al proceso 
de Wiener, no es indispensable pero sí sería útil, ya que entonces algunas ideas y métodos 
se verían naturales. Como buenos libros introductorios se podría recomendar por ejemplo I. 
Karatzas y S. Shreve [13], o C. Tudor [24].

La teoría contenida en esta monografía no es completa. He aquí algunas de la posibles 
ramificaciones y continuaciones.

(1) No se ha incluido nada sobre partes muy importantes de la teoría, como medidas 
aleatorias, sus proyecciones duales predecibles y las características locales de semi
martingalas. La fuente más extensa de información sobre estos temas es [10], pero 
[12] también puede ser útil. Además, el último libro da aplicaciones de la teoría de 
semimartingalas a la investigación de la convergencia débil de procesos.

(2) [11] contiene una discusión sobre distintas nociones de solución de una ecuación es
tocástica (soluciones fuertes, soluciones débiles). Hay claramente muchos libros donde 
se consideran ecuaciones estocásticas “clásicas” , es decir con respecto al proceso de 
Wiener (ver e.g. [13])

(3) En la monografía se consideran únicamente procesos reales. No hay ningún problema 
con la extensión de una gran parte de la teoría a procesos con valores en (ver [10]). 
Los procesos con valores en un espacio de Hilbert están tratados en [15], [16], [6].

(4) Existe otro enfoque interesante en el análisis estocástico, donde la noción de semi- 
martingala aparece desde el principio. Se define como un proceso con respecto al cual 
se puede construir la integral estocástica con unas propiedades de regularidad mínimas. 
La definición usual aparece entonces (como el teorema de Dellacherie, Stricker, Moko- 
bodzki) casi al final del curso. El lector interesado en este enfoque puede consultar el 
libro de P. Protter [21].

Una gran parte de esta monografía está basada en las notas de una serie de conferencias 
que presenté en el Instituto de Matemáticas y en la Facultad de Ciencias de la UNAM en 
1983/84, estando en aquel entonces como profesor visitante en el Centro de Investigación y 
de Estudios Avanzados del IPN.

Las dos primeras ediciones de la monografía fueron publicadas en la serie “Monografías 
del Instituto de Matemáticas de la UNAM” (la primera edición contenía solamente la primera 
parte, dedicada a la teoría general de procesos).
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La edición presente, además de cambios de redacción y correcciones, contiene algunas 
cosas nuevas. He aquí las más importantes de ellas:

(1) Se ha añadido el primer capítulo dedicado a la discusión de filtraciones. Se demuestra 
que para procesos tan importantes como los procesos con incrementos independientes o 
los procesos de Markov con la propiedad de Feller, la filtración generada por el proceso 
“casi” satisface las condiciones usuales.

(2) Una continuación de esta discusión es el contenido del Apéndice C. Aunque una gran 
mayoría de los resultados presentados en esta monografía se obtienen bajo las condi
ciones usuales sobre la filtración básica, muchos de los teoremas se pueden probar bajo 
hipótesis menos restrictivas. El apéndice contiene indicaciones de cómo lograrlo.

(3) Se da más información sobre los procesos con incrementos independientes; sobre todo 
se demuestra el teorema de Jacod que da una caracterización de las semimartingalas 
con incrementos independientes.

(4) El Apéndice A contiene las formulaciones y demostraciones de aquellas versiones de 
los lemas de clases monótonas que se usan constantemente en esta monografía.

(5) El Apéndice B contiene una demostración elegante del teorema de capacidad de Cho- 
quet (en las ediciones anteriores se utilizaba este teorema sin demostrarlo).

(6) Como se mencionó anteriormente, se supone que el lector conoce los teoremas clásicos 
sobre martingalas. Sin embargo, para facilitar la lectura todos estos teoremas que se 
utilizan en la monografía, están formulados, sin demostración, en el Apéndice D.

Además, para facilitar la lectura, se ha añadido el índice de términos así como la lista de 
símbolos. La bibliografía ha sido ampliada. Sin embargo hay que subrayar que no pretende 
ser completa. Contiene solamente aquellas referencias que, en mi opinión, son las más útiles 
para completar las bases indispensables para entender la monografía, o bien para continuar 
los temas iniciados en ella.

Esta nueva versión de la monografía fue elaborada durante mi visita en el año 1994 al 
Centro de Investigación en Matemáticas, A.C., en Guanajuato, Gto. Agradezco la hospitali
dad que recibí en este Centro, en particular de parte de Víctor Pérez Abreu. Esta visita tuvo 
el apoyo del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología por medio de la Cátedra Patrimonial 
930083 y el Proyecto 1858E9219.

Doy las gracias al Instituto de Matemáticas de la UNAM por el permiso para publicar la 
presente versión de la monografía en otra editorial.

Las primeras ediciones de la monografía fueron el resultado de la iniciativa de María 
Emilia Caballero, Luis Briseño y Guillermo Grabinsky, quienes se encargaron de la redacción, 
a quienes agradezco su esfuerzo. Estas ediciones sirvieron de base para la presente versión.

Expreso mi reconocimiento especial a Luis Gorostiza por su arduo trabajo en la revisión 
extensa de la versión original de las notas, y por su iniciativa y aliento para preparar la
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edición actual.
La formación en DTgX de la segunda edición estuvo a cargo de Jorge León, a quien 

agradezco cumplidamente. Dicho trabajo sirvió de base para la preparación en DTjrX de la 
versión presente hecha por Iván Pacheco, a quien también expreso mi agradecimiento.
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Capítulo 1 

Filtraciones

Se supone que el lector conoce los fundamentos de la teoría de procesos estocásticos, sin 
embargo conviene repasar las definiciones básicas.

1.1 D efin ición . Sea (íl, 5 , P) un espacio de probabilidad y (E,B) un espacio medible (o 
sea un conjunto E  con una cr-álgebra fija de sus subconjuntos). Un proceso estocástico con 
valores en (E,B) es una familia X  =  (-X )̂t6R+ de aplicaciones medibles X t:( f í ,3 0 —» {E,B).

Si no indicamos explícitamente el espacio de estados E, eso significa que consideramos 
el caso (E,B) =  (R, B(K)). Para abreviar formulaciones vamos a escribir más a menudo 
“proceso” en lugar de “proceso estocástico” .

La teoría de procesos estocásticos es el resultado de un intento por construir modelos 
matemáticos que describan fenómenos aleatorios que evolucionan en el tiempo.

Si estamos observando un fenómeno aleatorio es natural hablar de los sucesos que pueden 
ocurrir hasta un instante t (inclusive). Todos estos eventos, para t fijo, forman una cr-álgebra 
contenida en la cr-álgebra de todos los sucesos. Para incluir el factor de tiempo en el modelo, 
se supone en la teoría de probabilidad que además de la terna básica (f í,5 , P ) se tiene una 
filtración.

1.2 D efin ición . Una familia de cr-álgebras (3rí)t€K+ se llama filtración si C 5  para cada 
t £ R+ y ti <  í2 implica C dt2-

Si (3 í)í6r+ es una filtración, definimos :=  0’(Ute]R+3rt).

Como se ha dicho antes, a Ia interpretamos como todos los sucesos sobre los cuales 
podemos decir en el instante t si han ocurrido o no han ocurrido. Desde luego, con el

5
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transcurso del tiempo sabemos más, lo que se refleja en la hipótesis de que se tiene una 
familia creciente.

O bservación. En lo que sigue siempre vamos a considerar R + =  [0, oo[ como el conjunto de 
tiempos, pero no hay ningún problema en reformular todos los resultados para que valgan 
en el caso de un intervalo. Se puede considerar también el tiempo discreto. Este último 
caso, aunque importante y útil, es mucho más sencillo. De hecho, el propósito principal de la 
teoría general de procesos es tratar sutilezas que aparecen si se considera el tiempo continuo.

1.3 D efin ición , (a) Decimos que un proceso estocástico X  =  (X t)tgR+ con valores en 
(E ,B ) es adaptado a una filtración (5 t)teR+ si X t es Uf-medible para cada t £ R +.

(b) La filtración (3?)tm +  definida por

3 ?  =  a (X a; s < t )

se llama la filtración generada por X  .
O sea, ( í f  )ieR+ es la filtración más pequeña a la cual X  es adaptada. La interpretación 

es muy clara: 3 ?  está compuesta de los sucesos que dependen solamente del comportamiento 
del proceso hasta el instante t.

A  cada filtración podemos asociar otras filtraciones. He aquí las más importantes de 
ellas:

1.4 D efin ición . Sea (S :í )tgR+ una filtración en un espacio de probabilidad (íí, P).
(a) í?t+ ;=  n  íL) t € r +.*>í
(b) Si 3  es completa vamos a denotar con 3t la cr-álgebra más chica que contiene a 3t y a 

todos los elementos de 3  de probabilidad cero.

Es claro que (5t+)tgR+ y (3;í)tgR+ también son filtraciones. Si 3t =  5t+ para cada 
t , entonces decimos que la filtración (3t)te&+ es continua por la derecha . Es muy fácil 
verificar, y se deja como ejercicio, que la filtración (#t+)íeR+ es continua por la derecha, o 
sea 5t++ =  5<+-

1.5 D efin ición . Decimos que una filtración (T?JtgR+ en un espacio de probabilidad com
pleto ( f1,3, P ) satisface las condiciones usuales si 3t =  3t+ =  3t para cada t 6 R+. Equiv
alentemente podemos decir que la filtración satisface las condiciones usuales si y sólo si es 
continua por la derecha y 3o =  3o-

www.rcin.org.pl



7

Una gran mayoría de los resultados en esta monografía se obtendrá bajo la suposición de 
que las condiciones usuales se cumplen. Sin embargo veremos que esta restricción no es muy 
grave.

¿Por qué son útiles las condiciones usuales? Lo veremos detalladamente más adelante, 
pero ahora ya podemos observar por ejemplo que bajo esas condiciones cada martingala tiene 
una versión con trayectorias continuas por la derecha con límites finitos por la izquierda (ver 
e.g. Apéndice D, Teorema D.13 y Proposición D.14).

Cada filtración se puede transformar, aumentándola un poco, en una filtración que sa
tisface las condiciones usuales. A saber tenemos

1.6 P roposición . Sea (3rí)¿effi+ una filtración en un espacio de probabilidad completo. En
tonces la filtración (S:í+)/g¡R+ satisface las condiciones usuales. Además se tiene que

(5t+) =  (&)+•

De la segunda aseveración se sigue que la notación $ t+ no es ambigua, pues las operaciones 
“el completar” y “el tomar el + ” conmutan.
D em ostración . Basta demostrar la segunda afirmación o más explícitamente

ñsi=n£ u-n
*>t s><

para cada t £ R+ , porque la filtración definida por el lado derecho de (1.1) claramente 
satisface las condiciones usuales.

Para s > t se tiene 3 t+ C y eso implica (& +) C por lo tanto ns>t3rJ C ns>í5 4. 
Fijemos una t >  0 y una sucesión arbitraria (sn)„, tal que sn > t para n =  1 ,2 ,.. . y sn j  t. 
Como n i>t5 ¡ =  y =  n~=13 s„, entonces basta probar que

OO OO

n sr, c n s...
n = l n= l

Fijemos A £ Para ver que A £ basta, por la definición de la completación,
encontrar un evento B  £ tal que P (A ^ B )  =  0 (como siempre, “ a ” significa la
diferencia simétrica). Sabemos que para cada n, A £ $ Sn y por lo tanto existe Bn £ 5 S„ tal 
que P (A & B n) =  0, n =  1,2, —

Denotemos B'n — Dm>nBm. Tenemos

P { A * K ) = P { A - n Bm) + P ( K -  A) = P( UM-B»)) + P ( K - A )
m> n m>n

< £  P ( A - B n) +  P (B n - A )  =  0.
m>n

www.rcin.org.pl



Claramente B'n C B 'n+1? y m >  n implica que Bm 6 3*m C 3*n, por lo tanto B'n € 3 Sn, 
n =  1 ,2 , . . .  Definamos B  =  U£°=1 B'n. Como (B'n)n es creciente entonces para cada m se 
tiene B  =  Un>mB'n y este último suceso pertenece a 3 Sm- En consecuencia B  E

Por otro lado, 1b; ( w) —► I b (^) para cada u> E íl, entonces por el teorema de convergencia 
dominada

P (A ^ B ) =  E\1a -  1B| =  lim E\1A -  I b' I =  Km P (A ^ B ')  =  0,
n —>oo "  n —*oo v

lo que termina la demostración. □

Es natural preguntar qué tanto se aumenta la filtración por medio del procedimiento 
descrito en la Proposición 1.6. Por ejemplo es fácil ver que cada martingala (o supermartin- 
gala, o submartingala) continua por la derecha sigue siendo martingala (o supermartingala, 
o submartingala, respectivamente) si pasamos a la filtración aumentada.

Sucede que en muchos casos importantes ese aumento es realmente insignificante. Para 
verlo formularemos primero la siguiente definición.

1.7 D efin ición . Sea X  =  (X t)teiR+ un proceso estocástico con valores en (E ,B ). La 
filtración (5tf)-)teM+ Ia vanios a llamar la filtración usual generada por X .

1.8 Teorem a. Sea X  un proceso d-dimensional (es decir, con valores en (R.d,B(R.d))) con 
trayectorias continuas por la derecha, tal que para cada n y cada 0 < t\ < • • • <  tn las 
variables aleatorias X q, X tl — X q, ■ ■ •, Xtn — Xtn_-¡ son independientes (o sea, X  es un proceso 
con incrementos independientes). Entonces 3 h_ =  3 ?  Vara cada t € K.+ -

Así pues en este caso basta completar la filtración generada por X  para obtener una 
filtración que satisfaga las condiciones usuales, más exactamente, la filtración usual generada 
por X . Así sucede por ejemplo para el proceso de Wiener o para el proceso de Poisson. 
Observemos que para el proceso de Wiener W  =  (Wt)t6R+ (o también para el proceso de 
Poisson) el pasar de la filtración (í?Jv')teR+ a (l?ty )teR+ cambia realmente muy poco porque 
para cada s > t >  0 el incremento W, — Wt es independiente de 3™, o sea W  sigue siendo 
el proceso de Wiener con respecto a la filtración (3ríM0tgR+-

Pasando a la demostración del teorema primero observemos que

3^o =  € R+)

(ver la segunda parte de la Definición 1.2) y formulemos el siguiente simple lema:
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1.9 Lem a. Para demostrar el teorema basta probar que para cada t £ R.+ y A £ 3 *  arbi
trario se tiene P (A \$?) =  P(A\S?+ ) c.s.

D em ostración  del lem a. Para demostrar el teorema claramente basta probar que 3j+ C 
3 *  para cada t € R.+ .

Fijemos un A  € 3 ^  (C  3^,) y supongamos que _P(A|3f) =  P(A|3^i.) c.s. Entonces 
=  1A c.s.

Sea £ una versión de P(A\3? ). Por definición, £ es una variable aleatoria 3*-niedible. 
Además £ =  c.s., por lo tanto P(£ 0 {0 ,1 }) =  0. En consecuencia 1{í=i} =  £ c.s.
de donde l{£=i} =  1 a c .s ., °  sea P {A & {£  =  1}) =  0. En consecuencia A £ porque 
{£ =  1} € 3 f , y el lema está demostrado. □

Gracias a este lema, para obtener el Teorema 1.8 basta demostrar

1.10 P roposición . Si X  =  (A })¿€r+ satisface las suposiciones del Teorema 1.8 entonces

P W S Z )  =  P(A \3?) c.s. (1.2)

para cada t £ R.+ y cada A £ 3 *  •

D em ostración  de la proposición . Fijemos t £ R+ . De las propiedades elementales de la 
probabilidad condicional se sigue que basta demostrar (1.2) para todos los A £ cr(XUn, X Un_1,
. . . ,  X Ui, X t, X Si, . . . ,  X Sm_1, X „m) para cada sistema un > • • • > iq > t > sj >  • • • >  sm =  0 
(si t — 0 no consideramos s1, . . . , s m). En efecto, la unión de todos las er-álgebras de esta 
forma es un ^-sistema que genera a 3^,; por otro lado, la clase de todos los A para los 
cuales (1.2) se cumple es A-sistema, por lo tanto basta aplicar el lema sobre 7r, A-sistemas 
(ver Apéndice A).

Así, fijemos un > ■ • • >  tq > t > sj >  • • • >  sm =  0. Como a (X Un, X Un_r, . . . ,  X Ui, X t,
A jí 5 • - •, , X Sm) — (r(XUn A Un_ !, . . . ,  A U2 X U1, X Ui A¿, X¿ X SI,. • •, X Sm_¡
X Sm, X Sm) entonces otra vez por el lema sobre 7r, A-sistemas vemos que basta demostrar (1.2) 
para A de la forma A =  {A Un — X Un_1 £ Tn, . . . ,  X U2 — X UI £ T2, A Ul — X t € Ti, X t — A Sl £ 
r í , . . . , A Sm_j -  X Sm £ r m_ £ r („ } donde I\ ,r ' £ B(Rd). Fijemos un tal A. Para 
abreviar notaciones vamos a escribir A ai¡, en lugar de X i — X a.

Puesto que 3 ^  C 3 * ,  tenemos

P(/t|S¿) = £ (S (U |3 Í,) |5¿ )
.«er; erjn_1 ,x ,m ̂ r'm}

x £ ’( l {A tiU1e r i } í ,(A Un_1,Un € Tn, . . . ,  A UltU2 £ r 2|3f1 )|3^.).
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Pero los eventos { A Un_1)Un € r n} , . . . ,  {A UljU2 £ son independientes y su intersección es 
independiente de , por lo tanto

P{A\$?+) =  l{A >1,,<=r;I...,A,m,lm_1er;n_11x J
¿fc=2

€ r* )P (A tl, e ^ l  3f+).

Idénticamente obtenemos, tomando en vez de

p {A \$?) =  l{A ,1,t€r;,...,A»m,Jm_16r'm_1,x,m6r'm} ü  p (&*k-u
fc= 2

€ r fc)P(A í)Ul €

Entonces basta demostrar que para cada u >  t y cada T £ B(Rd) se tiene

p ( x u - x t e r| 5 f+) =  p ( x u - x t e r ¡ 5 f )  (=  p (x u -  x t <e r ) )  c.s.,

en otras palabras, que es independiente de Será más fácil demostrar un hecho
más general:

Para cada función / :  Rd x R d —> R boreliana y acotada, y para cada h >  0,

E ( ; ( X t+h,X<)\$x+) =  E ( } (X t+h,X,)\3X) c.s. (1.3)

Por el lema de las clases monótonas (ir, A-sistemas) basta demostrarlo para /  de la forma 
f ( x i ,x 2) =  fi{x \ )f2{x 2) y en consecuencia basta probar que

£ ( / ( * 1+h)|5¿) =  £ ( / ( * , +k)|3f) c.s. (1.4)

para cada función / :  R d —* R boreliana y acotada. Un argumento estándar muestra que para 
obtener (1.4) en toda generalidad basta probarlo para /  continua y acotada.

Así pues, supongamos que / :  R d —+ R es continua y acotada.

E ( f (X t+h)\3?) =  E (f (X Hh -  X , +  *,>15?) =  9,( i , X ,), (1.5)

donde gh(t ,x )  =  E f ( X t+h — X t +  x), ya que X t+h — X t es independiente de 5 *  y X t es 
3^-medible.

Queremos demostrar que E ( f (X t+fl)\'8?+ ) =  gh{t,X t). Como gh(t ,X t) es claramente 
3^-medible basta probar que

í  f { X t+h)dP =  [  9h(t ,X t)dP
JA JA (1.6)
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para cada A  € 3 ^ -  Entonces fijemos un A  G y consideremos una sucesión tn >  t r tn j  t. 
Tenemos A  G C 3(^, entonces por (1.5) sabemos que ¡A f ( X tn+h)dP =  ¡a 9h{tm Xtn)dP. 
Pero tn | í, xn —► x implican que gh{tn,x n) —> gn{t,x) si n —► oo, porque /  es con
tinua y acotada y (At)teR+ es continuo por la derecha. En consecuencia fA gh{tn, X tn)dP —+ 
¡Agh(t,X t)dP por el teorema de convergencia dominada y otra vez por la suposición de la 
continuidad por la derecha. También JA f ( X tn+h)dP —> fA f(Xt+h)dP, de donde obtenemos 
(1.6) y la proposición (y por lo tanto el Teorema 1.8) quedan demostrados. □

1.11 O bservación, (para el lector que conoce de procesos de Markov) Un análisis cuidadoso
de la demostración muestra que la hipótesis sobre independencia de los incrementos del 
proceso X  es demasiado fuerte. Basta suponer que X  es proceso de Markov (continuo por 
la derecha) con la propiedad de Feller y en el caso no homogéneo suponer (en vez de la 
propiedad de Feller) que la función (t ,x ) h-> J"Rd f ( y )P ( t ,x ,t  +  h,dy) es continua para cada 
/ :  —► R continua y acotada, donde P (- ,-,•,•) es la función de transición.

En efecto, de la propiedad de Markov se sigue que, manteniendo las notaciones de la 
demostración, la variable aleatoria 1{a í,u1 eri}-P(^ti„_i,u„ € r n, . . . ,  A Uli„2 G ^ 1 3 * )  tiene 
la forma f ( X u¡ ,X t) para una función medible acotada /(•,•)• ^ sí °*;ra vez degamos a la 
igualdad (1.3), la cual se demuestra como antes, usando la propiedad de Feller. Vale la 
pena observar que por el camino hemos demostrado un hecho bien conocido de la teoría de 
procesos de Markov: Un proceso de Markov (homogéneo) continuo por la derecha, con la 
propiedad de Feller es también un proceso de Markov con respecto a la filtración (3^.)teR+-

Para terminar este capítulo veamos un ejemplo sumamente sencillo pero instructivo.

1.12 E jem plo. Una partícula se mueve a lo largo de una recta hacia la derecha con velocidad 
1. En el instante t =  1 lanzamos una moneda y si sale “águila” la partícula continua su 
movimiento, si aparece “ cara” cambia la dirección, es decir empieza a moverse hacia la 
izquierda.

Tenemos aquí Í2 =  { a ,c } (a =  “águila” , c =  “cara” ), 3  =  2n, P ( { c } )  =  P ({c } )  =  |. Sea 
Xt la posición de la partícula en el instante t. Hay solamente dos posibles trayectorias:

X t(a) =  t y X t[c)
t si t <  1 

2 -  t si t >  1

Obviamente

3 x
t

{0 ,0 }  si t <  1 

2a si t >  1

{0, Í2} si t <  1 

2n si t >  1
y =
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Entonces vemos que X  tiene trayectorias continuas pero la filtración generada por X  no es 
continua por la derecha (no satisface las condiciones usuales). Es importante no confundir la 
continuidad del proceso con la continuidad (por la derecha) de la filtración generada por él. 
Además este ejemplo permite darnos cuenta de que en el caso de un proceso de Markov no 
homogéneo , la continuidad de (t , x ) f ( y )P ( t , x, t +  h, dy) mencionada en la observación
anterior, es esencial para que la filtración generada (completada) satisfaga las condiciones 
usuales. D
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Capítulo 2

Tiempos de paro

En este capítulo vamos a formular propiedades básicas de los tiempos de los tiempos de paro, 
discutiremos también la clasificación de los tiempos de paro.

2.1 Definición. Una función T :íl  —► R + := R+ U {+00} se llama tiempo de paro con 
respecto a (5 t)teR+ si para cada t £ R+ se cumple {T  <  t} £ dt-

La noción de tiempo de paro, a veces también llamado tiempo de Markov, es fundamental 
tanto en la teoría de procesos como en las aplicaciones (análisis secuencial). El nombre 
proviene de las aplicaciones. Supongamos que estamos observando un experimento aleatorio 
el cual queremos parar en un momento oportuno. Si son todos los sucesos que podemos 
observar hasta el instante t, entonces los tiempos de paro con respecto a (3rt)tgE+ son todas 
las estrategias admisibles (para parar el experimento).

En el futuro, si no hay peligro de confusión, por ejemplo si la filtración está fija, vamos 
a decir “tiempo de paro” en lugar de “tiempo de paro con respecto a (S’JtcR.,.” -

2.2 Ejemplos, (a) T :íl  —► R+ , definido como T(uj) =  to para cada u é ü , (t0 £ R+ está 
fijo) es un tiempo de paro con respecto a cada filtración (tiempo de paro determinista).

(b) Si T  es un tiempo de paro y s >  0 entonces T  +  s es tiempo de paro. En efecto, 
{T  +  s < t }  =  { T < ( t ~  s )+ } e  5(t-*)+ c  3-

(c) Si T es un tiempo de paro y s >  0 entonces (T — s)+ en general no es tiempo de paro.
(d) En el Ejemplo 1.12 definamos T ^  =  inf{í € R + : X t =  a} para un a £ R. Entonces

T {a} es tiempo de paro con respecto a ( 3 f  )tgR+ (ejercicio).
(e) En el Ejemplo 1.12 definamos Tl1,00t =  ínf{< € R+ : X t >  1). Entonces T1̂1’00̂ no es

tiempo de paro con respecto a ( # f  )teR+ Pero es tiempo de paro con respecto a r+
(ejercicio, además vale la pena pensar en la interpretación de este hecho). □

13
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Otra vez nuestro ejemplo trivial nos permitió observar un fenómeno interesante: en gene
ral hay más tiempos de paro con respecto a (3<+)íeR+ que con respecto a (3e)teR+. Entonces 
“vale la pena” tener una filtración que satisfaga las condiciones usuales.

Vamos a desarrollar los ejemplos (d) y (e). Primero veamos un simple lema.

2.3 Lema, (a) Si T es un tiempo de paro con respecto a una filtración (3t)teR+ entonces
para cada t £ R+, {T  <  t }  £ 3 í-

(b) Si (3<)teR+ es una filtración continua por la derecha entonces una función T:£l —► R+ 
es tiempo de paro si y sólo si {T  <  t}  £ 3t para cada t £ R+ .

Demostración, (a) {T  < t}  =  U^L1{!T <  (t — l /n )+ } £ 3t pues (t — 1 ¡n )+ <  t si t >  0 y 
{T  <  0} =  0 £ So-

(b) Gracias a la parte (a) basta probar suficiencia. Tenemos {T  <  ¿} =  fl^L1{Z' < 
t +  l /n }  =  n »  A T  < t +  1 /n } 6 3t+i/fc para cada k natural, por lo tanto {T  <  t} £
n & i^ + i  =  D

2.4 Definición. Sea X  =  (Vt)te¡R+ un proceso con valores en un espacio medible (E ,B ). 
Para cada B  € B definamos el tiempo de la primera llegada de X  a B  como

T b =  inf{f : X t £ B }.

Como siempre, convenimos en que inf 0 =  oo.

Los tiempos de la primera llegada son en general “típicos” tiempos de paro, pero ya 
hemos visto en los ejemplos 2.2 (d),(e) que la situación puede ser un poco delicada. Es 
aquí donde la continuidad de tiempo complica las cosas. Sin más hipótesis adicionales no 
podemos afirmar que TB es un tiempo de paro con respecto a la filtración ( 3 f  )¿eR+• He 
aquí algunos casos especiales:

2.5 Proposición. Si E es un espacio métrico, B =  B (E), y X  es un proceso con valores 
en X  con trayectorias continuas por la derecha, entonces para cada conjunto abierto B  C E, 
T b es un tiempo de paro con respecto a (3j^.)teR+-

Demostración. Por el Lema 2.3 basta probar que {T B <  t} e para cada t £ R+. 
Tenemos, para cada t >  0, {T B < t}  =  { existe s < t, tal que X s £ B }  (aquí es importante 
tener la desigualdad estricta), pero a éste último evento podemos escribirlo como

{existe s <  t, s £ Q+, tal que X s £ B } =  {J £ B }.
«<t
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porque B  es abierto y X  continuo por la derecha.
Como la unión es numerable y s <  t implica {X , € 5 }  6 C el lema queda 

demostrado. □

2.6 P roposición . Si E es un espacio métrico, B =  B (E ), y X  es un proceso con valores en 
E con trayectorias continuas, entonces para cada conjunto cerrado B  C E, T B es un tiempo 
de paro con respecto a )teK+.

D em ostración  (b osq u e jo ). Sea p la métrica en E. Definamos Bn =  {x  6 E : p (x ,B ) <  
1 /n }, n =  1, 2 , . . .  Bn es abierto y Bn j  B, y también Bn j  B. De la demostración de la 
Proposición 2.5 se sigue que {T Bn < t }  £ para cada t € R+. Entonces para terminar la 
demostración basta probar que { T B <  í }  =  n ^ .1{T,Br‘ <  (para obtener “C” se demuestra 
que T TB). □

Los detalles de la demostración anterior se dejan como ejercicio (ver también, e.g. [24, 
Proposición 2.13]).

Como vemos, ya estos casos sencillos exigen un poco de esfuerzo para demostrar que T B 
es tiempo de paro. Es interesante, quizás hasta sorprendente, que se cumple un resultado 
mucho más general:

2.7 Teorem a. Si X  es un proceso en un espacio métrico, continuo por la derecha (o por 
la izquierda), y adaptado a una filtración (5 ()teR+ que satisface las condiciones usuales, 
entonces para cada conjunto de Borel B, T B es un tiempo de paro.

La demostración de este teorema profundo la diferimos hasta el Capítulo 4, donde pro
baremos un teorema aún más general (ver Teorema 4.6).

Ahora pasemos a la discusión de propiedades generales de tiempos de paro y de las 
cr-álgebras asociadas con ellos.

En los puntos 2.8-2.14 suponemos que tenemos una filtración (3rt)t6R+ fija en un espacio 
de probabilidad (fi, P).

2.8 P roposición , (a) Si S, T son tiempos de paro entonces S t\T, S\/ T también lo son.
(b) Si (Tn)neN es una sucesión de tiempos de paro entonces supneNTn es un tiempo de

paro; mientras que inf Tn, liminf Tn y limsupTn son tiempos de paro con respecto a
n€ N n-KX> „ _ 00

(&+)teR+ •
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D em ostración , (a) {S  A T <  t}  =  {S  <  t }  \J {T  < t } , { S v T  < t} =  {S < t}  C\ { T  <  t}.
(b) Sea T =  V Tn y S =  A Tn.

n n

{ T  < t }  =  P|{Tn — ^ 5t para cada í G R+ por definición.
n

Análogamente, pero utilizando Lema 2.3 en lugar de la definición se tiene 

{S < t}  =  (J {Tn < t }  G 5t para cada t G R+.
n

Para terminar la demostración de este punto basta observar que

lim inf Tn =  sup inf Tk, lim sup Tn =  inf sup Tk.
n~ * ° °  n k >n  n—*oo n k >n

□

2.9 Definición. Con cada tiempo de paro T  asociamos dos <r-álgebras. Una es la cr-álgebra 
parada o cr-álgebra de los eventos que ocurren hasta T :

St =  { A  G 3oo : A fl { T  <  G Para cada t G R+}-

La otra cr-álgebra es la de los eventos estrictamente anteriores a T :

■St~ — ®{^o U { A fl {í  < T }  : A G t G R + }} ,  5o- == 5o-

Se deja como ejercicio demostrar que $ t es efectivamente cr-álgebra y que =  5 í para 
T — t (así la notación es coherente). El lector demostrará también fácilmente el siguiente 
lema.

2.10 Lema. Si la filtración (5t)teR+ es continua por la derecha y T es un tiempo de paro, 
entonces A G 5 r  si y sólo si A fl {T  <  f}  G 5t pava cada t G R+-

2.11 Proposición, (a) Si S ,T  son tiempos de paro y S < T  entonces fig C 5 t -
(b) Si S ,T  son tiempos de paro entonces SsaT — 5s H $ t -
(c) Si T es tiempo de paro entonces T es ($T-)-medible y 5 t -  C 5r-
(d) Las definiciones de y 5 t~ pueden darse con tiempos de paro (en lugar de tiempos 

t G R+) ■
(i) A G 5x  V sólo si para cada S tiempo de paro se tiene A fl {T  <  6'} G 5s-

(ii) 5 t -  — 0-{5o u {A  n {S' < T } : A G 5si s  tiempo de paro}}
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(e) Si S < T  S, T, tiempos de paro entonces d s -  C d r -  • 

D em ostración , (a) Sean B  G ds y t > 0 :

b  n { T  < t }  =  B n { s  < t } n { T  < t }

El último conjunto pertenece a dt por la definición de ds-
(b) S A T <  S, S A T < T  implican Ssat C ds  H d r  por (a). 
Recíprocamente s i j Ú G ^ r n ^ s y t ^ O ,

A n {S  A T <  t }  =  {A  n {S  <  t } )  U (A  n {T  <  <}) €

es decir, A G ds/\T-
(c)

{ a < T )  =
íí, a <  0

Í1 fl {o  <  T} ,  a >  0
€  \St ~

(fl € da para cada a >  0). Esto prueba que T  es (^r-j-m edible. Veamos ahora que 
5 t -  C dr-  Para verlo basta mostrar que los generadores de d r -  pertenecen a d r ■ Es claro 
que do C d r -

Sea B  =  A fl{t  <  T ) con A  € dt, y sea ¿o € 1R+- Si t >  t0 entonces B(~){T <  í0} =  0 € dt0 
y s \ t < t 0 entonces B(~){T <  t0} =  A ñ { T  <  t } c C\{T <  t0} G do ya que {T  < t } c  G dt C dt0- 
Esto prueba que B  G d r  y entonces d r -  C dr-

(d) (ii) Claramente basta demostrar que si S es tiempo de paro y A G ds  entonces 
A D {S  < T }  G d r --  Pero:

¿ n { s < : r }  =  \J A n { s  < r } n { r  < t }
r€Q+

=  (J Ar n {r  < T}  G dr- ,
reQ+

donde Ar =  A H {S <  r } G dr- 
En particular tomando A =  tenemos

{ S  < T)  G d r -  , { T  <  S}  G dr -  -

(i) Supongamos que A G dr,  y t >  0. Tenemos

(A n { T  < 5 } )  n { 5  <  t}  = a  n { T  < t)  n {S <  t}  n { T  a t < s  a  t}  

A n { T < t } e d t, { s < t } e d t, { r  a t <  s  a t}  g ff(TAt)-
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pero S(Tm)~ C Stm C St por (a) y (c). Por lo tanto A  D {T  <  5 }  G Ss- 
inmediato.

(e) Probaremos que los generadores de S s-  están en St--  So C St--  Si 
A D {t  <  5 }  6 St y Por 1° tanto

( X n { í  <  S } ) n { t  < T } e  St- ,

pero si S <  T  entonces

A n {< <  5 } =  A  n {t <  5 }  n {t  <  T } 

por lo que A fl {t  <  5 }  € St~- □

2.12 Corolario. Si S ,T  son tiempos de paro entonces
(a) { i '  <  T }, {T  <  5 }  € St -  (y no necesariamente en S s-)-
(b) { 5  <  T }, {T  <  S }, {T  =  51}, {5  <  T }, {T  <  5 }  pertenecen a St H Ss-

2.13 Lema. Si A € Soo entonces A fl {T  =  oo} € St~> Vara cualquier tiempo de paro T . 

Demostración. Si A € U(>03¿, existe í0 tal que A € Sto Y

A n {T  =  oo} =  A n ( f| {T  > n}) =  f )  A n ( T > n ) € 3 t- ,
n>(o n>io

ya que para n >  t0, A E St0 C Sn Y por lo tanto A fl {T  > n} € St--  Tenemos así que 

U  St C A  :=  {A  € Soo ■■ A fl {T  =  o c} € St- }
t> o

Para terminar la demostración basta observar que A  es cr-álgebra. □

2.14 Proposición. S,T ,T n son tiempos de paro, n =  1 ,2 , . . .
(a) Si S < T y S < T  sobre {0 < T  < oo} entonces Ss C St-  ■
(b) Si Tn }  T entonces St -  =  <t(U 5 t’- ) .
(c) Si Tn | T y Tn <  T sobre {0 < T <  oo} para cada r GN  entonces St -  =

n
Supongamos que (St)teR+ es continua por la derecha. Entonces:

(d) Si Tn l  T entonces St — n 5 r „  (generalización de la continuidad por la derecha de la
n

filtración).
(e) Si Tn [ T  y Tn >  T sobre {0 < Tn <  oo} para cada n € N entonces St =  flfr r - -

n n

El recíproco es 

A 6 St entonces
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D em ostración , (a) Sea A E Ss

A =  ( A n { T  =  o o } ) U ( A n { S <  T} )  u (A n {5  =  0}),

entonces:

A =  ( A n { T  =  oo } ) U  IJ ( A f ) { S  < r } n { r  < T } )
r€Q+

U(i4n {5  =  0}).

Pero A O  { T  <  oo} E St-  Por el lema 2.13,

A  fl {S  <  r }  E ST implica (A Pl {S <  r } )  fl {r  <  T}  £ St-  
A n {5  — 0} E So C St --

(b) Puesto que Tn <  T, la Proposición 2.11(e) implica Sj~  C St-  para cada n y por lo
tanto C St--  Recíprocamente, veremos que los generadores de St-  pertenecen
a Es claro que So € cr(U^L13:7’- ) .  Sea & =  A fl { í  <  T }  con A E St', se tiene
que

OO OO

B  =  U  A n {t <  Tn) E U  5 r - ,
n = l n = l

por lo tanto St -  C
(c) Basta observar que (b), Proposición 2.11(e) y el inciso (a) implican

OO OO

St-  =  c ( U  $ t~) c  a ( U  ífcrj C St --
n = l n= l

(d) Tenemos St C Stu para cada n porque T <  Tn para cada n, y por lo tanto St C 
n~=15Tn- Recíprocamente, si A E n^L15:T„ entonces

OO

A H { T < t } =  (J 4  fl { Tn < t } E S t  para cada t E R+
n= l

y por lo tanto A E St Por el Lema 2.10.
(e) Por (a), Proposición 2.11(e) y el inciso (d) tenemos

OO OO

St C f l  3 t -  C f l ^ n =  St -

Todo lo que sigue, casi hasta el fin de la monografía se hará bajo la siguiente suposición:
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2.15 Hipótesis. Se tiene un espacio de probabilidad completo ( í l ,# , P)  fijo y una filtración 
que satisface las condiciones usuales.

Ya vimos en el capítulo anterior que esta hipótesis no es muy restrictiva. Además en el 
Apéndice C discutiremos brevemente algunas posibilidades de debilitarla.

2.16 Observación. Hasta ahora hemos visto algunas ventajas de considerar una filtración 
continua por la derecha (por ejemplo Proposición 2.14(d),(e)). Pero la suposición de que 
dt =  -St también también tiene sus ventajas inmediatas. Por ejemplo, si T  es un tiempo 
de paro y 5  es una función de Í1 en R.+ U {o c }  tal que T  =  S c.s. entonces S es también 
tiempo de paro. Por lo tanto, bajo las condiciones usuales, las propiedades de tiempos de 
paro formuladas arriba siguen siendo válidas si igualdades o desigualdades de tiempos de 
paro son reemplazadas por igualdades o desigualdades que se cumplen casi seguramente. 
Por ejemplo, si S < T  c.s. entonces ‘Ss C 3 t -

Pasemos ahora a la clasificación de tiempos de paro.

2.17 Definición. Un tiempo de paro T  se llama predecible si existe una sucesión (Tn)n£N 
de tiempos de paro tal que:

(i) Tn T T,
(ii) Tn < T  sobre {0 <  T }, para toda n € N.

Decimos que la sucesión (Tn)n6N predice a T.

2.18 Observaciones, (a) Tomando en cuenta la Observación 2.16, la Definición 2.17 puede 
quedar así:

(i') Tn T T c.s.,
(ii') Tn < T  c.s. sobre {0 <  T }  para cada n (E N.

(b) Otra formulación, más débil: (i") Tn —* T c.s. y (ii'). Si (i") y (ii') se cumplen 
entonces T  es predecible porque Tí V • • • V T„ satisfacen (i'), (ii'). Si una sucesión de tiempos 
de paro satisface (i'),(ii') o (i"),(ii') entonces también diremos que (Tn)n6N predice a T.

2.19 Ejemplos, (a) Si T  es tiempo de paro y t > 0 entonces T  +  t es tiempo de paro 
predecible: Tn =  (T  +  t — £) A n, con £ < t, satisface las condiciones (i) y (ii).

(b) Sea W  =  (W/t)te]R+ proceso de Wiener con respecto a una filtración {$ t)teR+, sea a >  0 
y sea T  =  inf{¿ >  0 : Wt >  a}. T  es predecible ya que Tn =  inf{í >  0 : Wt >  a — satisface 
las condiciones (i') y (ii') (esto porque casi todas las trayectorias del movimiento browniano 
son continuas, y en todo intervalo su oscilación es positiva con probabilidad uno). □
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Pasando a propiedades de tiempos de paro predecibles veamos primero que bajo la su
posición de predecibilidad podemos complementar el Corolario 2.12.

2.20 Proposición. Si T es un tiempo de paro predecible y S un tiempo de paro arbitrario 
entonces {T  < 5}, {T  = S } £ 3s~-

Más generalmente, A fl {T  <  S } £ 3 s -  para cada A £ 3 t- ■

Demostración. Si T es predecible y (Tn)ngn predice a T sabemos (2.14(c)) que

3 t -  =  <7(U#rJ-
n

Sea A  =  {A £ doo : A fl {T  <  S } £ 3 s - } -  Probaremos que A  es cr-álgebra y que A contiene 
a Un3x„) 1° cual bastará para terminar la demostración.

Primero veremos que C A: Sea A £ 3 t„0(C St )-

A n {T  <  S j =  (A n {T  =  0}) u ( P( {Tn < S } n A).
n>no

Pero A n { T  =  0} £ 3o C 3 s -  y AC\{Tn < S } £ 3s~ Para n >  no por 2.lid . En consecuencia 
A f) {T  <  S } £ 3 s -  y Por 1° tanto A £ A.

Veamos ahora que A  es cr-álgebra:
(a) 0 £ A  y í) £ A  ya que íl £ 3rn para toda n y hemos mostrado que para todo A £ 3 t„, 

A £ A.
(b) Si A £ A  entonces Ac £ A:

Si A fl {T  <  5 }  £ 3 s -  entonces Ac U {T  >  5 }  £ 3 s - ,  

y sabemos que {T  <  5 }  =  íí fl {T  <  S ] £ 3 s - ,  Por 1° tanto

(.Ac  U {T  > 5 } )  n { T < S }  =  (Ac  n { T  <  S} )  u 0 G 3s -

lo que implica que Ac £ A.
(c) Es claro que si A\, A2, ■.., An, . . .  G A, entonces

OO

A =  (J An £ A,
n= 1

(U n {r < S} = U (4n n { r < s } ) s s s-
n=l n= l

pues
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2.21 P roposición , (a) Si S ,T  son tiempos de paro predecibles entonces S AT, S V T son 
también predecibles.

(b) Si (S'n)n6N es una sucesión de tiempos de paro predecibles entonces supn Sn es predeci
ble.

D em ostración , (a) Sean (5'n)ngN y (TnjngN sucesiones que predicen a S y T  respectiva
mente. Es claro que (Sn A Tn)ngN predice a S A T  y que (Sn V Tn)n€N predice a S V T.

(b) Podemos suponer que (Sn)n€f¡ es creciente sustituyendo Sn por Si V S2 V . . .  V 5„. Sea 
(^n)fceN una sucesión que predice a Sn, n =  1,2, . . .  Consideremos a la siguiente sucesión de 
tiempos de paro:

Ri =  T]
R2 =  T ¡ V T ¡
Rz =  7\3 V V T¡

Rk =  Tf  V T% V T¡  V . . .  V T¡¡

Se deja al lector probar que la sucesión (^ „ )ngN predice a T.

Observemos que cada tiempo de paro T  es el ínfimo de tiempos de paro predecibles, ya 
que T  =  infn(T +  i )  y (T +  es predecible n =  1 ,2, . . .  Como pronto veremos que existen 
tiempos de paro no predecibles, entonces la Proposición 2.21(b), en general no es válida 
con el inf en lugar del sup. Sin embargo en algunos casos importantes sí se tiene. A saber 
tenemos:

2.22 Lem a. Si Tn es tiempo de paro predecible para n =  1 ,2 , . . . ,  y si se cumple la siguiente 
propiedad: para cada u> 6 Í1 existe n0 E N  tal que Tn{u>) =  Tno(uj) para todo n > n0) entonces 
T =  infn Tn es también predecible.

D em ostración . Se puede suponer que (Tn)n es decreciente, reemplazando Tn por 1 = 
T\ A T2 A • • • A Tn. Por 2.21 (a) T'n es también predecible. Sea (Tnim)m€N una sucesión que 
predice a Tn. Fijemos una métrica en R + U {+ o o } (por ejemplo p{x, y ) =  \e~x — e~y\).

Como (Tn TO)m6N converge c.s. a Tn entonces converge en probabilidad, por lo tanto, para 
n podemos encontrar una mn tal que

R(p(Tn,m„,Tn) >  1/n) <  l /2 n. (2.1)
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Ahora definimos tiempos de paro

Sk =  inf Tn>mn, k =  1 ,2, . . .n>k

Demostraremos que (Sk)k€N predice a T. Sea u> £ {T  >  0} y sea n0 tal que Tn(u)) =  T„0(üj) 
para cada n >  n0■ Fijemos k £ N arbitraria y sea N  >  max(n0, k). Tenemos

T{ uj) =  inf Tn(uj) =  lim Tn(w) =  Tno{u)n ti—>oo

=  Tn (u>) >  TN,mN(Lú) >  Sk{u>)

Es decir, Sk(u>) < T(u>) sobre {T  >  0} para cada k. Análogamente se obtiene ^ (o ;)  =  0 
sobre {T  =  0), por lo tanto Sk <  T  para cada k. Sea

S =  lim Sk =  supSk-fc—oo k

Bastará mostrar que S =  T c.s. Por (2.1) se tiene, aplicando el lema de Borel-Cantelli, que 
para P -casi todo u>

p(Tn,mn(u),T„(w )) <  1/n (2.2)

para n suficientemente grande. Fijemos un tal u>. Probaremos que

5(w) =  T{u).

Hay dos posibilidades:
(a) Para cada k € N, Sk(u>) es alcanzado como ínfimo.
(b) Existe k 6 N tal que Sk(^) no es alcanzado como ínfimo.
En el caso (a) se tiene:

Sk(u) =  Tnktmnk(uj) para cada k, y un nk >  n.

Entonces por la hipótesis, para k grande:

nk k

lo que implica T(u>) =  S(lo).
En el caso (b) sabemos que existe (n¿)j sucesión creciente de naturales tal que TnjiTOn̂ (w) —¡ 

Sk{u>). Pero entonces 5jt(u;) =  Sk+\{u) =  . . .  =  S{u). Por lo cual Tnj)TOnj(u;) -> S(u>). Por lo 
tanto, aplicando (2.2), tenemos

p{S(w), T(w)) =  0, es decir T(w) =  S(u).
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2.23 N otación . Si T  es un tiempo de paro y A es un evento denotamos por Ta a la variable 
aleatoria:

Ta
T(u)
+oo

si cj £ A 
si lj £ Ac

Es claro que Ta no es necesariamente un tiempo de paro. Solamente se tiene:

2.24 P rop osic ión . Sea T un tiempo de paro y A £ $ .
(a) Ta es tiempo de paro si y sólo si A £ St -
(b) Si T es predecible entonces: Ta es tiempo de paro predecible si y sólo si A £ 5 t--

D em ostración , (a) Es inmediato ya que {Ta < T ) =  A  fl {T  < t}.
(b) Supongamos que Ta es predecible. Tenemos

A =  {TA < T } - ( A c n { T  =  oc})

De la Proposición 2.20 se sigue que {Ta <  T } £ 3 t~- Además por el inciso (a) A £ C 3 oo 
de donde A c  £ 5oo y por el Lema 2.13

Ac  n { T  =  oo} € S r -

Esto demuestra que A £ $ t~- Obsérvese que en esta parte de la demostración no hemos 
usado la hipótesis de que T  es predecible.

Para demostrar el recíproco, consideremos la familia

A  =  {A  £ '■ Ta es predecible y T^ces predecible }.

Probaremos que
(i) A  es cr-álgebra,

(ii) A  contiene a un sistema de generadores de 
lo cual implicará el resultado.
(i) 0 £ A  pues Tu =  oo y Tq =  T, y si A £ A  es claro que Ac  £ A. Veremos ahora que si

OO

Ai, A 2, ■ ■ ■, An, . . .  £ A,  entonces A =  [j An £ A.
n = l

Por hipótesis T¿n y son predecibles n =  1 ,2 , . . . ,

Ta =  T\ia =  inf Tr, ,
V n IM-

(Tn )n€N =  {Ta, A Ta2 A . . .  A TAn)nen
U A >

pero
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es una sucesión de tiempos de paro predecibles que satisfacen las hipótesis del Lema 2.22. 
Por lo tanto, Ta es predecible.

Tac =  T(\jAn)c =  Tp|¿c =  sup Tac.

Como Ta c es predecible, n =  1 ,2 , . . . ,  TAc también lo es por 2.21.
(ii) Sea (Tn)n6N una sucesión que predice a T. Sabemos que $ T-  =  (Proposición
2.14(c)). Basta mostrar que 5 t„ C A , n =  1,2, —

Sea A E C 3 t„+p P =  1 ,2 , . . .  Entonces

(T„)a A n, (Tn+1)A A (n +  1 ) , . . . ,  (Tn+P)A A (n +  p) , . . .

es una sucesión de tiempos de paro que predicen a Ta - Lo mismo para Ac  pues Ac  € $Tn■ D

Intuitivamente, los tiempos de paro predecibles son tales cuyos valores “se pueden pre
ver” . En el otro extremo de la escala se ubican los tiempos de paro llamados totalmente 
inaccesibles.

2.25 D efin ición . Un tiempo de paro T  se llama totalmente inaccesible si para todo tiempo 
de paro predecible S, se tiene

P (T  =  S <  oo) =  0.

Obsérvese que el tiempo de paro T =  oo es a la vez predecible y totalmente inaccesible. 
Esta definición tiene una útil interpretación geométrica. Para verla necesitamos las siguientes 
dos definiciones:

2.26 D efin ición . Sea T :í )  —► R+ una variable aleatoria. La gráfica de T es el conjunto 
[r] =  { ( Í , W )G R + x ü  : T(u)  =  t}.

Nótese que la gráfica de T  contiene solamente la parte finita de T.

2.27 D efin ición . Z C R+ x Cl es evanescente si

P (u  6 Í1 : 31 £ R +, (t,uj) € Z) =  0 

(es decir si su proyección sobre fl tiene probabilidad 0).

Con estas definiciones una formulación equivalente de la Definición 2.25 es la siguiente.
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2.28 Form ulación Equivalente. T es tiempo de paro totalmente inaccesible si y sólo si 
para todo tiempo de paro predecible S , [T] fl [5] es evanescente.

2.29 D efin ición . Un tiempo de paro T  se llama accesible si existe (Sn)ngN sucesión de 
tiempos de paro predecibles tal que

m  c  u i s j
n=l

(basta pedir que esta condición se cumpla módulo un conjunto evanescente).

2.30 E jem plos, (a) ü =  [0,1], y

*  _  M ® [M ] , ]M ] )  s i t < l  
1 1 fí[0 ,1] si t >  1

Se deja como ejercicio probar que la filtración (íít)teiR+ es continua por la derecha.
Sea P  una probabilidad arbitraria en (O ,# [0 ,1]) =  (fi,3oo)- Completamos y en el 

espacio de probabilidad (f l,3 r00,.P) consideramos la filtración (5:t)tgR+. Por la Proposición 
1.6 esta filtración satisface las condiciones usuales.

Definimos ahora T(u>) =  lj. T es tiempo de paro con respecto a (^ i)t6i+ porque { T <  
t} =  [0, ¿ A l]  € $t C St- Demostraremos que

(i) T  no es predecible a menos que exista t0 £ [0,1] tal que P ({0 ,ío})  =  1-
(ii) Si P ({u ;}) =  0 para cada ui £ fl entonces T es totalmente inaccesible.

Primero probaremos que si S es un tiempo de paro tal que S <  T, entonces S =  T A t0 c.s. 
para un to € [0,1].

En efecto, se tiene [0,<] =  {T  < t} C {S  < t) £ $ t para t £ [0,1], por lo tanto 
{S  <  t}  =  [0, ¿] c.s. ó {S  <  t}  =  Q, c.s.

Sea t0 =  inf{¿ £ [0,1] : { 5  <  t} =  Í1 c.s.}. Claramente S <  t0 c.s. Supongamos que 
F ({5 ' <  to} H [¿o? 1]) > 0. Entonces existe r racional, r < t0, tal que P ({S  <  r} fl [í0, 1]) >  0. 
Pero

P U S  <  r }  n [to, 1]) =  P ({0, r] n [to, 1]) =  P(0) =  o,

lo que es una contradicción. Por lo tanto S =  t0 c.s. sobre [t0, 1].
Análogamente se prueba que S =  T  c.s. sobre [0,to[, porque en el caso contrario 

tendríamos P ({S  < T }  fl [0,t0[) >  0, lo que implicaría P ({S  < r < T } n [0,t0]) >  0 
para un r racional. Entonces existiría u n w 6  [0,to] tal que S(u>) < r < T(uj) =  u> <  to, por 
lo tanto r <  to y {S  < r } =  [0,r[ c.s. En consecuencia

P {{S  < r  < T }  (1 [0, to]) =  P([0,r[D]r, 1] íl [0,to]) =  P(0) =  0.

l.
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Así pues S =  T A t0-
Ahora vamos a demostrar el punto (ii): Supongamos que existe S tiempo de paro pre

decible tal que P (S  =  T ) >  0. Denotemos A =  {5  =  T }. Sean Sn tiempos de paro, 
Sn | S, Sn < S sobre {S  >  0}. Sn AT  | S A T  =  T  sobre A. Por lo anterior sabemos que ex
isten ín’s tales que Sn A T  — tn A T  c.s. n =  1 ,2 ,__  Se puede suponer que tn —■► to € [0,1]
y entonces tn A T  —► t0 A T. Por lo tanto T =  t0 A T  c.s. sobre A, en otras palabras

o sea P (A  fl [0,t„]) =  P {A ) >  0.
Por la suposición P ({ t0})  =  0 y P ({0 } )  =  0, por lo tanto existe n tal que P(An]0, ín]) >  0. 

Sobre AfljO, tn] se tiene 0 < T < t n, por lo tanto 5 =  T > 0 y a l a  vez

sobre este conjunto, lo que es una contradicción.
El punto (i) se demuestra análogamente. Hay que reemplazar S por T , o sea A =  fl, y 

observar que P (]0 ,ín]) =  0 para cada n implica P(]0,¿o[) =  0. Los detalles se dejan como 
ejercicio.

Observemos que si definimos

entonces $ t =  y T =  T ^  (ver Definición 2.4). Así vemos que el tiempo de la primera 
llegada puede ser totalmente inaccesible, así como predecible (Ejemplo 2.19(b)).

(b) Sea (-Xt)t6R+ un proceso de Poisson y sea (í?t)<eM+ la filtración usual generada por 
el proceso (Definición 1.7) Sea T  el tiempo del primer salto, es decir T =  inf{¿ : X t =  1}. 
Veremos que T  es totalmente inaccesible.

Supongamos que existe S tiempo de paro predecible tal que P(S  =  T <  oo) > 0. Sea 
A =  {S  =  T < o o } y  sea (S'n)n una sucesión de tiempos de paro que predicen a S , esto 
es Sn | S, Sn <  S sobre {5  >  0} y se puede suponer que Sn es finito (si no lo es se toma 
Sn A n ).

Si u  E A  entonces Sn(u>) | T(u) y Sn{uj) < T (u) si T(u) >  0. Sabemos (propiedad fuerte 
de Markov) que

0 =  P (A  D {T  >  *0})  =  P{A f)}t0, 1]),

Sn =  Sn A S =  Sn A T  =  tn A T  — T — S c.s.

0 si 0 < t <  u

(Xt+sn — X sn)te k+
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es un proceso de Poisson con el mismo parámetro que (X t)te]R+. Consideremos al tiempo an 
del primer salto de este nuevo proceso: Sobre A tenemos X sn =  0 c.s. (porque Sn < T sobre 
A n {T  >  0} y P (T  =  0) =  0) y X t+sn — X sn =  X t+sn por lo tanto c.s. sobre A, an =  T — Sn.

Tenemos entonces una sucesión (<7¿),-gN de variables aleatorias tales que: cr¿, i =  1 ,2 ,..., 
tienen la misma distribución exponencial, <jn —> 0 sobre A, y P (A ) >  0, lo que es una 
contradicción.

También el tiempo de segundo, tercero, etc. salto, son tiempos de paro totalmente 
inaccesibles (demostración análoga).

(c) Sea Í1 un conjunto no vacío, y A C fí, A /  0. 3b =  {0, f i } , 5 i =  cr{0, yl, Tí} Cons
truimos la filtración definiendo

» , - ( * • •  (< 1
{ S i, t >  1

y sea P  una probabilidad tal que 0 < P (A ) < 1. Es una ligera generalización del espacio de 
probabilidad, con la filtración (3 ^ )t€R+, considerado en en el Ejemplo 1.12. Sea

í 1, u) € A
7 »  =

( 2 ,  a><¿A

T  es tiempo de paro con respecto a la filtración completada (5t)teR+, pero no es predecible 
ni totalmente inaccesible. Para probar que no es predecible basta demostrar que no existen 
tiempos de paro no constantes c.s. y estrictamente menores que T.

Sea S un tiempo de paro, entonces para cada t <  1, { 5  < t} € — {0>^}-
(i) Supongamos que existe t <  1, {S  <  t}  =  fl c.s. Entonces existe s <  1 tal que S =  s c.s.; 
en efecto: sea

s =  inf{í < 1 : {S  < t} =  fí c.s.}.
{5* =  s } =  {S  <  5 } -  {5  < 5 } y
{5  < s} =  fi c.s., {S1 < s} =  (Jí-S < s — 1 /n } =  0 c.s.

n

por lo tanto {5  =  s } =  fl c.s.
(ii) Supongamos que para cada t <  1, {S  < t} =  0 c.s. Entonces S(u>) > 1 para casi toda
u} 6 f1.

Si existe S tiempo de paro tal que S < T y S no es constante entonces S cumple con 
S(u>) >  1 para casi toda u> G Í2. Pero esto no puede ser porque T  =  1 sobre A. Por lo 
anterior T  no es predecible.
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Es claro que T no es totalmente inaccesible porque [T] C [1] U [2] y 1,2 son tiempos de 
paro constantes, por lo tanto predecibles. T es claramente accesible. □

Se plantea una pregunta natural: ¿Existen tiempos de paro que no sean ni predecibles ni 
accesibles ni totalmente accesibles? La respuesta es inmediata: el mínimo de un tiempo de 
r>aro accesible y un tiempo de paro totalmente inaccesible en general no pertenece a ninguna 
oe esas tres clases. Pero sucede que ésta ya es la forma general de tiempos de paro. A saber 
tenemos el siguiente teorema:

2.31 Teorem a de representación. Sea T un tiempo de paro, entonces T =  U A V donde 
U es un tiempo de paro totalmente inaccesible y V es un tiempo de paro accesible.

D em ostración . Sea Tí la clase de los eventos de la forma =  T } donde (S 'n ) n e N es una
sucesión de tiempos de paro predecibles. Claramente Ti es cerrada bajo uniones numerables, 
en consecuencia, existe H* € Tí, H* =  \Jn{S* =  T } , tal que

P {H m) =  sup{P (H ) : H  € Tí)

(si o: =  svp {P (H ) : H  € Tí}, existe (Hn)n en Tí tal que a  =  limn_>oo P {H n) y H* =  UnHn). 
Definimos A =  H* D {T  <  oo }, B =  (H*)c  n {T  <  oo}, V =  TA y U =  TB (ver 2.23).

(a) U y V  son tiempos de paro porque A, B  € í r -  En efecto { T <  oo} € St , H* —
Un{S ; =  T } € 2 r .

También es claro que T  =  U t\V , porque A ,B  y {T  =  oo} es una partición de f l.
(b) V  es accesible:

{Ta <  oo} A fl {Tji <  oo}
H* fl {T  <  oo} fl {Ta <  oo}
U (S ; =  T } n {T  =  Ta] n {Ta <  oo}
n

U ( s ;  =  Ta) n {Ta <  oo}.

Esto implica que [T¿] C Un[5*].
(c) U =  TB es totalmente inaccesible: sea S un tiempo de paro predecible arbitrario. Es 

inmediato que {5  =  TB <  oo} =  {5  =  T }  fl B  C (H*)c . Como H* U {S  =  T } € Tí,

P {H *) =  sup{P (H ) : H  € H ) > P {H m U {S  =  T })
>  P(H* U ({S  =  T } n B ))
=  P{H *) +  P (S  =  TB <  oo).
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Lo que demuestra que P (S  =  Tb <  oo) =  0, y en consecuencia U es totalmente inaccesible. □

2.32 Corolario. Sean T, U y V  como en el teorema anterior. Entonces

30

[T] =  [U] U [V].
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Capítulo 3

(T-álgebras en x Cl y  regularidad de 
las trayectorias de los procesos

En este capítulo consideraremos varias cr-álgebras de subconjuntos de R + x fl y discutiremos 
propiedades de procesos vistos como funciones medibles con respecto a estas cr-álgebras. La 
más importante de ellas será la cr-álgebra de los conjuntos predecibles; investigaremos su 
relación con los tiempos de paro predecibles.

Recordemos que siempre estamos suponiendo la Hipótesis 2.15.
Primero vamos a recordar algunas generalidades sobre procesos estocásticos.
En la Definición 1.1 definimos un proceso estocástico con valores en (E ,B ) como una 

familia (A ¿)í€k+ de funciones (medibles) de f l en E. Pero podemos mirarlo también de otra 
manera: como una colección de funciones A .(u ;):R + Estas funciones se llaman
trayectorias y la investigación de sus propiedades forma una parte importante de la teoría de 
los procesos estocásticos. En los capítulos anteriores hemos mencionado en varias ocasiones 
algunas propiedades de trayectorias de procesos.

Recordemos que decimos que un proceso X  con valores en un espacio métrico tiene trayec
torias cadlag (o más brevemente: X  es cadlag) si sus trayectorias son funciones continuas por 
la derecha con límites por la izquierda. A veces vamos a usar también los nombres: caglad 
para un proceso con trayectorias continuas por la izquierda con límites por la derecha, cad 
si las trayectorias son continuas por la derecha y cag si son continuas por la izquierda. Esta 
terminología proviene del idioma francés y actualmente se ha vuelto de uso común entre los 
probabilistas.

En la teoría general de procesos ( “en el sentido francés” ) miramos a un proceso estocástico 
aún de otra manera: como una función de dos variables X : R+ x Í1 —► E.

31
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3.1 D efin ición . Se dice que dos procesos X  =  (X t)ter+ y Y  =  (yt)teR+ son indistinguibles 
si el conjunto {(í,u>) G R+ x fl : X t(iv) y*(u;)} es evanescente.

Es decir (ver 2.27) X , Y  son indistinguibles si P (u  : 3t X t(u>) =¡¿ Ft(u>)) =  0, o en otras 
palabras si P-casi todas las trayectorias de X  y Y  son idénticas.

3.2 C onvención . Dos procesos indistinguibles se considerarán idénticos.

Esto significa que de hecho vamos a considerar clases de equivalencia de procesos, módulo 
indistinguibilidad. Por ejemplo, cuando decimos “el proceso es cadlag” permitimos que el 
conjunto de las u>’s para las cuales las X . ’s no son cadlag no sea vacío, pero tiene que tener 
probabilidad cero.

En la clase de equivalencia de los procesos indistinguibles de X  podemos encontrar un 
representante para el cual todas las trayectorias sean cadlag.

Hay que subrayar que un proceso X  puede ser una versión, o modificación, del proceso 
Y  (es decir, P (X t ^  Yt) =  0 para cada t) pero X  y Y  pueden no ser indistinguibles. La 
indistinguibilidad es en general una propiedad mucho más fuerte. Basta ver un ejemplo 
trivial: (fí, i?) =  ([0,1], B ([0 ,1])), P  =  la medida de Lebesgue, X t(u>) =  0, Yt(u>) =  0 si oj ^  t 
y Yt(t) =  1. Claramente X  es una versión de Y, sin embargo ninguna trayectoria de Y  es 
idéntica a la (única) trayectoria de X .

3.3 P roposición . Sean X , Y  dos procesos continuos por la derecha (o continuos por la 
izquierda). Si X  es una versión de Y entonces X  y Y son indistinguibles.

D em ostración . Para cada r € Q+ denotemos Dr =  {u> G O : X t(üj) ^  K-(w)} y D =  
Ur6Q+D r. Por hipótesis P (D r) =  0 y por lo tanto P (D ) =  0. Si u  € D c  entonces para cada 
r € Q+ se tiene X r(u>) =  YT(w), de donde, por la regularidad de las trayectorias, se obtiene 
X t(u>) =  Yt(u>) para todo t G R+. □

Recordemos que convenimos en llamar brevemente “proceso” a un proceso estocástico 
con valores en (R, B(R)). En lo que sigue vamos a considerar casi siempre el caso de una 
dimensión aunque muchos de los resultados valen también para casos más generales.

3.4 D efin ición . (a) Se dice que un proceso X  es medible si X :R + x fl —* R es medible
con respecto a la cr-álgebra B(R+) ® 3.

(b) Se dice que un proceso X  es progresivamente medible si para cada t >  0, X  visto como 
una función de [0,f¡ x fi es R es medible con respecto a B([0,í]) (g>
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Observaciones, (a) El que un proceso sea medible depende solamente de 5(R +) ® en 
cambio el que sea progresivamente medible depende de la filtración dada.

(b) Es inmediato ver que un proceso progresivamente medible es medible y adaptado 
(Definición 1.3).

Claramente no todo proceso adaptado es progresivamente medible porque ni siquiera tiene 
que ser medible (para verlo basta considerar un proceso determinista que sea el indicador de 
un conjunto no boreliano de R+ ). Sin embargo tenemos

3.5 P roposición . Si X  es adaptado y cag (o cad) entonces X  es progresivamente medible.

D em ostración . Sólo haremos el caso cag. Para cada t €]0,oo[ dividimos el intervalo [0,í] 
en 2n subintervalos iguales; para

s e ] t ( k - l ) / 2 n,tk/2n] (1 < k < 2 n)

sean
X . »  =  y XS =  X„(w).

Claramente X n: [0, t] x Q —► R es ¿3([0,íj) ® fo-rriedible. Si n —► oo entonces X n —>• X|[0)í]xfi> 
por continuidad a la izquierda de X , lo cual prueba que el mapeo (s,u;) t-* X s(a;) es B([0, t])<S> 
fo-medible. □

3.6 D efin ición . Sea X  un proceso medible y T un tiempo de paro. El proceso parado, 
denotado por X T, lo definimos por

X j  (u ) — T(u>){v).

3.7 P roposición . Sea X  =  (X t)16jR+ un proceso progresivamente medible y T un tiempo de 
paro; entonces

( X t ) { w ) =  X T(w){v)

es ^j-medible sobre {T  <  oo }. Además el proceso parado X T es progresivamente medible.

D em ostración . Para probar que X j  es ^j-medible sobre {T  <  oo} basta demostrar que 
para cada t £ R+ y cada B £ B(R),

{X T £ B } n { T < t } £  $ t.

Pero
{ X T e  b } í ) { t  < t )  =  { x t*T e B } n { s <  t},
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entonces basta probar la segunda afirmación de la proposición para establecer la primera, 
porque

{ T  <  t }  G St y { ^ íat £ B }  G

si X T es adaptado.
Sea í̂ (s, cj) =  s A T(u>). Para cada t >  0 la función <p es medible como mapeo de 

([0,t] x íí ,# ([0 ,f]) 0  3^) en ([0,t],H([0,f])), pues para cada r <  t se tiene

{(s,u ;) 6 [0,í] x Í1 : s A T(u>) <  r}
=  ([0, r] x ü ) U ([0,<] x {u> : T(u) <  r } )  G #([0 ,f]) 0  3 r 
C B ([O ,¿])0 5(.

Por lo tanto la función xj>(s,ü)) =  (ip(s,u)),u) es medible como mapeo de ([0, t] x íl,# ([0 , í] )0  
3t) en sí mismo; en consecuencia X T =  X  o x¡) es progresivamente medible. □

Obsérvese que podemos omitir la restricción “sobre {T  <  oo }” en la formulación de esta 
proposición si definimos X  00(00) de un modo arbitrario.

3.8 D efin ición . Decimos que un conjunto A C K.+ x Í7 es progresivamente medible si su 
función indicadora es progresivamente medible (como proceso).

Es inmediato comprobar que la clase de conjuntos progresivamente medibles constituye 
una sub-cr-álgebra de ^ (R + ) 0  3 , llamada la cr-álgebra de los conjuntos progresivamente 
medibles.

Antes de identificar algunos conjuntos progresivamente medibles daremos la siguiente 
definición:

3.9 D efin ición . Sean S, T  tiempos de paro, S < T  c.s. El intervalo estocástico semiabierto 
[5, T[ es el conjunto

{(í,u ;) G R+ x íí : S(uj) < t <  T(u>)}.

Análogamente se definen [5, T], ]5, T[, ]5, T p b

3.10 P roposición . Sean S y T  tiempos de paro, entonces [5, T[, ]¿>, T], JS1, T[, [S, T] y [T] 
son progresivamente medibles.

(^Advertencia. Para s,t €  R.+ , [s,í[ siempre ha significado (y va a significar en el futuro) el conjunto 
{r  : s <  r <  <}. Por otro lado para los tiempos de paro deterministas S =  s, T =  t, [5 ,T [=  {(r,w ) : s < r < 
t,w £  Í2}. Esperemos que esta ambigüedad no cause ninguna confusión.
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D em ostración . Empecemos con [5, T[; probaremos que X  =  l[ 5 ,r[ es un proceso cadlag 
adaptado y por 3.5 obtendremos que es progresivamente medible. Claramente

X fM l }  =  { uj : S(u) <  t <  T(w)} =  {S  <  í }  n {t <  T }
=  {S  < t } n { T  <  t } c  e

análogamente obtenemos que £ $t, para cada t £ R+, es decir, X  es adaptado.
Sean u £ fl y t >  0 fijos y supongamos que Xt(u>) =  1. Sea (sn) una sucesión en R+ tal 

que sn | t ; como S(u>) < t <  T(u>), existe no tal que S{oj) <  sn <  T(u>) para cada n > n,Q y 
entonces

* , „ ( « )  -*  X,(L,).
Si X t(u>) =  0 el argumento es análogo. Lo que prueba que X  es cad.

Es igualmente sencillo comprobar que X  es lag. Por otro lado, empleando el mismo 
método obtenemos que 1 ] s ,t ] es caglad adaptado y entonces es progresivamente medible. 

Finalmente observemos que:
OO OO

] S , T |  =  ( J [ 5  +  l / n , n  [ 5 , T ] =  f l l S . r + l M
n = l n= loo

y [T] =  f | [ T , r +  l/n [
71 =  1

de donde concluimos que estos conjuntos también son progresivamente medibles. □

Examinaremos con detalle ciertas sub-cr-álgebras de la a-álgebra de los conjuntos progre
sivamente medibles, que a continuación definimos.

3.11 D efin ición , (a) Definimos la cr-álgebra de los conjuntos opcionales (denotada por 
O), como la cr-álgebra generada por los procesos cadlag adaptados, i.e. es la menor 
cr-álgebra que hace medible a cada proceso cadlag adaptado.

(b) Definimos la cr-álgebra de los conjuntos predecibles (denotada por V) como la cr-álgebra 
generada por los procesos cag adaptados.
Finalmente decimos que un proceso es opcional (predecible) si es O (P)-medible.

Como veremos más tarde, los procesos predecibles juegan un papel muy importante en 
la teoría de integración estocástica.

El lector cuidadoso debería preguntar en este momento si hay alguna relación entre dos 
nociones de predecibilidad: la de tiempos de paro y la de procesos. La respuesta completa 
a esta pregunta la daremos en el Capítulo 4, pero ya ahora demostraremos un teorema que 
nos permitirá entender mejor la estructura de la cr-álgebra predecible.
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3.12  Teorema. La a-álgebra predecible V  está generada por:
(a) Todos los procesos adaptados continuos por la izquierda.
(b) Todos los intervalos estocásticos ]*?, T], con S , T tiempos de paro y además los conjuntos 

[Ojr] =  {0 } x F  con F  £ do-
(c) Todos los conjuntos de la forma ]u, v] x F  con u, v £ R+, u < v y F  € $ u y además los 

conjuntos [Ojr], F  £ do-
(d) ÜnV n, donde V n es la a-álgebra de los siguientes conjuntos:

U[*/2”,(* + l)/2“[x4b,
k

■̂o € Ak £ d(k-i)/2n A: > 0.
(e) Todos los intervalos estocásticos de la forma [5, T[ donde S ,T  son tiempos de paro 

predecibles.
(f) Todos los procesos adaptados y continuos.

Demostración. Denotemos a cada una de las cr-álgebras de los incisos correspondientes 
por Va, Vb, Vc, V¿, Ve, Vf. Mostraremos que todas son iguales.

Vb C Va, porque 1]s,t] es proceso adaptado cag, 1[0fj es adaptado y tiene trayectorias 
continuas en ]0, oo[.

Vc C Vb, es inmediato porque ]u,u] x F  =]up,vp], F  £ $ u.
Para demostrar Va C Vc necesitamos el siguiente resultado:

3.13 Lema. Cada proceso de la forma £ l]Ult,] donde £ es una variable aleatoria du-medible 
y cada proceso £l{o} con £ variable aleatoria $o-medible, son Vc-medibles.

Este lema es inmediato si £ =  lp , F  £ du o en el segundo caso (  =  lp , F  E do y de esto 
se prueba con el método estándar que vale para todas las variables aleatorias Svmedibles (o
5 0-medibles).

Mostremos ahora que Va C Vc- Sea X  un proceso adaptado cag; basta demostrar que X  
es "Pc-medible. Definamos

X ?  =  X k, 2n si k/2n < t  <  (k +  l)/2n k =  0, 1 , 2 , . . . ,  n =  1 ,2 ,.. .

=  *o-

Por ser X  cag, para cada t >  0 y cada u; £ fí se cumple:

lim X ? (uj) =  X t(u).
n
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Además OO
X ?  — ^ o l { 0 } ( í )  +  ^>2 X k /2 ” l]k/2n,(k+l)/2n]{t)-

k= 0

Por el lema cada sumando es TVmedible, por lo tanto X "  también lo es (n =  1 ,2 ,.. .) . En 
consecuencia X  es Vc-medible (por ser límite puntual de procesos "Pc-medibles).

Vc C Vd■ Si F  6 So entonces [0, l /2 n[ x F  6 V n y  por lo tanto fl„[0, l /2 n[ x F  =  {0 } x F  € 
Vd.

Por otra parte, fijemos it,v E R+, u < v y F  E Su] para n suficientemente grande, 
digamos n >  n0, existen j n, mn tales que

Entonces

j n  1 ^  Jn  ^ Jn  P  1

2n _  2n 2n
Jn  P  ^ n  1 ^  Jn  “I” ^ n<  •■ • <  --------------------- <  V <  -------------

2n 2n

]u, u] =Ju, v[ U{t>} j n  P 1 Jn 

2n ’

U n
n>no

Jn  P
2n

+  mn -  1
2n

~  1 Jn p  m 
’ 2n

Pero
Jn  +  m n -  1 Jn  P  r a n '

2n ’ 2n
porque F  € 3 U C 3 ( j „ + m „ - 2 ) / 2 " ,  n > n0, y también

x F  E V n

j n  P  1 Jn  ~P 1

2n ’ 2"
X F = u

k=jn+l

k  k  +  1

2n * 2n
x F  e v n

porque F  € £ u C #(fc-i)/2 ", fc >  j n P 1. Esto prueba que

}u ,v\x F  6 [ J V n =  Vd.
n

V¿ c  Ve- Fijemos n, k y A (z i)/2n- Entonces

[*/2“ ,(fc+ l)/2"[ xA =  [(t/2"U,((*+ 1)/2” U[

y ( * /2 “ U , ( ( H - l ) /2 " U  son tiempos de paro predecibles por el siguiente lema:

www.rcin.org.pl



38

3.14 Lema. Si s ,t  & R+ y s <  t, A € entonces es un tiempo de paro predecible.

En efecto, es inmediato que t¿ es un tiempo de paro. Es predecible porque existe (tn)n 
tal que s < tn <  t y  tn f  t. Entonces Tn =  (tn)^ A n es una sucesión de tiempos de paro que 
predice a t¿.

Para terminar con la inclusión V¿ C Ve, falta probar que los rectángulos de la forma 
[0, l /2 n[x^4 con A  6 do están en Ve, pero [0 ,l/2 n[x^4 =  [0 ,(l/2 n)j4[ y nuevamente por el 
lema (1 /2" ) a es tiempo de paro predecible.

Ve C Vb- Como [5, T [=  [<!?, oo[—[T, oo[, basta entonces mostrar que [T, oo[6 Vb para T 
tiempo de paro predecible.

Sea (Tn)n una sucesión de tiempos de paro que predice a T. Entonces:

OO

[r ,o o [=  ( { o} x { t  =  o} ) u ( n ]r „ ,o o [ ) .
n =  1

Claramente {0 } x {T  =  0} £ Vb y también ]Tn,oo[=  U~=1]Tn,m] £ Vb- 
V j C Va: Es inmediato.
Vb C Vj\ Si S, T  son tiempos de paro, JS, T] =]5, oo[—]T, oo[. Por lo tanto, basta mostar 

que ]T, oo[£ V j para todo T  tiempo de paro y que {0 } x F  £ V j, para todo F  € $ 0.
Se define X t =  (t — T )+ . (X t)t£i&+ es un proceso continuo. Veremos que es también 

adaptado:
Sea a >  0.

{X t  >  a} =  {t — T > a] =  {t — a >  T )

{0 si t — a <  0

€ dt-a C d t  si t -  a >  0

es decir, para cada a >  0, { X t >  a} € lo que muestra que X t es 
Symedible (para cada t >  0). Entonces,

]T ,oo[=  {(<,w) : T(u) < t }  =  { ( í , « )  : X t{u>) >  0} € Vf

porque X  es continuo y adaptado.
Por último, sea F  € 5o-

{0 } x F  =  ([0 ,o o [x f )  — (]0, oo[xfl).
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El proceso 1[0>Oo[(í )1f (^) es continuo y adaptado; l]o,oo[xfi =  l]o,oo[ es determinista, por 
lo tanto adaptado y lo podemos aproximar por procesos continuos deterministas. Lo que 
muestra que {0 } x F  € si F  6 $ 0. □

De este teorema obtenemos inmediatamente el siguiente corolario, interesante y hasta 
quizás un poco sorprendente.

3.15 C orolario. V  C O.

Una propiedad análoga a Va =  Ve se cumple para la cr-álgebra opcional.

3.16 Teorem a. La a-álgebra de los conjuntos opcionales O es idéntica a la a-álgebra gene
rada por todos los conjuntos de la forma [¿>, T[ con S, T tiempos de paro.

No vamos a usar este teorema por lo tanto daremos solamente unas sugerencias al lector 
de cómo demostrarlo.

Sea
O' =  er^S1, T [: S ,T  tiempos de paro }.

Claramente O' <Z O.
Para probar O C O' mostrar primero que £1[5,t[ es C'-medible para cada £ variable 

aleatoria ^s-medible y tiempos de paro 5, T, S <  T, y luego aproximar un proceso X  
cadlag adaptado arbitrario por los procesos X c =  J2 ,[ (e i  0)5 donde T{ =  0,
T£+1 =  in f{í >  T1 : \Xt -  X T¿ \ >  e} (demostrar por inducción que es tiempo de paro).
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Capítulo 4

Teoremas de sección y sus 
aplicaciones

En este capítulo discutiremos varios resultados profundos y finos que se siguen del teorema 
de capacidad de Choquet. Demostraremos el Teorema 2.7 en una versión más general y el 
resultado más importante será el teorema de sección predecible. Este teorema nos permitirá 
dar una respuesta completa a la pregunta sobre las relaciones entre los tiempos de paro 
predecibles y los conjuntos predecibles, veremos también cómo aplicar este teorema en las 
demostraciones de unicidad. Terminaremos el capítulo con el análisis de los saltos de los 
procesos cadlag adaptados.

Un papel importante lo jugarán las condiciones usuales y sobre todo la completez del 
espacio de probabilidad y de la filtración (sin embargo, ver Apéndice C).

Antes de formular el teorema de Choquet es necesario dar unas definiciones.

4.1 D efin ición , (a) Sea E  un conjunto y £ una clase de subconjuntos de E. Decimos que 
£  es un pavimentoU) si:

(i) 0 € £,
(ii) Si A, B  G £  entonces A U B  (E £,

(iii) Si An 6 £, n =  1 ,2 , . . .  entonces D An € £.
n = l

(b) El mosaico AA generado por £ es la mínima clase cerrada bajo uniones numerables e 
intersecciones numerables que contiene a £.

^ E n  las ediciones anteriores de la monografía la definición del pavimento fue un poco más general. La 
formulación actual es suficiente para nuestros propósitos y es más conveniente para la demostración del 
teorema de Choquet.

41
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(c) Una capacidad (¿'-capacidad, ¿^-capacidad de Choquet) en (E , £) es una función I: 2E 
1R+ U { + 0 0 } tal que:

(i) Si A C B  entonces I (A)  <  I(B) .
OO

(ii) Si An C An+1 , n =  1 ,2 ,. . .  entonces / (  U An) =  supI (A n).
n = l n

(iii) Si An G £  y A„, D An+1, n =  1 ,2 , . . . ,  entonces:

/ ( n ^ )  = ¡nf/(A„).
n = l

4.2  Teorema de Capacidad de Choquet. Sea £ un pavimento sobre E y sea I  una ca
pacidad sobre ( E, £) .  Entonces para cada A G A i,

I (A)  =  sup{ I ( K )  : K  C A, K  6 £}

donde A i es el mosaico generado por £.

La demostración de este teorema se pospone al Apéndice B.

4.3 Ejemplo Básico. Sea (Í2,5,P) un espacio de probabilidad fijo completo y sea E =  
T X 17 donde T =  R+ (o más generalmente, T es un espacio métrico localmente compacto y 
separable).

Denotemos por £' a la clase de las uniones finitas de conjuntos de la forma K  x B , con 
K  compacto en T y B  £ $  y sea £  el pavimento generado por £'. Es fácil ver que

OO OO
£ =  { f l  An : A n G £', n =  1 ,2 , . . . }  =  { f ]  An : An € £', A , D A n+1, n = 1 ,2 , .. .} .

n = l n = l

En efecto, como la clase £' es claramente cerrada bajo las intersecciones finitas, entonces 
la segunda igualdad es inmediata. Para demostrar la primera igualdad basta probar que si 
An,A'n G £', An D An+U A'n D A'n.u  para n =  1 ,2 ,.. ., entonces (n~=1A„) U (fl~=1A^) =  
D~=1(A „ U A'n), lo cual es muy fácil.

Sea II : E  —> la proyección de E  sobre Í1 y P* la probabilidad exterior en 2n. 
Definamos ahora una capacidad: para cada A C E,

I (A)  =  P *(n (A )) =  inf{ P ( B)  : B D n(A ) y B  G 5}-

I está bien definida y es una ¿^-capacidad. En efecto:
(i) Es clara.
(ii) Es consecuencia inmediata de:
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( 1) n (  U An) = U n ( A n ).
n = 1 n = l

oo
(2) Si Bn C Bn + 1  C fí, n =  1 ,2 ,. . .  entonces P*( (J Bn) =  lim P*(Bn).

n= l n
(1) es claro y para mostrar (2) fijemos Cn € 3  tal que C„ D Bn, P (C n) <  P*(Bn) +  1/ra para 
n =  1 ,2 ,.. . Observemos que los conjuntos C\ — f\k>nCk tienen las mismas propiedades y 
además C\ C C*+1, por lo tanto

OO OO

P-( u  Bn) < P( U  Cl) =  lim P(Cl) < lim
n= 1 n = l

La desigualdad “> ”es obvia.
(iii) Basta probar que si An £ £ y An D An+i, n =  1 ,2 ,.. . entonces

OO OOn< n ao = n nM») t4-1)
n= l n = l

En efecto, supongamos que (4.1) se cumple. Sabemos que cada An tiene la forma An =  
n“ =1A™, A ?  E V , A™ D A -+ 1, m =  1 ,2 ,.. ., n =  1 ,2 ,.. . Entonces U(n^=1An) =  
n ^ .1II(n^_1AJ5l ) =: n~=1 II(j4™) £ 3, ya que claramente II(A) £ 3  para cada A € 5'.
En consecuencia

p - (n (  n  -4»)) =  P W  n  An) =  P( n  n (A „)) =  mf p (n (A „)) .
n = l n = l n= l

Demostremos entonces (4.1): la inclusión n(n^°=1/ln) C n^L1Il(An) es clara. Para probar 
el recíproco observemos que si tu £ H^LjII^n) entonces para cada n existe t tal que (t,u>) £ 
An, es decir A“  0 para cada n, donde

A“  =  { í  £ T : (t,u>) £ An} (la ui-sección de An).

Como An £ € , A“  es compacto y A“  D v4“ +1 porque An D An+i. Por lo que ^  0,
es decir existe t tal que para toda n £ N (t ,u )  £ 4̂n> pero esto implica que u  £ n(n^L1yln). □

4.4 Observación. En este ejemplo el mosaico generado por S es $(T ) ®  3- En efecto, es 
claro que M  C S(T) ® 3- Sea K. =  {A  £ M  : Ac  E M j ;  /C es cr-álgebra y veremos que 
contiene a cada A =  K  x B  donde K es compacto y B E 3- Claramente A £ £ C M  y como 
K c =  r -  K  es abierto en T, K c  se puede expresar como unión numerable de compactos 
y por lo tanto A c  =  (K  x B )c  £ M . Pero la clase de todos los subconjuntos de la forma 
K  x B  con K  compacto y B E 3  genera a B (T ) <g) 5, en consecuencia M  D JC D B (T ) ® 3 ■
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4.5 Teorema. Sean (íí, P ) yT  como en el Ejemplo j.3 . Entonces para toda A £
U{A) es 'S-medible.

Demostración. Aplicamos el teorema de Choquet a nuestro ejemplo: tenemos que si 
A £ M. =  -B(r) ® 3  entonces:

P *(n (A )) =  sup {P *(n (A )) : K  C A, K  6 £ }.

Esto permite afirmar que para cada n existe K n £ S, K n C A, tal que

p - (n ( / i ) )  <  />- (n(A-„)) +  i /n  <  F ( n ( [ j i í . )  +  i/n .
m

Ya sabemos que (4.1) implica que II(A'n) 6 $  y por lo tanto Il(UnA n) =  UnII(An) € 
Como C A se tiene que para cada n

p(nU  a „ )  = p - (n l j t fm) < -P-(nA) < p(n|j Km) + 1/»,
m m m

es decir P*(I1A) =  P(II Um K m) y por lo tanto I1A =  n(UnA n) (menos un conjunto de 
medida cero) y en consecuencia I1A £ #  (por la completez de #). □

Este resultado es interesante y profundo pues en general la proyección de un conjunto 
medible en la <7-álgebra producto no es medible. En nuestro caso gracias al teorema de 
Choquet vemos que sí lo es. Como una aplicación inmediata obtenemos el siguiente teorema.

4.6 Teorema. Bajo la Hipótesis 2.15, si X  es un proceso progresivamente medible, entonces 
para cada B  £ Z?(R) el tiempo TB de la de la primera llegada de X  a B es tiempo de paro.

Demostración. Como $ t =  basta demostrar que {T B < t)  £ $ t para cada t £ R+ 
(Lema 2.3). Tenemos

{T b < t} =  {u> £ fl : 3s < t, con X a(uS) £ B )
=  n (([o ,< [xfi) n x ~ \ B )) .

Como X  es progresivamente medible,

([0,t [x íl)  n A - 1 ^ )  £ £([(M[) ®  &

y por el teorema anterior, aplicado al espacio de probabilidad completo (íl, P) y T =  [0, í], 
obtenemos II(([0 ,í[x fi) D X ~ 1(B))  £ 5 t. □
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4.7 O bservación. Sabemos (Proposición 3.5) que cada proceso adaptado y continuo por 
la derecha es progresivamente medible, entonces el Teorema 2.7 resulta ser un corolario 
inmediato del Teorema 4.6. Es verdad que en el Teorema 2.7 hablábamos de un proceso 
con valores en un espacio métrico y ahora estamos considerando procesos reales, pero no 
es difícil notar que la proposición sigue siendo válida para los procesos con valores en un 
espacio métrico.

Vamos a formular el Teorema 4.6 aún de otra manera, quizás más en el espíritu de la 
teoría general de procesos.

4.8 D efin ición . Para cada A E Í?(R+) ® $  definimos el comienzo de A  como

D a (u ) =  inf{¿ >  0 : (t,uj) E A }.

En el teorema anterior T B es el comienzo de esto es TB =  Dx - '(b)- Recípro
camente, si A E £?(R+) <8> $  y X  — 1¿ entonces Da es el tiempo de la primera llegada de 
X  a {1 }. Con esta terminología el Teorema 4.6 puede reformularse, claramente bajo las 
condiciones usuales, de la siguiente manera:

4.9 Teorem a. El comienzo de un conjunto progresivamente medible es un tiempo de paro.

4.10 C orolario. Sea ( í l ,5 ,P )  un espacio de probabilidad completo, A E Z?(R+) <8> 5- En
tonces D a es una variable aleatoria con valores en R+ U {o o }.

Esto es consecuencia inmediata de: {D A <  ¿} =  II(([0,¿[ x fl) fl A).
Estamos ahora en condiciones de mostrar el primer teorema de sección.

4.11 Versión general del Teorem a de Sección. Sea ( Q, 3 , P)  un espacio de probabili
dad completo, A E # (R + )® í? . Entonces para cada e >  0 existe una variable aleatoria U con 
valores en R + U {+ o o }  tal que:

(i) [U] C A.
(ii) P (n [í/]) +  e >  P{n(A) ) .

Escribimos _P(II(v4)) en vez de P*(Il(y4)), pues ya sabemos que I1(A) E $. Observemos 
además que P (II[[/]) =  P(U  <  oo).

D em ostración . Lo más natural sería definir U como DA pero en general [Da\ A. 
Recordemos que en 4.3 definimos la u>-sección del conjunto A como Aw =  {t E R+ : (t,^>) € 
-4}. Si todas las secciones A w son cerradas por la derecha entonces [D^\ C A. El teorema de
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Choquet nos permite aproximar a A por conjuntos que sí tienen esa propiedad. Sea e > 0; 
existe K  C A, K  € S tal que:

P(H( K) )  +  e > P ( U { A ) ) .

Si definimos U como D¡<, U es una variable aleatoria por el corolario anterior, [U] C 
K  C A ya que K w es compacto para cada u?, por lo tanto U(u>) € K w si U(uj) <  oo. Además 
Il(A') =  n ( [ C / j ) .  Con lo que concluimos. □

Los puntos 4.10 y 4.11 no dependen de la filtración dada. Para subrayar su carácter 
general, hemos formulado explícitamente la única suposición importante (que (Í7,5 ,̂ Z3) es 
completo). Sin embargo, en lo que sigue siempre suponemos la Hipótesis 2.15.

Ahora pasaremos al teorema más importante entre los teoremas de sección, a saber, el 
teorema de sección predecible.

4.12 Teorem a de Sección  P redecib le . Sea A £ V, entonces para toda e >  0 existe un 
tiempo de paro predecible T tal que [T] C A y P (T  < oo) +  t >  P (n (A )).

La idea de la demostración consiste en construir una clase Q de conjuntos predecibles 
tales que:

(i) Si C  € G, entonces D e  es un tiempo de paro predecible y [Dc\ C C .
(ii) Todo A  G V  puede “aproximarse” por elementos de Q.

Esto requiere, en particular, de un método de aproximación, el cual estará basado en el 
siguiente resultado de teoría de la medida:

(*) Si p es una medida finita sobre <r(2l) donde 21 es una álgebra de conjuntos, entonces 
para toda e > 0 y toda A £ <r(2l) existe C G 2l5 tal que C  C A y

p(C)  +  e >  p{A).

Aquí, como siempre, 21$ significa la clase de todas las intersecciones numerables de los 
elementos de 21 (Este resultado se sigue del Teorema de Choquet 4.2, pero es mucho más 
elemental).

Para poder aplicar este resultado, se necesitará, además, que la familia Q sea álgebra, 
que <t(Q) =  V  y definir una medida adecuada sobre V.

D em ostración . Sea Q la clase de todas las uniones finitas de intervalos estocásticos de la 
forma [¿7, R[, donde, S, R son tiempos de paro predecibles.

Claramente, Q es una álgebra y a(Q ) =  V  por el Teorema 3.12. Demostraremos que si 
C E G, entonces se cumple que D e  es un tiempo de paro predecible y [De] C C.
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1. Si C  =  [-S', /E[ donde S ,R  son tiempos de paro predecibles

D c  =  in f{/ : (¿,u>) €  [£ ,# [} =  S{s<rj 

y obviamente [5{s<fl}] C [S,R[.
En virtud de la Proposición 2.24, para demostrar que S{s<R} es predecible basta probar 

que {5  < .ft} € fis-- Pero {5  <  R ] =  {5  >  R }c  y {S  >  R } £ 3 s -  por la Proposición 2.20.
2. Si C  =  U”=1[5j, Rj[ donde S j,R j  son tiempos de paro predecibles, entonces D c  =  

minj<n D[Sj,Rj[- En consecuencia D c  es predecible ya que el mínimo de un número finito de 
tiempos de paro predecibles (Proposición 2.21), y claramente [Dc] C C.

Consideremos a la familia Q$. Vamos a demostrar que si C  €  Qs, entonces D c  es tiempo 
de paro predecible y [Dc\ C C.

Sea C  =  donde Cn € Q para toda n, y podemos suponer adicionalmente que
Cn D Cn+i para toda n. Esto implica que D cn <  D cnJtl y D c  =  lim D cn entonces, por la 
Proposición 2.21, D c  es predecible. Además [Dc] C C , pues Cn tiene secciones cerradas por 
la derecha, para toda n, entonces C  =  también las tiene.

Con todo lo anterior, para aplicar el resultado (*) de la teoría de la medida hay que 
definir una medida sobre V  (el candidato obvio sería i3(Il(-)) pero esto, en general, no es 
aditivo). Por el teorema general de sección, tenemos que existe una variable aleatoria U tal 
que [U] C A y

P(U[U]) +  t>P(n (A ) ) .  (4.2)

Definimos
fi(B) =  P (U (B  n  [tf})) =  P (U  <  00, (U(üj) ,u>) €  B ),

la cual es una medida finita sobre V. Aplicando (*) se tiene: existe C  6 Qs tal que C  C A 
y m(C)  +  e >  n[A).  Esto, junto con (4.2) nos da

P{ U( C  n [[/])) + £ > P{U{A n [U])) =  P{U[U]) >  P(U{A) )  -  e.

En consecuencia,

P ( D C <  oo) =  P {H [D C]) > P {K {C  n [U])) > P ( n ( A ) )  -  2e.

Por lo que Dc  es el tiempo de paro que buscábamos. □

4.13 Observaciones, (a) Usando O  =  <r([5, T[,  S, T  tiempos de paro) y definiendo Q como 
la clase de todas las uniones finitas de intervalos estocásticos \S, T[,  se podría demostrar de
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la misma manera, el Teorema de Sección Opcional: si A E O, entonces para toda e > 0 
existe T  tiempo de paro, tal que [T] C A  y

P (T  < oo) +  e >  P{U(A)) .

(b) Otro teorema de sección: se puede definir la cr-álgebra accesible como T[, donde 
S,T  son tiempos de paro accesibles) y se podría demostrar el Teorema de Sección Accesible: 
si A es un conjunto accesible, entonces para toda e >  0 existe T tiempo de paro accesible tal 
que: [T] C A y

P (T  < o s )  +  t > P ( n ( A ) ) .

Veamos ahora algunas consecuencias del teorema de sección. Primero aclararemos por 
completo la relación entre las dos nociones de predecibilidad.

4.14 Teorem a. Sea T :fl —► 1R.+ U {o o }.
(a) T  es un tiempo de paro predecible si y sólo si su gráfica es predecible.
(b) T es un tiempo de paro si y sólo si su gráfica es opcional.

D em ostración , (a) Supongamos que T  es un tiempo de paro predecible, entonces T +  1/n 
es un tiempo de paro predecible y [T] =  Dn[T, T +  1 ¡n[E V  pues [T, T  +  1 /n[E V  para toda 
n. Por lo tanto ¡T] E V .

Recíprocamente, supongamos que la gráfica de T  es predecible, entonces por el teorema 
de sección predecible, existe (Tn)nÉN sucesión de tiempos de paro predecibles, tales que

[Tn)c [T]  y P(Tn <  oo) +  -  >  P (T  <  oo). (4.3)
n

para cada n. Reemplazando Tn por Tn =  T) A T2 A . . .  A Tn podemos suponer adicionalmente 
que (Tn)n decrece.

Sea S =  limn-Kx; Tn. Vamos a mostrar que S es predecible y que S =  T c.s. En efecto, 
como [Tn] C [T] y Tn > Tn+\ entonces para cada u> € f l existe n0 E N tal que Tn(üj) =  Tno(u>) 
para toda n > n0. Aplicando el Lema 2.22 obtenemos que S es predecible.

Para probar que S =  T  c.s. observemos primero que [5] C [T] y por lo tanto

P {S  <  oo) =  P{U[S]) <  P(n[Tj) =  P( T  <  oo).

Por otro lado, Tn {  S implica {Tn <  oo} }  { 5  < oo}. Entonces por (4.3) obtenemos

P( T  <  oo) <  P(S <  oo).
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Hemos mostrado que P( T  <  oo) =  P(S  <  oo).
Por último, [5] C [T ] implica { S ¿  T}  =  { T  <  oo y S =  0 0 } =  { T  <  0 0 } — {5  < 0 0 }, 

es decir P(S ¿  T ) =  0, porque {S  < 0 0 } C {T <  0 0 }. En consecuencia T también es 
predecible (ver Observación 2.16).

(b) La demostración es idéntica, sólo que está basada en el teorema de sección opcional. □

4.15 C orolario. Sea A £ V , tal que [D^] C A entonces D a es un tiempo de paro predecible.

D em ostración. Por el teorema anterior basta demostrar que [Da] £ V.  La suposición 
[Da] C A implica [DA] =  A —]D a , ° o[-

Sabemos por el Teorema 4.9 que Da es un tiempo de paro, lo que implica ]DA,n] £ V  y 
por lo tanto U ‘%L1]D a , ti] = ]D ^ ,oo[€ V. En consecuencia [Da] £ V .  □

El teorema de sección (predecible) sucede ser bastante útil en demostraciones de unicidad. 
He aquí algunos resultados de este tipo.

4.16 Teorem a. Sean X  =  (A’t)í6]R+ y Y  =  (Tí)tgK+ procesos predecibles, tales que para cada 
T tiempo de paro predecible y acotado

Xj — Yp c .s.

Entonces X  y Y  son indistinguibles.

D em ostración. Es obvio, que bajo estéis hipótesis, uno es modificación del otro, pero, el 
resultado es más fuerte.

Definimos
A =  { ( t , u ) : X t( u ) ¿ Y t( u ) } £ V .

Vamos a demostrar que A  es evanescente. Supongamos que A no es evanescente, en otras 
palabras, P(n(y4)) > 0. Entonces, por el teorema de sección predecible existe un tiempo de 
paro predecible T  tal que

[T] C A y P{ T  < 0 0 ) > 0.

De la definición de A se sigue que X j  ^  Yt para todo u) £ {T <  0 0 }. Entonces 

P ( T  <  0 0 ) =  P { X T ¿ Y t , T <  0 0 ) >  0.

Pero, { X T /  Yt , T <  0 0 } =  U^L1{A't /  Vr, T <  n }, y por lo tanto, existe n tal que

P { X T ¿ Y t , T < n )  >  0.
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Finalmente, observemos que

0 <  P (X T ¿  Yt , T  <  n) <  />(XTA„ í  YtA.)

lo que contradice nuestra suposición, ya que T An  es tiempo de paro predecible y acotado. □

4.17 O bservación. Un argumento análogo nos permite afirmar que si X , Y  son procesos 
predecibles, tales que para cada T tiempo de paro predecible y acotado Xt <  Yt c.s., entonces 
el conjunto { ( í ,u )  : X t(u;) >  F<(o;)} es evanescente (o sea X  <  Y  módulo indistinguibilidad).

4.18 P roposición . Sean X  y Y  procesos predecibles tales que para todo T tiempo de paro 
predecible

E (X Tl [T<oo]) =  E(Yt 1[t« x>)), 

entonces X  y Y  son indistinguibles.

D em ostración . Si {X  /  Y }  no es evanescente, entonces uno de los conjuntos {X  >  Y } o 
<  E } no es evanescente.
Supongamos que {X  >  Y }  no es evanescente, entonces existe T tiempo de paro predecible 

tal que [T] C {X  >  Y }  y [T] no es evanescente. Por lo tanto,

X t’ (uj) >  Yt(<¿>) sobre {T  < oo}

y
E(XtI[t<oo]) > £ ( U t 1 [t < oo] ) ,

lo que es una contradicción. □

O bservación. Esta proposición vale si “para todo T tiempo de paro predecible” se reem
plaza por “para todo T tiempo de paro predecible y acotado sobre su parte finita” .

En efecto, el tiempo de paro T, que aparece en la demostración, se puede reemplazar por 
Tn =  T{r<n} : Tn es predecible por 2.24 y 2.1 l(c ) y [T] =  Un[Tn], por lo tanto P(Tn <  oo) > 0 
para n suficientemente grande.

Nos ocuparemos ahora del análisis de los saltos de los procesos adaptados y cadlag.

4.19 D efin ición . SeaX  =  (X<)tg]R+ un proceso adaptado cadlag. Decimos que una sucesión 
(Tn)n de tiempos de paro agota los saltos de X  si:

(i) [T„] n [Tm] =  0 si n m.
(ii) {(t,u>) : A Xt(íc) 0} =  Un[Tn], donde A X t =  X t -  X t
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El siguiente resultado justifica la terminología de la definición anterior.

4.20 P roposición . Sea X  un proceso adaptado cadlag. Supongamos que (Tn)n agota los 
saltos de X , entonces las siguientes condiciones se satisfacen:

(i) X X jn 0 sobre {Tn <  oo } para cada n.
(ii) [Tn] C\[Tm] =  0 SÍ n ^  m.

OO

(iii) Si S es un tiempo de paro tal que [5 ]fj U [Tn] =  0, entonces A X s  =  0 sobre { 5  < oo}.
n = l

Recíprocamente si (i), (ii) y (iii) se cumplen para alguna sucesión de tiempos de paro
OO

(Tn)„ entonces {A X  ^  0} =  U [Tn] (mod. evanescentes).
n = l

La demostración se deja al lector.
El siguiente teorema garantiza la existencia de sucesiones de tiempos de paro que agotan 

los saltos de procesos adaptados cadlag.

4.21 Teorem a. Sea X  =  (X t)teR+ un proceso adaptado cadlag, entonces existe una sucesión 
de tiempos de paro que agotan los saltos de X . Si X  es predecible entonces los tiempos de 
paro pueden tomarse predecibles.

D em ostración . Definimos

A0 =  {(i,w ) : 1 <  |AX<(w)| <  oo}

y para n > 1
= {(<,«) : l/(n + 1) < |A.Y,MI < l/n}i
OO

obviamente { A X t ^  0} =  [j An (disjunta) y An £ O , para cada n, pues A X  es opcional
n = l /

como la diferencia de un proceso adaptado cadlag y un proceso adaptado caglad. Además 
para cada u E í), es a lo más numerable sin puntos de acumulación, pues t i—► X«(u;) es 
una función cadlag.

Definimos inductivamente tiempos de paro como sigue:

T¿ =  D Á„ y C + , = V ¡ W  m - L

Observemos que <  T„ <  ■ • • Así pues, también tenemos:

T,r +,(u.) = inf{< > 7T M  : (<,w) S A„}.
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Es decir T™ es “el emésimo salto de X  con magnitud en [ l / (n - f l ) , l / r c [ ” .
Es claro que cada T™ es un tiempo de paro, por ser el comienzo de un conjunto opcional. 

Ordenamos los tiempos de paro (T™) en forma de sucesión. Claramente, por construcción, 
poseen gráficas ajenas y agotan los saltos de X.

Si X  es predecible cadlag, entonces A X  también es predecible, en consecuencia An € V  
para toda n. Para terminar basta probar que cada T™ es un tiempo de paro predecible.

Sea n G N fija, claramente T\ =  Da» es predecible por el Corolario 4.15, pues [Da„] C An, 
en virtud de que An posee secciones discretas.

Supongamos inductivamente que es predecible para 1 < j  <  m — 1; entonces

m—1
-4» -  U  6 V,

i=i

en consecuencia T™ es predecible, pues \T™} C An — [T¿] por el mismo argumento
empleado antes, lo cual termina la prueba. □

La construcción que aparece en la demostración anterior motiva la siguiente definición.

4.22 D efin ición . Sea A (E B(R+) ® $  fijo. Para cada n G N defininimos el enésimo 
comienzo de A, denotado D ¿, como la variable aleatoria:

D¿(u>) =  inf{t € R+ : [0,t] fl Aw contiene al menos n puntos}.

El hecho de que D'X es variable aleatoria se comprueba fácilmente observando que D\ =  
Da y D ¿+1 =  D Ar\]DnAM  (Inducción).

Además si A es progresivamente medible entonces D\ es un tiempo de paro para cada n. 
Nuevamente ésto se prueba por inducción de la siguiente manera: Como A es progresivamente 
medible D\ =  Da es un tiempo de paro. Supongamos que vale para n, entonces ]Da , oo [ es 
progresivamente medible lo que implica que D ¿+1 =  DAn]D” ,<x>[ es tiempo de paro, por ser el 
comienzo del conjunto progresivamente medible Af) ]D¿,  oo[.

La siguiente proposición de carácter técnico será de utilidad más adelante.

4.23 P roposición . Sea A =  U^LjTn] con (Tn)n una sucesión dada de tiempos de paro. 
Entonces existen dos sucesiones de tiempos de paro (Un)n y (Vm)m todos con las gráficas 
ajenas tales que:

(i) Un es un tiempo de paro predecible para cada n.
(ü) Vm es un tiempo de paro totalmente inaccesible para cada m.
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D em ostración . Por el teorema de representación 2.31, para cada n € N, existe un tiempo 
de paro accesible Sn y un tiempo de paro totalmente inaccesible Rn, con gráficas ajenas tales 
que [TU] =  [S'n]U[-Rn]-

Por definición existe una sucesión (f/n,m)m de tiempos de paro predecibles tales que 
[<Sn] C Um[t/n,m]; dicha unión no es necesariamente ajena. Ordenamos las sucesiones (UniTn)m, 
n £ N, en forma de una sola sucesión que denotamos (Un)n; entonces hemos obtenido 
Un [Tn] C Un [U'n] U Un [Rn].

Procedemos a “ajenizar” las gráficas como sigue: sea f/j =  U1 y para n >  1, ([£/„] — 
Uj<n[^j]) € V  es la gráfica de un tiempo de paro Un el cual es predecible por el Teorema 
4.14. La sucesión ( ( /„ ) „  tiene, ahora sí, las gráficas ajenas y U„[f/” ] =  Un[E/̂ ].

Ahora ponemos Vj =  y definimos, para n >  1,

, i?n(w), si Rn{u) <  ooy  Rn{u) Rj{u)  para 1 <  j  <  n
=  \

[ -foo, en otro caso .

Es claro que [V ]̂ =  [R̂ ] — Uj<n[f?j] y que para cada n, es tiempo de paro, pues

=  y { K ¿ R , )  6 3 b„.
j<n

Como [V̂ ] C [/^n], los tiempos de paro V ’n son también totalmente inaccesibles.
Observemos que [t/” ]D no es necesariamente vacío pero sí evanescente lo que implica 

que [£/” ] — Um([í/^] fi [V^J) € V  es la gráfica de un tiempo de paro predecible igual a Un c.s.
Análogamente [V Ĵ — Un([í/¿] (~1 [V^J) es la gráfica de un tiempo de paro totalmente 

inaccesible.
Finalmente [Un\ D [Vm] es la gráfica del tiempo de paro Nntfn =  oo c.s. que es predecible 

y totalmente inaccesible, así pues, puede incluirse en cualquiera de las dos listas. Ordena
mos los tiempos de paro mencionados en este último párrafo y obtenemos la descomposición 
buscada. □

4.24 C orolario. Sea X  =  (X í)í€ir+ un proceso cadlag adaptado, entonces existe una sucesión 
de tiempos de paro (Tn)n con las gráficas ajenas y cada Tn predecible o totalmente inaccesible 
tal que {A X  ^  0} C U[^n].

D em ostración . Es una consecuencia inmediata de los últimos dos resultados. □

www.rcin.org.pl



54

4.25 Corolario. Sea X  =  (^t)teR+ un proceso cadlag predecible, entonces para todo tiempo 
de paro totalmente inaccesible T, A X j  =  0 c.s. sobre {T  <  oo}.

Demostración. Sea (Tn)n una sucesión de tiempos de paro predecibles que agotan los 
saltos de X ; si T  es un tiempo de paro totalmente inaccesible, entonces [T] D U£Lj[Tn] es 
evanescente y por lo tanto

p (n ([T ] n { a x  ±  o}) = p { { t  < oo} n {a x t  ¿  o» = o.

En consecuencia A X j  =  0 c.s. sobre { T  <  oo}. □

Como una aplicación de los resultados anteriores, en la última parte de este capítulo 
daremos una caracterización de los procesos cadlag predecibles.

Para esto necesitamos el siguiente teorema, conocido como el lema de las clases monótonas 
(L.C.M.).

4.26 Teorema (L .C .M .). Sea fi un conjunto no vacio y A  un ir-sistema de subconjuntos 
de Q. Sea Ti una clase lineal de funciones reales definidas en fí tal que:

(i) 1 € Ti.
(ii) 1 a € Tí, para cada A € A.

(iii) Si (Cn)n es una sucesión no decreciente de elementos de Ti con (n >  0 para cada n y 
(n | ( ,  entonces (  £ Ti.

Entonces Ti contiene a todas las funciones cr(A)-medibles.

Otra versión. Si las funciones en Ti son acotadas y reemplazamos la condición (iii) por: 
(iii') (n € Ti, (n >  0 (n G N), Cn T C V C es acotada entonces £ € Ti. Entonces Ti contiene 

a todas las funciones a(A)-medibles y acotadas.

Para la demostración de este teorema ver Apéndice A.

4.27 Lema. Sea X  =  (X t)í6R+ un proceso predecible, entonces l{x<oo} X t es ^T^-medible, 
para todo tiempo de paro T  (compare con la Proposición 3.7).

Demostración. Sea

A  =  {[0x] : F  E lío} U {]U, V) : U,V  son tiempos de paro }.

Claramente A  es un 7r-sistema tal que er(.4) =  V  (Teorema 3.12). Sea Ti la clase de 
procesos Y  tales que 1 { t < o o > Yj es ^ --in ed ib le  para todo tiempo de paro T.
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Ti es una clase lineal y 1 £ Ti pues { T  <  0 0 } =  íí — {T  =  0 0 } pertenece a 5 t- ;  además 
si (^ )n  es una sucesión en Ti y Yn | Y  , entonces Y  G Ti. En virtud del L.C.M. 4.26 basta 
probar que 1 ^  €  Ti, para cada A  €  «4.

Si A =  [0^], F  £  5 o , entonces como ( 1a )t =  l{T = o }n F  tenemos que:

1{T<oo}(1>i)t  =  l{T=o}nF

que es 5r--niedible porque 5o C 5 t- -
Si A  - ] U ,V ] ,  entonces 1{t <oo} (1a )t  =  l { r < o o } ( l { t /< T }  -  1 {v<r}) que es 5x--medible, 

por lo tanto Ti contiene a los procesos cr(A) =  'P-medibles. □

4.28 Lema. Sea T un tiempo de paro predecible y (  una variable aleatoria ^x^-medible, 
entonces el proceso Cl[T,oo[ es predecible.

Demostración. Si (  — donde A  E 5 t- ,  entonces Cl[r,<x>[ =  1[Ta,oo[ es predecible porque 
es un tiempo de paro predecible (ver 2.24).
Luego aplicamos el razonamiento estándar (consideramos sucesivamente £ simple, no 

negativa, arbitraria). □

Estamos en posición de enunciar y probar la caracterización prometida.

4.29 Teorema. Sea X  =  (A^)teR+ un proceso cadlag. Entonces X  es predecible si y sólo 
si

(i) A X t — 0 c.s. en {T  <  0 0 } para cada T tiempo de paro totalmente inaccesible, y
(ii) X t  es $ T --m ed ib le  sobre {T  <  0 0 } para cada T tiempo de paro predecible.

Demostración. =>: (i) es el contenido del Corolario 4.25.
(ii) se sigue del Lema 4.27; observemos que dicho lema es más general.
<=: (ii) implica que X  es adaptado, si tomamos tiempos de paro deterministas.
Como X  es cadlag adaptado existe por el Corolario 4.24 una sucesión de tiempos de paro 

(Tn) n con cada Tn predecible o totalmente inaccesible y tal que {A X  ^  0} C U[^n] (unión
n

disjunta). Si algún Tn es totalmente inaccesible, entonces

o =  P( { Tn < 0 0 } n { A X Tn ¿  0 })  =  P (n ([rn] n { a x  ¿  o })),

por (i), es decir [Tn] f l { ^ ^  í  0} es evanescente.
Sea T‘n =  (Tn)¿  con A  =  {Tn <  0 0 } f ) {A A jn ^  0} entonces T'n =  + 0 0  c.s., por lo tanto T'n 

es predecible y { A X  ^  0} fl [Tn] =  [Tn] , luego entonces si reemplazamos Tn por Tn podemos 
suponer que todo tiempo de paro en la sucesión es predecible.
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Como las gráficas permanecen ajenas, podemos escribir:

X, = X,- + '£ & X t„ l[T„i(í).
n

(X t_)t€R+ es predecible pues es adaptado cag, cada l[y„] es predecible, pues [Tn] £ V. 
Por (ii) -^t„1 {t„<oo} es jj^ .-m edible lo que implica AAx„l{x„<oo} es ^Tn-'mecbMe (observe 
que { Tn <  0 0 } € £x„-)-

En efecto, sea (Sn,m)m una sucesión de tiempos de paro que predicen a Tn, entonces:

X r  — ~  lim Xgm —►oo n’

el cual es =  5:x„--uiedible. Pero

A X t„ 1[T„] =  ^^T„l[T„,oo[l[r„] =  (A X xnl{xn<00})l[xn,oo[l[T„]

que es un proceso predecible por el Lema 4.27. En consecuencia X  =  (X í)í6r+ es predecible 
como la suma, posiblemente infinita, de procesos predecibles. □

Como una aplicación de este teorema demostraremos una propiedad interesante de las 
martingalas. Vamos a necesitar un lema sencillo.

4.30 Lem a. Sea £ una variable aleatoria integrable. Denotemos por M  =  (Mt)<eR+ a la 
versión cadlag de la martingala (£(^|5:t))í6R+. Entonces para todo tiempo de paro predecible 
T se tiene M j-  =  -E ^lííx-)-

D em ostración . Sea (Tn) una sucesión de tiempos de paro que predicen a T. Por el teorema 
clásico de convergencia de martingalas, se tiene que Mxn =  —1- -£'(£|3:x - )  c .s . y  en
L1 (ver Apéndice D, Teorema D.10; recordemos que St-  =  ^(Unííxn) por 2.14(c)).

Por otro lado, lim M jn(w) =  Mx_(w), así pues: M j_ =  ü ^ lt íx -)-  □

4.31 P roposición . Sea M  una martingala predecible (versión cadlag) entonces M es con
tinua (módulo indistinguibilidad).

D em ostración . Probaremos que el proceso predecible A M  =  M  — M_ es indistinguible 
del proceso 0. Por el Teorema 4.16 basta probar que para todo tiempo de paro acotado 
predecible T, se tiene que A M j  =  M j — Mt-  es igual a 0 c.s. Pero Mx — Mx_ es {Jx-* 
medible (por el Teorema 4.29), así pues basta probar que E{ ( Mj  — =  0 para todo
A £ St- -
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Primero notemos que Mt y M j-  son integrables por ser T  acotado. Sea, por ejemplo, 
T < a. El Lema 4.30 (con (  =  Ma) implica que Mt-  =  E(Ma[$T-)-, entonces:

E ( M t 1a ) =  E (E (M a\3T)lA ) =  E (E (E {M a\dr)lA\dT-)) 
=  E (E {M a\3T- ) l A ) =  E{ MT- 1 a),

lo cual prueba la proposición. □
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Capítulo 5

C uasimart ingalas

En este capítulo investigaremos una clase de procesos, llamados cuasimartingalas, que con
tiene a martingalas, supermartingalas y submartingalas. A cada cuasimartingala le corres
ponde una medida finitamente aditiva sobre el anillo de los conjuntos predecibles de una 
forma especial. El resultado más importante de este capítulo es el Teorema 5.23, el cual nos 
dice cuándo podemos extender esta medida a una medida cr-aditiva. Esta medida extendida 
se llama medida de Doléans y jugará un papel fundamental en los capítulos posteriores.

Como siempre suponemos la Hipótesis 2.15 pero esta vez, además de nuestro conjunto 
de los tiempos R+ fijemos un conjunto

7 C R + U {oo } tal que inf 7 C 7.

Claramente, en particular puede ser I =  R+ . Vamos a considerar procesos (X t)tej con el 
conjunto de tiempos 7.

Tomando en cuenta que la noción de cuasimartingala no es tan conocida como la de 
martingala, vamos a investigarla un poco más detalladamente y por eso queremos incluir 
también el caso del tiempo discreto y además los casos 7 =  R + (=  R+ U oo) y I =  [0,a], 

Tiene sentido decir que el proceso (X t)tel es adaptado si convenimos, como siempre, que 
3oo =  cr(UteiR+5:t).

5.1 D efin ición , (a) Un subconjunto de R + x Í1 se llama rectángulo predecible si tiene la 
forma

]s,t] x F, donde s ,í € 7, F  € 

o bien [0, inf 7] x F, F  € íío-
A la clase de todos los rectángulos predecibles la vamos a denotar por 7Z¡.

59
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(b) Por A i  denotamos el anillo generado por 7Z¡.

5.2 O bservación, (a) Cada elemento de A ¡ se puede expresar como la unión finita y ajena 
de elementos de 7Z¡ porque la intersección de los elementos de 7 está en 7Z¡.

(b) Si sup /  g  /  entonces [0 ,s u p / [ x f 2 0 A i, por lo tanto tenemos un anillo y no un 
álgebra. Sin embargo, para cada t E /  se tiene [0,¿] x íí € A i , ya que

[0, ¿] x fí =  ([0, inf /]  x íl) U (] inf I, ¿] x Q).

5.3 D efin ición . Sea X  =  {X t)te^+ un proceso integrable (es decir £|Xt| < oo para cada 
i E /)• La medidaj l e  Follmerj isociada a X  es la medida finitamente aditiva Xx, definida 
sobre A ¡ , tal que

Ax (]M ] x f )  =  E ((X t -  X a) l F) si s ,t E I, s < t ,  F  E d s, y 
Ax ( [ 0 , in f / ]x F )  =  0 , F E  do-

Por la observación anterior es claro que Xx está bien definida y de manera única sobre
Ai.

5.4 D efin ición , (a) Si A E A ¡  se define la variación de A* en A como

|A*I04) =  sup{^|A*(,4¿)|}
t

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas {v4¿} de A por elementos 
de A i (ó de R¡).

(b) Se definen A j y A^ de modo natural: A E A ¡,

A* M ) =  1 / 2 (I^a-|M) +  A*(^))>
Ax (^ )  =  1 / 2 (|Ajy |(̂ 4) -  A x (/ 1 )).

5.5 O bservación, (a) |A*| es finitamente aditiva: si A ,B  E A ¡ , A D B =  0, se tiene:

SUP(!C  lA* ( ^ ) l )  +  s u p (£  lA^Í^-)!)
* j

=  supC C lA *M 0 l +  £|A;r(5¿)|),
* 3

pues {A ,} , {B j}  es una partición de A l)B  y toda partición finita de A U B  se puede separar 
en una partición finita de A y otra de B.
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= E(¿2(E((X,„, -  X,,)l{K,>„)|ff«.) -B ((X ,m -  

=  Y1(E(X,,„ - X,t) l {r.>0} -  E (X ^ , - X(¡)1W<0))
t

=  $^(Ax(]í,-,t;+i] x {Yi >  0}) — Ax(]í¿,í,+i] x { Yi <  0}) 
*

<  M{[o , t ]  x ü )

ya que

[0,inf I } X íl, { ] í i , í i+i] x {F¿ > 0 } } ; j ,  {]<,-,<¿+1] x {K  < 0 } } ; j

es una partición finita de [0,í] x f l cuyos elementos están en IZi y Ax([0,inf7] x íl) =  0 .
Como por hipótesis |Ajr|([0,l] x Í2) <  oo concluimos que (5.1) se cumple, para cada t £ 1.

Recíprocamente, fijemos t y consideremos una partición finita de ]t0, <] x íl compuesta 
por rectángulos predecibles {A ,}”=1, Ai 6  7Zj, i =  1 Pasando a una partición más
fina (lo cual sólo agranda a la suma £Z |A;t(A,)|) podemos suponer que la partición tiene la 
forma:

Áj — ]í,', tj+i] x B j , j  — 1 , 2 , . . . ,  i =  0 , 1 , . . . ,  n. 1 ,

donde inf I  =  t0 < U <  • • • <  tn =  t y para cada i 6  { 0 ,1 , . . . ,  n — 1} fijo, {B\, B '2, . . .  Blm¡}
es una partición de íl tal que Bj 6  5 t., j  =  1 ,2 ,. . .  ,m n. Para esta partición se tiene:

£2
» 3

* i
< E £ £ ( | 1 S;£ ( ( * , .+, - * li)|5«,)|)

> 3

=  £ ( £ £ i b ;|£((*..+,
« i

=  £ ( £ | £ ( ( * > . - > .  —  X « , ) I 3 « , ) I )

puesto que JZi 1  b' — 1 -
Esta desigualdad y la hipótesis (5.1) muestran que (X t)tei es una cuasimartingala. □

5.9 C orolario. Si (X t)t£i es cuasimartingala entonces (|Xt|)t€; también lo es.
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donde
m—1

í 7 ( t )  =  £ ( £ £ ( X 1. - X t,+ , | 3 ‘. ) + I3 < ) .  '
t= 0

m—X
K2(r) =  • E ( E £ ,( * 1. - A \ , + , | 3 , , ) - | 3 , ) -

t= 0

La clase de las particiones de [ f , f ]  es parcialmente ordenada con el orden natural (ser 
más fina que) y es filtrante creciente.

Vamos a demostrar que si r  <  a entonces V^(t ) <  Y*((t) y Yt2(r) <  Y 2(a) (estas 
desigualdades se cumplen c.s.).

Basta suponer que a tiene la forma siguiente: a se obtiene de r añadiendo un punto, 

a : t =  t0 < - - - < t i < s <  ti + 1  <  • • • < tm =  <*;

y basta demostar que

E{E(Xt¡ - X „ +1|S,.)+I3«)<
E(E(X,, -  X,|S,,)+|3<) + E(E(X,  -  X,,+1|3,)+|3,). ( 5 -2 )

Sea A  =  X„ — X t.+1. Usando la desigualdad de Jensen tenemos:

£((£(A !3,))+|3,) = £(E(£(A |3.)+I5.i)|5.)
> £((£(£(A|3,)|3,,)+I3<) = £((£(A|3,,))+|3,)
= E((E((Xt, -  Xt, J -  (Xt¡ -  X.))|3,.)+|3,)
> E(((E(X,. -  X ll+, |3,,))+ -  (E(Xt, -  X,|3 i,))+)|3i)

(en la última desigualdad se usó que (a — 6 )+ >  a+ — b+ si a, b £ R). Por lo tanto (5.2) se 
cumple.

Tenemos así que para cada sucesión creciente (rn)n de particiones del intervalo [f,f*]:
(i) (Vi1 (rn))n6N es una sucesión creciente de variables aleatorias.

(ii) supt E (Y *(t )) <  |A_y |(]f,f*] x íl) <  oo (hipótesis, ver la demostración de la Proposición 
5.8).

De (i) y (ii) se concluye que (Vi1 (rn))neN converge c.s. y en i 1  a una variable aleatoria 
Y E Ll (que depende de (rn)n).

Como consecuencia de lo anterior podemos afirmar que (V̂ 1 (r ))T converge según el filtro 
de las particiones a una (única) v.a. Y(1  en Lx (si esto no fuera cierto, existiría t >  0  y una

www.rcin.org.pl



65

sucesión creciente de particiones (<rn)n de para la cual ||î 1 ((Tn) — > e).
Además =  esssupT Y ¿ ( t ).

Análogamente se muestra que (y ’í2 (r ) )T converge a una variable aleatoria Y 2 en L 1  y 
Yt2 =  ess supT Y 2(t).

Ahora veremos que X t =  Ytl — Yt2 y que (i/í1)í6/, (Y 2) t̂ ¡ son supermartingalas. 
Denotemos por el conjunto de las particiones del [í, í*] formadas con elementos de

7. Para cada t  £ r[í,í*] tenemos

X t =  Yt'(r )  -  Yt2(r), í £ 7.

Sean (r¿)n una sucesión creciente en r[í,C ] tal que lim ^oo Y^{t '̂ ) =  Y* c.s. y (r ” )n otra 
sucesión creciente en r[/,í*] tal que limn_>oo Y 2(rn) =  Y 2 c.s.

Tomando rn =  rn V rn , tenemos

Jim K), (rn) =  yiI y Jta Yt2(u ) =  Y?,

por lo tanto
x t = üm (Y7K) -  r t2 (rn)) = y;1 -  y?.

Mostremos que (yj1)^ / es una supermartingala: sea s < t, s ,t  £ I . Si r  € T[í,t*] entonces 
t  U {s} €  r [ s , r ]  y

¿ (t fO O lS .)  <  u { * } ) < ! ?  C.s.

Pasando al límite con r € T [t,r] y usando que la convergencia es en L 1  obtenemos que
£ ( W * )  < n 1 c.s.

Lo mismo se hace para (Yt2)t€/.
Observemos que en este primer caso se obtuvieron dos supermartingalas positivas.
2. Supongamos ahora que sup 7 =  ¿* £ 7 pero X t* puede ser ahora no nula. (X t — 

E(Xf\$t))t£i es un nuevo proceso que satisface las condiciones del primer caso. Por lo tanto 
existen (K,1)^ / y (Y 2)tej supermartingalas positivas tales que:

X t -  E {X t. |&) =  y ; 1  -  y;2, para cada t £ 7

de donde Xt =  E (X t*\St) +  Y* — Y 2. Ahora basta observar que (E (X t* ¡3^) +  Y t)tu  es una 
supermartingala pues (E (X f\$t))tei es martingala.

3. Finalmente supongamos que sup 7 =  t* ^ 7. Se toma una sucesión (tn)n fija tal que 
tn € 7, n £ N, t0 =  inf 7 y tn 1 t*.

Si hubiera unicidad en la descomposición sería inmediato. Como no la hay tenemos que 
hacer lo siguiente: el proceso parado X tn =  X tMn es cuasimartingala sobre 7 U {í*} porque

www.rcin.org.pl



66

a partir de tn es constante y en t* la definimos igual a esa constante. Por 2  existen Vn, Z n 
supermartingalas tales que X n =  Vn — Zn. Para t G [ín, ín+1 [ f l /  definamos:

>7 =  K  +  K - 0  +  - -  
y ?  =

Yf y son procesos adaptados. Veamos que son supermartingalas: 
Sean s < t, s ,t  G I. Supongamos que s G [ím, ím+1 [, t €
Si m =  n,

e ( y ¿  -  y t2 | 3 s ) =  E ( v tn+1 -  V 7 + 1 |d s )  <  0 .

Si n >  m, s <  tm + 1 <  tm + 2 < • • • < < „< * ,

+  T C - K : - ,  ) +  ( v - + 1  -  v r +1)

E ( Y , ' - Y ?  1 5 . )  =  E U V ^ - V r ^  +  i V Z X - V Z X )  

+  ■■■ +  (V7‘ +1 -  v , ; + 1 ) | 5 . )  <  o .

Análogamente se muestra para (}^2)te/.
Por último, X t =  Ytl — Y/2, i 6  /  ya que:

y? - v?  =  K  +  i K - x D  +  ' - ’ +  W 1 - * ? : 1)
= Xto +  (Xi i - X to) +  --- +  (Xt - X tn) =  Xt.

□

5.12 O bservación. Si X  =  (X ()ígr+ es una cuasimartingala cad, entonces tiene una des- 
composición de la forma X  =  Y  — Y , donde Y , Y  son supermartingalas cad.

En efecto, si V 1 y Y 2 son supermartingalas tales que X  =  Y 1 — Y 2, entonces definimos

{lim Y } , si el límite existe, s

.6®
0 , si no existe .

V 1 es una supermartingala con respecto a la filtración (&+)*£r + (Apéndice D, Teorema 
D.12), la cual en nuestro caso es igual a (í?¿)teR+.

Análogamente definimos Y 2. Es claro que K 1 y Y 2 tienen las propiedades deseadas.

Quizás vale la pena investigar qué forma tienen unos teoremas clásicos sobre (super)mar- 
tingalas extendidos a cuasimartingalas. El teorema de muestreo opcional de Doob tiene la 
forma siguiente.
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5.13 P roposición . Sean I  C K+ y (X t)tei un proceso integrable. Para todos los tiempos de 
paro S, T, S <  T que toman sus valores en un subconjunto finito de 1 se tiene ]S, TI G A i 
y \X (]S,T\) =  E (X t -  X s ).

D em ostración . Sean < 0 <  ti <  • ■ • <  tn los valores que toman S y T . Como ]5, T] = 
]í0 ,T] — y E (X t -  X s)  =  E (X t — X to) — E (X S -  X to), basta mostrar que para ]<0 ,T] 
se cumple el resultado. Tenemos

]t0 ,T] =  ( j { { t ,u )  : t 0 < t  < U  y T(u>) =  U}
»=i

= LJ Ú {(¿>w) : < * < t j  y t {u) = i*}
i= ij=i

=  Ü  L K ^ ) : < t ^ ti y T (w) =  <•■}
j= i t=j 

3 = 1

=  x € -A/
3 = 1

ya que Fj :=  {t ,_ i <  T } G 3 4j_i - Además

A j r ( ] t 0 , r ] )  =  ¿  í (x,, -  x,,.,)dP = ttL, -  x,,.,)<tP
j=lJiT>t)> j=U=jJV =t>>

=  /  (X i i - X to)d P +  [  [(X t2- X h ) +  (X t l - X t0)]dP
J{T=h} J{T=h}

+  •••+ /  [ ( * ! „ - * * „ _ . ) +  ••• +  (* ! , - ^ 0)]¿PJ{T=tn}

=  ¿  /  X u dP -  f XodP =  E ( X t -  xt0).

□

Ahora mostraremos la desigualdad maximal para cuasimartingalas.
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5.14 Teorem a. Sea I  C R+ tal que a =  inf I  G I  y fe — sup /  G I. Si (X t)tel es una 
cuasimartingala continua por la derecha entonces para cada a >  0  se tiene

P (A a)< - (X ~ x ( } a ,b ] x ü )+  [  X bdP ),
a JAa

donde Aa =  {supt6 /Xt > a } .

D em ostración . Basta ver que para cualquier subconjunto finito F  C / ,  a, fe € F, se cumple

P (B f ) <  -(A * (]a , fe] x íl) +  /  X» dP ),
a Jbf

donde Bp =  {maxtejrX t > a } .
Sean F  =  {a =  t0, t j , . . .  , tm =  fe} C I, A0 =  {X 0 > a }  y An =  {X tn > a, maxj0<tj<tn X t} 

<  a } , n =  1 , 2 , . . . ,  m.
Es claro que A n fl Aj =  0 si n ^  j  y que Bp =  U™_0 i4n. Por lo tanto

m m i -

P(Bf ) = Y .P { A « ) < Y . -  L  X,.dP.
n = 0  n = 0  a JAn

Además (]tn, fe] x An) G A i, n =  0 ,1 , . . . ,  m y

Ax (]tn, fe] X An) =  F [(X fc -  X ín) l ¿ J  =  /  X bd P -  (  X in dP.
JAn JAn

Por lo tanto,
1 m r

P {B f ) <  — &] x An) +  /  X bdP)
a Ja»
1 m 1  /•

<  i ( E M ¿ n , i ] x A n)]-) +  - í  A bdF

<  — Av(]a,fe] x íl) +  — í  X bdP.
a  a  Jbf

□

Se recomienda al lector deducir de este teorema las desigualdades maximales clásicas 
para supermartingalas y submartingalas (Apéndice D, Teorema D .6  y Corolario D.7).

He aquí dos teoremas de convergencia casi segura. No los vamos a demostrar porque 
no los vamos a usar. Las demostraciones son completamente análogas a las pruebas de los 
hechos correspondientes para supermartingalas (ver e.g. [3] para el caso de martingalas y 
[15] para cuasimartingalas).
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5.15 Teorem a (C onvergencia  c .s .). Sea (X n)n6N un proceso adaptado integrable tal que

OO

'E E (\ E (X W -X „ \ 3 „ )\ )< o o  y su pE (X ~ ) < oo.
n = l n

Entonces (A n)n6N converge casi seguramente a una variable aleatoria integrable.

OO
Observación. La condición J2 E{\E(Xn+\ — Anl^n)!) <  oo es equivalente a

7 1 = 1

sup |Ax|(]0, n] x íl) <  oo.
n

El teorema para el caso continuo es el siguiente:

5.16 Teorem a. Sea (At)<gR+ un proceso adaptado e integrable tal que

sup |Ax|(]0 ,í] x fl) <  oo y sup E (X fi) <  oo,
t t

entonces X t converge casi seguramente a una variable aleatoria integrable cuando t tiende a 
+oo.

Del teorema de Rao obtenemos inmediatamente el siguiente teorema de regularización 
para cuasimartingalas.

5.17 Teorema^1). Si (X t)tgR+ es cuasimartingala entonces el proceso definido por

T t(uj) =  <

lim si existe
*€9t+

0 , si no existe

es cuasimartingala cad.

D em ostración . Usar el teorema de descomposición de Rao y el teorema correspondiente 
para supermartingalas (Apéndice D, Teorema D.12). □

(^Obsérvese que en este capítulo (con una única excepción de la Observación 5.12) todavía no hemos 
usado la suposición de que la filtración satisface las condiciones usuales. Todo se cumple para una filtración 
arbitraria.
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O bservación. Análogamente como en el caso de una supermartingala, si no suponemos que 
la filtración sea continua por la derecha obtenemos que X  es cuasimartingala con respecto 
a (\?t+)teK+•

Pasemos ahora al problema más importante para nosotros en este capítulo: el problema 
de la existencia de una extensión de la medida de Fóllmer a una cr-álgebra adecuada.

Antes de formular el teorema correspondiente daremos unas definiciones.

N otación .

Ti =  el conjunto de todos los tiempos de paro con valores en / ,
T ¡  =  {T  G Ti : T  toma un número finito de valores }.

5.18 D efin ición . Sea (X t)teR+ o (A t̂)íeg+ un proceso y sea I  C K.+ o I  C R+. Decimos 
que X  pertenece a la clase D sobre I  si y sólo si la familia { X j  : T G T¡} es uniformemente 
integrable.

Además decimos que X  pertenece a la clase DL  si y sólo si pertenece a D  sobre [0,a] 
para todo a  > 0  y finito.

Para entender mejor el teorema de extensión veamos algunos ejemplos de elementos de 
estas clases.

5.19 E jem plos, (a) Sea X  una submartingala continua por la derecha y no negativa, en
tonces X  G DL.
Demostración. Sea a  >  0 finito, entonces para todo T  G 7[o,a] tenemos que si A =  { X j  >  r },

/  X T dP <  í  X a dP,
Ja Ja

ya que A G $ t y X  es submartingala.
Por otro lado, tenemos que

P (X T > r ) <  P{suVX t > r ) <  - E ( X a).
tea r

De donde obtenemos
sup P (X t > r) —► 0  si r —► oo.

Te7 Í0,a]
(b) Toda martingala (AT()í€r+ continua por la derecha, pertenece a la clase DL.
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En efecto, para todo tiempo de paro T <  a , tenemos por el teorema de muestreo opcional 
que X j  =  E (X a ¡$t ) P°r 1° que X  €  DL.

(c) Toda martingala (A¿)íe]R+ continua por la derecha y uniformemente integrable (o, 
que es lo mismo, toda martingala (^<)í6 r+ cad) pertenece a la clase D. En efecto, tenemos 
X ?  =  E (X 00\!St )  para cada T tiempo de paro, por lo que X  E D.

(d) Si (An)neN es supermartingala uniformemente integrable, entonces X  G D  sobre 
{ 1 , 2 ,. . . ,+ o o } .

En efecto, sabemos que (X n)n converge c.s. y en I 1 a una variable aleatoria X ^  tal que 
X n >  jE(Xoo|5n) 5 para n € N. Como (E (X 0 0 |3:n))n es martingala de la clase D, entonces al 
reemplazar X n por X n — £ '(X 0 0 |3:n) podemos suponer que X n >  0, n 6  N y X n —»■ 0 c.s. y 
en X1. Por hipótesis sup^g^  < oo, entonces basta probar que para
cada e > 0 existe 8 >  0 tal que JA X jd P  <  c para todo evento A con P (Á ) < 8  y todo 
tiempo de paro T.

Fijemos e >  0; existen n € N y 8 >  0 tales que E X n <  e/2 y JA XkdP <  e/2n para 
l  =  l , . . . , n y  -P(^4) <  d. Si T  es un tiempo de paro arbitrario y P {A ) < 8 entonces

í  X rdP  =  í  XTl{T<n}dP +  í  X t I{T>n)dP
JA JA JA

<  ¿  /  X kdP +  /  X n n d P

<  77 +  í  X ndP < f  
2 J{T>n)

para obtener la penúltima desigualdad hemos usado el teorema de muestreo opcional (Apéndice 
D, Teorema D.3).

En el ejemplo que sigue veremos que la aseveración que acabamos de probar (para el 
tiempo discreto) no es cierta en el caso de tiempo continuo.

(e) Sea (VFt)íe]R+ el proceso de Wiener en R 3  que parte de un punto x distinto de 0.
Sea h(y) =  l/\y\ la función superarmónica fundamental. Entonces el proceso h(Wt) =  X t

es una supermartingala positiva con trayectorias continuas (este hecho, bien conocido, se 
sigue por ejemplo de 1 1 . 8  y 11.9(c)).

Como |Wt| —► oo c.s. cuando t —> oo, entonces X t —*• 0 c.s y en Ll cuando t —► oo. 
Definamos X <*> =  0. La función t X t, como mapeo de [0,oo] en X 1  es continua, 

entonces el proceso
X  =  T O leI +

es uniformemente integrable. Probaremos que X  £ D.
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Sea Tn =  in f{í : X t >  n} =  inf{t : |VEt| <  1 /n }. Sea r >  O y n > r, entonces 

[  X Tn dP =  n P (X Tn >  r) =  nP(Tn <  oo).
J{XTn>r}

Por otro lado, de las propiedades bien conocidas del proceso de Wiener en R 3  (ver e.g. 
[19, Ch. 3, Proposition 1 .6 ] se sigue que

P(Tn <  oo) =  {  . S! ¡X¡ -K '  1  l/(n|x|), si |x| > 1 /n ,

entonces
/  X TndP =  n/(n|i|) =  l/|x|.

J{XTn>r}

Por lo que se mantiene constante para toda n >  r, de donde {A jn} n no es uniformemente 
integrable, por lo tanto X  no pertenece a la clase D. □

5.20 N otación . Sea a >  0.

Va =  la clase de subconjuntos predecibles de [0 , a] x fí.

A veces vamos a escribir (de manera no completamente rigurosa): Va =  V  fl ([0,a] x íl).

5.21 Lema. Sea (A /)í6 r+ una cuasimartingala y a >  0. Entonces Xx tiene extensión a- 
aditiva a Va si |Ax | la tiene.

D em ostración . Supongamos que A* tiene extensión cr-aditiva. Entonces para cada A € Va 
existe An G >t[o,a] tal que

|A*|(AA An) -*  0 si n —> oo.

Entonces ^

|Ax(An) — Ax(Am)| <  \Xx{An — Am)\-f |A*(Am — An)\
< \Xx\{An — Am) +  \Xx\{Am — An)
=  l-^xK^n A Am),

de donde |Ax(An) — Ajr(Am)| —* 0 cuando n,m  —* oo. Es decir (A_y(An))n es convergente. 
Definamos A^(A) =  lim Ax(An) y de esta manera obtenemos la extensión deseada (ejerci
cio). □
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5.22 O bservación. Un argumento idéntico muestra que si |Axj tiene una extensión a una 
medida <7 -aditiva y finita sobre V  entonces \x  también la tiene.

5.23 Teorem a. Sea X  — (A^)í6 K+ una cuasimartingala continua por la derecha. Fijemos 
a >  0. Son equivalentes:

(a) |Ajf | tiene extensión a-aditiva a Va.
(bj X  £ D sobre [0,a].
(c) {X t • T £ ‘7[oa]} es uniformemente integrable.

D em ostración . Obviamente (b) => (c).
(c) => (a): Sabemos que |Ajf | es una medida positiva finitamente aditiva en -4[o,a] 

(Definición 5.1) que es una álgebra de subconjuntos de [0, a] XÍ1 y además que cr(.A[o,a]) =  Va. 
Lo que necesitamos probar es que dada una sucesión (An)n6N con An £ A[o,a]> n =  1 , 2 , . . .  
y An ]. 0 se cumple que lim lA^KA^) =  0. Lo haremos en tres pasos.

TV

1. Primero probaremos que basta considerar los A „ ’s de una forma especial. A saber, 
basta demostrar:

(i) Si An = ]s,¿nl x Í2, tn | s, entonces lim|A*|(An) =  0 ytnis
(ii) Si Hn £ 5 a, Hn | 0, entonces

sup{|Ax|(A) : A  C [0,a] x Hn, A £ .Ajo,Q]} i  0 si n -*  oo

(nótese que [0 , o] x Hn en general no pertenece a .Ajo,a]).
En efecto, supongamos que (i),(ii) se cumplen. Definamos

clase de todas las uniones finitas de conjuntos de la 

forma [s, f] x F, F  £ s <  t < a  y {0 } x F, F  £ do

y sean A =  ]s ,t ]x  F , C =  [s +  l/ra,í] x F, B  =  ]s-J-l/n ,f] x F  con F £ $ s y s  +  l / n < t < a .  
Es claro que A D C  D B, C £ C y A — B = ]s ,s  +  1/n] x  F.

Si (i) vale entonces

0 <  |A*|(]s,s +  1/n] x f ) <  |A^|(]3 , 5  +  1 /n] x f i ) - >  0

cuando n oo. Así tendríamos la siguiente propiedad:
(I) Para cada A £ .Ajo,a] y t >  0 existen C £ C, B £ .Ajo,a] tales que A D C D B y 

\\X \ ( A - B ) < e .
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(Esta propiedad es obvia si A =  {0 } x F  con F  E 5o pues entonces A — C — B ).
Ahora supongamos que existe una sucesión An El 4̂[o,c«p An | 0  tal que |Ax|(An) no 

converge a 0. Como se trata de una sucesión decreciente de términos positivos esto se 
traduce a:

> 0 tal que |Â -|(An) > ó  Vn 6  N.

Apliquemos (I) a cada An tomando =  (8/2 )l/2 n: tenemos Cn E  C y Bn E  A[0 ,a] tales 
que An Z) Cn E) Bn, |A_y|(An Bn ĵ <c. tn-

Para tener las sucesiones (Cn)n y (Bn)n decrecientes se toma C* =  C\ fl C2 f l . . .  fl Cn y 
B l =  B x n B2 n . . .  n Bn, y es claro que An D C\ D B\, n =  1 ,2 , .. . y C\ E  C, Bn E  A [0ta], 
C* 1 0, j  0, puesto que por la suposición An J. 0.

j = l  3 = 1  3 = 1

<  ¿ ( £ / 2 ) l / 2 '  <  6/2. 
j = 1

Para cada lo E O, fijo, sea C „(lo) =  w-sección de es decir,

C ' »  =  { * € [ 0 ,a ] : (< ,W)e C ?» }.

C7¿(u;) es compacto por ser unión finita de intervalos cerrados y acotados. Además C^(lo) | 0, 
porque C* | 0. Esto muestra que:

(II) Para cada lo E  fl existe Nq{lo) E  N tal que C*(lo) =  0 si n >  Nq(lo).
Ahora definamos Hn =  { lo E  f l : Cl{<o) 0} (=  proyección de C * sobre Í2). Por (II) se 

tiene: para cada lo 6  fl existe No(co) E  N tal que lo ^ Hn si n > N o( lo) .  Así Hn tiene las 
siguientes propiedades: Hn E  5 a para cada n, Hn | 0, y B\ C Cl C [0, a] x Hn para cada 
n E  N. Si (ii) vale, podemos concluir que |Ax¡(B*) i  0 cuando n —* oo. Pero

í /2  >  lA^K/U -  B'J =  |AX |(A.) -  |At |(B¿) >  S -  lA^I(Bi),

lo cual es una contradicción.
Con esto hemos mostrado que (i) y (ii) implican el resultado.
2. Basta mostrar

(i') lim A jr (]M ]x F ) =  0, F  E  5 S- u»
(ii') Si Hn E  5a, Hn 1 0 entonces

suP{|Ajr()s,r])| :S,T€ r ¿ o], s < c ]o,«] x h=] i o.
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(Recordemos que por la Proposición 5.13 ]5, T] £ ^[o,a] si S,T £ 7[o,c«] Por 1° tanto 
A*(]S, T}) está bien definido).

En efecto, veremos que (i') y (ii') implican (i) y (ii): para e fijo arbitrario, sea f? i , . . . ,  Rk 
una partición de [0 , ct] x íí compuesta de rectángulos predecibles tal que

|Ajr|([0,a] x íí) >  ¿  ^ (7 ^ )1  >  |A*|([0,«] x íí) -  e. (5.3)
»=i

Entonces, para cada A £ .4[o,a] tenemos además

|Ajr|(A) >  ¿  |AX{R¡ n A)| >  \\X \(A) -  e. (5.4)
t=i

En efecto, supongamos que existe A  € 4̂[o,«] tal que

t=l

Como \Xx{RiC\Ac )\ <  |A;f|(.Ac ) se tendría

¿ M ^ O I  <  ¿[| A jt( / 2,- n A)| +  \\x {Ri n Ac )|]

< |Ajc(([0, or] X íí) -  e

lo que contradice a (5.3).
Aplicando (5.4) al conjunto A =  ]s,íj x F, F  £ 3 ,  tenemos:

|Ajr|()3,i] x F ) < ¿| A x (^ n )s,il x F)| + e.
t= l

El conjunto i^n ]s,t] x F, es de la forma ]u,t>] x G con G £ Además si t | s entonces 
v l  u.

Por (i'), tenemos que |Ax(R¿H]s,t] x F)| —* 0 si t j  s. Por lo tanto 

0  <  lim sup \Xx |(]$, í] x F ) <  e

y como e es arbitrario, obtenemos limq, |Ax|(],s,f] x F) =  0, y por lo tanto (i) se cumple.
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Veamos ahora (ii): primero demostraremos que si A C [0,o:] x Hn, A £ -4[0,a] entonces 
existen S,T  € ĵo.a] tales que S <  T y

A C ]5 ,T ] U ( { 0 }  x  F ) C [0,a] x  t f n, (5.5)
donde F € So- 

En efecto, m m
A =  ( {0 } x F0) U (J ]uí, ví] x Fi g 1J C

* '= 1 « = 0

y se puede suponer que 0  <  U\ <  u2 <  • • • <  um <  a.
Ahora definamos T =  a  y

{0 , si u; € F0

ut-, si w e e; -  (F0 u ••• u f ,_i ) 
a , si u g  U Fi.

i=0

S es un tiempo de paro:

{ 5  =  u,} =  U  iFi - ( f o U - ü  Fj-t)) € S»,
{j:u,=u,}

m

{S  = c )  = (U F , f  € S.m c  s„.
«=0

Es claro, que ]S,T] C [0,a] x Hn. Veamos ahora que A c ]^ ,  T] U ({0 } x Eo): sean (t,u>) € 
x Fi y k =  m in{j : u  € F j}. S(u>) =  uk <  Ui (por la definición de S). Entonces

T (u) =  a > t > u ¡ > u k =  S(u>)

o sea, (t,uj) g]5 ,T]. Queda así demostrado (5.5).
En consecuencia tenemos

sup{|Ajr|(i4) : A c  [0,a] x Hn, A e 4̂[0̂ »]}

<  sup{|A* |(]S,r|) : S ,T  e  S < T ,  ]S,T] C [0 .a ] x # „ }

< »«p{¿|Aí(Jtin]S,r])| + £:5,7’e7¡0/i<,1, S < T ,  ]J,T]c [0,o] x «.) (5.6)
« = 1

La primera desigualdad se obtiene de (5.5) y la segunda de (5.4).
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]£7p, V£j donde

Ul

Vi

iiTi] con SiiTi

«»» si u e F,
Oí si C0 i F

Vil si ÜJ € F,
Oí si u> i F

S; =II V s,
Por lo anterior se puede aplicar (ii') al lado derecho de (5.6) y obtenemos:

JimjSup{|A.x-|(A) : A C [0, ct] x Hn, A € .4[o,a]} <  e,

de donde se sigue (ii) ya que e es arbitrario.
3. Por último mostraremos (i') y (ii').
(i'): |A*|(]s,í] x F ) =  JF(X t — X 3)dP  —► 0  si t i  s porque X  es cad y es

uniformemente integrable por hipótesis.
(ii'): Sean Hn € Sai Hn j  0 (fijos). Para todos S,T  6  ^[oa] tales que S <  T  y 

]S,T) C [0 , ct] x Hn, tenemos por la Proposición 5.13

M ]S ,r])|  = IE ( X t  -  *s)| = | /  (XT -  Xs)dP\J Hn

porque X F =  X s  en H%.

Pero {X ^ T c r f

\ f  (X T - X s )dP\ <  í  \XT\ d P + í  \Xs \dP
J Hn «A Hn •'Hn

<  2 sup f  \Xj\dP.
'TC.'Tf JHn

es uniformemente integrable y por hipótesis Hn [  0. Por lo tanto

limsup sup |Ax(]5,T])| < lim 2  sup í  \Xr\dP =  0.
n—oo ]S,T]c[0,a]xHn n ~ * ° °  T ^ f f  J H "

S’T^ ¿ a] I0'a]

Así hemos mostrado que (c) implica (a).
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(a) =£■ (b): Supongamos que |Ax| tiene extensión <r-aditiva. Queremos probar

sup /  \Xt \dP —> 0 si n —► oo.
T67ío,a] J{\XT\>n}

Para cada T £ 7[o,a] tenemos

/  \XT\ d P < In(T) +  nn(T),
J{\Xr\>n)

donde

/ n ( T ) = /  , |XT - £ ( X a|$T)|á¿’, M n { T ) = f  \E(Xa\3T)\dP.
J{\XT\>n}

La segunda integral es más fácil:

sup En(T ) <  sup í  E(\Xa\\dT)dP =  sup /  \Xa\dP
TgTfo.a] Te7j0ja] J{\XT\>n} T&Tl0ia] J{\XT\>n}

<-L{ SUPt<Q l^<l>n }
\Xa\dP —> 0 si n —> oo.

La igualdad se sigue claramente del hecho de que {|AV| > n } £ S?, y la convergencia a cero 
se cumple porque P-casi cada trayectoria de X  es acotada en [0,a] (por la Observación 5.12 
es una consecuencia inmediata de la propiedad análoga de supermartingala cad, o bien se la 
puede deducir también de la desigualdad maximal 5.14^2̂ ).

Para transformar a In{T) definamos el tiempo de paro Tn := T’dxv^n} A a. Se tiene 
$T C 5 t„ porque T < Tn, por lo tanto

ln(T) =  £ (| £ ( l {|Xrl>„ , ( ^ r -J f„ )| 5 1.)|) =  i;(|£:(JfT. - ^ 1,|5J.)|)
=  B ( \ E ( E ( X t .  -  ^„|5j-.)|3t )I) <  E (E((\E(XTn -  X„|3T.)l)|3r))
=  E ( \ E { X t .  -  (5-7)

Por otro lado, para cada S £ T[o,a] se tiene

E(\E(Xs - X a¡3s)\) <  |A*|(]S>]) (5.8)

(el lado derecho de la desigualdad esta bien definido porque hemos supuesto que |A_y | tiene 
extensión a Va). En efecto, si S £ y s¿, . . . , Sk son todos los valores de S, entonces

(2)La ventaja de este segundo método consiste en que esto se puede generalizar al caso multidimensional.
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razonando de una manera análoga como en la primera parte de la demostración de la 
Proposición 5.8 obtenemos

E(E(XS -  X„|fo)|) =  ¿ £ ( 1 ,s=„ ) [í ;(A:„ -  ->U5..)|)
* = 1

<  ¿  | A *I(K “ ] X {S  =  * } )  =  |A*K)S,a]).
1 = 1

En el caso general consideramos una sucesión (Sm)m, Sm £ [̂oa] 9 ue $m I S. Como 
$sm I íís y ^ s m —► X s, entonces por el lema de Fatou tenemos

E(\XS -  £(X„|3s)|) <  liminf E(\XSm -  £ (X «|3sJ|)

<  limmf |Ajr|(]5m,a]) =  |Ajr|(]5',a]),

ya que |Ax| es cr-aditiva y (5.8) queda demostrado.
Definamos ahora Un :=  in f{í : |X*j > n) A o . Se tiene Un <  Tn, Un f  a c.s., por lo tanto, 

(5.7) y (5.8) implican
sup l n(T) <  sup |A;r|(]í/n,a ]) -> 0

T̂T[<3,ol\ í’eTjo.a]
si n —► oo, otra vez por cr-aditividad de |Ax |. Lo que termina la demostración del teorema. □ 

Del Lema 5.21, Observación 5.22 y Teorema 5.23 obtenemos inmediatamente

5.24 C orolario. Si (A ))t6 R+ es una cuasimartingala continua por la derecha de la clase DL  
entonces \x tiene extensión a-aditiva a Va para cada a >  0 . Si además |Ax|(K.+ x íl) <  oo 
entonces Xx tiene extensión a-aditiva y finita a V .

5.25 D efin ición . La extensión de A* para X  cuasimartingala cad de la clase DL  se llama 
la medida de Doléans asociada a X  y la denotamos también A*.

5.26 O bservación. Si A* > 0 (es decir X  es una submartingala) entonces la medida de 
Doléans está definida sobre todo V  y con valores en R+.

En el caso general está definida sobre Va para cada a >  0.

5.27 C orolario . Sea X  una cuasimartingala cad de la clase D sobre [0,a]. Entonces para 
todos T ,S  € 7ío,a], T <  S se tiene

\x (]T,S]) = E(Xs - X t ).
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D em ostración . T, S son tiempos de paro con valores en [0, or], por lo tanto }T,S] G Va. 
Para demostrar la igualdad basta mostrar que

Ajr(]0,Sl) =  £ ( X s - X „ )

para cualquier S G 7[o,a] porque )T,S] =]0, 5 ]—]0, T].
Sean Tn G tales que Tn [  S. A*(]0 , Tn]) =  E (X t„ — X 0) por la Proposición 5.13. 

Como ]0, Tn] |]0,5] y A* es medida sobre Va, entonces

A*(]0, Tn]) | Xx (]0, S]) si n ► oo.

Por otra parte, E {X jn — Ao) —> E (X $  — A 0) Ya que X jn —► X s  c.s. por ser X  cad 
{^rlreTío.a] es uniformemente integrable. Por lo tanto E (X s  — X 0) =  A^(]0,5']).

>> □
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Capítulo 6

Proyección predecible, proyección 
dual predecible y teorema de Doléans

En este capítulo regresamos a la teoría general de los procesos. A cada proceso medible 
acotado le corresponde un proceso predecible llamado la proyección predecible del proceso 
original. La noción dual es la proyección definida sobre una gran clase de medidas en x íl. 
El resultado más importante de este capítulo es el teorema de Doléans que dice que cada 
medida igual a su proyección se puede representar como la esperanza de la integral de Stieltjes 
con respecto a un proceso predecible.

6 . 1  Teorem a (de la proyección  predecib le ). Sea X  un proceso medible acotado (no ne
cesariamente adaptado), entonces existe un proceso predecible único (módulo indistinguibi- 
lidad) denotado por X v , el cual satisface:

E(Xt1{t<00>)  =  E((Xv)t1{t<oo})

para todo tiempo de paro predecible T.
Llamamos a X v , la proyección predecible de X .

Antes de demostrar este teorema veamos algunas de sus consecuencias inmediatas.

6 . 2  O bservaciones, (a) Si X  es predecible, entonces X v =  X  y por lo tanto (X v )v =  X v .
(b) (a X  +  (3Y)V =  a X v +  PYV, a, 0 € R.

(a) y (b) justifican el término de “proyección predecible” .
(c) Si S es un tiempo de paro totalmente inaccesible, entonces:

(l[S,oo[f =  l]S,oo[ y  (l[S l)T> =  0.

81
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En efecto, para todo tiempo de paro predecible T, se tiene:

-E ílls .ooK ^ l^ oo}) =  P(S  <  T <  oo),

pero P(S  =  T <  oo) =  0 pues 5  es totalmente inaccesible, así pues,

P (S  <  T <  oo) =  P (S  < T <  oo) =  £ ( l ] 5 i00[(T)l{r<oo})-

La segunda igualdad se sigue de la primera y de (b) ya que 1 [5 ] =  l[s)00[ — l]5,oo[- °

Primero obtendremos la proyección predecible del proceso de una forma especial.

6.3 Lem a. Sea Z un proceso predecible y acotado y £ una variable aleatoria acotada; de
notemos por M  la versión cadlag de la martingala (E(£\:5t))tem.+ ■ Entonces {Z ()v =  ZA/_, 
donde M_ =  (M t_ )t6®+ .

D em ostración . ZM _ es claramente predecible porque M_ es caglad adaptado. Por otro 
lado, Zt 1{t<oo} es 3V_-medible (con T tiempo de paro, predecible o no, por 4.27), luego 
entonces, por el Lema 4.30 tenemos

E(Zt£1{t« x>}) E(E(Zt£1{t« x>}\:5t-))
E (Z Tl { T<00yE(£\3T-))
E (Z t 1{t<oo}M t~) 
E( ( Z  M_)7’ l{r<oo})-

□

D em ostración  del Teorem a 6 . 1 . La unicidad es una consecuencia inmediata de la 
Proposición 4.18. Para probar existencia denotemos

K =  { X  : X  es un proceso y X V existe }.

Claramente K- es una clase lineal en virtud de que (aX  -f fiY )7* =  a X T -f 0 Y V.
Sea

A  =  {[s ,í[ x E  : 0  <  s < t, F e  i n 

observemos que A  es un 7r-sistema tal que cr(A) =  F(R+ ) ® por lo tanto para probar que 
X  incluye a todos los procesos acotados medibles, basta comprobar que las condiciones del 
lema de las clases monótonas (L.C.M., 4.26) son satisfechas.
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(i) 1  € fC pues \T =  1 .
(ii) 1  a € fC, para cada A € A ; puesto que es de la forma Z  £ con Z  =  l[s>í[ acotado

predecible y £ =  lp , y por el Lema 6.3 existe ( 1  .
(iii) Sea (X n) una sucesión en K, tal que 0 <  X n j" X  y X  es acotado; probemos que X  € K,. 

Primero observemos que si Y  € X, Y >  0 entonces Y v >  0. En efecto, para cada T
tiempo de paro predecible

E ((K 7>)t 1{t<oo}) =  E(YTl {T<oo}) >  0.

Entonces el conjunto predecible {Y v <  0} es evanescente por el teorema de sección predeci
ble 4.12. Esta propiedad junto con la linealidad de la proyección implican que X^+l >  X% 
si X n+i >  X n y por lo tanto existe lim^oo X%.

Por otro lado, para todo tiempo de paro predecible T,

E {{X n)Tl{T<oo}) =  E{ ( } C ) t 1{t<oo}),

entonces por el teorema de la convergencia monótona concluimos que

E (X t 1{t<oo}) =  X „ ) t 1{t<oc}),

por lo tanto X  £ K. y X v =  lirn^oo X% pues linin-,,*, X% es predecible. □

N ota. Escribiremos X j  en lugar de (X 7>)t , pero no se debe confundir la variable aleatoria 
X j  con el proceso ( Xt )v .

6.4 C orolario. Sea Z un proceso acotado predecible y X  un proceso acotado medible, en
tonces:

( Z X ) V =  zxv.

D em ostración  (esbozo ). Por linealidad basta suponer que Z >  0. Sea

K  =  { X  : X  es un proceso medible acotado y { Z X ) V =  Z X V)

y sea
A  =  {[s ,í[ x F  : 0 <  s < t, F £  # } ;

procediendo como en la prueba del teorema anterior, se concluye que K. incluye todos los 
procesos medibles y acotados. □

De la demostración del Teorema 6.1 obtenemos el siguiente corolario.
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6.5 Corolario. El mapeo X  i—► X ^ tiene las siguientes propiedades:
(i) Es lineal.

(ii) X  >  0 =► X v >  0.
(üi) t X =» x l  t x v .

A continuación damos una interpretación de la proyección predecible:

6.6 Corolario. Sea X  un proceso medible y acotado. Para cada tiempo de paro predecible 
T se tiene

X% =  E {X t \3T- )  c.s. sobre {T  <  oo}.

Demostración. Sea T  un tiempo de paro predecible y A € Entonces es un tiempo 
de paro predecible (por 2.24) y por lo tanto [T4 ] € V. Observemos que l p ^ T )  =  1  ̂
sobre { T  <  0 0 }; aplicando el Corolario 6.4 al proceso acotado predecible Z =  1[ta] y a X  
obtenemos que:

( i M * ) ’  =  1| ta)X t ,
por lo tanto:

í  l{T<oo}A'rdP =  E (l {T<00y lAX T) =  E(1{T« x>}1[ta]{T)Xt)
Ja

=  £ ( l , r < „ } l p - , ] ( r ) X f ) =  /  l (r< »)A -?dP.
JA

Como esto ocurre para cada A € 5 x -  y l{T<oo}^x es ^ --m ed ib le  por el Lema 4.27, obten
emos l{T<oo}^T =  1{T<oo}E {X t \$T-) C.S. □

Nótese que tomando en particular tiempos de paro deterministas obtenemos X f  =  
E {X t\$t. )  c.s.

Ahora introduciremos la noción de dual de la proyección predecible de procesos: la 
proyección predecible de medidas.

6.7  Definición. Sea A C f?(R+ ) <g> i? una sub-cr-álgebra que contiene a los subconjuntos 
evanescentes de R+ x Í2. Sea p: A —* R una medida (con o sin signo). Decimos que p es 
admisible si p(E ) =  0 para todo conjunto evanescente E.

Sea A una cr-álgebra con V  C A C Z?(R+) ® $  y sea p una medida admisible finita sobre 
A (o sobre Ua>o>t D ([0, a] x Í2) y finita para todo a >  O*1)). Para cada proceso acotado

(^Esta formulación no es completamente rigurosa y debe entenderse así: para cada a  >  0, p es una medida 
(posiblemente con signo) a-aditiva y finita sobre la a-álgebra de los subconjuntos de [0, a]xÜ que pertenecen 
a A ■
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medible fijo, consideramos el mapeo (bien definido):

X  i—► / X v dp (ó X h  | X^lroa] dp para cada a  >  0).
JR+xCl J M +xfi

Tomando X  =  1A, A £ 23(R) 0  5  (o A 6  Ua>oB([0,ct]) (g) 3 ), podemos definir una función 
conjuntista pv : 23(R+) ® $  —► R (o pv : Ua>023([0, a]) ® $  —*• R) mediante la fórmula:

l*V(A) =  / « < ,

(o bien
pv (A) =  í  l^ d p  para A £ (J 23([0,a]) <g) #).

^  a >0
Por propiedades ya mencionadas del mapeo X  »—> X v se sigue que pv es una medida, 

sobre fí(R +)®S: (o Ua>o23([0, a ])® # ), además es admisible (pues si E  es evanescente, entonces 
1 # es indistinguible del proceso 0 , lo mismo ocurre con 1 ^, por lo tanto pv (E) =  0).

6 . 8  D efin ición . Llamamos a pv la proyección dual predecible de p.

6.9 P ropiedades. Sea A  una cr-álgebra tal que V  C A  C B(R+) y sea p una medida 
admisible finita sobre A  (o sobre Ua>o A fl ([0,cr]) x Í2 ) y finita sobre AC\ ([0,a]) x Í2) para 
cada a  >  0 ).

(a) Para todo proceso acotado y medible X  se tiene:

/  X d p r  =  [  X v dp
JR+xíi JR+x(l

(o /  Xl\0a]dpv =  /  X v l\0a]dp para cada a >  0). 
m+xn ’ Jr+xü

(b) p =  pv sobre V  (o sobre Va para cada a  > 0 ).
(c) (pv )v =  pT (esta propiedad motiva el término “proyección” ).
(d) Sea T  un tiempo de paro predecible y definamos

pT{A) =  E { [  l A( t ,u )d l [TM), A £ B { R + ) ® & 2)
J ]0,oo[

entonces píj — px  (nótese que px  está definida sobre todo 23 (R+) <8 > 5).

/  es una integral en el sentido de Stieltjes para cada u fijo.
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D em ostración , (a) Es conveniente observar que por el Corolario 6.4 (X l[o ia])?  =  A^l[o,a].
Ahora bien si X  =  con A  6  B(K.+ ) <g> $  (o A 6  Ua>o#([0, a]) <g> # ) las identidades 

se siguen inmediatamente de la definición de y v . Por linealidad del operador X  X v , 
las identidades permanecen válidas para procesos simples y el hecho general se sigue por 
aproximación.

(b) Es inmediato, pues si A £ V  (o A 6  Ua>o'Pa) entonces ( )T =  1 ¿.
(c) Para todo proceso acotado y medible X  se tiene:

j  X  d(yv )7> =  J X v dyv =  J ( X v f  dy =  J X T dy =  J X  dyv

(asi mismo se tiene el resultado análogo en el segundo caso) por lo tanto (yT)v =  y? .
(d) Observamos que el proceso lprj00[(í,u;), tiene su único salto en T {u) para cada u  fija 

tal que T(üj) <  oo, así pues dl[T,oo[ es una medida atómica (si T(u) <  oo) con único átomo 
{T (u ;)}, de donde obtenemos que

y r (A )  =  P (üj g fi : (T(w),w) € A)

pues obviamente
1 a (T(u ) , u ) =  f  ly|(í,w)rfl[Tl00[

J ) 0,oo[

para cada u  G í) fija. Pero para todo proceso acotado medible X  tenemos:

J X  dyT =  E (X t 1{t<oo}) =  E (X t 1{t<oo})

=  J X V dyT =  J X  dy%,

esto prueba que y j  =  y? . □

6 . 1 0  P roposición . Sea y una medida admisible finita sobre # ([0 ,a j) <8> $  para cada a  > 0, 
entonces existe un único proceso V (módulo indistinguibilidad) tal que

(a) V es cadlag.
(b) E\V\t <  oo >  O*3).

(|K|<)i es el proceso de variación de V, es decir
n

|P|,(u>) = sup{|Vb(w)| + ^ | P ,fc(w) -  V’,t_1(w)| : 0 = s0 < Si < ••• < «n = <, n = 1,2,...}.
¡fc=l
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(c) p(A)  =  E(fr0 dVt) (tomando para cada u> fijo la integral de Stieltjes) para cada
A 6  £?([0,a:j) ® 3 , oí >  0.

( d )  Si además p es finita sobre # ( K + )  ®  3  entonces £ ? (| V jo o )  <  o o  (la variación ( | V j t )  es 
un proceso creciente por lo cual tiene sentido IVJocJ.

(e) Si p >  0 entonces V es creciente (es decir, casi toda trayectoria es creciente^). 
Recípocramente, si V es un proceso con las condiciones (a) y (b), entonces p definida en

(c) es una medida admisible finita sobre # ([0 , a]) <8 > 3  para cada a  >  0 .

D em ostración . Se toma la descomposición de Hahn para p =  p+ — p~. Así podemos 
restringirnos al caso positivo p >  0. (Se obtiene V + para p+ y V~ para p~ y el proceso 
buscado será V + — V ").

Ahora, para cada t fijo, definamos: 7 t(B)  =  //([0, í] x B ), B  € 3', 7 t es una medida finita 
sobre 3  y es absolutamente continua con respecto a P  ya que p es admisible (si P ( B ) =  0 
entonces [0,í] x B  es evanescente).

Sea V! una densidad de 7 »: V,' =  —
1 dP

V¡ es casi lo que buscamos, ahora sólo hay que tomar versiones “buenas” . Tenemos

/ * ( M  x B )  =  7 , (B)  =  JB V¡dP  =  E ( ls K ') .

Como p >  0, si ti <  t2 entonces 7 *, <  y por lo tanto Vti <  Vt2 c.s.
Si

N,.ra = l»e«: V'(u) > V' («)} y N = U
rl <r2 r\, T2

entonces P { N)  =  0 (ya que para todos 7 7 , 7 7  € Q+ con 7 7  <  r2, P(N TlT2) =  0).
Definimos

V ( cj) =  !  inf{ K 'M  - r > t ,  r e  Q +}, si w N  
1 \ 0 , si uj € N .

Es claro que Vt es cadlag, creciente y Vt =  Vt c.s. Así, Vj es una versión cadlag de la densidad. 
Por la definición de Vt,

/x([0,t] x B) =  E ( l BVt) =  E{ í  1[0 ,t]XB dVa), para todos t e  R+, B e  3-
J[ 0,oo[

^Advertencia. En esta monografía “creciente” siempre significa “no decreciente” , es decir t\ < t2 implica
Vu < Vt,-

www.rcin.org.pl



88

Es inmediato que

n(A) =  E( f  1 A dV3), A e B { R +) ® $ .
jí[0,oo[

Unicidad: Si (Vrí" ) teR+ es otro proceso con las condiciones pedidas, V" =  Vt c.s. y como 
ambos son cadlag, son indistinguibles.

El recíproco es claro. □

O bservación. El proceso V  no es necesariamente adaptado. La filtración no se menciona 
en esta proposición.

Ahora pasaremos al teorema más importante en este capítulo.

6.11 Teorem a de Doléans. Sea p una medida admisible finita sobre # ([0 , 0 ]) <g) 3  para 
cada a >  O y Y sea V el proceso dado por la proposición anterior. Entonces:

p =  pv si y sólo si V es predecible.

En otras palabras, V es predecible si y sólo si para cada X  proceso medible acotado,

J A l[0,a] dp = J X V1[Q>a]dp, Vo > 0.

0, más explícitamente, si y sólo si para cada X  medible acotado,

E ( I  X tl[o,a](t) dVt) =  E( f  X f l [0lQ](t) dVt), Vo >  0.
^[0,oo[ •'[0,oo[

O bservación. En 6.9(d) se definió p j  para T tiempo de paro predecible y se vió que 
Pt = Ht■ El proceso correspondiente V es 1[t ,oo[ q u e  es predecible.

D em ostración . Supongamos que V  es predecible. Queremos probar que p =  pv \ lo 
haremos en 3 pasos.

1. Podemos suponer Vo =  0, ya que se puede reemplazar V  por V — Vó- 
En efecto: El proceso que es igual a Vo para cada t >  0 es predecible porque es

adaptado y continuo (Vó es Sh-medible) y la medida que corresponde a este proceso está 
concentrada en ({0 } x F, F  £ 3)- Sea p0 dicha medida. Veremos que p0 tiene la propiedad 
deseada p£ =  po: si X  es un proceso medible y acotado,

j x d p o  =  E(XoV0) =  E(V0E {X 0\3o)) =  E(V0X £ )

= j x v dpQ = J x d p l
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ya que E(Xo\$o) =  X £  por 6.6 (recordemos que 5o- =  5o)-
Si fi es la medida que corresponde a V , fi — fio corresponde a V — Vo y en estas condiciones 

es claro que fi tiene la propiedad deseada si y sólo si fi — fio la tiene, ya que:

(¡j, -  fi0)v =  fiV -  $  =  HT -  fio,

por lo que
(fi — fiQ)v =  fi — fi0 si y sólo si fiV =  fi.

2. Podemos suponer que V  es creciente:
Cada trayectoria de V  es de variación finita, por lo tanto V =  V + — V~ (F +,V~ 

crecientes)!5̂ . Tenemos que probar que V + y V~ son predecibles. Basta mostrar que si V 
es predecible entonces (|V|t)teR+ es también predecible, ya que entonces V + =  |(|Kj +  V), 
V~ =  (̂|V| — V) también lo serán.

V  es cadlag adaptado y predecible, por lo tanto A V  =  V — VL también lo es.
Por otra parte, A|V|t =  |AV¡| y en consecuencia (A|V|í) í6r+ es predecible.
Finalmente ¡Vlt =  A|V|t +  \V\t-- Como (|Vr|í_ )t es adaptado y cag, es predecible por lo 

que (|V|t)t también lo es.
3. Ahora demostraremos que si V  es un proceso predecible creciente, Vo =  0 entonces

vfi =  n .
Sea X  un proceso medible y acotado, X  >  0. Basta mostrar que

E ( J ™  X t dVt) =  E ( j ™  X ?  dVt).

Para cada u  fijo, sea
gs(u>) =  inf{í >  0 : Vt(ui) >  s}.

Como V  es creciente, Vo =  0, gs es también creciente como función de s y <7 (0 ) =  0. 
Aplicando el teorema de cambio de variable:

roo roo
/  X t dVt =  I X g¡l{ga<00} ds 
Jo Jo

y por lo tanto
roo roo

E(Jo X t dVt) =  E(Jo X g l  {ga<oo}ds). 

(ds= medida de Lebesgue en R + )

!5)Advertencia. Se trata de la descomposición de Hahn (o de Jordán) de la función con variación finita. 
Es decir Vt+ ^  (V't)+ =  max(Vt,0 ).
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Por otra parte, para s fijo, gs como función de uj es un tiempo de paro predecible, ya que 
es el comienzo de un conjunto predecible:

Así

A =  {( t ,u )  : V (t,u ) >  s }  y [DA] C A  (ver 4.15).

E ( J x tdVt)
0

oo oo
E{ J XgA{g,<°o}ds) =  J E {X gal {¡h<oo))ds

0 o
r o o  r o o

r o o

E(Jo X fd V ,),

en donde la tercera igualdad se sigue del teorema de proyección predecible 6 .1 .
Ahora veamos el recíproco. Supongamos que /z =  p ? .
Se puede suponer que p es finita sobre R+ x O. En efecto, reemplazando p por /z|[o,a]xn 

y utilizando la unicidad de V  tenemos:
Si V a es el proceso que corresponde a /z|[0 ,a]xn> entonces para ai < a 2 se tiene Vai =  V a 2 

sobre [0,ai] por unicidad de V**'. Si sabemos que V a es predecible para cada a  >  0, 
V  =  lim ^oo V a será también predecible.

Sea entonces /z una medida admisible finita sobre # (R +) <8 > 3, l¿ =  g? ■ Para mostrar que 
el proceso correspondiente V  es predecible utilizaremos el Teorema 4.29. Recordemos que 
hay que probar:

(i) Para todo T tiempo de paro totalmente inaccesible A V j =  0 c.s. sobre {T  <  oo}.
(ii) Para todo T  tiempo de paro predecible Vj-l^^oo} es ^ --m edib le .

Mostraremos primero (ii) . Para ello utilizaremos el siguiente resultado: ,

6 . 1 2  Lem a. Si A  es una a-álgebra completa y (  es variable aleatoria con la propiedad: “para 
toda variable aleatoria acotada r¡ tal que £ (̂77 ¡̂ 4) =  0 se tiene E ( t j £ )  =  0 ” . Entonces £ es 
A-medible.

D em ostración  del Lem a. Sea (  una variable aleatoria acotada y 77 =  £ — i2 ( ( j .4 ) .  Es claro 
que E(r¡\A) =  0 y por la suposición E (( ( (  — .E(£|.4)) =  0. Por lo tanto

E (tt )  =  E m C \ A ))  =  E(E(t\A)E(C\A)) 
=  E(E(E((\A)<:\A)) =  E(CEU\A)).
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Así, £ (££) =  £ (£  £(£1.4)) para cada £ acotada y entonces, £ =  £(£|4) c.s. y por completez 
£ es 4-medible. □

Regresando a la demostración aplicaremos el lema a £ =  V7 ’ 1 {t<oo}- Si mostramos que 
para toda 77 tal que £ ( t/|5t- )  =  0  se tiene que E (t¡Vt 1{t<oo}) =  0 podremos afirmar que 
(ii) se cumple.

E(r¡VT l{x«x>}) =  E(J rl^[o,T]dV) =  J  =  J  (^l[o,T])7’^

(aquí se usó la hipótesis // =  f^ ) .
Ahora bien, (tj1[o,t])v =  lfo/rjAdL por el Lema 6.3 (donde Mt =  E(rj\$t) y (M _)t =  Mt~) 

y por lo tanto
J (r}l[0,T])T dfi =  J  A f_l[0 ,T] dfi =  0 .

En efecto, para cada t >  0, T A t es un tiempo de paro predecible y por el Lema 4.30

=  E(rf\d(TM)~) =  £ ( £ ( í ? | 3 rT - )| 5 (T A t ) - )  =  0 ,

porque E ^ ^ t - )  =  0. Pero M(tm )-  =  0 para todo t >  0 claramente implica que Mt_ =  0  si 
t <  T, es decir l[o,r]M_ =  0.

Pasemos a la demostración de (i). Por (ii) sabemos que V  es adaptado (tomando tiem
pos de paro deterministas). Además, sabemos que si T  es un tiempo de paro totalmente 
inaccesible entonces l^ j =  0 (ver Observación 6 .2 (c)).

Como // es admisible, tenemos:

0 =  J l [ T]dfi =  j  l [T)dn =  E (J  l [T\(t)dVt)

=  £ (A V x 1 {t<oo})-

Así, £ (A V jl{r< oo}) =  0 para todo T  tiempo de paro totalmente inaccesible.
Ahora, para todo F  E 'St , Tp es un tiempo de paro totalmente inaccesible si T  lo es. 

Por lo tanto,
0  =  E (AV tf1{tf<oo}) =  £ (A V r l f ’l{r<oo})-

AVj- es 5 x 'medible por ser V  cadlag adaptado. Por lo tanto AVy =  0 c.s. en {T  <  0 0 }. □
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Capítulo 7

Consecuencias del teorema de 
Doléans

Aquí veremos algunas aplicaciones del teorema de Doléans, y algunos resultados importantes, 
como la descomposición de Doob-Meyer, se obtendrán como corolarios del mismo. También 
se podrá dar una generalización de la descomposición de Doob-Meyer para cuasimartingalas, 
lo que nos permitirá definir el importante concepto de compensador.

7.1 N otación . W ° =  clase de procesos cadlag, adaptados con variación finita sobre cada 
intervalo [0 ,t], t >  0  (es decir para todo t >  0 , casi cada trayectoria tiene variación finita 
sobre [0 ,í]).

W 1  =  {V  € W° : Vi > 0, E{\V\t) <  oo}
=  {V  £ VV° : £'(|V/ |00) < oo}.

Los elementos de W 1 se llaman procesos de variación integrable, y los elementos de 
procesos de variación total integrable.

7.2 O bservación. La Proposición 5.8 implica que cada proceso en W 1 es cuasimartingala 
de la clase DL, ya que E {sups<t \VS\) < E(\V\t).

7.3 P roposición . Sea p una medida admisible finita sobre V  (o finita sobre Va para cada 
a >  0). Entonces existe un único proceso V £ W 1 predecible tal que

p(A ) =  E( í  1 a dV) para cada A £ V  (o A £ M Va)
•/[°,oo[ a > 0

(la integral /  debe entenderse como la integral de Stieltjes para cada u  fija).
Si p >  0, V es, además, creciente.

93
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D em ostración . Se considera a pv , ya que es una medida admisible finita sobre #([0, a ])® # , 
(para cada or >  0) y a esta medida le aplicaremos el teorema de Doléans.

Sabemos que pv (A) =  [¿(A) para cada A G V  (o en Ua>0Va), y que (pT)v =  pv sobre 
# ([0 , a]) ® $  (para cada a >  0 ).

Por el teorema de Doléans, existe V predecible (creciente si /x >  0, por Proposición 
6 . 1 0 (e)) tal que

f T(-) =  E ( [  1(0 dV) y v e w \
./[0,oo[

y entonces
/x(-) =  E( i  1(.) dV) para cada (•) G V.

J [ 0,oo[

Veamos ahora la unicidad: supongamos que V  es otro proceso predecible tal que V  G W 1  

y además
/x(-) =  E( í  l(.i dV ) para cada (•) G V.

./[0,oo[

Entonces, para cada X  proceso medible y acotado, y toda a >  0

E ( [  X ?  1IM dV¡) =  /  X T\|0.„] =  /  1 1 M V .  (7.1)
*/[0,oo[ J  J

Por otro lado, a V' le corresponde una medida definida en £?([0,o]) ® 3  , para cada a  >  0. 
Sea [i esta medida. Por el teorema de Doleáns esa medida tiene la propiedad de que /x = 
(/x )T (por ser V  predecible). Así:

E( f XT’ lp r t iV ')  =  J X V  =  j  X 1 M  dh', (7.2)

y esto vale para todo X  proceso medible y acotado y cada a  > 0.
De (7.1) y (7.2) concluimos que /x =  pfi y como la correspondencia entre la medida y el 

proceso es única, (módulo indistinguibilidad) tenemos que V =  V  . □

7.4 P roposición . Sean /x y V como en la proposición anterior. Entonces V es continuo si 
y sólo si para todo T tiempo de paro predecible (o basta predecible y acotado sobre su parte 
finita) se cumple que /x([T]) =  0 .

D em ostración .
li([T]) =  E ( ¡  l m dV) =  E(AVTl {T<x}).

J [  0,oo[

Si V  es continuo es obvio que /x([T]) =  0.
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Recíprocramente, A V  es un proceso predecible por ser diferencia de dos predecibles, por 
lo tanto de la Proposición 4.18 (o más bien de la observación que sigue a esa proposición) se 
sigue que A V  es indistinguible de cero. □

O bservación. Si p >  0 bastaría con todo tiempo de paro predecible y acotado, porque 
entonces, para cada T  predecible y acotado sobre su parte finita, digamos T l{x<oo) 5: n, se 
tiene

0 =  fi([T A  n]) >  p([T]) =  E (A V t 1{t <oo}) >  0.

7.5 C orolario (Teorem a de D escom posición  de D oob -M eyer). Sea X  una submar
tingala cad de la clase DL. Entonces existe un único proceso V  £ W 1, Vo =  0, creciente y 
predecible tal que X  — V es una martingala.

D em ostración . La medida de Doléans Xx de X  existe sobre V  (finita sobre cada Va) por 
5.24 y 5.26 y es admisible. Podemos aplicar la Proposición 7.3 a esta medida. Sea V  el 
proceso predecible asociado a Se tiene para V  £ W 1 y cada F  £

0 =  A * ({0 } x  F ) =  E( í  1 {0}xF dV) =  E(V0 • 1F).
J [ 0 , o o [

Como V  es adaptado, Vo es Sp-medible y entonces Vo == 0 c.s.
Veamos ahora que X  — V  es una martingala: sean s < t, F  € 3*,

AxQs.ílxF) = E ((X ,- X ,)1 F) =  E ( [  1 M>F̂ )
•/[0 ,oo[

=  E ((V ,-V . )  1 F).

Por lo tanto,

E ([(X t -  Vt) -  (X s -  Vs)j ljr) =  0 para cada F  e $ s, s <  t.

Lo que muestra que X  — V es una martingala.
Unicidad:
Si V  es otro proceso con las propiedades enunciadas entonces se tiene

E ((X t -  X s)1f) =  E((V¡ -  V ^ If ) para cada F  £ 5 ,, s < i  

lo cual se puede escribir como

Xx ( ) s , t } x F )  =  F ( j  1 M x F d V ).
J [  0,oo[
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Esto, por el Teorema 3.12 implica

X x{B ) =  E ( i 1  b dV ), para cada B  6  V.
J[0,oo[

En consecuencia V  =  V  , por la Proposición 7.3. □

7.6 C orolario. Sea X  una submartingala cad de la clase DL y V el proceso del teorema 
de Doob-Meyer asociado. Entonces V es continuo si y sólo si E (A X t ) =  0 ^) para cada T 
tiempo de paro predecible acotado.

Obsérvese que V  puede ser continuo aunque X  no lo sea (ver e.g. Ejemplo 7.14(c)).

D em ostración . Por la observación que sigue la Proposición 7.4 basta mostrar que A* ([T]) =  
E( A X t ).

Sea (Tn)n una sucesión que predice a T. Entonces A X t — bmn_>00(X x — Ar„)> también 
sobre { T  =  0 } por la convención, y por lo tanto

E (A X t ) =  üm E (X T -  X Tn) =  lim Ax (]Tn,T]) =  Xx ([T\). (7.3)
n —►oo n —► oo VL '

La primera desigualdad se cumple porque X  está en DL  y la segunda se sigue del Corolario 
5.27. □

7.7 C orolario. Sea X  una cuasimartingala cad de la clase DL. Entonces existe un único 
proceso predecible X  E VV1, X(¡ =  0 tal que X  — X  es martingala.

Si E (A X t 1{t<oo}) =  0  para todo T tiempo de paro predecible y acotado sobre su parte 
finita entonces X  es continuo.

D em ostración . La demostración es idéntica que para submartingalas, solamente hay que 
cambiar (7.3) un poquito: si T  es predecible y acotado sobre su parte finita, digamos 
T1t<oo (Tn)n predicen a T, entonces

E (A X t 1{t<oo}) =  E(Xim^XTKa — X t„ Aa)) =  Jim  ̂E (X tao — %Tn ao)
=  Jirn A*(]Tn A a ,T  A a]) =  A^([T]).

□
(^Convenimos en que A X q =  0.
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7.8 D efin ición . Si X  es una cuasimartingala cad de la clase D L , al único proceso predecible 
X  tal que

(i) Xo =  0 ,
(ii) X  6  VV\

(iii) X  — X  sea martingala,
lo llamaremos el compensador de X , o la proyección dual predecible de X  (a veces se denota
r * ) ) -

7.9 Observaciones, (a) ¿Porqué se llama al compensador X  de X  proyección dual predeci
ble de X ? Una motivación general podría ser que la aplicación X  ► X  se puede representar 
como X  »—► Xx  i—»• X% t-+ X , donde A* i—> A j es la proyección dual predecible. Además, en el 
caso especial, si A' mismo está en W 1  y Xo =  0 podemos considerar a la medida p asociada 
a X  por la Proposición 6.10 y que satisface:

p(-) =  E dXt V(-) 6  £ [0,<*]® 3 Va > 0.

Como Xo =  0, p =  \x sobre Va, para cada a  >  0 (donde A* es la medida de Doléans 
asociada a X ). Ahora al considerar la proyección dual predecible p v de p es claro por una 
parte que p7* =  (X x)7* y por otra, sabemos que a (A *)7* le corresponde un proceso predecible 
que es precisamente el compensador X  de X . Es decir, en este caso, el compensador de X  
es el proceso asociado a la proyección dual predecible pv de p.

(b) Si X  6  W 1 y no suponemos que Xo =  0  se tiene que p\-pa difiere de Xx sólo en los 
conjuntos de la forma { 0 } x F, F  G 5oi Y 1° 9 ue se cumple en este caso es:

/*(•) =  Ax(-) +  M ({o } x O) n (•)), V ( - ) e P a v « > o .

Ahora el proceso asociado con p v resulta ser X  +  Xo
(c) Si X  es cuasimartingala cad de la clase DL  y Y  es acotado predecible, entonces

/  Yd\x  =  E [  YdX  = I YdX:
^[O.aJxO •'[Oí»] JfO.orJxO

para cada a >  0 .
En efecto, A^ =  A^ por las definiciones, y la primera igualdad se sigue de la construcción 

de X  (ver la demostración de 7.5).
(d) Si X  € W 1, X 0 =  0 y Y  es acotado predecible, entonces E  /R Y dX  =  E  /R+ YdX.  
En efecto, basta aplicar (a) y (c). Observemos además que para X  creciente la igualdad 

se cumple para todo Y  predecible no negativo.
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(e) Si A  es cuasimartingala cad de la clase DL  entonces: A  es martingala si y sólo si 
X  =  0.

(f) Si V  £ W 1, Vó =  0, entonces: V  es martingala si y sólo si la medida asociada a V  es 
0 sobre Va, para cada a > 0, es decir, p(-) =  -£:(/[0iOO[ l(.)dVr) =  0 para cada (•) £ Ua>oPa.

En efecto, si V  £ W 1, Vo =  0  y p es su medida asociada, es claro que p[Pa =  Ay para 
cada a  >  0 .

De esto, la equivalencia es inmediata.

7.10 C orolario. Sea X  una martingala predecible y supongamos que X  € W °. Entonces 
X t =  X 0 para cada t £ R+ .

D em ostración , (a) En el caso que además X  £ W 1 los procesos 

(X t — (A t — X 0 ))tgK+ y (X t — 0)teR+

son martingalas, (Xt — Xo) £ W 1, es 0  en 0  y es predecible. Por la unicidad del compensador 
obtenemos X t — X 0 =  0 para cada t € R+ .

(b) Supongamos ahora que X  es una martingala predecible y X  € VV°. Sabemos por la 
Proposición 4.31 que toda martingala predecible es continua, por lo tanto, el proceso |A|t (=  
variación de (X s)a en [0,t]) es continuo y adaptado; en consecuencia Tn =  inf{i : |X|t >  n} 
son tiempos de paro para cada n € N y además

lim Tb(w) =  oo y Tn <  Tn+1, n =  l , 2 , . . . .n—mx)

Por otra parte, (^ r nAí)íeS+ es martingala continua y |A’|j'nAÍ <  n V |A"0| porque |Ar|t es 
continuo. Por (a) tenemos entonces que X jnM =  Ao para cada t £ R+ , n £ N.

Como Xt =  lim ^oo X t„aí porque Tn f  oo, tenemos X t =  X q para cada t £ R+. □

7.11 O bservación. Como consecuencia de este corolario, se tiene: si A  una cuasimartingala 
cad, de la clase DL  y V  es un proceso en VV°, predecible, V0 =  0, tal que A  — V  es una 
martingala, entonces V  =  A  y automáticamente V  € W 1.

7.12 C orolario. Sea M una martingala, M  £ W 1 y sea X  un proceso acotado predecible. 
Entonces ( /  A adMs)í€]R, es una martingala.

J]o,t)

Vale la pena darse cuenta que es aquí donde por primera vez se ve la utilidad de la noción 
de predecibilidad.

Primero daremos un resultado que se usará en la demostración del corolario:
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7.13 Lem a. Sea Y  un proceso cadlag adaptado, > 0  =  0. Entonces: Y  es una martingala si 
y sólo si E(Y t ) =  0  para cada T tiempo de paro acotado.

D em ostración  del Lem a. La necesidad se sigue del teorema de muestreo opcional de Doob 
(Apéndice D, Teorema D.3).

Supongamos ahora que E (Y r) =  0  para todo T  tiempo de paro acotado. Fijemos s < t 
y F  € da y definamos el tiempo de paro:

u  € F  
u  € F c.

Por hipótesis, tenemos

0  =  E(Yt ) =  E{Y.1f ) +  E(Yt{ 1  -  1F)),

es decir,
E(Ys1f ) =  E(Ytl F) -  E(Yt).

Pero E{Yt) =  0 por la hipótesis; con esto queda claro que (y¿)t6 R+ es una martingala. □

D em ostración  del C orolario 7.12. Claramente podemos suponer que M0 =  0. Por el 
lema anterior, el corolario es consecuencia de:

E( I X a dMa) =  0 para cada T  tiempo de paro acotado.
J]o,T]

Lo cual es inmediato por la Observación 7.9(d) y por el hecho de que

E( [  X a dMa) =  E ( Í  X al)o,T\ dMa),
J]0,T] J[ 0,oo[ J 1

ya que el proceso l]o,T] es predecible por ser adaptado y continuo por la izquierda y el proceso 
X  es predecible por hipótesis. □

Veamos por fin algunos ejemplos.

7.14 E jem plos, (a) W  proceso de Wiener, (5t)teR+ la filtración usual generada por W  
(Definición 1.7), X t =  VFt2. Sabemos que X  es una submartingala no negativa, por lo tanto 
X  G DL  (ver 5.19(a)).

En este caso Xt =  t , ya que X t — t =  W¡ — t es una martingala y el proceso determinista 
Yt =  t es predecible, F0 =  0  y Y  € VV1.
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Por otra parte, la proyección predecible X f  de X t es el mismo ( X f  =  X () ya que X¿ es 
adaptado y continuo.

(b) Sea X  un proceso con incrementos independientes, integrable, continuo por la derecha 
y tal que la función determinista t t—► E (X t) sea continua por la derecha y tenga variación 
finita en cada intervalo.

Sea (3t)tm+ la filtración usual generada por X . El proceso (X t — E (X t))tm+ ^  una 
martingala continua por la derecha, por lo tanto X  es una cuasimartingala de la clase DL. 

En este caso X t =  E (X t) — E (X 0), que es una función determinista, con variación finita. 
En particular, si X  es un proceso de Poisson con parámetro A, entonces X t =  At.
(c) Sea X  =  1[t ,oo[> T  tiempo de paro.

(i) Si T  es predecible entonces X  es predecible (Teorema 3.12), además X  G W 1. Entonces 
su compensador X  es X  — Xo, ya que X  — X  =  Xo es una martingala constante.

(ii) Si T es totalmente inaccesible, para cada tiempo de paro S predecible finito tenemos,

E(AXs) =  E(1{t=s}) = 0.

Con esto podemos concluir (por el Corolario 7.6) que el compensador del proceso X  =  1[t,oo[ 
es continuo.

Veamos dos ejemplos concretos.
1 . Sean (Nt)tm+ el proceso de Poisson con parámetro A, ($ t)t£R+ la filtración usual 

generada por N] T  el tiempo del primer salto de N. Sabemos que T es totalmente inaccesible 
(Ejemplo 2.30(b)). En este caso

X t =  l[T,oo[(¿) =  N íat

y (Nt/\t — Ai A T )tm+ es una martingala, por lo tanto X t =  t A T ya que (f A T )lgR+ es 
adaptado continuo y  (t A T )t^u+ G VW1.

2. Í1 =  [0,1], =  cr(#([0,t]), ]t, 1]) si t <  1, con P  =medida de Lebesgue y 3t =  ^ ([0 > 1 ])
si t >  1 .

Definimos T(u>) =  u  y mostramos que es totalmente inaccesible (Ejemplo 2.30(a)).
Si X t =  l[x,oo[(¿)> el compensador X t de X t tiene la forma:

~  ftAT i
l[T,oo[(0 = X t =  --------du =  -  log(l -  ÍA T ).

Jo 1 — u
En efecto, este proceso es adaptado, continuo por lo tanto predecible, tiene variación finita 
y es 0  en 0 .

Hay que verificar que la diferencia X  — X  es una martingala, es decir

Yt =  1 [t,oo[(¿) +  log(l - Í A T )
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es una martingala. Para ello se calcula -£(1^13^) utilizando la fórmula:

e k  i3.) =  í i m  +  j '  m  <¡»)

Lo que se deja como ejercicio al lector.
(d) Sea X  un proceso de Markov, continuo por la derecha, con la propiedad de Feller y 

sea ($ t)teK+ Ia filtración usual generada por X  (ver la Observación 1.11). Para cada función 
/  en el dominio del generador infinitesimal A del semigrupo asociado al proceso se tiene que

f ( X , ) - f ( X 0) -  f  A f(X ,)d s  (T.4)
Jo

es una martingala (ver e.g. [24, Proposición 5.27]). En consecuencia

f ( X t ) =  f  A f (X a)ds.
Jo

□
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Capítulo 8

Estructura de las martingalas 
cuadrado integrables

En este capítulo utilizaremos la noción de compensador para investigar la estructura de las 
martingalas cuadrado integrables. Demostraremos que cada martingala se descompone en 
la suma de una martingala continua y de la suma compensada de los saltos.

Vamos a usar constantemente los teoremas clásicos de martingalas que se pueden encon
trar en cualquier libro de texto sobre procesos, ver también el Apéndice D.

8 . 1  D efin ición .

M 2̂  =  { M  : M  es una martingala cadlag y supE (M 2) <  o o } / 1*
t> o

M 2 =  { M  : M  es una martingala cadlag y E (M 2) < oo Vt >  0}.

Los elementos de M 2 se llaman martingalas cuadrado integrables y los elementos de M 2̂  
martingalas uniformemente cuadrado integrables.

8 . 2  O bservaciones, (a) Por las condiciones usuales acerca de la filtración, podríamos 
quitar la condición de que M  sea cadlag.

(b) El nombre de los elementos de está justificado por la bien conocida desigualdad 
de Doob (ver Apéndice D, Teorema D.8 )

£(sup M 2) <  4 sup E (M 2). (8.1)
t>O t>0

(^Claramente todas las martingalas se toman con respecto a la misma filtración bja, que satisface
las condiciones usuales.
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(c) Sabemos que M  6  A i^  si y sólo si existe Moo £ L2(Ll, 3oo, P) tal que Mt =  E {M oa\̂ t), 
t € R+, y que entonces E (M ^ ) =  supt > 0  E (M 2).

Con base en esto, Ad^, puede considerarse como un espacio de Hilbert con producto 
escalar definido así:

(M ,N ) =  E (M 00N00).

Denotemos por ¡| • a la norma correspondiente. Es claro que los elementos de Ad^ son 
clases de equivalencia módulo indistinguibilidad. También es inmediato ver que la aplicación 
M  t—► Moo nos da un isomorfismo entre Ad^ y P 2 (í), 3ro, P )•

(d) Análogamente Ad2 es un espacio de Fréchet con seminormas yjE (M 2), t >  0 y los 
elementos de Ad2 deben s^r vistos como las clases de equivalencia módulo indistinguibilidad.

8.3 N otación . Ad^£ y Ad2c son los subespacios de Ad^ y Ad2, respectivamente, formados 
por las martingalas continuas.

8.4 P roposición . Los subespacios Ad^f y Ad2c son cerrados en Ad^, y Ad2, respectivamente. 

Este resultado es consecuencia inmediata del

8.5 Lem a. Sea (M n)n una sucesión convergente en Ad^, (o en Ad2). Entonces existe una 
sucesión (M nk)k tal que para P-casi toda u>, la sucesión (M fk(u))k converge uniformemente 
en t £ R+ (o converge uniformemente en t sobre cada intervalo acotado de R+ en el caso
M 2).

D em ostración . Para el caso Ad^,, sean M n,M  € Ad^, y supongamos que M " converge a 
M  en Ad^,. Entonces, por (8.1)

£(sup(M tn -  Mt)2) <  4supE ((M ín -  Mtf )
t>o t>o

=  A\\Mn — M —> 0 si n —► co (hipótesis).

Si llamamos Zn =  supt>0 (M " — Mt)2, tenemos que limn_oo E (Zn) =  0, por lo tanto 
Zn —► 0 en probabilidad. En consecuencia, existe (Uk)k tal que Znk —> 0 c.s.; es decir,

sup(Mínfc — Mt)2 —► 0 c.s. ,
t

que es equivalente a decir que (M tk)k converge uniformemente a Mt en t € R+, para P-casi 
cada lo € fí.
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Para el caso A42, basta considerar las martingalas (M¡\a)teR+ que pertenecen a A'í^, y 
usar la primera parte para obtener convergencia uniforme en [0 ,a].

Se toma a =  n, n =  1 ,2 , .. . y para cada n £ N se obtiene una subsucesión que con
verge uniformemente en [0,n]. Para obtener una subsucesión común se utiliza el método 
diagonal. □

8 . 6  E jem plos, (a) Si W  es el proceso de Wiener, es claro que W  & A i2c.
(b) Si N  es el proceso de Poisson con parámetro A, respecto a (3rt)teK+, {Nt — A¿)í6 k+ 6  

M 2. □

Otro ejemplo, aparentemente sencillo, está dado por el siguiente teorema, con la de
mostración sorprendentemente complicada. Este ejemplo es importante pues, como vere
mos, es uno de los “ladrillos” básicos de los cuales está compuesta cada martingala cuadrado 
integrable.

8.7 Teorem a. Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible y sea £ £ 
T2 (fi, P)- Si A =  £l[r,oo[> entonces A — Á  £ M 2̂ .

D em ostración . Es claro que A existe (ver 7.2). Se puede suponer que £ > 0 (si no lo es, 
se toma £+,£ - ).

(a) En el caso de T  predecible la demostración es fácil porque se puede calcular explíci
tamente el compensador A de A:

X  =  £(£|3t -)1 [t,oo[ -  £ (¿| 3r-)l{x= o} . (8 .2 )

Veremos que el compensador A es precisamente X , y entonces tendremos que

Aoo — Áoo = £ 1 { T < oo} -  EU\3t-)1{T<oo} +  E( \̂dT-)I{T=0},

lo cual claramente pertenece a L2(fl, P) y así obtendremos que A — Á  G M l0.
Para probar que el compensador está dado por ( 8 .2 )  observemos primero que X  es cre

ciente y X 0 =  0. También es fácil probar que X  es predecible. En efecto, £(£|3T_) l {x =0} es 
ío-medible (ejercicio), por lo tanto como proceso es predecible; por otra parte sabemos (ver 
el Lema 4 .2 8 )  que E(^|^r_) 1[t ,oo[ es predecible y es claro que tiene variación integrable. 

Entonces basta probar que A — X  es una martingala. Esto es consecuencia del

8 . 8  Lem a. Si t) es una variable aleatoria 'Sj-medible y =  0 entonces í/1 [ t ,oo[

una martingala.
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D em ostración  del Lem a. Recordemos que un proceso adaptado cadlag es una martingala 
si y sólo si E (M s) =  E (M 0) para todo S tiempo de paro acotado (ver 7.13).

Basta demostrar entonces que i^T/lp’.o o^ )) =  -E(í71[t,oo[(0)) para cada S tiempo de paro 
acotado. Tenemos

£ (» /1 [T ,oo[ (0 ) )

E(1{t=o}E(t)\3t - ) )  =  0

-£’( ^ 1 [ t ,oo[ ( 5 ') )  =  E ( ti1 { t < s } )  =  E ( E ( ti1 { t < s } \ 3 t - ) )  

=  E (1{t<s}E (t]\3T- ) )  =  0 , 

ya que {T  <  5 }  G 3 t -  por el Corolario 2.12. □

(b) Ahora pasemos al caso en que T es un tiempo de paro totalmente inaccesible. Es 
claro que A00 G L2, entonces basta demostrar que A00 G L2. Sabemos que A qo G L 1  ya que 
por la Observación 7.9(c) tenemos

E(Aoo - A0) = A¿(R+ x íí) = EiÁoo). (8.3)
La dificultad consiste en pasar de L 1  a l 2. Se va a demostar que

E(Á l) < 4E ((2). (8.4)
(i) Primero se supone que £ es acotada. Sabemos que A es continuo; en efecto si S es 
un tiempo de paro predecible acotado, E(AAs) =  E ((l^ j=s}) — 0  (por ser T totalmente 
inaccesible) y aplicamos 7.6. Además Aq =  0.
Tenemos entonces:

Al o =  dAs dAt — / / dA, dAtJo Jo Jo Jo
roo roo _ _ roe rt „ _

+ / / dA„ dAt = / / dAsdAt
Jo Jt Jo Jo
roo rt  ̂  ̂ roo ^

+ / / dAs dAt = 2 / A(
7o 7o 7o

Observemos que A0 =  0 porque T no puede ser 0 por ser totalmente inaccesible. Por la 
Observación 7.9(d) tenemos:

~  fO O  ^   ̂ roo „
E(A2J  = 2E(Jo AtdAt) =  2E(jo AtdAt)

= 2E((Át\{t<oo}) < 2E((Á00) < oo
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(la última desigualdad vale porque Aoo £ L1 y £ es acotada). Así, hemos mostrado que
Á00£ L 2{S l,$ ,P ).

Veamos que (8.4) es válido; por la desigualdad de Schwarz tenemos que 

E (Á l )  <  2 E ((  Á „ )  <  2 J m F ) j E ( Á l )  <  oo

por lo tanto
J e (Á I )  <  2 J É ÍF ).

(ii) Ahora se hará para el caso £ arbitraria: sean £n, n =  1 ,2 , .. . variables aleatorias en 
L2(íl, P ) acotadas, tales que £n j  £ puntualmente (por ejemplo £n =  i  A n), y sean 
An =  £nl[T,oo[, n =  1 ,2 ,. . .  Sabemos que An existe y

£ [ ( -? i ) 2] <  ‘t i W r ) 2] n =  l , 2 , . . . .

Basta demostrar ahora que A^ f  A ^ c.s.
An + 1  — A” =  ( £ n + 1  — r)l[T,oo[ y como £ n + 1  — £n es positivo An + 1  — An es creciente; por lo 
tanto su compensador también es creciente. Por otro lado, por linealidad de la proyección 
dual predecible tenemos An + 1  — An =  An + 1  — An. En consecuencia A^ * 1  — A^, > 0, lo que 
permite afirmar que existe una variable aleatoria A* tal que A ^ | A*.
El mismo razonamiento aplicado a A — An da que A^, <  A^,, para cada n y entonces 
A* <  A * .
Por otra parte,

£(A *) =  lim £ (A £ ,) =  lim £ (A "  ) =  ^(Aoo) =  ^ (Á * )
n —►oo n —>oo v

(la tercera y la última igualdad se siguen de (8.3) ya que A£ =  A0 =  0 c.s.). Como A* <  A<*, 
y jE^A*) =  E (A oc) se tiene que A* =  A*, c.s. □

8.9 P roposición . Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible, 
i  € L2{í1 ,3t ,P )  y A =  £1[t,oo[, entonces ||A -  A H ^  es igual a:

(i) E[{£ -  E(£\3t- )  +  £(£|3t - ) 1 { t=o})2 1{t<oo}] si T es predecible, o
(ii) i ? ( £ 2 1 {t<oo}) T es totalmente inaccesible.

D em ostración , (i) Sea T predecible. Por el teorema anterior (ver (8.2))

Á =  £(£|#r-)l[r,oo[ -  E(^|5t- )1 {t=o>,
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de donde
A o o  — l o o  =  £ 1 { T < oo}  -  E ( £ \ $ T - ) 1 { T < oo}  +  £ ( £ | Í 5 t - ) 1 { T = 0 } -

Factorizando a 1{t<oo} y recordando que \\A — A | | ^ , 2 =  E (A 00 — Aqo) 2 obtenemos la fórmula 
deseada.

(ii) Sea T  totalmente inaccesible. Tenemos

E(A» -  Á„)2 =  £(í 21,t<»}) -  2£(4»Á0o) + E(Á^)2,

así pues, basta probar que
E (Á „ )2 =  2 E (A „Á m)

ya que ambas esperanzas son finitas por 8.7.
Supongamos primero que £ >  0. Entonces A y A son crecientes; integrando por partes 

como en la demostración de 8.7 obtenemos

E(Aoo)2 =  2 E(Jo At dAt) =  2 E ( j  At dAt)

=  2E(Á t(1 {t« x>}) =  2 E (Á t A0O).

Pero A j  =  <̂ 1{t<oo} =  Aoo, así que reescribimos

EiÁ»)2 = 2E((ÁT- A T)(l{T<oo}) + 2E(ei{T<oo))
=  2E (E (Á 00 -  A x>|3t )£1{t<oo}) +  ^ E {(21{T<oo})
=  2 E (Á 00A00)

(para la segunda igualdad se usó el teorema de muestreo opcional).
Sea ahora £ € Z 2 (f2 ,3r,.P ) arbitraria. Escribimos <f =  <f+ — y sea A =  A+ — A~ 

la de la descomposición de Jordán. Es inmediato verificar que de hecho A + =  £+ 1[t ,oo[ y
A ~  =  <f_ l [r ,o o [ -

Por el método del caso anterior obtenemos que

E (A Í )2 =  2E (Á g  A l,) y E ( ^ ) 2 =  2E(ÁgAZ ,)

y usándolo nuevamente obtenemos también
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En consecuencia

E(Á„y = E (^ -A iy  = EjM )2- m ^ Á í)  + E(Aiy
=  2 ( £ ( .4 + X )  -  E (A + A ^ ) -  E ( A ¿ A t )  +  E (A Z  A ' )) 
=  2 E (Á „ A „ ) .

o

Las fórmulas obtenidas serán de utilidad más adelante. Ahora definiremos un proceso 
que es de suma importancia ya que, como veremos en el capítulo siguiente, la definición de 
la integral estocástica estará basada en él.

Sea M  G M 2 fija, entonces M 2 es una submartingala no negativa, por lo tanto M 2  G DL  
(ver 5.19(a)) y Aj\f2 es una medida positiva <r-aditiva sobre V. Si M , N  G N i2, entonces en 
virtud de la fórmula:

M N  =  ^ ((M  +  N ) 2 -  (M  -  N )2)

concluimos que M N  es una cuasimartingala cadlag de la clase DL  y por lo tanto Xmn es 
una medida con signo sobre Va, para cada a >  0 .

Esta discusión garantiza la existencia del proceso que a continuación definimos.

8 . 1 0  D efin ición . Sean M, N  G M 2 fijas; definimos el proceso de Doob-Meyer determinado 
por M  y N  mediante la fórmula: (M ,N ) =  M N . Si M  =  N, denotaremos (M, M) =  (M ).

8.11 O bservaciones, (a) (M ,N ) es el único proceso en W 1, predecible, 0 en t =  0 y tal 
que M N  — (M ,N ) es una martingala. Notamos que (M ) es creciente.

(b) i) (M ,N )  =  (N ,M ).
ii) (M ' +  M ", N) =  (M', N) +  (M'\ N) y (XM, N) =  A(M, N) para cada A G K (por

(a)).
( c )  (M,N) = \ { (M + N ) - ( M - N ) ) .
(d) Si M  G Ñ i2c entonces (M ) es continuo. Lo mismo si M  G A'í2 y no tiene saltos 

predecibles (por 7.7).
(e) Si M  G M ío  entonces E (M , M ),» <  oo (porque Xm* es finita en este caso).

(b) sugiere que (•,•) es “bilineal” y (c) podría llamarse la fórmula de “polarización” .

8 . 1 2  E jem plos, (a) Sea M  =  VE el proceso de Wiener, entonces (W )t =  t, pues W 2 — t es 
una martingala continua, 0  en 0 .
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(b) Sea N  el proceso de Poisson con parámetro A >  0, entonces Mt =  Nt — At es una 
martingala con (M )t =  Ai (ejercicio).

(c) Modificando el primer ejemplo obtenemos un proceso no determinista como sigue:
sea T un tiempo de paro y sea M  =  W T (i.e. Mt =  WtAj ) ,  entonces por el teorema de Doob 
M  £ M 2 y [M )t =  tA T .  □

8.13 D efinición (ortogonalidad  fuerte). Sean M ,N  £ M 2; decimos que M  y N  son
fuertemente ortogonales si Amn — 0. En tal caso escribiremos M  II TV.

8.14 P roposición . Sean M ,N  £ M 2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M i l  TV.
(b) M N  es una martingala.
(c) (M , N) — 0.
(d) E (M t Nj ) =  E(MoN0) para todo T tiempo de paro acotado.
(e) Sea T  una familia de tiempos de paro acotados, tales que {[0,T] : T £ T } generan a 

V , entonces
E (M t Nt ) =  E (M oNq), para cada T £ T .

D em ostración . Claramente (a) (b) (c) y (d) =$■ (e). Por el Lema 7.13 se tiene
que (b) (d); así pues basta probar (e) (a). Si (e) se cumple entonces por el Corolario
5.27, Ajvíat([0, T]) =  E {M j Nt — M0N0) =  0 para cada T 6  T . Por lo tanto \mn =  0 sobre 
<t{[0,T] : T £ T }  =  V. □

8.15 C orolario. Si M ,N  £ y No =  0 (o Mo =  entonces la ortogonalidad fuerte 
implica la ortogonalidad usual de M j y Nt como elementos de L2(£l, P ) para todo tiempo 
de paro T y en particular M, N son ortogonales en el sentido usual en el espacio de Hilbert
M i .

D em ostración . Como M N  — (M , N) y M N  son martingalas uniformemente integrables, 
obtenemos:

0 =  E(MoNo) =  EiMooN^) =  E (M , N )^

y
E (M j Nt ) =  E (M qNq) =  0 .

□

A continuación damos unos ejemplos importantes de martingalas fuertemente ortogo
nales. Empezaremos con un ejemplo inmediato.
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8.16 Ejemplo. Sea N £  -M2 constante, es decir Nt =  No, entonces M  II N, para cada 
M £ M 2. Se sigue inmediatamente del inciso (d) de la Proposición 8.14.

8.17 Proposición. Sea A £ W 1 creciente tal que A — A £ M 2. Entonces para cada 
M £ M 2c se tiene (A  — Á) II M .

Demostración. Está claro que A existe (Observación 7.2). Sin pérdida de generalidad 
podemos suponer (y así lo haremos) que Ao =  0, pues por el ejemplo anterior AQ\1M (como 
A — A £ M 2, entonces E (A 0)2 <  -f oo y así A0 G M 2. Tomamos A — A0 en lugar de A). Por 
razones idénticas podemos suponer también que M0 =  0.

Sea N  =  A — A, probaremos que E(N tM j ) =  0  para cada T  tiempo de paro en alguna 
familia extensa que después se especificará. El siguiente resultado de interés independiente, 
será necesario.

8.18 Lema. Sea A un proceso cadlag creciente y adaptado, A0 =  0 y M  una martin
gala acotada, entonces para todo T tiempo de paro finito tal que E (A j)  <  oo se tiene 
E ( f i  M tdAt) =  E (M t At ).

Demostración del Lema. Sea 0 =  t0 < ti <  • • • < tn <  oo una partición de R+, entonces
n 

i=i
n n —1

=  MtiATA UAT ~  -^ í.+iat^ ííat)
i-i i=i

n —1

=  E (M tnATAtnAT) +  E (¿T  A uaj {M uaT — M(>+lAr)) (8.5)
«=i

Pero A es adaptado y M  es martingala, así pues si condicionamos cada sumando en el último 
término con respecto a $ tiAT * =  1 , 2 , . . . ,  n — 1 , obtenemos que cada uno de ellos es cero y lo 
anterior es simplemente igual a E {M tnAjA tnAT). Si tn —» oo y max,-(í!+i — /,) —» 0, entonces 
por el teorema de convergencia dominada se tiene que:

(8.5) -*  E(Jo MtdAt) y E{M tnAj A tnAT) —> E (M j At ),

lo que termina la demostración del lema. □

Volviendo a la demostración de la proposición, aplicamos el lema anterior a, A y  A. Como 
M £ M 2c no necesariamente es acotada, definimos el tiempo de paro Tn =  inf{t : \Mt \ >  n}
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n =  1 , 2 , . . .  Es claro que Tn | oo y M Tn es una martingala acotada en M.2c, porque M0 =  0; 
entonces para cada T  tiempo de paro acotado

/•TnAT
E( J M jndAt) =  E(MTnAT-̂ TnAT),

así mismo obtenemos la fórmula correspondiente para A. Restándolas concluimos que:
/■T„ AT

E (J  Mt ndNt) =  E(M t„atNt„at)

para todo T  tiempo de paro acotado.
Por otra parte M r" es un proceso predecible acotado y Nt es una martingala en W 1, así, 

por el Corolario 7.12 Z " =  M jndNs es una martingala por lo que E {Z jnKr) =  E(Z£) =  0 
y entonces E{M xnAT^Tn/<r) =  0 .

Para finalizar, observamos que {[0 ,T  A Tn]:T  tiempo de paro acotado, n G N} genera a
V. D

8.19 C orolario. Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible,
£ G L2(Q,,$t ,P )  y A =  Cl[T,oo[> entonces (A  — Á) II M para cada M  G M 2c.

D em ostración . Inmediata, aplicando la proposición anterior a A+ =  C+ l[T,oo[ y a  A~ =  
C“ l[T,oo[- D

Sin embargo podemos mejorar el corolario, pues basta con que M  G M.2 y que no posea 
salto en T , concretamente:

8 . 2 0  P roposición . Sea T un tiempo de paro predecible o totalmente inaccesible,
(  G L2(Cl, P ) y A =  Cl[r,oo[, entonces (A — Á )U  M si M  G M 2 y es tal que A Mt =  0.

D em ostración . Sin pérdida de generalidad supondremos que Ao =  0 y £ > 0. Sea N  =  
A — A (£ -Mío por 8.7); por argumentos ya utilizados basta probar que E (M sN s) =  0  para 
todo tiempo de paro acotado S. Por otro lado podemos suponer que M  G M 2̂  (pues si 
S <  a, basta reemplazar M  por M a G M 2̂ ). Aplicamos el Lema 8.18 cuatro veces a A y 
a Á, así como a las martingalas acotadas Mt+n := E (M ¿  A n|í£t) y M ^n :=  E (M ¿  A n|$¿) 
para obtener

E (f0S M t±ndAt) =  E (M ÍnAs ) ( 2  aplicaciones)

y
E(Jq M ^ndÁt) =  E (M snÁs). (2 aplicaciones)
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Observamos que Mt+n | E{M^0\̂ t) c.s. y M ( n | ^(M ^ l^ t) c-s- Como A y  Á  son crecientes 
se sigue del teorema de la convergencia monótona que

E( J *  E(M ±\3,)iA,) =  E(E{M ¿\Ss )As ),

así como las 2  relaciones correspondientes a A. Se tiene que Mt =  E (M 00\$t), entonces 
restando obtenemos E  / 05  MtdAt =  E (M sA s ), así como E(Jq MtdÁt) =  E (M sÁ s ); pero 
N =  A — A así que restando,

E { J *  M tdNt) =  E { M SN S).

No podemos usar el argumento final de la última proposición pues M  no es necesariamente 
predecible, sin embargo escribimos Mt =  Mt-  +  A M t y como M í-l^ s ] es predecible, entonces 
(si S <  a)

E ( J S Mt dNt) =  E (JqS Mt- l [0,S]dNt) +  E (JoS A M t dNt)

=  E { J *  A M t dNt)

Aquí hemos aplicado 7.12 al proceso acotado predecible X ? =  (1[0 ,g]Mt-  A n) V (—n), 
n =  1 , 2 , . . .  y luego utilizamos el teorema de la convergencia dominada, pues

E{ r  sup \X?\d\N\t <  E (sup \Ma\(Aa +  Áa))
JO n 5<a

<  OO

porque las variables aleatorias sups<a \M3\, Aa,A a son cuadrado integrables.
Como M  es cadlag cada trayectoria tiene a lo mas una cantidad numerable de saltos y 

A =  ( l .[T ,o o [ tiene a lo más un único salto en T. Si T  es predecible entonces por la fórmula 
(8 .2 ) se tiene que A tiene a lo más un solo salto en T. Si T es totalmente inaccesible, A es 
continuo; en cualquier caso N  tiene a lo más un único salto en T. En consecuencia,

E ( J *  A M t dNt) =  E ( A M t A N t 1 { T < S } )  =  0 .

Ahora estamos ya preparados para demostrar el resultado principal de este capítulo.
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8.21 Teorema (estructura de las martingalas cuadrado integrables). Sea M  £ M.2
(o en A i^ ) . Existe una sucesión (Tn)neN de tiempos de paro, cada uno predecible o total
mente inaccesible con gráficas ajenas y existe una única martingala M c £ A i2c (o en A i2¿ )  
tal que:

(a) Mq =  0

(b) Si An =  A M jn 1[t„ ,oo[ entonces

M c, A 1 - Á i , An - Á n, . . .  

son fuertemente ortogonales.
(c) M  =  Mq +  M c +  I3n(-^n — An), donde la serie converge en M } (o en Ad2̂ ).
(d )

E (M f)  =  E (M l) + E (M ;)2 +  Y ,E ( ( A n ( t ) - Á n( t ) f )
n

= E(M¡) + E (M ;)2 + £ ( £ ( A M , ) 2).
3 <t

(e) Si M  6  M I ,

E (M l)  = E (M I) + E((M ‘J ‘ ) + ' £ e ( * m t.Y
n

=  E (M ¡)  +  £ ( ( A 0 2) +  £ ( ^ ( A M , ) 2).
í

Demostración. Al reemplazar M  por M  — M0 podemos suponer que M0 =  0.
Por el Corolario 4.24 existe (Tn)n6N una sucesión de tiempos de paro con las gráficas 

ajenas, con cada Tn predecible o totalmente inaccesible, tal que {A M  0} C Un[Tn], Clara
mente también se tiene que {A M “ ^  0} C Un[Tn] para cada martingala parada M a (a  > 0). 
Como la distribución de cada Tn puede tener a lo más un número contable de átomos existe 
una sucesión (oímjmeN) am >  0, am f  oo, tal que A Mam ^  0 c.s. para todo m £ N. Entonces 
el proceso parado A“ m =  AM rnl[Tni0O[(- A a m) es indistinguible del proceso A M jnral[ j ’ni00[, 
para cada n,m  £ N. Por otro lado, por la unicidad del compensador es inmediato probar que 
4 “m =  (An)am. En consecuencia, si (a)-(e) se cumplen para cada martingala M a"*, m £ N, 
entonces también se cumplen para M . En virtud de estas observaciones vemos que basta 
demostrar el teorema para M  £ A i^ .

Entonces supongamos que M £ M 2̂ . Denotemos Nn =  An — An.
Como A M jn £ L2(Q,,$Tn,P ),  podemos aplicar los resultados precedentes a á n y obtener:
(i) Nn £ M i .
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(ii) Nn tiene a lo más un único salto en Tn y A {N n)jn =  AM xn- En efecto, si Tn es 
totalmente inaccesible, An es continuo (Corolario 7.7) y el único salto de Nn coincide con el 
salto de M en Tn.

Si Tn es predecible, conocemos explícitamente a An (fórmula (8 .2 )). Pero E (AM xn\:ST- )  
=  E (M Tri — =  0 por el Lema 4.30, así se ve que Án =  0.

(iii) Nn(0) =  0 para cada n, ya que Án(0) =  0 por definición del compensador y A„(0) =  0 
porque M  es continua en 0.

(iv) Nn II Nm si n /  m, por la Proposición 8.20, por (ii) y porque las gráficas de los 
Tn son ajenas, además como -/Vn(0) =  0, para todo n, se tiene también ortogonalidad débil 
Nn _L Nm, si n m (o sea ortogonalidad en el espacio de Hilbert A f¿, ver 8.15).

Además, si denotamos Yn =  M  — J2k<n Nk entonces para m <  n Yn no tiene salto en Tm; 
por lo tanto, nuevamente por la Proposición 8.20

Y, II Nm, Y „ ± N m y K„ 1  £  Nk.
fc<n fc<n

En consecuencia
Wm W'm." = llüU^ + Y, II ÎIaí».'

k<n
o equivalentemente

E ( M l )  =  E(Yn(oo ) ) 2 +  £  E(Nt (oo))2.
fc<n

Lo que muestra que YLk<n E(Nf¡(oo))2 es una sucesión real que converge cuando n —► oo y 
entonces J2k<n Nk(oo) converge en L 2 (Í7,5, P ) o sea {J2k<n Nk)n converge en

Definamos M c =  M  — YlkLi Nk y veamos que M c tiene las propiedades deseadas:
(i) M c G por ser la diferencia de dos elementos en M 2̂ .
(ii) M c es continua: M c es el límite en M 2̂  de las martingalas Yn y los saltos posibles

de Yn(-,uj) están en {t  : (t ,u ) € Um>n[71n]}. Fijemos j  G N. Si n > j ,  Yn(-,u ) es continua 
en {t : (í,u;) ^ U,>j[T,]}. Por el Lema 8.5 existe una subsucesión (FnJ/fc de (yrn)n>j que 
converge uniformemente a M c en í G K.+ , para casi toda ui G ÍI. De esto se sigue que (módulo 
indistinguibilidad) M c(-,u>) es continua en {í : (t,u>) 0  U¿>j[Tj]}. Este razonamiento es válido 
para toda j  G N. Así obtenemos que ) es continua en { t : (t,u)) £  fl¿ U¿>¿ [T,]} =  R+
porque U [ T , ]  =  0.

(iii) Yn II Nm para n >  m implica M c II Nm, para cada m. Esto, es consecuencia del 
siguiente

8.22 Lem a. Si Mn, M ,N  G M 2, n =  1 ,2 ,.. .,  Mn II N para todo n, y Mn converge a M en 
M 2, entonces M U N
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D em ostración . La demostración se hace usando la caracterización de martingalas, (ver 
7.13), es decir, basta mostrar que para todo T tiempo de paro acotado E (M t Nt ) =  E (M qNo) 
y se deja como ejercicio al lector. □

(iv)
+ ^ £ ( A M tJ 2;

n n

la última igualdad es consecuencia de la Proposición 8.9 (para Tn predecible nuevamente 
usamos el hecho de que E (A M xn\:STn- )  =  0 ).

Por último mostraremos la unicidad: supongamos que M  =  M c' +  J2n es otra repre
sentación. Entonces

n n

Por otra parte sabemos que M c U J2n N'n y M c' II Nn (ya que M c es continua y N'n =  
A'n — Á'n y aplicamos 8.19 y 8.22; lo mismo para M c> y Nn). Entonces (M c — M c') ±  
( E n ^ f - E n ^ n ) .

Así, M c — M c es una martingala igual a 0  en 0 , ortogonal a si misma; por lo tanto 
M c -  M c> =  0. □

8.23 D efin ición . Si M  € M 2, denotemos por M d =  M  — M c.
M d se llama la parte puramente discontinua de M. Así podemos definir los espacios

M 2d =  {M  G M 2 : M c =  0},
M 2d =  {M  G M 2̂  : M c =  0}.

El teorema anterior nos dice que las martingalas puramente discontinuas son sumas 
compensadas de saltos.

O bservación. Las martingalas constantes son a la vez continuas y puramente discontinuas.

8.24 C orolario. Sea M  € A42. Entonces M  € M 2d si y sólo si

E (M ?) =  E (M ¡)  +  ü ( £ ( A M , ) 2) para cada t 6  R+ .
J < í

8.25 C orolario. Sea M  E A42. Entonces M  E M 2d si y sólo si M  es fuertemente ortogonal 
a cada martingala en A i2c.

Si M  E entonces M  E si y sólo si M  — Mq es débilmente ortogonal a cada
martingala en A4^.
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D em ostración . Si M  E A i2d entonces M  es fuertemente ortogonal a cada martingala en 
M 2c por la Proposición 8.17 y el Lema 8.22. Recíprocamente, supongamos que M E A i2 
y M  II A i2c. Tenemos M  =  M c +  M d, entonces (M c ) 2 =  M M c — M dM c. Pero M  II M c, 
M d II M c, por lo tanto (M c ) 2 es martingala, {Mq)2 =  0; en consecuencia M c =  0.

En virtud del Corolario 8.15, para terminar la demostración basta probar que si M E 
A i2̂ , Mq =  0 y E {M 00N00) =  0 para cada N E A í^ , entonces M  II N  para cada N E M 2c. 
Fijemos una N  G A i2c y un tiempo de paro T. Basta probar que E (M t Nt ) =  0. Pero 
NT G entonces tenemos 0  =  E (M 00N 0̂) =  E (E (M 00Nt \$t )) =  E (M j Nj ). □

De este corolario obtenemos inmediatamente

8.26 C orolario. M .2¿  y M.2d son espacios lineales, cerrados en M 2̂  y M 2, respectivamente.

8.27 C orolario. Sea M  G M 2¿  (o M  G M 2d). Entonces para todo T tiempo de paro 
MT e M 2¿  (o M  G M 2d).

D em ostración . También este corolario es una consecuencia inmediata del Corolario 8.25. 
Basta observar que para todo S tiempo de paro acotado y ./V G Ád2c,

E(MjNs) = E(MsatNs) = E(MsktNsat) =  E(M0N0).

□

8.28 C orolario. Sea M  G A i2. Entonces M  G A i2d si y sólo si (M 2 — 52s<t(AMa)2)t es 
martingala.

D em ostración . La implicación “ •$=” es clara por 8.24. Para probar “=*►” supongamos que 
M e A i2d y sea T  un tiempo de paro acotado, por ejemplo T < a. Corolario 8.27 implica 
que M t G M 2d y por lo tanto E ((M J )2) =  E {M q) -f £ ( £ s<a(A M j)2). Pero esto es lo 
mismo que E {M j — Mq — J2s<t (A M s)2) =  0. Ahora basta aplicar el Lema 7.13. □

8.29 E jem plo. Si N  es el proceso de Poisson con parámetro A, entonces (Nt — At)t G A i2d. 
En efecto, sea Mt =  Nt — At. Se tiene A Mt =  A Nt, por lo tanto E(J2s<t{&M s)2) =

E(T,s<t A A a) =  E N t — Xt.
Por otra parte, E (M 2) =  E (N t — Xt)2 =  Var(Art) =  Xt, por lo tanto 8.24 implica que 

M  G M 2d. □

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



Capítulo 9

Integral estocástica con respecto a 
una martingala cuadrado integrable

En este capítulo vamos a definir la integral de la forma f  X  dM , donde M  G M 2 y X  
es un proceso predecible adecuado (así se vera la importancia de los procesos predecibles). 
Observemos sobre todo que en la mayoría de los casos no se puede definir esta integral como 
la integral de Stieltjes común y corriente, porque en general las trayectorias de M  no son 
funciones de variación finita, i.e. M  W ° (ver e.g. Corolario 7.10). Por lo tanto hay 
que definir la así llamada “integral estocástica” . Sin embargo veremos que si la integral de 
Stieltjes existe, entonces coincide con la integral estocástica.

Además demostraremos la existencia del “proceso de variación cuadrada” para cada M  G
M 2.

9.1 N otación . Sea M  G A i2 fija. Denotemos

L2(M)  :=  L2( R + x f l , V ,  Am2)

=  { X  : X  es "P-medible y E( f  X 2 d ( M )t) < oo},
7]0,oo[

A2(M)  := { X  : X  es "P-medible y Vi G R+, Arl[0 >t] G L2(M) } .

De la definición se sigue que los elementos de L2(M)  deben entenderse como clases de 
equivalencia relativas a Aji/ 2 .

Así, L2( M)  es un espacio de Hilbert con norma

imi¡,=(M) = ( /  .V2áAM,) '/2 = ( £ ( /  X?d(M)t) ) ' *
m+xQ -i]o,oo[

119
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(ver 7.9(c)).
A2 (M ) es espacio de Fréchet con las seminormas

( E  I  X ]  2 =  ( f  X ! 1M
J R+xO

9.2 Teorem a. Sea M  G M 2. Existe una única isometría lineal

J : L 2( M ) - * M 200 y J  : A2 (M ) -> M 2

tal que para todos u, v tales que 0  <  u <  v y para cada £ variable aleatoria acotada $ u-medible,

=  (^ (^ w A  t ■^■uAt))t€R+•

9.3 D efin ición . El proceso J { X )  dado por el teorema anterior lo denotamos

J ( X ) t =  { X  o M ) t =  [  X .d M .W

y lo llamamos la integral estocástica (o integral de Itó) de X  con respecto a M.

D em ostración  del Teorem a 9.2. Si 0 < ttj <  u2 < < um y £o>£i >£2 > • • • > £m son
variables aleatorias acotadas y £ 0 es 3 trmedible, es 5 u.-medible, i =  1 , 2 , . . . ,  m, el proceso

m —1

x  =  ^ o i{ o }  'y ]
«=i

es un proceso predecible y acotado. Para este tipo de procesos (que llamaremos procesos 
simples), podemos definir J ( X )  de manera natural, como

m—1

J ( X ) t  =  £  &(MUj+1At -  MUtAt)
«=i

Observemos que:
(a) La definición de J { X )  no depende de la representación de X  (ejercicio).
(b) Xo no interviene en J ( X ) ,  J ( X ) o  =  0.
(c) J (•) es lineal en la clase de los X  simples.

(PLa notación X o M  de la integral estocástica es a menudo cómoda, pero hay peligro de confundirla con 
la composición de aplicaciones. Para evitar este problema, en lo que sigue nunca vamos a usar el “o” en este 
último sentido.
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Probaremos que J { X )  es una martingala. Es claramente adaptado e integrable, además 
J ( X ) t  =  J { X ) tAUm, por lo tanto basta demostrar que E (J ’(X )t\!Ss) =  J { X ) S para 0  <  s <  
t •

Si Ui <  s <  t <  ui+í, entonces J { X ) t =  J { X ) S +  — M s), por lo tanto

E (J {X ) t\$.) =  J ( X ) S +  ÍiE {M t -  Ms\Sa) =  J ( X ) „

porque es $ s-medible (5«¿ C 5 S)-
Para arbitrarios razonamos por inducción.
Es claro que J { X )  € M.2̂.
Ahora hay que demostrar que J  así definida es una isometría:

, m—1

J ( X ) x  =  £  í¡(AÍ».tl -  M„.),
1 = 1

WJWWmi, =  E ( J ( X ) x f  =  £  £(£.2(AÍ„,+, -  M„,)2)
1=1

+2££(Í,Í>(M„1+, -  AÍ„.)(AÍW  -  M,,)).
*<J

El segundo sumando se anula ya que

-  ^ . ) ( K , +l -  a/ . , »
=  £ ( £ ( { , -  K , M K , + 1  -  K ,)| 5 , ,) )
=  =  0 ,

por ser M  una martingala.
Calculemos ahora cuánto vale el primer sumando:

m—1 m — 1
£  £ « ? (M „ . + 1  -  M J 2) =  £  E ( E ( g ( M „ w  -  M „,)2 |5„)) 
1=1 1=1

m—1

=  E  E ( ( f E ( K t, -  M i |3„.))
1=1 

m —1
=  £  E(8E(Mlw  -  (Af)„,+1 -  «  -  (MU.)I&J)

1=1

o
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m—1

+ Y. E(8E({M)̂ , -  {MUS,.))
»=1

m —1 -

= Y E (& ({M ),w - {M )„ ) )  =  E( X¡d(M),)
,=1 •']0,ooj

= f  X ! d\M, =  \\X\\lm .

Lo esencial de este cálculo ha sido el hecho de que M 2 — (M ) es una martingala.
Por lo tanto J  es una isometría para los procesos simples, pero estos son densos en L2(M)  

(por 3.12), lo que muestra que J  es isometría de L2(M)  en A i l0.
Para mostrar la isometría en el caso A2(M )  se procede análogamente, tomando um =  t, 

y trabajando en [0 ,¿] en vez de [0 , oo]. □

En muchos casos concretos, la clase de los procesos para los cuales la integral estocástica 
existe es más amplia que la de los procesos predecibles. Esto se debe a la siguiente obser
vación.

9.4 O bservación. Sea M  6  A i2; A] ^ 2 es una medida sobre # (R +)® í? que coincide con XMi 
sobre V. Si tomamos la completación de V  con respecto a A] ^ 2 (es decir a(V  U Ai), donde 
Ai =  {N  C R.+ x O, : 3B  6  H(K+ ) <S> $  con N  C B  y A%p(B) =  0}), tenemos que la integral 
estocástica está bien definida para los procesos medibles con respecto a la A^2-completación 
de V, ya que cada uno de estos procesos es igual X^-c.s.  a uno predecible.

9.5 P roposición . Sea M  6  A i2.
(a) Si M  es continua entonces la X̂ /I2-completación de V  contiene a la a-álgebra de los con

juntos opcionales O (por lo tanto en este caso se pueden integrar procesos opcionales).
(b) Si X \f2 es absolutamente continua con respecto a i ®  P\P (i =  medida de Lebesgue en 

R +) entonces X^ 2 es absolutamente continua con respecto a i ®  P sobre Z?(R+) ® $  
y la Aĵ 2 -completación de V  contiene a la a-álgebra de los conjuntos progresivamente 
medibles (por lo tanto en este caso se pueden integrar procesos progresivamente medi
bles).

D em ostración , (a) Basta demostrar que para cada T tiempo de paro, [0,T[G Aj^-comple- 
tación de V, porque dichos intervalos generan a O. Como [0, T[ =  [0, T] — [T] y [0 , T] £ V  
basta ver que A^2 ([T]) =  0 para todo T tiempo de paro. Pero sabemos (por 4.23) que 
[T] C U„[Tn] con cada Tn totalmente inaccesible o predecible y con gráficas ajenas. Por lo
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tanto A] 2̂ ([T]) <  X) A] 2̂ ([Tn]) =  0 ya que: si Tn es predecible, [Tn] 6  V y
n

A^ 2  « r . ) )  <  L  Â 2 ([7’n A t])  =  x ;A M J([rn A t])
A: k

=  £ £ (A M |,,a i) = 0
k

porque M 2 es continua y Tn A k es predecible y acotado para todo k € N (ver 7.3).
Si Tn es totalmente inaccesible, entonces por la definición de proyección dual predecible 

y del hecho de que =  0 cuando Tn es totalmente inaccesible (6.2(c)) tenemos

A (̂[T„]) = /  lpydAjü, = J  /[?„] d\Mi = 0.

(b) Sea /  la densidad de A ^ , /  =  dX\f2/d(£ <g) _P)p. Por hipótesis /  es un proceso 
predecible no negativo e integrable con respecto a £ ® P sobre [0, ct] x O, para cada a >  0, 
además para todo proceso predecible y acotado X  >  0 se tiene:

j  X  d\M2 =  j  X fd (£ ® P )\ r  =  E (J  X fd t ) .

Si consideramos el proceso Vt =  /jo tj f sds tenemos:
(i) V  está bien definido, es un proceso continuo, con variación integrable en [0, í] para cada 

t >  0  y es adaptado, por lo tanto es, en particular, un proceso predecible y V  € W 1. 
(ü) £(/]oMXtftdt )  = E U ^ X t d V t ) .

Por 6.10 existe fi >  0, medida admisible sobre ¿3(R.+ ) <8 > í?, finita sobre S ([0,a]) ® 5  para 
cada a  >  0, tal que /  X  dfi =  OQ[ X  d,V), para todo X  proceso acotado medible.

Como V es predecible, podemos aplicar el Teorema de Doléans 6.11 y obtener que
v

H =  H ■

Así tenemos que // es una medida admisible sobre 6 (R+) ®

Ml’P =  Aa/ z

y si X  es un proceso acotado medible, X  >  0, entonces

J Xdfi =  j  X v dn =  J X T dXM, =  J X  dXlfi.

Es decir /z =  A] ^ 2 y por lo tanto A^ 2 «C £ ® P  y

f  =  dXvM2/d(£®P).
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Veamos ahora que la Aj^-completación de V  contiene a los conjuntos progresivamente 
medibles. Sea X  un proceso progresivamente medible acotado y h >  0. Definamos

X?{u>) =  l / h [ t X ,{u )ds.

X h es continuo en t y es adaptado (por ser progresivamente medible), por lo tanto es pre
decible. Para toda u  6  í), X^(uj) —> X t(u>), cuando h J. 0, para ^-casi cada t € R+.

Por Fubini,
X h(t,u)  -► X(t,u>) £ ® P - c . d  

y como A]^ 2  <C l  ® P,  tenemos que

X h{t,u>)-*  X { t ,u )  A j^ - c .d .

Por lo que X  es medible con respecto a la Aj^-completación de V. □

9.6 O bservaciones, (a) La hipótesis en la Proposición 9.5(a) puede debilitarse; en vez de 
pedir que M  sea continua, basta con pedir que M  no tenga saltos predecibles (como por 
ejemplo en la martingala de Poisson (Nt — At)t).

(b) Si M  es el proceso de Wiener, Avya =  t  ® P  sobre V  ya que

J X  d\W2 =  E(J X  d(W)) =  E(J X dt)  =  J J X d t dP.

Así pues tenemos la existencia de f  X  dW, o de la integral de Itó, para X  progresivamente 
medible con E  /j0  ̂X ]  ds <  oo para todo t >  0. S,in embargo, como el lector probablemente 
sabe, en el caso de proceso de Wiener, la condición de integrabilidad la podemos debilitar 
aún más: basta que X  sea no anticipante, es decir medible y adaptado (ver e.g. [20]).

(c) Si Mt =  Nt — 0t, donde N  es el proceso de Poisson con parámetro /?, entonces 
\ M2 =  fdí <g) P  sobre V  (ejercicio).

Ahora vamos a definir el proceso de variación cuadrada de M  para M  G A i2. Este 
proceso es importante porque tiene propiedades similares a las del compensador (M ,M ) 
de M 2 y de hecho en algunos casos (ver Corolario 9.11) coincide con él. La existencia y 
la definición misma de este proceso estarán dadas por el Teorema 9.10. Antes vamos a 
enunciar algunos lemas que se usarán en la demostración del teorema (se deja como ejercicio 
el mostrar la validez de estos lemas). La demostración del Teorema 9.10 es complicada y se 
basa en las propiedades del espacio A42 (ver 8.21).

(2)Aquí nos interesan las hipótesis de medibilidad. La posibilidad de debilitar las hipótesis de integrabilidad 
(i.e. E Jj0 tj Xj  d(M)s <  oo) las discutiremos en el Capítulo 12.
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9.7 Lema. Sea (íl, P) un espacio de probabilidad y (£n)n « « «  sucesión de variables aleato
rias:

(a) Si (Ak)k es una sucesión de eventos tal que Af. f  Í7 y si para cada k € N, ( l ,i fc£n)n 
converge en probabilidad, entonces (£n)n también converge en probabilidad.

(b) Si —i► £ en probabilidad, £n >  O y E(£n) '= E(£) para cada n E  N entonces £n —■► £ 
en L 1 (íl).

9.8 Lema. Sea M  € A42 y {O =  u0 <  ui <  • • •} una partición de R+ . Si X  =  £0 l{o} +
con Cí variable aleatoria $ Ui-medible, y |£¿| <  k, para ¿ =  0 , 1 , 2 , . . .  entonces

X  e A2{M ) y
OO

(X  o Ai), =  -  AÍ„,a1)
• 1=1

(este lema generaliza la fórmula que nos sirvió en 9.2 como la definición de la integral 
estocástica para procesos simples).

9.9 Definición. Decimos que (IIn)n es una sucesión normal de particiones de R+ si

ü n =  {0 =  ¿o < t\ <  • • •}, lim t'j — oo para cada n 6  N
► OO J

y
lim  sup(t”+1 — t " )  =  0.n—►oo • J ^ í J 3

9.10 Teorem a. Sea M  € A i2. Existe un único proceso cadlag creciente adaptado que 
denotaremos por [M, M ] tal que si (Iln)n es una sucesión normal de particiones de R+ 
(n B =  { 0  =  Íq <  <  . . . } ) ,  entonces

[M, M], =  lim ( i 1) B % +, «  -  , ?
}=0

para cada t 6  R+. Ademas se tiene

[M, M]t =  {M c, M c)t +  ^ ( A M j ) 2

3 < t

(9.1)

(9.2)

para cada t € R+.
El proceso [M,M] se llama proceso de variación cuadrada de M.
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D em ostración . 1. Los lados derechos de (9.1) y (9.2) no cambian si reemplazamos a M  
por M  — A/o, por lo tanto podemos suponer que Mq =  0. Además, reemplazando a M  por 
M l =  MtA. podemos suponer que

M e  M i .

En efecto, basta observar que

(M CY =  (M ‘ )c y {M CY =  ((Af‘ )c).

Estas fórmulas se siguen directamente de las definiciones; sus demostraciones se dejan 
como ejercicios.

2. Probaremos (9.1) con convergencia en probabilidad en lugar de convergencia en L1. 
Sea Iln =  {0 =  t0 <  ¿i <  . . . }  una partición fija de la familia (para abreviar notaciones 

vamos a escribir tj en vez de i” ). Tenemos

OO

Ai,2 =  -  M i » )  =  K.(M, i) +  N.(t),
J=o

donde
OO

K (M ,Í) =  E ( M 1)+lA, -  
, = 0

OO

Nn(t) =
3 = 0

Observemos que para todo t € R + ambas sumas tienen sólo un número finito de términos 
distintos de 0, además E(Vn(M , t )) <  oo, E(Nn(t)) <  oo porque Mt £ L2 para todo t £ R+.

Es fácil ver que Nn es una martingala (como en el Teorema 9.2). Formalmente, Nn tiene 
la forma de integral estocástica pero no podemos aplicar directamente el Lema 9.8, pues 
Mt}At puede no ser acotada. Para k =  1 ,2 ,.. . definamos

K m  =  2 £ ( - * )  v (M>, A *)!]<„.,+ll(<).
3

El proceso X * es predecible y acotado, por lo tanto X% £ L2(M). Sea N„ = X* o M . 
A X * podemos aplicarle el Lema 9.8, por lo tanto N^(t,u;) =  Nn(t,u>) para oj £ Ak, donde 
Ak — {supg \MS\ <  /;}.

Por otra parte,

lim X„(t,u))  =  2 ((—k) V (M t_(u>) A k)) Vu; € fl, Vi > 0
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(por ser particiones normales), entonces por el teorema de convergencia dominada tenemos 
que la sucesión (X *)n converge en L2(M )  al proceso 2((—k) V (M_ A k)) (ver 9.1, M_ =  

Por el Teorema 9.2 las integrales estocásticas (N*)n convergen en ( a 2((—k) V 
(A f_  A k)) o M ), y por lo tanto la sucesión (N*(t))n converge en L2 para toda t, k =  1 ,2 ,.. . 
(nótese que si M  fuera acotada, la primera parte del teorema ya se seguiría de esto, con 
convergencia más fuerte: en L2 en lugar de L1).

Para toda k £ N tenemos

U t V ,(M ,t)  =  l ÁtM* -  l A,N „(t)  =  1 -  U X W -

Entonces de lo anterior se sigue que la sucesión ( 1  AkVn{M, t))n converge en L1, y por lo tanto 
converge en probabilidad para toda k £ N, t € R+.

Como Ak | fi, por el Lema 9.7(a) la sucesión (Vn(M ,t ) )n converge en probabilidad 
(n —* oo) para toda t £ R+. Vamos a probar que una subsucesión converge uniformemente 
en t € R +, c.s.

En efecto, por el Lema 8.5 sabemos que para toda k £ N existe una subsucesión (rij)j 
tal que (N ^ (t ,u ) ) j  converge uniformemente en í 6  R+ para P-casi toda u> G ÍL Usando el 
método diagonal podemos encontrar una subsucesión (n') válida para toda k € N, es decir 
existe F CCl, P(T) =  0 tal que (N^,(t,u>))n> converge uniformemente en i € R+ para cada 
k e N y  cada u> € íí — T. Por lo tanto ( l AkVni(M ,t))n> converge uniformemente en i £ R+ 
para cada k € N y cada o> € — T, entonces (Vn>(M, í) )n< converge uniformemente en t € Ra
para cada w G fi -  T, ya que Ak T n.

Definimos
. . .  . í lim Vn.(M ,t)(u ) si u e C l - T ,
[M, M ]t{u) =  { n'

y o, s i u e r .

Como t))t es adaptado cadlag en t para todo n ' , tenemos que [M,M] también lo es.
Claramente Vn(M ,t ) —> [M ,M ]t en probabilidad (n —► oo) para todo t 6  R+.
El razonamiento estándar muestra que [M ,M]  no depende de las particiones (n„)n 

(módulo indistinguibilidad). Ahora es claro que [M, M ] es creciente porque si s < í están fijos 
podemos reemplazar las particiones Iln por una sucesión nueva que contiene a s y i .  Para esta 
sucesión de particiones se tiene que Vn(M ,s ) <  Vn(M , i ) y por lo tanto [M ,M ]S <  [M ,M ]t.

3. Vamos a demostrar que si M, M  £ M. ̂  entonces

E(\Vn(M ,t)  -  Vn(M ' ,t )|) <  ||M -  M'\\2Mlo +  2\\M'\\m1o\\M -  M'\\Mlo (9.3) 

para n € N, t € R+ .
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En efecto, denotemos M " =  M  — M '. Tenemos

Vn(M ,t)  =  Vn{M \t) +  Vn(M ",t )

j

Y por lo tanto, utilizando dos veces la desigualdad de Schwarz (la primera vez para las 
sumas, la segunda para esperanzas), obtenemos

E(\Vn( M , t ) - V n(M',t)\)
<  E (V 4 M " , t ) )+ 2 E ( (V „ (M ' , l ) ) ' '\ V „ (M “ ,t ) ) ' '2)
<  E(Vn(M " ,t ) )  +  2(E(Vn(M' ,t ) ) ) '/2(E(Vn(M " ,t ) ) )1/2.

Para terminar la demostración de (9.3) basta observar que en general, si M  € 
entonces (Vn(M ,t ) — M 2 — Mq){ es una martingala 0 en 0, y por lo tanto

E(Vn(M ,t))  =  E (M ?) -  E(M q) <  ||M ||^.

4. Sea M  £ Probaremos
(i) Vn(M ,t ) —► [M ,M ]t en Ll , si n —> oo, t £ R+.

(ii) [M, M)t =  (Af, M )t, t £  R+.
Por el paso 2 sabemos que (i) se cumple si M  es acotada.
Definimos

Tk =  inf{í : \Mt\ >  A;}, k £ N.

Por continuidad y porque Mq =  0, <  A: para cada t £ R+ y cada A: € N, por lo tanto
(Vn(M Tk, t))n converge en L 1  (de hecho en L2).

Por otro lado, es fácil ver que M Tk —̂ M e n M ^ s i k —̂ oo. En efecto, =  M jk —> M 00 
c.s. (k —> oo) pues Tk t oo. Además

M l  =  (E (M 00\$Tk))2 < E ( M 2J $ Tk),

por lo tanto (M^k)k son uniformemente integrables porque las variables aleatorias 
{E{Ml0\̂ Tk))k lo son. Esto implica que

Mrk —> M0o en L2 (k —> oo),

lo que es lo mismo que M Tk —► M  en M is  (ver 8 .2 ).
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Ahora bien, usando la desigualdad (9.3) obtenemos 

E (\ V „ (M ,t ) -V m(M,t)\)
<  E(\Vn(M ,t)  -  V„(Mr\ t )|) +  E(\V4MT\ t )  -  Vm(M r\t)\) 

+E(\Vm(M T\ t )  -  Vm(M,t)\)
<  2||M  -  M t ‘ ||ip_ +  4\\M\\m ,x  ||M  -  M t - |Uu 

+E(\V„(MT* , t ) - V m(M T',t)\)

para fc,n,m E N. Por lo tanto la sucesión (Vn(M ,t ) )n satisface la condición de Cauchy en 
L1, lo que demuestra (i).

Utilizando esto vemos que la martingala Nn(t) =  M f — Vn(M ,t ) converge en L 1  (si 
n —► oo) a M¡ — [M, M ]t. Por lo tanto M 2 — [M, M] es una martingala.

Por otro lado, como M  es continua entonces (Vn(M, t))t es continuo para n E N, y por 
lo tanto [M ,M ] es continuo como el límite uniforme en t de una subsucesión t))ni
(paso 2). En consecuencia [M, M ] es predecible (sabemos que es adaptado). Así hemos 
demostrado (ii) porque claramente [M, M] € W 1  (es creciente) y [M, M]o =  0 (ver 8 .1 1 (a)).

5. Sea M  E (M0 =  0). Demostraremos la fórmula (9.2). Ya sabemos que
(M c, M c) =  [Mc, M c], por lo tanto basta demostrar que

[M, M ]t =  [Mc, M %  +  ^ ( A M a)2. (9.4)
s < t

Primero supongamos que M  tiene sólo un número finito de saltos. Sabemos por 8.21 que 
M  admite una descomposición:

771

M  =  M c +  B  donde B  =  ^ (A ^  — A¡¡).
k=i

Cada proceso Ak — Ak pertenece a W 1 y tiene a lo más un solo salto, por lo tanto para cada 
ui la función B.(u>) tiene a los más m saltos y tiene variación finita en [0, ¿] para todo t E K+. 
En consecuencia

v„(B ,t)(u )
s < t  s < t

cuando n —► oo, para cada t E K.+ .
Se tiene

Vn(M ,t)  =  Vn(M c +  B ,t)  =  Vn(M c,t) +  Vn(B ,t )  +  Cn(t)

r?
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donde
C „(i)  =  2 £ ( A f i  A, -  A f t AI)(B ,,+1„  -

3 = 0

Por el paso 4, Vn(M c, t ) —* [Mc, M c]t en L 1 cuando n —> oo, y

|Cn(<)l <  2 sup |Af£+jAt -  A f£At| \B\t —>■ 0  si n -> oo,

porque es uniformemente continua sobre [0,t] para cada u> E ü, t E R+ y (Iln)n es
una sucesión normal de particiones de R+. Así hemos demostrado (9.4) en el caso particular.

Ahora sea M  E arbitraria (Mo =  0). Por 8.21 M  =  M c +  52h=i{Ak — A*;), donde 
Ak =  AMTkl[Tk,oo[i k E N y los tiempos de paro (Tk)k son tales que {A M  ^  0} C U¿t[Tn], 
cada uno predecible o totalmente inaccesible.

Definamos
m

M m =  M c +  Y , { A k - A k) E M 200.
k= 1

Para cada entero positivo m, M m tiene un número finito de saltos y (M m)c= M c, entonces 

[Mm, M m]t =  [Afc, M c]t +  ^ (A A Í , ™ ) 2

3 < t

m

=  [Mc, M c]t +  Y l(& M TkM)2.
k=l

Sabemos que
m

Jinr  ̂£ ( A A f TfcAt) 2 =  £ ( A M * ) 2 Va> € Cl Vi G R+.

Para obtener (9.4) basta demostrar que —> [M ,M ]t en L 1 cuando m —► oo.
Fijemos una subsucesión (n') (método diagonal) tal que para P-casi toda to y para cada 
m E N se tiene

lim Vn,{M, t) =  [M, M ]t, lim Vn>(Mm,t) =  [Mm, M m}t
n ' n '

uniformemente en t E R+ . Por el lema de Fatou y la desigualdad (9.3) obtenemos

< liminf E(\Vni(M,t) — V/n»(Mm,i)|)
n '—► oo

<  IIM  -  M m\\2Mlo +  2\\M\\m 1o ||Af -  M m\\M2o.
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Ahora basta observar que por el Teorema 8.21 se tiene

lim \\M — M m\\M2 = 0 .

6 . Lo único que falta para terminar la demostración del teorema es probar que Vn(M, t) —» 
[Af, M ]t en L 1  cuando n —» oo.

Es fácil demostrar que Af2 — [Af, Af] es una martingala. En efecto, por la fórmula (9.2) 
tenemos que

»<<
=  (M tc ) 2 -  (AP, M c)t +  { M f f  -  £ ( A Ms)2 +  2M ct Mf.

, s < L t

Ahora (M c ) 2 — (AP, AP) es una martingala por definición,

(M í )2 -  B a a í , ) 2 =  (M í )2 -  E ( AAÍí ) 2
3 < t  S < í

es una martingala por el Corolario 8.28, finalmente 2M cM d es una martingala porque M c II 
M d (por 8.14 y 8.21). Por lo tanto E (M 2) =  E([M, M]t) para cada t € R + (si M0 =  0; en 
el caso general E (M 2) =  E (M q) +  E ([M ,M ]t)).

Por otra parte, sabemos que M 2 — Vn(M )  =  Nn es una martingala, Nn(0) =  0 y por lo 
tanto E (M 2) =  E(Vn(M ,t))  para cada t £ R + y cada n € N. En consecuencia E(Vn(M ,t))  =  
E([M, M ]t). Esto junto con el paso 2 implican la convergencia de (Vn(M, t))n a en
Lx por el Lema 9.7(b). □

9.11 C orolario, (a) Si M  € M 2c entonces (M ,M ) =
(b) Si M  € M 2 entonces M 2 — [M,M] y [M,M] — (M ,M ) son martingalas y XM2 =  

\ m ,m ] =

El hecho de que M 2 — [M, Af] sea una martingala lo probamos en la última parte de la 
demostración del Teorema 9.10. Todo lo demás es inmediato.

O bservación. Vale la pena darse cuenta de las semejanzas y las diferencias entre los procesos 
(M ,M )  y [M ,M ]. Ambos son cadlag crecientes, 0 en 0, M 2 — (M ,M )  y M 2 — [M, Af] son 
martingalas. (Af, Af) es predecible, en cambio [Af, Af], para martingalas discontinuas, en 
general no lo es. Por otra parte, la estructura de [Af, Af] es mucho más sencilla que la 
estructura de (Af, Af). El proceso (Af, Af) en general depende fuertemente de la filtración

n
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mientras la fórmula (9.1) del Teorema 9.10 depende solamente de la probabilidad P. Esto a 
veces es una ventaja de [M , M] en comparación con (M ,M ). Además es claro que el límite 
en (9.1) existe si reemplazamos a P  por una medida de probalidad Q absolutamente continua 
c.r.a P , pero la convergencia no será en general en Ll(Q ) sino en Q-probabilidad. Veremos 
también que el proceso de variación cuadrada existe para una clase de procesos más amplia 
que M 2.

9.12 E jem plos, (a) Sea W  el proceso de Wiener. Entonces [W, W]t =  (W, W)t =  t porque 
W  es continuo.

(b) Sea Mt =  Nt — At donde N  es el proceso de Poisson con parámetro A. Por 8.29 
sabemos que M  E A42d. Entonces

[.M , M], =  £ ( . A.M,)2 =  £  A.N, =  N„
s < t  » < í

mientras que (8.12(b)) =  Ai. □

9.13 C orolario. Si M  € M 2 y M  G W ° entonces M  € M.2d.

D em ostración . Sea (IIn)n una familia normal de particiones. Es fácil probar que Vn(M, t ) —► 
52s<t(A Ms)2 porque M  tiene variación total finita en cada [0,í] (ver e.g. el Lema 12.24). 
Pero también sabemos que

Vn( M , t ) - ^ [ M ,M ] t =  (M c, M c) + ' £ { A M s)2 en L\
3 < t

Por lo tanto (M c, M c) =  0.
(M c)2 — (Afc, M c) es una martingala 0 en 0, por lo tanto (M c) 2 es una martingala 0 en 

0 y entonces E (M tc)2 =  0 para cada t E R+. En consecuencia M c =  0. □

9.14 D efin ición . Sean M, N E M 2. Entonces definimos el proceso [M,N] E W 1 de la 
manera siguiente:

[M, N] =  j { [ M  +  N ,M  +  N ] - [ M  -  N ,M  -  N])
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9.15 Propiedades del proceso [M , IV] . (a) Si (IIn)n es una familia normal de parti
ciones: (II„ =  {0 =  ¿o <  ¿i < • • • < £ " < • . • } )

OO

=  {M c,N c)t +  Y , A M s^N s
3 < t

= [Mc,7Vc]¿ + £ A M sA7Vs.
3 < t

(b) [•,•] es bilineal.
(c) M N  — [M, iV] y [A/, TV] — {M , N) son martingalas.
(d) Xmn  =  X[M,n] =  X(m ,n)-

La demostración se deja al lector.

9.16 Observación. En la definición de [M ,M ] o [M, IV] las particiones deterministas se 
pueden reemplazar por particiones aleatorias:

n B =  con o =  r0 < ! ? < . . . <  7 7  < . . . ,

donde Tf  son tiempos de paro tales que

lim T f =  + 0 0  y lim sup(T7\, —T?) =  0 .
j — * 0 0   ̂ n —*oo ^ '

La demostración es la misma, sólo hay que saber que si T  es un tiempo de paro, entonces

r t  AT r t

/  X  dM  =  /  X d M T 
Jo Jo

(esto es claro para T  determinista y para T  general se demostrará más adelante).

n
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Capítulo 10

Propiedades de la integral estocástica

En este capítulo discutiremos varias propiedades de la integral estocástica con respecto a una 
martingala cuadrado integrable. En particular daremos una caracterización intrínseca de la 
integral estocástica la cual será una consecuencia de las desigualdades de Kunita Watanabe. 
Calcularemos también el proceso de Doob Meyer y la variación cuadrada de una integral 
estocástica y demostraremos que cada martingala en Ad2 se descompone en la suma de una 
integral estocástica con respecto a una martingala dada M  y de una martingala fuertemente 
ortogonal a M. Terminaremos el capítulo con una discusión detallada del caso cuando la 
filtración (5 t)ter+ es la filtración usual generada por el proceso de Wiener.

Probaremos que en este caso V  =  (ü, que cada martingala es continua y como un corolario 
obtendremos el teorema clásico de Itó que cada variable aleatoria cuadrado integrable se 
representa como una integral estocástica con respecto a W .

Veremos primero que si M  E W °, la integral estocástica se reduce a la integral de 
Lebesgue Stieltjes usual.

10.1 P roposición . Sean M  E M 2 y M  E W °. Si X  £ A2 (M ) y si para cada i E K.+ y
u E fí la integral de Stieltjes St X  dM existe entonces

J ) ° ¿ ]

(X  o M )t =  St í  X  dM.

D em ostración . 1. Primero demostraremos que basta para X  acotado. En efecto, si 
X  E A2 (M ) definamos X n =  (—n) V X A n .  Es claro que X n —> X  en A2(M )  cuando 
n —> oo, por lo tanto X n o A Í - t l o M e n  M 2 y de aquí (X n o M )t - » ( X o  M )t en L2 para 
todo t E R+.

135
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Si sabemos que (X n o M )t =  St Jj0  ̂X n dM , como |Xtn| <  |̂Yt| para cada t, el teorema 
de convergencia dominada implica que

( X n o M )t -+ St [  X d M  si n —> oo
•Wl

para cada u  G Í2, t G R+ . En consecuencia (X  o M )t =  St / ] 0 tj X  dM  c.s. para todo t 6  R+; 
y como ambos procesos son cadlag, son indistinguibles.

2. Sea X  la clase de procesos X  tales que

(X  o M ) t =  S t ¡  X  dM , G R+.
7]0,t]

Por la definición misma es claro que X  contiene a todos los procesos simples y es una clase 
lineal.

Además, si 0 <  X n € X  y X n | X, X  acotado entonces X  G X  (mismo razonamiento 
del paso 1 ). Usando una versión apropiada del lema de las clases monótonas (ver 4.26) se ve 
que X  contiene a todos los procesos predecibles acotados. □

10.2 P roposición . Si M  G A42 y X  G A2(M ) entonces A (X  o M) =  X A M .

D em ostración . 1. Nuevamente veremos que basta mostrarlo para X  acotado. Sea X n =  
(—n) V X  A n, X n —> X  en A2 (M)  por lo que X n o M  —* X  o M  en A42. Sabemos (por 8.5) 
que entonces existe una subsucesión (nk)k tal que para P-casi toda u  G f i  y cada s G R +

(X nk o M ) t —» (A  o M )t uniformemente en t G [0,s], si k —> oo.

Pero entonces para casi toda u>, A (X nfc o M )t —► A (X  o M )t (cuando k —► oo, uniformemente 
en í G [0, s]) y si la proposición es cierta para los procesos acotados, entonces

A(A"nfc o M )t =  (X nk)t (A M )t —> X tA M t Vt G R+ 'iu G ü

y por lo tanto X A M  y A (A  o M)  son indistinguibles.
2. Sea X  la clase de los procesos X  tales que A (X  o M ) — X A M . X  contiene a los 

procesos simples, y por un razonamiento análogo al del paso 1  se concluye usando L.C.M. 
que X  contiene a todos los procesos acotados de A2(M). □
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10.3 Teorem a (desigualdades de K unita-W atanabe). Sean M ,N  € M 2 y X , Y  pro
cesos medibles. Entonces:

f  \Xt\\Yt\d\(M,N)\t <■>
J]0 ,oo[

< f [  X ? d { M , M ) J 7  Y 2d{N ,N )t c.s.y 7]o,oo[ y ]̂o,oo[
y

í  \Xt\\Yt\d\[M,N\\t
V]0,oo[

< f í  X }  d[M, M ]t>l~í Y 2d[N,N)t c.s.. y j]o,oo[ y j]o,oo[
D em ostración  (bosqu e jo ). La primera desigualdad:

1 . Basta hacerlo para X, Y  acotados y tales que valen 0 si t >  t0 (pasando a límites).
2. Basta mostrar que para X , Y  como en 1 se cumple:

\ f  X t Ytd(M, N )t\
J] 0,oo[

<Jf X 2d {M ,M )t J í Y 2 d(N, N ) t c.s. (10.1)y 7]o,oo[ y ]̂o,oo[
Si sabemos esto, aplicamos esta desigualdad a los procesos

\x,\ y \Y<\d\{M,N)\,
d(M ,N ),  ’

en lugar de X  y Y  (nótese que el proceso d\(M, N)\t/d(M, N )t es medible y toma sólo valores 
± 1 )-

3. Basta demostrar que existe T C fi, ^ (T ) =  0, tal que si u¡ G — T, entonces (10.1) 
vale para todos (At(u>))t, (Yt(u>))t, donde X ,Y  son procesos “ simples” , i.e.

X t =  £ol{o}(¿) +  X ^ lM .+ d C * )’
¿=i

Yt =  /7ol{o}(¿) +
«=i

(^Recordemos que (|(M, Af)|t)t (y análogamente ( | [ M , | í ) í ) es el proceso de variación de (M ,N ) (o de 
[M, N]) y se trata de la integral de Stieltjes con respecto a este proceso.
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donde 0 <  t\ <  • • • <  <n + 1  (claramente se puede tomar la misma partición para X  y Y)  y 
£i,rfi son variables aleatorias acotadas (no necesariamente -medióles) para i =

En efecto, supongamos que un tal T existe. Fijemos — T y F u n  proceso simple
medible. Cada función / :  R.+ —* R. medible y acotada es el límite puntual de las funciones 
de la forma (X t(w))t, donde las X  son simples medióles. Por lo tanto se tiene

\ ¡  t f W ( u ) d ( M , N ) t(u,)\J]0,oo[

■ < J [  f { t )2 í  Y?(ui)d{N,N),(u)
V “']0.oo[ V

para cada /  medible acotada con soporte acotado, cada K-proceso simple medible y toda 
u> G Í1 — T. Pero esto significa que (10.1) se cumple para cada X  como en 1, K simple 
medible y u> G Cl — T.

Ahora fijemos un X  como en 1 , u  € íl — T y por el mismo razonamiento obtenemos (10.1) 
para cada X , Y  como en 1, u> € Í2 — T.

4. Basta demostrar que existe T C fí, P (r )  =  0, tal que si u  G íí — T entonces (10.1) 
vale para todos los procesos deterministas X  y Y  de la forma X  =  Y  =  l]s,t], 0 < t <  s; es 
decir

\ {M ,N ) , - (M ,N ) , \
<  y/{M, M)s -  (M ,M)t sJ{N,N), -  {N,N)t. (10.2)

En efecto, supongamos que (10.2) se cumple para t <  s, u> G Í2 — T. Sean X  y Y  como en el 
paso 3. Tenemos

| f  XYd(M,N)\  =  -  {M ,N)tt\
>']0 ,oo[ ,•

< E l f . l l -  (M, M)í.*J{N1N)t¡+1 -  (N,N)t,
i

=

(en la primera desigualdad se uso (10.2) y en la segunda Schwarz).
5. Finalmente se demostrará (10.2).
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Sabemos que para cada A € R  el proceso (M  +  XN) es creciente, es decir para 0 <  s < t 
se tiene (M  +  XN)t >  (M  +  XN)S-

{M  +  XN) podemos transformarlo por bilinealidad de {•,•), pero recordemos que este 
proceso está definido de manera única sólo módulo indistinguibilidad. Entonces lo único que 
podemos afirmar es que para todo A € R existe un Ta C fí, P(Ta) =  0, tal que para cada
u> G fí — r a * i £ R +1

(M  +  XN)t(u>) =  (M)t(oj) +  2X(M, N ) t(u) +  X2(N )t(u).

Sea T =  UAgQr a; claramente -P(T) =  0. Para todo uj G  fl — T y 0 < 5 < t s e  tiene

(M),(w) -  + 2X((M, N),(u) -  (M, N),(u))
+A2((JV),(W) - (N),(o.)) > 0

para toda A racional. Pero entonces esta desigualdad vale claramente para toda A £ R y  por 
lo tanto el discriminante del polinomio de 2 - grado en A es <  0. Es decir

((M ,N ),(u)-{M ,N U u))*
< «M),H - (M),(u,))((N)M -  (N).(“ )),

y esto es ( 1 0 .2 ).
En esta demostración hemos utilizado sólo propiedades comunes de {•,•) y [•,•] por lo 

tanto la demostración para el proceso [M, ./V] es idéntica. □

El siguiente teorema de Kunita-Watanabe nos da una caracterización de la integral es- 
tocástica X  o M  con X  fijo.

10.4 Teorem a. Sean M  G  M 2 y X  G  L2(M ). Entonces la integral estocástica X  o M es el 
único elemento L G M 2̂  tal que:

V N e M l ,  E (L o0N„) =  E ( j ”  X , d ( M , N ) t) (10.3)

(esto se puede escribir así:

( ( X  o M ) , N ) m í  =  j  X d \ MN),

E(LXN „ )  = £ (j T  X, i [ M , N)t),
lo que equivale a:

V A T  €  Mi, (10.4)
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D em ostración . Supongamos que X  =  Y % = i (£¿ es Svmedible y acotado para 
cada i).

E ( (X  cMJoo^oo) =
t=l

m

i=l

(ya que E ^ M t ^ N ^ )  =  £ (& M ti+1 £(./V0 0 |3 tj+1)), lo mismo para U)

m

=  y ;  15 ,,) -
1=1
m

=  £  -  <M, AT)k+, 13,.)
» = 1

+ E ( {M ,N ) tî \dt.) -  (MuNt, -  {M ,N )u) -  (M ,N )tt})

(por ser (M N  — (M , ÍV)) una martingala)

m

»=1
m

= '£ ,E (E {(i((M,N)kt, -(M,JV),.)|5,,))
f=l
m

=  Y . E (U (M ,N ) , , t í - ( M , N ) h))
i= 1

=  £(jH X , i ( M , N ) t).

Hemos probado que (10.3) vale para procesos simples. Ahora hay que pasar al límite en 
ambos lados.

La aplicación ip de L2(M )  en R definida por

* ( X )  =  E ((X  O AOootfoo)

es una funcional continua en Z 2 (Af), ya que X  i—» (X  o Af),*, es continua como función de 
L2(M )  en L2(Cl) por definición de la integral estocástica, y el producto escalar en L 2 (f¿) es 
continuo.
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Por otra parte <j>\ L2(M )  —► R, <f>(X) =  E(f£° X  d (M ,N )) es también lineal continuo en 
L2(M), ya que

|E Xd{M ,N )\  
Jo

<  E r°\X\d\(M,N)\.
Jo

<  d(N,N)

<  J e  J™ X * d ( M ,M ) j E ( N , N ) m 

= 11*11 mM)JÉ(Ñ7Ñ)Z (10.5)

(la segunda desigualdad es el Teorema 10.3 (Kunita-Watanabe), la tercera es Schwarz).
V» y <j> son dos funcionales continuas en L2(M )  que coinciden en un subconjunto denso 

(los procesos simples) de L2 (M ), por lo tanto coinciden en todo el espacio.
Unicidad: consideremos la aplicación Aí^, —> R, 0(N) =  E f£° Xd(M , N ) .
Por (10.5) 6 es una funcional lineal acotada en A í^ , porque

£<A0oo =  E { N l  -  N 2) <  E N l  =  H ^ H ^ .

Pero Af^, es un espacio de Hilbert, entonces por el teorema de representación de Riesz existe 
un único elemento L G Aí^, tal que

too
( ¿ , - W .  =*(■) =  E l  X  d(M, ■) ( V - e M 2J .

Jo

Para el proceso [M, N] el razonamiento es análogo. □

10.5 C orolario. Si M l , M 2 £ A i 2 entonces f  X  d (M l + M 2) =  f  X  dM1+ f  X  dM2 siempre 
y cuando el lado derecho existe.

D em ostración . Es consecuencia del teorema anterior y de la linealidad de (-, •). □

10.6 P roposición . Sean M ,N  € A i 2 y X  € A2(M ). Entonces:
(a) ( X o M , N ) = [  X  d (M ,N ).

J)0,-]
(b) [X o M , N ] =  í  X d [M ,N ].

J]0r]

Para (a) necesitamos el siguiente

O
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10.7 Lem a. Si M ,N  € A i 2 y T es un tiempo de paro entonces:
(a) (M ,N T) =  (M ,N )T.
(b) [M, N T] =  [M, N]T.

D em ostración  del lem a, (b) Es consecuencia inmediata de la definición de [M, N] (ver 
9.15(a)).

(a) (M ,N ) es predecible y (M ,N ) € W 1  por lo tanto {M ,N )T es predecible (ejercicio), 
0 en 0 y está en W 1. Si mostramos que M N T — {M ,N )T es una martingala, por unicidad 
del compensador se tendrá que (M , N )T =  (M , N T).

El proceso M N T- ( M ,  N )T es adaptado, cadlag e integrable; para probar que es una mar
tingala, basta con mostrar (Lema 7.13) que para todo S tiempo de paro acotado E (M s N j  — 
(M,N)-g) =  E (M 0N0). Tenemos

E(MsNSkt — (M, N)s*t )
=  E [(M N  — (M ,N ) ) s/\t +  M sNtas — (M N )tas]
=  E [(M N  — (M ,N ) )Sat] +  E[E(M sNtas — M tasNtas\3tas)}
=  E (M 0N0).

□

D em ostración  de 1 0 .6 (a ). Se puede reemplazar X  por X l ] 0 ,t] y suponer que X  € L2(M). 
Como X  y (M ,N ) son procesos predecibles entonces X  o (M ,N ) es predecible. En efecto, 
es cadlag adaptado y

{ X o ( M , N ) ) t =  ( X o ( M , N ) ) t. + A { X o ( M , N ) ) t W

=  (X  o (Af, N )) t-  +  X t((M, N ) t -  (M ,N )t_).

Además {X  o (M ,N ) )0 =  0 y l o  {M ,N )  € W °.
Por la unicidad del compensador, basta mostrar que ((X  o M )N  — X  o (M ,N )) es una 

martingala (ver la Observación 7.11) y como se trata de un proceso adaptado cadlag e 
integrable, basta con ver que para cada T tiempo de paro acotado

E ( (X  o M )t Nt -  j  X  d(M, N)) =  0.

<a>A veces será conveniente escribir las integrales de Stieltjes f  X  d{M, N) y /  X  d[M, N] “de manera 
estocástica” , o sea X  o (M , N) y X  o [M , N]. En el Capítulo 12 veremos que esto no es un abuso de notación.
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Tenemos

E ( (X  o M )t Nt ) E ({X  o M)00Nt) =  E i j™  X t d(M , NT)t)

EiJ™ X t d(M,N)J)

E ( [  X t d {M ,N )t)
J] 0,T]

(la segunda igualdad es una aplicación de 10.4 y la tercera es consecuencia del Lema 10.7). □

Para (b) necesitamos:

1 0 . 8  Lema. Si M  £ M 2 y X  £ A2{M ) entonces (X  o M )c =  X  o M c y (X  o M )d =  X  o M d.

D em ostración  del lem a. Sabemos que X  o M c £ M 2c porque A (X  o M c) =  X A M c =  0 
(Proposición 10.2). Además X  o M  — X  o M c +  X  o M d, por 10.5 (el lector probará fácilmente 
que A2{M ) C A2(M C) D A2(M d)). Basta mostrar que X  o M d € A i2d. Pero, X  o M d € A42d 
si y sólo si (X  o M d) II L para cada L 6  M 2c (por 8.25).

Sea L £ A42c. Entonces, por el inciso (a) precedente, (X  o M d,L) =  X  o (M d,L ) y 
por 8.14 es claro que (M d, L) =  0. □

D em ostración  de 1 0 .6 (b).

[X o M, N]t =  ( ( X o M ) c, n  +  E A ( X o M ) M
3 < t

=  (X  O M c, N c) t +  X)(X,AM ,)AAT,
s<i

=  X  o (M c, N c) t +  ^ ( X sA M s)AAís
* < í

=  /  X d[M ,N )
J]0,t]

(la segunda igualdad es por el Lema 10.8, y la tercera es por (a)). □

10.9 C orolario. Si M  6  M 2 y X  £ A2{M) y Y  es un proceso predecible y acotado, entonces

( Y X ) o M  =  Y o ( X o M )  =  X o ( Y o M ) .  (10.6)

En particular, si T es un tiempo de paro, X  £ A2(M) entonces

í  l [onX d M  =  ( X o M ) f  =  (X  o M T)t (10.7)
J]o,t]

para cada t >  0 .
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Observaciones, (a) Todos los términos en (10.6) tienen sentido por las hipótesis hechas.
(b) Para T  =  í0, la fórmula es inmediata de la definición. Es importante notar que 

(X  o M )J  =  fo*T X  dM  (por definición) y que la igualdad (10.7) es precisamente la relación 
de la que se habló en la Observación 9.16.

D em ostración . Reemplazando a M  por M* se puede suponer que M  E X t 2̂  y X  E L2(M)  
(ya que si X  E A2 (M ) entonces por definición X  E L2 (M*)).

La primera igualdad en (10.6): como ambos son procesos en X i^ ,  basta mostrar que 
((F X ) o M )oo =  (Y  o (X  o Ai))*, c.s. Para esto basta probar que para cada Noo variable 
aleatoria acotada Sro-medible se tiene

E (( (Y X )  o M)*,TVoo) =  E ((Y  o (X  o M ) ) ^ ) .

Observe que el proceso definido por Nt =  ^(A^ool^f) es un proceso en X t^ .
Podemos aplicar el Teorema 10.4 y la Proposición 10.6 y obtener:

E { { ( Y X ) o M ) 00N00)) =  E f°° Y X  d(M,N)
Jo

=  E J°° Y d(X  o M, N)

=  E { { Y o { X o M ) ) 00N00)

La segunda igualdad de (10.6) se muestra de manera análoga.
Para obtener la fórmula ( 1 0 .7 )  de la igualdad (1 0 .6 )  se toma Y  =  1[o,t ]> T tiempo de 

paro, y basta demostrar que si M  € entonces

J  l[o,T] =  M t — Mq.

Es claro que l[o,r] £ L2(M )  porque es acotado predecible. Para probar la fórmula uti
lizaremos el Teorema 10.4. Obviamente M T — Mq € X i 2̂ . Sea N  € X t^ ;  tenemos

E ( ( M l - M 0)Noo) =  E {M t Noq -  MqNoo)

=  E (M t Nt -  MqNq) =  E ((M , N )t ) =  E f  l [0iT\ d(M, N),
J] 0 ,oo[

lo que termina la demostración por el Teorema 10.4. □

1 0 . 1 0  Teorem a de R epresentación . Sea M  G X í2. Para cada L E X í2 existe una des
composición única L =  X  o M  +  N donde N E X t2, N  II M  y X  E A2 (M ) (N es único 
módulo indistinguibilidad, X  es único como elemento de A2(M)).
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10.11 Lem a. Si N ,M  G M 2 y N  II M  entonces N II A  o M , para cada X  (E A2(M).

D em ostración . (X  o M ,N ) =  X  o (M ,N ) =  0 (por 10.6 y 8.14). □

D em ostración  del teorem a. Podemos suponer que M  € M 2̂  y L G M ^  (reemplazamos 
M  por M 1 y L por L 1. Si lo sabemos para M l y L1, entonces

Lt =  X ^ o M t +  N^t).

Por la unicidad, existen N  € A i 2 y X  € L2(M ) tales que TV* =  TV^, X* =  A ^ ,  ya que 
todo se “pega bien” ).

Denotemos por 2 (M )  =  {A  o M  : A  € L2 (M ) }  que es un subespacio lineal cerrado de 
M 2̂  (por ser la imagen de L2(M )  bajo una isometría). Por ser un espacio de Hilbert, 
para cada L € M 2̂  existe una descomposición única L =  A  o M  4 - N, donde A  6  L2(M), 
N £ M ío  y N  _L 1 {M )  (ortogonalidad débil o sea en el sentido del espacio de Hilbert

Hay que demostrar que N  H M . Por 8.14 basta probar que para todo T  tiempo de paro 
acotado E (M tNt ) =  E (M 0No).

Por 10.9 sabemos que Mr =  (1[o,t] 0  Af)tx> +  Af0, entonces

E (M t Nt ) =  í?((1[o,t] 0  M ) ooNt ) +  E (M qNt )
=  £ ( (1 [0 ,t] o M )0 0E (A 0 0 |5t )) +  E (M 0E(Nt \30))
=  -£'((1[o,t] 0  M )00N00) +  E(MqNo) =  E(M 0N0)

porque N  ±  l[o,T] 0  Ai.
Unicidad de la descomposición: sea L =  X '  o M  +  N 1 otra descomposición con N 1 H M. 

Entonces por el Lema 10.11 se tiene N' H 2 (M ).  Todos los elementos de I ( M )  son 0 en 0, 
entonces por 8.15 N 1 ±  T (M ), y por lo tanto N' =  N. □

10.12 A plicaciones al proceso de W iener. En lo que sigue, hasta el fin de este capítulo
se tendrá fijo lo siguiente: un espacio de probabilidad completo, W  un proceso de
Wiener y (5 t)ígR+ la filtración usual generada por W  (Definición 1.7).

10.13 Lem a. Si M  es martingala acotada, 0 en 0, y M H W  entonces M =  0.

D em ostración. Observemos que si M  es acotada, entonces existen constantes a,b (b ^  0) 
tales que (a +  bMoo) es la densidad de una probabilidad que denotaremos por Q ; así tenemos 
dQ =  (a +  bMoo) dP.
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Basta demostrar que ambos W  y (W 2 — t)t son martingalas con respecto a Q, porque 
entonces por el teorema de Lévyl3) tendremos que W  es proceso de Wiener con respecto 
a Q, y esto implica que P  =  Q sobre 5oo) ya que por la definición del proceso de Wiener 
se tendrá P (A ) =  Q (A ) para todo A G A  =  {{W tl G P i - - - , W tn G Tn} : G
£?(R), G R+, n G N} y A  es un 7T-sistema que genera a Soo■

Pero si P  =  Q sobre Soo entonces a +  bMoo =  1  c.s, por lo cual Mqq =  0  y entonces 
M  =  0, porque Mt =  E (M ao\:St).

Probaremos que W  y (W t2 — t)t son martingalas con respescto a Q: sea T  un tiempo de 
paro acotado. Basta probar / n Wj-dQ =  0 y — T) dQ =  0.

J WT dQ =  E[WT(a + hMoo)] =  a E{WT) +  bE(WTM00)

=  bE (W TMT) =  bE{W 0M0) =  0

ya que E (W j)  =  0 porque W  es una martingala (c.r.a P ) y vale 0  en 0 ; y E(Mj Wt) = 
E(W 0M0) porque M  II W.

De la misma manera,

í ( W * - T ) d Q  =  a E { W l - T )  +  bE {{W l  -  T ^ )
J q

=  b E ( { W Í - T ) M 00) =  b E { ( W * - T ) M T).

Para probar que E{(W% — T)M t ) =  0 primero observemos que W f — t =  2 Jj0 íj W  dW  (lo 
demostraremos más adelante, ver 12.14). Entonces por el Lema 10.11, (VPt2 — t)t H M  lo cual 
implica el resultado. □

10.14 C orolario. Para todo tiempo de paro predecible T se cumple que =  -St-•

N ota. La relación St =  St-  para cada T  tiempo de paro predecible se expresa diciendo 
que (3 ri)í6 ®+ es cuasicontinua por la izquierda.

D em ostración .
So =  &{A G S : P{A) =  0 } porque W0 =  0 ,

entonces {T  =  0} G 5o implica P (T  =  0) vale 0 ó 1.
Si T =  0  c.s., entonces St =  St-  Por Ia definición.
Sea ahora T >  0 c.s. Supongamos que St ^ S t-  (esto implica en particular que T ^  oo); 

entonces existe una variable aleatoria acotada £ que es ST~medible y no es 5 r - ‘ medible.

(3)Vamos a demostrar este teorema más adelante (Teorema 13.7).
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Definamos el proceso A = £l[r,oo[- Se tiene Aq = 0 sobre {T > 0}, por lo tanto Aq = 0 
c.s.

Por 8.7 (fórmula (8.2)) sabemos que A =  -E (£ | 3 t - ) 1 [ t ,oo[ y M  =  A — A es una martingala 
acotada. Como W  € A i2c se obtiene por 8.17 que M il  W. Además es claro que M0 =  0 c.s. 
Podemos aplicar el Lema 10.13 para obtener que M  =  0. Entonces

0 =  M qo =  (£ -  £(£|St_ ))1 {t<oo}.

Esto implica que

t -  £ 1 { T < oo} +  £ 1 { T = oo} =  £ ( £ | 3 t - ) 1 { X < oo} +  £ 1 { T = oo} 

y entonces, por el Lema 2.13, £ es ^ --n ied ib le , lo que es una contradición. □

10.15 Lem a general (de teoría  de procesos, no se refiere a W ) . Sea (3 t)teu+ una fil
tración cuasicontinua por la izquierda. Entonces cada tiempo de paro accesible T es también 
predecible.

D em ostración . Por la Definición 2.29 existe (Tn)n sucesión de tiempos de paro predecibles 
tal que [T] C U„[Tn].

Sea (ver 2.23)
Sn =  T̂ p\=jy  A . . .  A T^pn=T}i (n ^  l)i

entonces cada Sn es un tiempo de paro predecible (pues por hipótesis { T3 =  T }  G =  3^- 
por lo tanto T̂ T3_Ty es predecible para cada j  £ N por 2.24). Claramente Sn l  T y se 
estabiliza, pues ¿"«(o;) =  T(u>) a partir de algún n(u;) por lo tanto T  es predecible por 2.22. □

Regresemos a nuestro modelo (ver 10.12).

10.16 C orolario. Cada tiempo de paro T con respecto a la filtración (3<)teR+ es predecible; 
en particular V  =  O.

D em ostración . Por el Teorema 2.31 y el Lema 10.15 sabemos que todo tiempo de paro T 
tiene la forma T  =  Ti A T2 donde Ti es un tiempo de paro predecible y es totalmente 
inaccesible. Entonces basta probar que no hay tiempos de paro totalmente inaccesibles ^  0 0 . 

Sea
A =  1[t2,oo[, M  =  A -  A.

M0 =  0 porque Ao =  0 por ser T2 totalmente inaccesible y M  II W  por 8.17 pues W  es 
continuo. Queremos utilizar el Lema 10.13 pero no podemos aplicarlo directamente ya que
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M  no es necesariamente acotado. Sea Sn =  inf{< : A t >  n }, n € N. Se tiene M SnHW  por 10.7 
(o también por 8.27), además |Mfn| <  1 +  <  1 -f n porque A es continuo (7.14(c)) y
Ao =  0.

Por el Lema 10.13 M Sn =  0 para todo n G N. Pero Sn f  oo cuando n —» oo, por lo 
tanto M  =  0. Por otra parte M  tiene un salto igual a uno en T2 sobre {T 2 <  0 0 } , entonces 
necesariamente T2 =  0 0 .

Para ver que V  =  O  basta usar 3.12(e) y 3.16. Si no queremos aplicar 3.16, ya que no lo 
demostramos con detalles, podemos utilizar el Teorema 4.29 para obtener que cada proceso 
cadlag y adaptado X  es predecible (lo que nos da O  C V). En efecto, para cada T  tiempo de 
paro (predecible) X x  es iJr-medible sobre { T <  0 0 } y por lo tanto ^x.-medible por 10.14. O

10.17 C orolario. Cada martingala cadlag con respecto a (3ri)¿gK+ es continua.

D em ostración . Por el corolario anterior sabemos que cada proceso cadlag adaptado es 
predecible. Por otro lado, demostramos (Proposición 4.31) que cada martingala predecible 
es continua. D

Ahora podemos probar un importante resultado (originalmente de Itó pero con otra 
demostración; ver e.g. [9]).

10.18 C orolario . Cada martingala M  € A i2, M0 =  0 tiene la forma

Mt — [  X s dWs, para un X  € h 2{W).
J)o,t)

D em ostración . Por el teorema general de representación 10.10 tenemos que cada martin
gala M  en M 2 tiene una descomposición

M  =  j  X d W  +  N  con TV II W.

Basta demostrar que no hay martingalas N  ^  0 que sean 0 en 0 y fuertemente ortogonales 
a W, o sea: si N  es una martingala, TV II W  y TV0 =  0 entonces TV =  0.

Lo sabemos para TV martingala acotada (ver 10.13). Veamos ahora para TV no acotada: 
se define Tn =  inf{t : |TVt| >  n).

Como TV es continua (por 10.17), |TVTn| <  n para todo n y aplicando 10.13 obtenemos 
N Tn =  0 ya que TV7" es una martingala acotada, TV¿p* =  0 y TV7" II W .

Tenemos así que para todo n G N, TV7" =  0, lo que muestra que TV =  0 ya que Tn f  0 0  

si n —» 0 0 . O
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10.19 C orolario. Cada variable aleatoria £ £ L 2 (íí,í?t, P) tal que E (f )  =  0 tiene la forma 
£ =  ¡%t]X s dWs.

Observación. El Corolario 10.19 vale también para £ variable aleatoria 5 t-medible no 
necesariamente en L2 pero la extensión a este caso no es inmediata (ver [5]).
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Capítulo 11

Martingalas locales y 
semimart ingalas

En este capítulo hacemos preparaciones necesarias para poder, en el capítulo siguiente, ex
tender la noción de la integral estocástica. Basándonos en la noción general de localizar a 
un proceso por medio de una sucesión de tiempos de paro, definiremos martingalas locales 
y semimartingalas e investigaremos algunas de sus propiedades.

1 1 . 1  D efin ición . Sea K, una clase de procesos. La clase localizada de K, es la clase /C¿oc 
definida por la siguiente propiedad: X  £ )Cl,oc si y sólo si existe (Tn)n sucesión de tiempos 
de paro tal que Tn j- oo y X Tn £ K para cada n.

11.2 O bservaciones, (a) ICloc depende de la filtración porque depende de los tiempos de 
paro.

(b) La sucesión (Tn)n tal que X Tn £ JC para cada n, se llama sucesión localizante de X  
en K. y decimos que (Tn)n localiza a, X  en K..

(c) K C ÍCloc porque si X  £ K, podemos tomar Tn =  oo para todo n como sucesión 
localizante.

11.3 D efin ición . Decimos que la clase K es estable con respecto a paros (estable c.r.a paros) 
si y sólo si para cada X  £ 1C y T tiempo de paro se tiene que X T £ tC.

11.4 E jem plo. Las clases A42, las martingalas, las martingalas uniformemente inte
grables, VV°, W 1, VV¿, son estables c.r.a paros y son lineales. □

11.5 Lem a. Sea K. una clase de procesos lineal y estable c.r.a paros. Entonces:

151
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(a) K-ioc =  { X  : 3(Tn)n sucesión de tiempos de paro tal que supn Tn =  oo y X Tn G X, 
n =  1 , 2 , . . . } .

(b) K-ioc es también lineal y estable c.r.a paros.
(c) K-Loc Loe -- IC-Loc-

D em ostración . Observemos que si S,T  son tiempos de paro y X  es un proceso tal que 
X s G X, X T G X  entonces X SvT G X. En efecto: X SvT =  X s +  X T — (X S)T G X  porque 
X  es lineal y ( X S)T G X  por ser X  estable c.r.a paros.

(a) Basta ver que Xi,oc contiene a la clase descrita, puesto que es inmediato ver que X^oc 
está contenida en ésta.

Sea X  un proceso tal que X Tn G K para todo n, y (Tn)n una sucesión de tiempos de paro 
tal que supn Tn =  -foo. Tomando Sn =  V T2 V . . .  V Tn, tenemos una sucesión creciente 
('S'n)n de tiempos de paro tal que Sn f  0 0  y por la observación anterior X Sn G IC para todo 
n, es decir X  G X loc.

(b) Basta observar que si X , Y  G )Cloc, (Tn)n y (Sn)n localizan a X  y Y  en /C, respecti
vamente, entonces (Tn A Sn)n localiza a X  y a Y, y por lo tanto localiza a X  +  7 .

(c) Veamos ahora que en las condiciones del lema

L o e  L o e  C JCloc

(la inclusión “D” es clara).
Sea X  G JCloc Loe y sea (Tn)n una sucesión localizante de X  en K-loc- Como X Tn G 

ICloc para cada n, existe ( S m , n ) m  sucesión localizante de X Tn en X, es decir (J*fTn)5m,n =  
g  jq Ordenando (Tn A 5 ntm)(m, ,n)eNxN en un a  sola sucesión ( /? n )neN se tiene 

X Rn G K. Además supn Fin =  + ° °  Ya <íue dado u  G íí, a > 0, existe n tal que Tn(u>) > a y 
para ese natural n, existe m G N tal que Sm,n(u>) >  a. Esto significa que existe (m, n) G N x N 
tal que (Tn A Sm>n(co)) >  a. Ahora basta aplicar (a). □

Será conveniente introducir la siguiente notación.

11.6 N otación .

A i 1 :=  la clase de martingalas (cadlag),
M .^  :=  la clase de martingalas uniformemente integrables.

11.7 P roposición . (a) M 2Loc =  [ M ^ i o c  y sus elementos se llaman martingalas local
mente cuadrado integrables.

(A<L = (V  ■ T 00 y Mr~ S M 2}).
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(b ) ( > O l°c =  A4loc y sus elementos se llaman martingalas locales.
(c) W£oc =  VV°.
(d) W ¿oc =  (W ^Jloc y sus elementos se llaman procesos de variación localmente integra

ble.
(e) Todas las clases anteriores son lineales.

D em ostración , (a) Es obvio que M 2Loc D ( M I ) Loc. Para ver la contención inversa, sea 
X  £ Ad¿oc y sea (Tn)n una sucesión localizante de X  en Ad2, i.e. X Tn € A i 2 para cada n. 
Claramente A TnAn £ A f^ , lo que muestra que (Tn A n)n es una sucesión localizante de X  en 
M2 .

(b) Idéntico a (a).
(c) Si A  € W£oc y (Tn)n es una sucesión localizante de X  en VV°, entonces para cada 

ív £ íí, t >  0, la función X ^ w\u)  tiene variación finita sobre [0, t]. Pero Tn(u ) | oo, por 
lo tanto, existe n0  tal que Tn(u>) > t para n >  n0. Es decir, si n > n0 entonces X j n̂ (u })  =  
X.(u>) sobre [0, í] y esto muestra que X (u )  tiene variación finita sobre [0,f]. Además X  es 
adaptado (X t =  limn-K» X j n) y es cadlag (mismo argumento), es decir, X  £ VV°.

(d) Mismo argumento que en (a).
(e) Se sigue de 11.5(b). □

11.8 E jem plo de una m artingala local que no es m artingala. Sea W  el proceso de 
Wiener en R 3  que parte de 0  y a € R 3  — { 0 } , (5:í)tgR+ la filtración usual generada por W . 
Sea Mt =  l/|VPt — a|; M  no es martingala (es supermartingalaP)).

Definamos
Tn =  inf{í : |Wt -  a| <  1 /n ) ,  n € N.

Tn | ex porque {a } es un conjunto polar (es decir P {3t >  0 : Wt =  a} =  0).
Por otra parte, 1/| • — a\ es armónica en {x  € R 3  : |x — a\ >  1/n} ,  por lo tanto M Tn es 

una martingala acotada/2) es decir M  € Ad£oc (y también M  € A4£oc). □

1 L o e11.9 Propiedades elem entales de las m artingalas locales, (a) Si M  £
tonces M es cadlag adaptado.

(b) Si M  £ M \ oc y M es de la clase DL entonces M  es una martingala.
(c) Si M  £ M \ oc y M  está acotada inferiormente entonces M  es supermartingala.
(d) Si M  £ Ad£oc, M0 — 0, ¡AMt| <  C, para cada t >  0 (C una constante finita) entonces 

M  € M 2Loe.

(^Este hecho se sigue de este ejemplo y de la Propiedad 11.9(c). Ver Ejemplo 5.19(e)). 
(2)Este hecho, bien conocido, se sigue e.g. de la fórmula (7.4).
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D em ostración , (a) Inmediato (como en 11.7(c)).
(b) Sea (Tn)n una sucesión localizante de M  en M como (Mt)ter+ es de la clase 

DL  entonces (M jn)n =  (M rnAs)n, para s fija, es uniformemente integrable, por lo tanto, 
E (M jn\$t) —► E (M s\3t) en Ll si t <  s ; por otra parte E (M jn\$t) =  MTjiat —» Mt.

(c) Sea t >  s, y sea (Tn)n una sucesión que localiza a M  en M . Como M  es acotada 
interiormente, podemos aplicar el lema de Fatou dos veces; primero para ver que M  es 
integrable:

E (M t) <  liminf E (M tAT„ ) =  liminf E(Moat„) =  E(Mq) < oo, 

y después para obtener

E (M t|3S) <  liminf £ (M íatJ 3 s) =  liminf MsATn =  Ms.
7%—>oo n —►oo

(d) Sea (Tn)n una sucesión localizante de M  en M Definamos Sn =  inf{¿ : |Aft | >  n}. 
Sn es un tiempo de paro para cada n, y Sn | oo.

(Tn A Sn)n es también una sucesión localizante de M  en Af^,; entonces M TnASn es una 
martingala uniformemente integrable y

|^ t„as„| _  \MrnAsn \ <  | A f(rnA5 „ )-|  +  \AMt„as„\
< n +  C.

Por lo que M TnASn G M .2̂  para cada n y entonces M  G (A41o) l0c- O

11.10 Observación. De la demostración se sigue que la condición |AM| <  C  se puede 
reemplazar por supt |AM<| G L2.

11.11 Notación. Q  :=  la clase de las cuasimartingalas de la clase DL, cadlag.

Recordemos que si X  G Q, entonces X  tiene compensador (por 7.7). Ahora extenderemos 
este concepto a la localización:

11.12 Proposición (descomposición de Doob-Meyer para cuasimartingalas loca
les). Si X  G Q loc entonces existe un único proceso X  G W¿oc, X  predecible, X 0 =  0 tal 
que X  - X  6 M \ oc (al proceso X  también lo vamos a llamar compensador de X ).

Demostración. 1. Unicidad: supongamos que (T„)n localiza a X  en W^, y que (Sn)n 
localiza a X  — X  en A f^ . Entonces (Tn A Sn)n localiza a ambos:

x TnASn _  x TnASn y X ™  6  W l .
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De esto, se tiene que X TnA5n E Q (por 7.2). Sea Y n su compensador. Por la unicidad del 
compensador es claro que X TnA5n =  Y n, lo que muestra que X  está determinado de manera 
única sobre [0,T„ A Sn]. El hecho de que Tn A Sn f  oo, nos permite concluir que X  está 
determinado de manera única sobre R + x íí.

2. Existencia: sea (Tn)n una sucesión localizante de X  en Q. Por 7.7 tenemos una única 
descomposición X Tn =  donde M M E M 1, V ^  E W 1, =  0 y V ^  es
predecible, para cada n E N.

Si m >  n entonces

X rn =  (X T- ) T" =  (M (m))Tn +  ( y (m))T".

Por unicidad tenemos ( M ^ ) Tn =  M^n\ (y (m))Tn =  yhú.
Definimos X  =  V M sobre [0, Tn\ ( se “pega bien” ). X  es predecible como el límite puntual 

de los procesos predecibles X Tn (=  V ^ )  y X  E W ¿oc pues X Tn E VV1. Es claro que además

(X  -  X )T" =  M (n) e M x para cada n,

i.e. X  -  X  € M \ oc. □

11.13 Lem a. Sea X  un proceso cadlag adaptado y sea X* =  sup{|Xa| : s <  t}. Supongamos 
que existe una sucesión (Tn)n de tiempos de paro, Tn | oo, tal que se cumple una de las 
siguientes condiciones:

(a) Para cada n, E\Xs\ <  oo para todo S tiempo de paro tal que S <  Tn, o
(b) £|Xo| < oo y para cada n, E jA X 5 | < 0 0  para todo S tiempo de paro tal que S <  Tn. 

Entonces X* E W ¿oc.

D em ostración . Sea Sn =  Tn A inf{¿ : |X<| > n }. Es claro que Sn | 0 0 . Por otra parte X* 
es un proceso creciente positivo. Para demostrar que pertenece a W ¿oc basta ver que (a) o
(b) implican que E (X $  ) <  0 0 , pues entonces (5 „ )n sería una sucesión localizante de X* en 
VV1. Tenemos

X*Sn =  sup{|X,| : s <  Sn} =  sup{|X,| : s <  Sn} V |XSn| 
<  n V |Xsn |,

lo cual es integrable bajo la hipótesis (a).
Si ahora tenemos (b) entonces basta adicionalmente observar que

|Xs„| = |Xsn_ + A X sJ  < |X0| + n + |AXsn| E L 1.
□

www.rcin.org.pl



156

11.14 P roposición . Sea Q° la clase de cuasimartingalas cadlag. Entonces

Q°Loc ~  Q-Loc-

D em ostración . Es obvio que Q°Loc D Q. Sea ahora X  E Q¿oc, y (Tn)n una sucesión 
localizante de X  en Q°. Claramente (Tn A n)n también localiza a X  en Q°.

Si S es cualquier tiempo de paro tal que S <  Tn A n entonces X s  £ L1 porque X s  =  
X gnA,n E L1. En efecto, como X TnAn E Q° podemos aplicar el teorema de descomposición 
de Rao, (ver 5.11), X TnAn =  U' — U " , donde U ,U" son supermartingalas cad (ver Obser
vación 5.12). Entonces tenemos una serie de implicaciones inmediatas,

S <  Tn A n => S <  n => u's , u's G Lx =► X j " An G L\

la segunda implicación se sigue del teorema de muestreo opcional de Doob.
Por el Lema 11.13(a), el proceso X* =  sup{|Xg| : s <  t }  está en W ¿oc por lo que existe 

(Sn)n sucesión localizante de X *  en W^,, por lo tanto Sn | oo y £ í(sup{|A'a| : s < Sn} )  < oo. 
En consecuencia X TnASn es una cuasimartingala de la clase D, y así hemos probado que 
(Tn A S'n)n localiza a X  en Q. □

11.15 O bservación im portante. Este último resultado (Q ¿oc =  Qloc) permite afirmar 
que cada cuasimartingala cadlag tiene compensador, aún cuando no sea de la clase DL.

11.16 C orolario, (a) Sea M  E y denotemos M* =  sup{|Mg¡ : s <  t} . Entonces
M* £ W loc.

(b) Si M  G A4¿oc fl W° entonces M  G Vy¿oc.

D em ostración , (a) Sea (Tn)n una sucesión localizante de M  en Si S es un tiempo de
paro, S < T n entonces E(\Ms\) =  E(\Mjn\) < oo. El Lema 11.13(a) implica que M* G VV¿0C.

(b) Sea (Sn)n una sucesión localizante de M* en (existe por (a)).
Para cada S tiempo de paro, tal que S < Sn,

A\M\s =  \XMs \ < 2 M s  y \M\0 =  \M0\ € L\

y como M$n G Ll tenemos que 2M$ G L1.
Usando el Lema 11.13(b), podemos concluir que

(|M|t)í6K+ =  (sup |M|,)f€R+ G W lLoc
s<t

es decir M  G □
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Veremos ahora que las martingalas localmente cuadrado integrables también se descom
ponen en la suma de su parte continua y la parte puramente discontinua, y que también 
podemos definir para ellas los procesos de Doob-Meyer y de variación cuadrada.

1 1 .1 7  P roposición . Sea M  £ M \ oc. Existen procesos únicos {M ,M ), M c,M d 
tales que para toda (Tn)n sucesión localizante de M  en M i  se tiene:

(M Tn,M Tn) =  {M, M )Tn, (M T")C =  (M c)Tn,
[MTn,M Tn] =  [M ,M ]Tn, (M Tn)d =  (M d)Tn

(los lados izquierdos tienen el significado anterior).

D em ostración . Sea (Tn)n una sucesión localizante de M  en M i -  Definimos (M, M ) sobre 
[0,Tn] como (M Tn,M Tn). Debemos verificar que está bien definido (se “pega bien” ): si 
m >  n entonces (M Tm,M Tm)Tn =  {M TmATn, M TmATn) =  (M Tn,M Tn) por 10.7.

Si (Sn)n es otra sucesión localizante de M  en entonces

(.M Sm,M Sm)Tn =  (M SmATn,M SmATn) =  (M Tn,M Tn)Sm 
=  ((M ,M )Tn)Sm — {M ,M )TnASm.

Tomando n | oo obtenemos (M Sm, M Sm) =  (M , M )Sm, con lo cual se ve que la definición de 
(M, M ) no depende de la sucesión localizante escogida.

Para lo demás, las demostraciones son análogas. □

1 1 .1 8  P ropiedades. s¡ M e  M  L*, entonces
(a) (M ,A f) =  AP =
(b) M c 6 M t c ,  M d e y M  =  M c +  M d (la descomposición es única). M c se llama

la parte continua de M  y M d la parte puramente discontinua.
(c) [M, M ]t =  (M c,M c)t +  E (A M s)2.

s < t

D em ostración , (a) Si (Tn)n localiza a l í e n  entonces

(M 2 -  (M ,M ))Tn =  (M Tn)2 -  {M Tn,M Tn) £ M i

y
({M, M] -  (M , M ))Tn =  [Mt \  M Tn\ -  (M Tn, M Tn) £ M i .

Es claro que (M , M ) es predecible, creciente, cadlag y (M, M )o =  0.
(b) y (c) son inmediatos de las definiciones (ver (9.2)).

^ P a r a  abreviar notaciones, a veces vamos a escribir (M ), [M] en lugar de (M ,A Í) , [M ,M ].

□
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1 1 .1 9  D efin ición . Si M ,N  £ M 2Loc entonces

(M , N) :=  j { ( M  +  N, M  +  N) -  (M  -  N, M  -  N ))

7 l
[M, N] :=  - { [M  +  N ,M  +  N ] - [ M  -  N ,M  -  N]).

11.20 P ropiedades inm ediatas, (a) (M ,N ) =  M N  =  [M, N].
(b) Si T es un tiempo de paro, entonces (M ,N )T =  (M ,N T) y [M, N]T =  [M, N T].
(c) (•,•) y [•, •] son simétricos y bilineales.

11.21 P roposición  (desigualdad de D o o b ). Sea M  £ -M¿oc, T un tiempo de paro. En
tonces

E(snp \Mt -  Mol2) <  4E ({M ,M )T) =  4E ([M ,M ]T).
t<T

D em ostración . Sea (Tn)n una sucesión localizante de M  en A4^, Por la desigualdad de 
Doob para martingalas (ver (8.1)), tenemos para cada n

E( sup |Mt -  M012) <  4E ({M , M )TnAT) =  4E[M,

Ahora el resultado es consecuencia inmediata del teorema de convergencia monótona. □ 

El resultado más profundo de este capítulo es el siguiente teorema.

11.22 Teorem a. Si M £ M \ oc entonces M  =  N +  A donde N £ M}Loc, N0 =  0, |AÂ t| <  1 
para cada t > 0  y A £ W ¿oc f) M l oc.

Observaciones, (a) N £ M ¿ oc por 11.9(d).
(b) Este teorema es muy útil, pues descompone a una martingala local arbitraria en una 

martingala local con saltos acotados (que es fácil de manejar) y otro proceso en W ¿oc. No 
hay un teorema análogo para procesos sin localizar.

D em ostración . Reemplazando M  por M  — M0 podemos suponer que Mq =  0 (si M  ~ M q =  
N  +  A, entonces M0 +  A £ W ¿oc).

Definamos Bt =  J2s<t AMal^iAAí.^i/2 }- Para cada lo £ D la suma es finita por ser M 
cadlag. Por lo tanto B £ VV° y

\B \t =  IAMg | l{|AA/a|>l/2} •
sKt
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Vamos a demostrar que B  G W ¿oc o lo que es lo mismo

e W¿oc- (ii-i)

Usaremos el Lema 11.13(b). Tenemos B q =  0  y A | i?| t  =  | A M í |1{|a a í { |>i / 2 }  <  

2sups<t|Ms| =  2M* (Mt =  sups<t \MS\). Sabemos por 11.16 que M* G W ¿oc. Sea (Tn)n 
una sucesión localizante de M* en (E(M^n) <  oo para todo n). Si S es un tiempo de 
paro, S < T n entonces

A\B\S <  2M*s <  2M }n G L1

y así (11.1) queda demostrado por 11.13(b). En consecuencia B  6 Qloc (ver 7.2) y podemos 
afirmar que existe 5 ,  el compensador de B  (ver 11.12).

Sea A =  B — B  G -M¿oc H W ¿oc. Ahora definimos N  =  M  — A  € M}hoc. Hay que 
demostrar que Ar tiene saltos acotados por 1. Tenemos

\ANt\ =  \AMt - A A t\ =  \AMt - A B t +  A B t\
<  \AMt -  A B t\ +  \ABt\

y
|AAft — A B t\ =  |AAft|l{|AM,|<i/2} <  1/2.

Basta demostrar que |A5t| < 1 /2 .  B e s predecible cadlag, por lo tanto por el teorema de 
sección predecible basta ver que para cada T  tiempo de paro predecible y finito, \ABt \ < 1 /2  
c.s. (ver 4.17).

Fijemos una sucesión (T„Jn de tiempos de paro que localiza a y 4  en M j,, y a fi en 
W¿,. Basta mostrar que \ AB^n \ < 1 /2  c.s para todo n.

A B Tn es predecible, entonces por el Lema 4.27, A B^n es Uy.-medible, por lo tanto

A B jn =  E {A B p \ $ T_) =  E {A B p \ 3 T- )  ~  E {A A TTn\$T- )

y E (A A jn\'$j’- )  — E (A jn — Áj IIS t - )  — 0 c.s porque ATn G y T es predecible (ver 4.30). 
Por otro lado

B T r
t A M s1{|AMj|>1/2} =  A M Jn l{|AMT"i>l/2}>

S < Í A T n  í < <

A 5 jn — A M jnl {|AAÍT„|>1/2} — A  M jn A M Tnl {|AAÍT„|<1/2}.

por lo tanto
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En consecuencia

A B p  =  E (A B p \ $ T- )  =  E (A M p\ Z T- )  ~  £ (A M jnl {|AMrn|<1/2}|3T- )  c.s

y E (A M jn\^T~) =  E(M ^n — M ?Z|5t- )  =  0 c.s porque M Tn £ M ^  y T  es predecible. Por 
lo tanto |AByn| < 1 /2  c.s. □

11.23 C orolario . Las siguientes condiciones son equivalentes
(a) X  £ Qloc■
(b) Existe una única descomposición X  =  M  +  A, M  £ M.\oc, A £ W ¿oc, Ao =  0 y A 

predecible.
(c) Existe una descomposición X  =  M  -f A, M  £ A4¿oc, ¿  e  w ¿ oc.
(d) Existe una descomposición X  =  N  +  V, donde N £ M.\oc V V  € W ¿oc.

D em ostración , (d) =*>■ (a) es obvio.
(a) =4> (b): por 11.12.
(b) => (c): obvio.
(c) =» (d): por 11.22, si M  £ Ad\oc entonces M  =  N +  donde N £ M 2Loc, A ^  £

W loc. Por lo tanto X  =  N +  A™ +  A =  N +  V , donde V  =  ¿ í 1* +  A £ W ¿oc. □

11.24 D efin ición . (a) El proceso que satisface (d) se llama una semimartingala espe
cial^ . La descomposición única de una semimartingala especial dada por (b) se llama 
descomposición canónica.

(b) Un proceso Z  se llama semimartingala si Z tiene una descomposición Z =  M  +  A 
donde M  £ M l oc, A £ W °.

11.25 O bservaciones, (a) Si Z  es una semimartingala, entonces Z es cadlag adaptado.
(b) Z  es una semimartingala si y sólo si existe una descomposición Z =  M + A , M  £ X l\oc, 

A £ W ° (obvio por el Teorema 11.22).
(c) Toda semimartingala especial es semimartingala.
(d) Las submartingalas y supermartingalas cadlag son semimartingalas especiales.
(e) La clase de las semimartingalas es muy importante. Es la más grande respecto a la 

cual se puede hacer integración estocástica (ver 14.13), y es estable ante muchas operaciones 
como se verá en los resultados subsecuentes. U)

U) A  veces se define semimartingala especial como un proceso X,  tal que X  — Ao satisface (d) y Ao es una 
variable aleatoria arbitraria $ 0-medible.
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11.26 E jem plos, (a) Sea W  un proceso de Wiener c.r.a una filtración (3 t)teR+ y sean X , Y  
procesos progresivamente medióles tales que

/  X ? ds <  oo c.s. Vi >  0,
J)o,t]

í  |K,|ds <  oo c.s. Vi >  0,

y Zq una variable aleatoria So-medióle. Entonces

Zt =  Z0 + [  X s dWs +  í  Y .d sW

es una semimartingala (un tal proceso se llama proceso de Itó).
(ó) En el Capítulo 13 demostraremos que un proceso Z  cadlag con incrementos inde

pendientes es semimartingala si y sólo si la función determinista i t—> EetuZt tiene variación 
finita sobre cada intervalo acotado.

Ahora consideraremos un caso muy especial. A saber, sea (Zt)t ]̂r+ un proceso cadlag 
con incrementos independientes, homogéneos y (5 t)<eR+ la filtración usual generada por Z, 
o más generalmente, cualquier filtración que satisface las condiciones usuales, tal que Z  es 
adaptado y Zt — Zs es independiente de § s para cada s <  t (ver 1.8).

Definamos el proceso

Yt — Zt — Zq — AZsl{|Aza|>i} — Zt — Ví,
s < t

donde
Vt =  Z0 +  ^  AZ,1{|az,|>i }-

a < t

Es claro que V  G W °, Y  =  Z — V  es un proceso con incrementos independientes homogéneos, 
0 en 0 y |AE¡| <  1. Entonces Yt G L 1 para cada t (ver por ejemplo [8, Vol. II, Lemma IV. 1.2]).

Por homogeneidad E(Yt) =  ta para un a £ R y (Yt — at)ter+ es una martingala. Por lo 
tanto,

Zt =  (Yt — ai) +  (at +  V*); Yt — at =  Mt, at +  Vt =  At

y M  € Ad¿oc, A  G VV°. Por lo tanto Z  es una semimartingala.

(5)Se supone aquí que el lector conoce las propiedades de la clásica integral de Itó c.r.a proceso de Wiener, 
pero si no es así tampoco hay problema. En el capítulo siguiente demostraremos que f  X dW está bien 
definida y es martingala local.
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(c) Consideremos otro ejemplo “trivial” de un proceso con incrementos independientes: 
un proceso determinista. Demostraremos que una función (determinista) / :  R+ —► R. cadlag 
es semimartingala (con respecto a una filtración arbitraria fija) si y sólo si /  tiene variación 
finita sobre cada intervalo [0,¿].

La suficiencia de la condición es obvia, pero la necesidad, aunque también es intuitiva
mente clara, no es inmediata.

Así pues supongamos que /  es una semimartingala. Probaremos primero que /  es semi
martingala especial. En efecto, sea /  =  M  +  A, M  G Ad\oc, M0 =  0, A  G W°. Por el Coro
lario 11.23 basta demostrar que A  G W ¿oc. En virtud del Corolario 11.16 (sups<í |Afs|)teR+ G 
W ¿oc y es obvio que (sups<< |/(s)|)<eR+ G W 1; por lo tanto (sup,<t |As|)t€K+ 6 W ¿oc. Sean 
Tn tiempos de paro, Tn | oo, tales que E(supa<Tn |AS|) <  oo para cada n G N y sean 
Sn =  inf{t : |At| >  n }, n G N. Tenemos

< |̂4|t„ a5„- +  AlAl^ASn <  |/(0)| +  n +  |AArnAsn|
<  |/(0)| +  n +  2 sup \AS\ G Lx.

s<Tn

En consecuencia (Tn A 5 n )neN localiza A en W^, y por lo tanto A G W ¿oc.
Entonces vemos que existe una sucesión (Rn)neH de tiempos de paro, R j  oo, tales que 

M Rn G G para cada n G N. Para todos n G N, t G K.+ tenemos

E {f(R n A t)) =  gn(t) +  hn(t),

donde gn(t) =  f ( t )P (R n > t), hn(t) =  E (f(R n) l{fín<t>).
Como hn(t) =  f { s )  Pfí.n(ds), donde Pnn es la distribución de Rn, entonces hn tiene 

variación finita sobre cada [0,<]. Por otro lado, E {f{R n f\t)) =  E M ^n +  EA Rn =  E A Rn y es 
claro que la función t i—► E A f” tiene variación acotada (por E lA ]^  < oo). En consecuencia 
gn tiene variación finita sobre cada [0, í], para todo n G N.

Fijemos t >  0. Como Rn | oo, existen n G N y e > 0 tales que P (R n > t) >  e. La función 
s i—► P(Rn >  s) tiene claramente variación finita sobre [0, ¿] y P(Rn > s) >  e para s G [0, í]. 
Por lo tanto f ( s )  =  gn(s)/P(R n > s ) tiene variación finita sobre [0, í], lo que termina la 
demostración. □

La descomposición de una semimartingala Z =  M  +  A, M  G -M¿oc (o M  G M 2Loc), 
A G W °, en general no es única, sin embargo tenemos:

11.27 C orolario y  D efin ición. Sea Z una semimartingala, Z =  M  +  A, M  G M 2Loc, 
A G VV°. El proceso M c no depende de la forma de la descomposición y lo denotaremos por 
Z c.
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Demostración. Supongamos que tenemos dos descomposiciones Z =  M  +  A =  N  +  B, 
donde M ,N  E M 2Loc, A, B e  W°.

M  =  M c +  M d, N =  N C +  N d.

Tenemos entonces
M c - N c =  (N d -  M d) +  (B  — A)

y M c — N c, N d — M d, B — A e  A4¿oc. Sea (Tn)n una sucesión de tiempos de paro que localiza 
a los tres procesos M c — M c, N d — M d, B — A en M Entonces (N d — M d)Tn E  M™, 
(.B -  A )Tn e  M ^  D VV°, por lo tanto por 9.13, (B  -  A )Tn E M™  y esto implica que 
(M c — A^)1" € M.2¿  H M 2¿  es decir (M c)Tn =  (N c)Tn para cada n € N.

Si n —► oo, obtendremos M c =  Arc ya que Tn | oo. □

11.28 Proposición. Sea Z una semimartingala. Supongamos que Zq E Ll . Las siguientes 
condiciones son equivalentes:

(a) Z es una semimartingala especial.
(b) Para toda descomposición, Z =  M  +  A, M  E Ai\oc, A E VV°, se tiene A E VV¿0C.
(c) Z* E W [ oc donde Z* =  sup{¡Zs| : s <  t } .
(d) Y * E W ¿oc donde Y* =  sup{|A¿s| : s < t } .

Observación. Si no se tiene la hipótesis Z0 E L }, se tendría la proposición para Z  — Zq.

Demostración, (b) (a): inmediato por 11.23.
(a) (c): Sea Z  =  M  -f A, M  E M}Loc, A  € W ¿oc, A0 =  0, A predecible (por 11.23).

Z* <  sup{|Ms| : s <  t} +  sup{|^4s| : s < t }
<  sup{|Ms| : s <  t} +  |A|t.

I^l. e  W L . y (sup{|Ms| : s <  í})t  E VV¿0C, por 11.16(a), por lo tanto Z* es un proceso 
mayorado por un elemento en VV¿oc, y como Z* es adaptado cadlag y creciente concluimos 
que Z* € W loc.

(c) => (d): \AZt\ <  \Zt\ +  |Zt_| <  2Z* por lo tanto Y* <  2Z* y entonces Y* E VV¿0C (por 
lo mismo que en el razonamiento anterior).

(d) => (b): Sea Z =  M  +  A una descomposición tal que M  E M \ oc, A E W°. Queremos 
demostrar que A E W ¿oc. Tenemos

sup{|A^s| : 5 < •} < 2M* + Y* E W¿oc,
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ya que M¡ E W ¿oc (por 11.16) y Y* E W ¿oc por la hipótesis, por lo tanto sup{|AAa| : s <  
•} € W'Loc, pero

sup{|AAs| : s <  t}  =  sup{A|A|s : s <  í } ,

por lo tanto sup{A|A|s : s <  •} e  WLc-
Sea (Tn)n una sucesión localizante de este ultimo proceso en W ^, entonces

sup{A|A|s : s <  Tn} E L1.

Apliquemos el Lema 11.13(b) al proceso \A\.. Es claro que £J(|A|0) =  E{\A0\) < oo por la 
suposición (A0 =  Z0 — M0), y si S es un tiempo de paro, S <  Tn entonces

A\A\s < s u P{&\A\s : s < T n} 6 L 1.

Tenemos así las hipótesis de 11.13(b), lo que nos permite concluir que sup{|A|s : 5 < •}
w h c  y p° t lo tanto que A  e  w ¿ oc.

Como una consecuencia inmediata de 11.28 obtenemos el siguiente corolario, que es bas
tante útil.

11.29 C orolario. Sea Z una semimartingala con saltos acotados por una constante. En
tonces Z  — Zq es una semimartingala especial.

11.30 P roposición . Sea Z un proceso y (Tn)n una sucesión de tiempos de paro tal que 
Tn \ oo y Z Tn es una semimartingala para cada n (respectivamente semimartingala especial). 
Entonces Z es una semimartingala (respectivamente semimartingala especial).

D em ostración . Supongamos primero que para cada n, ZTn es una semimartingala especial. 
Z Tn tiene su descomposición canónica Z Tn =  M n +  An, M n 6 A4¿oc, An E VV¿0C, A% =  0, 
An predecible para todo n. Si m > n entonces Z Tn =  (Z Tm)Tn =  (M m)Tn +  (A m)Tn. Por la 
unicidad de la descomposición canónica tenemos

M n =  (M mf n y An =  (Am)Tn.

Esto nos permite definir dos procesos M  y A tales que

M = M m y A =  An sobre [0,T„].

Es claro que Z =  M  +  A y  que M  E M \ ocLoc, A E W ¿ocLoc. Pero M \ ocLoc =  M \ oc, 
W LocLoc =  VV¿0C, por 11.5(c), y con esto termina la demostración para semimartingala 
especial por 11.23(c).

□ 
m
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Ahora supongamos que para todo n, Z Tn es una semimartingala. Z  es cadlag adaptado 
(porque Zt =  limn_oo Z jn). Definamos el proceso

V =  Z0 +  ^2 A Z s1^az,>i}-
5 < -

V es también cadlag, adaptado y con variación finita en [0, t], para cada t >  0, i.e. V  € W °, 
por lo tanto ZTn—V Tn es una semimartingala 0 en 0 con saltos acotados por 1; aplicando 11.29 
tenemos que (Z  — V )Tn es una semimartingala especial para cada n. Por la primera parte de la 
demostración concluimos que Z — V  es una semimartingala especial y como Z  =  V +  (Z  — V) 
vemos que Z  es una semimartingala. □

11.31 O bservación. Nótese que este resultado nos permite afirmar que las semimartingalas 
y las semimartingalas locales son la misma clase de procesos.

La afirmación para semimartingalas especiales es también cierta.

11.32 C orolario . Sea Z un proceso y (Tn)n una sucesión de tiempos de paro tal que 
supn Tn =  oo y para cada n, ZTn es una semimartingala. Entonces Z es semimartingala.

D em ostración. Sea K =  la clase de las semimartingalas. K. es estable respecto a paros. El 
corolario es inmediato del Lema 11.5 y del hecho =  K,. □
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Capítulo 12

Integral estocástica con respecto a 
una semimartingala

Primero definiremos la integral estocástica con respecto a una martingala M  localmente 
cuadrado integrable. La clase de procesos integrables va a depender de M. Luego exten
deremos esta noción a las semimartingalas. Pero en este caso nos restringiremos a la clase 
de procesos integrables con respecto a cada semimartingala, i.e. a los procesos predecibles 
localmente acotados. Además introduciremos la noción del proceso de variación cuadrada 
para semimartingalas y demostraremos la importante fórmula de integración por partes.

12.1 D efin ición . Sea M  £ M.2Loc.

LocL2(M ) =  {A" : X  es proceso predecible y 3(5n)n sucesión de tiempos de paro,

Sn | oo tal que E( í  X 2d(M )) < oo Vn}
J]o,sn]

Obsérvese que en esta definición se puede reemplazar el proceso (M ) por [M] ya que

E í  X 2d(M) =  E í  X 2d[M ]
J]0,s„] J]0,Sn]

por 11.18(a) y 7.9(d).

12.2 P roposición  y  D efin ición . Sean M  € X Í2Loc y X  £ LocL2(M ). Existe un único 
proceso X  o M  (=  J X dM ) tal que X  o M  £ X Íl0C y existe una sucesión localizante (Tn)n de 
M en M lc tal que:

(i) X  £ L2(M Tn) tí =  1 ,2 , . . . ,

167
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(ii) ( X o M f "  =  X o (M t ") n =  1 ,2 , . . . ,
(iii) X  o M  no depende de la sucesión (Tn)n y se llama integral estocástica (o integral de 

Itó) de X  con respecto a M .

D em ostración . Sea (Rn)n una sucesión localizante de M  en A i^  y definamos Tn =  Rn/\Sn, 
donde (5n)n corresponde a X  (según 12.1). Es claro que (Tn)n también localiza a M  en AA2̂  
y que

°°  > E ( f  X 2d(M )) =  E ( [  X 2d(M )Tn)
• / ] 0 , T n ] j ] 0 , o o [

=  E ( í  X 2d(M T-)).
> / ] 0 ,o o [

Esto muestra que X  £ L2(M Tn) y por lo tanto X  o M Tn £ A i^ , para cada n (ver 9.1).
Por 10.9, si m >  n tenemos que

{X  o M Tm)T" =  X  o (M Tm)Tn =  X o  M Tn.

Por lo tanto podemos definir

X  o M  =  X  o M Tn sobre [0, Tn].

Es claro que X  o M E  Ad2Loc y (X  o M )Tn — X  o M Tn.
Para ver que X o M n o  depende de la sucesión (Tn)„ consideremos (T'n)n otra sucesión 

que localiza a M  en A i X  € _L2(M T") para toda n y sea Y  € AA2Loc tal que Y T" =  X  o M Tn 
para cada n. Entonces, por 10.9,

y T"ATñ =  [X  o M T” )Tn =  X  o M TnAT”
=  {X  o M Tn)T* =  (X  O M )TnAT",

por lo tanto Y =  X  o M  sobre [0, Tn A T ]̂ y como Tn A | oo concluimos que Y =  X  o M. □

12.3 Observación. Si M  £  Ad2Loc y (M ) es continuo entonces para cada X  predecible tal 
que

/  X 2d{M )s <  oo c.s. (12.1)J]o,t]
para cada t >  0 se tiene que X  £ L ocL 2(M ). En efecto, basta tomar Sn — inf{¿ :
(f]o,t]X2d(M )) > n }. El recíproco claramente también es cierto (siempre) es decir, si X  £ 
LocL 2(M ) entonces (12.1) se cumple.
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Obsérvese que de esta manera hemos obtenido la condición conocida para integrabilidad 
con respecto al proceso de Wiener W : /j0ij X 2ds <  oo c.s. para cada ¿, ya que (W )t =  t.

Hay que darse cuenta que bajo esta condición la integral /  X  dW  en general no es mar
tingala sino martingala local, aunque W  G A i2.

12.4 O bservación. Hemos definido la integral estocástica con respecto a M e  M 2Loc para 
todo proceso predecible X ,  tal que Jj0 .j X 2d(M ) G W ¿oc o equivalentemente /j0 .] X 2d[M] G 
W lc-  Sucede que es posible extender esta definición de manera razonable a la clase de todos 
los procesos predecibles, tales que /̂jjo,.] X 2d[M] G VV¿0C (y aquí ya no se puede reemplazar 
[M] por (M )).

Esta extensión no es inmediata (ver [18] o [10]) y no se hará aquí.
Finalmente observemos que para M  continua dicha clase (extendida) de los procesos 

M-integrables coincide con LoeL2(M ).

12.5 P ropiedades. Sean N ,M  G X i2Loc, X , Y  G LocL2{M ). Entonces:
(a) Para cada T tiempo de paro, (X  o M )T =  X  o M T =  (X1[o,t]) 0 Af.
(b) Para todos a, fe G R, (aX  +  bY) G L ocL 2{M ), y

(aX  +  b Y )o M  =  a (X  o M ) +  b(Y o M ).

(c) Para todos a, fe G R, si X  G L ocL 2(M ) fl L ocL 2(N ) entonces X  G Loe L2(aM  +  bN)
y X  o (aM +  bN) =  a(X  o M ) +  b(X o N ) (por la desigualdad de Kunita-Watanabe).

(d) A ( X o M )  =  X A M .
(e) Si M  G -M¿oc fl W °, y si existe la integral de Stieltjes (St) /jo t] X sdMs, entonces

(X  o M )t =  (St) í  X sdMs.
J]o,t]

La demostración de estas propiedades se deja como ejercicio al lector (se hace por loca
lización).

12.6 D efin ición . Decimos que un proceso X  es localmente acotado si existe (Tn)n sucesión 
de tiempos de paro tal que Tn | oo y X Tn — X 0 es acotado para cada n.

12.7 E jem plos, (a) (Ejemplo básico) Todo proceso adaptado continuo por la izquierda es 
localmente acotado. En efecto, si X  =  (X t)í es adaptado cag, entonces X  — X 0 también lo 
es y además es 0 en 0, por lo tanto basta tomar

Tn =  inf{t : |Xt -  X 0| >  n), n G N.
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(b) Todo proceso predecible cadlag es localmente acotado. En efecto, sea Tn como en 
el ejemplo anterior, n G N. Tn es tiempo de paro predecible (por 4.15); sea (6'mn)m una 
sucesión de tiempos de paro que predice a Tn (ver 2.17). Se tiene sup, |*fm" — * 0| < n pues 
Smn < Tn sobre { Tn >  0} para cada n £ N. Definimos =  maxnjm<*; Smn, k £ N. Es claro 
que Rk t oo y supt I*/** — *o| <  k para cada k £ N. □

12.8 Lem a. SeanM  £ Ai\oc y X  predecible localmente acotado. Entonces X  € LocL2(M ).

D em ostración . Sean (Tn)n y (Sn)n sucesiones de tiempos de paro tales que Tn | oo, Sn j  oo, 
M Sn £ A4^,, X Tn — X 0 es acotado para todo n £ N; por ejemplo sup¿ \Xjn — X 0\ <  c .̂ 
Definimos además

d _  f 0, si |Xo| > n 
1 oo, si ¡Aol <  n.

Es claro que Rn es tiempo de paro para todo n £ N y Rn | oo.
Tenemos:

0, sobre {Rn =  0}
i.e. si |*o| > n

(X t - x 0 +  x 0 Y
<  2 {X t — * 0)2 +  2n2, si| *o| < n .

Por lo tanto <  2(?n +  2n2 sobre ]0,Tn] para cada n. En consecuencia

]0 ,Sn t\TnAR„]
X 2d(M )) =  E { f  1 ]0tRn]X 2d{M s"))

J]0,Tn]
<  (2c^ +  2n2)E {M Sn)QO <  oo.

(se usó 8.1 l(e)). Esto significa que *  £ L ocL 2(M ) ya que Sn A Tn A Rn | oo.

Ahora ya podemos definir la integral estocástica con respecto a una semimartingala. 
Los procesos predecibles localmente acotados resultan ser la clase para la cual la integral 
estocástica existe para cada semimartingala (para una semimartingala fija la clase de los 
procesos para los cuales es posible definir la integral estocástica es más amplia). Sabemos 
que si Z  es semimartingala entonces Z  tiene una descomposición Z =  M  +  A, con M £ M 2Loc, 
A £ W °. Si *  es un proceso predecible localmente acotado, podemos considerar

j  X dM  +  J XdA.

Vimos ya que la primera integral tiene sentido y la segunda se define para cada trayectoria 
como integral de Stieltjes.

Para poder definir la integral estocástica de *  con respecto a la semimartingala Z , 
bastará ver que esa suma no depende de la descomposición M  +  A, esto es:
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12.9 P roposición  y  D efin ición . Sea Z una semimartingala, Z =  M  +  A, M  G 
A G W ° y sea X  un proceso predecible localmente acotado. Entonces la semimartingala

j  X dM  +  J XdA

no depende de la forma de la descomposición de Z.
La integral estocástica (o integral de Itó) de X  con respecto a Z que denotamos X  o Z  =  

/XdZ es por definición f  X dM  +  f  XdA, donde Z =  M  +  A, M  G Ml2Loc, A  G W°.

D em ostración. Supongamos que se tiene otra descomposición Z =  N  +  V, N (E M 2Loc, 
V G W ° por lo tanto M  — N =  V — A, M  — N  € M ¿ oc, V — A 6 W° por lo tanto 
M — N  G M 2Loc D W °. Entonces existe X  o (M  — N ) G M 2Loc y por 12.5(e)

X  o (M  -  N ) =  (St ) J X d(M  -  N) =  j  X d{V  -  A).

Por 12.5(c) tenemos que

J X dM  -  J X dN  =  J X dV  -  J XdA.

□

Entonces vemos que la noción de la integral estocástica con respecto a una semimartingala 
generaliza tanto la noción de integral de Stieltjes como la noción de integral estocástica con 
respecto a una martingala en M 2.

12.10 Propiedades de la integral estocástica. Si Z es una semimartingala y X ,Y  son 
procesos predecibles localmente acotados entonces

(a) /  dZ, f  Xd- son lineales.
(b) Para cada T tiempo de paro, (X  o Z )T =  (1[0it]^0 o Z =  X  o Zt =  X T o ZT.

En particular, si S ,T  son tiempos de paro, S < T ,  entonces l]s,T] o Z =  ZT — Z s .
(c) X  o {Y  o Z) =  {X Y )  o Z.
(d) A (X  o Z) =  X A Z .
(e) Si Z G X Í2Loc entonces X  o Z G X i2Loc.
(f) Si Z  G M \ oc entonces X  o Z  G M \ oc.
(g) Si Z G VV° entonces X  o Z G VV°.
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D em ostración . Sólo falta ver que (f) vale (las otras son consecuencia inmediata de las 
propiedades correspondientes para X  o M , con M  G M.\oc (ver 12.5)).

Si Z  6 M \ 0? entonces Z =  M  +  A, con M  G X\\oc y A  e  M l oc n W'Loc (por 11.16(b)).
Por la definición X  o Z  =  X o M  +  X o A y  sabemos que X  o M  G X\\oc- Basta entonces 

mostrar que X  o A  G X i1̂ .  Sea (Tn)n una sucesión localizante de A en M.^  y en 
tal que l]o,Tn]X sea acotado para cada n G N (ver la demostración del Lema 12.8). Por las 
propiedades de la integral de Stieltjes tenemos (X  o A )Tn =  l]0ix„]X o ATn. Por otro lado, 
sabemos por 7.12 que si es predecible y acotado y A Tn es martingala con variación
integrable entonces 1 ]o ,t „ ] X o A T n  es martingala para todo n. Por lo tanto X o A e s  martingala 
local. □

12.11 Teorem a de convergencia dom inada (para integrales estocásticas). Sea Z
una semimartingala y X n procesos predecibles (n G N), Y  proceso localmente acotado tal 
que Y0 es $ 0-medible y supongamos que para todos n,t,u)

\Xn(t ,u )\ < Y t{u>).

Si X n(t,u>) —* X(t,üj) cuando n —► oo para todos t,u , entonces
(i) (X n o Z )t (X  o Z)t cuando n —► oo, t G M+,

(ii) existe una subsucesion (n*)*, tal que (X nic o Z )t —* (X  o Z )t uniformemente en t sobre 
compactos c.s.

Para demostrar este teorema necesitaremos el siguiente lema.

12.12 Lem a. Sean X  y Y procesos tales que Y  es localmente acotado, Yo es So-medible y 
|Xt(u>)| <  Yt(u) para todos t,u>. Entonces X  es localmente acotado.

D em ostración  del lem a. El argumento es casi idéntico al de la demostración del Lema 
12.8. Fijemos tiempos de paro (Tn)n tales que Tn | oo y Y Tn — Y0 es acotado para cada 
n G N, por ejemplo supt |Y ?n — Yo| <  c„. Definimos

d _  f 0, si 2Y0 >  n
\ oo, si 2Vó < n.

Rn es tiempo de paro y Rn | oo. Probaremos que el proceso X TnAfín — Xo es acotado para 
cada n  G N (nótese que la variable aleatoria Yq no es necesariamente acotada),

\X Tn̂  _  Xq\=  |X tATn ARn — X q| =  |
0
|XtATn-X o|

si 2 Yq >  n 
si 2Y0 <  n.
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Cuando 2Y0 <  n tenemos además

|-XtAT„ — Xo\ <  l̂ tATnl +  \X0\ <  Î ÍATn ~  n i  +  m i +  |X0| <  cn -f n.

Por lo tanto X TnARn — Xo es acotado por Cn +  n, lo que termina la demostración del lema. □

D em ostración  del T eorem a 12.11. El proceso X  es predecible como el límite puntual de 
procesos predecibles. Además por el Lema 12.12 los procesos X n para todo n € N, así como 
X , son localmente acotados. Por lo tanto X n o Z  y X  o Z  existen.

Se tiene
X n o Z  = (X n -  X n(0)) O Z  + X n(0) o z  

y
(X„(0) O Z)t =  X n(0)(Zt -  Z0) -  X(0)(Z t -  Z0)

cuando n —► oo para cada í,w, y para toda u> la convergencia es uniforme en t sobre com
pactos, por lo tanto basta demostrar el teorema bajo la suposición adicional que Xn(0) =  0 
para cada n £ N (reemplazando X n por X n — X n(0) y Y  por Y  +  Y(0)).

Sea Z  =  M  +  A, M  € M \ oc, A £ W °, y sea (Tn)n una sucesión de tiempos de paro tal 
que Tn | oo y Y Tn — Y0 es acotado para cada n, por ejemplo |FT"(í,u;) — Y(0,u>)| < Cn para 
todos t,u),n.

Fijemos u  £ Í2 y t >  0. Existe m £ N tal que Tm(u) >  t, por lo tanto para n £ N y s <  t 
tenemos

|Xn(i , a , ) - X ( í ,u.)| =  |Xj” (s,aJ) - * T"(s,uO|
<  2 y T"(s ,o ;) <  2c™ +  2K(0,u>).

y

sup 1 / (X n(s,u;) -  Ar(<s,u>)cL4s(u;)|
r<t ■']0,r]

< sup /  |Xn(.s,u;) -  X(s,u;)|d|A|s(u;)
r<t •']0,r]

=  /  |Xn(a,ü , ) - X ( a ,W)| d| A | > )-»0

cuando n —> oo, por el teorema de la convergencia dominada ( “clásica” ).
Por lo tanto (i) y (ii) son ciertos para /  -dA sin necesidad de extraer una subsucesión. 
Ahora veremos que pasa con /  •dM .
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Repitiendo el razonamiento del Lema 12.12 vemos que existe una sucesión de
tiempos de paro tal que Sm | oo y para todos m ,n, t,u , |Ajm(í,íj)| < Cm +  m (la sucesión 
(Sm)m depende sólo de Y  y de A n(0) =  0).

Podemos suponer adicionalmente que M Sm € para todo m € N. Por ser acotados, 
X%m —♦ X Sm en L2(M Sm) cuando n —► oo (T.C.D.) y esto implica (por 9.2) que A j moM Sm —> 
X Sm o M Sm en M 2̂  cuando n —► oo, o explícitamente,

Jim £ (su p ((X j”* o M Sm)t -  (X Sm o M Sm)t)2) =  0.

Utilizando 12.10(b) tenemos que

lim E ( sup ((X n o M )t — (X  o M )t)2) =  0 (12.2)
n - * o o  t < S m

y por lo tanto para todo m € N, existe una subsucesión (n ^ )k  tal que

sup \{X (m) o M )t — (X  o M )t\ —► 0 c.s. 
t<sm n*

cuando k —► oo.
Por el método diagonal podemos encontrar una subsucesión (ra*)* tal que 

P(Vm lim sup |(An, o M )t -  (X o M )t\ =  0) =  1.
^-*0° t < S m

Lo que prueba la convergencia uniforme sobre compactos ya que Sm | oo.
Por último, para cada t € R+ y e >  0

P(\(Xn o M )t — (X o M )t\ >  e)
< P(Sm < t )  + P(\(Xn o M )tASm -  (X o M )tA5m | >  £)
< P(Sm < t )  +  l/e2E( sup ((X n o M )t -  (X  o M )t)2).

t < S m

(en la segunda cota se usa la desigualdad de Chebyshev).
Fijemos m tal que P(Sm < t) <  e/2. Para ese m existe no tal que para cada n >  n0 el 

segundo sumando es <  e/2 (por (12.2)). Así hemos probado que (A n o M )t (X  o M )t. □

12.13 P roposición . Sea Z una semimartingala, X  un proceso predecible localmente aco
tado, S,T, tiempos de paro, S < T  y £ una variable aleatoria S s-me(Pble. Entonces

(íiisn*) ° z = {(Ulan*) ° z ) = «<x  0 z  f  -  <x  0 z )s) (12.3)
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D em ostración. £1]5,t] es un proceso predecible localmente acotado, porque es adaptado 
cag. Por lo tanto todos los términos de (12.3) tienen sentido.

La segunda igualdad se sigue de la propiedad 12.10(b).
Para demostrar la primera igualdad, observemos que por la propiedad 12.10(c) basta 

mostrarla para X  =  1. En efecto,

{(1]S,T]X) O Z =  (£1]s,t]) o (X  o Z) por 12.10(c).

Si la igualdad se cumple para 1 (con X  o Z en lugar de Z), es decir

(£l]s,T]) o (X  o Z) =  £(1]s,t] o ( X o Z)),

entonces, nuevamente por 12.10(c), tenemos

£(l]s,r] o ( X  o Z))  =  ¿((ljs/rjA ') o Z)

lo que muestra la primera igualdad en (12.3) para X  arbitrario predecible, localmente aco
tado.

Entonces queremos mostrar que (£l]s;r]) o Z =  £(1 js,T] 0 Z)
1. Sean S =  s <  t =  T  <  oo y sea (  acotado y 3s-medible. Entonces o Z =

£(Z1 — Z a) porque si Z  =  M  +  A, M  G Á4^oc, A € VV°, entonces £l]s>t] o A =  £(Á* — As), 
(la integral de Stieltjes) y £l]s,t] o M  =  £(M 1 — M s) por localización en M l0.

2. Supongamos ahora que S, T  toman sólo un número finito de valores y que £ es 3s- 
medible y acotada.

Sean 0 =  ¿o < U <  • • • < tm <  +oo los valores posibles de S y T.

]S,T] =  { ( t , u ) e R + x n : S { u ) < t < T ( u ) }
m

=  (J {(t,u>) £  R+ x íí : t G]íj_i,<j],5(u;) < t <  T ( u ) }  
j = 1
m

=  (J { ( í ,w ) G R + x  í) : í €]<j_i,íj],5(£4;) <<,--! y T [ u ) > t j - 1}.

Por lo tanto
m

3=1

Aplicamos 1 a cada sumando para obtener
m

(£l]5,T]) 0 Z = YLQ{s<t,-i<T}{Zt3 -  z t}- ' ).
3=1
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Fijemos u n w y  supongamos que S(uj) =  <  tk =  T(u>); entonces esta suma vale

í H  ¿ ( Z ‘-(W)-Z '. -M )  = í (w)(z“m - z “H )
j=*+l

=  ¿(u;)(ZT(u,) -  Z 5(u,))
=  (í(l]5,T] 0 Z))(üt).

3. Si S , 71 son dos tiempos de paro arbitrarios y £ es S^-medible acotada, entonces existen 
(£ „)» , (Tn)„ como en 2, tales que Sn | S, Tn | T, Sn < T.

Í  es 5 sn-medible porque ^ 5  C 3 sn Y podemos aplicar 2 para obtener

(£l]5„,r„]) o Z =  £(1js„,t„] 0 Z)- 

Aplicando el T.C.D. 12.11 obtenemos

(£l]S,r]) 0 z  — £ (1]5,T] 0 Z).

4. Finalmente si S, T  son tiempos de paro arbitrarios y £ es íís-medible aplicamos el paso 
3 a ((A n )V  (—n), para cada n 6 N y aplicamos el T.C.D. 12.11 a la sucesión así obtenida. □

Ahora vamos a demostrar que podemos construir el proceso paréntesis cuadrado o varia
ción cuadrada para semimartingalas.

Antes de formular el teorema recordemos que (ver 9.16) podemos definir una sucesión 
normal de particiones aleatorias de R.+ como una sucesión (Iln)n tal que Iln =  {Tq ,T™, .. 
donde T™ es tiempo de paro para todos j,  n, 0 =  < T" < • • •, lim^oo Tf  =  oo c.s. para
cada n, y limn_>oo sup^T-^j — Tf )  =  0 c.s.

12.14 Teorem a. Sea Z una semimartingala. Entonces existe un único proceso cadlag cre
ciente adaptado [Z,Z]  (=  \Z\), \Z\q =  0 tal que para cada (Iln)n sucesión normal de parti
ciones aleatorias de R+ se tiene

ra-JiaiflDvj=0
ZTnM)2 =  Z 2 - Z l -  2 I  Zs.  dZs. 

3 JpA

Además existe una sucesión (rik)k tal que la convergencia es uniforme en t sobre com
pactos para P-casi cada uj.
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Observaciones, (a) Aquí tenemos solamente convergencia en probabilidad. Recordemos 
que para martingalas en M 2 tuvimos convergencia en L1.

(b) Para semimartingalas generales no se define el proceso (•,•).

D em ostración del teorem a. Fijemos (IIn)n =  ({T q , Tjn, .. .} )n una sucesión normal de 
particiones aleatorias de R +. Claramente podemos suponer que para toda u> 6 íi ({T q (u>), 
T?(uj) , .. -} )n es una sucesión normal de particiones de R+ (y no sólo para casi toda u>). 

Como en la demostración del Teorema 9.10 escribimos

Z 2 - Z 2 =  Vn(t ,Z ) +  Nn(t), (12.4)

donde
OO

W , z )  = E ( z T?ttM -  z ^ f
>=o

OO

Nn(t) =  2 ^  ZTpM(ZTp+1M — ZTpM).
o

Definamos OO __
=  Jim, £j=0 j<m

Para todo n E N, X n es un proceso cag y adaptado, por lo tanto es localmente acotado y 
predecible. Por el T.C.D. 12.11 y por 12.13 tenemos

r 00
2 /  X n dZ =  2 £  ZT»(Zrn -  ZT~At) =  Nn(t).

Mt) fr'o 3

Por la definición de la sucesión normal, para todos t,uj se tiene que

X n(t,uj) —> Zt_(u ) si n —► oo

y además ¡X n(t,cl;)j <  sups<í |Zs(w)|. El proceso supa<. \ZS\ es continuo por la izquierda y 
adaptado, entonces por 12.11 tenemos que /j0 X n dZ —> f̂ 0 íj Z a- d Z  en probabilidad para 
cada t, y existe una subsucesión para la cual la convergencia es uniforme en t sobre compactos, 
c.s.

La fórmula (12.4) implica que la sucesión (Vn(t ,Z ))n también converge en probabilidad 
y para una subsucesión la convergencia es uniforme en t sobre compactos, c.s. El límite de
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esta subsucesión lo denotamos por [Z, Z]t. Es claro que este proceso no depende (módulo 
indistinguibilidad) de (ITn)n.

Para terminar la demostración basta observar que [Z, Z] es creciente por el mismo razon
amiento que en el paso 2 de la demostración del Teorema 9.10. □

12.15 D efin ición . Si Z, U son dos semimartingalas, definimos

\ Z ,U ]= 1- ( [Z  +  U ] - [ Z - U \ ) .

12.16 C orolario (fórm ula de integración p or partes). Si Z,U  son dos semimartinga
las entonces [Z, U] € W ° y para toda familia normal (Iln)n de particiones aleatorias de R+ 
se tiene:

[Z, U], = lim (P )  £(Z ,ja, - Zr¡„) (UT;„ M -  UT;M)
k

=  ZtUt -  Z0U0 -  [  Zs_ dUs -  I  U, _ dZs,

y para alguna sucesión la convergencia es uniforme sobre compactos c.s.

12.17 Corolario. Si Z ,U  son dos semimartingalas y T  es un tiempo de paro, entonces

[ZT, V] — [Z, UT] =  [Z, U]T.

12.18 Corolario. Si Z es una semimartingala entonces Z 2 es también una semimartingala 
y para cada X  proceso localmente acotado predecible, se tiene

J X d Z 2 =  2 j  X sZs.d Z 3 + J Xd[Z) .

12.19 Observación. Por 12.16 vemos además que si Z , U son dos semimartingalas, entonces 
ZU  es una semimartingala y si Z, U son martingalas locales entonces ZU  — [Z , U] — Z0U0 es 
una martingala local.

Cuando M  £ A42 sabemos que

[M,AÍ]« =  {¿ir), +  £ (A A /,)2.
3<t

¿Se puede obtener algo análogo para el caso de semimartingala? La respuesta es sí, pero 
antes de verlo necesitamos algunos resultados preliminares:
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12.20 P roposición . Si Z es una semimartingala entonces £3s<t(A Z s)2 <  oo para cada 
t > 0 <■> y m ,  -  £ ,< ,(A Z . f ) ,  es un proceso continuo.

D em ostración. Sea Z =  M  +  A, M  £ M 2Loc, A £ W°. Claramente, A Zs =  A Ms +  A A s. 

]T](AAS)2 =  5^(AA s)21{|a^j|>i} +  ]T (A A s)21{|a,43|<i} <  oo,
» < í  s< t s< t

ya que el primer sumando es una suma finita y el segundo:

^ ( A j4 s)2l{|A¿a|<l} < ^ 2  lA^U i-dA^IO }
3 < t  3 < t

<  J2 lA ^>l -  \A V <  °°-
s< t

Además se tiene £2s<t(A Ms)2 <  oo c.s. ya que así es para cada M Tn donde (Tn)„ es una 
sucesión localizante para M  en M 2̂ . Por lo tanto £ S<Í(A Z S)2 <  oo c.s.

Pasemos ahora a mostrar que [Z]t — £ a<í(A Z s)2 es continuo. Por 12.14

A [Z]t =  A (Z 2) — 2A( J Zs.d Z s)t

=  Z 2 -  Z 2_ -  2ZÍ_ A Z <
=  Z 2 — Z 2_ — 2Zt~(Zt — Z¿_)
=  (Zt — Zt- ) 2 =  (A Z t)2.

(se usó 12.10(d)). □

12.21 C orolario. Si Z, U son dos semimartingalas entonces ]T)S<Í A Z sA t/s converge abso
lutamente para cada t > 0  y ([Z, U]t — J2»<t A Z aA£/s)t es un proceso continuo.

12.22 P roposición . Sea Z una semimartingala y V £ W °, entonces

[z, v ]t = £ azsav;.
s<¿

Para esto necesitamos tres lemas: * I

^Recordemos que no distinguimos procesos que son distintos sólo sobre un conjunto evanescente. Por lo 
tanto toda afirmación como ésta hay que entenderla así: existe un proceso indistinguible de Z para el cual
Ia afirmación es cierta.
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12.23 Lem a. Si Z es una semimartingala continua y V  € W °, entonces

[Z,V] =  0.

D em ostración  del Lem a 12.23. Sea (Iln)n =  ( {T£,T™, .. . } )n una sucesión normal de 
particiones aleatorias (en particular pueden ser deterministas) de R+ . Tenemos para todo 
t £ R+

I t -  Z t £ a í ) ( V t "+ 1a < -  V t " a í )|
k

<  max |^T"+1At -  Zt? m \ I^ "+1aí -  Vr"At|
k

<  max \Zt" At — Zt?m | l^lt 0
k *

cuando n —* oo para todos t,uj porque la función Z.{yi) es uniformemente continua sobre 
[0, í]. Entonces por 12.16, [Z, V]t =  0 c.s. para cada t fijo y por lo tanto [Z, V] =  0 (por ser 
cadlag). □

El lema que sigue es puramente determinista, sin embargo para facilitar su aplicación 
vamos a mantener nuestras notaciones “probabilistas” .

12.24 Lem a. Sea (Z t)te¡R+ una función cadlag (t ■-» Zt como función de R+ en R,) y (£„)„ 
una sucesión de reales tal que j  0. Supongamos que existe una sucesión ({0  =  Tq <  T ” < 
• • •})„ de particiones de R+ tal que

para cada n, lim T£ =  oo y sup \Zt — Zjn\ <  £n para k =  0 ,1 , . . .
k—*oo T nC t^ T Tl *Ák -̂ l<' Jk+l

Entonces
OO

^ ( A Z Tfc"+iAí)2l { T”< í } cuando n ~> oo.
k = 0 a < t

Si el lado derecho es finito para alguna t, la convergencia es uniforme sobre [0,í].

O bservación. De este lema se sigue inmediatamente (por polarización) que si Z y V 
satisfacen la condición, entonces

^ A Z T ^ A V r ^ M l ^ c t }  -► si n -*  oo.
k s < t
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D em ostración del Lem a 12.24. Si T£ < t <  T£+1 entonces \Zt — Zt” \ <  £n y |Z*_ —Z t” | < 
£n y en consecuencia |AZ<| < 2£n, i.e. todos los saltos mayores que 2£n pueden ocurrir sólo 
en los tiempos k =  1 ,2 , .. .

Definamos Dn(t) =  {s  : s <  t, |AZS| > 2£n}. D n(t) es finito para cada n por ser Z 
cadlag, además Dn(t) C Dn+i(t) y

(A Z S)2 -> J ] (A Z S)2 si n oo
s€Dn(í) *<«

porque £n | 0. Es claro que si ^ S<Í(A Z S)2 < oo entonces la convergencia es uniforme sobre
[0,«]. <’ >

Para terminar la demostración del lema basta observar que

£ ( a z .)! > B A Z t,V a, ) V ? « )  > £  (AZ,)2.

12.25 Lem a. La afirmación de la Proposición 12.22 es cierta si Z ,V  E W °.

D em ostración del Lem a 12.25. Definamos, T„ =  0,

7 * + i  =  inf{* : t > T£, \Zt -  ZT¿\ +  \Vt -  Vt~\ >  1 /n } A  (7? +  1/n),

k E N U {0 }, n E N. Es claro que ( { Tg , T " , .. .} )„  es una sucesión normal de particiones 
aleatorias de R+ (por ser Z, V  cadlag).

Observemos que

Tenemos

1 ZTnm \ <  1/n y | V r»+ 1A t -  -  V"t » a í | <  1/n \/k,nE N.

donde
h~ 0

— ^r^At)(bTfcn+1At -  Vt£m ) =  An +  Bn +  Cn,

An = A * -  ~ ^ T " A t ) ( V r " + 1 At -  Vt»m ),

Bn = S  A iAí A  VT?+, a« 1 {T" <í } >

c n = A Z t »+ i A í ( V ^ » + 1a í -  -  V r » A t ) l { T j f < t } -
k

^ S i  / :  [0, t] —+ R + , [0,<] —* R +  (n =  1 , 2 , . . . )  son funciones crecientes, / „  | /  y 0 <  fn(si) -  /n (« 2) <
f(si) — / ( s 2) para toda s i , s2 E [0,í], n =  1 , 2 , . . . ,  entonces /„ ( s )  —» f(s) uniformemente en s sobre [0, t].
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Por 12.16 basta demostrar que

An +  Bn +  Cn —► ^2 A Z SAVS para cada u) si n —* oo.

Recordemos que por 12.21 la serie converge absolutamente y por lo tanto el proceso 
£ s<. AZ„AVa es cadlag. Ahora bien

K |  <  -\V\t  - »  0, \Cn\ <  -\Z\t -  0,n n

además por la definición de T£ tenemos que

T£ < t <  T£+1 implica \Zt -  ZTn\ +  \ Vt -  VTn\ <  1/n, 

entonces por el Lema 12.24 (o más bien por la observación que le sigue) vemos que Bn —>
£ ,< ( a z sa v ;.  □

D em ostración  de la P roposición  12.22. Sea Z  =  M  + A, M  € M 2Loc, M0 =  0, A € W°.
Basta demostrar la fórmula para ZTn para todo n, donde (Tn)n es una sucesión de tiempos 
de paro acotados, Tn f  oo, porque por el Corolario 12.17 [ZTn,V ] =  [Z,V]Tn. Por lo tanto 
podemos suponer que M  G Tenemos

[Z,V]  =  [M c - h M d-hA,V}  =  [ Mc, V ] - h [ MJ,V]  +  [A,V¡

=  [Md, v ]  +  Y ,  a a a v ,

porque [ Mc, V] =  0 (Lema 12.23) y [A, V] =  £  A A A V  (Lema 12.25). Basta demostrar que 
[Md, V] =  £  A M A V .

Sean Sn, n =  1 ,2 ,. . .  tiempos de paro predecibles o totalmente inaccesibles con gráficas 
ajenas tales que {A M  ^  0} C Un[5n]. Definamos los procesos Bn =  AM snl[sn,oo[i n € N. 

Sabemos (por 8.21) que M d =  £ ( 5 n — Bn) donde la serie converge en M 2̂ .
n

Observemos que para todos m G N, t G R+ ,

m m m

E ( i? „  -  Bn), V]t = ^ [ B n -  V], = £  AMSnAV i„/{5n<(>
n = l n = l n=l

por 12.25, ya que Bn — Bn € W° y tiene a lo más un solo salto en Sn, igual a A Msn (ver (ii) 
en la demostración del Teorema 8.21).

www.rcin.org.pl



183

Claramente £TT=i A M SnAVsnh s n<t\ —» L  A M aAVs si m —► oo. Por lo tanto basta
3 < t

m ~
demostrar que [Nm, V]t —> [M d, V]t si m —► oo, donde _/VTO =  L  (Bn — Bn).

n= l
Por la desigualdad de Schwarz (pues [•, •] es una forma bilineal y no negativa, el ar

gumento es el mismo como en la última parte de la demostración de las desigualdades 
Kunita-Watanabe 10.3) tenemos que

I[M \ V], -  [Nm, n i  =  \\Mi -  N „ , n i  <  i ñ .

Finalmente basta observar que 6 porque entonces utilizando el Teo
rema 9.10 obtenemos

n>m
=  Y (A M Sm)2 —► 0 cuando m —» oo.

n>m

Ahora sí podemos dar una respuesta, a la pregunta planteada antes de la Proposición 12.20.

12.26 Teorem a. Sean Z y U dos semimartingalas entonces

¡z, V], = {Z \V %  + £  AZ,AU, = [?,(/■], + X > Z .A C /„
«< í s<t

donde la serie converge absolutamente para todo t, y c.s.

Observación. Z  =  Af +  A =  M c +  M d +  A. Vimos que M c no depende de la descomposición 
(por 11.27) y denotamos Z c =  M c, análogamente definimos Uc. Tenemos Z C,U C E A4jfoc, 
por lo que tiene sentido hablar de (Z C, UC) o [ZC, UC] (y son iguales por 11.18).

D em ostración. Sea Z =  M  +  A =  M c +  M d +  A, U =  N +  V =  N c +  N d +  V, A, V E VV°
(Zc =  M c, Uc =  N c). Parando, se puede suponer que M c, M d, N c, N d E M ¿ . Ahora,

[Z,U] =  [Mc, N c] +  [Mc, N d] +  [Md, N c] +  {M%V]
+  [A, JVC] +  [Md, N d] +  [M d, V] +  [A, N d] +  [A, V].

Aquí, el cuarto y quinto sumandos valen 0 (Lema 12.23); el sexto sumando [M d, N d] =  
12A M AN  porque M d, N d E M.2<¿, y tienen los mismos saltos que M,N respectivamente. 
Los tres últimos sumandos, (se aplica la Proposición 12.22):

[.M d, V] =  Y A M AV , [A, N d} =  Y ,  AAAAT, [A, v] =  Y a a a v .
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Veamos ahora que pasa con el segundo y tercer sumandos: [Mc, _/V¿] =  (M c, (N d)c) -f 
Y, A M cA N d =  0, análogamente [M d, N c] =  0. Reagrupando obtenemos:

[Z,U]  =  [Zc, í/ c] +  £ A M A A  +  £ A M A V

d-^AAAiV + ^ A A A V

=  [zc,uc]-\-'¡r(AM + AA)(AN + AV)
=  [z c, u c] +  J 2 a z a u .

□

Ahora mostraremos un resultado que establece la relación entre Z[-, -] y la integral es- 
tocástica (compare 10.6):

12.27 P roposición . Sean Z ,U  dos semimartingalas y X  un proceso localmente acotado y 
predecible. Entonces,

[ X o Z , U )  =  X o [ Z JU].

12.28 Lem a. Si Z es semimartingala y X  es proceso predecible localmente acotado, entonces
{ X o Z ) c =  X  O z c.

La demostración del lema es inmediata (ver 10.8) y se deja como ejercicio. 

D em ostración  de la P roposición  12.27. Parando, se puede suponer que X  es acotado
y Z '.U 'e  M I-,

[ X o  Z,U] =  ( ( X o Z ) ' , ( / ‘ ) + £ A ( I o Z ) A t /
(teorema anterior)

=  {X  o Z C, UC) + ^ X A Z A U
(12.10(d) y Lema 12.28) .

=  X  o ( Z c, Uc) + X  o ^ 2 A Z AU =  X  o[Z,U]
(Proposición 10.6 y teorema anterior).

□
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Capítulo 13 

Fórmula de Itó

La fórmula de Itó es el resultado más importante en el análisis estocástico. Dice que la 
composición de una semimartingala con una función arbitraria de la clase C2 es también 
semimartingala y da una forma explícita de la descomposición de esta semimartingala. En 
este capítulo veremos algunas aplicaciones de esta fórmula, como las caracterizaciones del 
proceso de Wiener y del proceso de Poisson por medio de martingalas (Teorema de Lévy), 
la fórmula exponencial de Doléans y la caracterización de semimartingalas con incrementos 
independientes.

Vamos a necesitar una nueva noción de parar (parar estrictamente antes de T).

13.1 D efin ición . Sea Z un proceso cadlag y T un tiempo de paro. Definimos Ẑ T que 
llamaremos proceso parado estrictamente antes de T de la siguiente manera:

0, si T =  0

(Z>T), =  ■ Zt, si T > t

ZT- , si 0 < T <  t

=  Z j — AZTl[T<00[(t) — Z01{t=o} -^

13.2 Observaciones, (a) Si Z es una semimartingala entonces Ẑ T es también una semi- 
martingala.

(b) ( /  X  dZ)]T =  f  X  dẐ T para cada Z semimartingala y T tiempo de paro. En efecto,

(j  X  d Z f  =  J  X d Z T =  J  X  d{ZV  +  A Z t 1[Tioo[ +  Z0l {T=o})

^^Este nombre no está completamente de acuerdo con nuestra convención Zo- =  Zq. Aquí, “antes” de 
T(u) =  0 ponemos Z¡T(u) =  0.

185
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=  J X  dẐ T +  X t A Z t 1[t,oo[,

y por otra parte (recordemos que (X  o Z )o =  0)

( ¡ X d Z f  = (J X d Z f  +  A ( /  XdZ)Tl [TM 

= ( f  X dZ)V + x Tx z Ti [rM.

(c) [Z^T =  [Ẑ T] para cada Z  semimartingala y T  tiempo de paro. En efecto,

[Ẑ T] =  [ZT — A Z T1[T,oo[ — Zol{T = 0}] =  [Z T — AZxl[T,oo[]
=  [ZT, ZT] -  2[ZT, A Z t 1[X,oo[] +  [AZt 1[t,oo[]
=  [ZT] — 2 (A Z x )21[t ,oo[ +  (A ^ t )21[t ,oo[
=  [ZT] -  (A Z t )21[t,oo[ =  [ZT] -  A [Z]T1[TM =  [ Z f

(por propiedades de [■]).
(d) (Z C)1T =  (Z)T)C para cada Z  semimartingala y T  tiempo de paro. En efecto,

(.Z C)]T =  (Z C)T =  (Z T)C =  (Z]T)C.

13.3 Teorema (fórmula de Ito). Si Z es una sem im artingala y / : M  —► R, /  E C2(R) (no 
se exige que f  o sus derivadas sean acotadas) en tonces f (Z )  es también una sem im artingala

y

f ( Z ,) =  f ( Z o ) +  ¡  / '(Z ,-)< ¿Z , +  i  /  f" (Z ,-)d {Z ],
J\0,t] ¿ y]0,<]

+ £ ( A / ( Z . )  -  / ' ( Z , - ) A Z ,  -  l- f " ( Z , - ) ( A Z , ) 2)
s < t  ¿

=  / ( Z o ) +  i' í ' (Z , - ) d Z ,+  l-  [  f" (Z ,- )d [Z %
y '  J]o,t] ¿ V]o,í]

+ £ ( A / ( Z , ) - / ' ( Z , _ ) A Z » )
s<<

donde las series son  absolutam entes sumables para todo t (c .s  en u ) .

Observaciones, (a) La segunda igualdad se sigue inmediatamente del Teorema 12.26.
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(b) La fórmula
Z 2t =  Zl +  2 /  Z s_ dZa +  [Z]t,

que obtuvimos en el Teorema 12.14 es un caso particular de la fórmula de Itó, para f ( x )  =  x2.

D em ostración del teorem a. 1. Todas las expresiones en la fórmula tienen sentido:
(i) ( / /(Z a_ ))s6R+, ( / " ( Z s_ ))s€k+ son procesos adaptados cag, por lo tanto son predecibles 
localmente acotados (es decir pertenecen a la clase para la cual la integral estocástica con 
respecto a una semimartingala existe).
(ii) Yls<t f r'{Z s-){A Z a)2 converge ya que la serie £ a<t(A Zs)2 es convergente porque Z es una 
semimartingala (ver 12.20); además si fijamos u, f n(Zs-(u>)) para s 6 [0, ¿] (como función 
de s) es acotada por ser cag. Esto muestra que

s < t

es convergente para cada u  fijo.
(iii) Para ver la convergencia de £ S<Í(A /( Z S) — f ' (Z s- )A Z 3), utilizaremos la fórmula de 
Hadamard-Taylor:

/ (* )  = f(y) + f { y ) ( x - i / ) + / ( ! -  o)f'(y + °(x -  y)) dHx -  y)2-Jo

Entonces tenemos, para u> fijo y s < t,

\Af{Zs) - f ' ( Z s. )AZs\ < í\ l - 9 ) \ f " ( Z s- + e A Z s)\de(AZs)2
Jo

<  C (t,u )(A Z s)2,

ya que +  6AZS está en un conjunto acotado y f "  es continua y acotada sobre conjuntos 
acotados; por lo tanto la serie converge por 12.20.

2. Se puede suponer que Z  es acotada por una constante (que no depende de t ni de u>). 
En efecto, definamos para cada n € N

Sn -  inf{t : \Zt\ >  n }, Rn -
0 si \Z0\ > n 

oosi \Zq\ <  n
Tn =  Sn A Rr

Tn es un tiempo de paro y Tn | oo. Observemos que para t =  0 la fórmula claramente se 
cumple, por lo tanto basta demostrarla sobre ]0, Tn[, n =  1 ,2 ,.. .
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Tenemos l ] o ,Tn[f{Z) =  l ] o , T „ [ / ( ^ T n )  y también en el lado derecho, sobre ]0,Tn[, se 
ITpuede sustituir Zt por Z\ n. En efecto, por la definición, l]0)rn[(lado derecho) =  l]o,T„[Oado 

derecho)^". Por otro lado, para un proceso cadlag Y  se cumple Ŷ T =  (Y T)̂ T, entonces 
tenemos

(J f(z..)dz.) r- = ( ( ¡  S '(z..)dz,y~) P-»
(/l|o,T.i f '(Z , - )d Z , f -
( /  lp,T„^f'(ZZ")dZ,f^

j  ¡ (z fs )d z f - .

Para los otros sumandos el argumento es análogo y así vemos que sobre ]0,Tn[ el lado derecho 
de la fórmula es igual a

f (Z ]J " ) + í  f(Z ? ~ )d Z V "+ 1-  (  }''(zYs)d[(zV-)%

+ E ( ^ / ( z f ” ) -  / ' ( z £ " ) a z F " ) .
s<í

Por lo tanto basta demostrar la fórmula para Ẑ Tn que satisface |z]Tn| <  n.
3. Basta demostrarlo si /  es un polinomio. Sea \Z{t,u)\ <  c para todos t,uj y sean 

/ „  polinomios tales que / „ ( x ) —► f ( x ) ,  f'n(x ) —► f'n{x), f'á(x) —*■ f" (x )  uniformemente para 
x € [—c, c]. Entonces si j  =  0,1,2,

/« (Z ,(u < )) -  f í!)( z ,H )

uniformemente en (t,uj) si n —* oo.
Por el T.C.D. para integrales estocásticas 12.11

[  f'n(Zs_) dZ„ —> I  f ' (Z s_)dZs si n > oo

y
í  £ { Z a- ) d [ Z % -*  í  f " (Z s. ) d [ Z %  si n - o o ,  

J]0,t] v/]0,f]
en probabilidad. Además para todos s ,u

A f n(Zs) - f ' n(Z s. ) A Z s ^ A f ( Z s) - f ' ( Z s. ) A Z 3, si n -  oo
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y otra vez por la fórmula de Taylor

\Afn(Za) - f ' n(Za.)A Z a\ <  f \ l - O ) \ £ { Z . - + 0 A d Z a)\d9{A Z')3
Jo

<  sup sup |/"(x)|(AZa)2
n i€ [—c,c]

ya que Zs_ (E [—c, c] implica (Zs_ +  #A ZS) 6 [—c, c] por convexidad. Por lo tanto se puede 
pasar al límite bajo las sumas.

Esto muestra que si la fórmula de Itó es cierta para f n, n — 1 ,2 ,.. . entonces también es 
cierta para / .  Como la fórmula es lineal en / ,  basta demostrarla para /  un monomio.

4. Su validez para todo monomio quedará claramente demostrada (por inducción) si se 
prueba la siguiente afirmación: si la fórmula vale para /  entonces vale para x f (x )  (es obvio 
que la fórmula vale para /  =  constante). Mostraremos esto. Supongamos que vale para una 
/ ,  i,e.

f { Z t) =  f ( Z 0) +  /  dZs +  +  Bu (13.1)
J}o,t]

donde A  es un proceso continuo, B  es un proceso de “puros saltos” y A, B  € VV°.
Queremos obtener la fórmula para g(x) =  x f ( x )  (g '(x) =  f ( x )  +  x f '(x ) , g"(x) =  2f '(x )  +  

x /" (x )).
Aplicamos la fórmula de integración por partes 12.16 para obtener 

g(Zt) =  Ztf ( Z t)

=  g(ZQ) +  ¡  Za.d f ( Z a) +  í  f ( Z a_)dZ a+ [Z ,f (Z )\ t. (13.2)

Calculemos el segundo y el cuarto sumandos usando la forma de f (Z t) (de (13.1)) y de 
lo que es A:

f  Z ,_ d ( /  f'{Zr.)dZr)
J]0,t] i)0,s]

+ /  Zs-  dAa + í  Zs_ dBa

í  Za. f ' {Zs. )dZa 
J}o,t]

2 J]o,t] a<t
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(se usó X  o ( Z o V )  =  X Z o  V).

[Z ,f(Z )\t =  [ Z , f ( Z o ) + [  f ' (Z a.)d Z a +  A +  B]t

= [Z ,f  f ' (Z 3-)d Z a]t + [Z, A]t + [Z, B]t 
J[o,]

(por 12.27, 12.22)

=  í  f ( Z a.)d [Z ,Z \aA 0  +  ^ A Z aA B a 

(por 12.26)

=  /  f ( Z a.)d [Z c]a +  £ f ' ( Z a.) (A Z a)2 +  £ A Z aA B a.
JM  ,<t í<í

Regresando a la igualdad (13.2) obtenemos, agrupando:

g(Z t) =  g(ZQ) +  [  (Za. f ( Z a. )  +  f (Z s.) )d Z s

+  1- í  (Z a. f " ( Z a. )  +  2 n Z a.) )d [Z c}a
¿  j]0 ,í]

+ £  Z..AB,  + £ / ' (Z ._ ) (A Z , )2 + £  AZ.AB,.
S < t  3 < t  S<í

Basta calcular ahora los tres últimos sumandos, usando lo que es B:

Za. A B a + f ( Z a. ) (AZa)2 + AZaABa = ZaABa + f ( Z a_)(AZa)2 
= Za(Af(Za) -  f\ZaJ)AZ,) + f\Za.) (AZs)2 
= Zaf(Za) -  Zaf(Za_) -  Zaf ( Z a.)AZa + f ( Z a.) (AZa)2 
=  (Zaf(Za) -  Za_f(Za.) )  + (Za. f ( Z a_) -  Zsf{Za_)) 

- Z af ( Z a. )A Zs + f ( Z a-) (AZa)2 
= Ag(Za) -  AZaf(Za_) -  AZa(Zsf ( Z a. )  -  f\Za.)AZs)
=  A  g(Z s) -  A  Zs( f (Z a_) +  Zaf ( Z a. )  -  f { Z a„ )A Z s)
=  A g(Z a) - A Z a( f (Z a_) +  Za- f ( Z a- ) )
=  A g {Z a) - A Z ag\ZaJ).

Así la fórmula de Itó se cumple para g{Za). □
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13.4 O bservación. Hemos mostrado la fórmula de Itó para el caso / :  R —► R, /  € C2(R). 
Los casos siguientes: / : R  —► C, /  € C2(R, <C), y también / : R d —► R, /  G C2(Rd) son

inmediatos; para el primer caso basta tomar parte real y parte imaginaria de ambos lados y 
para el segundo caso el teorema queda así:

13.5 Fórm ula de Itó para el caso m ultidim ensional. Sean Z x, Z 2, . . . ,  Z d semimartin- 
galas y / : R d —> R de la clase C2. Entonces f ( Z l ,Z 2, . . . , Z d) es una semimartingala y 
tenemos

n z ,) = f ( z 0) + í  ( / '(Z ,_ M Z ,)  + Í  /  U " ( Z , - ) A Z C],)

+  - £ ( A f ( Z , ) - ( f ( Z . - ) , A Z , ) ) ,
. s<t

o explícitamente:

f(Z,) = /(Z„) + ¿  §íj(Z ,-) iZi

00 8 f
+ Y .(A ñ Z ,)-¿2g± ;(Z ,-)A Z !).

s<t j= 1

La demostración es análoga al caso de R.
Las notaciones usadas son:

l*

r
r

=  (Z ¡ ,Z ? , . . . ,Z f )
, d f  d ¡ ,
yd x ^ ' " '  dxdh 

d2f
=  { d J d ^ )hk=1'~4 ~ matnz d x d '
=  (l(ZJ)c , ( Z k)c})3,k=h...td-  matriz d x d.

Pero es importante ver que cuando se escribe ( / " ,  d[Zc]) no debe entenderse el producto de 
matrices sino el producto escalar

a b ‘ ’ e / '
. c d. .9 h.

ae +  bf +  dh +  cg.
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13.6 O bservaciones, (a) Aplicando la fórmula de Itó a f ( x ,y )  =  xy y a semimartin- 
galas Z, U obtenemos la fórmula de integración por partes 12.16. Sin embargo no podemos 
afirmar que hemos encontrado una nueva demostración de esta fórmula, pues en la prueba 
de la fórmula de Itó usamos integración por partes.

(b) Aplicando la fórmula de Itó a una función f ( t ,x ) ,  t E  R+, x E  R, de la clase C2, y a 
una semimartingala Z  obtenemos (considerando la semimartingala determinista Zj =  t )

/ ( i ,Z . )  =  / ( 0 ,Z o) + /  % ( s , Z , _ ) d s ± ¡  ? f ( s , z , - ) d z ,
j]o,í] at J]o,t] ax

+ s L  U( z‘L) d[zc]-+§ (A/(s> z<) - l (s’ Z- )AZ‘]■
Observemos que en esta fórmula no aparece ~ D e  hecho es fácil demostrar (por aproxi
mación) que la fórmula se cumple si /(•, x) E  C1, f ( t , •) E  C2.

(c) La fórmula de Itó es muy importante pues es la base del cálculo estocástico. Esta 
fórmula corresponde (y generaliza) al teorema fundamental del cálculo en el cálculo diferencial 
clásico. Si comparamos esas dos fórmulas vemos que, formalmente, el nuevo término en la 
fórmula estocástica es el que contiene a [Zc].

A continuación daremos varias aplicaciones de la fórmula de Itó. Empecemos con carac
terizaciones del proceso de Wiener.

13.7 Teorem a de Lévy. Sea X  una martingala local continua tal que (X 2 — í)tgR+ es una 
martingala local y Xo =  0. Entonces X  es un proceso de Wiener (con respecto a la filtración 
respecto a la cual X  es martingala local, y por lo tanto es un proceso de Wiener con respecto 
a la filtración generada por él mismo).

D em ostración . Como (X 2 — t)t€r+ es una martingala local, (X ) t =  [AT]t =  t. Por la 
desigualdad de Doob (ver 11.21) sabemos que

£ ( SUp X ¡ ) < 4 E ( ( X ) t) = 4 t .
s<t

Por lo que X t E  L 2 ( f l ,$ , P) y además X  E  DL. Esto muestra que X  E  X i2c (ver 11.9(b)). 
Para terminar la demostración basta probar que

E (eihlx '~x ‘ )\d,) =  VAE R+ Vi >  s >  0. (13.3)

En efecto, supongamos que (13.3) se cumple y 0 < s <  t. Claramente (13.3) implica 
E ^ h (x t-x ,) )  _  e-±(t-s)h2 pQr j0 tanto X t — X s tiene la distribución Af(0,t — s). Hay que
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probar aún que X t — X s es independiente de $ s. Sea 77 una variable aleatoria arbitraria, 
Svmedible. Tenemos para todos /i, h' 6 K.,

£^e*h(Xt-Xs)+ih.'v)

=  E (E {eiĥ Xt- x ^ ih,T,\ds)) =  E (eih,riE (eih{Xt- Xl)\ds))

(1= 3) E(eih'1,e -^ t—)h2) = e-¿{t~s)h2 E{eih'v)
=  E ( eiĥ Xt ~x ‘ ))E (eih'n),

por lo tanto X t — X , es independiente de 3«, y X  es un proceso de Wiener.
Mostraremos ahora que (13.3) es válido. Consideremos la fórmula de Itó para f ( x )  =  exhx. 

Tenemos f ' ( x ) =  ihexhx, f " ( x ) =  —h2exhx y X  =  X c, por lo tanto

exhXt 1 +  ih í  eihXr dXT -  - h2 f  eihXr dr 
J]o,t) 2 J]o,t]

eihX‘ +  ih( [  exhXr dXT -  [  exhXr dXT) -  -U 2 [  eihXr dr. (13.4)
V]0,t] j]0,s] '  2  J]a,t] V

Fijemos F  £ $ s y sea g(r) =  fF exhXr+, dP. Ya sabemos que X  6  A i2 y por lo tanto 
/]0.] exhXr dXr es una martingala 0 en 0; entonces, tomando JF • dP en ambos lados de (13.4) 
obtenemos

g ( t - s )  =  g(0) +  0 - l - h 2 í  g(r -  s) dr 

=  9 ( ü ) - \ h 2 ¡  g(r)dr.

Hemos obtenido una ecuación integral para la función g. Esta ecuación tiene una única
solución de la forma

por lo tanto
1 e ‘kX' dP =  /  é l x ‘ iP ,

y esto vale para cada F  € $ a, entonces

£ (e <fc* ‘ |&) =  eihX‘ e -^ h2<kt~s\

lo cual es equivalente a (13.3). □

En el caso multidimensional tenemos algo muy semejante.
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13.8 Teorem a. Sean X * , . . .  , X d martingalas locales continuas, X q =  0 (j =  1,2, ...,<1) 
tales que (X 3 , ,X k)t =  Sj^t. Entonces el proceso d-dimensional (X 1, . . . ,  X d) =  X  es un 
proceso de Wiener c.r.a la filtración dada.

D em ostración . Idéntica (si h £ R d, t >  s, se demuestra que

E{ei(h,xt-x,) | £ s )  =

□

13.9 Teorem a (el prob lem a de la m artingala para el proceso de W ien er). Un pro
ceso X  =  (X t)íeR+, Xo =  0, continuo adaptado c.r.a una filtración (3:t)t6R+ es un proceso 
de Wiener c.r.a esa filtración si y sólo si para cada función / : R  —>• R, /  € C2, f  acotada, 
el proceso M* definido por

M ¡ =  ¡ ( X t) -  /(O ) f " (X .)  ds (13.5)

es una martingalaS2̂

D em ostración . =>: Por la fórmula de Itó tenemos que =  Jj0 ¡j / 7(X S) dXs, ya que en 
este caso [X]t =  t y el proceso es continuo por hipótesis. Como f  es acotada sabemos que

í  f\ X .)d X .
7]o,í]

es una martingala.
<=: Consideremos la función f ( x ) =  e,hx. Su parte real y su parte imaginaria satisfacen 

las hipótesis. Entonces si s < t y F  £ 3 S, el hecho de que M ¡  sea martingala nos permite 
calcular:

í  (eihXt
Jf

X h X . dP \  f, J f ' W d P d r
¿  J]s,í\j F

~  ¡  i  t ihx'dPdr.
2 J]s,t]JF

Si definimos g(r) =  fF é,hXl+r dP , la ecuación anterior se escribe así:

g(t -  s ) - g ( 0) =  -
¡P

2
fP
2

dr,

^C om pare con la fórmula (7.4).
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i.e., g(t - s )  =  g (0) -  (h2/2) / ]o t_s] g(r) dr.
Razonando como al final de la demostración del Teorema 13.7, se concluye que X  es un 

proceso de Wiener c.r.a la filtración dada. □

Otra versión de este teorema, sin suponer que / '  es acotada:

1 3 . 1 0  Teorema. Un proceso X  =  (X t)teR+> Xo =  0, continuo y adaptado c.r.a una fil
tración es un proceso de Wiener si y sólo si para cada función / : R  —> R, /  G C2, el proceso 
M ¡ definido por (13.5) es una martingala local.

Demostración. =£•: Igual que el caso anterior (/]0t] f '(Xa) dXs es una martingala local 
(ver 12.2 y 12.8)).

<=: Es una consecuencia inmediata del teorema de Lévy 13.7 porque para f ( x ) =  x2 se 
tiene =  X 2 — t. □

1 3 .1 1  Teorema (caracterización del proceso de Poisson). Sea (# t)tgR+ una filtración 
fija. Sean 0 < Ti < T2 <  • • • tiempos de paro y definamos un proceso

OO

Nt =  J2 1[T„,«,[(<)> t > 0.
71 —\

Sea X >  0. (Nt)t es un proceso de Poisson con parámetro X c.r.a la filtración dada si y sólo 
si (Nt — Xí)teR+ es una martingala local (c.r.a la filtración dada).

Demostración. = :̂ Ya lo sabemos.
•4=: 1. Se tiene Tn j  00 (porque |Nt — Ai| < 00 c.s para cada t >  0). Denotemos 

Mt =  Nt — Xt. Los saltos de esta martingala local son acotados, de hecho |AMt| <  1 y 
M0 =  0. Por la Proposición 11.9(d) tenemos que M  G A f¿oc.

Lo que queremos mostrar ahora es que A/ G A l2: Nt =  Mt +  Xt implica [N]t =  [M]t ya 
que M , (At)t pertenecen a W° y (At)t es un proceso continuo (ver 12.22).

Por otro lado, nuevamente por 12.22 tenemos que

[N], =  £ ( A N ,)2 =  N„
5<t

E(supM *) <  4E([M )t) =  4E (N t) =  4Xt <  0 0
s<í

Ahora bien, por 11.21
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(la última igualdad se obtiene localizando a M  y pasando al límite cuando n —► oo). Por lo 
tanto M  es una martingala y

Ü?(sup M i) <  oo,
S<t

por lo cual M  € M 2.
2. (a) Para cada T  tiempo de paro, E(N t ) =  \E(T). En efecto, 0 =  E(M taí) para 

todo i, por lo cual E (N tm ) =  AE (T  A t ) para todo i. Haciendo t tender a +oo se obtiene 
E(N t ) =  XE(T).

(b) Si S,T  son tiempos de paro, S <  T, y E (T ) <  oo entonces E (M t \8s) =  Ms (gracias 
a la hipótesis E (T) <  oo, se tiene el resultado aún sin suponer que M  sea uniformemente 
integrable). En efecto, para todo t, M l es una martingala uniformemente integrable (M l es M  
parada en i, tiempo determinista), por lo tanto E(M^\ds) =  M ls , por lo que E(N íat\3s) =  
AE (t A T ^ s )  +  MtAS-

Usando el teorema de convergencia monótona y haciendo t f  oo se obtiene el resultado.
3. Veremos ahora que basta demostrar que Ti es independiente de y distribuido 

exponencialmente con parámetro A. En efecto, supongamos esto. Para n fijo definamos
(5:t)«6K+ es una nueva filtración con las condiciones usuales, y =  Tn+jt — Tn 

es un tiempo de paro c.r.a la nueva filtración (#* )<eR+, para todo k £ N.
Ahora podemos considerar

Nf =  Nt+rn — Afjn — Nt+x„ — n y M^ =  N] — Ai.

Es fácil ver que N¡ =  ££1] l [xi )0o[(i).
Por otra parte, M 1 es una martingala c.r.a (í?|)ígR+. En efecto, sea s < t,

E {M ¡ |3*) =  E (N t+Tn- N Tn-\ t\ 3 a+Tn)
=  E (N t+Tn -  A(t +  Tn) -  (NTn -  XTn)\5s+Tn). (13.6)

Tenemos n =  E (N jn) y por 2(a), E {N jn) =  AE(Tn) por lo tanto E(t +  Tn) <  oo. 
Podemos entonces aplicar 2(b) a los tiempos de paro s +  Tn y t +  Tn y obtener

E (N t+Tn -  X(t +  Tn)\$.+Tn) =  Na+Tn -  X(s +  Tn).

Por lo tanto

(13.6) =  Ns+Tn — A(s +  Tn) -  (Nt„ — XTn) 
=  Na+Tn -  NTn - X  s =  N] - X  s =
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es decir, E{M}\$\) =  M ] y por lo tanto M 1 es una martingala. En consecuencia, por la 
suposición Tj1 =  Tn+i — Tn es independiente de y tiene distribución exponencial con
parámetro A. Esto implica que T j, T2 — T ), T3 — T2, . . .  son i.i.d. exponenciales con parámetro 
A y por lo tanto N  es un proceso de Poisson con parámetro A.

4. Por último demostremos que 7\ es independiente de y distribuido exponencialmente 
con parámetro A. Fijemos h G IR arbitrario y escribamos la fórmula de Itó para ethMt (i.e. 
f ( x ) =  ethx) y sustituyamos t =  Ti'.

eihMTl =  1 +  i h f  eihM‘ -d M a +  l  [  f " {M a.)d [M c]a
J]o,Ti] 2 J)o,Ti]

+  £  U (M .) -  Í (M ,- )  -
*<Ti

Como M  G W °, el segundo sumando es una integral de Stieltjes, y sabemos que M  G W° 
implica M c =  0 (ver 9.13), por lo que el tercer sumando se anula.

Veamos el cuarto sumando:

£  (f(M,) -  /(A /,_ )  -  =  /( M Tl) -  /(A ir ,-)  -  ¡'(Mr,-)
s < T i

puesto que 7j es el primer salto del proceso y A M t¡ =  1. Por lo tanto:

giViAír, = l + i h  [  eihMs- dMa +  _  e«-fcMTl-  _  iheihMTi- )

y por lo tanto
0 =  1 + ih  í  eihM‘ -  dMa +  el7lAír1- ( _ i  _  ih\

Pero elhMTi~ =  e~thXTl por lo que obtenemos

e-*/iATi q  +  =  i +  ih í  eihM‘ ~ dMa.
J]0 ,Ti]

Por otro lado

£ ( /  |l)o,Ti]e' ílJW—|2 d { M ) s) =  E ( ¡  I Ijo.x, ] e*AAÍd— |2 A ds)J]0,oo[ J]0,oo[
<  XETi < oo

(13.7)

ya que en virtud de 2(a), \E(Ti) =  E{Nj ,) =  1- Como M G M.2 (por 1), en consecuencia 
obtenemos que el proceso X ~  ethM’~ dMa pertenece a A'í^, (ver 9.2) y vale 0 en 0. 
Entonces E(X00) =  0 y Ü^-Xooltío) =  X0 = 0. Pero

XQO= í  eihM‘- dMa,
M  Ti]
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por lo que
E ( f  ¿hM’~dMs |5o) =  0. (13.8)

Tomemos ahora esperanza condicional bajo 5o en (13.7):

E(e~ihXT'( 1 + *A)|5o) = 1 + ihE( [  eihM‘~ dMs|5o) = 1
•'JO,Ti]

por (13.8), es decir E(ethxTl |5o) =  1/(1 +  ih), y esto vale para todo fe G R, lo que implica 
(por un argumento análogo al usado en la demostración del teorema de Lévy 13.7) que T\ 
es independiente de 5o y í j  tiene distribución exponencial con parámetro X. □

Otra aplicación importante de la fórmula de Itó es la fórmula exponencial.
13.12 Teorem a. Sea Z una semimartingala, Zo =  0, y Xo una variable aleatoria 5cr 
medible. La ecuación

X t = X 0+ f  Xs.d Z s
tiene solución única (módulo indistinguibilidad) dada por la fórmula:

X , =  X „exp(Z , -  i m i n i 1 +  A Z ,)e x p (-A Z .)  (13.9)
 ̂ »<í

(donde el producto converge absolutamente para toda t >0, c.s.).
D em ostración . 1. Primero veremos que X t dado por (13.9) está bien definido para cada 
t > 0. Sea

Kt = n ( l  + AZ.)exp(-AZ,).
s<t

Demostraremos que el producto converge absolutamente, que V  € W° y es puramente 
discontinuo^3) (i.e., Vt =  V0 +  £ s<t AV.) y que Vt-  =  IL « (1  +  A Z S) e x p (-A Z s).

Fijemos u> € fí. Tenemos Vt(iv) =  Vt (u>) Vt (u>), donde

K =  ü í 1 +  ^ ^ /1{|A^|>i})exP(- A Z sl í jA^j|>ij ) ,
8<t

k  =  n ( i + A ^ i {,^ i< i } ) exp ( - A ^ i {i ^ ,< i}).
s<t

(^Advertencia: un proceso puramente discontinuo como martingala, i.e. que pertenece a Joi2d, en general 
no tiene trayectorias puramente discontinuas. Las dos nociones de ser puramente discontinuo son distintas.
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Por ser cadlag, Z.(u>) tiene sólo un número finito de saltos mayores que 1/2 en [0, t], para 
cada t >  0, por lo tanto Vm (u>) toma sólo un número finito de valores en [0,<], para cada 
í >  0. En consecuencia V es puramente discontinuo, V € W ° y Vt_ =  rL < t('' ')•

Basta probar que V" tiene las mismas propiedades. Para lograrlo observemos que cada 
factor en el producto es mayor que 0, por lo tanto la convergencia absoluta del producto a 
un límite mayor que 0 es equivalente a la convergencia absoluta de la serie de logaritmos de 
los factores.

Podemos escribir

l°g K +  ^^sl{|AZs|<l/2 }) — A Z al{\&za\<\¡2})-
s < t

Como | log(l +  u) — u) <  cu2 para |u| <  | y c =  una constante, tenemos

J<í s < t

(por 12.20). En consecuencia log V" € W °, es puramente discontinuo y log V"_ =  £)««(• • •)• 
Ahora apliquemos la fórmula de Itó a f ( x )  =  ex y a la semimartingala log V . Tenemos

v'i =  Vo +  [ v : - d ( \ °g K ") +  E ( A K " - K - ( A lo g K " ) )a<t
=  v0" +  £ a k ",

s<t

porque la integral vale J2s<t ^ ( A  log V's') por ser log V" puramente discontinuo. Así hemos 
demostrado que V es puramente discontinuo, por lo tanto es claro que V  € W° y la fórmula 
para V¡'_ también se sigue fácilmente.

2. Demostraremos que X  dado por (13.9) satisface la ecuación. Sea Y  =  Z — |[Zcj- 
Obviamente Y  es una semimartingala y se tiene

X t =  X 0VteYt.

Podemos aplicar la fórmula de Itó multidimensional 13.5 a la función f ( y ,v ) =  vey y a las 
semimartingalas V, Y .

Observemos que Y c =  Z c, Vc =  0 porque [Zc] y V  € W° (ver 11.27). Además Y0 =  0 y 
Vq =  1. Entonces tenemos:

X t =  X q +  Xo f  dYs +  X q í  eYs~ dVa

+ \ x 0 ¡  Va- e Y‘~ d[Z%  +  ¿ 2 (A X a -  X 0Va- e Y>~ AYS -  X 0eY,~AVa).
2 >.<] ,<«
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X 0 es 3o-niedible, por lo tanto, por 12.13, podemos pasarlo bajo el signo de la integral en el 
segundo sumando. Entonces el segundo sumando es igual a

í  X a_ dYa =  í  X a_ dZa - \ f  X s._ d[Z%.
V]0,t] J]0,t] 2 J]o,t]

Sabemos que V  es puramente discontinuo, por lo tanto 

tercer sumando =  ^  X 0eY,~ AVa;
s< t

cuarto sumando =  — f  A ,_  d[Zc]a-,
2 J]o,t]

quinto sumando =  y^ A A ^  — X a~AYa) — y^4X 0eY,~AVs.
s< t  » < ¿

En consecuencia obtenemos

X t = X 0 +  í  X a_ dZs +  ^ ( A A S -  X a.A Y a).

Entonces para ver que X  satisface la ecuación basta demostrar que A X a =  X a-A Y a. 
Tenemos

A X a =  A 0K ey- - A 0Vs_ e ^ -
=  X 0Va. ( l  +  A Za)e~*z ‘ eY‘ - e AY‘ -  X 0Va„ e Y’~
=  X 0Va. e Y- { ( l  +  A Za) e -AZ’ eAY‘ -  1) =  X S_ATS

porque A Y  =  A  Z.
3. La unicidad se sigue de un teorema más general, el cual probaremos más adelante 

(ver 15.1). □

He aquí una aplicación de la fórmula exponencial.

13.13 P roposición . Sean Z y A dos procesos adaptados continuos, Z0 =  0, A creciente y 
Aq =  0. Para cada A € R, definimos el proceso

$ tA =  exp(A Zt - % A t)

(continuo y adaptado). Son equivalentes:
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(b) $ A G Ad¿oc, para cada A 6 R.
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D em ostración, (a) => (b): Aplicando el teorema anterior a AZ  (continuo) es inmediato 
que $ A satisface la ecuación $ A =  1 +  A /jo t] $ A dZs.

$ A es continuo y adaptado, por lo tanto es predecible localmente acotado y sabemos que 
Z es una martingala local, entonces (Jj0,t] dZs)í6®+ es una martingala local, lo que muestra 
que $ A G M}Loc, y por lo tanto $ A G M.2Loc porque es continua y $ A =  1.

(b) =>• (a): Definimos los siguientes tiempos de paro:

Tn =  inf{¿ : {\Zt\ +  At) >  n}

(Tn es efectivamente tiempo de paro porque Z  y A son progresivamente medibles). Por 
continuidad,

\ Z tATn \ < n  y | A ÍATJ < n ,

por lo tanto ($ A)Tn es una martingala local acotada (para A fijo), lo que muestra que es de 
hecho una martingala (ver 11.9(b)). Así obtenemos para todos s < t y F  G $ s,

JF exp(AZ jn -  ^ Á fn) dP =  Jf exp(AZjn -  y  ATsn) dP.

Por otra parte, g (A) =  ($ A)Tn (oa,t fijos) es una función de clase C°° en A,

=  I(Z j-  -  AXf»)í.?ATJ  <  (n +  A o n ) ^ " ^  "

(13.10)

para |A| ^  Aq.
Podemos entonces derivar (con respecto a A) en (13.10) bajo la integral y obtener:

fF(Zj• -  T. dP =  jF(Z] » -  dP. (13.11)

Para A =  0, (13.11) toma la forma:

/  Zj» d P =  í  Z j" dP, Vs < t y \/F G 
JF J F

lo que muestra que ZTn es una martingala y entonces Z G M \ oc (y por lo tanto Z 6 M \ oc 
porque Z es continua) ya que Tn ]  oo.
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a A
Por último, para mostrar que [Z] =  A , se toma la segunda derivada de $ A con respecto 
(í,u> fijos):

=  I(Z.T" - Af n$tAAT„l <  C(M o )

si |A| <  A0, donde c(n, A0) es una constante.
Podemos entonces derivar nuevamente (13.11) bajo la integral y tomar A =  0 para 

obtener:
í  ( ( Z ^ y  -  AJ") dP =  /  ( (Z j " )2 -  A ^ ) dP, (13.12)

J F J F
la cual es válida para toda s < t y toda F  G $ s. Por lo tanto (ZTn)2 — ATn =  (Z 2 — A )Tn es 
una martingala. Como A  es continuo y creciente y Tn | oo se sigue que A =  (Z) =  [Z]. □

13.14 O bservación. De la demostración se sigue que se puede reemplazar la condición (b) 
de 13.13 por

(b ’ ) $ A € para todo A en una vecindad de 0.

13.15 C orolario. Sea Z un proceso continuo y adaptado, Zq =  0. Entonces Z es un proceso 
de Wiener si y sólo si para cada A € R  el proceso (eXZt 2"í)t6E+ es una martingala local.

13.16 C orolario. Si Z  G ■M}¿oc, [Z] =  A y -E(/]o,t] e2XZs dAs) < oo, entonces $ A G M 2.

D em ostración . Sabemos que $ A =  1 +  A Jj0 ¿] $ A dZ3 (fórmula exponencial), por lo tanto

£ (su p ($ A)2) <  2 +  2A2
3<t

Pero si M  =  f  $ A dZs entonces (por 11.21)

£ (suP M 2) < 4E ({M )t) =  4E f  ($ x)2 d A „  
s<t Jp,t]

por lo tanto

£ (su p ($ A)2) < 2 +  8A2E ( [  exp(2AZu — \2AU) dAu) 
s<t J]0,t]

< 2  +  8A2E( í  exp(2AZu) dAu) <  oo.

□
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13.17 Corolario. Si $ A £ Ai\oc para cada A 6 R y E (A t) <  oo para cada t >  0, entonces
Z <e m 2.

Demostración. Sabemos que Z £ AA\0C y A — [Z], por lo tanto 

£ (suP Z2) < 4E {[Z]t) =  4E (A t) <  oo.

Para terminar este capítulo demostraremos un teorema de Jacod que da una descripción 
completa de las semimartingalas con incrementos independientes (ver 11.26(b),(c)).

13.18 Teorema. Sea Z un proceso cadlag con incrementos independientes^ con su fil
tración usual generada (o más generalmente, un proceso cadlag adaptado, tal que Zt — Zs es 
independiente de para todos t >  s >  0). Entonces Z es una semimartingala si y sólo si 
para todo u £ R la función <pu(t) :=  E etuZt tiene variación finita en cada intervalo acotado.

13.19 Lema. Fijemos u 6 R  y sea tn :=  inf{í : ipu(t) =  0} (<  oo).
(a) ipu es cadlag y <pu(t) =  0 si t >  tu, (pu(t—) ^  0 si t <  tu.
(b) El proceso definido por

y M  =
e'uZt
<pu(t)

yí: ]-

s it  < t u 

si tu <  t <  oo

es una martingala.

D em ostración del lem a, (a) Es claro que ipu es cadlag. Para s <  t denotemos >̂u(s ,í)  =  
E eiu(zt- z a)' por ja independencia de los incrementos tenemos

¥>«(<) =  V>u(MVu(s)- (13.13)

Si tn <  oo entonces, al poner en (13.13) s =  tu, vemos que <pu{t) — 0 para t >  tu (ya que 
<pu(tu) =  0). Además (13.13) implica 0 <y?u(f) =  V’uí5 - >Ov’í5 - ) Para s <  t < tu, por lo
tanto ipu(s—) 0 si s <  tu. Aún falta probar que ipu(tu—) 0 si tu <  oo. Supongamos que
Vuitu—) =  0. Nuevamente por (13.13) tenemos 0 =  y>u(tu — ) =  t—)‘Pu('S) para todos

^Recordemos (ver 1.8) que esto significa que Z o ,Z tl — Zo,. . . ,Z tn — Ztn_ , son v.a. independientes si 
°<<i < •<*„•
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s < tu y por lo tanto ij>u(s , t—) — 0 (ya que <¿>u(s) 7  ̂ 0). Pero claramente =  1 lo
que es una contradicción.

(b) La parte (a) del lema implica que está bien definido, es integrable, cadlag y 
adaptado.

Si s <  t <  tu entonces

£ W <“)|5.) =

por (13.13). Para terminar la demostración del lema basta observar que si t j  tu <  0 0 , estas 
igualdades implican que también ¿'(5/t^  |3») =  Yju\ O

p ÍuZs

ptuZ,
— Tlí.(M ) =  n w

E{t i(Zt-Z ,

D em ostración  del Teorem a 13.18. Primero supongamos que Z  es una semimartingala; 
vamos a demostrar que tpu tiene variación finita. Sean tu y Y ^  como en el lema. Tenemos

eiuZt
si t <  tu.

y si tu <  0 0  entonces

<Pu(iu-)
e,uZ<u-

Y¿u) ‘

Como, por el lema, ipu(t) =  0 si t >  tu, entonces basta demostrar que la función

(13.14)

(13.15)

<pu{t)
<pu(t) si t < t u

Vu{iu~) si tu <  t <  OO

tiene variación finita. Probaremos que (pu es semimartingala (determinista) lo cual implicará 
el resultado, en virtud de 11.26(c).

Por (13.14) y (13.15) tenemos que

eiuXt 
=  ^ 0 »

donde X t :=  Z¡tu =  Ztl[a,tu[ +  (ver 13.1; claramente podemos suponer tu >  0, ya
que el caso tu =  0 es trivial: ipu(t) =  0). Z es una semimartingala por hipótesis, entonces X

www.rcin.org.pl



205

también lo es, y sabemos por el lema que F^*) es martingala, por lo tanto es semimartingala. 
Además se tiene > 1 .  De la fórmula de Itó aplicada a la función / : R  x C —> C de la
clase C2 arbitraria, tal que / ( x ,y )  =  e’“x/y  si x  G R, y G C, |y| >  l / 5) se sigue que Cpu es 
una semimartingala.

Pasemos ahora a la demostración del recíproco, es decir supongamos que tpu tiene variación 
finita para cada u G R; queremos probar que Z  es una semimartingala.

1. Demostraremos primero que si existe u >  0 tal que tu =  oo y ipu tiene variación finita, 
entonces Z  es una semimartingala.

Definamos Tq =  0, Tn =  in f{í >  Tn-i,\Z t — Zrn_J > 7t/(4 i¿)} para n G N. Tn es un 
tiempo de paro, Tn >  Tn_i sobre {Tn_i <  oo} para n G N y Tn }  oo. En virtud de 11.30 
basta demostrar que ZTn es una semimartingala para todo n, y para esto basta probar que 
ZTn — Z Tn_1 es semimartingala. Como tu =  oo tenemos que (ver Lema 13.19) que etuZ =  
y w  (pu, por lo tanto etuZ es una semimartingala como el producto de dos semimartingalas 
(<pu tiene variación finita entonces es una semimartingala).

En consecuencia etuZTn y txuZ n_1 son semimartingalas y por lo tanto, por la fórmula 
de Itó, el proceso é1u(zTn~z  n_1) =  e*uZTn e-mZ « -1 también lo es. Entonces el proceso 
(ietu(zTn- z  " - 1))lr'> es semimartingala lo que implica que U := sen (u(ZTn — Z T"-1 )̂ Tn) también 
lo es. Pero, por la definición de Tn, se tiene que |u(ZTn — ZTn~1f Tn\ <  7r/4, por lo tanto 
(ZTn — ZTn~1)̂ Tn =  (l/u)arcsen U, de donde, otra vez por la fórmula de Itó concluimos que 
(Z T- - Z T" -1)]Tn es una semimartingala. Finalmente basta observar (ver 13.1) que

ZTn _  Z Tn_, =  (Z T„ _  ¿Tn- Xyrn +  A z Tnl [TnM 

y por lo tanto es una semimartingala.
2. Claramente basta probar que para todo t £ R+, el proceso parado Z l es semimartin

gala. Entonces fijemos t y observemos que Zl también tiene incrementos independientes. 
Como lim-u^o <pu(t) — 1, existe u >  0 tal que (pu(t) 0 y por lo tanto t <  tu (ver el Lema 
13.19). En consecuencia, para éste u tenemos que jEetuZ* ^  0 para cada s G R+. Así vemos 
que Z l satisface las hipótesis del paso 1 y por lo tanto es una semimartingala. □

Observación. La demostración del teorema se simplificaría (aunque quedaría la misma 
idea) si hubiéramos supuesto adicionalmente que Z es continuo en probabilidad. Tendríamos 
en este caso que <pu es continua (obvio) y tu =  oo. En efecto, si tu <  oo entonces por el Lema
13.19 tendríamos 0 /  tpu{tu~ ) =  <t>u{tu) =  0 por continuidad de ipu.

(^Advertencia. No se trata aquí de la derivabilidad de funciones de variable compleja. La función /  la 
tratamos como una función de R 3 en R 3 y en este sentido hablamos de la clase C2.
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Capítulo 14

Cambio absolutamente continuo de 
medidas de probabilidad

En este capítulo demostraremos que la propiedad de ser semimartingala se mantiene cuando 
reemplazamos a P  por otra medida de probabilidad, absolutamente continua c.r.a P. Ob
tendremos varias consecuencias importantes y profundas, como el teorema de Girsanov, la 
caracterización de semimartingalas por medio de las integrales estocásticas y otras.

Supongamos que además de nuestro espacio de probabilidad básico (fl,3 ,-P ), con la 
filtración (3<)íeK+> se tiene otra medida de probabilidad Q sobre 3<x>5 absolutamente continua 
con respecto a P  (i.e. Q <C P).

14.1 Lem a. Sea 3 ^  la completación de 3<x> con respecto a Q. Extendemos Q a 3 ^  de la 
manera usual. Sea

5; =  {A ' £ ^  : 3A £ 3 „  0 ( /1 a /1') =  0}.

Entonces la filtración (3t)<gK+ y (íí>í?oo>Q) satisfacen las condiciones usuales.

Este lema es una consecuencia inmediata de la Proposición 1.6.

14.2 C onvención . Hablando de semimartingalas, martingalas respecto a Q, vamos a suponer 
que se toman con respecto a (3 t)teR+ y en (O, 3 ^ , Q). Diremos simplemente Q-semimartin- 
gala, o semimartingala (Q), etc., cuando se hable de esto, o ser cadlag con respecto a Q, se 
dirá Q-cadlag, e tc /1)

(1)Ver p. 32

207
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14.3 Teorem a. Sea Z una P-semimartingala y Q una medida de probabilidad definida en 
(íl, # ). Si Q <C P entonces Z es una semimartingala con respecto a Q.

O bservación. Sea Z =  M  +  A, M  e  M\,oc, A  E VV°. Entonces es “natural” que las 
propiedades de A se hereden a Q porque A  es de variación finita en intervalos finitos salvo 
en un conjunto de jP-medida 0. Lo sorprendente es que también se heredan para M  +  A pues 
las propiedades de ser martingala dependen muy fuertemente de la medida P.

14.4 Lem a. Si X  es una supermartingala no negativa (cadlag) y S =  inf{í : X t =  0 o X t-  =  
0} entonces X t =  0 c.s. sobre [5, oo[.

D em ostración  del lem a. Definamos

■y _  í X t, si t <  oo 
4 LO, si t =  oo.

X  es una supermartingala sobre [0, oo].
Sea Sn =  inf{í : X t <  1 /n }. Es claro que Sn <  S. Apliquemos a X , Sn, S -f t el teorema 

de paro “de muestreo opcional” , tenemos E (X s+t) <  E (X gn) <  l / n para cada n E N, 
t E R+ y por lo tanto E (X s+t) =  0 para cada t € R+. Entonces Xg+t =  0 c.s (por ser X  no 
negativa) para cada t E R+ y en consecuencia X t =  0 P-c.s. sobre [5, oo[ (por ser cadlag). □

D em ostración  del Teorem a 14.3. Sea M ^  =  dQ/dP (densidad sobre # 0 0 ) y Mt =  
E(Moo\$t)- M  =  .P-martingala (tomamos una versión cadlag).

1. Vamos a demostrar que l/M  es (^'indistinguible de un proceso cadlag.
Aplicamos el lema a Mt =  E {M oa\̂St) que es una martingala no negativa. S =  inf{t : 

Mt =  0 o Mt-  =  0}. Por el lema M  =  0 P-c.s. sobre [£, oo[, por lo cual, M  =  0 Q-c.s. sobre 
[S, oo[ i.e. Q(Vt G [5, oo[, Mt =  0) =  1.

Queremos mostrar que S =  + 0 0  Q-c.s. Supongamos que Q(S <  0 0 ) >  0; entonces existe 
s G R+ tal que Q(S  <  s) >  0.

Sea A =  {£  <  s },

0 < Q(A) =  Q(A n {Vt >  S Mt =  0}) <  Q(M S =  0).

Por otra parte,

Q(M S =  0) =  /  M00d P = ¡
J{Ma=0) J{Ma=0)

ya que {M s =  0} G 3 3, lo cual es una contradicción.

Ms dP =  0,
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Así, hemos mostrado que Q(S <  oo) =  0 y eso muestra que 1 /M es Q-cadlag.
2. Si Z es P-supermartingala no negativa cadlag entonces Z/M es Q-supermartingala. 
En efecto, Z/M está bien definida (por 1) y Z es P-cadlag, por lo tanto Z es Q-cadlag 

y 1/M también lo es, por lo tanto Z/M es Q-cadlag.
Sean s <  t, F' (E 3 S (ver 14.1) y F  € $ 3 tales que Q (F ^ F ')  =  0:

/ WdQ = / WiQ= f WiQJF 1 M t JF Mt J F n {M ,> 0 } Mt

=  I  JT  Moo dP — í  1 {Mt>0}JJ-Mt dP.
JFn{Mt>0) Mt JF x ! Mt/F n {A ft> 0 }

Como { Mt >  0} C {M s >  0} c.s. por 14.4, y Zt >  0, entonces

/  Zt dP — /  lFn{Ms>o}Zt dP <  / 1-Fn{Ms>o}Zs dP,
JFn{Mt>o} J  J>Fn{Mt>o}

(porque Z  es supermartingala) y finalmente

Z,J lF n {M s>0}  ‘  M 0o dP -  j F • dQ -  JFI * dQ.

Esto muestra que Z/M es una Q-supermartingala.
3. Si Z  es una martingala local con respecto a P  entonces Z/M es una semimartingala 

con respecto a Q.
Sea (Tn)n una sucesión localizante de Z  en Ad^. Cada ZTn es una P-martingala uni

formemente integrable, por lo cual para cada n existen N\ y N% martingalas no negativas 
tales que ZTn =  — N% (N*(t) =  E (Z jn\St) y N%(t) =  E (Z jn\St))- Basta demostrar que
el proceso (Z/M )Tn es una semimartingala (Q) para todo n (por 11.30). Tenemos

Z Tn = Z ^ =  (Z T»)T" 
M  M T" M T"

? T n A T I \¡2
f ; ____ \Tn _  ( ' i l i \Tn _  ( ly n \ T n

M ’  1 M } { M ’  '

Por 2, N*/M  y N*/M son Q-supermartingalas, por lo tanto (N^/M)Tn y (N „/M )Tn también 
son Q-supermartingalas. Por lo tanto son Q-semimartingalas y su diferencia también lo es.

4. Si Z  es P-semimartingala entonces Z  es Q-semimartingala.
Por 13.6, M Z  es P-semimartingala, por lo tanto M Z  =  N +  A, N es una martingala 

local (P ) y A € W °(P ) (C W 0(Q)). Z=(m ódulo Q-indistinguible) N/M -f  (1 /M)A  (por 1). 
Por 3, N/M es Q-semimartingala y 1/M es Q-semimartingala, A es Q-semimartingala por 
lo que (1/M)A es (^-semimartingala y por lo tanto Z  también lo es. □
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Hemos mostrado que si Q <C P  y Z es P-semimartingala entonces Z es también Q- 
semimartingala. Es natural preguntarse cuál será su descomposición Z =  N  +  A, con 
N  6 -MloÁQ) y A € W °(Q ). El siguiente teorema nos da una respuesta parcial.

14.5 T eorem a de G irsanov. Sean P  y Q dos medidas de probabilidad equivalentes^ en 
(Q,$oo), Meo dQ/dP (sobre $<x>), Mt :=  E (M 00\$t) para t >  0. Si X  es una martingala 
local (P ) entonces

( X , - X 0 -  I  ^ d { M , X } , ) tit¡t 
J]0,t] M s

es una martingala local (Q ).

D em ostración . Podemos suponer que X 0 =  0 (restando X 0).
1. Sea A t =  /]0 t](l/A f) d[M, X ]. Veremos que A está bien definido y que A € W °(P ) (=  

W>°(Q)).
[M, X ] es el mismo para P  y para Q (por ser límite en probabilidad de unas sumas (ver 

12.16) y por la hipótesis P  equivalente a Q, límite en probabilidad con respecto a P  implica 
límite en probabilidad con respecto a Q).

Además 1/M es cadlag módulo indistinguible en Q (paso 1 de la demostración de 14.3) 
y P  <C Q implica que 1/M es cadlag módulo indistinguible en P.

2. Basta mostrar que M (X  — A) es una martingala local (P ). En efecto, si esto es cierto,
sea (Tn)n una sucesión localizante de M (X  — A) en (M (X  — A ))Tn es entonces una
P-martingala uniformemente integrable y vale 0 en 0, por lo tanto para todo S tiempo de 
paro,

0 =  j  M ¡-{X ?r  -  A f ) i P  = J  M x (X^~ -  A f ) d P  = J ( X - A ) f d Q ,

lo que muestra que (X  — A )Tn es Q-martingala para cada n, es decir X  — A es (^-martingala 
local.

3. Demostración de que M (X  — A) es una martingala local (P ):

M (X  — A) =  {M X  -  [M, X ]) +  ([M , X] -  j  MdA )

+  ( y  MdA -  MA^j .

(i) (M X  — [M ,X ]) G A4¿0C(P ). En efecto, M  es P-martingala, X  es P-martingala local y

M X  — J Ms_ dXs +  J X 3_ dMs +  [M, X ],

(2)i.e. P <  Q y Q P, 1° que denotamos P ~  Q.
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de donde
MX -  [M,X] = J  Ms_ dXs + j X,.  dM,.

Ambos sumandos del lado derecho son martingalas locales (P ) por ser la integral estocástica 
con respecto a una P-martingala local (12.10(f)).
(ii) ([M,X] — j M dA) € M.\,oc{P) (inmediato de la definición, este proceso es P-indistin-
guible de 0).
(iii)

J M  dA -  M A  =  J M d A -  J M . d A -  J A -d M  ~ [M ,A )

=  J M  dA -  (J M_ dA +  J  A  M  dA) -  j  A -d M  

= - J  A - d M e M l„ ( P ) ,

porque por 12.22, [M,A] =  J2 A M A A  =  J A M  dA, ya que A M , para P-casi toda u, toma 
sólo un número a lo más contable de valores. □

14.6 C orolario (para el p roceso de W ien er). Si P  ~  Q y M ^  :=  dQ/dP (en doo)> 
Mt := E(Moo\dt) V si W  es un proceso de Wiener con respecto a P  entonces

W~J
es un proceso de Wiener con respecto a Q.

D em ostración. Es una consecuencia del teorema anterior y del teorema de Lévy. Como 
W  es un proceso continuo, \M, W] es continuo (por 12.26) y entonces A es continuo (donde 
A = d[M, VE]). Por lo tanto W  — A es continuo y por el teorema anterior W  — A €
M loc(Q), Por lo tanto w  -  A € M 2lc0C(Q).

En consecuencia, si (VE — A )q =  compensador de VE — A  con respecto a Q , entonces 
por 11.18(c)

(W  -  A)q (t) =  [ W -  A]0 (í) =  [U1(í) =  t 

(ya sabemos que [•]/> =  [-]q por ser P  ~  Q ).
Por el teorema de Lévy 13.7, VE — A  es un proceso de Wiener con respecto a Q. □

Se puede plantear el problema inverso: sea VE un proceso de Wiener (P ) y Y  un proceso 
adaptado medible tal que Jj0 Ya ds existe.
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¿Cuándo existe una medida de probabilidad Q tal que P ~  Q y que W  — f Y s ds sea un 
proceso de Wiener con respecto a Q?

Por ejemplo, no existe Q <C P  tal que {Wt — ¿)teR+ sea Wiener c.r.a Q ya que Wt — t —> 
—oo P-c.s. si t —> oo (basta aplicar la ley del logaritmo iterado) y si existiera una tal Q se 
tendría que (W t — i) —► —oo Q-c.s. pero entonces Wt — t no puede ser un proceso de Wiener
(Q).

Este ejemplo muestra que aún en el caso de tener Y  constante, (/]0,t] ^  ds =  t) no existe 
la medida Q con las propiedades requeridas.

La situación se mejora mucho si nos restringimos a un intervalo acotado [0, T] (T  es un 
real, no un tiempo de paro). Primero se verá el análogo del Corolario 14.6 para el caso de 
tener un intervalo acotado [0, T] en vez de R+ .

14.7 C orolario. Si P  ~  Q sobre $ t , M t — dQ/dP sobre St y Aft =  -E(Mr|£¿); W  es un 
proceso de Wiener (P ) sobre [0,T] entonces W  — / ( I /M) d[M ,W ] es un proceso de Wiener 
(Q) sobre [0,T].

(Demostración análoga al corolario anterior).
La formulación clásica del teorema de Girsanov nos da una respuesta a la pregunta 

planteada.

14.8 T eorem a de G irsanov (form a clásica). Sean T un real positivo, W  un proceso de 
Wiener sobre [0,T], Y  un proceso progresivamente medible (respecto a la filtración dada) tal 
que

Y* ds <  oo P-c.s.,

y sea

Mt =  exp( /  Y d W  — -  f  Ys2 ds). 
fV]o,t] 2 J]o,T]

Si E (M t ) =  1 entonces W  — JYs ds es un proceso de Wiener sobre [0,T] con respecto a la 
medida dQ =  Mt dP.

D em ostración . 1. Sea M t =  E(Mr\:St), 0 < t <  T y

M , = e x p ( /  Y . d W . - í f  Y?ds). 
J]o,t) ¿ J]o,t]

Probaremos que Mt =  M t para 0 <  t <  T. Claramente Mt =  M t ■ Aplicando 13.13 a 
f Y  dW  y JY^ds ( = [ / y  dW\), vemos que M  es una martingala local. Pero M t >  0 para
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todo 0 <  t <  T, entonces por el lema de Fatou, M  es una supermartingala (ver 11.9(c)),
i.e., M a >  E (M t\$s) >  0 para cada 0 <  s <  t <  T, En particular 1 =  E (M o ) >  E (M t) >  
E(E(M r\dt)) =  E(Mt) =  1. En consecuencia M t =  E(Mx\$t) =  Mt c.s. y por lo tanto 
M  =  M  por ser M  cadlag y M  continua.

2. Para demostrar el teorema basta probar que

I  ± -d [M ,W ]a =  f  Ys ds, 0 < t < T .  (14.1)
./]o,t] M s 7]o,í]

En efecto, si esto se cumple, entonces el teorema es consecuencia inmediata del Corolario 14.7. 
Para probar (14.1) basta mostrar que

[M, W ]t =  I  MSYS ds, 0 < t < T .  (14.2)
Mt]

Sobre todo observemos que la integral en el lado derecho existe por la hipótesis sobre Y  y 
porque cada trayectoria de M  es acotada sobre [0,T] (es continua). De hecho vemos que 
f]o,t]MaY?ds <  oo y por lo tanto /  M Y  dW  existe sobre [0,T] (ver 12.3). Ahora bien,

jf  ̂MSYS ds =  J M SYS d[W, W ]S =  [J M Y  dW, W ]t =  [J M  dN ,

donde N  =  /  Y dW  (hemos utilizado 12.27 y 12.10(c)).
Por la fórmula exponencial 13.12 y por el paso 1 sabemos que M  =  1 +  /  M_ dN =  

1 + f  M dN y por lo tanto

[J m  dN, W] =  [M  — 1, W] =  [M, W]

lo que demuestra (14.2). □

Este teorema proporciona un método para encontrar soluciones débiles de una ecuación 
diferencial estocástica c.r.a un proceso de Wiener.

Es claro por el resultado anterior que es importante saber cuándo E {M j)  =  1. El 
resultado más fuerte conocido en esta dirección es el siguiente.

14.9 Teorem a de N ovikov. Si E (exp (l JjoTj V,2 ds)) <  oo, entonces E (M j)  =  1.

La demostración no se dará aquí. Consultar [7, Th.13.27] o [14, Th.6.1].
Veamos otras consecuencias interesantes del Teorema 14.3. Sabemos que en general no es 

posible definir la integral estocástica “por trayectorias” o sea para cada u> fija. Sin embargo
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sucede que esa integral posee algunas propiedades que uno consideraría como naturales o 
típicas, para una integral definida por trayectorias. He aquí dos de estas propiedades.

1 4 .1 0  Proposición (invariancia de la integral estocástica bajo el cambio absolu
tamente continuo de la probabilidad). Sean Q ,P  probabilidadades en (íí,3), Q P, 
Z una semimartingala (P ) y X  un proceso predecible localmente acotado. Entonces

(ñ I X  dZ =  (Q) J X  dZ módulo Q-indistinguibilidad. (14.3)

Demostración. Observemos primero que ambas integrales tienen sentido porque Z  es 
también semimartingala (Q ) (por 14.2) y X  también será predecible localmente acotado 
(Q). Basta demostrar la igualdad para X  proceso predecible acotado (tomando X  — Xo, 
parando y aplicando TCD 12.11). La igualdad es cierta para X  =  £ l]S)t], donde 0 < s < t y 
£ es una variable aleatoria 3 s-medible y acotada. Usaremos el lema de las clases monótonas 
4.26.

Sea Pí =  {X  : X  es un proceso predecible acotado tal que (14.3) se cumple} y A — 
{ { 0 }  x F  : F  £ 3o} U {]s,í] x F  : s < t, F  £ 3 , } .  A es un 7r-sistema que genera & V y 
1a G Pí, para cada A £ A.

Es claro que Pt es lineal y que 1 £ Pí. Sea (X n)n una sucesión en PC, X n >  0, X n | X  
(P -c.s.) (X acotado). Veremos que X  £ Pí] para ello se usará el teorema de convergencia 
dominada para la integral estocástica (Teorema 12.11).

Tenemos (P ) f  X n dZ —* (P ) f  X  dZ, en P-probabilidad, y esto implica (P ) f  X n dZ —»
(P ) J X  dZ,en Q-probabilidad (porque Q <C P). Como X n | X  (Q) c.s. aplicamos de 
nuevo 12.11:

(Q ) J X n dZ —* (Q) J X  dZ, en Q-probabilidad.

Por hipótesis
(P ) JX n dZ =  (Q ) J X n dZ para cada n, 

lo que muestra que X  £ Pí.
Ahora basta aplicar el lema de las clases monótonas 4.26 para ver que (14.3) se cumple 

para cada X  predecible y acotado. □

1 4 .1 1  Proposición (el carácter local de la integral estocástica). SeanZ,Z  semimar- 
tingalas, X ,X  procesos predecibles localmente acotados y A £ 3oo- Supongamos que para 
cada u) £ A, (fija)

Zt(u>) =  Zt(u>) y X t(üj) =  X(u>) para cada t >  0. (14.4)
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j  X d Z  =  J X d Z c.s. sobre A.

D em ostración. Si P (A ) =  0 no hay nada que demostrar. Si P (A ) >  0 definamos

P ( - n
~ ~ p w

Claramente Q P. Por 14.3, Z, Z  son semimartingalas (Q ). La hipótesis (14.4) nos 
dice que Z  y Z  son (^-indistinguibles y que X  y X  son también Q-indistinguibles (Q está 
concentrada en A), por lo tanto (Q ) f  X  dZ =  (Q) /  X  dZ Q-c.s.

Por 14.10

y

(Q) J x d Z  =  {P ) J  X d Z  Q-c.s. (i.e. 

(Q) J x d Z  =  {P ) J x d Z  Q-c.s. (i.e.

P -c.s. sobre A)

P -c.s. sobre 4̂).

De lo que se obtiene, (P ) f  X  dZ =  (P ) f  X  dZ, P -c.s. sobre A. □

14.12 O bservaciones, (a) Se puede formular un resultado aún más fuerte: si son 
variables aleatorias, 0 <  £ <  77, si A", X  son procesos predecibles localmente acotados y Z, Z 
son semimartingalas, y si X t =  X t y Zt — Z¿ =  Z t — Z¿ para t 6  [^(w), 7/(w)[, u  € A, entonces

(X O Z)t - ( X  O Z)t = (X o Z)t -  (X O z\  

para t G [£(u>), r/(u>)[ y oj € A.
(b) De la misma manera se puede demostrar que si sobre un evento A las trayectorias de 

Z tienen variación finita entonces las trayectorias de la integral estocástica f  X  dZ también 
tienen variación finita c.s. sobre A.

Veremos ahora un resultado muy interesante que dice que las semimartingalas constituyen 
la clase más amplia de los procesos con respecto a los cuales podemos definir la integral 
estocástica de la manera natural. En otras palabras, si Z es un proceso con respecto al cual 
se puede definir una integral estocástica que satisface algunas condiciones mínimas, entonces 
Z tiene que ser una semimartingala.
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Pensemos cuáles son esas “condiciones mínimas” . Fijemos T  € R+ (advertencia: T  es 
un número real y no un tiempo de paro). Sea £ j  la clase de los procesos simples sobre [0, T\ 
(ver 9.2), i.e. los procesos X  de la forma

(14.5)
fc=0

donde 0 =  t0 <  t\ <  • • • <  tn =  T, (k es una variable aleatoria acotada 3^-medible, 
k =  0 ,1 , . . . ,  n — 1 (podemos restringirnos a los X  tales que Xo =  0).

Sea Z  un proceso. Para todo X  € £t dado por (14.5) definimos

=  (14.6)
k=O

Es claro que para cada definición natural de la integral /  • dZ, se debe cumplir /j0 X  dZ =  
Jt{X) para X  6 £t■ Sucede que además de esto, basta imponer una hipótesis muy débil 
sobre la continuidad del mapeo J j.

£t es claramente un espacio lineal. Consideremos en £t la topología “de la convergencia 
uniforme en t, o>, módulo indistinguibilidad” , i.e. dada por la norma

||X||oo =  esssupsup |X(í,w)|, X  e  £t ■
V  t

Antes de formular el teorema recordemos algunas notaciones:

L° =  L ° (n ,3 ,P )
=  el espacio de las variables aleatorias reales con la topología 

dada por la convergencia en probabilidad.
L°° =  L °°(fl ,$ , P ) =  el espacio dual de L1

=  el espacio de las variables aleatorias reales esencialmente acotadas.

14.13 Teorem a de B ichteler, Dellacherie y  M okobodzk i. Sea Z un proceso cadlag 
adaptado tal que para cada T >  0 el mapeo

I! • ||oo)-£°

es continuo, donde J t está dado por (14 -6). Entonces Z es una semimartingala.
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Observación. La hipótesis sobre la continuidad de es mucho más débil que la propiedad 
de las semimartingalas dada por el teorema de la convergencia dominada 1 2 .1 1 .

Para demostrar el teorema necesitaremos el siguiente resultado del análisis funcional.

14.14 Lem a. Sea T un subconjunto convexo de L x{Q ,$ ,P ) tal que 0 G T yT  es acotado en 
L E n t o n c e s  existe r)0 € L°°, tal que r¡0 >  0 c.s. y supíer E(£t)0) <  oo.

D em ostración  del lem a. Sea G =  {7 7  G L°° : 77 >  0 c.s. , supí€r £ (£ 77) <  0 0 }. G ^  0 pues 
0 G G. Sea a  =  su p ,^  P(r¡ >  0). Probaremos que existe r¡0 € G tal que a =  P(r)0 >  0). En 
efecto, sean r¡n G G (n =  1,2 , . . . )  tales que limn_oo P^Hn >  0) =  a. Fijemos números c„ >  0 
(n =  1 , 2 , . . . )  tales que a la vez

]T c nesssup |77n| < 0 0  y V ]  ^ (0  V supE(£rjn)) < 0 0 . 
n n íer

Es claro que si definimos T)0 =  CnVm entonces 770 G G y {770 > 0} =  > 0}
por lo tanto P (j¡q > 0 )  >  a , en consecuencia P(r¡o >  0) =  a.

Para demostrar que r¡0 es la que buscamos basta probar que P (t)o >  0 ) =  1. Supongamos 
lo contrario, i.e. supongamos que P(r¡0 =  0) > 0.

Denotemos A =  {7 7 0  =  0). Sea A  =  la cerradura en L 1 del conjunto {£ — (  : £ G I\ (  G 
L1, (  >  0  c.s. }.

Probaremos que existe c >  0  tal que e l  a está a una distancia positiva (en L1) de A. En 
efecto, T es acotado en L°, entonces existe c > 0 tal que sup^er P(£ >  c/2 ) <  ^P(A). De 
esto se sigue que para cada (  G T,

P ( ( A n { í  < c / 2 } f )  =  P {A C U { i  >  c/2>)

<  l - P ( A )  +  P ( í > c l 2 ) < l - l- P( A) ,

y por lo tanto P( A  H {£ < c /2} )  >  \P{A). Entonces para cada £ G T, (  G L1, (  >  0, se 
tiene que

E{\clA -  (( -  C)\) > E{\clA -  t + C\lAn{t<c/2 })
> P (A  fl {£ <  c /2 })c /2  > -^P(A) >  0.

<3)i.e. suPíer P (líl >  N) —► 0 cuando N —> 00.

www.rcin.org.pl



218

A es convexo, porque es la cerradura de un convexo. Por un teorema clásico del análisis 
funcional (ver e.g. [22, Th.3.4]) existe un hyperplano en L1 que separa a cI a de A , es decir 
existe r¡ E  L °°(= (L 1)') tal que

cE l Af¡ >  P >  sup{E ( ( (  -  0 ? )  : í  € T, C € l \  C >  0}

para una ¡3 E  R.
En particular, tomando ( =  0 ,  £ =  n l^ <0} (n E  N) obtenemos ¡3 > —nE(Tfl ĵ<0̂ ) para 

todo n E  N, lo cual implica rj >  0 c.s. (pues en el caso contrario el lado derecho tiende a 
-foo si n —► +oo). Además, tomando £  =  0  obtenemos ¡3 >  E(£rj) para cada £  E  T .  En 
consecuencia rj E  G y por lo tanto r¡0 +  rj E  G.

Por otra parte, tomando £ =  £ =  0 obtenemos cE(\¿rj) >  0 y por lo tanto P (A f]{f¡ > 
0}) >  0. Esto implica que P(rj0 +  rj >  0) >  P{r¡0 >  0) =  a, lo que es una contradicción. □

D em ostración  del Teorem a 14.13. Claramente (ver 11.30) basta demostrar que para 
cada T E K.+ , ZT es una semimartingala. Entonces fijemos T >  0. Por el Teorema 14.3, 
para demostrar que Z T es una semimartingala basta encontrar una medida de probabilidad 
Qo tal que Qo ~  P  y Z T es (^o-semimartingala.

1. Existe una medida de probabilidad Q l5 Q\ ~  P, tal que Z j  E L l (Q i), para cada 
t >  0.

En efecto, cada trayectoria de Z  está acotada en [0,T] (por ser Z cadlag), por lo tanto 
basta definir

(donde Ẑ (u>) =  supt<T \Zt\) y tomar dQi =  (rji/E{r¡\))dP.
2. Existe una medida de probabilidad Qo, Qo ~  Q\ (y por lo tanto Qo ~  P) tal que ZT 

es Qo-cuasimartingala.
En efecto, sea T =  { J j { X )  : X  E £r, ||Â||oo 1}. Observemos que P  ~  Qi implica

L°(P ) =  L°(Q i), por lo tanto por hipótesis J j' .e j  —> L°(QQ  es continuo y entonces T es 
acotado en L°(Q i )  (como la imagen continua de un conjunto acotado). Además T C Ll (Q\) 
(porque Zt E L}(Q\) para todo t) y T es obviamente convexo y 0 E T.

Por el Lema 14.14 existe una variable aleatoria acotada r)0 tal que r/0 >  0 y sup¿er Eq1 (£770) 
<  0 0  (Ê Qj(-) =  /  -dQi). Reemplazando rjo por rf0/EQ¡(ri0) podemos suponer que Eq^^o) = 
1.

Definimos dQo =  Vo^Qi- Obviamente Qo ~  Q\ y Z  ̂ E Ll(Qo), para cada t. Además 
tenemos

0 0  >  supEq0(£) =  sup{E q0(J t (X )) : X e e t , HAHoo <  1}.
Í€T
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Consideremos X  de la forma
n—1

X  =  ^ sSn E qoÍZ í w  -
k=0

donde 0 =  t0 < tx <  • • • <  tn =  T, n G N. 
Claramente X  G £t , ll- l̂loo <  1 y

n—1
EqÁ M X ) )  = Eq, Y . IEQo(Z,,t , -  Z,J5,J|.

k=0

En consecuencia obtenemos

sup{£g0 |B «„(Z ;+1- Z ; ! 3 „ ) | :

0 =  <0 <  ¿i <  • • • <  in =  T, n 6  N} <  oo,

lo que significa por la Proposición 5.8 que Z T es Qcrcuasimartingala- Para terminar la 
demostración del teorema basta recordar que cada cuasimartingala cadlag es semimartingala 
(ver e.g. 11.14 y 11.23). D

Como un corolario inmediato del Teorema 14.13 obtenemos otra propiedad importante de 
las semimartingalas: a pesar de que la definición de semimartingala depende de la filtración 
dada, si disminuimos la filtración entonces la semimartingala sigue siendo semimartingala. 
Más rigurosamente, se cumple el siguiente teorema.

14.15 Teorem a de Stricker. Sea Z una semimartingala y sea (É/t)teR+ una filtración que 
satisface las condiciones usuales y Qt C para cada t >  0. Supongamos que Z es adaptado 
con respecto a (Gt)t- Entonces Z es una semimartingala con respecto a (Gt)t■

D em ostración. Inmediata por 14.13, pues £r((^i)t) C £T((#t)t)- n

14.16 O bservación. Vale la pena observar que el Teorema 14.13 permite adoptar otro 
enfoque en la teoría de integración estocástica. Se puede definir una semimartingala como 
un tal proceso para el cual las hipótesis de este teorema se cumplen. Se obtienen muchos 
resultados de una manera relativamente sencilla, sin necesidad de usar hechos tan profundos 
de la teoría general de procesos como el teorema de sección (se trabaja con el proceso de 
variación cuadrada en lugar del proceso de Doob-Meyer). Por ejemplo, con este enfoque 
se llega rápidamente a la fórmula de Itó. Lo difícil es probar que cada martingala tiene
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una descomposición M  +  A  con M  martingala local y A € W° y que cada martingala local 
es semimartingala, o sea obtener el Teorema 11.22 (que M  € es semimartingala se
obtiene sin dificultad). El lector interesado en este enfoque puede consultar el libro de P. 
Protter [21].
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Capítulo 15

Ecuaciones diferenciales estocásticas

En este capítulo nos restringiremos a sólo un teorema básico para la teoría de ecuaciones 
estocásticas: el teorema de existencia y unicidad de soluciones (más precisamente, soluciones 
fuertes) de una ecuación con coeficientes Lipschitzianos.

15.1 Teorem a de D oléans D ade, P rotter . Sean Z 1,Z 2, . . . , Z n semimartingalas, Z%0 =  
0 (¿ =  1 ,2 , . . . ,  n) y H un proceso cadlag adaptado y sean f 1,/ 2, •••,/" funciones,

f' : ü x R+ x R. —» R

tales que para todo i =  1 ,2 ,.. . ,n :
(i) p (u ,s , - )  satisface la condición de Lipschitz con una constante K  (K  no depende de 

u, ni de s).
(ii) /* (- ,s ,x ) es $ s-medible, para todo x € R y s >  0.

(iii) f l(w, -,x) es caglad, para cada u> € Í2 y x 6 R.
Entonces la ecuación estocástica

tiene solución única (módulo indistinguibilidad).

Observaciones, (a) Este teorema contiene al teorema clásico de Itó para la ecuación

Xt =  A'o +  f f ( s,X , )d W ,+  í  } 2(s ,X ,)d s ,
J)0,t]

221
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donde f 1, / 2 son funciones lipschitzianas que no dependen deu>. El Teorema 15.1 permite que 
las /*, i — 1 ,2 , . . . ,  n, dependan de uj y además está dado para semimartingalas arbitrarias
Z \ Z 2, . . . , Z n.

(b) Este teorema nos da unicidad para la fórmula exponencial 13.12.
(c) Se podría formular para sistemas de ecuaciones.
(d) Se puede generalizar aún más: /*(s) puede depender no sólo de X a_ sino de toda la 

trayectoria “anterior a s” , es decir, de la función

r t—► X r, para r E [0, s[ y / ’ : fí x R+ x C(R+) —► R.

La condición de Lipschitz tendría que reformularse (ver e.g. [14], [15]). Esta situación más 
general aparece en la Teoría del Control.

D em ostración  del teorem a. Vamos a demostrar el teorema para el caso n =  1. En el 
caso general la demostración es la misma, sólo las notaciones son más complicadas. Entonces 
consideramos:

X t =  Ht + f  f { s ,X a.)d Z a. (15.1)
J]o,t]

1. Hay que ver que si X  es un proceso adaptado cadlag entonces

í  f ( s ,  X a„)d,Za
J]o,t]

tiene sentido. Basta probar que ( / ( s ,  A’s_ ))aeR+ es caglad adaptado porque entonces será 
predecible localmente acotado (ver 12.7).
(a) Es adaptado: para s fijo, f ( s ,X a_) es la composición de las funciones

=  (w ,A ,_(w )) y 0(u ,x ) =  f (u ,s ,x ) .

6 es fo-medible para cada x fijo por (ii), y es continua en x  para u> fijo por (i), por lo 
tanto 6 es 3 a <g) S(R)-medible.

ip es medible de (Í1,5S) en (f l x R, $ s ® # (R )) por ser X  adaptado, por lo tanto 6(p) es 
3j-medible, es decir ( / ( s ,  A"s_ ))s6]r+ es adaptado.
(b) Es cag: sea s < t y consideremos

<  \ f(t,X t. )  -  f ( s ,X ,-)| +  \ f(s ,X t- )  -  / ( i ,X . . )| ,

-  fís, X,-) l - »  0 si s t t porque es cag y  | f (s ,X, . )  -  f{s, A',_)| <
K\Xt-  — X._| por (i).
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Además (A t_)t6]R+ es caglad porque (V t)t6®+ es cadlag, lo que muestra que \Xt-  — V s_| —► 
0 si s 1 1.
(c) Es lad: vamos a demostrar que lims í t f(u> ,s,X s_(u>)) =  f ( u , t + ,X t(u)). Sea s >  t, 
entonces

| /(í+ , X,) -  f(s, A-,_)| <  I/(< + , X,) -  f ( s ,X t)I +  I f(s, X.) -  ¡(s , X ,.)¡.

El primer sumando tiende a 0 si s [  t porque / ( o v ,x )  es lad. Veamos el segundo sumando:

| f ( s ,X t) -  f ( s ,X s_) | <  K\Xt -  X s.\ -+ 0 si s i t .

2. Basta demostrar el teorema para H  =  0. En efecto, X  es solución de (15.1) si y sólo 
si X  — H  es solución de

X = í  7 ( s ,X s_)dZ s,

donde f (u , s, x) =  f (u , s, x +  Hs-(u>)).
Se deja como ejercicio al lector el verificar que /  satisface (i), (ii) y (iii).
Sea /  con las hipótesis (i), (ii) y (iii) del teorema. Ahora debemos buscar solución para

X t =  í  f ( s ,X „ - )  dZs. (15.2)
J]Q,t]

3. Si existe 6 >  0 tal que (15.2) tiene solución única para cada Z semimartingala tal 
que \AZ\ < 6  y para toda /  que satisface (i), (ii) y (iii) con la constante lipschitziana K , 
entonces (15.2) tiene solución única para cada semimartingala Z. En efecto, supongamos que 
existe 6 >  0 tal que (15.2) tiene solución única para cada semimartingala Z  con \AZ\ < 6  y 
toda /  que satisface (ii), (iii) e (i) con la constante K .

Sea ahora Z una semimartingala arbitraria. Definamos

T0 =  0, Tn+i =  m í{t : t  >  Tn, \AZt\ > 9}, n =  0 ,1 ,2 ,. . . ,

y consideremos (ver 13.1, recordemos que como Z0 =  0 entonces no hace falta considerar 
aparte el caso Ti(u) =  0)

Z ^  es semimartingala con saltos acotados por 6. Para ella existe (por la suposición) una 
única solución X 1 tal que
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Definamos X t =  X } para t <  T\. Esto nos define automáticamente el valor de X t en 
Ti si queremos construir una solución de (15.2), porque si queremos que se cumpla X t =  
/]o,t] f ( s i X » -)  dZa, entonces tiene que cumplirse A X t =  f ( t ,X t~)A Z  (12.10(d)). Por lo 
tanto definimos AXj^ =  f (T i ,X Tl_)A Z xl sobre {Ti < oo}, pero X ^ -  lo conocemos porque 
conocemos los valores de X t para t <  T\. Por lo tanto X ^  =  A X tx +  X ^~  queda bien 
determinado sobre {Ti < oo}. Así tenemos ya a X  definido sobre [0, Tí].

Supongamos que tenemos a X  definido sobre [0, Tn].
Consideremos la filtración (S:t„+<)<6R+ =  (5«)teR+, que también satisface las condiciones 

usuales, y la semimartingala

Zt =  (Zxn+t ~ Zxn)l{Tn<oo}

(verificar que efectivamente es una semimartingala c.r.a (dt)t€R+)-
Ti =  (Tn+i — Tn)l{Tn<oo} es un tiempo de paro c.r.a (3t)ter+ (verificarlo), y es el primer 

tiempo del salto mayor que 6 para Z t- 
Definamos

f ( u ,s ,x )  =  f ( U,8 +  T „ X Tn +  x ) l {Tn<co}{u),

f  satisface (i), (ii) y (iii) para la nueva filtración (ejercicio), con la misma constante K .
Podemos ahora repetir el razonamiento que se hizo para Ti. Por la suposición existe una 

solución única de la ecuación

X = l  f ( s ,T . . ) d Z V \
J)o,t]

Definimos Xxn+t =  X xn+~X™ para t <  Tn+\— Tn =  Ti si Tn < oo, es decir, X t =  Xxn+ ^ ¡^ xn 
para Tn <  t <  Tn+i y por el razonamiento anterior podemos cerrar el intervalo para obtener 
el proceso definido en [0, T„+i]:

A X t„+1 =  / (T n+i , X T-^ )A Z jn+i si Tn+i < oo.

Hemos obtenido un proceso (X t)<6]g+ que por construcción es cadlag y adaptado c.r.a (5 t)teR+ 
(ejercicio^).

Ahora hay que probar que (A })íeR+ así definido satisface (15.2). Razonaremos nueva
mente por inducción.

^Sugerencia: primero demostrar por inducción que Xt„ es 3V n-medible y luego utilizar la representación:OO _ n
X t = Z  {Xr„ + * (<_Tn)v0)i{Tn<t<T„+l} (X =  X *).

n=0
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Como (Z^Tl)Tl =  Ẑ Tl y X ]_ =  X a_ sobre [0, Ti] tenemos por 12.10(b) y 13.2(b):

X )  =  [  f ( s ,  X lJ d Z ? '  =  /' f (s ,X ¡_ )d (Z V ')?

=  j  l[0 ,r ,]/(s , x¡_) d Z f' =  l p m ñ s ,  X , . )  d z f '

=  f  f ( s , X , - ) d Z ? ' = ( [  f ( s ,X ,. )d Z ,)Y '.
J]o,t] J

Como X ]  =  X t si t <  T\ tenemos

X t =  ( [  f ^ X ^ d Z s f 1 si t < T u 
J%t]

y por la definición de Xj^ también vale en t =  T\ si Ti <  oo. Por lo tanto (15.2) se cumple 
en [0,Tí].

Inductivamente, supongamos que así es sobre [0,Tn].

t , =  i  7 (s ,T ;_ )d -íY ' =  [  i { s , x [Tn+, ). - x T„ )d z Y '
J]0,t] i]0,í]

=  ( Í  l{Tn<Oo}/(<S "I" Tn, X(a-í-Tn)- )d(ZTn+a -  ZTn)l {Tr><oo})]Tl. (15.3)
•'lo,*]

Ahora necesitaremos el siguiente resultado ( “cambio de variable c.r.a tiempo” ).

15.2 Lem a. Si Y es un proceso predecible localmente acotado, Z es una semimartingala y 
T es un tiempo de paro entonces

J]Qt] 1 { T « x, } Y s+ t d(ZT+s -  Z t ) 1 { t « x>} =  (J]QT+t] Y»dZ° ~ J]QT] y* d Z ,)l{T<oo},

donde la integral del lado izquierdo es c.r.a la filtración (3 :t)ígM+ =  (3T+<)<eK+•

Demostración del lema. La demostración es típica (y un poco aburrida), por eso daremos 
sólo un bosquejo de ella. Sea primero Y  =  £l]tj,t2] donde £ es una v.a. acotada 3^-medible. 
Entonces

1 { T < oo} Y s+ T  =  ^1](íi-T)V0,(í2-T)V0](s).

( í i - T ) V O y  (í2 - T ) V 0  son tiempos de paro c.r.a (3t)t. Además £ es 3:7’+(tl_T)vo-medible 
porque foj C St^vT =  3V+(íi-T)vo =  ^(tj-Tjvo- Por lo tanto basta aplicar 12.13 para ver
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que la igualdad del lema se cumple en este caso. Ahora hay que aplicar el L.C.M. 4.26 y 
el T.C.D. 12.11 de manera similar a lo hecho en 14.10 (entre otras cosas se demuestra que 
l{T<oo}^+r es predecible localmente acotado c.r.a (5t)t- O

Por el lema tenemos que

(15.3) =  ( /  f ( s , X , . ) d Z , -  [  f ( s , X . . ) d Z . f ' l tTn
J ] 0 , í + T „ ]  J]0,T„]

La hipótesis de inducción nos permite obtener

X Tn=  f f ( s ,X . . )d Z ,
• 'lO .T n l

<oo}-

si Tn <  oo. Por otra parte, por la definición de X  tenemos X t =  -Xr„+t — X t„ para t < 
Tn+1  — Tn si Tn <  oo. En consecuencia obtenemos X rn+t — X rn =  /]o,t+x„] f ( s jX s_) dZs — XTn 
para t <  Tn+i—Tn si Tn <  oo, y por lo tanto X rn+t =  Jio,t-¡-T„] / ( s> X s-)d Z s para t <  Tn+i —Tn. 
Por la definición, también se tiene la igualdad para t =  Tn + 1  — Tn.

Así hemos mostrado que (X t)t6K+ satisface (15.2).
La unicidad proviene de que X 1,X n son únicos.
4. Si existe 9 >  0 (que puede depender de K )  tal que (15.2) tiene solución única para 

cada Z =  M  +  A, M  6 M ¿ oc, A  € W ° tal que [M, M]oo <  0, |A|oo < 0, entonces (15.2) tiene 
solución única para toda semimartingala Z.

Vamos a reducir el paso 4 al paso 3. Supongamos que existe una 9 <  1 que cumple 4. 
Sea Z una semimartingala tal que |AZ| <  9/4.

Vamos a demostrar que (15.2) tiene solución única para esta Z. Necesitamos el siguiente 
lema.

15.3 Lem a. Sea Z una semimartingala con saltos acotados por a (a > 0). Si Z —Z0 =  N + B  
es la descomposición canónica (ver 11.29 y 11.24), *-e- X  £ X í¿oc, B  £ VV¿0C y B  es 
predecible, entonces |AÂ | <  2a, |Ai?| <  2a.

D em ostración  del lem a. Parando se puede suponer que N  es una martingala uniforme
mente integrable, y B  £ W ^. Por 4.24 basta demostrar que jAA^l < 2a y |AjB̂ I 5í 2a c.s. 
para cada T  tiempo de paro totalmente inaccesible o predecible. Sea T  totalmente inacce
sible. Entonces A Bt =  0 c.s. por 4.25 porque B  es predecible y por lo tanto AN t =  A Zt 
c.s. en consecuencia |AÂ j| < a c.s. Sea T  predecible. En este caso

E (A Z t \3t~) =  E (A N t \$t _) +  E (A B t \3t - )
~  E (A B t \$t~) =  A B j  c.s.
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la segunda igualdad es consecuencia de que T  es predecible y de 4.30, en la tercera se usa 
4.27.

Entonces \ABt \ <  a c.s. y por lo tanto |AÂ r| <  2a c.s. □

Sea Z  =  N  +  B, N  £ ■M.1Loc, B  € W ¿oc y B  es predecible (Z0 — 0 por hipótesis). Por el 
lema, \AN\ <  0/2 y |Ai?| <  0/2. Definimos T0 =  0,

Tn+i =  m i { t : t > Tn, [N]t -  [N]Tn >  9/2  o |5|t -  \B\Tn >  9/2} 

para n =  0 ,1 ,2 ,. . .
Claramente se tiene, [jV]t <  9/2  y |5|t <  9/2  si t <  Ti. Por lo tanto

[W]ri =  +  A[7V]Ti < 0/2 +  (A NTl)2 <  0/2 +  92/ 4 <  0

y
|£|Tl =  |B|Tl_ +  |A£|Tl < 0/2 +  |AJ5tiI <  2 +  0/2 =  0.

Ahora bien, Z Tl =  N Tl +  B Tl y [iV- Ĵoo =  [Ar]7 ’1 <  0, |5Tl|oo =  {B ^  <  0 lo que muestra 
que Z T' es un proceso que satisface las hipótesis del paso 4. Por lo tanto existe un único X ' 
tal que

X[ =  f  H s ,x :_ )d Z jK

Definimos X t =  X t sobre [0,Ti].
Se procede inductivamente como en el paso 3, trasladando todo, y se obtiene el proceso 

X  requerido.
5. Si (15.2) tiene solución única (con Z fijo) para cada /  que satisface (i), (ii) y (iii) tal 

que /(•, -,0) (como función de (w ,f)) es acotada, entonces la tiene para toda /  que satisface 
(i), (ii) y (iii).

Sean
_  f 0, si |/(0,0)| > n

n 1 oo, si |/(0,0)| <  n
y Tn =  in f{í : |/(¿, 0)| >  n} ARn (n € N). Entonces |/(/, 0)| < n para 0 < t < Tn ya que /  es 
cag. La función f ( t ,  x )1]O,t„](0  satisface claramente (i), (ii) y (iii), entonces por la hipótesis 
existe una solución única X n,

x‘ = L\
Definamos X t =  X tn sobre [0,Tn]. Por unicidad (A t)ígR+ está bien definido.
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Tomando en cuenta los pasos 2, 3, 4 y 5, vemos que para terminar la demostración del 
teorema basta probar que:

6. Existe 9 <  1 (que sólo depende de K ) tal que si /  satisface (i), (ii) y (iii) y jf(u>, t, 0)| < 
C y Z =  M  +  A, M  £ ■Mloc A £ W °, [M ,M ]<*> < 0, l^loo <  9, Z0 =  0, entonces (15.2) 
tiene solución única.

Definamos

Tí =  {(^t)«e®+ : X  proceso adaptado cadlag, sup £ L2}.
t

Si definimos ||X||2 =  i?(supt X ?) entonces Tí es un espacio de Banach. 
Consideremos el operador

(W X )t =  [  f ( a,X - ) d Z . .

Ahora vamos a demostrar que existe 0 £ ]0 ,1] tal que si /  y Z  satisfacen las hipótesis de 6 
entonces:

(a) W -.T Í^ H -
(b) existe a € ]0,1[ tal que \\WX -  WY\\ <  a\\X -  F|| para todo X ,Y  £ H.

Es claro que para tener (a) y (b) basta probar (a’) y (b) donde la propiedad (a’ ) es:
(a’ ) W 0 e  H.

Demostraremos que (a’ ) se cumple para todo 9 >  0. En efecto, tenemos 

W 0t =  [  f ( s ,  0) dMs +  /  f ( s ,  0) dAs =  Lt +  Bt,

(Lt =  /]0)t] /(-s,0) dMa, Bt =  /]0)t] /(-s,0) dA„). Basta demostrar que supt \Bt\ £ L2 y que 
supt \Lt\ £ L2:

sup |5í| <  sup í  |f ( s ,  0)| d\A\, <  CIAU < C9.
t t ]̂o,<]

Por otra parte L 6 M \ oc y |ATí|2 =  | /(t,0)2| |AMt|2 <  C 29 por 12.10(d) y 12.26 ya 
que [M,M]oo =  {M c, M c) +  ^ (A M S)2 < 9 implica que cada salto de M  es menor que \[9. 
Tenemos así que L es una martingala local 0 en 0 con saltos acotados, entonces L £ M.2Loc 
por 11.9(d) y podemos aplicar la desigualdad de Doob 11.21:

£ (s u p ¿ 2) <  4 £ ( [ ¿ ,¿ ]00) < 4C 2E ([M ,M U ) < 4C20;
t

la penúltima desigualdad es consecuencia de: [L , L] =  [ /  o M, f  o M] =  f 2 o [M, Af] (se usó 
12.27). Por lo tanto supt \Lt\ £ L2 y tenemos así que W 0 £ Tí.
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Ahora mostraremos (b). Sea primero 9 arbitraria positiva y sean X , Y  E W.

W X t - W Y t =  í  ( f { s ,X . - ) - f ( s ,Y . - ) ) d M ,
J]o,t]

+  [  ( f { s i X . - ) - f ( a tY .-))d A ..
J]o,t]

Llamemos Lt al primer sumando y Bt al segundo.

sup|5<| <  sup [  |f ( s ,X a- )  -  f(s,Y,-)\d\A\a
t t •/](),<]

<  ATsupIXt-yillA loo < K 9 su p \ X t - Y t\,
t  t

por lo tanto ||i?|| <  K6\\X — F||.
Por otra parte, L es una martingala local, L0 =  0 y

|AI,|2 =  I -  /(í,y«_)| ! AM,2 <  A-Sup|A-, -  Y,\20,
t

por lo tanto ^(supt(A L t)2) <  oo. Entonces, L € Xi\,oc por 11.10 y por lo tanto 

|L|2 =  _E(supX2) <  4E ([L ,L]00)
t

=  4 E Í  (f ( s ,X s. ) - f ( s , Y a. ) ) 2d[M ,M ]s _
J)o,t]

<  4K 2E{sup \Xt -  Y ^ IM .M U ) < 4 K 26\\X -  K||2,
t

por lo tanto ||VPX — WY^ <  (K9+2K\/6)\\X—Y\\ y basta tomar 9 <  1 tal que K0-\-2K\/6 — 
a <  1.

Con esto hemos demostrado que para una 9 con las propiedades pedidas, W  es contracción 
en 7-£ espacio de Banach, lo que muestra que W  tiene un único punto fijo en Ti, o sea, (15.2) 
tiene solución única en Tí (única en el sentido de la norma de Ti y esto implica única módulo 
indistinguibilidad).

Sólo falta mostrar que no hay solución de (15.2) fuera de Tí. Sea X  una solución de (15.2) 
para / ,  Z  fijos con las hipótesis del paso 6. Sea Tn =  in f{í : |A)| >  n}. Basta demostrar 
que X Tn es acotado porque entonces X Tn es la única solución de ecuación (15.2) para Z Tn, 
porque X Tn £ Tí. (y haciendo n —*• oo se obtiene la solución única para Z).

Para mostrar que X Tn es acotado, basta de hecho ver que X X ^  es acotado (porque antes 
de r n, es acotado por n ya que Xo =  0)

|AXtJ  =  \f{Tn,X Tn-)\ |AZTn| <  (K n  +  C)2V9 <  oo,
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ya que

y

\f(Tn,X Tn.)\ <  |/(Tn,X T„ _ ) - / ( T n,0)| +  |/(Tn,0)|
<  K\XTn-\ +  C < K n  +  C,

\AZTn\ <  |AMt„| +  )A ATn\ < V é +  A|ATn\ <  V é  +  $ <  2\Í6.

□
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Capítulo 16

Información sobre la integral de 
Stratonovich

La integral de Stratonovich es otra integral estocástica, a veces más cómoda que la de Itó 
aunque su campo de aplicación es más restringido.

16.1 D efin ición . Sean X , Z  dos semimartingalas continuas. La integral de Stratonovich de 
X  con respecto a Z se define como:

i  x ,  dz, = /  x ,  dz, + i p r ,  z%. <■>

16.2 O bservación. Sean X , Z dos semimartingalas continuas. Entonces

<f X d Z =  í  X d Z  +  h x , Z ] t.
J]o,t] J] o,t] 2

En efecto, por 12.26 se tiene

[X, Z] =  [X c, Z c] +  £  A X A Z  =  [X% Z c].

Veremos ahora que la definición de /  es “natural” .

16.3 P roposición . Sean X , Z dos semimartingalas continuas y una sucesión normal
de particiones de 1R+ (ver 9.9). Sean X n,Z n procesos construidos a partir de X  y Z por

(^M uy a menudo la integral de Stratonovich se denota por f  X  o dZ.
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www.rcin.org.pl



232

interpolación lineal de dichos procesos en los puntos de la enésima partición {<o>^i>•■••} 
(n =  1,2 , . . . ) .  Entonces

i  X  dZ =  lim (P ) [  X ndZn,
J  t i—h x >'  y ^JO,t]

donde las J X n dZn son integrales de Stieltjes.

(Advertencia. Las integrales J X n dZn no se pueden interpretar como integrales es- 
tocásticas pues X n,Z n ni siquiera son adaptados).

D em ostración . Recordemos que la integral de Itó /  X  dZ es el límite en probabilidad de 
unas “sumas de Riemann” , a saber, por el T.C.D. 12.11

í  X  dZ =  lim(P) ^  XtnM(Ztn a< ~  Zt^ht)
J]o,t] n j 3 ■’+ 3

(ver la demostración del Teorema 12.14). Entonces, por 16.3 y 12.14 tenemos

f w í X i Z  =  " V - )

+  9 X ^ ( ^ b " + l AÍ “  Z t” A t ) )
3

i

=  lim(P) /  A ndZn. n /jo,t]

Otra propiedad “buena” de la integral de Stratonovich está dada en el siguiente teorema.

16.4 Teorem a (teorem a fundam ental del cá lcu lo). Si f  E £ 3(R) y Z es una semi- 
martingala continua entonces

f  f(z,)dz, = nz,)~f(z0).
D em ostración , f  E C2(R.), por lo tanto f ' (Z 3) es una semimartingala (por 13.3) continua 
y por lo tanto /  f '{Z )d Z  existe. Por la Definición 16.1 tenemos

/  f '(Z ) dz = j  f ( Z )  dZ +  \ [U '(Z )Y , n (16.1)
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Por otra parte, aplicando la fórmula de Itó 13.3 a f '(Z ) obtenemos

f ( Z )  =  f ( Z a) + J f “(Z) J Z + y  f " \Z )  d[Z%

El tercer sumando está en W °, por lo tanto, de la Definición 11.27,

U '(Z )Y  = ( /  f " ( Z ) i z J  = j  f"(Z)dz*

(en la última igualdad se usó 12.28).
En consecuencia,

[ ( / '(Z ) ) ‘ , Z c] = i j  f"(Z) dZ\  Z c] = j  f"(Z) d[Z‘l

por 12.27. Sustituyendo esto en (16.1) obtenemos

l  f '(Z )d z  = í  ! \ z ) i z + l- ¡  S"(Z)d{z‘ \
= f (Z t) - f ( Z 0)

(la última igualdad es nuevamente la fórmula de Itó). □

16.5 O bservación. En este teorema hicimos la suposición /  6 C3(R) para saber que f ' ( Z ) 
es una semimartingala. Sucede que basta suponer que /  G C2(R), pero en este caso hay que 
generalizar la definición de la integral de Stratonovich demostrando que se puede definir el 
proceso [f'(Z),Z], lo cual no es trivial (ver [18]).
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Apéndice A

Lema de las clases monótonas

No cabe duda que el lector conoce algunos teoremas (lemas) de las clases monótonas ya 
que estos teoremas se utilizan muy a menudo en la teoría de medida y la teoría de procesos 
estocásticos. Sin embargo existen varias formulaciones de ellos, no siempre equivalentes, por 
lo tanto parece conveniente formular y demostrar aquí exactamente éstos teoremas de las 
clases monótonas que se usan en esta monografía.

A .l  Definición. Sea Í7 un conjunto no vacío.
(a) Decimos que una clase no vacía A  de subconjuntos de fi es un ir-sistema si A  es cerrada 

bajo las intersecciones finitas.
(b) Decimos que una clase C de subconjuntos de íí es un A-sistema si

(i) n e £ ;
(ii) si A , B  £ £ , A  C B  entonces B  — A  € £ ;

(iii) si A n £ C, A n C An+i, n =  1 ,2 ,.. ., entonces UnA n £ C.

A .2 Teorema (lema de 7T, A-sistemas). Si un \-sistema C contiene a un ir-sistema A  
entonces C D a(Á ).

A .3 Lema. Si C es un X-sistema entonces para todos A , B  £ C tales que AC\ B  =  0 se tiene 
que A  U B  6 C.

Demostración del Lema A .3. Si A € £  entonces A c  £ C por (i) y (ii). Como A ,B  son 
ajenos se tiene A C B c , por lo tanto (ii) implica B c  — A € C. Finalmente basta observar 
que AU B =  {B c  -  A )c . □

A .4 Lema. Si C es a la vez un X-sistema y un ir-sistema entonces es una a-álgebra.
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D em ostración  del Lem a A .4. En virtud de (iii) basta probar que para todos A ,B  € C 
se tiene A  U B  6 C. Pero AU B =  ALi (B  — A f) B ) entonces basta utilizar el lema anterior, 
ya que A  fl B  € C (por ser C un 7r-sistema) y A  fl B  C B  y por lo tanto B  — A fl B  6 C. □

D em ostración  del Teorem a A .2. Sea JC el A-sistema generado por A, o más rigurosa
mente, la intersección de todos los A-sistemas que contienen a A  (es obvio que la intersección 
de una familia arbitraria de A-sistemas es A-sistema). Claramente C D  JC D  A , entonces 
basta demostrar que JC es cr-álgebra. Como JC es un A-sistema, en virtud del Lema A.4 basta 
probar que JC es 7r-sistema. Fijemos un A 6 A  arbitrario y definamos

Bx : = { B C Ü :  A n B c J C } .

Por ser A  un 7r-sistema tenemos B\ D A  y es inmediato ver que B\ es un A-sistema. En 
consecuencia obtenemos B\ D JC. Así hemos probado que para cada A € A y  cada B  € JC 
se tiene A fl B  € JC.

Fijemos ahora un B  € JC arbitrario y definamos

B2 :=  {A  C íí : A n B e  JC}.

Por lo anterior B2 D A  y además B2 es un A-sistema; por lo tanto B2 D JC. Así vemos que 
para todos A, B  6 JC se tiene A D B  E JC, es decir K  es un 7r-sistema. □

Formulemos otra vez el Teorema 4.26.

A .5 T eorem a (lem a de las clases m onótonas). Sea Í2 un conjunto no vacio y A  un ir-
sistema de subconjuntos de f). *

(a) Sea Ti, una clase lineal de funciones reales definidas en íl tal que:
(i) 1 € H.

(ii) lyi € 7i, para cada A (z A .
(iii) Si (Cn)n es una sucesión no decreciente de elementos de Ti con ( n >  0 para cada 

n V (n T ( ,  entonces (  £ 7i.
Entonces Tí contiene a todas las funciones cr(A)-medibles.

(b) Sea Ti una clase lineal de funciones reales acotadas definidas en f l tal que se cumplen
OMü) V
(iii') € Ti, (n >  O (n £ N), Cn T C V C es acotada entonces (  € Ti.
Entonces Ti contiene a todas las funciones <r(A) medibles y acotadas.

D em ostración . Sea £  :=  { 4  C fi : L  € Ti). Por hipótesis C D A  y C es A-sistema 
(en el caso (a) así como en el caso (b)). Entonces, en virtud del Teorema A.2, C D  cr(A).
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Por lo tanto, como H  es lineal, contiene a todas las funciones simples (o “escalonadas” ) 
cr(,4)-medibles. Si £ es una función cr(.4)-medible (acotada en el caso (b)), £ >  0, entonces 
existen funciones medibles simples £n, £n >  0, £n | (■ En consecuencia (  € H. Para £ no 
necesariamente no negativa consideramos la descomposición £ =  £+ — £~ y utilizamos la 
linealidad de Ti.. □
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Apéndice B

Demostración del teorema de 
Choquet

Vamos a demostrar el teorema de capacidad de Choquet 4.2. Daremos una demostración 
bastante bonita y relativamente sencilla, encontrada por C. Dellacherie [1].

Para comodidad del lector repetimos aquí las definiciones y el enunciado del teorema.

B .l  D efin ición , (a) Sea E  un conjunto y E una clase de subconjuntos de E. Decimos 
que £  es un pavimento si:

(i) 0 6 £,
(ii) Si A, B  € £ entonces A U B  G £,

(iii) Si An G £, n =  1 ,2 , .. . entonces fl^Lj An € E.
(b) El mosaico M. generado por E es la mínima clase cerrada bajo uniones numerables e 

intersecciones numerables que contienen a E.
(c) Una capacidad (^-capacidad, 5-capacidad de Choquet) en (E ,E ) es una función 

I: 2e —> R+ U {+ o o } tal que:
(i) Si A  C B  entonces I(A ) <  I(B ).

(ii) Si An C An+i, n =  1 ,2 ,.. . entonces/(U^ljAn) =  supn /(y ln).
(iii) Si An € E y An D An+i, n =  1 ,2 , . . . ,  entonces:

oo

/ (  n  A ,)  =  inf I(A „).
n — 1

B.2 Teorem a de C apacidad de C hoquet. Sea E un pavimento sobre E y sea I una ca
pacidad sobre (E ,£ ). Entonces para cada A € M.,

I{A ) =  sup{I (K )  : K  C A, K  e  £ }  (B .l)

239
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donde A i es el mosaico generado por £.

Denotemos por A i(Á )  al mosaico generado por una clase A  de subconjuntos de E.

B.3 Lem a. A i(£ ) es la mínima clase cerrada bajo uniones numerables crecientes e inter
secciones numerables decrecientes que contienen a £.

D em ostración . Sea JC el conjunto de todas las clases de subconjuntos de E , cerradas 
bajo uniones numerables crecientes e intersecciones numerables decrecientes, que contienen 
a £. Sea A i'(£ ) la intersección de todos los elementos de JC, o sea el elemento mínimo de 
JC. Claramente A4(£) D A i'(£ ). Para demostrar que M {£ ) C A i'(£ ) basta probar que 
A i/(£) es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas. El argumento es idéntico al de la 
demostración del Teorema A.2. Fijemos A £ £  arbitrario y sea

B =  {B  : A U B £ M '(£ ), A  D B £ M '(£ )} .

Está claro que B D £  y es fácil probar que B £ JC. Por lo tanto B D M '(£ ). Ahora fijemos 
B  £ AA'(£) arbitrario y definamos

A  =  {A  : A U B £ M '(£ ), A H B £  M '(£ )} .

Por lo anterior tenemos A  D  £ y además A  £ JC; por lo tanto A  D  A i'(£), lo que termina la 
demostración del lema. □

B.4 Lem a. Para cada A £  A i(£ ) existe una topología en E  con base numerable, tal que 
cada conjunto cerrado pertenece a £  U {E }  y A pertenece al mosaico generado por todos los 
conjuntos cerrados.

D em ostración . Sea A  =  {A  : existe una clase numerable {F n}n, tal que Fn £ £  para n =  
1 .2 .. . .  y A S  JK({i=W>„)}.

Basta demostrar que A  D AA{£), porque para cada A £ A , si consideramos la topología 
cuya clase de los conjuntos cerrados está compuesta de {E }  y de todos las intersecciones 
a lo más numerables de los elementos de {.Fn} n (las cuales por hipótesis pertenecen a £), 
entonces A £ AÍ({.Fn} n) =  A i (cerrados).

Como A  D  £, para probar que A  D  AA(£) basta observar que A  es un mosaico (ejerci
cio). □

B.5 Lem a. Basta demostrar el teorema de Choquet bajo la suposición adicional de que E 
es un espacio topológico y £  es la clase de todos los conjuntos cerrados.
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D em ostración . Supongamos que tenemos (E ,£ ), 7 y A £ M (£ )  como en el teorema de 
Choquet.

Si A =  E  entonces la fórmula (B .l) se cumple porque para la familia {F n} n encontrada 
en la demostración del Lema B.4 tenemos E  D M .{{F n} n) y por lo tanto E  =  UnFn, entonces 
(B .l) se sigue de la definición de la capacidad.

Ahora fijemos A =¡¿ E, consideremos la topología asociada a A, dada por el Lema B.4 y 
denotemos £' =  la clase de todos los conjuntos cerrados en esta topología. £' es un pavimento 
y es obvio que 7 es también una ¿^'-capacidad. Si el teorema de Choquet se cumple para 
£', I  entonces tenemos

I(A ) =  sup{ I (K )  : K  C A, K  £ £ '}

ya que A £ M.(£'). Esto termina la demostración del lema pues £' C £  U {E j y A ^  E. □

Así pues supongamos que tenemos un espacio topológico E  (no necesariamente de Haus- 
dorff), £  es el pavimento de todos sus subconjuntos cerrados e 7 es una ^-capacidad. Para 
demostrar el teorema basta obviamente probar que para cada A £ A4(£) y para cada t £ R+ 
tal que I(A ) >  t, existe un conjunto cerrado B  C A, tal que 7(7?) >  t.

Sea A £ M (£ )  y I(A ) > t. Basta claramente encontrar una sucesión (An)n decreciente de 
subconjuntos de A tal que I (A n) >  t para cada n, y flnAn C A (como siempre, B  significa la 
cerradura del conjunto B). En efecto, si una tal sucesión existe tenemos I (A n) >  I (A n) > t, 
n £ N, de donde

7(p| An) =  7(p) An) =  Jiirn I (A n) >  t (porque An £ £).
n n

La idea ingeniosa de la demostración consiste en probar algo más fuerte pero a la vez más 
fácil de demostrar. A saber, consideremos el siguiente juego de Sierpinski. Fijemos A C E  
y t £ R+ tal que I\A) >  t. Hay dos jugadores, Jj y J2 que juegan de la manera siguiente: 
J\ escoge un conjunto Bi C A , tal que 7(7?i) >  t , luego J2 escoge un conjunto Ai C 5 i ,  tal 
que I (A i) >  t, luego J\ escoge B2 C A\, tal que I {B 2) > t , etc. Como resultado del juego 
obtenemos dos sucesiones de conjuntos (An)n,(B n)n tales que

A d  B í D A a D B2 D A2 D • • o  Bn D An D Bn+1 D • • •

y I(B n) > t , I (A n) >  t para n £ N. Decimos que J2 gana el juego si DnAn C A (claramente 
DnAn =  DnBn). Este juego lo vamos a llamar juego-(A,t).

En virtud de la observación anterior bastaría probar que para cada A £ M (£ ) y I(A ) > t 
existe una realización del juego-(A, t) tal que J2 gana (o sea J2 puede ganar si J\ “juega mal” ). 

Sucede ser más fácil probar una aseveración más fuerte.
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B .6 Lem a. Para cada A £ A4(£) y t £ R.+ tal que I(A ) >  t, el jugador J2 tiene una 
estrategia ganadora en el juego-(A, t).

Es decir, no sólo es posible que J2 gane, sino tiene que ganar si juega correctamente 
aunque Ji jugara “muy bien” .

D em ostración . Sea Q la clase de todos los conjuntos A tales que J2 tiene una estrategia 
ganadora en el juego-(A,t), si I(A ) >  t.

Una estrategia de J2 la podemos describir como una sucesión de funciones f n: (2E)n —» 2E, 
tales que f n(B u . . . , B n) C Bn, 7 ( /n(£ 1, . . . ,  Bn)) > t. f n(B u . . . ,  Bn) es el conjunto que 
escoge J2 en la enésima etapa del juego si Jx ha escogido (en las primeras n etapas) los 
conjuntos B x, . . . ,  Bn consecutivamente. Es decir, una vez elegida la estrategia, la realización 
general del juego tiene la forma A D Bx D D B2 D f 2(B x,B 2) D • • •.

Es obvio que £  C G, pues si A £ £  entonces J2 siempre gana. Para demostrar que A4(£) C 
G, por el Lema B.3 basta probar que la clase Q es cerrada bajo las uniones numerables 
crecientes e intersecciones numerables.

Supongamos primero que Am £ Q, Am C Am+1, m =  1 ,2 , . . .  y sea A =  U^=1Am. Fijemos 
un t tal que /(A ) >  t. Como 7(Am) f  7(A) tenemos 7(Am) > t para m grande; podemos 
suponer que esta desigualdad se cumple para cada m.

Sea ( f ? )  la estrategia ganadora para J2 en el juego-(Am, t). Queremos construir una 
estrategia ganadora del juego-(A, t). Supongamos que en la primera etapa el jugador Jx ha 
escogido B x C A, I (B X) > t. Claramente B x fl Am f  Bx, por lo tanto existe m(B\) £ N tal 
que I(B i fl Am(Bl)) >  t.

Definimos f n(B x, . . . ,  Bn) =  f™^Bl\B\ fl Am B̂l\ B 2, . . . ,  Bn) . Es claro que ( /n)n es una 
estrategia ganadora en el juego-(A, í), porque nn/n(7?i,. . . ,  Bn) C Am B̂^ C A.

Ahora probaremos que Q es cerrada bajo las intersecciones numerables. Para entender 
la idea empecemos con solamente dos conjuntos.

Así, sean A1, A2 £ Q y fijemos un t tal que 7(A J fl A2) > t. Claramente tenemos también 
7(Am) > t , m  =  1,2.

Sean ( f l ) n y (/n)n las estrategias ganadoras para los juegos -(A 1,^) y -(A 2, ¿), respecti
vamente. Definimos una estrategia para el juego-(A1 fl A2, ¿) de la manera siguiente:

M B , ........s i "  =  2 t - 1 k =  1j2, . . .
[ fH(B2, . . . ,  B2k) si n =  2Je

Es decir la realización general del juego tiene la forma:

A1 n A2 D Bx D f ¡ (B x) D B 2 D / 2(B 2) D B3 D f l2(B u B3) D B4 D / 22(B 2,B 4) D • • •.
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Tenemos n m b i ,..., b „)=n ¡ i  ( B t,..«a-,)=n / u b ^  ■ ■ ■.
n k k

pero
n w ........^ ) c ^ ,

A; fc

por lo tanto nn/ n( 5 i , . . . ,  5 n) C A1flA 2, lo que significa que ( / n)n es una estrategia ganadora 
para el juego-(J41 fl A2,t).

En el caso general el razonamiento es análogo.
Sean Am G Q, m =  1 ,2 ,.. .; denotemos A =  fl™=1Am y  fijemos t tal que I(A ) > t. 

Fijemos una partición del conjunto N: N =  U~=1Nm, tal que cada conjunto Nm es infinito 
y Nm D =  0 si m k (en el caso anterior N1 =  {1 ,3 ,5 , . . . }  y N2 =  {2 ,4 ,6 , . . .} ) .  Sean 
Nm =  {Jfe”1,* ™ ,...}  y N(n, m) =  # A rm n { 1 , . . . ,  n }, m =  1 ,2 ,.. .

Definimos la siguiente estrategia para el juego-(A, t):

■ • • , Bn) — fN(min)(Bk™,Bk!p, ..., Bn)

si n G Nm (o sea n — Nótese que por la definición tiene que ser B\ C A.
Análogamente como antes obtenemos que ( / n)n es una estrategia ganadora para el juego-

Así hemos demostrado el Lema B.6 y por lo tanto el teorema de Choquet. □

Obsérvese que fue la última parte de la demostración (es decir con las intersecciones) 
donde la idea de considerar el juego de Sierpinski ha sido realmente útil.
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Apéndice C

Cómo debilitar las condiciones 
usuales

Casi todos los teoremas de esta monografía se demostraron bajo la Hipótesis 2.15, es decir 
que la filtración satisface las condiciones usuales. En el Capítulo 1 vimos que esta hipótesis 
no es muy restrictiva. En este apéndice haremos unas observaciones que permiten obtener 
muchos de los resultados bajo suposiciones aún más débiles.

Supongamos que en un espacio de propabilidad ( f t e n e m o s  una filtración arbitraria
(#í)<6R+-

La definición de las cr-álgebras de conjuntos opcionales O  y conjuntos predecibles V  
asociadas con (5t)igR+ es idéntica como antes, es decir, dada por 3.11.

C .l  D efin ición . Se dice que un tiempo de paro T  es predecible si [T, oo[ 6 V.

C.2 O bservaciones, (a) Otra vez tenemos que (compare 4.14) un tiempo de paro T  es 
predecible si y sólo si [T] 6 V.
' (b) Si para un tiempo de paro T existe una sucesión (Tn)n de tiempos de paro que predice
a T (i.e. Tn f  T , Tn < T sobre {T  >  0 }), entonces T es predecible. En efecto, basta observar 
que

[ o , T [ =  { o }  x  { r  >  o }  u ( J ] o , r n ].
n

C .3 P roposición , (a) V  =  cr({[T,oo[: T-predecible}).
(b) O =  cr({[T,oo[: T-tiempo de paro}).

D em ostración , (a) Se obtiene, utilizando la observación anterior, por el mismo argumento 
como en la demostración del Teorema 3.12 ( U/Pa C Ve” en la notación de aquel teorema).

245
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(b) Es lo mismo que el Teorema 3.16 y la demostración es también idéntica. □

C .4 Lem a. Si T es un tiempo de paro con respecto a la filtración (íít)ieR+/ 1̂  entonces existe 
un tiempo de paro S con respecto a (5t+)teR+ tal Que T =  S c.s. Además para cada A £ 'St 
existe A' £ $s+ tal que A  =  A' c.s.

D em ostración . 1. Supongamos primero que T  =  tg para algún B £ $ t y t >  0, es decir 
=  t si u; £ B  y T (u>) =  oo si u  £  B  (ver 2.23). Entonces existe B' £ $ t tal que B — B' 

c.s. Es claro que S =  <£» tiene las propiedades deseadas.
2. Si T  =  Ti A- • • ATjt, donde T í,. . . ,  T* tienen la forma como en el paso 1 y S i , . . . ,  S* son 

los tiempos de paro, con respecto a (5 t+)teR+, correspondientes, entonces basta claramente 
tomar S =  Si A • • • A S^. Obsérvese que para T como en los pasos 1 y 2 hemos encontrado 
S, que es tiempo de paro con respecto a ( 3 t ) t e R + -

3. Sea T  arbitrario; definimos para n £ N.

Tn =  <

0

k/2n

si T =  0,

si (k -  l ) /2 n < T  <  k/2n para k -  l ,2 , . . . ,n 2 n,

oo si T > n.

Es claro que Tn tiene la forma como en el paso 2. Sea Sn un tiempo de paro con respecto a 
(S^teR* tal = : C .s .  Como Tn [ T  entonces T =  inf„ S„ c.s., y inf„ Sn es un tiempo
de paro con respecto a (3rí+)teR+ en virtud de la Proposición 2.8(b).

4. Falta demostrar la última aseveración. Así pues sea T  un tiempo de paro c.r.a 
(3:t)t€R+? S un tiempo de paro c.r.a (fo+)teR+, T =  S c.s., y sea A € $ t - Como $T C 
entonces existe B £ ^oo tal <lue A =  B  c.s. Por otro lado sabemos que es un tiempo 
de paro c.r.a (5:í)íeR+, entonces por la primera parte del lema existe un tiempo de paro U 
c.r.a (5í+)teR+ tal que U =  T¿ c.s. Definamos A' =  (B  fl {5  =  oo}) U {5  =  U <  oo}. 
Tenemos A' — (A fl {T  =  oo}) U {T  =  <  oo} c.s., pero el lado derecho es claramente
igual a A, es decir A' =  A c.s. Finalmente, B  fl {5  =  oo} £ 5 5+ (ver Lema 2.13) y también 
{S  =  U <  oo} =  {S  =  U} fl {5  < oo} £ $s+ (ver Corolario 2.12). □

El resultado principal de este apéndice es el siguiente teorema.

C .5 Teorem a. Supongamos que la filtración ($ t)teR+ es continua por la derecha.

P^Ver la Definición 1.4(b).
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(a) T es un tiempo de paro (resp. tiempo de paro predecible) con respecto a (5t)ter +  y
sólo si existe un tiempo de paro (resp. un tiempo de paro predecible) S con respecto a 
($t)t€K+> queT  =  S c.s. _

(b) Si T ,S  son como en el inciso (a), entonces para cada A G 3t existe A' G $ s  tal que 
A — A! c.s. Lo mismo se cumple para y $ s - ,  respectivamente.

(c) Cada proceso opcional (resp. predecible) con respecto a (St)teR+ es indistinguible de un 
proceso opcional (resp. predecible) c.r.a (# t)t6R+.

D em ostración , (a) Es claro que hay que probar solamente la implicación
Si T  es un tiempo de paro c.r.a (5rt)ígR+, entonces la existencia de S se sigue del Lema 

C.4. _
Supongamos ahora que T es un tiempo de paro predecible c.r.a (5t)tgR+- Como esta 

filtración satisface las condiciones usuales, entonces por el Teorema 4.14, T  es también 
predecible en el sentido de la Definición 2.17. Sean Tn, n =  1 ,2 ,.. ., tiempos de paro 
c.r.a (#t)tgr+ que predicen a T, es decir Tn f  T y Tn < T  sobre {T  >  0}. Ya sabemos 
que entonces existen Sn, tiempos de paro c.r.a (5 t)ígR+, tales que Tn =  Sn c.s., n =  1 ,2 , .. . 
Tenemos Tn — Tj V • • • V Tn =  S\ V • • • V S„ c.s., por lo tanto, al reemplazar Sn por S\ V • • • V 5n 
podemos suponer que (Sn),! es creciente. Sea S' =  limn_oo Sn. Se tiene claramente T — S' c.s. 
y S' es tiempo de paro c.r.a {$ t)teR+, pero S' puede no ser predecible. Hay que “corregirlo” 
de una manera adecuada sobre un conjunto de probabilidad cero. Definamos

An =  {S n =  0} U {S n < S'}.

Tenemos An G $ sn (ver 2.12(b)), por lo tanto SnA es un tiempo de paro c.r.a Por
otro lado,

P(An) =  P ({T n =  0} U {T„ < T }) >  P ({T  =  0} U {Tn < T }) =  1,

'entonces P (A n) =  1 y en consecuencia

§ n An =  S n C . S .

Como los Sn s crecen, entonces los An’s decrecen, por lo tanto los SnA ’s crecen y en conse
cuencia los SnA A n ’s crecen también. Definamos

S =  lim SnA An.n—►oo An
Tenemos

5 =  lim SnA =  lim Sn =  S' =  T.
n —►oo A n n —*oo
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Probaremos que la sucesión (SnA A n)„eN predice a S, lo que por la Observación C.2(b) 
terminará la demostración del inciso (a).

Lo único que falta probar es que SnA A n < S sobre {5  > 0}. Supongamos lo contrario, 
es decir, supongamos que existen n £ N y u> £ í), tales que

S(u) > 0  y <S'ni4n(w) A n =  S(u).

Entonces existe un m (m =  n o m =  n +  1) tal que

SmAm (u) =  S(üj) <  7 7 ? .

Esto implica que Sm(u>) =  S(u>) y u> £ Am, por lo tanto, por la definición de Am hay dos 
posibilidades:

1. S(u) =  Sm(u) =  0, o bien
2. S(u) =  5m(u;) <  5'(u;).

La primera posibilidad contradice a la suposición de que S(u>) >  0; y también la segunda dá 
una contradicción, ya que SnA > Sn implica S >  S'.

(c) Sea A  :=  {[0 ,T [: T  es tiempo de paro c.r.a (3:i)t6R+}- A  es un 7r-sistema y genera la 
cr-álgebra opcional c.r.a .

Para T  tiempo de paro c.r.a (3rt)<€R+, sea S un tiempo de paro c.r.a (dt)tqM.+ i tal que 
T =  S c.s. Claramente el proceso l[o,s[ es opcional c.r.a (5 ¿)í6R+ y es indistinguible del 
proceso l[o,r[-

Sea Tí la clase de los procesos X  tales que existe un E, opcional c.r.a (5 t)<eR+ y X ,Y  
son indistinguibles. Ti es lineal y 1 € fC. También es fácil ver que si € H, >  0, 
n =  1,2, . . .  y | X , entonces X  6  H  (ejercicio). Como 1  ̂ G Ti para cada A € A, 
entonces basta aplicar el lema de las clases monótonas 4.26 (ver también Teorema A.5) para 
terminar la demostración de (c) para el caso opcional.

Para el caso predecible el razonamiento es idéntico.
(b) La primera aseveración de este inciso se sigue del Lema C.4.
Para probar la segunda necesitamos el siguiente lema general.

C . 6  Lem a. Sea (Gt)teR+ una filtración arbitraria, T un tiempo de paro c.r.a (í?t)teR+ y 
£ una variable aleatoria Qj_-medible. Entonces existe un proceso predecible X  tal que
£l{r<oo} =  ^ t 1 {t<oo}-

D em ostración  del lem a. Sea A  :=  Go U {A? f l A n { t < T } : A o 6 ^0 ) t £ R+ , A € Gt}', A 
es un 7r-sistema que genera a Gt-  (Definición 2.9). Para cada Aq € Go, A £ Gt el proceso

X s(u>) :=  l]R+Xv4 0 (s,a ;)l]£iOO[Xy4 (s,a;)
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es adaptado cag, por lo tanto es predecible y claramente se tiene que A t 1{t<oo} =  
l>iorun{í<T}l{x<oo}- También 1>i01{t<oo} tiene la forma X t1{t« » } ,  en este caso para X 9{u) :=  

x Ao ( ^ i  ^ ) ’
Si denotamos H  :=  {£ : £ variable aleatoria para la cual existe X  predecible tal que 

íl{x<oo} =  X t 1{t« x>}}, entonces 1^ G H  para cada A £ A , y otra vez podemos usar el 
LCM 4.26 para obtener el resultado. □

Ahora bien, sea T  un tiempo de paro c.r.a (5t)teR+ y S un tiempo de paro c.r.a (5 t)igR+ 
tal que T =  S c.s. Fijemos un A €

Como A £  5oo entonces existe A\ £ jJoo tal que A — A\ c.s. Por lo tanto A H {T  =  oo} =  
Ai fl {5  =  oo} c.s. y Ai fl {5  =  oo} £ $ s -  Por el Lema 2.13.

Apliquemos el Lema C.6 a T  y a la variable aleatoria 1^. Existe un proceso predecible 
X , c.r.a (5t)t€R+ tal que 1 j4 1 {t<oo} =  AV1{t<oo}-

Por otro lado, en virtud del inciso (c) del teorema, existe un proceso Y , predecible c.r.a 
(3t)teR+ e indistinguible de X .

Definamos A2 =  { :  Vs(a>)(ü-’)l{s<oo}(u>) =  1}; tenemos A fl {T  <  oo} =  A2 c.s. ya que
X t  1 { X < oo}  =  T s l { S < o o }  C.S.

Por el Lema 4.27 la variable aleatoria Ksl{s<oo} es 5s_-medible (en la demostración de 
este lema usamos sólo el hecho, verdadero para una filtración arbitraria, de que la cr-álgebra 
predecible está generada por los conjuntos {0 } x Ao, con Ao 6 5o y los intervalos estocásticos 
]U ,V]), y por lo tanto A2 £ $ s --

Ahora es claro que el conjunto A' :=  (Ai fl {S  =  oo }) U A2 es lo que buscábamos. □

C.T C orolario . Si la filtración ($ t)tzr+ es continua por la derecha y T es un tiempo de paro 
predecible entonces existen tiempos de paro Tn, n =  1 ,2 ,.. ., tales que Tn \ T  c.s. y Tn <  T 
c.s. sobre {T  >  0} para todo n.

C .8 O bservación . El Teorema C.5 es útil en la situación cuando tenemos un espacio medi
óle (fl, $ ) y una filtración (3rt)tgR+ fija pero consideramos varias medidas de probabilidad y 
queremos encontrar a una probabilidad con algunas propiedades deseadas. Así es por ejem
plo si fl =  C ([0 ,1]) =  el espacio de las funciones continuas, (5t)te[o,i] =  la filtración canónica 
(continua por la derecha) y buscamos soluciones del problema de martingala (ver e.g. [10]).
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Apéndice D

Teoremas básicos sobre martingalas

Para comodidad del lector, en este apéndice presentamos, sin demostraciones, las propiedades 
fundamentales de las martingalas, que en principio se suponen conocidas y que se usan 
constantemente en esta monografía. Todas las demostraciones se pueden encontrar en [17], 
[3] y una gran mayoría de ellas está en cualquier libro de procesos (por ejemplo [13], [24]). 
El orden de la presentación de los teoremas en el apéndice no siempre corresponde a aquel 
que se habría adoptado si se hubieran dado las demostraciones.

D .l  D efin ición . Sea (f1,3, P) un espacio de probabilidad, 7 C R U  {+ o o } , (dt)tei una 
filtración y X  — (X t)t^i un proceso adaptado e integrable. El proceso X  se llama

(a) martingala (con respecto a la filtración ($t)tei) si para todos s,t G 7, s <  í y cada 
A G 3 S se tiene

E {X t\$a) =  X . c.s.
(b) supermartingala, si bajo las mismas hipótesis se tiene

E (X t\ 5 s )< X s c.s.

(c) submartingala, si el proceso —X  =  (—X t)tei es supermartingala.

Casos típicos: 1 =  N, I  =  R+, I =  N U {+ o o } , I  =  R+ U {+ o o } , 7 =intervalo en Z o R,
7 =  {• • •, —2, —1,0).

D.2 P roposición . Sea 7 =  ff o R + . Si X  es una martingala y f :  R —» R una función con
vexa tal que f ( X t) G 7/a(íí, P ) para todos t G I, entonces ( / ( A t))t€/ es una submartingala.

D .3 Teorem a de m uestreo opcional de D oob . Sea X  una supermartingala (o martin
gala) c.r.a (Btjtei V sean S ,T  dos tiempos de paro, S < T .
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(a) Si S ,T  toman sólo un número finito de valores de los cuales todos pertenecen a I 
entonces

E (X t \$s) < X s c . s . (D .l)

(se tiene igualdad en el caso de martingala).
(b) Si I  =  R+ y X  es continua por la derecha entonces (D .l) se cumple (con igualadad en 

el caso de martingala) para S ,T  acotados.
(c) Si I  =  N U {+ o o } , o bien I  =  R + U { + 0 0 } y X  es continua por la derecha, entonces 

(D .l) se cumple (con igualdad en el caso de martingala) para todos los tiempos de paro
S,T.

D .4 C orolario. Si I  =  N o R+, ¿ es una variable aleatoria integrable y definimos X t =  
i?(£|5í), X qo =  i?(£|cr(Ut6/5t)); entonces para cada tiempo de paro T se tiene

X T =  E(t\3t ).

D.5 Teorem a. Sea 1 =  N o R+ y sea X  una supermartingala (o martingala), continua 
por la derecha si I  =  R+. Entonces para cada tiempo de paro T el proceso parado X T =  
(^ íat)í€K+ es supermartingala (o martingala, respectivamente) con respecto a ambas filtra
ciones: así como (# tAr)te/-

D .6 Teorem a (desigualdad m axim al para superm artingalas). S eal =  N o R +, o un 
intervalo en uno de estos conjuntos. Sea X  una supermartingala, continua por la derecha 
en el caso del tiempo continuo. Para cada a  >  0 se tiene

P(sup|Xt| >  a) < K -su p E \ X t\,
t z i  a  t e i

donde K  =  1 si X  >  0, X  <  0 o X  es martingala. En el caso general K  — 3.

D .7  C orolario. Sea 1 como arriba y sea X  una submartingala, continua por la derecha en 
el caso del tiempo continuo. Entonces para cada a >  0 y cada t € I  se tiene

P { supX s > a ) < - [  X t dP.
3 < t  O í J { s u p > a }

• < i

(^E s decir, si +00 0  I entonces T  no puede tomar el valor + 00.
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D .8 Teorem a (desigualdad de D o o b  en Lp). Sea I  como en el Teorema D.6 y p >  1.
Sea X  una martingala, continua por la derecha en el caso del tiempo continuo, tal que 
X t £ 1/(0., $ , P ) para cada t £ I . Entonces

BísupIX.I-) <  sup£|jrt|'.
te/ \P — 1 / te/

D .9 Teorem a de convergencia casi segura de superm artingalas. Sea /  =  N o  R+ y
sea X  una supermartingala, continua por la derecha si 1 =  R+, tal que supte/ E ( X f ) <  oo. 
Entonces (Xt)tzi converge c.s., cuando t —► oo, a una variable aleatoria integrable.

D .10 Teorem a de convergencia de martingalas en Lp. Sea I  =  N o R+. Fijemos p >
1 y sea X  una martingala, continua por la derecha si I  =  R+ . Las siguientes condiciones 
son equivalentes:

(a) las variables aleatorias {|Xt|p : t £ 1} son uniformemente integrables;
(b) (X t)t£i converge en LP(Ü ,3 ,P ) cuando t —► oo;
(c) existe una variable aleatoria £ £ Lp(0 ,'S ,P ) tal que X t =  E ^ l^ t) P^ra cada t £ I.

Si p >  1, entonces las condiciones (a), (b) y (c) son equivalentes a:
(d) supíe / i5|Xt|p <  oo.

Si (a), (b) o (c) (o (d) si p >  1)  se cumple, entonces (X t)tei converge casi seguramente, 
cuando t —* oo, a X ^  :=  .E^lííoo) y X ^  es la única (módulo igualdad c.s.) variable aleatoria 
3oo-medible, tal que X t =  E (X 00\!St) para todo t £ 1.

D . l l  T eorem a de convergencia de superm artingalas con  el tiem po reverso. Sea
I =  { . . . ,  —2, —1,0}. Si (X t)t£i es una supermartingala tal que limí_ _ 00 E X t < oo, en
tonces (X t)tei converge, cuando t —> —oo, casi seguramente y en Z/1(Í2,5, P ). Si X  es una 
martingala entonces lim ^-oo X t =  E (X o| n<€/ íít).

En lo que sigue vamos a considerar solamente I  =  R+.

D .12 Teorem a de regularización para superm artingalas. Supongamos que ($ t)teR+ es 
una filtración tal que para cada t £ R. Sea T un subconjunto numerable denso en
R +. Si X  es una supermartingala entonces, excepto un conjunto de uj’s de probabilidad cero, 
para cada í E R  existen

X t+(üj) :=  lim X s(uj), X t- (u )  := lirnXa(w).
aer »er

El proceso (X t+)íeR+ es una supermartingala cad (martingala si X  lo es).
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D .13 Teorem a. Supongamos que la filtración (í?t)teR+ satisface las condiciones usuales y 
sea X  una supermartingala. Entonces X  tiene una modificación continua por la derecha si 
y sólo si la función t i—► EX% es continua por la derecha.

D .14 P roposición . Si X  es una supermartingala cad entonces es indistinguible de un pro
ceso cadlag.
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Lista de notaciones

Conjuntos
N ’ {1 ,2 ,3 , . . . }
R + [0, oo[
S + R+ U {00}
Q+ R+ fl Q = todos los números racionales no negativos
AF complemento del conjunto A C fi
[T] gráfica de la variable aleatoria T: íí —*• R+ U {00}

]S,T[,[S,T[,
[5, TjjjS1, T[ intervalos estocásticos

Clases de conjuntos
B(E)  cr-álgebra de los conjuntos borelianos en el espacio métrico E
cr(.4) cr-álgebra generada por A  (donde A  es una clase de subconjuntos de un

conjunto fl), es decir cr(^4) =  ^({1^ : A € .4})
$  (r(3:/UA/’), donde es una sub-cr-álgebra de 5  en un espacio de probabilidad

completo (fl, 3, P)  y Af  es la clase de todos los eventos de probabilidad cero. 
O cr-álgebra de los conjuntos opcionales
V  cr-álgebra de los conjuntos predecibles

Funciones, variables aleatorias y procesos
Da comienzo de un conjunto A C R+ x fí
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A X t

U
M c
M d
i j 'B

Ta

X v
X T

X
X o M

(|J/ |t)teK+
(M,N)
(M )

[Z,Z] = [Z] 
[ Z , Y ]

salto del proceso cadlag X  en el instante t, es decir =  X t — X t~
función indicadora del conjunto A
parte continua de la martingala M  £ M 2 o M 2Loc
parte puramente discontinua de M  £ A42 o A i2Loc
tiempo de la primera llegada de un proceso al conjunto B
T  sobre el evento A y =  oo sobre A c
proyección predecible del proceso X
proceso X  parado en T, es decir Xj(u>) — X tAT(uj)(<̂ )

compensador del proceso X
integral estocástica f  X  dM
proceso de variación del proceso (V*)í6r+
proceso de Doob-Meyer asociado a M, N £ X t2
(M , M )
proceso de variación cuadrada de la semimartingala Z
\([Z +  Y ,Z  +  Y } - { Z - Y , Z - Y } )

Clases

Ck(Rd)
L2(M)
A 2(M)
M 1
M 2
M 2c
M 2d
M \ oc
M \ oc
M I
M I
M 2¿

de funciones o procesos

clase de las funciones f:M.d —► R con k-ésimas derivadas continuas
L2(R+ x n , V , \ M2), M  £ M 2
{ X  : Vt £ R+ X l[0)t] € L2(M) } ,  M  £ M 2
martingalas cadlag 
martingalas cuadrado integrables 
martingalas continuas que pertenecen a M 2 
{ M  £ M 2 : M c =  0} 
martingalas locales
martingalas localmente cuadrado integrables 
martingalas cadlag uniformemente integrables 
martingalas uniformemente cuadrado integrables 
martingalas continuas que pertenecen a
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{ M  e  M I  : M c =  0}
Q cuasimartingalas cadlag de la clase DL
Ql0c semimartingalas especiales
W° clase de procesos cadlag adaptados con variación finita sobre cada intervalo

[0,t], t > 0
VV1 procesos de variación integrable
W¿, procesos de variación total integrable
<j (X)  cr-álgebra de conjuntos de íí más pequeña con respecto a la cual todos los

elementos de X  son medibles (donde X  es una clase de funciones definidas 
sobre í! con valores en un espacio medible), es decir la cr-álgebra generada 
por X

Otros
a+ a V 0 = max(a, 0)
a~ ( - a )  V 0
c.s. casi seguramente, o sea con probabilidad uno

^X medida de Fóllmer del proceso X  y también la medida de Doléans

1**1 variación de Xx

/ proyección dual predecible de la medida //
II fuertemente ortogonal
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A P O R T A C IO N E S  M A T E M A T IC A S  es una publicación de la So
ciedad Matemática Mexicana. Su serie T E X T O S  comprende libros de 
texto de matemáticas y sus aplicaciones para la licenciatura y el posgrado 
en matemáticas y en otras disciplinas. Se divide en tres niveles:

□ Nivel elemental:
Dirigido a estudiantes de los primeros dos años de la licenciatura.

□  Nivel medio:
Dirigido a estudiantes de los dos últimos años de la licenciatura.

□ Nivel avanzado:
Dirigido a estudiantes de posgrado.

T E O R IA  G E N E R A L  D E  P R O C E S O S  E IN T E G R A C IO N  ES- 
T O C A S T IC A  de Tom asz B ojd eck i es un texto de nivel avanzado que 
amplía y mejora una edición anterior. Este texto cubre una gran parte 
del cálculo estocástico. En los primeros capítulos se desarrolla la llamada 
“ teoría general de procesos” , que constituye la base de los fundamentos del 
análisis estocástico. Los capítulos restantes se dedican a la teoría de inte
gración estocástica, primero con respecto a martingalas de cuadrado in
tegrable y finalmente con respecto a semimartingalas (no necesariamente 
continuas); estas últimas son los integradores estocásticos más generales. 
El resultado principal es la fórmula de Itó, que es el análogo estocástico 
del teorema fundamental del cálculo en el cálculo diferencial clásico. Se 
dan varias aplicaciones de esta fórmula al análisis de semimartingalas, 
incluyendo entre otros temas un resultado general sobre existencia y uni
cidad de soluciones de ecuaciones diferenciales estocásticas.
La lectura de este texto supone conocimientos de los elementos de la 
teoría de procesos estocásticos, especialmente de los hechos básicos sobre 
martingalas.
Existen pocos textos que traten este temario básico de manera general y 
detallada, y éste es el primero que lo hace en lengua castellana.
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