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V O RREDE

Auf eine von dem Koniglich Venetianischen Institute
der Wissenschaften etc. gestellte Preisaufgabe (Stif-
tung Querini-Stampalia) Uber die wesentlichen Fort-
schritte der theoretischen Hydrodynamik liefen drei
Bearbeitungen, sammtlich in deutscher Sprache, ein,
von welchen diejenige des Verfassers mit dem Preise
gekront wurde. Mit ihr stimmt die vorliegende Schrift
fast vollstandig Uberein. Zwar hatte der Verfasser
gern einzelnen Capiteln Zuséatze beigeflgt, theils um
die neuesten Forschungen eingehend zu bericksichtigen,
theils um das, was er in der Preisschrift aus Mangel
an Zeit zu behandeln versdumt hatte, nachzuholen
und so noch nachtraglich der ihm zuerkannten Aus-
zeichnung sich wiurdig zu erweisen; allein gerade der
Charakter als Preisschrift ndéthigte ihn, wenigstens
vorlaufig hiervon abzustehen.

Im Uebrigen beschrankt sich der Verfasser darauf,
den beziglichen Bestimmungen gemass, aus dem Be-
richte der Priufungscommission das auf seine Abhand-
lung Bezugliche in deutscher Uebersetzung im Auszuge
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hier mitzutheilen; er thut dies um so lieber, als der
Bericht in seinem wesentlichen Tlieile eine kurze, aber
deutliche Uebersicht Uber den behandelten Gegenstand
giebt. Es heisst daselbst:

»,Die dritte Abhandlung, mit dem Motto ,Narrando
judico®, ist der ernstesten Betrachtung werth. Nach-
dem der Verfasser einen allgemeinen Begriff von den
zur theoretischen Hydrodynamik 1geht')rigen Fragen
gegeben hat, theilt er seine Arbeit in drei Theile,
welche handeln: 1) Von den Grundgleichungen fir
die Bewegung idealer, d. h. nichtreibender Flissigkeiten.
2) Von deren Anwendungen auf die wichtigsten Pro-
bleme der Hydrodynamik. 3) Von der Reibung der
Flussigkeiten.

Von der Hypothese idealer FlUssigkeiten ausgehend,
d. li. die Gleichheit des Drucks in allen Richtungen
voraussetzend, stellt der Verfasser im ersten Theile die
Grundgleichungen sowohl in der Eulersehen als in der
sogenannten Lagrange"kehen Form auf und zeigt gegen-
Uber der Ansicht von Cliallis, dass dieselben ausreichen.
In Anbetracht des Umstandes aber, dass sie in der vor-
liegenden Form nur auf wenige Falle anwendbar sind,
geht er dazu Uber, die Transformationen darzustellen,
welche mit ihnen vorgenommen worden sind, haupt-
sachlich in Anknipfung an die Betrachtungen Dirichlet's
Uber das Verhdltniss der Lagrange'sehen Gleichungen
zu den Euler'sehen. Nach Anfihrung der H. IHfor'schen
Transformation wird ausfuhrlicher diejenige von Clebsch
und Hankel dargestellt, deren hohe Bedeutung derjenigen
des Princips der kleinsten Wirkung in der allgemeinen



V orrede. iX

Dynamik vollig entspricht; hieran schliesst sich bequem
die Einfahrung allgemeiner orthogonaler und speciell
der elliptischen, Polar- und cylindrischen Coordinaten,
sowie die Darstellung der spateren Clebsch'sehen Trans-
formation, durch welche man auf zwei Gleichungen
zwischen zwei neuen Variabein gefuhrt wird, Gleichun-
gen, welche fur den Fall stationarer Bewegung sofortige
Integration gestatten. Die andere von Clebsch ange-
gebene, fur nicht stationare Bewegung brauchbare
Transformation fuhrt zu der wichtigen Frage der Zer-
legung der Flussigkeitsbewegung, wie sie von Helmholtz
beantwortet und mathematisch durchgefuhrt worden
ist, und welche schliesslich den Satz ergiebt, dass die
Drehungsgeschwindigkeit gleich Null ist, sobald ein
Geschwindigkeitspotential existirt. Nach Entwickelung
der Idee Beltramis, die Hydrodynamik analog der
Elasticitatslelire zu behandeln, fuhrt sodann der Ver-
fasser an, wie dieselbe ebenfalls zu den Helmholtz'sehen
Resultaten fuhrt.

Hiermit schliesst der grundlegende Theil. Den
zweiten, die Anwendungen enthaltend, zerlegt der Ver-
fasser in vier Abschnitte, in welchen er behandelt:
1) Stromung und Wellenbewegung. 2) Ausfluss und
Strahlbildung. 3) Gleichzeitige Bewegung fester und
flissiger Kérper und 4) Wirbelbewegung. In den drei
ersten Abschnitten nimmt er die Existenz eines Ge-
schwindigkeitspotentials an; insbesondere beschrankt er
sich im >grsten auf solche Falle, in welchen dasselbe
von der Zeit unabhéngig, die Bewegung also stationar
ist, fihrt die .Begriffe der Niveauflache, der Stromlinie
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und des Stromfadens nach Kirchhoff ein und bemerkt,
dass man in solchen Fallen specielle Lésungen erhalt
in den Functionen, welche der Continuitatsgleicliung
genlgen. Zu diesem Zwecke muss man in letztere
neue Coordinaten einflhren, was nach den im ersten
Theil entwickelten Methoden geschehen kann. So
fahrt die Transformation in elliptische Coordinaten zu
Losungen, welche zwar fur die Hydrodynamik nicht
von erheblichem Interesse, von desto grdsserem aber
fur die Elektrostatik und Akustik sind. Den Schluss
dieses den Stromungen gewidmeten Theiles bildet die
Betrachtung solcher Stromungen, welche vorzugsweise |
in der Richtung einer geraden oder krummlinigen Axe
erfolgen, und fir welche, falls entweder der Querschnitt
oder der Langsschnitt ein constanter ist, die wichtigen
Stefa?i'sehen Satze gelten.

Hierauf wendet sich der Verfasser zur Betrachtung
der Wellenbewegung und berichtet Uber die Ergeb-
nisse von Green, Airy, Kelland, Robertson, Hagen und
Boussinesqg, untersucht das von letzterem behandelte
Problem der Bewegung des Wassers in Canalen, falls
nur die Langsrichtung und die verticale von Einfluss
sind, und giebt die St Venant'scYiQ Losung des Wellen-
problems an, welche jedoch streng nur flr unendliche
Tiefe gilt. Schliesslich hebt er die Lésung Kirch/ioff's
fur schiefen Boden, sowie die Arbeiten Rankinds, Thom-
son’s und Weber's Uber die Zusammensetzung der Wellen-
bewegung mit anderen Bewegungen hervor. Der Rest
des Abschnittes ist einer kurzen Darstellung der Unter-
suchungen gewidmet, welche Uber die. Theorie der
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Gezeiten von Airy, Challis, Abbot und von Thomson und
Tait angestellt sind; die Hauptsatze, in welche die letz-
teren die Theorie zusammenfassen, stellt der Verfasser
zusammen und berechnet angendhert die geographische
Breite, in welcher ein gewisser Theil der Fluth und
Ebbe verschwindet.

Im zweiten Abschnitt bespricht der Verfasser zu-
nachst die auf die Contractio venae beziglichen Expe-
rimentaluntersuchungen, sowie die theoretischen Ver-
suche von Bayer, Gauehier und Boussinesq, welche mit
der Erfahrung ziemlich gut stimmen, von denen aber
die ersteren auf zweifelhaften Hypothesen beruhen,
wahrend der letztere vortheilhaft durch die von Helm-
liolz und Kirchhof benutzte Methode der &hnlichen
Abbildung ersetzt wird, deren eingehende Darstellung
nun folgt.

Ausfihrlicher als die ersten sind die letzten beiden
Abschnitte dieses Theiles behandelt; Gebiete, in denen
gerade in den letzten Jahrzehnten die gewaltigsten Fort-
schritte gemacht worden sind. Indem der Verfasser
zunachst auf die Bewegung fester Koérper in FlUssig-
keiten eingeht, fuhrt er die von Dirichlet gegebene L§-
sung fur die Kugel und die Ausdehnung derselben von
Hoppe auf Rotationskdérper an, welche sich langs ihrer
Axe bewegen; er behandelt dann die allgemeineren
Losungen von Clebsch, Thomson und Tait, Kirchhof und
Bjerknes, und zwar besonders ausfihrlich die von Kirch-
hoff gegebene Behandlung des Falles der Bewegung
eines Rotationskodrpers, dessen Axe stets in derselben
Ebene bleibt; dieselbe zeichnet sich noch dadurch aus,
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erstens, dass sie die fur beliebige Kérper und beliebige
Kréafte gltigen Bewegungsgleichungen aufzustellen ge-
stattet; sodann dadurch, dass sie das Hamilton'sche
Princip zum Ausgangspunkt nimmt. Bei dem Falle
zweier Ringe, auf welchen der Verfasser nach kurzer
Erwdhnung der Arbeiten von Dini, Clebsch, Weber zu
sprechen kommt, und welcher ebenfalls von Kirchhof
zuerst behandelt ist, wird die Geschwindigkeit, da der
Raum vielfach zusammenhdngend ist, vieldeutig; es
darf daher, wie Boltzmann bemerkt hat, das Hamilton'-
sehe Princip nicht ohne Weiteres angewendet werden.
Schliesslich folgt eine Auseinandersetzung der von
Kirchhof resp. Bjerknes behandelten Falle zweier belie-
biger Koérper, resp. vieler Kugeln, welche in einer Flis-
sigkeit sich bewegen, sowie die Bemerkung, dass die
hieraus zu ziehenden Schlisse von Schiétz zum grossen
Theil experimentell bestatigt worden sind.

Der letzte Abschnitt des zweiten Theils ist den
Wirbelbewegungen gewidmet; und zwar folgt auf eine
kurze Erwahnung der ersten Untersuchungen Svanberg's
sofort die Entwickelung der ldeen von Helmholtz sowie
die Anfuhrung der wichtigsten, aus ihnen flr incom-
pressible Flussigkeiten bei Existenz eines Kraftepoten-
tials folgenden Satze. Der Verfasser zeigt, wie sich
nach Helmholtz aus den Wirbelgeschwindigkeiten die
Bewegungsgeschwindigkeiten herleiten lassen, und hebt
die merkwirdige Analogie zwischen diesen und den
elektrodynamischen Erscheinungen hervor; er setzt so-
dann auseinander, auf welchem Wege Hankel das von
der Gottinger Philosophischen Facultat gestellte Pro-
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blem loste, die Wirbelbewegungen aus den Lagrange'-
schen Grundgleichungen herzuleiten. Hierauf folgt eine
kurze aber deutliche Uebersiclit Uber die wichtige
Arbeit unseres Landsmannes Beltrami, Uber seine Art,
die Wirbellinien und Wirbelfaden zu betrachten und
Uber den Weg, auf dem er zu dem schon von Helmholtz
angegebenen Resultate gelangt, dass in einem einfach
zusammenh&ngenden Raume eine incompressible Flissig-
keit, die ihn vollstandig erfullt, nur wirbelnd, in einem
mehrfach zusammenhédngenden Raume aber nur auf
ganz bestimmte Weise ohne Wirbel sich bewegen
kénne. In dem nun folgenden speciellen Tlieile werden
zunachst die geradlinigen Wirbelfaden nach Kirchhof
und Groebli, sodann die kreisformigen behandelt und
zwar speciell der Fall zweier Wirbelringe; dabei werden
auch die Ausdricke fur das Potential angegeben, welche
von Beltrami herriihren und welche, ganz analog denen
fur das elektromagnetische Potential, fur den Fall
ebener Axen auf ein elliptisches Integral erster und
eins zweiter Gattung fuhren. In Wahrheit sind die
Erscheinungen der Wirbelbewegungen nicht ewige,
sondern, in Folge der Reibung, vergangliche; es ergiebt
sich so die NothWendigkeit, die wirklichen, d. h. die
reibenden Flussigkeiten der Betrachtung zu unterwerfen,
und dies geschieht im dritten Theile.

Zunachst wird zwischen innerer und &usserer Rei-
bung unterschieden, die ersten Untersuchungen von
Kavier und Cauchy, Poisson und St. Venant werden an-
gefuhrt und dann die Theorie von Stokes besprochen,
welche zwar fur incompressible FlUssigkeiten zu den-
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selben Resultaten fuhrt, die sich aber durch die Ein-
fachheit der Hypothesen auszeichnet. Sodann werden
nach Meyer aus der Newtorischen Theorie die Bewe-
gungsgleichungen abgeleitet und, unter Hinweisung auf
die Schwierigkeit der Grenzbedingungen, diejenigen
unter ihnen aufgestellt, welche ganz allgemein gelten,
und welche fir unveranderliche Oberflachen ebenfalls
von Meyer herrihren. Zum Schlisse wird der Weg
angegeben, auf welchem Stefan und Kirchhof die Rei-
bungsgleichungen analog den Elasticitatsgleicimngen
abgeleitet haben. Hach diesen Vorbereitungen schreitet
der Verfasser zu der Behandlung der wenigen speciel-
len Probleme, welche bis jetzt geldst worden sind.
Das erste ist das Problem der Pendelschwingungen
einer Kugel unter Einfluss einer umgebenden Flissig-
keit; fur diesen Fall hat Stokes die erste Integration
der Gleichungen bewerkstelligt; Meyer hat mit Hilfe
einer Transformation die Untersuchung durchgefihrt
und ist so zu den wichtigen S&tzen gelangt, welche
der Verfasser am Ende hervorhebt. Als zweiten Fall
behandelt er den einer kreisformigen Scheibe, welcher
bei der Grosse des Einflusses der Reibung sehr geeignet
zur Berechnung der Reibungsconstanten ist. Nach An-
fuhrung der Versuche Coulomb's und Meyers beschreibt
er die Betrachtungen und die Loésung des Letzteren,
gewonnen nach einer der obigen analogen Methode;
jedoch werden, ihrer Complication wegen, die Formeln
nicht far den allgemeinen Fall, sondern nur fir den
schwacher Reibung angefiihrt und aus ihnen diejenigen
Folgerungen gezogen, welche entweder bei unbegrenzter
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oder bei begrenzter Flussigkeit gelten. Darauf wird
die fur den praktischen Zweck der Berechnung der
Reibungsconstanten sehr geeignete Ildee Maxwells,
zwischen die schwingenden Scheiben feste zu stellen,
erwahnt und zuerst unter Vernachlassigung des Ein-
flusses der Rander, sodann aber unter Annahme einer
sehr geringen Krimmung derselben die Rechnung aus-
gefuhrt; auch hier wird im Wesentlichen auf die Unter-
suchungen von Meyer hingewiesen.

Der Fall eines Ellipsoids wurde wvon Oberbeck
behandelt, welcher von der Betrachtung ausging, dass,
wenn ein Problem ohne Ruicksicht auf die Reibung
behandelt sei, es genlge, die Wirbelcomponenten hinzu-
zufigen, um den Einfluss der Reibung in Rechnung zu
ziehen. Schliesslich werden die von Helmholtz resp. von
Libeck behandelten Drehungs- und Pendelschwingungen
eines Pendels mit einer von Flussigkeit erfullten Hohl-
kugel angefuhrt.

Das letzte Problem betrifft die Bewegung der
Flussigkeiten durch cylindrische Réhren, d. h. die Ar-
beiten von Poiseuille, Neumann, Helmholtz, Stefan, Oberbeck,
Boussinesq, Meyer und Anderen. Namentlich finden die
von Stefan gefundenen Satze Besprechung, von denen
hier nur der angefihrt werden mdge, dass die Wirbel-
geschwindigkeit der Druckhdéhe und dem Abstand von
der Axe direct, der Rohrenlange aber umgekehrt pro-
portional ist, und dass unter mittleren Umsténden
Hunderte, ja Tausende von Umdrehungen in der Secunde
erfolgen. Daran reiht sich endlich die Darstellung der
Ergebnisse der Arbeiten von Boussinesq Uber die Falle
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elliptischer und rechteckiger Roéhren, sowie eine Ueber-
sicht Uber die neuesten, diesen Gegenstand betreffenden
Untersuchungen.

Zum Schlusse fasst der Verfasser die wesentlichen
neuesten Fortschritte der theoretischen Hydrodynamik
folgendermaassen zusammen: Vor allem ist hervorzu-
heben die Wurdigung der Lagrangekehen Gleichungen
durch Dirichlet, sodann die Erkenntniss der Wichtigkeit
des Hamiltonkehen Princips, welche von Clebsch und
Hankel ausging, von Thomson und Tait und von Kirch-
hof verwerthet und schliesslich von Boltzmann vdllig
klargestellt wurde. Den dritten wichtigen Schritt
erblickt der Verfasser in der Zerlegung der Flussig-
keitsbewegung und Auffindung der Wirbelbewegung
durch Helmholtz, sowie in der WeiterfUhrung dieser
Ideen durch Thomson, Kirchhof und unseren Landsmann
Beltrami; endlich den letzten in den Arbeiten von
Stokes und Meyer, welchen es gelang, die Reibungs-
gleichungen zu integriren.

Der Verfasser bemerkt noch, dass alle hier be-
sprochenen Fortschritte auf der Stetigkeitshypothese
beruhen, und dass die dieser gegeniberstehende, die
Molecularhypothese, zwar fir die Gase, nicht aber fur
die hier ins Auge gefassten tropfbaren Flissigkeiten
fruchtbar geworden ist; auch darf man in Anbetracht
der Schwierigkeiten, welche der Anwendung dieser
Theorie schon bei den viel einfacheren Gasen gegen-
Uberstanden, die Losung des entsprechenden Problems
fur die Flussigkeiten nicht allzubald erwarten.

Aus diesem gedréngten Berichte, welchen wir Uber
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die wichtige Arbeit geben zu sollen glaubten, werden
Sie das Wesentliche derselben mit Leichtigkeit ersehen
haben: die ausgezeichnete Anordnung des Stoffes, die
strenge Analyse der verschiedenen Fragen; dazu eine
ansgedehnte Bibliographie, welche jedem diesen Gegen-
stand Studirenden von grossem Vortheile sein muss.
Man wird also nicht fehl gehen, wenn man behauptet,
in dieser Arbeit ein vollstandiges Bild alles dessen zu
haben, was zu dem in Bede stehenden Theile der
rationellen Mechanik gehort, gleichzeitig aber eine
vollstdndige Lésung des von uns gestellten Problems.
Und wenn auch hier und da grossere Ausfuhrlichkeit
erwlnscht gewesen ware, so zodgern wir doch nicht,
Ihnen vorzuschlagen, dieser Arbeit den flr die beste
Abhandlung Uber die theoretische Hydrodynamik aus-
gesetzten Preis zuzuerkennen, zugleich mit dem
Wunsche, die Schrift, welche fir die italienischen
Forscher von so grossem Nutzen sein wirde, mochte
auch in unserer Sprache veréffentlicht werden. Das
wirde ihr auch bei uns eine grossere Verbreitung
geben und so auch hier zu Lande die bezuglichen
Studien férdern, in welchen die Auslander so grossen
Ruhm und unser Landsmann Beltrami so grosse Ehre
geerntet hat.“

G. Bellavitis. F. Rossetti.

D. Turazza,

Referent.
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Mit besonderem Rechte scheint mir die Koniglich Venetia-
nisclie Gesellschaft der Wissenschaften die Frage nach den Fort-
schritten der Hydrodynamik aufgestellt und an die Forscher aller
Nationen gerichtet zu haben. Denn auf italienischem Boden war
es, dass vor mehr als zweitausend Jahren ein erleuchteter Geist,
Archimedes, den Grundstein zur Lehre von der Bewegung der
Flussigkeiten legte; freilich durch eine sparliche und unvoll-
kommene Anzahl von Beobachtungen und ldeen; aber doch so
klar und den Begriffen der gleichzeitigen und folgenden Genera-
tionen so weit vorauseilend, dass derjenige, welcher die Geschichte
dieser Disciplin verfolgen will, getrost das auf Archimedes folgende
Jahrtausend und fast noch ein zweites Uberspringen darf, ohne
Gefahr zu laufen, sich in einer neuen Epoche der Wissenschaft
wiederzuffnden. So findet jener bekannte Ausspruch Guido Ubaldi's
~Quapropter ad Archimedem confugiendum est, si vera hujus
scientiae principia perdiscere cupimus* auf die Mechanik der
FlUssigkeiten mit nicht geringerer Berechtigung Anwendung, als
auf die Bewegungslehre im Allgemeinen.

Und wie der Einzelne, der durch Krankheit oder &hnliches
Missgeschick zeitweilig am geistigen Fortleben verhindert ist, weit
zurickbleibt nicht nur hinter der Mitwelt, sondern auch hinter
seinem eigenen Wissen, und wie es, nach eingetretener Genesung,
ihm Mihe kostet, zunachst auch nur seinen einstigen Standpunkt

wieder zu gewinnen, so verhielt es sich mit der Wissenschaft, als
Auerbach, Hydrodynamik. J
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sie aus tausendjahrigem Schlummer erwachte. Die Ersten, welche
auf dem verddeten Felde erschienen, Stevin, lleron und Andere,
hatten genug damit zu thun, festen Fuss zu fassen, und selbst
Méanner wie Galilei kamen aus Vorstellungen nicht heraus, welche
jeden wahren Fortschritt der Wissenschaft unmdglich machen
mussten.

Da war es wiederum ein Italiener, Galilei's grdosster Schuler,
Toricelli, welcher im speciellen Gebiete der Hydrodynamik gegen
die Naturphilosophen Front machte, wie es im grossen Gebiete
der Erkenntnisslehre Bacon gethan; der horror vacui zog sich vor
der leuchtenden Fackel der Wahrheit zuriick, und der Sieg war
errungen.

Aber ich habe gesagt, mit besonderem Rechte scheine mir
eine gelehrte italienische Corporation die vorliegende Frage auf-
gestellt und an die Gelehrten aller Nationen gerichtet zu haben;
diesen zweiten Theil des Satzes zu erlautern bleibt mir noch
ubrig. Allein genigt es in dieser Hinsicht nicht, auf die Namen
der Manner hinzuweisen, welche die Wissenschaft weiter gefihrt
haben, welche, getrennt durch die Kluft der R&ume und die Ver-
schiedenheit der Sprache, aber von Einem Geiste beseelt, aus der
Hydrodynamik jenes glanzvolle, reiche und tiefe Kunstwerk ge-
macht haben, welches sich heute vor unseren Blicken entfaltet?
Wenn ich eines Laplace und Lagrange, eines Euler und Bernouilli,
eines Newton, Stokes und Maxwell, eines Dirichlet und Clebsch,
eines Hehnholtz und Kirchhof gedenke? Und in der That, wenn
nicht die taglich uns umgebende Welt, wenn nicht das endlose
Meer und der tosende Wasserfall, der schdumende Wein und der
wirbelnde Tabacksraucli fur sich selbst sprachen: aus dem Um-
stande, dass so viele ausgezeichnete Manner in diesem Gebiete
gearbeitet und gewirkt haben, muissten wir die Ueberzeugung
gewinnen, dass es lohnend und von Interesse sei, die Entwicklung
der Hydrodynamik néher zu verfolgen.

&2

Im Folgenden geschieht dies, etwa fir den Zeitraum der
letzten dreissig bis vierzig Jahre. Dabei habe ich mir nach der
einen Seite hin moglichst viel, nach der andern mdglichst wenig
vorgenommen. Ich will es versuchen, mdglichst tief in das Wesent-
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liehe der einschlagigen Theorien einzudringen um die Darstellung
selbst schon zur Kritik werden zu lassen; aber andererseits werde
ich den Stoff, welchen ich in die Darstellung aufnehme, mdglichst
einschranken; bei der ausserordentlichen Fille des Materials kann
dies fur die Einheitlichkeit und Uebersichtlichkeit des Ganzen nur
vortheilhaft sein.

Man kann die Hydrodynamik in ihrer allgemeinsten Bedeu-
tung in vier Theile zerlegen, je nachdem es sich um Gleichgewicht
oder Bewegung, und je nachdem es sich um tropfbare oder elastische
Flussigkeiten handelt.

Ich werde im Folgenden zwar, so lange es die Umsténde
gestatten und wiinschenswerth erscheinen lassen, allgemein bleiben;
sobald es sich jedoch als erforderlich herausstellt, zu specialisiren,
so werde ich diejenigen Annahmen benutzen, welche sich auf die
Bewegung tropfbarer Flussigkeiten beziehen, d. h. ich werde mich
auf die Hydrodynamik im engeren Sinne beschranken. Von den
Erscheinungen, welche hiernach eigentlich in den Bereich der
Hydrodynamik fallen, welche jedoch ebenfalls im Folgenden un-
beruicksichtigt bleiben sollen, nenne ich die Erscheinung der Rota-
tion eines gravitirenden flussigen Ellipsoids. Maassgebend hierbei
war, abgesehen von &usseren Griinden, die Erwagung, dass die
Behandlung dieser Erscheinung im Wesentlichen keine hydro-
dynamische, sondern eine hydrostatische ist, da man von der
stationdren Rotation in dem einen Falle (dem eines Rotations-
ellipsoids) ganzlich absehen kann, wenn man die Centrifugalkraft
einfuhrt, wéhrend es sich auch in dem anderen Falle vorzuglich
um die Bestimmung der Gleichgewichtsgestalt der Oberflache
handelt.

Den Rest theile ich in drei Theile. Im ersten handelt es sich
um die Grundgleichungen fir die Bewegung idealer, d. h. nicht
reibender Flussigkeiten; im zweiten um die Anwendung dieser
Gleichungen auf die wichtigsten Probleme der Hydrodynamik
(Strémungen und Schwingungen; Ausfluss und Strahlbildung;
gleichzeitige Bewegung fester und flussiger Kérper; Wirbel-
bewegungen); endlich im dritten um die Theorie der Reibung der
Flussigkeiten. — Zu jedem dieser Capitel existirte im Anfange des
hier betrachteten Zeitraumes nicht viel mehr als das Gerippe. Die
Grundgleichungen lagen zwar in zweierlei Gestalt, der sogenannten
Eider'schen und Lagrange'sehen, vor; aber weder hinsichtlich der

analytischen Gegensatzlichkeit ihrer Form und damit ihrer An-
I-k
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Wendung waren sie hinreichend erkannt, noch war ihre Beziehung
zur physikalischen und geometrischen Analyse der Flissigkeits-
bewegung in klarer Weise dargelegt worden; erst durch Dirichlet,
Clebsch und Harikel geschah das Erstere, erst durch Helmholtz
und Beltrami das Letztere. Von den im zweiten Theile behandel-
ten speciellen Problemen gehdren einige, insbesondere die Theorien
der freien Flussigkeitsstrahlen, der gleichzeitigen Bewegung fester
und flUssiger Kérper und der Wirbelbewegung nahezu ganzlich
der letzten Periode an, und dasselbe gilt von der im dritten Theile
behandelten Theorie der Bewegung der realen, d. h. der zdhen
oder reibenden Flussigkeiten; denn auf die Skizzirung der Theorie
durch Newton und die Aufstellung der Gleichungen durch Navier
folgte erst in der neuesten Zeit deren Integration, insbesondere
durch Stokes, Meyer und Maxwell.

Fallt somit die Darstellung der Entwicklung der Hydro-
dynamik in den letzten Decennien nahezu mit einer Gesammt-
darstellung ihres Werdens zusammen, so stellt sich um so mehr
die Nothwendigkeit heraus, im Detail Kirze zu beobachten. In
der That genltgt es auch in jedem Falle den Gedankengang
eines einzigen Forschers eingehend zu verfolgen; diesem Ausgangs-
punkte lasst sich dann ohne Schwierigkeit die Kette der Ubrigen
einschlagigen ldeen anreihen und so das vollkommene Bild des
Gegenstandes-gewinnen.



Erster Theil.

Die Grundgleichungen fur die Bewegung
idealer Flussigkeiten.

8 3.

Die Grundlage der gesammten Hydrodynamik bildet die An-
nahme, dass der Druck in einer idealen Flussigkeit nach allen
Richtungen derselbe sei. Man kann diese Annahme, indem man
ihr Wesen weiter verfolgt, noch anders aussprechen, namlich
dahin, dass in einer idealen Flissigkeit die Wechselwirkung zweier
benachbarter unendlich kleiner Theile senkrecht gegen ihre Trenn-
flache gerichtet ist. Die Beobachtung hat gezeigt, dass dies fur
ruhende Flussigkeiten der Fall ist; hieraus folgt, dass im Zustande
der Ruhe jede wirkliche Flussigkeit eine ideale ist. Im Zustande
der Bewegung ist das aber nicht mehr der Fall. Es lassen sich
hier haufig die Erscheinungen nur beschreiben, wenn der Normal-
kraft zwischen zwei Theilchen eine Tangentialkraft hinzugefiigt
wird. In dem vorliegenden Theile soll jedoch von dieser Tangen-
tialkraft abgesehen und die Annahme gemacht werden, dass es
sich um bewegte, ideale Flussigkeiten handele.

Wie in allen Gebieten der Physik, so ist auch hier das Erste
die Aufstellung der Beziehungen, welche bei allen zugehérigen
Bewegungen erfillt sein missen; es sind das Beziehungen zwischen
Raumgréssen und Zeitgréssen, und sie kénnen in zweierlei Weise
aufgefasst werden. Man kann namlich entweder fragen: Was geht
mit einem bestimmten materiellen Punkte in der Flussigkeit im
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Laufe der Zeit vor? oder man kann fragen: Was yeht an einem
bestimmten Orte des Baumes im Laufe der Zeit vor? Im ersten
Falle fragt man mathematisch ausgedrickt: Welche Functionen
der Zeit und des Ortes sind diejenigen Grodssen, welche einen
bestimmten materiellen Punkt der Flissigkeit bestimmen? Im
zweiten Falle fragt man: Welche Functionen von Raum und Zeit
sind diejenigen Grossen, welche die Bewegung charakterisiren?
Mit diesen Fragen hat sich bekanntlich Euler zuerst beschéaftigt.
Er legte ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde, bezeich-
nete die Coordinaten eines Punktes des Raumes mit x,y, z, die
Zeit mit t, und ermittelte einerseits die nothwendigen Beziehungen
zwischen den Grossen x, y, z, t und den ein materielles Theilchen
bestimmenden Wertlien a, b, ¢, welche x,y, z fur t = 0 annehmen
(offenbar durfen es aber beliebige, das Theilchen bestimmende
Grdssen sein); andererseits die nothwendigen Beziehungen zwischen
den Geschwindigkeitscomponenten, d. h. den Grdssen

und den Ort und Zeit vollstdndig bestimmenden Gréssen x, vy, z, t
Die ersteren Beziehungen nennt man die Lagrange'kehen, die
letzteren die Euler'schen hydrodynamischen Gleichungend. An
ihnen ist im Laufe von mehr als hundert Jahren nichts Wesent-
liches gedndert worden; hinsichtlich der Einfachheit und Klarheit
ihrer Ableitung sind jedoch mit der Zeit Fortschritte gemacht
worden, welche es winschenswerth erscheinen lassen, auf dieselbe
einen Blick zu werfen.

& 4.

Wir gehen von den allgemeinen Gleichungen der Dynamik
aus, die wir nur insofern specialisiren oder vielmehr analysiren
wollen, dass wir zwischen Massenkréaften und Flachen- oder Druck-
kraften unterscheiden wollen. Die Componenten nach den Coordi-
natenaxen der ersteren seien X, F, X, diejenigen der letzteren

J Euler, Princ. gen. du mouv. des fluids, 1755. De princ. mot. fluid.
Nov. Comm. Acad., Petr. 14, 1759. Lagrange, Mec. anal. 2. Vergl.HanJcel,
Zur allg. Th. d. Bew. d. Fluss., 1861, S. 3, wonach beide Gleichungsformcn
von Euler herrihren.
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seien X n, Yn, Zn\erstere bezogen auf die Masseneinheit, letztere
bezogen auf die Flacheneinheit. Die Bewegungsgleichungen, welche
streng genommen nichts anderes als der Ausdruck der Annahme
der Aequivalenz zwischen Ursache und Wirkung sind, lauten dann:

Hierin bedeutet g die Dichtigkeit, dt ein Raumelement, ds
ein Flachenelement. Die Druckkrafte | n Yn, Zn empfiehlt es
sich im Allgemeinen in je drei Componenten zu zerlegen, dar-
stellend die betreffenden Druckcomponenten ebenfalls am Orte
des Flachenelements ds, aber nicht auf dieses wirkend, sondern
auf drei den Coordinatenebenen parallele Flachenelemente, welche
die Projectionen des Elementes ds sind. Nennt man diese Grossen

so lehrt die zweite Ausspruchweise der im 8§ 3 gemachten Grund-
annahme ohne Weiteres, dass fur ideale FlUssigkeiten die sechs
Grossen

verschwinden, und dass die drei Ubrigen
XA 3 Z

einander und derjenigen Grosse gleich sind, welche von den
alteren Analytikern schlechtweg als der Druck p eingefuihrt wurde.
Die Griossen X nYnZn werden daher in diesem Falle gleich den
Producten aus dem Drucke p in die Cosinus der Winkel, welche
die Normale von ds mit den Coordinatenaxen einschliesst, d. h. es
wird
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mit Benutzung der bekannten Transformationsformel von Flachen-
integralen in Itaumintegrale. Setzt man diese Wertlie fur die
Flachenintegrale in die Gleichungen (1 a) ein, so erhalt man
Gleichungen zwischen lauter Integralen Uber den Raum, dessen
Element dt ist, da sie fur jeden Theil dieses Raumes gelten sollen,
so mussen sie auch durch die Factoren von dt unter den Integral-
zeichen befriedigt werden, man hat

wo das Zeichen d den partiellen Differentialquotienten andeutet.
Diese Gleichungen sind jedoch zur unmittelbaren Anwendung nicht
geeignet, weil die Grossen x, y, z in ihnen gleichzeitig als ab-
hangige und als unabhangige Variabele auftreten.

Am einfachsten ist es, zur Hebung dieses Uebelstandes die
Geschwindigkeitscomponenten als abhéngige Variabele einzufuhren;
nach Auflésung der Gleichungen

hat man dann noch die Gleichungen (1) aufzulésen. Dies sind die
Eider sehen Gleichungen.

Man kann aber die Grossen x, y, z, statt sie da zu eliminiren,
wo sie als abhangige Variabele auftreten, auch da eliminiren, wo
sie als unabhéangige Variabele auftreten, indem man irgend welche
ein Flussigkeitstheilchen bestimmende Grdssen a, b, ¢ neben t als
unabhangige Variabele einfuhrt; dadurch kommt man zu den
Gleichungen
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welche ebenfalls von Euler herriihren, aber erst durch Lagrange

bekannt geworden sind, nach welchem sie die Lagrange'sehen
heissen.

8 5

Die drei abgeleiteten Gleichungen reichen nicht aus, um die
vier unbekannten Grossen w, v, w, p in dem einen Falle oder
X, Y, Z, p in dem anderen vollstandig zu bestimmen. Hierzu
dient eine vierte Gleichung, welche in der That bei allen Bewe-
gungen erfullt sein muss, welche aber bei den festen Koérpern
gewohnlich nicht bertcksichtigt wird, weil sie hier selbstverstand-
lich ist und keine Bedeutung hat. Diese Gleichung sagt aus, dass
die Masse eines bestimmten materiellen Theilchens der FlUssigkeit
mit der Zeit sich nicht andere. Sie lautet in der den Euler'sehen
Bewegungsgleichungen entsprechenden Form, in welcher man sie
leicht aus der ursprunglichen

d(gdt) _ n

dt ~
ableiten kann:

also speciell fur incompressible FlUssigkeiten
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In einer den Lagrange!sehen Bewegungsgleichungen entsprechen-
den Form ist diese Gleichung, welche gewdhnlich Continuitats-
gleichung genannt wird, erst in neuerer Zeit dargestellt worden.
Bekannte Satze der Theorie der Functionaldeterminanten ergeben
hierfur

also fur incompressible Flussigkeiten
D —c,
wo ¢ eine Constante und

gesetzt ist?®).

Die Grosse g steht schliesslich mit p in einem gegebenen Zu-
sammenhange, der aber je nach der Natur der FlUssigkeit ver-
schieden ist. Setzt man daher

(12)

so fallt aus den drei eigentlichen Bewegungsgleichungen g heraus.
Im Folgenden wird da, wo Uberhaupt specialisirt werden muss,
der Grosse g ein constanter Werth und zwar, falls es auf diesen
Werth nicht ankommt, der Werth 1 heigelegt werden.

Ein Zweifel daran, dass die funf aufgestellten Gleichungen
(4), (6), (11) oder (5), (8), (11) die vollstandige Grundlage fur die

0 Hankel, L c. p. 7. Hier wird die Gleichung (8) Dichtigkeitsgleichung,
die Gleichung (9) die Gleichung der Constanz des Volumens genannt.
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Theorie der Bewegung idealer Flussigkeiten bilden, ist nur von
Einer Seite geadussert und mit grosser Hartnackigkeit behauptet
worden, ndmlich von dem englischen Astronomen Challis*). Diese
Angelegenheit kann hier nur fluchtig beriihrt werden, da sie von
einem positiven Ergebniss fur die theoretische Hydrodynamik
nicht gekrént worden ist.

Challis behauptet, es bedurfe zur Grundlegung der Hydro-
dynamik ausser den schon aufgestellten Gleichungen noch einer
neuen, welche ausdriicke, dass die Bewegung immer und Uberall
normal sein muasse zu continuirlich gekrimmten Flachen, den
Niveauflachen. Um sie zu gewinnen, hat man die Gleichung der
Niveauflachen

t@Qy zt)= o

zu betrachten, aus welcher die neue

folgt, und welche man auf die Form

bringen kann, wenn man, unter A einen integrirenden Factor ver-
stehend,

ciip: LY -fjv d,y Y 4,

und folglich

setzt.

Die Gleichung (12) ist dann die fehlende Gleichung, und die
Gleichungen (12), (13), (6) und (11) in Verbindung mit einer die
Gleichung (4) zusammenfassenden (etwa durch Multiplication mit
ax, dy, dz und Addition zu erhaltenden) bilden dann ein System
von sieben Gleichungen, aus welchen die sieben Grossen w; v, tv,
p, 25 A bestimmt werden kdnnen.

Es ist von verschiedenen Physikern, unter anderen von Stokes?
und von Tardy3, gezeigt worden, dass die Gleichung von Challis

J Challis, Phil. Mag. (3), Bd. 36. — (4), Bd. 1, 4, 6, 23, 30, 31.
2) Stokes, Phil. Mag. (4), Bd. 1, p. 157, 393, Bd. 2, p. 60.
3 Tardy, Phil. Mag. (3), Bd 36.
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entweder, namlich in der gegenwartigen Gestalt (12), ebenso auch
in der von Challis modificirten

(wo x eine beliebige Function von t ist) unrichtig, oder-, wenn sie
in gehdriger Weise umgestaltet wird, UberflUssig ist, da sie dann
nichts aussagt, was nicht durch die anderen Gleichungen auch
ausgesagt wiurde.

Ich kann hier nicht auf die speciellen Félle eingehen, welche
Challis und seine Gegner zum Gegenstande ihrer Discussionen
machten und welche zeigen, dass die Gleichungen (12) und (12 a)
zu physikalischen Widerspruchen fuhren; auch die Anwendungen,
welche Cliallis spaterhin von seiner hydrodynamischen Theorie
auf die Physik im Allgemeinen und die Aethertheorie im Speciellen
machte?*), scheinen mir ausserhalb des Rahmens dieser Darstellung
zu liegen; es genugt hervorzuheben, dass der ganze Streit nur
dazu gedient hat, zu zeigen, dass die von Eider und Lagrange
gegebene Begrindung der Hydrodynamik nicht nur eine noth-
ivendige, sondern auch eine ausreichende ist. Ich kann mir jedoch
nicht versagen, darauf hinzuweisen, dass eine ndhere Betrachtung
der Function Azu dem spater so wichtig gewordenen Begriffe des
Geschwindigkeitspotentials (S. 29) und zur Zerlegung der Flussig-
keitsbewegung wenigstens flr stationare Bewegungen héatte fihren
mussen.

Auch die Discussion, welche zwischen Challis und Moon2
Uber die Frage sich entspann, ob man bei bewegten Flussigkeiten
den Druck p gleich f (p) setzen durfe, oder nicht vielmehr

P=/((bwv,w)

setzen musse, verliert fir Denjenigen jegliche Bedeutung, welcher
erwagt, dass man das Recht hat, beim Uebergange von der Hydro-
statik zur Hydrodynamik der fur jene bereits definirten Grosse p
eine neue Bedeutung beizulegen, und dass es unter diesen Um-
standen am bequemsten ist zu sagen: die Grosse p soll dieselbe
Function der Dichtigkeit und nur der Dichtigkeit sein, welche sie
beim Gleichgewicht war. Alles was dann etwa an Wechsel-
beziehungen zwischen Druck und Bewegungsgréssen auftritt, ist

q Challis, Phil. Mag. (4) Bd. 31, p. 459.
2) Challis und Moon, Phil. Mag. (4) 46, p. 159, 227, 309, 446.
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dann explicite in Rechnung zu ziehen. Wie richtig diese Erwagung
ist, zeigt sich schon dadurch, dass die Gewadhrung einer vdélligen
Freiheit in der Wahl der Function p = /(p, u, v, w) zu Wider-
sprichen mathematischer und physikalischer Natur fihren wirde,
aus dem einfachen Grunde, weil die Festsetzung einer solchen
Function nicht nur, wie die Gleichung (11) oder die entsprechende
p — f(g) dem Charakter der Flussigkeit, sondern auch dem Cha-
rakter ihrer Bewegung gewisse Bedingungen auferlegen wirde,
wéahrend doch dieser Charakter durch die vier Grundgleichungen
der Bewegung bereits vollstdndig bestimmt ist.

&7

Die Grundgleichungen gelten fir die ganze Masse der beweg-
ten Flussigkeit.

Fur ihre Oberflache gelten noch weitere Bedingungen, welche
in jedem speciellen Falle besonders erdrtert werden mussen. Es
ist jedoch schon von Lagrange ausgesprochen worden, dass fur die
Oberflache der bewegten Flussigkeit ganz allgemein eine Bedin-
gung bestehen musse, namlich die, dass die Oberflache stets aus
denselben Thelchen zusammengesetzt sein musse.

Aber erst spater ist erkannt worden, dass dieser Satz eine
nothwendige Folge der Continuitatsgleichung ist, und es sind ins-
besondere die beiden schwedischen Physiker Svanberg und Edlundy),
welche sich um die Feststellung dieses Zusammenhanges verdient
gemacht haben.

Am einfachsten ergieht sich der in Rede stehende Satz aus
der Betrachtung der Veradnderungen, welche die unendlich kleinen
Theile eines beliebigen Kdrpers erleiden kénnen. Diese Betrach-
tung ergieht namlich, dass ein unendlich kleines Ellipsoid stets
ein solches bleibt. Da folglich ein beliebiger Punkt im Innern als
Mittelpunkt eines solchen Ellipsoids stets im Innern gewesen ist
und stets daselbst bleibt, so ist der obige Satz bewiesen, und zwar
nicht nur fur flssige, sondern ebenso auch fir elastische feste
Korper?.

J Svanberg und Edlund, in verschied. Bdn. d. Nov. Act. Soc. Ups,
zuletzt Edlund, Bd. 13 (1847).
2 Vgl. Kirchhoff, Vorles. Ub. Math. Phys., Zehnte Vorles.
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Selbst nach Erledigung der Frage, oh die vorhandenen Bewe-
gungsgleichungen hinreichend seien zur Begrindung der Hydro-
dynamik, bleibt fur die Ausfuhrung der allgemeinen Theorie noch
ein weites und fruchtbares Feld der Thatigkeit Ubrig. Denn es
giebt wenig Probleme, bei denen es zweckmassig oder auch nur
moglich ist, die Grundgleichungen in der vorliegenden Gestalt
anzuwenden, und es stellt sich somit die Notliwendigkeit heraus,
diese Gestalten durch geeignete Transformationen zu vermannig-
faltigen.

Den Anstoss zu diesen in den letzten Jahrzehnten sehr zahl-
reich durchgefuhrten Transformationen haben unstreitig die Be-
trachtungen gegeben, welche Dirichlet]) Uber die Ueberlegenheit
der Lagrange'sehen Gleichungen gegentber den .EWer'schen an-
gestellt und so fruchtbar verwerthet hat. In der That besitzen
die Lagrange'scYizw Gleichungen Vorziige mehrfacher Art. Einmal
sind in ihnen die unabh&ngigen Variabelen wirklich vollstandig
unabhéngig von einander, wahrend dies bei den Gleichungen von
Euler hinsichtlich der Gréssen X, y, z nur in zwei Fallen gilt,
namlich fur stationdre Bewegungen und fur den Fall einer unend-
lich ausgedehnten Flussigkeit. Ueberdies nehmen die Continuitéts-
gleichung und andere Gleichungen, auf welche man im Laufe der
Untersuchung stdsst, bei Zugrundelegung der Lagrange'sehen
Gleichungen eine verlidltnissméssig einfache Form an.

Eine bei physikalischen Problemen fast immer erfullte Bedin-
gung gestattet es, den Grundgleichungen eine sehr viel homogenere
und einfachere Gestalt zu geben. Die Krafte X, Y, Z haben
namlich, wie man sagt, ein Potential, d. h. sie lassen sich in der
Form

(14)
darstellen, wo V das Potential bedeutet; benutzt man diese

Gleichungen und die Gleichung (11) zur Umgestaltung der Glei-
chungen (4) und (5), so erhalt man die Euler'sehen Gleichungen:

J Dirichlet, 1 c. Crelle’s Journ., Bd. 55, S. 181
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Der Versuch, die Grundgleichungen auf eine Gestalt zu bringen,
in welcher sie die Vortheile der Euler'sehen Form mit denen der
Lagrange'sehen vereinigen, ist von Il. Weberl) gemacht worden.
Man multiplicire die Gleichungen (16) mitdt und integrire zwischen
0 und t\ die Glieder links integrire man partiell und setze zur
Abkurzung

man erhalt dann:

wo m0, n0, wQ die Anfangsgeschwindigkeiten bezeichnen. Diese
Gleichungen sind wie die Eider'sehen von der ersten Ordnung
(wéhrend die Lagrange'sehen von der zweiten sind); mit der
Continuitatsgleichung und der Gleichung (17) bilden sie die zur
Bestimmung von X, vy, z,j), Anothwendigen funf Gleichungen. Sie

* H. Weber, Cr. J. Bd. 68, S. 287, 1871.
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haben aber noch zwei andere Vorzige. Erstens ist im Falle
incompressibler Flissigkeiten der Druck in den vier ersten Glei-
chungen gar nicht enthalten; man kann diese daher flr sich
integriren und nachtraglich den Druck bestimmen. Zweitens
kommt es héufig vor, dass die Grossen u, v, w Differentialquotien-
ten einer einzigen Function nach den Coordinatenaxen sind, spater
wird von dieser Function haufig die Rede sein; in die obigen
Gleichungen léasst sich die Existenz dieser Function ohne Weiteres
aufnehmen; denn in diesem Falle sind offenbar mo, vo, wo die
Differentialquotienten einer Function u nach den Grdssen a, & c;
vereinigt man Aund u zu einer neuen Variabele A, so erhalt man
daher die einfachen Gleichungen

Anwendungen sind bisher von diesen Gleichungen meines Wissens
noch nicht gemacht worden.

§. 10.

In vielen Fallen ist keine der beiden Formen der Grund-
gleichungen geeignet zur Beschreibung der Flussigkeitsbewegungen
zu dienen, namlich immer dann, wenn es sich einerseits um statio-
nare Bewegung oder doch um solche Probleme handelt, hei denen
es winschenswerth ist, die Charakteristik des stationaren Bewe-
gungsstandes ohne Weiteres in den Gleichungen zu haben, und
wenn es andererseits gleichwohl vermieden werden soll, nach
Losung der Grundgleichungen noch das System der gewdhnlichen
Differentialgleichungen (1) behandeln zu missen.

Auch die TFefoFschen Gleichungen (17) und (18) sind dann,
wie man leicht einsieht, nicht wohl geeignet.

Fur eine in solchen Fallen vorzunehmende Transformation
der Gleichungen ist eine auch an sich sehr interessante Darstellung
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derselben geeignet, welche von Clebsch !) und von Hankel) an-
gegeben worden ist, und welche fir die Hydrodynamik etwa die-
selbe Bedeutung besitzt, wie das Princip der kleinsten Wirkung
fur die Dynamik Uberhaupt.

Einfacher als auf dem Wege, welchen Clebsch einschlug,
ergiebt sich die Aequivalenz der neuen Darstellung mit den
Grundgleichungen bei Zugrundelegung des Princips der virtuellen
Geschwindigkeiten und der verlorenen Kréafte. Setzt man namlich

V-p = 4q, (29)
so ist jenes Princip durch die Gleichung

ausgedrickt, in welcher g0 die Anfangsdichtigkeit, also fur in-
compressible Flussigkeiten durch q .. ersetzen ist, wo ferner 6
das Zeichen der Variation ist, und welche Gleichung leicht auf
die Form

gebracht werden kann, wenn mit ds das Bahnelement des Punktes
X, Y, z bezeichnet wird. Hieraus folgt nun der Satz:

Sobald die Grundgleichungen bestehen, besteht auch die
Gleichung (20), d. h. es ist das in dieser Gleichung variirte Integral
ein Minimum, und umgekehrt. Oder, anders ausgedriickt: Die
nothwendige und hinreichende Bedingung flr das Bestehen der
Grundgleichungen ist die, dass™ das obige Integral ein Minimum
werde.

Um nun zu einer Darstellung der Grundgleichungen in neuen
Coordinaten zu gelangen, braucht man nur in (20) ds2 statt durch
X, Y, z durch die neuen Coordinaten auszudriicken und die Coeffi-
cienten der dann auftretenden Variationen dieser Grdssen einzeln
gleich Null zu setzen.

Wendet man auf die so entstehenden Gleichungen von Neuem
das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten an, so erhalt man
aus ihnen unmittelbar die neuen Grundgleichungen und zwar, je
nach Wunsch, in der .EWer'schen oder Lagrange'sehen Gestalt.
Sind £, rj, £ die neuen Variabelen, so wird das zu variirende
Integral

1) Clebsch, Cr. J. Bd. 54, S. 301.
2 Hankel, 1 c. S. 15.
Anerbach, Hydrodynamik, 2
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wo gesetzt wurde:

Ferner wird die Continuitatsgleichung

§. 11

Fur orthogonale Coordinaten, wie sie meist Anwendung finden,

|St W, == = Wo = 0

Es wird daher das zu variirende Integral

und die Gleichung der Continuitat
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Die Bewegungsgleichungen lauten daher in der Euler'sehen r orm L):

und in der Lagranae'sehen Form:

h Diese Form entspricht streng genommen nicht den Euler'sehen
Gleichungen, sondern den Gleichungen (3).
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Far elliptische Coordinaten z B. hat man hierin zu setzen:

wo x2 A2 y2durch die Gleichung

definirt sind, deren Wurzeln nach 8 die elliptischen Coordinaten
des Punktes x, y, z sind.

Fir Polarcoordinaten

erhélt man die Continuitatsgleichung

wahrend sich aus (21) die sehr einfachen Gleichungen

aus (22) die complicirteren Gleichungen

ergeben, wenn man zur Abkurzung
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setzt.
Die den GiWer’schen entsprechenden Gleichungen werden auch

fur cylindrische Coordinaten

sehr einfach, namlich

ferner die Continuitatsgleichung

endlich die Lugrange'sehen Gleichungen:

§. 12

In nahem Zusammenhénge hiermit steht eine Transformation
der Gleichungen, welche auf zwei Gleichungen zwischen zwei
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neuen Variabelen a{ und a2 fuhrt, und welche fiur stationére Be-
wegungen eine sofortige Integration gestattet. Diese &usserst
geistreiche, von Clebsch]) angegebene Transformation beruht auf
der Bemerkung, dass die Continuitatsgleicliung fur incompressible
Flussigkeiten, d. h. die Gleichung (7) identisch ist mit derjenigen
Gleichung, welche von den Unterdeterminanten 2)2 -D3 der
Functionaldeterminante der drei Grossen a, au a2 nach x, 7, z in
Bezug auf eine derselben erfillt wird.

Ist namlich

S0 ist

und man kann
u= Di, v— D2 w— 23 (26)
setzen.
Aus den Euler'sehen Gleichungen folgen dann, falls die Be-
wegung im Punkte X, 7, z von t unabhangig, d. h. stationar ist,
auf einfache Weise die Integralgleichungen

wo F eine Function ausschliesslich der Variabelen ax a2 selbst und

die lebendige Kraft ist. Diese Gleichungen sind véllig aquivalent
der Gleichung (20), in welcher die lebendige Kraft in der Form

vorkommt und in welcher ausserdem wie hier nur noch

eine Function der Variabelen selbst, dort £1, hier F, enthalten ist.
Diese neue Form hat aber den Vorzug, dass sie die Integrale der

1) Clebsch, Cr. J. Bd. 56, S. 1
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Bewegung sofort anzugeben gestattet. Die Gleichung (26) er-
fordert namlich, dass die Grosse

gleich Null sei (nach einem bekannten Satze der Determinanten-
theorie), d. h. dass ax und, wie sich ebenso zeigen lasst, g2 Con-
stanten seien. Die Integrale sind daher

ax — const.,, a2= const.

In den Schnittcurven der durch diese Gleichungen dargestell-
ten Flachen geht daher die Bewegung vor sich, und der Druck ist
gegeben durch die Gleichung

P—Q(V—T) F.

Die Transformation in andere Coordinaten geschieht hier in
derselben Weise, wie sie oben bereits flr einige specielle Falle
durchgefuhrt worden ist. Man braucht namlich nur den Ausdruck
fur die lebendige Kraft zu transformiren, und das kommt im
Wesentlichen auf die Transformation des Ausdrucks fiir das Bahn-
element d s hinaus.

§ 13

Wenn die Bewegung nicht stationar ist, werden die Gleichun-
gen sehr complicirt. Fir diesen Fall hat aber derselbe Autor
eine andere Substitution angegeben, welche eine ahnliche Bedeu-
tung hat, welche ebenfalls zu Gleichungen fuhrt, die &quivalent
sind mit der Minimumsbedingung eines gewissen Integrals, von
denen aber zwei erster, eine zweiter Ordnung ist, abgesehen von
den hier wie dort hinzutretenden Gleichungen (1).

Die Transformation beruht auf der jederzeit gestatteten Sub-
stitution

(27)

und giebt die Gleichungen
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zu denen noch die Gleichung (7) hinzukommt. Mit anderen Worten,
es soll das Integral

ein Minimum oder Maximum werden. Die Integrale der obigen
Gleichungen aber sind

I = const. und N == const.

(sowie ein drittes, nach der Methode des letzten Multiplicators
sich ergebendes, jedoch hier unwesentliches).

Dieses allgemeine Ergebniss der Betrachtungen von Clebsch
ist nicht nur an sich als ein héchst wichtiger Fortschritt der
Hydrodynamik zu bezeichnen, sondern auch insofern von grossem
Interesse, als es am naturgemassesten auf eine Theorie fihrt,
welche in neuester Zeit von allen hydrodynamischen Theorien mit
der grossten Vorliebe behandelt worden ist. Ich meine die Theorie
der Wirbelbewegungen, welche stets existiren, sobald % von Ort
zu Ort sich andert, so dass es unmdglich ist, die Gleichungen (27)
durch die einfacheren

(28)

zu ersetzen. Falle, in welchen i nicht constant ist, sind aber
schon bekannt gewesen, lange bevor die obige Zerlegung der
Geschwindigkeitscomponenten zur Transformation der Gleichungen
der Bewegung benutzt wurde, und z. B. von Eider schon erwahnt
worden.

8 14.

Mit den Gleichungen (27) sind wir an die wichtige Frage nach
der Zerlegung der FlUssigheitsbewegung herangetreten. Diese
Frage ist unter den allgemeinsten Gesichtspunkten von Helmholtz )
in seiner berihmten Abhandlung: ,Ueber die Integrale der hydro-
dynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen ent-
sprechen, beantwortet worden.l

1) Hehnholtz, Cr. J. Bd. 55, S. 25 (zeitlich also gerade zwischen die
erste und zweite Abhandlung von Clebsch hineinfallend).
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Helmholtz zerlegt jede Flussigkeitsbewegung in &hnlicher
Weise, wie es fur feste elastische Kérper zuerst Kirchhofy gethan
hat, ndmlich fir jedes Volumenelement in:

1) eine Bewegung seines Schwerpunktes,

2) bis 4) drei Dilatationen oder Contractionen in drei auf
einander senkrechten Richtungen,

5) eine Rotation um eine gewisse Axe.

Man konnte von vornherein im Zweifel sein, ob hiermit alle
maoglichen Flussigkeitsbewegungen wirklich erledigt sind und ob
z. B. eine Dilatation nach drei schiefen Richtungen sich aus den
obigen Componenten 2) bis 5) (1) kommt nicht in Betracht) zu-
sammensetzen lasst. In der That hat Bertrand? auf folgendem
Wege eine Flussigkeitsbewegung abzuleiten geglaubt, welche durch
2) bis 5) nicht darstellbar sein soll. Er fragt: Giebt es durch den
Punkt x, y, z eine Ebene, welche sich selbst parallel bleibt? Sie
habe die Richtungswinkel a, /3 y; dann ist die Componente der
Geschwindigkeit in einer zu ihr senkrechten Richtung

V= ucos a-f-vcos B -f-w cos vy,

und diese Grosse muss flr alle ihre Punkte constant sein,
d. h. gleichzeitig mit der Gleichung

dx cos ex-Fdy cos B+ dz cosy = o

muss die Gleichung

bestehen, was nur mdglich ist, wenn die Proportion

stattfindet. Diese Forderung ist aber identisch mit der anderen,
dass, wenn S irgend eine Grdsse ist, die drei Gleichungen bestehen:

J Kirchhoff, Cr. J. Bd. 40.
2) Bertrand, Compt. R. de I’Ac. des Sc. de Paris, T. 66, p. 1227. T. 67,
an verschiedenen Stellen. 1868.
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Da nun S hiernach nur der einen Bedingung genigen muss,
dass

sei, so folgt, dass es in der That nicht nur eine, sondern zuweilen
sogar drei Ebenen von der gedachten Eigenschaft giebt.

Bertrand betrachtet nun weiter die Bewegung in einer dieser
Ebenen, die Ebene selbst als ruhend gedacht. Diese Bewegung
wird, wenn 0 einen Winkel bedeutet, dargestellt durch die
Gleichung

Es ist also die Drehungsgeschwindigkeit der einzelnen Linien
umgekehrt proportional dem Quadrate des Radius vectors einer
Linie zweiten Grades.

Ist dieselbe eine Ellipse, so drehen sich alle Linien in dem-
selben Sinne, ist sie eine Hyperbel, so kommen Drehungen in
beiden Richtungen vor, und die Linien in der Richtung der
Asymptoten drehen sich gar nicht.

Diese Betrachtungen sind an sich sehr interessant; sie haben
eine gewisse Beziehung zu Betrachtungen, welche von Beltrami
herrihren und auf welche ich sogleich zu sprechen komme. Aber
sie fuhren nicht, wie Bertrand meinte, zu einer neuen Flussigkeits-
bewegung.

Allerdings stehen die drei Flachen, welche sich selbst parallel
bleiben und durch den Punkt X, y, z gehen, nur dann auf einander
senkrecht, wenn der Ausdruck
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(29)
ein vollstandiges Differential ist, in allen Ubrigen Fallen erleidet
das betreffende unendlich kleine Parallelepipedon drei Dilatationen
nach drei gegen einander schiefen Richtungen. Aber mit Hulfe
einer Rotation kann dieselbe, wie llelmholtz) zeigte, stets be-
schrieben werden, und derartige Rotationen sind in der That
immer vorhanden, wenn jener Ausdruck kein vollstandiges Diffe-
rential ist.

Es ist hier nicht der Raum, auf die weiteren Einwdrfe Der-
trand's einzugehen. Dieselben sind, soweit sie sich auf die Begriffe
.Translation“ und ,Dilatation“ beziehen, von dem Redacteur der
-Mondes"“ 2, soweit sie sich aber auf den Begriff ,Rotation“ be-
ziehen, von Helmholtz selbst widerlegt worden mit dem Hinweise
auf Stokes3, welcher dasselbe Wort, nur fur feste Kdrper, bereits
in ganz analoger Weise angewandt hatte.

8. 15.

Wir wollen uns vielmehr zur mathematischen Darstellung der
Zerlegbarkeit der Flussigkeitsbewegung wenden, wie sie von Helm-
holtz gegeben worden ist.

Es seien in irgend einem Punkte x0, yQ z0 der Flussigkeit die
Geschwindigkeitscomponenten w0, vO, Wo\ihre Differentialquotienten

resp. nach x, y, z seien uf, W, V\d; es bleiben dann noch die sechs
anderen Differentialquotienten

Aber, wenn (29) ein vollstandiges Differential ist, oder, was
dasselbe ist, wenn die drei Geschwindigkeitscomponenten die
partiellen Differentialquotienten nach den Coordinaten von einer
und derselben Function <p sind, also (vergl. Gleichung 28)

ff Helmholtz, C. R. de I’'Ac. des Sc. T. 67 und 68.
2) Les Mondes, T. 17, p. 621.
8) Stokes, Trans, of the Cambr. Thilos. Soc. vol. 9 pt. 1, p. L 1850.
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so sind von jenen sechs Grossen je zwei einander gleich, namlich

und folglich werden die Geschwindigkeitscomponenten in dem dem
Punkte #7? Hbi  benachbarten Punkte x, y, z

@ selbst aber wird eine Function zweiten Grades der Coordinaten.
Diese Function cp, welche bei Clcbscli in dem ersten Gliede der
Transformation von u, v, w vorkommt (vergl. Gleichung 27), ohne
dass Clebsch ihre volle Bedeutung erkannt hatte, hat Helmholtz
das Geschwindigkeitspotential genannt, offenbar, weil die Compo-
nenten der Geschwindigkeit aus ihm in derselben Weise sich ab-
leiten lassen, wie die Kraftcomponenten aus dem Kréftepotential,
und weil dieses fiir incompressible FlUssigkeiten gerade wie jenes
ausserhalb der wirkenden Massen die Gleichung

befriedigt, welche sich aus (7) bei Benutzung von (28) unmittelbar
ergiebt, und von welcher weiter unten vielfach die Rede sein wird.
Durch geeignete Drehung des Coordinatensystems kann man die
obigen Werthe von u, v, tu sowie @ seihst auf die Form

bringen; d. h. Flussigkeitstheilchen, ivelche anfangs in einer Ebene
lagen, ivelche einer der drei Coordinatenebencn parallel ist, than es
auch jetzt noch. Ein gewisses rechtwinkliges, unendlich kleines
Parallelepipedon bleibt also rechtwinklig und seine Flachen sich
selbst parallel. Daraus folgt, dass die Bewegung desselben nur in
einer Ausdehnung oder Zusammenziehung seiner Kanten und
moglicherweise einer hinzukommenden Translationsbeivegung be-
steht; eine Rotation dagegen ist nicht Bestandtheil der in Rede
stehenden Bewegung.

Figt man nun aber Eotationsbewegungen um die drei Axen
X, ¥, z hinzu, deren Winkelgeschwindigkeiten £, tj, £ sind, so kommen
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zu jeder der drei Componenten u, v, w noch zwei Glieder hinzu,
und man erhalt

woraus durch Differentiation folgt:

Diese Gleichungen sind der Ausdruck des Satzes, dass die Drehungs-
yeschwindigkeiten gleich Nidl sind, falls ein Geschwindigkeitspoten-
tial existirt.

& 16.

Noch deutlicher tritt die Zerlegung der Flussigkeitsbewegung
hervor bei einer Behandlungsweise, welche analog ist der Behand-
lung der Elasticitatslehre im Gebiete der Mechanik fester Korper,
welche also auf analytisch-geometrischem Wege diejenigen Rich-
tungen und Flachen aufzusuchen unternimmt, welche in irgend
einer Beziehung EigenthUmlichkeiten darbieten. Es ist das Ver-
dienst von Beltramil), diesen Gedanken verwirklicht zu haben.
Beltrami giebt dabei seine anschaulichen Gleichungen fast sammt-
lich in den beiden Ausdrucksweisen, welche man als die Euler'sehe
und die Lagrange'sehe bezeichnet.

Die Differentiationen nach t mégen durch Striche, die Zu-
wachse von a, b, ¢ und von x, y, z resp. mit «, B, y und mit £ rj, £
bezeichnet werden. Dann ist fur einen Punkt x, y, z:

und fur zwei Punkte X, y, z, und xx yx zX
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ist. Hieraus ergiebt sich der Satz, dass Punkte, welche urspring-
lich auf dem Ellipsoide

lagen, wo r eine unendlich kleine Constante bedeutet, gegenwartig
auf der Kugel

liegen, mit anderen Worten, es ergiebt sich die Lésung der Auf-
gabe, dasjenige urspringliche Ellipsoid zu finden, welches augen-
blicklich gerade eine Kugel ist. Dabei ist Mittelpunkt Mittelpunkt,
Oberflache Oberflache und die conjugirten Durchmesser sind
conjugirte Durchmesser geblieben. Es sind das alles noch Eigen-
schaften, welche die Flissigkeit mit dem festen Kérper gemein hat.

Die drei Richtungen, welche hiernach stets auf einander
senkrecht bleiben, sollen auch hier Hauptrichtungen genannt
werden. Es soll ferner das Verhaltniss

die lineare Dilatation der Linie zwischen dem Punkte x, y, z und
dem ihm benachbarten genannt werden. Sie ist constant auf der
Oberflache jedes Kegels mit der Gleichung

oder in der Euler'sehen Form

WO

gesetzt wurde. Auf dem Kegel

oder
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ist sie z. B. gleich Null, wahrend sie nie unendlich werden kann,
da der Factor von 6 nie verschwindet. Die Axen des allgemeinen
Kegels sind zugleich die Hauptrichtungen, und 6 bestimmt sich aus
der Gleichung

oder in der Euler'sehen Form aus der Gleichung

Schliesslich ergiebt sich die Richtung des betrachteten Linien-
elementes, d. h. das Verhaltniss a : B :y resp. das Verhéltniss
8 : A\: £ aus den Gleichungen, welche nach den bekannten Aende-
rungen aus den obigen entstehen.

Es wird im Allgemeinen sich empfehlen, die Coordinatenaxen
in die Richtungen der Hauptdilatationen zu legen, dann kann man
jede beliebige Dilatation durch diese ausdriicken vermittelst der
Gleichung

wo A ¢, v die Richtungswinkel des betrachteten Elementes sind.

Wir werden bei der Betrachtung der Drehungscomponenten
noch Gelegenheit haben, hierauf zuriickzukommen. Vorlaufig soll
nur hervorgehoben werden, dass sich auch auf diesem Wege nach
den obigen Vorbereitungen ohne Weiteres das Resultat ergiebt,
das oben nach Helmholtz abgeleitet wurde, dass namlich die
Flussigkeitsbewegung in drei Theile sich zerlegen lasst, namlich
in eine Verschiebung, Drehung und Ausdehnung oder Zusammen-
ziehung. Letztere ist passender Weise als die~Elmditatsbewegimg
Zu bezeichnen.
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& 17.

In den ersten Abschnitten des folgenden Theils wird von der
Rotation der Theile abgesehen, d. h. die Existenz eines Geschwindig-
keitspotentials angenommen werden. Damit werden, wie Helmholtz
gezeigt hat, zwei Falle von sehr allgemeiner Natur von der Betrach-
tung ausgeschlossen, namlich der Fall der Bewegung einer vollstéandig
von festen Wanden eingeschlossenen incompressibeln Flissigkeit und
der Fall der stationaren Bewegung einer solchen. Was den ersten
Fall betrifft, so folgt aus einem bekannten Satze von Green., dass
das Geschwindigkeitspotential im Innern eines Raumes constant
ist, wenn es Uberall an seiner Oberflache constant ist, dass somit
eine FlUssigkeitshewegung mit der Existenz eines der Gleichung (30)
genigenden Geschwindigkeitspotentials im Innern nur dann statt-
finden kann, wenn sie irgendwo an der Oberflache stattfindet.
Daraus folgt aber, dass in einem vollstandig von tropfbarer Fllssig-
keit erfullten Raume mit festen Wanden, an denen die Flussigkeit
haftet, Bewegung ohne Rotationen der Elemente nicht méglich ist.
Es ist jedoch dieses Ergebniss auf solche Raume zu beschranken,
welche im Sinne von Riemannl) einfach Zusammenhangen, weil in
mehrfach zusammenh&ngenden die Function vieldeutig sein kann,
der Green'sehe Satz aber nur fur eindeutige Functionen gilt.
Hieran lassen sich unmittelbar die Bemerkungen knipfen, dass in
einem mehrfach zusammenhéangenden, vollstdndig von Flissigkeit
erfullten Raume mit festen Wanden nur eine einzige rotationsfreie
Bewegung existiren kann und zwar mit vieldeutigem Geschwindig-
keitspotentiale, dass in einem einfach zusammenh&angenden Raume
mit theilweise freien Wanden nur eine einzige Bewegung mit ein-
deutigem und in einem entsprechenden mehrfach zusammen-
ha&ngenden Raume nur eine einzige Bewegung mit mehrdeutigem
Geschwindigkeitspotentiale méglich ist, wenn in den letzten beiden
Féallen die Normalcomponente der Geschwindigkeit an der freien
Oberflache gegeben ist. Und zwar ist das Geschwindigkeitspoten-
tial im letzten Falle gleich der Summe derjenigen, welche gelten,
wenn einmal der Raum vielfach zusammenhangend ist und die

) Riemann, Cr. J. Bd. 54, S. 108.
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Wande durchweg fest sind, und wenn das andere Mal der Kaum
einfach zusammenhangend und die Wande zum Theil frei sind.

Dass eine stationare Bewegung ebenfalls nicht ohne elementare
Rotationen vor sich gehen kann, ergiebt sich nach Hankel schon
aus der Bemerkung, dass hier wie bei dem eben betrachteten
Falle die zur Oberflache normalen Geschwindigkeitscomponenten
verschwinden; dieselben Folgerungen, welche an diese Thatsache
dort sich kntpfen, ergeben sich daher auch hier, und so erhalt
man den erwahnten Satz.

Im Folgenden wird, wie gesagt, zunachst die Existenz der
Function @ vorausgesetzt werden. Wenn trotzdem auch stationare
Bewegungserscheinungen behandelt werden, so geschieht dies mit
Vernachlassigung der dann nothwendig vorhandenen Rotationen
der Theilchen. In der Tliat kann man trotz dieser Vernachl&ssi-
gung zu einer anndhernd befriedigenden Beschreibung mancher
Erscheinungen gelangen. Die meisten ihrer Eigenschaften hat die
Function @ mit der durch die Gleichung (14) definirten Function V
gemein; in mehrfach zusammenhangenden Raumen kann es, wie
gesagt, mehrdeutig werden. Es enthalt wie V eine willkurliche
Constante, welche man. fur beide Gréssen meist durch die Fort-
setzung bestimmt, dass in der Unendlichkeit dieselben verschwin-
den sollen. Wesentlich ist, dass die Diferentialquoticnten beider
Grossen stets und Ubercdl eindeutig und stetig sein mussen, letzteres
mit einer Einschrénkung, von welcher in dem Capitel Uber freie
Flussigkeitsstrahlen die Rede sein wird.

Dass unter Wirkung von Kraften, welche ein Potential V
haben, und bei unendlich kleinen Bewegungen u, v, w der Aus-
druck (29) immer in erster Annaherung ein vollstandiges Differen-
tial, also nédherungsweise eine Function @ vorhanden sei, ist be-
kanntlich von Lagrangel) behauptet, aber von Poisson2 widerlegt
worden. Challis3 hat sogar gezeigt, dass, selbst wenn fur t — o
die Grossen u, v, iv exact gleich Null sind und immer unendlich
klein bleiben, (29) nicht nothwendig ein vollstéandiges Differential ist,
dass es vielmehr, um ein solches zu erhalten, der Multiplication
mit einem Factor t~a bedurfe, in welchem aber a nicht nur nicht
gleich Null sein durfe, sondern sogar so gross sein musse, dass
das Product fur t = o endlich werde.

b Logrange, Mccanique analytique, T. I.

2) Poisson, Mem. de I’Ac. des Sc. 10, p. 554.

8) Challis, Phil. Mag. (2) Bd. 24, p. 94.

Auerbach, Hydrodynamik. Q
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Von grosser Wichtigkeit fur die Entwickelung der Hydrodyna-
mik ist dagegen ein anderer, schon von Lagrange aufgestellter Satz
geworden, welcher aussagt, dass, falls der Ausdruck (29) einmal ein
vollstandiges Differential sei, er immer ein solches bleibe. Dieser von
Lagrange und PowerX nur fir einzelne Falle, von Cauchy® all-
gemein bewiesene Satz scheidet diejenigen Flussigkeitshewegungen,
welche wir hier betrachten, ausserst scharf von denen, welche
spater ins Auge gefasst werden sollen und bei welchen die
Clebsch'sehen Functionen % und d. h. die elementaren Rota-
tionen in Betracht kommen. Es kann nie eine Bewegung der
einen Art in eine solche der anderen Art Ubergehen. Dieser Satz
ist das Charakteristicum der idealen Flussigkeiten; bei den wirk-
lichen, d. h. reibenden Flussigkeiten wird er, wie sich im dritten
Theile zeigen wird, hinfallig. Wahrend zu seinem Beweise sich
Cauchy der Integrale der Lagrange'sehen Gleichupgen bedient,
hat spater Stokes3 einen Beweis gegeben, welcher eine Integration
nicht erfordert. lhn anzufihren ist hier nicht nothwendig, da der
in Rede stehende Satz bei der Betrachtung der elementaren Rota-
tionen ohne Weiteres sich ergeben wird.

b Power, Trans, of theCambr. Phil. S. Vol. 7, p. 455.
2) Cauchy, Mem. des Sav. Etr. T. I, p. 40.
3 Stokes, Trans, of the Cambr. Phil. Soc. Vol. 8, p. 307.



Zweiter Theil

Anwendungen der Grundgleicliungen.

Erster Abschnitt.

Stromung und Wellenbewegung der Flussigkeiten.

& 18.

Die Einfihrung des Geschwindigkeitspotentials gestattet die
Euler'sehen Gleichungen auf eine Form zu bringen, welche un-
mittelbar zur Beschreibung gewisser Stromungserscheinungen der
Flussigkeiten hinleitet. Aus (15) und (28) erhalt man néamlich

und durch Integration, mit Benutzung einer auf S. 33 gemachten
Festsetzung

Hierzu kommt die Continuitatsgleichung (30) A @ — 0.

Die Flachen V = const. werden in der Dynamik gewdhnlich
Niveauflachen genannt, und die auf ihnen Uberall senkrecht stehen-
den Linien Kraftlinien. Analog sollen hier die Flachen

@ =r const.
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Niveauflachen, die auf ihnen senkrechten Linien aber, welche
durch die Gleichungen

bestimmt sind, Stromlinien genannt werden; denn in ihnen strémt
die FlUssigkeit. Einen Raum, der von sich stetig an einander
schliessenden Stromlinien gebildet wird, hat Kirchhof) einen
Stromfaden genannt. Ein solcher Stromfaden kann niemals im
Innern der Flussigkeit enden; erfillt dieselbe einen einfach zu-
sammenhangenden Raum, so kann er auch nicht in sich zurick-
laufen; es missen dann also sammtliche Stromfaden in der Ober-
flache der Flussigkeit enden. In der Hydrodynamik tritt die
Betrachtung geschlossener Stromfaden an Wichtigkeit fur die
praktische Anwendung zurtick gegen die Betrachtung ungeschlos-
sener Stromfaden. Gerade das umgekehrte ist in einem Gebiete
der Fall, welches im Ubrigen eine nahezu volilstandige Analogie
mit der Hydrodynamik darbietet, im Gebiete der Electrodynamik.

Eingehend sind bisher nur solche Strémungserscheinungen
behandelt worden, bei denen g von t unabhangig, also die Bewe-
gung stationar ist. In diesem Ealle beschrankt sich das Problem
auf die Loésung der Continuitatsgleichung (30). Specielle Lésungen
ergeben sich ohne Weiteres; es braucht z. B. nur @ irgend einer
linearen Function von x, 7, z gleichgesetzt zu werden; die Niveau-
flachen sind dann parallele Ebenen, und die Stromlinien auf
ihnen senkrecht stehende gerade Linien. Um allgemeinere LO6-
sungen zu finden, muss man die Gleichung (30) in andere Co-
ordinaten £, 17, £ transf'ormiren. Der hierzu bequeme Weg ist
vollig analog dem im 8§ 10 zur Einfihrung neuer Coordinaten in
die Bewegungsgleichungen selbst eingeschlagenen.

Die Gleichung (30) ist namlich aquivalent mit der Minimums-
bedingung des Integrals

ockr, da fir orthogonale Coordinaten

und

) Kirchhoff, Vorl. Uber Math. Phys., S. 188.



Fir elliptische Coordinaten, welche durch die Gleichung (23) defi-
nirt sind, sind die Grossen # HZ:



begrenzte, irgendwie gestaltete Flache in der Flussigkeit sich
befindet, und wenn entsprechende Theile derselben entweder auf
beiden Seiten Flussigkeit ausstréomen lassen oder auf beiden Seiten
solche aufsaugen (Fig. 1).

Wohl aber ist dieser Fall von grosser Wichtigkeit fur die
Elektrostatik, da, wie sich zeigen lasst, die in Rede stehende Ldsung
zur Beschreibung der Gleichgewichtsvertheilung der Elektricitat
auf einer elliptischen Scheibe dienen kann. Ferner sind die obigen
Betrachtungen fir die Akustik von Bedeutung; sie finden namlich
mit geringen Modificationen auch auf Luftstromungen in Raumen
Anwendung, welche durch Flachen zweiten Grades begrenzt sind.
Die Wande vieler musikalischer Instrumente sind aber in der
That theils von cylindrischer, theils von hyperboloidischer Gestalt.
Es empfiehlt sich, bei dieser Analogie zwischen elektrischen und
hydrodynamischen Erscheinungen sogar, einen zuerst in der Theorie
der Elektricitat eingefiihrten Begriff, den des Widerstandes, auch
in die Hydrodynamik einzufiihren. Dort ist der Widerstand eines
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von zwei Niveauflachen und festen Wanden eingeschlossenen
Raumes definirt, als der Potentialunterschied zwischen den beiden
Niveauflachen, dividirt durch die in der Zeiteinheit durch den

Fig. 1.

Raum hindurchstromende Elektricitdtsmenge; hier hat man zum
Zwecke der hydrodynamischen Definition nur Potential durch
Geschwindigkeitspotential, Elektricitatsmenge durch Flussigkeits-
menge zu ersetzen.

§ 19-

In der Praxis handelt es sich meist um Strémungen, bei
welchen die Bewegung vorzugsweise oder im Mittel nach der Rich-
tung einer geradlinigen oder krummlinigen Axe vor sich geht.
Unter den Gestalten, welche in solchen Fallen die Begrenzung der
Flussigkeit haben kann, zeichnen sich zwei durch Einfachheit aus,
namlich diejenigen mit constantem Querschnitt und diejenigen mit
constantem L&angsschnitt; die ersteren Grenzen sind als Cylinder-
flachen, die letzteren als Rotationsflachen zu bezeichnen.

Wenn man, was in allen diesen Fallen von Wichtigkeit ist,
zur Untersuchung der stattfindenden Bewegung dieselbe in eine
axiale und in eine transversale zerlegt, so findet man, wie Stefanx

J Stefan, Sitz.-Ber. d. Wien. Ak. Bd. 37, Th. 2, S. 420.
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gezeigt hat, eine Reihe von interessanten Beziehungen, welche als
Consequenzen des Bestehens der Continuitéatsgleichung erscheinen
und welche fur die beiden Componenten der lebendigen Kraft der
Bewegung gelten. FuUr cylindrische Wande gilt namlich der ein-
fache Satz, der sich aus den Gleichungen ohne Schwierigkeit
ergiebt: Beim Uebergange aus einem Querschnitte zu einem anderen
wéachst die axiale lebendige Kraft genau um ebensoviel ivie die
transversale. Die Bedeutung dieses Satzes zeigt sich am einfach-
sten in solchen Fallen, in denen ausser der Mantelflache noch ein
Querschnitt als fette Wand vorhanden ist, z. B. als Boden. Da an
diesem Boden die axiale Geschwindigkeit gleich Null ist, so muss
sie Uberall Kkleiner als die radiale sein; die Curven, welche die
Theilchen beschreiben, werden daher (bei einer gewissen Voraus-
setzung) stets eine grdssere transversale als axiale Ausdehnung
haben, ein Resultat, das fur die Theorie der Wellenbewegung von
Wichtigkeit ist.

Ein sehr interessanter Pall ist der, wo Flussigkeit hinter ein-
ander durch zwei cylindrische Réhren von ungleichem Querschnitte,
z. B. aus einer engeren in eine weitere, stromt. Dann giebt es am
Anféange der weiten Rohre lebhafte Radialbewegungen in grosser
Entfernung von der Uebergangsstelle, aber nicht mehr; folglich
ist nach dem Satze von Stefan auch die axiale lebendige Kraft
kurz hinter der Uebergangsstelle grdsser als weiterhin, das ver-
tragt sich aber mit der Continuitat der incompressiblen Flussigkeit
nur dann, wenn die axiale lebendige Kraft am Anfang der weiten
Rohre sich nicht aus lauter gleich gerichteten Geschwindigkeiten,
sondern aus hin- und hergehenden zusammengesetzt; mit anderen
Worten, es treten an der Uebergangsstelle Rotations- oder Wirbel-

bewegungen ein, fur welche ein Geschwindigkeitspotential @ nicht
existirt (Fig. 2).

Ist der Querschnitt des von der Flussigkeit erfuillten Raumes
veranderlich, dagegen der L&angsschnitt ein constanter, so gilt der
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obige Satz nicht, z. B. an der eben betrachteten Uebergangsstelle
nicht zu deren beiden Seiten. Dann unterscheidet sich vielmehr
heim Uebergange von einem Querschnitt zum néachsten der Zuwachs
der transversalen lebendigen Kraft von dem der axialen durch das
Product der zwischen beiden Querschnitten an der Wand vorhan-
denen lebendigen Kraft in den Sinus des Neigungsivinkels der
Wand gegen die Axe. Hierbei ist, worauf Stefan nicht aufmerksam
macht, der Ausdruck ,lebendige Kraft* nicht in dem gewdhnlichen
Sinne zu verstehen; man hat vielmehr in der Definition der leben-
digen Kraft, wie sie Ublich ist, die Raummasse durch eine Flachen-
masse, d. h. den Raum durch eine Flache zu ersetzen. Beim
Uebergange von einem kleineren zu einem grdsseren Querschnitte
wachst die transversale lebendige Kraft starker als die axiale,
beim Uebergange von einem grdsseren zu einem kleineren Quer-
schnitte wachst die transversale weniger als die axiale.

Ist die Wand nicht fest, sondern beweglich, so ist der be-
trachtete Unterschied noch grdsser, falls sie sich nach aussen
bewegt, dagegen kleiner, falls sie sich nach innen bewegt.

5. 20.

In den meisten Fallen sind die Stromungen der Flissigkeiten
mit Wellenbewegungen verknipft, besonders immer dann, wenn
ein Theil der Oberflache frei ist, d. h. wenn die incompressible
Flussigkeit theilweise an compressible grenzt. Diese Wellenbewe-
gungen sollen jetzt, und zwar unabhéngig von den Strdmungen,
ins Auge gefasst werden. Es hat sich in diesem Gebiete nicht
als vortheilhaft erwiesen, von den allgemeinsten Gesichtspunkten
der Theorie auszugehen, wie sie durch die Grundgleichungen dar-
gestellt sind. Aus diesem Grunde hat man sich schon zu Anfang
dieses Jahrhunderts mit Vorliebe mit speciellen Problemen be-
schaftigt, und auch in neuerer Zeit ist meist an diese Arbeiten
angeknupft worden. Dank den Arbeiten von Cauchg, Poisson,
Airy, Kussel u. A. m. waren in der Mitte dieses Jahrhunderts die
einfachsten Probleme bereits geldst und an der Hand der Erfah-
rung diese Loésungen geprift worden. Hierher gehdéren nament-
lich diejenigen Falle von Wellenbewegung, in welchen die Wellen-
lange gross ist gegen die Tiefe des Wassers, diese selbst aber,
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ebenso wie die Breite, nur geringen Schwankungen unterworfen
ist, wéhrend oben die Oberflache frei ist.

Fir diesen Fall fand Greenl), wenn 3 die Breite, y die Tiefe
bedeutet, die Hoéhe der Wellen proportional mit B~By—\% die
Horizontalgeschwindigkeit mit /3- Y4y ~3 / die Wellenlange propor-
tional mit y—\M und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen-
bewegung gleich V gy, wenn g die Beschleunigung durch die
Schwerkraft bedeutet; letztere beiden Grossen sind also von der
Breite unabhéngig. Dieses Gesetz hat Bussel durch Beobachtungen
bestatigt gefunden; Andere, besonders Kelland und Airy, haben
das Problem fur beliebigen und verénderlichen Querschnitt erwei-
tert, um so dem Ziele, d. h. der Beschreibung der Wellenbewegung
in einem Canale oder in einem Flussbette ndher zu kommen2.

Ist umgekehrt die Wellenlange sehr Mein, so findet sich fiir
den Fall einer periodischen Wellenbewegung von constanter Ge-
schwindigkeit und Form in einer FluUssigkeit von gleichformiger
Tiefe, wenn c¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Bewegung,

2 37

I die Wellenléange, h die Tiefe der Flussigkeit und m = —- ist,
A

Jede Verticalebene, welche der Richtung des Bettes parallel geht,
schneidet die Oberflache in einer Sinuslinie; jedes Theilchen
beschreibt eine Ellipse, welche an der Oberflache in einen Kreis,
am Boden in eine gerade Linie Ubergeht.

Fir einen dreieckigen Canal hat Kelland3 die Ldsung auch
bei variabeler Tiefe gefunden. Ist x die Lé&ngs-, y die Quer- und
z die Verticalrichtung, so findet er das Geschwindigkeitspotential

Auch die hieraus fliessenden Satze hat Bussei durch die Beobach-
tung bestatigt gefunden.

Schwieriger ist es, die entsprechenden Probleme zu behandeln,
wenn Tiefe des Wassers und Lange der Wellen in einem endlichen
Verhédltnisse zu einander stehen. Man findet dann mit einer
gewissen Annaherung

1) Green, Trans, of the Cambr. Phil. Soc. Yol. 6, p. 457.
2) Airy, Tides and Waves, in der Encyclopedia metropolitana (London).
3i Kelland. Trans, of the R. Sne. of Edinh. vol. 15. n. 121.
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c= Vgh + 38&),
wo fc die Hohe der Wellen ist, und weiter ergiebt sich, wie Earnshaw
gezeigt hat, das Charakteristicum, dass die Welle wahrend ihres
Fortschreitens sich andert. Die Annahme von Reihung ist zur
Erklarung dieser Gestaltsanderung nicht, wie Bussei geglaubt
hatte, erforderlich.

Eines besonderen Interesses hat sich bei den Theoretikern
eine Welle einfachster Art zu erfreuen gehabt, die von Bussei
eingefiihrte Einzelwelle (primary oder solitary wave). Dieselbe
entsteht z. B. durch Einschieben eines Kegels oder eines Prismas
in einen Canal und besteht aus einem einzigen Berg ohne nach-
folgendes Thal. Eine ahnliche Welle, aber von entgegengesetzter
Natur, entsteht, wenn man plétzlich eine schmale Schicht aus dem
Canal heraushebt, und diese Welle besteht aus einem einzigen
Thal ohne Berg. Bedeutet L die halbe Lange des Berges resp.
Thaies, T die Schwingungsdauer, so ist

wo das obere Zeichen fur die positive, das untere flr die negative
Weile gilt. Diese Formeln sind von Boibertson*) abgeleitet worden;
charakteristisch fur die durch sie dargestellte Wellenbewegung ist,
dass die Theilchen nicht Ellipsen, sondern nur halbe Ellipsen
beschreiben. Verschiedene englische Physiker haben spéter die
Bussel'sehe Theorie dieses und einiger mit ihm zusammenhangender
Probleme angefochten, jedoch, wie Lord Bayleigh gezeigt hat, ohne
ausreichenden Grund.

Von den Untersuchungen allgemeiner Wellenbewegungen
kénnen hier nur die fur die Entwickelung der Hydrodynamik
wesentlichsten hervorgehoben werden. Dahin gehéren die Arbeiten
von Hagen?, welche auf der von Gerstner herrihrenden Theorie
basiren. Nach dieser Theorie giebt es (was auch mit dem obigen
Ubereinstimmt) eine Wellenbewegung, bei welcher die Tiefe des

*) Robertson, Phil. Mag. (3), Vol. 37. — (4), Vol. 1 und 5.
2) Hagen, Poggend. Ann. Bd. 107.
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Wassers zundachst als unendlich vorausgesetzt, alle Theilchen Kreise
senkrecht zur Fortpfianzungsrichtung der Bewegung beschreiben,
die Theilchen von gleichen Bahnen zusammengefasst Cycloiden
bilden, und wenn b der Radius jener Kreise ist, die Formeln

gelten; r + — ist dabei der Abstand eines in seiner Gleichgewichts-

lage befindlichen Theilchens von einem gewissen Niveau; diese
Niveauebene wiurde die Oberflache der Flussigkeit selbst sein,
wenn Lange und Ho6he der Welle sich wie % : 1 verhielten; wie
die Versuche gezeigt haben, ist aber das Verhéltniss viel grésser
(ungefahr =15:1) und folglich liegt das gedachte Niveau Uber
der Oberflache. Als Charakteristicum dieses Falles ist zu erwah-
nen, dass jeder senkrechte FlUssigkeitsfaden mit seiner Wurzel
feststeht und nur mit seinem oberen Ende hin- und herschwankt.

Das ist nicht mehr der Fall, sobald man die Tiefe als endlich
annimmtl). Ist die Tiefe sehr gering, also das Wasser, wie man
sagt, seicht, so bewegen sich alle senkrechten Faden mit sich
selbst parallel hin und her, dabei sich verlangernd und verkirzend.
Fur unendlich kleine Bewegungen war dies schon von Lagrange
erkannt worden. Das Missliche ist bei diesem Problem, dass man
nicht gleichzeitig allen Grundgleichungen mit Genauigkeit geniigen
kann. Hagen begnugt sich mit einer angendherten Darstellung,
und es ist mir nicht bekannt, ob spater Jemand die strenge LG&-
sung gegeben habe. Fur eine Tiefe des Wassers, welche weder
sehr klein noch sehr gross ist, versuchte Hagen eine Losung durch
Combination der beiden ersten Félle. Diese ldee ist sehr nahe-
liegend; aber es fragt sich: wo soll die Grenzschicht angenommen
werden, Uber welcher der erste, unter welcher der zweite Special-
fall als giltig betrachtet werden kann? Und ferner: lasst sich fur
diese Grenzschicht die nothwendige Continuitat der Darstellung
erreichen? Letzteres ist nicht mdglich; man erhalt zwar fir die

Schicht in der Hohe Z—)i Uber dem Boden dieselbe Wellenbewe-
't

gung, aber verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, je nach-
dem man den ersten Fall oder den letzten benutzt.

X Hagen, Ber. d. Berl. Ak. 1860.
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Noch allgemeinerer Natur ist der von Boussinesq Q betrachtete
Fall von Schwingungen, welche irgendwo in einer Flussigkeit erregt
werden und sich derart ausbreiten, dass sie schliesslich die ganze
Flussigkeit erfullen.

Wird der Boden horizontal angenommen, so findet man, dass
jedes Theilchen eine Ellipse beschreibt (am Boden eine gerade
Linie, an der Oberflache einen Kreis), und dass die Wellenflachen
nahezu Kreiscylinder sind, deren gemeinsame Axe die durch den
Erregungspunkt gelegte Verticale ist. Die Amplitude ist um-
gekehrt proportional der Quadratwurzel aus der Entfernung von
der Axe, andert sich aber auch bei constantem Abstand von Pach-
tung zu Richtung.

§. 21.

In etwas engerem Zusammenhang mit der Theorie steht eine
andere Arbeit desselben franzésischen Physikers®, welche die
Bewegung des Wassers in Candlen unter der Voraussetzung be-
handelt, dass dieselbe nur von der Langsrichtung x und der verti-
calen Richtung z, nicht aber von der Breite des Canales abhéngig
sei; die #-Componente der Geschwindigkeit, d. h. die Grosse u,
soll sogar auch von z unabhéngig sein. Das Geschwindigkeits-
potential, dessen Existenz angenommen wird, entwickelt der Ver-
fasser nach Taylor's Reihe nach Potenzen von z, setzt dann den
Druck an der Oberflache gleich Null und nimmt an, dass deren
Theilchen sie nie verlassen. So ergeben sich zwei Gleichungen,
aus welchen die Horizontalgeschwindigkeit am Grunde und die
Hohe eines Oberflachentheilchens Uber seinem Ruhepunkte be-
stimmt werden kann. Die erste Anndherung ergiebt die Lagranye-
schen Formeln fir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wasser-
wellen; die zweite giebt:

J Boussinesq, Compt. R. 68, p. 905.
2) Boussinesq, Compt. R. 72, p. 755. 73, p. 256.
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wo H die ursprungliche Hoéhe des Wassers, h die Erhebung, iv0
nahezu gleich V #H ist und w die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
bedeutet. Mit der Zeit nahert sich die Bewegung mehr und mehr
einem stationaren Zustande, welcher durch die Gleichungen

ausgedruckt ist.
De St. Venant) ist es zuerst gelungen, ausgehend von den
Gleichungen

giltig far ebene Wellen unter Einfluss der Schwere, zwei wesent-
lich verschiedene Ldsungen derselben aufzufinden. Sind x0, z0, tO
Constanten, so ist die erste Ldsung

wo | die halbe ,Breite* (d. h. Lange) der Welle und T die
Schwingungsdauer ist; zwischen beiden Constanten besteht die
Beziehung

Streng richtig ist diese Loésung freilich nur flr unendliche
Tiefe. Jedes Theilchen beschreibt einen Kreis, deren Radien geo-
metrisch abnehmen, wenn man im Wasser in arithmetischer Pro-
gression in die Tiefe dringt. Theilchen, deren Rotationscentren
auf geraden, horizontalen Linien liegen, bilden Trochoiden, und
das Wellenthal ist Uberall breiter als der Wellenberg. Diese
Welle nennt de St. Vcnant , die grosse Welle* und stellt ihr als
zweite Ldsung die Platschcrwelle entgegen, definirt durch die
Gleichungen:

¥ De St. Venant, Compt. R. 73, p. 521 und 589.
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Die Wellenbauche bleiben hier stets in derselben Verticalen, die

Knotenpunkte dagegen schwingen in horizontaler Linie um
m

r= + e K hin und her; jeder andere Punkt beschreibt auch
eine gerade Linie von der Lange r; aber diese Linie hat eine Nei-

. 7t .
gung, welche von Punkt zu Punkt zwischen 0 und — variirt.

Fir endliche Tiefe H muss man an den obigen Formeln eine
Aenderung vornehmen; man muss die Exponentialausdricke in x
und z durch folgende neue ersetzen:

und ferner ist jetzt:

Aber auch diese Formel”™ sind nur mit einer gewissen An-
nédherung richtig. Die Kreise werden hier Ellipsen, die geraden
Linien der Platscherwellen r bleiben gerade Linien, &ndern aber
von Punkt zu Punkt ihre Lange. Das gleichzeitige Auftreten
dieser beiden Arten von Wellen auf dem Meere und ihr gegen-
seitiges Uebergehen in einander erklart sich aus dem Umstande,
dass jede der beiden Arten aus zwei Ubereinander gelagerten der
anderen Art entstanden gedacht werden kann.

Zu ahnlichen Ergebnissen sind bei analogen Untersuchungen
Holtzmann® und Kirchhof?® gelangt. Kirchhoff3 hat dann im
vergangenen Jahre auch den Fall behandelt, dass der Boden der
Flussigkeit nicht durch eine horizontale, sondern durch eine oder
zwei geneigte Ebenen gebildet wird, jedoch nur unter der An-
nahme, dass @ eine einfach periodische Function von t ist. Am
einfachsten werden die Lésungen, wenn der Boden gegen die
Horizontale um einen rechten Winkel oder um einen halben oder

drittel solchen geneigt ist; im ersten Falle wird, wenn a = —
und n die Schwingungszahl ist:
b Holtzmann, Programm der polytechnischen Schule zu Stuttgart. 1858.

2 Kirclihoff, Yorl. Ub. Math. Phys., S. 354.
3) Kirchhoff, Mon. Ber. d. Berl. Ak. 1879, Mai.
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im zweiten
Pp= — e—az(cos ax —sin ax) — e~ax (cos az — sin a z),
V2 Y, V2

im dritten

Fur den ersten und zweiten Fall sind in Fig. 3 und 4 die
Werthe von @ fur verschiedene x und z dargestellt; aus ihnen
gewannt man zugleich eine Vorstellung von der Gesannntbewegung;

der zweite Fall liefert
in roher Anndherung
die Beschreibung der
Brandung an flachen
Ufern; fir den ersten
Fall sind in Fig. 5
auch die Niveau- und
Stromlinien gezeichnet.

In  einem recht-
winkligen Prisma ist
die einfachste Flussig-
keitsbewegung dieje-
nige, bei welcher das
Geschwindigkeitspo-
tential

= l—a(zfx)-fa2zx

ist; die Tiefe des Prismas uber der Kante ist dabei T also die

Schwingungsdauer des Wassers gleich derjenigen eines gleichlangen
einfachen Pendels. Die Oberflache ist hier stets eine Ebene. Fur
diesen Fall sind die Strom- und Niveaulinien die in Fig. 5 dar-
gestellten.

Verschiedene Physiker haben versucht, die Zusammensetzung
der Wellenbewegung mit anderen oder die Beeinflussung derselben
durch fremde Kréafte zu studiren, so Rankine) die Zusammen-

¥ Rankine, Phil. Mag. (4) 36, S. 52.
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Setzung mit einer fortschreitenden Bewegung, ThomsonJ) den Ein-
fluss des Windes auf die Wellen, und endlich W. Weber3 die
Wellenbewegung des Wassers in einem Kautschukrohr, d. h. in
einer nachgiebigen Wandung. Die Gesetze dieser letzteren Bewe-
gung sind analog den Bewegungen der Saiten und der Luftsaulen
bei fester Wandung. Es ist jedoch hier nicht der Ort, auf diese

Fig. 6.

Specialuntersuchungen einzugehen, und ebensowenig auf die An-
wendungen, welche von den Gesetzen der Wellenbewegung auf die
Theorie der Bewegung der Schiffe auf dem Meere, insbesondere
auf die Theorie des sogenannten Rollens und Stampfens, nhament-
lich von franzésischen Physikern, wie Boussinesq, de St. Venant,
Berlin, Morin und Caligny gemacht worden sind.

g 22.

Die bei den betrachteten Wellenbewegungen herrschende Kraft
ist die Schwerkraft, d. h. die Anziehungskraft der Erde. Die
grosste Wellenbewegung, welche existirt, verdankt aber ihre Ent-
stehung einer anderen Anziehungskraft, namlich derjenigen des
Mondes und der Sonne. Das sind die Gezeiten, Ebbe und Fluth.
Und so schwer es sein mag, es auszusprechen, es lasst sich nicht2

0 W. Thomson, Phil. Mag. (4) Yol. 42, p. 362.
2 W. Weher, Ber. d. K. Sachs. Ges. d. W. 1867, Yol. 4, p. 353.
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laugnen, dass die Theorie der Gezeiten in den letzten dreissig
Jahren wenig und in wesentlicher Hinsicht Gberhaupt keine Fort-
schritte gemacht hat. Vielleicht liegt das daran, dass ein grosser
englischer Gelehrter, G. B. Airy Q, seiner Zeit vorauseilend, damals
eine Theorie aufstellte und ausfuhrte, welche in Anbetracht der
Schwierigkeit und der Verwickelung der Verhaltnisse geradezu
bewundernswurdig ist, und in welcher er nicht nur die einfacheren
Umstande, sondern auch den Einfluss der Reibung, der Continente,
der Winde u. a m. bertcksichtigte, um den 6rtlichen und zeit-
lichen Verlauf, sowie die quantitativen Verhaltnisse von Ebbe und
Fluth mit moglichster Genauigkeit zu bestimmen. Aber trotz
alledem sind die Mangel an Uebereinstimmung zwischen Theorie
und Beobachtung nicht gering, und sie sind, wie gesagt, inzwischen
nicht geringer geworden.

Ich beschréanke mich daher, nach dem einfachen Hinweise auf
die Untersuchungen von Challis und Abbot3, denen noch einige
andere ebenso unwesentliche Hinweise hinzugefiigt werden kénnten,
darauf, die Satze anzufihren, in welche Thomson und Tait4 den
gegenwartigen Stand der Theorie zusammengefasst haben.

A) In der Gleichgeivichtstheorie wird angenommen, dass die
Oberflache des Wassers in jedem Augenblicke senkrecht sei zur
Resultante der wirkenden Kréfte.

Diese Theorie gehort eigentlich nicht hierher; sie muss aber
angefuhrt werden, weil die dynamische Theorie bisher nicht anders
dargestellt worden ist als in Form einer Correction der Gleich-
gewichtstheorie. Nach ihr stellt sich die Fluthhthe als eine Summe
von drei auf den Mond und drei auf die Sonne beztglichen Gliedern
dar, welche sich resp. auf die halbtaglichen Mond- und Sonnen-
fluthen, auf die taglichen Mond- und Sonnenfluthen und auf die
vierzehntagigen Mond- und halbjahrigen Sonnenfluthen beziehen.

1) Die erste ist einfache harmonische Function der geographi-
schen Lange mit der Periode 180°, und ihre Amplitude ist pro-
portional dem Quadrate des Cosinus der Declination von Mond

a G. B. Airy, Tides and Waves, London 1846.

2) Challis, Phil. Mag. (4), Vol. 39, p. 18, 260, 435.

3) Abbot, Phil. Mag. (4), Vol. 39, p. 49.

4) Thomson and Tait, Natural Philosophy, Vol. I, §. 805 bis 811. —
Vergl. die neueste Abhandlung von Thomson uUber diesen Gegenstand,
Phil. Mag. 1880, R3d. 10.
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resp. Sonne, also nur innerhalb sehr enger Grenzen schwankend.
Das Maximum findet an jedem Orte genau zur Zeit des Meridian-
durchganges des wirkenden Korpers oder des entgegengesetzten
Punktes statt.

2) Die tagliche Fluth ist eine einfache harmonische Function
der geographischen Lange mfl der Periode von 360°, und ihre
Amplitude variirt mit dem Sinus der doppelten Declination von
Mond resp. Sonne, also ziemlich stark und rasch. Ihr Maximum
(oder Minimum, je nach dem Vorzeichen der Declination) findet
genau zur Zeit des Meridiandurchganges statt.

3) Die vierzehntéagige Mond- und halbjahrige Sonnenfluth ist
eine Variation der mittleren Wasserhdhe in der Weise, dass bei
kleinen Declinationen das Wasser am Aequator am hdéchsten, an
den Polen am niedrigsten ist, bei grossen ndrdlichen oder sid-
lichen Declinationen dagegen umgekehrt an den Polen am héch-
sten, am Aequator am niedrigsten ist.

B) Diese Theorie ist aber mit der Erfahrung véllig im Wider-
spruch, was auch nicht wunderbar ist, da ihre Grundvoraus-
setzungen nicht erfullt sind. Bringt man demgema&ss passende
Correctionen an der Gleichgewichtstheorie an, so erhalt man die
folgenden Hauptsatze der dynamischen Theorie:

1) Die halbtégliche Fluth zeigt ihr Maximum nicht genau zur
Zeit des Meridiandurchganges des wirkenden Koérpers oder seines
entgegengesetzten Punktes, sondern vorher oder nachher; ihre
Hohe variirt mit der geographischen Breite nach einem compli-
cirten Gesetze, so dass sie an den Polen nicht gleich Null ist;
ausserdem ist sie auch von der geographischen Lange abhangig.

2) Dasselbe gilt von der taglichen Fluth. Es findet hier nicht
genau beim Meridiandurchgange Fluth oder Ebbe statt, je nach-
dem die Declination nordlich oder sudlich ist, sondern sie kann
sehr lange vorher oder nachher stattfinden; ihr Betrag ist weder
an den Polen noch am Aequator wie oben gleich Null, und uber-
dies von der geographischen Lénge abhangig.

3) Was endlich die vierzehntagigen Mond- und halbjahrlichen
Sonnenfiuthen betrifft, so giebt es zwar nach beiden Theorien eine
Breite, in welcher dieselbe fortfallt, wahrend sie in jeder anderen
Breite einen constanten Werth hat, und ihr Werth daselbst ist
nach beiden Theorien proportional der Abweichung des Quadrates
des Sinus dieser Breite von dem Quadrate des Sinus derjenigen
Breite g0, wo die Fluth Null ist; aber diese letztere ist hier nicht
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gleich arcsin ~/-1. wie dort, sondern gleich arcsin

8 der Mittelwerth von 3 sin2 @— 1 (¢p geographische Breite) fur
den ganzen mit Wasser bedeckten Theil der einen oder der an-
deren Erdhalbkugel ist. Ware die Erdoberflache ganz oder in
verschiedenen Breiten in gleichradssiger Weise mit Wasser bedeckt,
So ware somit

In Wahrheit drangt sich aber das Land mehr im Norden, das
Wasser mehr im Siden zusammen, und eine ungefahre Berech-
nung, welche ich anstellte (eine genaue scheint nicht ausgefthrt
worden zu sein), ergiebt fur die nérdliche Halbkugel

d= —0,1584, also y0= 31°59,
fur die sudliche Halbkugel

Zweiter Abschnitt.

Ausfluss und Strahlbildung.

8. 23.

Auch die Lehre vom Ausfluss der Flussigkeiten und der Bil-
dung freier Strahlen weist zwischen Beobachtung und Berechnung
eine noch bedeutende Licke auf; nur die einfachsten, dem Boden
der Wirklichkeit entzogenen Féalle haben bisher mathematisch
behandelt werden koénnen; alle der Beobachtung zugénglichen
Félle dagegen bieten der Andlysis noch unuberwundene Schwierig-
keiten dar.

Was zunachst die Theorie der Ausflussmenge betrifft, so kann
ich mich kurz fassen. Was sich bei Vernachlassigung der Reibung
Uber dieselbe sagen lasst, ist durch das Torricelli'sehe Theorem:
v = V 2gli (wo v die Geschwindigkeit und h die Tiefe unter dem
Niveau, d. h. die Druckhohe bedeutet) in Verbindung mit der
»Contractio venae“ gegeben.
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Die Untersuchungen andererseits, welche z. B. Hagen Uber
den Einfluss der Temperatur auf den Ausfluss der Flussigkeiten
angestellt hat, auch soweit derselbe von der Reibung unabhéngig
ist, gehdéren nicht in den Rahmen dieser Abhandlung.

Was die Contractio venae an sich und die Ubrigen in der
Nahe der Ausflusséffnung in Betracht kommenden Erscheinungen
betrifft, so lagen zum Anfange dieses Jahrhunderts zahlreiche
Experimental Untersuchungen vor, insbesondere von JBossut, Eytel-
wein, HAubuisson etc.

Eine theoretische Bestimmung versuchte auf Grund einer ein-
fachen Anschauung vom Vorgange des Ausflusses Bayer]. Der-
selbe nimmt an, dass alle Theilchen im Innern des Gefasses, welche
in einem bestimmten Zeitpunkte auf einer um den Mittelpunkt der
Oeffnung beschriebenen Halbkugelflache liegen, diese Eigenschaft
auch bei ihrer Annéherung an die Oeffnung beibehalten. Dadurch
wird erfordert, dass die Geschwindigkeiten sich verhalten wie die
Quadrate der Entfernung von der Oeffnung. Das geht so lange
fort, bis die Entfernung nur noch klein gegen den Radius der
Oeffnung ist, von nun an tritt eine eigenthiimliche Verénderung ein.
Von den beiden Componenten der nach dem Mittelpunkt der
Oeffnung gerichteten Geschwindigkeit namlich, der axialen und
der transversalen, nimmt die erstere immer mehr zu, die letztere
immer mehr ab, bis schliesslich ausserhalb des Gefasses an der
Stelle des kleinsten Querschnittes nur noch die axiale Geschwindig-
keit vorhanden ist, und zwar in demselben Betrage, wie urspring-
lich die nach dem Mittelpunkt der Oeffnung gerichtete, d. h. im
Betrage V 2gli.

Unter diesen Voraussetzungen ergiebt sich die Contraction

des Strahles bei kreisformiger Oeffnung gleich 0 0 = 0,617, was

mit den empirischen Zahlen von Bossut (0,617), Eytelwein (0,6176)
und DAubaisson (0,619) sehr gut Ubereinstimmt.
Ferner ergiebt sich als Verhéltnis™ der axialen zur trans-

so dass der Grenzwinkel 58° 8' 54" wird. Endlich ergiebt sich, dass
der Strahl in einem dem Radius der Oeffnung gleichen Abstande
von derselben seine grdsste Contraction aufweist.

") Bayer, Crelle’s Journ. f. Baukunst, Bd. 25, Compt. R. T. 26.
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Von anderen Vorstellungen scheint Gauklerl bei Ableitung
der Resultate ausgegangen zu sein, welche er ohne diese Ableitung
mitgetheilt hat. Er nimmt zuerst den Fall eines unendlich langen
Spaltes zwischen zwei Ebenen und findet hierfur, wenn die Ebenen
eine Neigung von ft0 gegen die Verticale besitzen, als Contraction

C= >($§/;f cos&)),

also fur einen Spalt in horizontaler Wand C = —e Denkt man

sich nun eine quadratische Oeffnung als Durchschnitt zweier der-
artiger Spalte, so findet man fur diesen Fall, gerade wde Bayer

fur eine kreisformige Oeffnung, C = Dagegen ergiebt sich

far letztere hier C = % und endlich fur den Fall, dass an eine

Oeffnung mit dem Contractionscoefficienten C eine Réhre angesetzt
wird, der Coefficient V C.

Von fundamentaleren Grundlagen geht Boussinesqd aus. Er
stellt ndmlich die Differentialgleichung des Geschwindigkeitspoten-
tials auf, d. h. die Gleichung A @ = 0, und flugt ihr diejenigen
Bedingungen hinzu, welche noch erftllt werden muissen. Die Oeff-

nung liege in der s-Ebene; dann sei fur z — 0 0; —f(x,y).

Die Geschwindigkeit im Innern muss ferner in der Néhe der Oeff-
nung klein sein. Diesen Bedingungen genugt die Function

Was nun die Function /betrifft, so muss sie verschwinden flr
alle Punkte der #-Ebene (fir welche sie ja Uberhaupt nur gilt),
ausser fur die Punkte der Oeffnung. Das ist zweifellos. Zweifel-
haft dagegen ist die Richtigkeit der weiteren Annahme Boussinesq's,
dass nicht nur am Rande der Oeffnung, sondern auch in ihrer
Mitte / verschwinde, d. h. also die Geschwindigkeitscomponente
nach der ~-Richtung nicht existire. Nimmt man dies trotzdem an,
so findet man fiir eine rechteckige Oeffnung mit den Seiten 2a — op

¥ Gaukler, Mem. de I'Acad. des Sc. T. 10, 475.
2) Boussinesqg, C. R. T. 70, p. 33, 117, 1279.
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parallel der x-Axe und 2b parallel der y-Axe, falls die Bewegung
von X unabhéngig ist,

Die Constante c bestimmt sich aus der Bedingung, dass am Rande

sein muss, wenn h die Druckhéhe bezeichnet. Diese Theorie ergiebt
die Ausflussmenge gleich 0,6283 X 2b V 2gh, also den Gontrac-
tionscoefficienten C 0,6283. Nahezu derselbe Werth ergiebt
sich auch aus einer weiter unten folgenden strengeren Unter-
suchung, bei welcher freilich die Schwerkraft ausser Acht ge-
lassen ist.

8. 24.

Auch Uber die Beobachtungen des ausfiiessenden Strahles
selbst darf hier rasch hinweggegangen werden, weil die an die-
selben geknipften Betrachtungen einer Theorie der Erscheinungen
betrachtlich fern bleiben. So die Untersuchungen von Dejean®),
Laroque?d und selbst die an sich so schénen Untersuchungen von
Magnus3.

Letzterer ging von der Beobachtung aus, dass man den Aus-
tritt des Wassers aus einem breiten Ansatzrohre verhindern kann,
wenn man in dasselbe einen dinnen Wasserstrahl von aussen ein-
treten l&sst.

Zur Gewinnung eines Verstandnisses dieser Erscheinung stu-
dirte er das Aufeinanderplatzen verschiedener Strahlen, und dies
gab ihm Veranlassung, spéaterhin auch die Erscheinungen an einem
einzigen Strahle durch Combination zu erklaren. Er fand zunéchst,
dass zwei auf einander stossende Strahlen eine schalenférmige
Flache bilden, deren concave Seite nach dem Strahle mit geringe-
rem Durchmesser, resp. geringerer Geschwindigkeit gerichtet ist,

) Dejean, C. R. T. 40, L’Inst. 1855.

2) Laroque, Ann. de Ch. et de Phys. (3) 57, p. 484. — (4) 1, p. 276.

3 Magnus, Mou. Ber. d. Bert Ak. 1847. Abhand], ders. 1848. Pogg.
Ann. Bd. 80, 95, 106.
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und welche fir gleich starke Strahlen, deren Axen uberdies in
gerader Linie liegen, in eine ebene Scheibe Ubergeht.
Diese Anschauungsweise lasst sich nun, wie Magnus meint, auf
die Erscheinung der Bauche an einem senkrecht herabfallenden
Strahle (Fig. 7) anwenden. Betrachtet man namlich
7- von allen austretenden und, wie bekannt, conver-
girenden Wasserfaden nur die beiden &ussersten,
so hat man es mit zwei auf einander platzenden
Strahlen zu thun und kommt zu dem Ergebnisse,
dass das Wasser sich in einer Ebene ausbreitet,
welche auf der urspringlichen Ebene der beiden
Faden senkrecht steht. Von dieser Wasserflache
sind nun wieder die aussersten Faden zu betrach-
ten, und so erklart sich die abwechselnde Lich-
tung der Béuche des Strahles.

Man wird zugeben missen, dass diese Er-
klarung zu einem vollen Verstandnisse der Er-
scheinung nicht ausreicht. In der That kann eine
solche nur auf Grund der allgemeinen Theorie
der Bewegung der Flussigkeiten gegeben werden,
und fur diese ist der vorliegende Fall viel zu
complicirt.

§ 25.

Zunéachst handelt es sich aber fur die Theorie

gar nicht um dergleichen verwickelte Erscheinun-

gen. Es handelt sich fur sie darum, festzustellen, welche Eigen-

thimlichheiten die Beziehungen zwischen den in den Grundglei-

chungen vorkommenden Grossen aufweisen, sobald die Flussigkeit
sogenannte Strahlen bildet.

In diesem Sinne hat Helmholtz) die Aufgabe gefasst. Das
Charakteristische der in Rede stehenden Bewegung ist ein zwei-
faches: erstens die Discontinuitat der Bewegung und zweitens das
Entstehen von sogenannten Wirbeln. Dass die letzteren, denen

1) Helmholtz, Mon. Ber. d. Berl. Ak. 1868, p. 215. Phil. Mag. (4) 36,
p. 337.
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sich die Aufmerksamkeit der Beobachter vorzugsweise gewidmet
hat, hier entstehen mussen, folgt schon aus den im 8§ 19 angefuhr-
ten Untersuchungen von Stefan Uber die lebendige Kraft bewegter
Flussigkeit. Es zeigte sich dort, dass Rotationen bei jeder Aende-
rung des zur Bewegungsrichtung senkrechten Querschnittes ein-
treten mussen; eine solche Aenderung des Querschnittes findet
aber hier in hohem Grade statt. Wie diese Wirbel entstehen, das
freilich l&asst sich hier nicht zeigen; dazu reicht namlich die Be-
trachtung der Continuitatsgleichung nicht aus; es muissen die
Bewegungsgleichungen selbst hinzugezogen werden; diese schliessen
aber in der im ersten Theile betrachteten Form die Entstehung
von Rotationen Uberhaupt aus, wie am Schlisse des §.17 hervor-
gehoben wurde und spater bewiesen werden wird; mit anderen
Worten: die mathematische Beschreibung der Entstehung der
Wirbel beim Ausflusse kann nur bei Zugrundelegung vollstéandigerer
Bewegungsgleichungen, als die obigen sind, gegeben werden, nam-
lich mit Zugrundelegung der Gleichungen fur die Bewegung reiben-
der Flussigkeiten.

Was nun den anderen Punkt, die Discontinuitat der Bewegung,
betrifft, so mussen die Grundgleichungen, wenn sie Uberhaupt im
Stande sein sollen, die Entstehung freier Flissigkeitsstrahlen an-
ndhernd zu beschreiben, die Mdglichkeit einer discontinuirlichen
Beziehung der in ihnen vorkommenden Gréssen geben. Das ist
nun in der That der Fall. Die drei wesentlichsten der vorkommen-
den Grossen sind Dichtigkeit, Druck und Geschwindigkeit. Bei
einer incompressiblen FlUssigkeit ist die erste constant, und daher
der Druck ausschliesslich eine Function der Geschwindigkeit; wie
ferner die aus der Gleichung (33) bei Ausschluss ausserer Krafte
und Annahme stationdrer Bewegung sich ergebende Gleichung

in der g = 1 gesetzt wurde, zeigt, nimmt der Druck stetig ab,
wenn die Geschwindigkeit wachst, und wird — oo, wenn jene -f- oo
wird. Erfahrungsgeméass kann aber der Druck nicht unter einen
gewissen negativen Werth sinken, ohne dass die Flussigkeit zer-
reisst. Wenn aber Flussigkeit bei ihrer Bewegung auf scharfe
Rénder stosst, so wird ihre Geschwindigkeit in der That unendlich
gross, gerade wie die Dichtigkeit einer im Uebrigen endlichen
elektrischen Vertheilung an scharfen Kanten und spitzen Ecken
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unendlich gross wird. Wie nun in diesem Falle die Elektricitat
Strahlen bildet, so auch die Flissigkeit. In Wirklichkeit ist frei-
lich der Rand keiner Oeffnung absolut scharf, also wird auch die
Geschwindigkeit nie unendlich; aber sie wird doch gross genug,
um eine Discontinuitat der Bewegung im Sinne der Bildung von
Strahlen zu veranlassen. Was dabei discontinuirlich wird, ist
jedoch nur die Geschwindigkeit; der Druck dagegen, ebenso wie
die Normalcomponente der Geschwindigkeit mussen auch an den
Grenzen des Strahles stetig bleiben.

8. 26.

Die Beschréankungen, unter denen allein das Problem der
freien Flussigkeitsstrahlen hat gelést werden kdénnen, sind die
folgenden: Von der Reibung wird abgesehen, aussere Kréafte wirken
nicht, die Bewegung ist stationar; ferner ist sie von einer der drei
Coordinaten, es sei dieselbe #, unabhangig; dann gilt statt der
Gleichung (30) die neue:

(37)

Endlich durfen nicht sdammtliche Bedingungen gegeben sein.
Es darf nicht gefragt werden: Welche Bewegung hat das Wasser
beim Ausfluss aus diesem bestimmten Gefésse mit dieser bestimmten
Oeffnung? Eben so wenig, wie man in der Elektrostatik fragen
darf: Wie vertheilt sich auf einer gegebenen Oberflache die Elek-
tricitat? Sondern man muss sich darauf beschréanken, mogliche
Bewegungen analytisch darzustellen, und dann Zusehen, welcher
concrete Fall, d. h. der Ausfluss aus welchem Gefasse und mit welcher
Oeffnung dadurch beschrieben wird*e Es bleiben dann noch einige
Bedingungen Ubrig, welche fur die freie Oberflache des Strahles
gelten; nimmt man die hier an ihn grenzende Luft als ruhend
an, so sind diese Bedingungen die, dass die freie Grenze des
Strahles aus Stromlinien zusammengesetzt und dass die Geschwin-
digkeit in ihr constant, etwa gleich der Einheit sei.

9 Von denen, welche vor Helmholtz das Problem und seine Gleichungen
klar hingestellt haben, ist besonders Svanberg hervorzuheben. Da er jedoch
von der Wirkung der Schwerkraft nicht absah, behielt er zwei Gleichungen,
deren gemeinsame Integration unmoglich wurde. Crelle’s J. Bd. 24, p. 161.



sei. Es handelt sich darum, Functionen w von z zu finden, welche
diesen Bedingungen genlgen. Hierzu dient in vortrefflicher Weise
die Methode der &ahnlichen Abbildung, welche ebenfalls auf der
Gleichung (37) beruhtl).

Um sie anzuwenden, muss man die beiden Groéssen, um deren
Beziehung es sich handelt, als complexe Grdssen auf zwei Ebenen
darstellen, auf der ~-Ebene und auf der w-Ebene; man vereinfacht
aber die Untersuchung, wenn man weiter auch noch eine dritte
Ebene einfuinrt, die £-Ebene, und auf ihr die Punkte
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Uberzeugen, ud as ihrer Vergleichung mit der dartier stehent
den folgt, dess, wen men vam Punkte £= 0 nech dem Punkte £
eire gerack Linie zieht, die Lange dieser Linie, d li. die Grsse p
des Reciproke der Gesdhwindigeit, ud ihre Richtung die Ridh
tug der Banegung der Hiesigkeit im Punkte z ist  Fir die
freien Grerzen muss also g = 1, fir die frelen ud festen Grernzen
ip — const. sein, zu diesen Garezen wollen Wi, um des Gebiet
von z vollstandig zu begrerven, noch Hadhen hinzufigen, durch
welche die Hissigkeit ein- ud ausstront, indem wir die Gebiete,
as welden sie kot ud inwelde sie fliesst, vom Gebiete der
z aschliessen, als solde Gebiete, in welchen BErscheinungen der
hier betrachteten discontiniiiliden Art nicht stattfincen  Es
ertbrigt nech diesen Festsetzungen nur noch, fir iv ein den Be
dingungen entsprechendes Gebiet zu wahlen, desselbe in der
£-Bbere in den Keinsten Theilen &nlich aozubilden ud schliess
lich z nech der Geidhug

2u bestimmren  Die miglichen Arten derartiger dhnlicher Abbil-
dugen sind bekanntlich &usserst zahireich ud fir die Karto-
graphie fast ssamlich von grossem Interesse In dem hier
betrachiteten Gebiete sind bisher nur einige mit Erfolg angenwendet
worden  Dehin gehort vor allem der Fall, dess die icBoere en
urerdlicher Streifen von der Breite b s, d h des Gehiet, weldes
von p— i bis = iP0-Fb ud von p — — ® his 95=-)-00
sich erstreckt.  In diesem Falle kan men w ud £ als einnerthige
Functionen von eimander darstellen, indem nen dem Gebiet von £
die Gestalt eirer Sidel, d h die Gestalt 2neler sich schreidencer
Kreisbhdgen giebt, von deren der eire den Mittelpunkt £= 0 ud
den Redis g = 1 hat (auch der Streifen ist ein specieller Fll
einer soldhen Sichel), indem nman fermer die beiden Gridssen

as willkiriche gebrochere lineare Functionen von einander aus
driickt ud die drel in ihren vorkonmmenden Corstanten durch
willkiidiche Festsetzung dreler Punkiepeare der Grerzen der
Gehiete, weldhe einander entsprechen sallen, bestinmt. Deboei ist R
der Winkel der Sidhel in der £Bbere ud a der Winkel derjeni-
gen Sid, als weldne man den Streifen in der tiiEoene sich dernken
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kann, d. h., es ist a= o0 und die erste der obigen Grdssen ver-
wandelt sich in

™

e6 (cosy—isiny),
oder endlich in N
nd
e &,

wenn die Neigung y des Streifens gegen die a;-Axe (oder cp-Axe)
gleich Null istt Von den drei Punktepaaren kann man zwei
wahlen, ohne dadurch die Aufgabe einzuschréanken; es mdége dem
Punkte @@= — oo der Punkt £ = £x aufdem einen Kreisbogen, dem
Punkte = -f- o der Punkt £ = £2 auf dem anderen Kreisbogen,
etwa auf demjenigen mit dem Radius 1, entsprechen. Das dritte
Punktepaar dient dann zur Specialisirung der Aufgabe.

8 27.

Einiges Uber die Natur der dargestellten Erscheinungen l&asst
sich Ubrigens schon aus den allgemeinen Betrachtungen herauslesen.
zx und z2seien die im Gebiete von z den Punkten £xund £2 ent-
sprechenden, und und g2 seien die beiden von £= 0 nach £x
und £2 gezogenen Linien, so dass q2= 1 ist. Dann ist in zl und
in endlicher Entfernung davon die Geschwindigkeit des Wassers
gleich _h und in Z2und in endlicher Entfernung davon gIeichF = 1.

. 2

Das Gebiet von z (Fig. 8) ist Uberall dem Gebiete von Win den
kleinsten Theilen ahnlich, und 1 : g ist das Grossenverhaltniss klein-
ster Theile; bei zZ2wird daher die Aehnlichkeit zur Congruenz, und
folglich ist hier die Breite des Strahls gleich & denn das Gebiet
von Z stellt ja unmittelbar das Gebiet der Flissigkeit dar. Bei zX
dagegen ist die Breite der Flussigkeit gleich px ; hier mussen
Ubrigens die Wande fest sein, denn hier ist nicht g = o0; bei z2
ist das der Fall, hier konnen also die Grenzen frei sein. In den-
jenigen beiden Punkten z3 und z+, welche den beiden Spitzen £3
und £4 der Sichel entsprechen, stossen die festen Wande mit der
freien Grenze zusammen, d. h. die Linie zZ3 und zt ist ein Quer-
schnitt der Oeffnung, durch welche die FlUssigkeit aus dem durch
die festen Wande bestimmten Geféasse in die Luft austritt. Die
Tangenten an die Grenzen des Gebietes in zZ%und zt sind Wende-
tangenten, da die ihnen entsprechenden Radien @3 und die
aussersten Radien sind; z3 und zt selbst sind daher Wendepunkte
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und zwar die einzigen, welche es Uberhaupt giebt; die Krimmung
ist in ihnen, wie sich leicht zeigen lasst, unendlich gross.

Fig. 8.

Verlialtnissméssig am einfachsten gestaltet sich die Rechnung,
wenn man den Streifen in der w-Ebene von ~ = 0 bis = n
reichen lasst und den einen Kreisbogen der Sichel in der £-Ebene
unendlich gross wahlt, so dass die Begrenzung des Gebietes von £
aus einem Kreisbogen von dem Radius g = 1 und der Winkelgrosse a
und aus den beiden in seinen Endpunkten angesetzten Verlange-
rungen der Radien bis in die Unendlichkeit besteht (Fig. 9).

W-Gebiet. ~-Gebiet. ~-Gebiet.

Theilweise specialisirt. Der eine Sichelradius unendlich gross.
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In diesem Falle wird die Beziehung zwischen £ und iv

(38)

wo K, C, C Constanten und £3 und £4 die Werthe von £ fur die
Endpunkte des Kreisbogens bedeuten. In diesem Falle durfen, wie
leicht zu Ubersehen, noch zwei Punktepaare in den Gebieten von
£ und w als einander entsprechend gewé&hlt werden; es liege £xin
der Unendlichkeit, £2 auf dem Kreisbogen, und die entsprechenden
Punkte seien @ — — oo und p= ~ @e

Die Gestalt des von der Flussigkeit erfullten Raumes ist in
diesem Falle sehr einfach zu bestimmen. Die festen Wande sind
geradlinig, weil die Grenze vom £-Gebiet Uberall geradlinig ist,
ausser wo g = 1 ist, Die Richtungen dieser Wande stimmen mit
den Richtungen von und Uberein. Der freie Strahl hat in
der Unendlichkeit die Richtung von g2 und die Breite n. Beim
Austritt aus der Oeffnung ist die letztere dagegen betrachtlich
grosser.

Einige specielle Falle sind besonders interessant. Einer
derselben (Fig. 10) ist der von Helmholtz (1 c.) behandelte, wo

W-Gebiet. f-Gebiet. ~-Gebiet.
Erster Specialfall. Voller Kreis.

a — 2 X genommen wird, so dass die Grenzen des "-Gebietes aus
einem vollstdndigen Kreise mit dem Radius Eins und dem ausser-
halb desselben liegenden Stiicke der positiven rj-Axe bestehen.
Die Punkte £3 und £4 fallen hier in den Punkt £= o0, = 1 zu-
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sammen, d. h. in den Punkt -f-i, und £2 hat den Ort —i. Die
Bedingungen sind im Uebrigen

Die Gleichung (38) wird fur diesen Fall

Durch Ableitung der Wertlie von x und y aus dieser Gleichung,
ausgedrickt durch @ und @ und durch Einsetzung der fir die
Grenzen des tc-Gebietes fuir @ und @ gltigen Werthe erhélt man die
Grenzen des ~-Gebietes, d. h. die Wande des Gefasses und die
Gestalt des freien Strahls, wie sie in Fig. 10 dargestellt sind. Der
Abstand der scharfen Rander der festen Wéande, d. h. die Breite
der Oeffnung, ist 2jr, die Breite des Strahles in der Unendlichkeit
gleich n. Da nun bei der hier stattfindenden Darstellung der
kleinste Querschnitt nicht im Endlichen, sondern im Unendlichen

liegt, so folgt, dass die Contraction des Strahles gleich - ist.

Einen anderen Werth hierfir erhalt man, wenn man a = jr,
also im ~-Gebiete statt des Kreises einen Halbkreis wahlt. Man
gelangt so zu dem in Fig. 11 dargestellten Falle des Ausflusses
aus einer Oeffnung in ebener Wand. Es sei

<= —1, #A— 4"1] £2 — —G — cc.
Man erhélt dann im ~-Gebiete als feste Wand die ganze x-A.xe mit
Ausnahme des Stlckes von x = 0 bis x — 2 -(- n. Die Richtung
des Strahles ist senkrecht zur Richtung der Wand und seine Breite
in der Unendlichkeit (mit grosser Anndherung aber schon nahe
der Wand) gleich n. Die Contractio venae ist also hier

Es ist merkwirdig, wie nahe dieser Werth mit dem unter
ganz anderen Verhaltnissen von Bossut beobachteten und von
Auerbach, Hydrodynamik. 5
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Boussinesq berechneten Werthe Ubereinstimmt. Dieser Fall ist
von Kirchhoffl) behandelt worden.

In &hnlicher Weise l&sst sich eine Reihe anderer, theoretisch
weniger hervorragender Falle erledigen. Hier soll nur' noch ein
von Kirchhof (L c.) gegebener kurz angefuhrt werden, welcher
einen Strahl beschreibt, der auf eine feste Wand stisst. Die Be-
handlung dieses Falles ist durch die Fig. 12 zur Genlge erlautert.

Zweiter Specialfall. Halbkreis.
Der Strahl von der Gegend 1 kommend theilt sich in zwei; in der
festen Wand giebt es einen Punkt, in welchem sich eine Strom-
Fig. 12.

* Kirchhoff, Crelle’'s J. Bd. 71, S. 289. Yorl. S. 292 ff.
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linie in zwei neue tlieilt. Wird der Streifen unendlich breit, so
wird auch der auf die Wand treffende Strahl unendlich breit; er
tlieilt sich und lasst zwischen seinen beiden Armen ein Gebiet frei,
welches eine Gestalt hat, reciprok zu der in Fig. 11 von FlUssigkeit
erfillten. Auch l&sst sich in diesem Falle der Druck leicht be-
rechnen, welchen die Wand erleidet. Ist namlich die Geschwindig-
keit in der Unendlichkeit gleich 1, die Breite der Wand gleich
4 f-n, so ist der Druck p ='n. Ist also allgemein die Geschwin-
digkeit in der Unendlichkeit v, die Breite der Wand b und die
Dichtigkeit der Flussigkeit p, so ist

Die theoretischen Ergebnisse von Helmholtz und Kirchlioff
haben Oberbeckl) veranlasst, die discontinuirlichen Bewegungen
von Neuem der Beobachtung zu unterwerfen, und seine Aufmerk-
samkeit, mit Ausserachtlassung aller nebensachlichen Fragen, auf
die wesentlichen Erscheinungen zu richten. Wie er fand, macht
sich der Einfluss der Reibung dahin geltend, dass es sehr schwierig
ist und langeren Strémens bedarf, damit ein bestéandiger Strahl
einer incompressiblen Flussigkeit in einer anderen solchen sich
bilde (in Luft wirde die Schwere den Vergleich mit der Theorie
unmdéglich machen). Hat sich aber endlich ein Strahl gebildet,
d. h. ein an ruhende Flussigkeit stossender Strom bewegter, dann
verhalten sich die Erscheinungen véllig der Theorie gemass,
d. h. als ob keine Reibung vorhanden wéare. Nur an der Aus-
flussstelle entstehen nattrlich Wirbel, und bei grossen Geschwindig-
keiten bildet sich ein Strahl Gberhaupt nicht.

) Uberbeck, Wied. Ami. Bd. 2, S. 1
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Dritter Abschnitt.

Gemeinschaftliche Bewegung fester und flussiger Korper.

§. 28.

Zu denjenigen Theilen der Hydrodynamik, welche stets mit
Vorliebe studirt worden sind, gehort das Capitel von der Bewegung
fester Kdrper in Flussigkeiten, oder was dasselbe ist, das Capitel
von der relativen Bewegung einer FlUssigkeit gegen einen in ihr
befindlichen festen Korper.

In der That, kennt man die absolute Bewegung einer FlUssig-
keit, in welcher ein fester Kérper ruht, so genlgt es, ausserdem
die Bewegung des festen Korpers zu kennen, um die relative
gemeinschaftliche Bewegung ermitteln zu kénnen. Streng genom-
men ist die Aufgabe eine unendlich vielfache. Die Bewegung des
festen Kérpers beeinflusst diejenige der Flissigkeit, diese wieder
diejenige des festen Korpers u. s. f. Durch die obige Erwagung
wird jedoch die Aufgabe zu einer, wenigstens principiell, wesentlich
einfacheren.

Der Erste, welcher erkannte, wie vortrefflich zur Lésung der-
artiger Probleme die Layrange'sehen Gleichungen geeignet seien,
und welcher auch in der That einen Specialfall wirklich l6ste, war
Dirichlet). Es ist dies der Fall einer Kugel.

Héangt die wirkende Kraft nur von der Zeit ab, sind ihre
Componenten X, Y, Z, und setzt man

so ist das Geschwindigkeitspotential

wo R der Radius der Kugel ist.

X) Dirichlet, Mou. Ber. d. Berl. Ak. 1852, S. 12.
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Fir den Druck erhélt man ferner die Gleichung

und folglich fur den Druck PO auf die Kugeloberflache, wenn

gesetzt wird:

Dieser Druck ist also der Kraft parallel und proportional, dagegen
merkwirdigerweise im Uebrigen von der Geschwindigkeit der
Flussigkeit unabhangig. Denkt man sich nun umgekehrt auf die
Kugel die Kréfte, deren Componenten

sind, einwirkend (g0 Dichtigkeit der Kugel), auf die Flussigkeit
aber keine Kréafte wirkend, so erhalt man ohne Weiteres fir die
Componenten der Geschwindigkeit der Kugel

dagegen fiur die Componenten der Geschwindigkeit u' v' iv' des
Flussigkeitstheilchens, welches die Coordinaten

hat, die Grossen

Man sieht, dass zur Ueberwindung des Widerstandes der Flussig-

keit die Zusatzkraft . K erforderlich ist. Auch hier héngt
mithin der Widerstand nur von der Kraft und ausserdem noch
vom Dichtigkeitsverhaltnisse zwischen FluUssigkeit und festem
Kdrper ab, durchaus nicht von der Geschwindigkeit. Mit anderen
Worten: Der Widerstand héangt nicht von der augenblicklichen
Bewegung, sondern nur von deren Aenderung im néchsten Augen-
blicke ab; er wirde sofort verschwinden, wenn die beschleunigende
Kraft aufhérte zu wirken, die Bewegung aber fortdauerte.



eine Form, in welcher die Gleichung der Rotationskdrper auf-
gestellt werden kann. Der Gleichung A 9 — 0 genugt, wenn |
nur Function von t ist,



setzt, oder wenn man zu diesen Kraften noch Krafte hinzuflgt,
die ein im Unendlichen constantes Potential besitzen; im letzteren
Falle wird die Druckgleichung



gesetzt ist.

Die letztere Grosse hangt nur von der Gestalt des Korpers
ab; ihre Bedeutung erkennt man leicht, wenn man die Dichtigkeit
Po des Kdérpers einfuhrt; man findet dann namlich, dass die Grésse

= «Vv. das Verhaltniss der lebendigen Krafte der Flussigkeit und

des festen Korpers darstellt.
Die Gleichung einer Kugel ist in der hier gewéahlten Form
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Einbuchtung wird sie sogar um y40 grésser. Zwischen den Linien
A und B stromt die FlUssigkeit zurtck; endlich wird

Fig. 13. u = 0,5405,
also etwas grosser als
hei der Kugel.

Mit den Beobach-
tungen stimmen die
Ergebnisse der Rech-
nung nur in sehr un-
vollkommener Weise.
Der Grund hiervon ist
in der Reibung zu
suchen, und zwar tlieils
in der Reihung zwi-
schen festem Korper
und Flussigkeit, theils
in der Reibung der
Theilchen der letzte-
ren selbst, d. h. inihrer
Zahigkeit. Im dritten
Theile dieser Darstel-
lung wird hiervon
ausfuhrlicher die Rede
sein.

§. 30.

Das Problem der

Bewegung einer Flis-

sigkeit, in Avelcher ein ElUpsoid ruht, und damit auch das Problem

der relativen Bewegung einer Flissigkeit gegen ein in ihr bewegtes

ElUpsoid ist von Dirichlet nur angekindigt, von Clebseh') geldst
worden, In diesem Falle ist

0 Clebseh, Crelle’'s J. Bd. 52, S. 103; Bd. 53, S. 287.



schreiben, wo wf die Normale nach dem Innern des festen Korpers,
na diejenige nach dem Innern der FliUssigkeit bedeutet. Diese
Gleichung wird erfillt, wenn
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die Stromlinien darstellt, wenn fur p, M, B die ihnen zukommen-
den Wertlie eingesetzt werden. FuUr die Kugel erhalt man hieraus
Specialfalle der von Dirichlet in allgemeiner Weise gegebenen
Formeln.

Nach einer Mittheilung von Bjerhnes® ist der Fall eines
Ellipsoides gleichzeitig mit Clebsch auch von Schering behandelt
worden, und zwar in abweichender Weise; beide Methoden hat
dann Kirchhoff-) zusammengestellt.

8 3L

Andere Falle sind in neuerer Zeit von verschiedenen Physikern,
namentlich von Thomson und Tait, Kirchhoff, Bjerhnes behandelt
worden.

Nur einige wenige Untersuchungen dieser Art, welche von
hervorragendem Interesse im principiellen Sinne sind, kénnen hier
beleuchtet werden; in Bezug auf die Ubrigen muss ein kurzer
Hinweis gentgen.

Der erste der von Thomson und Tait3 behandelten Falle ist
der einer Flussigkeit, welche den unendlichen Halbraum erfullt, und
in welcher eine Kugel sich bewegt. Ist die yz-Ebene die Grenze
der Flussigkeit, so sind die Bewegungsgleichungen:

(39)

Die Functionen P und Q sind hierin noch unbestimmt.

Jedenfalls ergiebt sich aber schon aus diesen Gleichungen, mit
Hinzuziehung einfacher Betrachtungen, Folgendes:

1) Eine Kugel, welche von einer unendlichen Grenzebene aus
in senkrechter Richtung in eine Flussigkeit hineingeworfen wird,
und auf welche nur der Druck der Flissigkeit wirkt, erleidet eine

b Bjerhnes, Gott. Nachr. 1874, S. 439.
2) Kirchhoff, Yorl. S. 214 und S. 233.
3) Thomson und Tait, Natural Philosophy, Yol. 1, p. 264 ff.
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allméhliche Beschleunigung; in einer Entfernung von der Ebene,
welche ihren Durchmesser mehrfach Ubertrifft, ist aber die Ge-
schwindigkeit schon nahezu constant.

2) Eine Kugel, welche in einer Flissigkeit parallel der unend-
lichen Grenzebene derselben geworfen wird, bewegt sich so, als oh
sie von dieser Ebene angezogen wirde. Dieser Satz lasst sich am
leichtesten aus der Hamilton'sehen Form der Bewegungsgleichungen
ableiten, von welcher bald die Rede sein wird.

3) Zwei Kugeln, welche in einer nach allen Richtungen un-
begrenzten Flissigkeit senkrecht zur Verbindungslinie ihrer Mittel-
punkte sich bewegen, bewegen sich so, als ob sie sich gegenseitig
anzogen.

Das letztere Resultat ist von besonderem Interesse. In seine
Kategorie fallen auch einige Ergebnisse von Bjerknes, Kirchhof
und Hoppe.

Hinsichtlich der ersten beiden verweise ich auf das Folgende;
Hopped hat den von ihm behandelten, oben besprochenen Fall
spater noch weiter verfolgt, unter der Annahme, dass der Rota-
tionskdrper in mehrere getrennte Korper zerfallt, welche ihre
Axenrichtung gemeinsam haben und in dieser sich forthewegen.
Es wird auf solche Koérper von der Flissigkeit ein Druck ausgelbt,
welcher den Anschein erweckt, als ob die Kdrper sich gegenseitig
abstiessen.

§. 32.

Complicirter ist der Fall eines Rotationskdrpers, welcher sich
nicht in der Richtung seiner Axe durch die Flussigkeit bewegt,
sondern nur unter der Bedingung, dass seine Axe stets in derselben
Ebene Z bleibe.

Die Bewegungsgleichungen, wie sie fur diesen Fall von Thom-
son und Taitd abgeleitet sind, enthalten ausser den Kraften X Y
(2 werde gleich Null gewahlt) und dem Kréaftepaare L noch als
Hulfsgréssen diejenigen Kréafte %] und dasjenige Kréaftepaar A
welche erforderlich sind, um in jedem Momente die augenblickliche
Bewegung zu erzeugen; sie lauten (nach Elimination von A):

J Hoppe, Quart. Journ. of Math. Vol. 1, p. 301.
2) Thomson und Tait, Nat. Philos. p. 264.
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tt ist der augenblickliche Winkel zwischen der Axe des Kdrpers
und der #-Axe, pA und B sind Constanten, welche von der Figur
und der Masse des Korpers und von der Dichtigkeit der Flussigkeit
abhéangen.

Wirken keine Kréfte und kein Kréaftepaar, so istL — X .=Y

= 0, und folglich sind £ und constant; die Ubrig bleibende erste
jY_B
Gleichung aber wird, wenn man 2& — ¢ und — = (T

setzt, folgende:

d. h. sie wird identisch mit der Bewegungsgleichung eines ge-
meinen Pendels mit der Masse W und dem Tragheitsmomente ft.
Hieraus findet man @ und dann u und v aus den Gleichungen

Das Problem ist hiermit auf Quadraturen zurickgefihrt.

Dass auch nach Aufhebung der beschréankenden Bedingung,
betreffend das Verbleiben der Botationsaxe in einer festen Ebene,
das Problem durch elliptische Integrale lésbar sei, hat Kirchhoff Q
gezeigt. Diese Abhandlung ist auch abgesehen von ihrem End-
ergebnisse in zweifacher Hinsicht interessant; erstens weil die Ab-
leitung der Differentialgleichungen der Bewegung fur einen belie-
bigen Kdrper und beliebige auf ihn wirkende Krafte gegeben wird,
wahrend erst bei der Integration die Annahmen des Rotationskor-
pers und des Verschwindens der Kréafte eingefuhrt werden; und
zweitens weil der Ausgangspunkt (worin freilich schon Thomson
und Tait in speciellerer Weise vorangegangen waren) durch das
Hamilton'sehe Princip gebildet wird, dessen Fruchtbarkeit von so
vielen Seiten bestritten zu werden pflegte.

Ist H das Potential der auf den Kérper wirkenden Kréfte und
T die lebendige Kraft des ganzen Systems, so ist das Princip be-
kanntlich durch die Gleichung

b Kirchhoff, Crelle’s J. Bel. 71, S. 237.



78 Rotationskdrper nach Kirchhoff.

ausgesprochen.

Zunachst lasst sich nun zeigen, dass, bei einigen leicht ein-
zusehenden Voraussetzungen, nicht nur die lebendige Kraft des
Kdrpers, sondern auch diejenige der Flussigkeit sich darstellen
lasst als homogene Function zweiten Grades der Geschwindigkeiten
uviv des Anfangspunktes des im Koérper festen Coordinatensystems
der #, y, z nach deren Richtungen und der Drehungsgeschwindig-
keiten p, r des Kdrpers um dieselben Axen. Die Coefficienten
dieser Function sind ferner durch die Gestalt des Korpers und die
Dichtigkeit der Flussigkeit bestimmt.

Bezeichnet man mit |, 17, £ ein im Raume festes Coordinaten-
system und setzt

so handelt es sich um die Bestimmung der Coefficienten a, 3y . ..,
von denen a, B, y als Coordinaten, die Ubrigen als Cosinusse zu
betrachten sind, als Functionen von t Von diesen 12 Groéssen
héngt Sl ab, wahrend T von den Goben angegebenen %, v, iv, p, q, r
abhéngt; zwischen den hiernach im Ganzen vorhandenen 18 Gros-
sen bestehen aber 12 Bedingungsgleichungen, namlich erstens sechs
Gleichungen, welche w v, iv, p, g, r durch a} B,y ... ausdriicken,
und zweitens die bekannten 6 Gleichungen zwischen den 9 Cosinus-
sen «j, /1,, yi ...

Um das Hamilton'sehe Princip zu entwickeln, muss man zu
Sl T bekanntlich die mit einem unbestimmten Factor multipli-
cirten 12 Ausdricke hinzuftigen, welche nach diesen 12 Bedingungs-
gleichungen verschwinden missen, und, wenn man mit S die
entstehende Summe, mit s aber irgend eine der 18 Variablen be-
zeichnet, die 18 Gleichungen bilden, welche die Form

bilden.

Schliesslich muss man aus diesen 18 Gleichungen die 12 un-
bestimmten Factoren eliminiren. Die 6 Gleichungen, welche man
dann erhalt, kann man in zwei verschiedenen Formen schreiben,
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deren jede gewisse Vorzige hat, namlich die drei ersten entweder
in der Form

wo M%, Mr], Mt, die Drehungsmomente der auf den Koérper wir-
kenden Kréafte in Bezug auf die Axen der 77, £ sind, als Functio-
nen von a, 3y, «i ...und oder aber in der Form:



wo L, il/, N Constanten sind. Sechs andere Integrale erhalt man
aus den ersten Formen der Bewegungsgleichungen; jedoch sind
nicht sdmmtliche dieser 9 Gleichungen von einander unabhangig.
Eine particulare Ldsung ist Ubrigens auch



der im Allgemeinen 21 Glieder enthalt, sich reducirt. Das ist
z. B. der Fall, wenn der Korper, sowohl hinsichtlich seiner Ober-
flache, als auch hinsichtlich seiner Massenvertheilung symmetrisch
zu einer Ebene, etwa zur xz-Ebene ist; es fallen namlich dann
alle Coefficienten fort, welche einen geraden und einen ungeraden
Index haben. Wenn der Kdrper in Bezug auf die xz-Ebene und
in Bezug auf die x «/-Ebene symmetrisch ist, dass heisst, wenn er
»ein Rotationskérper oder vom Charakter eines solchen“, z. B. ent-
weder ein Kreiscylinder oder Kreiskegel, oder aber ein reguléres
Prisma oder eine regulare Pyramide ist, so fallen auch noch die-
jenigen Coefficienten fort, von deren beiden Indices der eine der
Reihe 2, 1, 6, der andere der Reihe 3, 5, 4 angehért. Es wird daher



in welchen f f 1gg1hhl Constanten sind, die von LM N p und den
Grossen ¢ abhangen; nachdem man so t und @ als elliptische In-
tegrale von u gefunden hat, kann man ohne Schwierigkeit die
ubrigen Unbekannten als Functionen von t darstellen.

Setzt man p und N gleich null, so kommt man auf den von
Thomson und Tait behandelten Specialfall; man erhalt aber hier
die wirkliche Ldsung dieses Falles, welche Jene nur angedeutet
hatten. Es wird ndmlich w = 0 und g — O, also bleiben nur die
Gleichungen
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er auch den allgemeinen Fall eines Kérpers von beliebiger Gestalt.
Auch hier hat man nach Bestimmung von u, v, w, p, ¢, r durch die
Gleichungen (41a) und (41b) zur Bestimmung von a, B, y, ax..........
nur noch Quadraturen auszufuhren; die Functionen, auf welche
man kommt, sind aber selbstverstandlich von héherer Gattung als
die elliptischen.

& 33.

Ueber eine grosse Reihe anderer Untersuchungen, welche hier-
her gehéren, muss rasch hinweggegangen werden. Den Fall eines
Ellipsoids haben ausser Clebsch und Kirchhoff auch noch Ferrers Q
und Craig? behandelt. Die Arbeiten von Bjerlcnes3, in welchen
sich dieser geistvolle Forscher mit der Verallgemeinerung dieses
Problems auf einen n-dimensionalen Raum beschaftigt, gehdren
wohl eher in das Gebiet der reinen Mathematik als in dasjenige
der Physik. Mit einem Rotationskdrper hat sich ferner Kopeke4
beschéftigt.

Die Bewegung eines Kreisringes im Speciellen hat W. Thom-
son § studirt, unter der Voraussetzung, dass derselbe nicht um
seine Axe rotirt, und dass keine Krafte auf ihn wirken. Ein solcher
Kreisring bewegt sich wie ein Kreisel. Die allgemeinen Betrach-
tungen, von denen Ihomson hierbei ausgeht, stimmen mit denen von
Kirchhoff im Wesentlichen Uberein.

Mit anderen Specialfallen haben sich Schieck §, Michaelis? und
Beltrami8 beschaftigt. Letzterer untersucht die Falle, in welchen
die Axen des Ellipsoids einander gleich werden (Kugel) und in
welchen eine Axe unendlich gross (Cylinder) oder unendlich klein
wird (Scheibe). Der Fall der Scheibe, welcher an sich grosses In-
teresse darbietet, verliert es an dieser Stelle in Folge des Umstan-
des, dass die Reibung in ihm sehr gross wird, so dass die diesem
Theile zu Grunde gelegten Gleichungen auch nicht mehr ange-
naherte Giltigkeit haben. Um so ausfuhrlicher wird von diesem

Ferrers, Quart. Journ. of Math. Vol. 13, p. 330.

Craig, Amer. J. of Math. Vol. 2, p. 260.

Bjerlcnes, Gott. Nachr. 1873, S. 743 und 829; 1874, S. 285.
Kopeke, Math. Annalen Bd. 12, S. 387.

W. Thomson, Phil. Mag. (4) 42, p. 362.

Schieck, Poggend. Ann. Bd. 127, S. 524.

Michaelis, Astron. Nachr. Bd. 8, S. 183.

Beltrami, Mem. di Bologna. N. S. t. 3, p. 349.

LI CTLLX



Noch andere Specialfalle sind auf Grund interessanter Beob-
achtungsthatsachen untersucht worden; so der Fall einer in einer
incompressiblen Flussigkeit schwingenden Stimmgabel, deren Ton-
héhe dabei, wie der Verfasser) zeigte, im Verhéaltniss von 1,15:1
gegen diejenige in Luft erniedrigt wird. Den Fall einer Stimmgabel
kann man naturlich analytisch nicht behandeln; es ist jedoch
Kolacsek? gelungen, naherungsweise die Ergebnisse der Rech-
nung mit denen der Erfahrung in Uebereinstimmung zu bringen.

Endlich das allgemeine Problem der Bewegung eines beliebigen
Kérpers in einer incompressiblen Flissigkeit haben untersucht
Craig3, jedoch ohne gegentber Kirchhoff Neues beizubringen,
Dini4, Clebsch§ und H. Weber*), welcher sich zur Darstellung

¥ Auerbach, Wiedem. Ann. Bd. 3, S. 157.

2) Kolaczek, Wiedem. Ann. Bd. 7, S. 23.

3 Craig, Amer. Journ. of Mathem. Ybl. 2, p. 162. Die neuesten Ar-
beiten dieses Forschers konnten hier noch nicht berucksichtigt werden.

4 Dini, Ann. di Math. (2) T. 5. (Ueber Integration der Gleichung
A I=0)

5 Clebsch, Math. Ann. Bd. 3, S. 238.

6) H. Weber, Math. Ann. Bd. 14, S. 173.
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des Ergebnisses der Thetafunctionen von zwei Veranderlichen mit
Erfolg bediente. Die Arbeit von Clebsch schliesst sich unmittel-
bar an diejenige von Kirchhoff an. Die Gleichungen des Letzteren
werden namlich so transformirt, dass der Multiplicator derselben
gleich 1 wird, so dass es mdglich wird, ausser den beiden schon
von Kirchhoff angegebenen Integralen noch ein drittes zu finden,
so dass nur noch eines unbekannt bleibt. Dieses lasst sich nun
freilich nicht allgemein ermitteln; aber es lassen sich Falle ermit-
teln, in welchen das Problem lésbar wird. Hierzu gehort der Fall,
wo das letzte Integral eine lineare Function der Differentialquo-
tienten der lebendigen Kraft nach den Geschwindigkeiten ist: in
diesem Falle fuhrt das Problem auf elliptische Integrale; ferner
auch der Fall, wo das Integral eine homogene Function zweiter
Ordnung von denselben Variablen ist; hier kommt man aber natir-
lich auf Integrale hoherer Ordnung.

Nur zwei Probleme mussen hier, ihres principiellen Interesses
halber, ausfuihrlicher noch besprochen werden, namlich das Problem
zweier Hinge, und das Problem mehrerer kleiner Kugeln, welche
in Flussigkeit tauchen.

§. 34.

Der zuerst von Kirchhoffl) behandelte Fall zweier Ringe bie-
tet ein ahnliches Interesse dar, wie der von Thomson und Tait
betrachtete Fall zweier in Wasser sich scheinbar anziehender
Kugeln. Die Hinge seien von unendlich kleinem kreisférmigem
Querschnitte, die Mittellinie sei eine willkurliche geschlossene
Curve. Auf zwei solche Ringe werden von der Flussigkeit Druck-
krafte ausgeibt, deren Moment flr irgend eine Verriickung gleich
dem Momente der Kréfte ist, welche die Ringe auf einander aus-
Uben wirden, wenn elektrische Strome in ihnen fléssen.

Das Carakteristische in der mathematischen Natur des Pro-
blems ist die Mehnverthigkeit von <p, welche stets dann eintreten
kann, wenn der von der Flussigkeit erfullte Raum ein mehrfach
zusammenhéangender ist; hier ist er dreifach zusammenhéngend.
Man kann nun allen Bedingungen des Problems gentgen, Tvenn
man @ als Summe dreier Glieder darstellt; die ersten beiden sind

q Kirchhoff, Crelle’s J. Bd. 71, S. 263.
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der Ausdruck der scheinbaren Grissen der beiden Ringe, gesehen
vom Punkte xy z, auf welchen @ sich bezieht; das letzte Glied ist
das Potential von Massen, welche auf den Ringoberflachen liegen,
ist also nur in unendlicher Nahe der Ringe von Null verschieden.

Aus @ findet man aber leicht die lebendige Kraft T und aus
der Form, welche 8 T dann erhalt, ergiebt sich der obige Satz.

Es ist im Allgemeinen nicht erlaubt, aus der Gleichheit der
Momente der oben angeflihrten Krafte einen Schluss zu ziehen auf
die Gleichheit der Kréfte, welche die Ringe scheinbar auf einander
ausiben und welche sie austben wirden, wenn sie von elektrischen
Strémen durchflossen waren. Hierauf hat Boltzmann Q aufmerksam
gemacht. In der Arbeit, in welcher er dies tliut, giebt er auch
eine Erweiterung des Kirchhoff'sehen Satzes, fiir Ringe mit belie-
bigem Querschnitte, wenn dieser nur unendlich klein ist, und zeigt
endlich, dass die Anwendung, welche Thomson und Tait sowie
Kirchhoff vom Hamilton'lsehen Princip auf die Bewegung fester
Kdorper in FlUssigkeiten gemacht hatten, nur dann erlaubt ist, wenn
das Geschwindigkeitspotential einwerthig, d. h. der von der Flissig-
keit erfullte Raum einfach zusammenhangend ist. Das Hamilton'sche
Princip setzt namlich voraus, dass bei der Variation die Anfangs-
und Endlage aller Punkte keine Aenderung erleide. Hier ist das
aber nur hinsichtlich der festen Theile, nicht aber fur die flussigen
erreichbar; in Folge dessen kommt zur Entwickelung noch ein
Glied hinzu, welches nur verschwindet, wenn @ eindeutig ist. Fir
mehrfach zusammenhéangende R&aume ist deshalb die Berechnung
des Druckes auf diesem Wege eine sehr verwickelte, und Boltz-
mann hat daher einen anderen Weg eingeschlagen, namlich ein-
fach aus den Drucken auf die einzelnen Oberflachenelemente durch
Integration den Gesammtdruck abgeleitet.

Das Ergebniss ist, dass in der That die beiden Kréafte hydro-
dynamischen und elektrodynamischen Ursprungs, welche hier mit
einander verglichen werden, sich noch um gewisse Krafte von ein-
ander unterscheiden, falls die Ringe sich bewegen, dass aber das
Drehungsmoment dieser Zusatzkréafte fur jede Verruckung gleich
Null ist.

b Boltzmann, Crelle’s J. Bd. 73, S. 111.



Noch hervorragender an theoretischem Interesse ist der Fall
mehrerer unendlich kleiner, in einer Flissigkeit sich bewegender
Kugeln. Dieser Fall ist erst in der neuesten Zeit von Kirchhof
und von Bjerknes behandelt worden.

Der Ausgangspunkt von Kirchhof’s *) Untersuchung ist in
einer Hinsicht specieller, in einer anderen allgemeiner als derjenige
von Bjerknes. Specieller ist er, insofern von vornherein nur zwei
Kdérper angenommen werden, wahrend Bjerknes deren beliebig
viele annimmt. Allgemeiner ist er insofern, als zunachst die
Gestalt der Korp.er willkirlich gelassen wird, wahrend Bjerknes
sofort Kugelgestalt voraussetzt.

Bewegt sich nur ein einziger Kérper in der Flussigkeit, so
kann @ eine lineare Function der sechs Bewegungsgréssen uvivp qr
sein, deren sechs Coeflicienten <A @2 e<<qb einzeln der Gleichung
A @ = 0 genugen, ausserdem aber den fur die Oberflache des
Koérpers gultigen Bedingungen:

Aehnlich kann man Vorgehen, wenn zwei Kérper in der Flussigkeit
sich befinden. Es ist dann @ eine Function der zwdlf Grossen, welche
die Bewegung beider Koérper bestimmen, und die Oberflachen-
bedingungen sind die, dass an der Oberflache des einen Kdrpers die
ersten sechs Coefficienten den sechs obigen Bedingungen gentigen, die
sechs letzten aber verschwinden miussen, wahrend an der Oberflache
des anderen Korpers die sechs ersten Coefficienten verschwinden, die
sechs letzten aber den obigen Bedingungen gentigen mussen. Fur zwei
Kugeln ergeben diese Bedingungen, dass die Coefficienten der sechs
Drehungscomponenten verschwinden mussen, oo, welches dann nur
noch sechs Glieder enthalt, Iasst sich ferner mit Hilfe der Kugelfunc-

b Kirchhoff, Yorl., S. 226 und S. 247.
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tionen in eine unendliche Reihe entwickeln, welche desto schneller
convergirt, je kleiner die Kugeln im Vergleich zu ihrem Abstande
von einander sind.

Fur eine einzige Kugel ergiebt sich aus § 30

Dieser Ausdruck, fur den Mittelpunkt der einen Kugel a&c,
vermehrt um den entsprechenden fur die zweite Kugel (gekenn-
zeichnet durch gestrichene Buchstaben), ist das erste Glied von @
im Falle zweier Kugeln; zugleich ist dieses Glied ein N&herungs-
werth von @ selbst, da die folgenden Glieder desto kleiner sind,
je entfernter von einander die Kugeln sind. Das nachste Glied
setzt sich ebenfalls aus zwei Summanden zusammen. Der erste
ist, wenn r0 den Abstand der Mittelpunkte bedeutet,

Der andere Summand entsteht hieraus, wenn man in den kleinen
Klammern uvw statt u'v' w\ ausserhalb aber a'b'c'r' statt aber
setzt. In &hnlicher Weise bilden sich die folgenden Glieder.

Die lebendige Kraft T der Flussigkeit ist ein Integral, ausge-
dehnt Uber den ganzen Raum, den sie einnimmt; dafur kann man
aber bekanntlich das Integral einer anderen Grosse Uber die Be-
grenzung jenes Raumes setzen, namlich, wenn die Dichtigkeit der
FlUssigkeit gleich 1 gesetzt wird,

ausgedehnt Uber die beiden Kugeloberflachen. Es wird daher
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Andererseits ist die lebendige Kraft der beiden Kugeln, falls die-
selben nicht rotiren:

T2= 2 (we-f v24-wH 425 (U™ 4 vi24-wH).

Finden Drehungen statt, so finden sie gerade so statt, als ob die
Flussigkeit gar nicht vorhanden wéare, und sind ohne Einfluss auf
die Bewegung der Mittelpunkte der Kugeln und der Flussigkeit.
Die Summe

T— T4 R
ist dann die lebendige Kraft des ganzen Systems.

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich die Gleichungen der
Bewegung der Kugelmittelpunkte unter dem Einflliisse gegebener
Krafte XY Z X' Y'Z' aus dem Hamilton'sehen Principe ableiten;
sie sind folgende:

Mit der Integration dieser Gleichungen hat sich Kirchhof nicht
beschaftigt; er hat nur die Frage sich vorgelegt, unter der Wir-
kung welcher Krafte die Kugeln sich gleichférmig bewegen wiirden?
Es ergiebt sich, dass die auf die Kugel abc wirkende Kraft das
Potential
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hat, die zweite das durch Vertauschung von u'v'w' mit uvw aus
diesem entstehende. Schon dieser sehr speciellexFall weist die
Eigenthimlichkeit auf, dass die Wirkung jeder Kugel auf die andere
(denn auch so lassen sich die Krafte deuten) nur von der Ge-
schwindigkeit der wirkenden Kugel abhé&ngt. Die beiden Wirkun-
gen sind einander also nicht gleich und entgegengesetzt. Das ist
nur der Fall, wenn die Geschwindigkeiten beider Kugeln gleich
gross und gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind.

Uebrigens sind die Kréafte dieselben wie diejenigen zweier
magnetischer Moleciile, deren magnetische Axen die Richtung der
Bewegung haben und deren Momente gleich den Producten der

Geschwindigkeiten in die Grossen R3

WennB= B,u= u\v= viundw= —iVv'ist, so kann man
die xy-Ebene, in Bezug auf welche Symmetrie stattfindet, fest
machen und kommt auf den Fall der Bewegung einer Kugel in der
Nahe einer festen Wand, von welchem schon oben (8. 31) die
Rede war.

8. 36.

Bjerhies ¥ nimmt fir seine kleinen Korper von vornherein
die Kugelgestalt an. Aber erstens durfen ihrer unendlich viele sein,
und zweitens dirfen sie ihr Volumen veréandern. Die Radien sollen
gegen die Entfernungen sehr klein, und der Druck soll in unend-
licher P'erne, wo die FlUssigkeit ruht, einen constanten oder nur
von der Zeit abhangigen Werth annehmen. Aeussere Krafte sol-
len nicht wirken. Dann kann man ¢ darstellen in der Form

= 2<Pg+ "Vglc,

0 Bjerknes, Gott. Nachr. 1876, S. 245.
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wo g und k irgend zwei der m Kugeln bedeuten, und g~ k ist.
Um diesen Ausdruck zu bilden, geht Bjerknes gerade wie Kirchhoff
vom Falle einer einzigen Kugel aus; aber es ist hier zu beachten,
dass auch R von t abhangt; es wird daher fur eine Kugel

Hieraus kann man ohne Schwierigkeit mit Hulfe der Kugelfunc-
tionen (a4hnlich wie oben) gg und ggk ermitteln; es wird, wenn
ab c die Mittelpunktscoordinaten einer Kugel sind, und e eine belie-
bige der vier Grossen ab ¢ R bedeutet,

und ferner, wenn Dg die Operation

X —ug d y —bg d z—cg d
rg dag ' rg dbg rg dcg
bedeutet, und N\ — 1.2.3.......... n ist,

und hieraus @ in seiner bequemsten Gestalt:

wo h und i ebenfalls beliebige der Zahlen 1.... m und

Diese Function @ geniigt mit grosser Anndherung nicht nur der
Gleichung A @ = 0, sondern auch sdammtlichen Oberfidchenbedin-
gungen.

Auch die lebendige Kraft bestimmt Bjerknes in analoger Weise
wie Kirchhoff und findet, wenn V die absolute Geschwindigkeit
eines Kugelmittelpunktes, und (ih, hg) den Winkel bedeutet, wel-
chen die Centrallinie der Kugeln i und h mit derjenigen der Kugeln
h und g bildet:

CS)

Wenn die Itadialgeschwindigkeiten gegen die Radien selbst
klein sind, so kann das letzte Glied vernachlassigt werden. Nun-
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mehr ist zur Ermittelung der Wirkung wahrend der Zeit r nur
T

noch die Variation j° Tdt zu bilden (mit Bericksichtigung des

0
Umstandes, dass am Anfang und Ende die Variationen verschwin-

den sollen); das heisst die Variation:

oder, wenn p den Druck im Endlichen, p0O im Unendlichen, und
d Sg ein Element der Oberflache der Kugel g bedeutet, die Grosse

Hieraus erhélt man, da die Variationen von abcR von ein-
ander unabhangig sind, die vier Gleichungen:

Hiernach sind die Bewegungsgleichungen, analog mit den
Gleichungen (42), wenn ausser den Kréaften Xg, Yg, Zg noch die
Dilatations- oder PulsationsTcraft Ug wirkt, und wenn Mg die
Masse der Kugel g und Ng eine andere Constante bedeutet, diese:

Nach Einsetzung der Werthe der Integrale erhalt man daher
drei Gleichungen, welche sich von den Kirchhof'sehen nur der
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Form nach, namlich durch die Zerlegung von T in zwei Glieder,
deren eines hier T heisst, unterscheiden; dazu erhalt man als
vierte Gleichung

welche sich von jenen drei ersten, abgesehen von Selbstverstand-
lichem, durch das bei jenen fehlende letzte Glied unterscheidet.

Setzt man nun fir T den nach Fortlassung des letzten Gliedes
vereinfachten Werth (43) und ferner Mg -\ «f ft Rg = Mg\ so dass
Mg die Masse der Kugel, vermehrt um die halbe Masse der ver-
drangten Flussigkeit (g = 1), bedeutet, ebenso endlich

so erhalt man die folgenden vier Bewegungsgleichungen:

Bjerknes hat auch untersucht, ob diese Gleichungen mit der
Elasticitatslehre im Einklange sind und gefunden, dass dies der
Fall ist.

Unter den Specialfallen, auf welche er dann seine Theorie
anwendet ¥, verdient hier der Fall zweier pulsirender und senkrecht
zu ihrer Verbindungslinie oscillirender Kugeln hervorgehoben zu
werden. Diesen Fall hat dann Schiotz2 experimentell verfolgt
und die Ergebnisse der Theorie bestatigt gefunden. Hiernach
ziehen sich Kugeln, welche in gleicher Phase oscilliren und pulsiren,
an; solche, welche entgegengesetzt oscilliren und pulsiren, stossen
sich ab. Die Wirkung ist ferner desto grosser, je grosser die

8 Bjerknes, Yid. Selsk. Forh. Christ. 1875.
2 Schiotz, Gott. Nachr. 1877, S. 291.
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Geschwindigkeit ist, und nimmt mit der Entfernung der Kugeln
sehr rasch ah.

Auch das von Kirchlioff hervorgehobene Phaenomen der
Irreciprocitat der Wechselwirkung zweier gleichférmig sich bewegen-
der Kugeln fand Schiétz in der Erfahrung wieder, und ebenso die
Anziehung oder Abstossung, welche eine einzige schwingende
Kugel auf andere ruhende auslibt, je nachdem letztere schwerer
oder leichter sind als die Flussigkeit, und welche von Thomson?
und von Bjerknes theoretisch abgeleitet worden war; dabei hatte
eine Differenz zwischen beiden stattgefunden; beide hatten zwar
gefunden, dass, auch wenn die ruhende Kugel leichter als die
Flussigkeit ist, zuweilen Anziehung stattfinde; namlich wenn r <.C
ist; aber diesem C geben die beiden Forscher die verschiedenen
Werthe

(B Radius, q' Dichtigkeit der ruhenden Kugel). Und diese Diffe-
renz liess sich durch die Beobachtungen nicht entscheiden.

Vierter Abschnitt.
Wirbelbewegungen.
§ 8r.

Mit Recht sagt Bjerknes im Eingange seiner Abhandlung tber
die Druckkrafte von Kugeln, welche in Flissigkeit tauchen: ,Die
Entdeckungen von Birichlet und von Helmholtz haben in der
letzten Zeit fur die hydrodynamischen Untersuchungen ein neues
Feld erdffnet. Ein vortreffliches Bild der eben auf diesen Grund-
lagen weiter fortschreitenden Wissenschaft giebt die grosse Ab-
handlung von Beltrami: ,Sui principii fondamentali dell’ Idrodi-
namica razionale.“ Ja, er hatte mit noch grésserem Rechte sagen
kénnen: Zwei ganz neue Gebiete wurden der Wissenschaft durch
jene beiden grossen Forscher ertdffnet. Das eine dieser Gebiete,

8 Thomson, Phil. Mag. (4), Bd. 40.



Untersuchungen von Svanberg. 95

umfassend die Theorie der Bewegung fester Kérper in FlUssig-
keiten, haben wir soeben, ausgehend von Dirichlet's grundlegender
Abhandlung, skizzirt; zu dem anderen, welches die Theorie der
Wirbelbewegungen umfasst, wollen wir uns jetzt wenden.

Auch dieses Gebiet verdankt sein Bekanntwerden der neuesten
Zeit.

Die erste Abhandlung, welche hierher gehort, ist die von
SvanbergQ Uber die Bewegung der Flussigkeiten. Zwar hat dieser
Gelehrte die eminente Tragweite seiner Betrachtungen uber die
Rotation flUssiger Theilchen nicht erkannt; er gelangt aber doch
zu einigen Satzen, welche die Grundlage aller spateren Unter-
suchungen Uuber diesen Gegenstand bilden. Der erste Satz sagt
aus, dass die Rotationsgeschwindigkeit eines Theilchens umgekehrt
proportional ist dem Quadrate seines Abstandes von der Rotations-
axe. Aus den Gleichungen von Euler, deren sich der Verfasser,
wie damals alle Analytiker, bediente, ergiebt er sich auf folgendem
Wege. Wenn die Bewegung um die £-Axe symmetrisch ist, so ist
fur cylindrische Coordinaten z, r und ff bei Bezeichnung der Ge-
schwindigkeitscomponenten durch z\ r\ das Gleichungssystem
dieses (vergl. die Gleichung 25 a auf p. 21):

und

Die zweite dieser Gleichungen kann man auch in der Form
(44)

schreiben und erhalt so unmittelbar, wenn a eine (konstante ist,
die aber von Theilchen zu Theilchen variiren kann,

) Svanberg, Iv. Vet. Acad. Handl. 1839, p. 139. Crelle’s J. Bd. 24,
S. 153.
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Interessant ist die UebereinStimmung dieses Satzes mit dem
zweiten Keplerkehen Gesetze.

Die Gleichung (44) fuhrt auch ohne Weiteres zu dem am
Schlusse des ersten Theiles besprochenen, aber nicht bewiesenen
Satze, dass ein Theilchen, welches einmal nicht rotirt, niemals
rotirt. Nimmt man nun weiter an, dass a irgend einmal fur alle
Theilchen denselben Werth gehabt habe, so ist es eine absolute
Constante, und dann ergeben die uUbrigen Grundgleichungen das

Integral
dr* dz*

wo die Constante b wenn sie einmal gleich Null ist, dies immer
ist, so dass es eine Function @ giebt, fur welche

) dep = r'dr -fz'dz

ist.

Die drei Geschwindigkeitscomponenten zerfallen also ihrer
Natur nach in drei Classen; in die eine gehort die Drehungs-
geschwindigkeit 1U; wenn sie einmal Null ist, so ist sie es immer.
Das gilt von den beiden anderen Componenten, der axialen z'
und der radialen r' nicht; aber fur sie gilt der etwas allgemeinere
Satz, dass, wenn sie einmal die Differentialquotienten einer einzigen
Function nach ihren respectiven Richtungen sind, sie dies immer
bleiben.

8 38.

Lasst man die gemachten Annahmen specialisirender Natur
sammtlich fallen, giebt man jedem Theilchen seine eigene Rota-
tionsaxe und dieser eine beliebige und variirende Richtung, so
kommt man von den Svanberg'sehen Untersuchungen zur Theorie
der ‘Wirbelbewegungen. Die beiden obigen Satze gelten auch hier.
Um weitere zu finden, missen wir uns der im ersten Theile durch-
gefuhrten Zerlegung der Flussigkeitsbewegung erinnern, wie sie
nach Helmholtz durch die Gleichung (29 b) auf S. 29 ausgesprochen
ist, und welche flr die Drehungscomponenten £, 1j, £ zu den schon
von Cauchy]) gefundenen, aber nicht vollstandig gewurdigten
Gleichungen (31):

9 Cauchy, Mem. des Sav. Etr. T. 1
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fuhrt, welche, wie schon hervorgehoben, der Ausdruck daflr sind,
dass die Existenz von Rotationen und die Existenz eines Ge-
schwindigkeitspotentials einander ausschliessen. Fur diese Rotatio-
nen wollen wir mit Helmholtey) den Namen ,, Wirbelbewegungenu
benutzen.

Die Flussigkeit sei incompressibel und die Krafte modgen ein
Potential haben. Die Gleichungen

oder auch

geben dann unmittelbar die Verallgemeinerung des zweiten Svan-
berg'sehen Satzes. Ferner ergeben sich ohne Schwierigkeit die
folgenden interessanten Séatze:

1) Jede Wirbellinie, d. h. jede Linie, deren Richtung uberall
mit der Richtung der Rotationsaxe der in ihr befindlichen Theilchen
zusammenfallt, besteht fortwadhrend aus denselben Theilchen, wah-
rend sie mit diesen Theilchen in der Flussigkeit fortschwimmt.

2) Die Grosse der resultirenden Wirbelgeschwindigkeit

_g=V ¥ + ri2+£2

eines Theilchens andert sich in demselben Verhaltnisse wie sein
Abstand von seinen Nachbaren in der Wirbellinie.

3) Das Product aus der Wirbelgeschwindigkeit in den Quer-
schnitt eines Wirbelfadens, d. h. eines durch einen unendlich diinnen
Mantel von Wirbellinien eingeschlossenen Theiles der Flussigkeit,
bleibt bei der Fortbewegung des Fadens constant.

4) Dieses Product ist auch in der ganzen Léange eines und
desselben Wirbelfadens constant.

Hieraus folgt auch, dass ein Wirbelfaden nicht im Innern der
Flussigkeit aufhéren kann; er endet entweder in der Oberflache
derselben oder lauft in sich zuriick. Des Weiteren handelt es
sich nun darum, aus den Wirbelgeschwindigkeiten £, £ die
Bewegungsgeschwindigkeiten w, v, w zu berechnen. Dass dies

X Helmholtz, Crelle’s J. Bd. 55, S. 25.
Auerbach, Hydrodynamik. 7
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mdoglich ist, hat ebenfalls Helmholtz gezeigt. Man muss also Func-
tionen finden, welche den vier Gleichungen (7) und (31) gentgen.
Solche Functionen sind:

WO

(45a)

und wo ferner rja, £« die Werthe von £, 17, £ in den variabelen
Punkten a, & ¢ sind, wahrend r die Entfernung zwischen x, vy, z
und a, 6, ¢, und k eine durch die Oberflachenbedingungen zu be-
stimmende Constante ist.

Dabei sind die drei ersten Integrationen auszudehnen Uber
einen Raum, welcher die ganze Flissigkeitsmasse enthélt, und an
dessen Oberflache uUberall die Normalcomponente der Wirbel-
geschwindigkeit gleich Null ist. Die letzte Integration dagegen
ist Uber den ganzen Raum, welcher keine Flussigkeit enthédlt, aus-
zudehnen. Diese Gleichungen zeigen eine neue und die interessan-
teste Analogie zwischen den hydrodynamischen und den elektro-
dynamischen Erscheinungen; eine Analogie, welche man, die
Elementarwirkung ins Auge fassend, so aussprechen kann:

Jedes rotirende Wassertheilchen a bedingt in jedem anderen
Theilchen b eine Geschwindigkeit, welche senkrecht auf der durch
die Rotationsaxe von a und das Theilchen b gelegten Ebene steht,
und deren Grosse dem Volumen von a, seiner Wirbelgeschwindig-
keit und dem Sinus des Winkels zwischen der Linie ab und der
Rotationsaxe direct, dagegen dem Quadrate der Entfernung beider
Theilchen umgekehrt proportional ist.



setzen.

Die Frage, in welcher Weise die Wirbelbewegungen aus' der
Lagrange'sehen Form der Grundgleichungen abgeleitet werden
kénnen, ist von der philosophischen Facultat der Universitat zu
Gottingen gestellt und von Hankel) beantwortet worden. Am
besten thut man, sich auch zu diesem Zwecke der Function Sl zu

* Hankel, loco comm. S. 33.

7*
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bedienen, welche durch die Gleichung (19) auf S. 17 eingefuhrt
wurde. Man erhélt namlich aus den durch ihre EinflUhrung ver-
einfachten Gleichungen durch Differentiation und Subtraction,
wenn man schliesslich £i wieder eliminirt, die Gleichungen:

ist, wahrend A, B, C Constanten bedeuten.
Um hiernach die Gleichungen der Wirbellinien, deren Ele-
mente da, db, de seien, d. h. die Gleichungen

oder

oder die wegen der Proportion

mit ihnen identischen Gleichungen

+ + und
da db de
zu befriedigen, braucht man diese Gleichungen nur mit der eben-
falls aus den Grundgleichungen in der HankeVsehen Form sich
ergebenden

zusammenzuhalten. Man findet dann namlich, dass %und >p den
Gleichungen

gemass gewahlt werden mussen. Hieraus ergeben sich nun die bereits
besprochenen Eigenschaften der Wirbellinien und Wirbelfaden.
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Die obigen Gleichungen fiuhren ferner ohne Schwierigkeit zu
den folgenden, in welchen @ eine Function von a, 6, c, t bedeutet:

und folglich auch zu diesen:

Das sind aber dieselben Gleichungen (27) (S. 23), welche im
ersten Theil nach Clebsch eingefihrt wurden, und welche, die
Bewegung in eine Rotation und eine rotationslose Bewegung zer-
legend, die Integrale »p = const. und %= const. lieferten. Was
sich hier zeigt, was aber Clebsch verborgen blieb, ist die Bedeu-
tung von @ X3 x= 95 i™ das Geschwindigkeitspotential, welches
existiren wirde, wenn x verschwande, und » und %ergeben, Con-
stanten gleich gesetzt, die Wirbellinien.

8. 40.

Auch die Art und Weise, wie Beltrami) die Drehungscompo-
nenten einfihrt und bestimmt, schliesst sich unmittelbar an die
Betrachtungen an, welche im ersten Theile Uber die Zerlegung
der Flussigkeitsbewegung nach der Darstellung dieses geistvollen
Analytikers gegeben wurden. Man erhadlt nach ihm in etwas
anderer Form:

wo D die durch Gleichung (10) bestimmte Determinante,

2\06 0c/ WV — 2\0c da) ~ 2\da 06)"

und endlich

0 Beltrami, Mem. di Boi. T. I, p. 431.
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ist. Diese Formeln sind insofern interessant, als sie sich unmittel-
bar auf die Euler'sche resp. Cauclnjsehe Form bringen lassen.
Fiar t = 0 sind namlich A, JiT offenbar die Anfangsgeschwindig-
keiten; die Anfangswerthe der Drehungscomponenten sind daher:

und folglich, da man jeden Zustand als Anfangszustand ansehen
kann:

also Ubereinstimmend mit (31).

Die Wirbelfaden betrachtet Beltramix auf folgende Weise.
Man denke sich eine Linie im Innern der Flussigkeit und den
Inbegriff der durch ihre Punkte gehenden Wirbellinien, dann hat
man eine, wie sich leicht zeigen lasst, stets geschlossene Fléache,
welche ein tabularer Wirbelfaden heisst. Jede auf ihm gezogene
geschlossene Linie, welche alle Wirbellinien schneidet, heisst seine
Birectrix; auf der Oberflache eines unendlich dinnen Wirbel-
fadens ist jede Wirbellinie als Axe zu bezeichnen. Das Innere
eines Wirbelfadens heisst ein Wirbel, und zwar bei unendlich
kleinen Dimensionen der Directrix ein elementarer Wirbel. Die
Betrachtungen, welche Beltrami an diese Definitionen knupft,
schliessen sich meist an diejenigen von Helmholtz und besonders
von Handel an. Von Thomson?d entlehnt werden die beiden
Begriffe ,Strom”“ und , Circulation“, von welchen jener das

J Beltrami, Mem. di Bol. T. 2, p. 381.
2) Thomson, Trans, of the Edinb. Soc. Yol. 25.
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ausgedehnt Uber eine Linie, dieser das-

selbe Integral, ausgedehnt Uber eine geschlossene Linie, bedeutet.
Aus den fur die Wirbelfaden geltenden Gleichungen folgt dann
unmittelbar, dass die Circulation langs jeder auf einem Wirbel-
faden liegenden, einfach zusammenh&angenden Linie gleich Null
ist, und dass sie fur alle diejenigen auf einem Wirbelfaden liegen-
den geschlossenen Linien, welche sich stetig in einander Uber-
fuhren lassen, denselben Werth hat. Hieraus folgt weiter, dass
die Function udx -\xvdy \xwdz fur jeden Wirhelfaden das exacte
Differential einer Function zweier unabh&ngiger Yariabelen ist,
welche Function von Faden zu Faden wechselt. Auf jedem Wirbel-
faden giebt es ferner auch einige nicht geschlossene Linien, langs
welcher der Strom gleich Null ist. Alle Linien, welche zwei
Punkte zweier solcher Linien verbinden, und welche Uberdies
stetig in einander Uberfihrbar sind, haben gleichen Strom. Die
Circulation langs jeder Directrix ist auf einem Wirbelfaden die
gleiche und heisst transversale Circulation- Da allgemein die
Circulation gleich dem doppelten Producte der Rotationsgeschwin-
digkeit in die umstromte Flache ist, so ist insbesondere die trans-
versale Circulation gleich dem doppelten Producte derselben Grosse
in den Querschnitt des Wirbelfadens; nach Helmholtz ist sie daher
fur einen und denselben Wirhelfaden constant; wie Beltrami her-
vorhebt, eignet sie sich in Folge dessen zum Maass der Intensitat
des Wirbels.

Das allgemeine Gesetz der Wirkung der Wirbelfdden auf ein-
ander ergiebt sich auf diesem Wege ebenfalls in besonders ein-
facher Weise; Uberdies stellt es sich als eines von drei zusammen-
gehodrigen Gesetzen dar, welche sich auf die beiden Bestapdtheile
beziehen, in welche man die von Beltrami Fluiditatsbewegung
genannte Bewegung (vergl. S. 31) zerlegen kann. Diese Séatze
sind die folgenden:

1) Contraction oder Dilatation eines Flussigkeitstheilchens
hat in jedem anderen eine Geschwindigkeit gegen ersteres hin
oder von ihm weg zur Folge, proportional der Grosse der Con-
traction oder Dilatation und umgekehrt proportional dem Quadrate
der Entfernung. Dieser Satz ist zuerst von Bochl) abgeleitet
worden.

J Boch, Crelle’s J. Bd. 61.
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2) Rotation eines Flussigkeitstheilchens erzeugt in jedem
anderen eine Geschwindigkeit von derjenigen Richtung, welche bei
starrer Verbindung vorhanden ware, und von einer Grosse pro-
portional der Rotationsgeschwindigkeit und dem Volumen, und
umgekehrt proportional dem Cubus der Entfernung. Diesen Satz
hat wohl zuerst Veitmann*) abgeleitet.

3) Jeder elementare Wirbel von der Intensitat £ erzeugt in
den anderen Punkten der Flussigkeit eine Geschwindigkeit der
Richtung und der Grosse nach gleich der elektrodynamischen

Wirkung, welche der elektrische Strom -2%, am Orte des Wirbels

fliessend, in den anderen Orten austiben wirde.

Auch die Séatze betreffend die Mdglichkeitsbedingungen und
Beschaffenheit der Wirbelbewegung in Geféssen ergeben sich ein-
fach. Wenn ein Geschwindigkeitspotential existirt, so ist ndmlich
die Dilatation 0 — A go wenn nun @@ eindeutig ist, so ist die
Circulation fur alle geschlossenen Linien gleich Null, sonst ist sie
Null fur diejenigen Linien, welche sich durch stetige Veranderung
auf einen Punkt reduciren lassen; fur die Ubrigen ist sie gleich
dem fc-fachen Periodicitdtsmodul C des Geschwindigkeitspotentials
o, wo T denselben Werth fir alle Linien hat, welche sich stetig
in einander Uberfuhren lassen, stets aber ganzzahlig ist. Hiernach
erhalt man fur incompressible Flussigkeiten die interessante
Gleichung

f = —vc C dic

J k J dn
welche fir jede Flussigkeitsbewegung in einem von festen Wanden
begrenzten Raume gilt, und in der g die Geschwindigkeit, dt ein
Element des Raumes und dw ein Element aller derjenigen Flachen
ist, welche erforderlich sind, um den Raum zu einem einfach zu-
sammenhangenden zu machen. Ist der Raum von vornherein
einfach zusammenhangend, so wird die rechte Seite der obigen
Gleichung Null, also auch die linke.

Damit ist der schon im §.17 bewiesene Satz von Helmhéltz
unter allgemeineren Gesichtspunkten abgeleitet, wonach innerhalb
fester Wéande sich Flussigkeit im einfach zusammenhéngenden
Raume nur mit Wirbelbildung bewegen kann. In einem mehrfach
zusammenhangenden ist auch ohne Wirbelbildung Bewegung mdog-

* Veitmann, Schlém. Zeitschr. f. Math, und Phys., Bd. 15, S. 461.
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lieh, aber nur in einer einzigen ganz bestimmten Weise. Sind die
Wande nicht fest, sondern beweglich, so ist auch in einfach zusam-
menhangendem Raume eine wirbellose Bewegung des Wassers
maoglich; aber bei gegebener Normalcomponente der Oberflachen-
geschwindigkeit nur eine einzige ganz bestimmte; das letztere gilt,
wie oben S. 32 ausgefiihrt, auch im mehrfach zusammenhangenden
Raume, nur dass hier @ vieldeutig ist.

& 41.

In neuester Zeit hat sich die Literatur Uber diesen Gegen-
stand ungemein vervielfaltigt; manche dieser Arbeiten sind dabei
von ganz anderen Gesichtspunkten, theils rein mathematischer,
theils elektrodynamischer Natur, aus unternommen worden, liefern
aber, mutatis mutandis, schatzenswerthe Beitrdge auch zur Theorie
der Hydrodynamik; so ausser den schon citirten Abhandlungen
von Roch und von Dini diejenigen von Lipschitz) und Maxwell2.
Es muss hier genigen, darauf hinzuweisen, ebenso wie auf die
Bedeutung der grossen und beriihmten Abhandlung von W. Thom-
son 34, in welcher die Resultate von Helmholtz auf anderem Wege
abgeleitet werden, und welche besonders in zweierlei Hinsicht ein
vorzugliches Interesse darbietet; erstens durch die Allgemeinheit
der zu Grunde gelegten Anschauungen, und zweitens durch die
Analogie, in welche sie die Theorie der Wirbelbewegungen mit
der Theorie der Bewegung fester Kérper in FlUssigkeiten stellt.
Spater hat bekanntlich Thomson*), ausgehend von der wunder-
baren Gesetzmassigkeit und grossartigen Stabilitdt der Wirbel-
erscheinungen, den Versuch gemacht, nach dem Vorgdnge von
Rankine die beiden bis dahin durch eine weite Kluft getrennten
Hypothesen Uber die Beschaffenheit der Materie, die Theorie der
Continuitat und die Atomtheorie in einer Anschauungsweise zu
vereinigen. Ob diese Thomson'sehe Theorie der Wirkelatome sich

*) Lipschitz, Crelle’s J. Bel. 69.

2) Maxwell, in verschiedenen Abschnitten seines , Treatise on Electricity
and Magnetism“; vergl. auch einige Tafeln.

3) Thomson, Trans. Roy Soc. of Edinb. Vol. 25, p. 219. 1867. Vergl.
auch die Specialuntersuchungen desselben Phil. Mag. (5) 1880,

4) Thomson, Phil. Mag. (4) Vol. 34, p. 15 1867.
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bewahrt habe, darlber ein Urtheil abzugeben, ist jedoch noch
nicht an der Zeit.

8 42

Von speciellen Fallen sind bisher nur einige ausfihrlich be-
handelt worden. Wie in der Theorie freier FlUssigkeitsstrahlen,
so ist auch hier der Fall, in welchem die Bewegung uUberall parallel
einer Ebene, etwa der xy-Ebene, und unabhéngig von der z-Coox-
dinate ist, von verhaltnissmassiger Einfachheit]). Man kann sich
in diesem Falle die Flussigkeit als eine unendlich ausgedehnte
Schicht denken, begrenzt durch zwei der xy-Ebene parallele
Wande.

Unter dieser Voraussetzung werden zwei Drehungscomponenten

| und 1j gleich Null und die dritte %— — |y

Die Wirbelfaden sind also der z-Axe parallel, und da sie
hiernach ihre Lange nicht &ndern, so dndert auch £ fUr irgend ein
Theilchen seinen Wertli mit der Zeit nicht. Die obige Gleichung
in Verbindung mit der zweiten

du dv
dx + dy ~~u

giebt dann, wenn q die Entfernung des Punktes #, y vom Elemente
df der XY-Ebene ist, wenn ferner

gesetzt und die Integration Uber die ganze xy-Ebene ausgedehnt
wird, die folgende L&sung

dw = _ dw

dy 1 dx
Jeder Wirbelfaden erzeugt also gleichsam eine Geschwindigkeit,
deren Componenten

0 Kirchhoff, Vorl. S. 255.
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sind, deren Richtung also auf g senkrecht steht und deren Grosse

ist.

Kirchhof hat auch den Begriff des Schwerpunktes von Wirbel-
faden eingefuhrt. Seine Coordinaten xQyO0 sind, analog den Coordi-
naten des Schwerpunktes von Massen, durch die Gleichungen

definirt; £ vertritt also die Stelle der Masse. Auch gilt hier wie
in der Lehre vom Massenschwerpunkte der Satz, dass in dem
jetzt betrachteten Specialfalle der Schwerpunkt seinen Ort nicht
andert.

Die lebendige Kraft schliesslich wird unendlich gross, ausser
wenn

Ist nur ein einziger geradliniger Wirbelfaden vorhanden, und
sein Querschnitt unendlich klein, so andert er seinen Ort nicht,
und die Theilchen in der Entfernung g beschreiben Kreise mit

der constanten Geschwindigkeit Moum ihn, wo

die ,Masse” des Wirbelfadens ist, d. h. die Grosse, welche sich zu
der oben nach Beltrami eingeflhrten ,Intensitat* verhalt, wie in
der Mechanik die Masse zur Dichtigkeit.

Das Potential eines geradlinigen Wirbelfadens auf einen
ausseren Punkt ist nach Lipschitz und Beltramil) als der imagi-

nare Theil des mit — multiplicirten Logarithmus der complexen

Grosse z darstellbar, wenn z = x -\-iy und k die Intensitat des
Wirbels ist.

In &ahnlicher Weise lasst sich dann auch das Potential von n
parallelen Wirbelfaden darstellen,’ namlich

@) Beltrami, Mem. di Bol. T. Il, p. 420.
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_ 1 Q
W= Farctg o

W0
P+iQ= 0~ /10 —F.....,
z= x -fiy, 4-i ¢ 2= «24-* ... ,
ax «2~2 u-s-w. die Schnittpunkte der Faden mit der #?/-Ebene
und 22 ... ihre Intensitaten sind.

Sind z. B. .zwei parallele Wirbelfaden vorhanden, so drehen
sich dieselben mit der gleichen Geschwindigkeit
(} _— w i m2
r ~~ n mxql + m2p2
um ihren im Abstande p, resp. p2 befindlichen Schwerpunkt.
Die Massen mx und m2 unterscheiden sich von wirklichen
Massen besonders dadurch, dass sie, je nach dem Sinne der

Wirbelbewegung, positiv oder negativ sein kénnen. Ist z. B.
m2= — mv, so liegt der Schwerpunkt in der Unendlichkeit, und
die Faden schreiten mit der gemeinsamen Geschwindigkeit

n m . m

27 (p2— pR 2nd

senkrecht gegen ihre Verbindungslinie fort, wo d ihren Abstand
von einander bedeutet. Die Theilchen zwischen ihnen schreiten
mit ihnen fort, sogar schneller als sie, wie Thomson® flr einen
ahnlichen Fall schon friher gefunden hatte, die gerade in der
Mittelebene befindlichen bleiben in ihr und bewegen sich viermal
so schnell vorwéarts. Man kann hiernach die Mittelebene auch
zur festen Wand machen und kommt so auf den Fall eines langs
einer festen Wand fortschreitenden Wirbelfadens.

Der Fall dreier paralleler Wirbelfaden, welchen Grébli2
behandelt hat, lasst sich nur fiir gewisse einfache Verhaltnisse der
Massen mx, m2, m;ji analytisch durchftihren. Ist z. B.

= m>— — m3

so rotirt das Wirbelfadendreieck mit constanter Geschwindigkeit
um seinen Schwerpunkt; durch den dem Faden 3 gegentber-
liegenden Schwerpunkt wird das Dreieck jederzeit zu einem
Parallelogramm vervollstandigt; nach einer gewissen Zeit befinden

J Thomson, Phil. Mag. (4) 34, S. 19 f.
2 Grobli, Specielle Probleme Uber die Bewegung geradliniger paralleler
Wirbelfaden. Zidrich 1877. (Gott. Dissertation.)
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sich die Faden wieder in derselben relativen Lage und demselben
Bewegungszustande.

Im Uebrigen aber ist die Bewegung sehr complicirt; die Faden
beschreiben transcendente Curven, und zwar die Faden 1 und 2
Schleifenlinien, der Faden 3 eine Wellenlinie. Ein specieller Fall
ist der, dass das Dreieck stets rechtwinklig bleibt, und dass die
Faden alle in derselben Richtung und in demselben Sinne, 1 und 2
sogar in derselben Linie sich fortbewegen, 1 mit abnehmender,
2 (vorauseilend) mit zunehmender, 3 mit constanter Geschwindig-
keit. Ein zweiter Specialfall ist der, dass 1 und 3 auf Spiralen
sich bewegen, welche je eine gerade zur Anfangsasymptote, und je
einen Kreis zur Endasymptote haben, wéhrend 2 auf einem Kreise
sich bewegt, namlich auf dem, welchem sich die Spirale des Fadens 1
ndhert. Die Anndherung an die Kreise geschieht so rasch, dass sehr
bald 1 und 2 einen, 3 einen zweiten Kreis durchlauft, und zwar
derart, dass die beiden Radien sowohl als die beiden Geschwindig-
keiten wie V T : 1 sich verhalten, und dass der Schwerpunkt der
gemeinsame Mittelpunkt ist. Fig. 14 stellt den allgemeinen, Fig. 15
den zweiten Specialfall, Fig. 16 (a. f. S.) einen ihm correspondiren-
den Specialfall dar.

Wenn dagegen ml = m2= m3, so ist die Bewegung die durch
Fig. 17 (a. f. S.) dargestellte.
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Fortsetzung.

Grobli) untersuchte auch die Bewegung von vier parallelen
Wirbelfaden und von 2n solchen, jedoch nur unter der Voraus-

1) Grobli, 1 c. p. 63 ff.

setzung von einer resp.

n - Symmetrieebenen.
Auf specielle Falle bei
vier Faden beziehen
sich die Figuren 18
bis 21.

Sind unendlich viele
Wirbelfaden von glei-
cher Richtung vorhan-
den, und schliessen
diese sich stetig an
einander an, derart,
dass ein elliptischer
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WirbelcylinderQ entsteht, mit endlichem Querschnitt, so bleibt der
Querschnitt stets eine Ellipse und die Axen dieser Ellipse behalten
ihre Grisse 2a und 2 b, drehen sich aber mit der Geschwindigkeit

um die Axe des Cylinders; gleichzeitig aber erfahren die Faden
relative Verschiebungen.

Fig. 18. Fig. 19.

Wird a unendlich, so kommt man auf den Fall einer Wirbel-
ebene und findet, dass dieselbe sich mit der Zeit nicht dreht. Wird

Kirchhof, Vorl!.,, S. 261 ff.
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Fig. 20.
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andererseits a — b, so erhalt man einen kreisférmigen Wirbel-
cylinder und findet, dass die ihn bildenden Wirbelfdden ohne
Aenderung ihrer relativen Lage mit der Geschwindigkeit £ um
seine Axe rotiren.

§= 43-

Noch interessanter sind die Erscheinungen, welche kreisfor-
mige Wirbelfaden, d. h. Wirbelringe, darbieten; diese Gestalt ist
es auch, welche man mit Thomson den Atomen zu gehen hétte.
Befindet sich in einer Flussigkeit ein einziger solcher Wirbelring
und steht er senkrecht auf der z-Axe, so bevregt er sich in der
Richtung derselben mit constantem Radius vorwarts und zwar in
demjenigen Sinne, in welchem die von ihm begrenzte FluUssigkeit
durch sein Inneres stromt. Dass dem so sein misse, davon kann
man sich auch ohne Rechnung durch die Ertvdgung uUberzeugen,
dass dieselbe Flussigkeitsmenge, welche ausserhalb durch einen
grosseren Raum zurtckstromt, innerhalb durch einen viel kleineren
vorwarts gestromt ist; sie muss also den Ring mitreissen. Sind
zwei Hinge vorhandenl), so schreiten sie, falls sie gleiche Rich-
tung und gleiche Wirbelrichtung haben, in derselben Richtung
vorwarts; der vorangehende erweitert sich und verlangsamt gleich-
zeitig seine Bewegung, so dass unter Umstanden der nachfolgende,
welcher sich umgekehrt verengt und seine Bewegung beschleunigt,
schliesslich durch ihn hindurchgeht, worauf dasselbe Spiel mit
vertauschten Rollen sich wiederholt. Haben- dagegen die Ringe
entgegengesetzte Wirbelrichtung, so bewegen sie sich geradlinig
auf einander zu, erweitern sich dabei in immer rascherem Tempo,
wahrend sie ihre fortschreitende Bewegung mehr und mehr ver-
langsamen, und verlieren sich schliesslich, in einander aufgehend,
in der Unendlichkeit.

Dasselbe gilt von einem einzigen Hinge, welcher gegen eine
feste Wand sich hinbewegt; er verlangsamt seine Bewegung mehr
und mehr, erweitert sich und zerstreut sich zuletzt nach allen
Seiten.

Die Potentialausdriicke fur kreisformige und allgemeinere
Wirbelringe sind von Beltrami? aufgestellt worden; formal sind

1) Helmholtz, 1 c. Schlussworte.
2) Beltrami, Mem. di Bol. T. 3, p. 349.
Auerbach, Hydrodynamik. 8
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sie natUrlich mit den entsprechenden elektromagnetischen Poten-
tialausdriicken identisch; allgemein ist also bei leicht ersichtlicher
Bezeichnungsweise

ist die Axe speciell eine ebene Curve, so wird

wo r und A Polarcoordinaten in der xy-Ebene des Wirbelringes
sind, und zx die Lange des vom betrachteten Punkte auf jene
gefallten Perpendikels. Fur geradlinige Wirbelfaden fiiesst hieraus
der oben bereits angegebene Ausdruck; fir kreisférmige kommt
man auf ein elliptisches Integral erster und eins dritter Gattung.

In Wirklichkeit sind die Erscheinungen der Wirbelbewegung
in incompressiblen Flussigkeiten nicht nur nicht ewig andauernde,
sondern sogar Uberaus vergangliche; die Ursache hiervon ist die
bei den durchgefuhrten Betrachtungen vernachléassigte Reibung.
Es hat aber Tait) Versuche mit compressiblen Fliussigkeiten an-
gestellt, welche einige der wichtigsten Ergebnisse der Rechnung
vollauf bestatigen.

Es ist nicht zu verwundern, dass, wenn schon die analytische
Behandlung der Wirbelbewegungen an sich so complicirt ist, es
noch ungleich schwieriger ist, den Einfluss dieser Wirbel auf den
Verlauf der in den drei ersten Abschnitten dieses Theiles betrach-
teten Bewegungen zu studiren. Einen Fall, in welchem dies
mdoglich ist, hat Bankined geliefert; es ist dies die Erscheinung
der von Be St. Venant ,grosse Welle* genannten Bewegung,
welche, ohne Rucksicht auf die Wirbel, im §.21 behandelt wurde.
Man findet, wenn wie dort z die Richtung der Schwere ist:

wo zur Abklrzung

J Tait, Lectures on some recent advancements in Science. 1877.
2) Bankine, Lond. Phil. Trans. 1863, pt. 1, p. 227.
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2T
lie~~"a= r
gesetzt wurde.

Die somit dargestellte wirbelnde Wellenbewegung erleidet
mit der Zeit keine Schwachung; sie war stets so und wird stets so
sein, wie sie jetzt ist; das ist das Charakteristische der Wirbel-
bewegung in idealen, d. li. nicht reibenden Flussigkeiten.

In Wirklichkeit aber entstehen allenthalben Wirbel und ver-
gehen andere, das kann man beim Rudern und bei vielen anderen
Vorgangen beobachten.

Zwingender als je drangt sich also hier die Betrachtung der-
jenigen Eigenthumlichkeiten auf, welche die wirklichen Flussig-
keiten von den hier behandelten idealen unterscheiden.

Der dritte Theil dieser Darstellung wird deshalb der Reibung
der Flussigkeiten gewidmet sein.



Dritter Tlieil

Theorie der Reibung der Flissigkeiten.

& 44,

Die grosse Bedeutung, welche dem Vorgange der Reihung
zukommt, ist erst in neuester Zeit im Zusammenhénge mit der
Erkenntniss des Gesetzes von der Erhaltung der Energie und mit
den Clausius'sehen Betrachtungen uber die Entropie vollstindig
zur Wirdigung gelangt. Die Reibung ist unter den die Energie
verwandelnden Vorgangen weitaus die machtigste; sie lasst Arbeit
verloren gehen und Warme gewinnen.

Die Reibung findet, strenggenommen, Uberall statt, wo Bewe-
gung stattfindet, also sowohl an der Grenze heterogener Korper,
als im Innern homogener; im ersteren Falle nennt man sie aussere,
im letzteren innere Reihung. Die Theorie hat es zunachst und
vorzugsweise mit der letzteren zu thun. Um die dussere Reibung
zu behandeln, dazu bedarf es nach Behandlung der inneren nicht
mehr wesentlich neuer Methoden.

Der Erste, welcher die Gleichungen der Bewegung von Flussig-
keiten aufstellte, fur Falle, in welchen, wie wir nach Ncivton)

) Neivtov, Phil. nat. priuc. math. Liber 2, Sectio 9.
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sagen, die innere Reibung sich geltend macht, war Navier]). Von
molecularen Vorstellungen ausgehend fand er, dass man das Glied

in der ersten der Bewegungsgleichungen (3) oder (4) ersetzen

musse durch

dx_AA u,

wo A eine Constante ist, und dass man die entsprechende Aende-
rung an den beiden anderen Gleichungen vornehmen misse. Zu
demselben Ergebnisse kann man aber auch ohne die Annahme
von Molekeln gelangen, indem man einen Weg einschlagt, der
ganz analog ist dem von Cauchy?d bei der Betrachtung fester,
vollkommen unelastischer Koérper eingeschlagenen. Eine zweite
Theorie hat Poisson3 aufgestellt, welche fir Gase andere Glei-
chungen liefert als die Navier'sehe; das unterscheidende Glied
enthélt jedoch den Factor

du Ov 0

dx'dy dz'
fur incompressible Flussigkeiten, welche hier allein betrachtet
werden sollen, stimmen daher beide Theorien hinsichtlich des
Ergebnisses Uberein.

Dasselbe gilt von einer dritten Theorie, welche von de St. Ve-
nant4 aufgestellt ist, deren Vorstellungen jedoch sehr kinstlicher
Natur sind.

Als sehr gelungen ist die Theorie von Stolcesh) zu bezeichnen,
Avelche fur tropfbare Flussigkeiten ebenfalls zu denselben Ergeb-
nissen fuhrt, wie die Ubrigen Theorien, welche sich jedoch durch
die Armuth an Hypothesen vortheilhaft gegentber den obigen
auszeichnet. Die Gleichungen, zu welchen alle diese Analytiker
gelangen, sind folgende:

J Navier, Mem. de I'Ac. des Sc. T. 6, p. 389.

2 Cauchy, Exerc. de Math. 3, p. 1S7.

3 Poisson, Journ. de I'Ec. Polyt. T. 13, p. 139.

4 De St. Venant, C. It T. 17, p. 1240.

5 Stokes, Trans, of the Chambr. Phil. Soc. Vol. 8, p. 287. 1849,
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(46)

Die Constante 1j definirt Stokes als den tangentiellen Druck
auf die Flacheneinheit bei einer Geschwindigkeitsdifferenz gleich
der Einheit der L&nge in zwei Schichten, welche um die Einheit
der Entfernung von einander abstehen. Es wird sich weiter
unten zeigen, wie man am naturgemassesten zu dieser Definition
gelangt. Die Grosse 1j ist die sogenannte Beibungsconstante oder
der Beibungscoefficient.

Obgleich die Theorie von Stokes diejenigen seiner Vorganger
an Einfachheit Ubertrifft, so sind doch in dieser Hinsicht spéater
noch betrachtliche Fortschritte gemacht worden. Insbesondere
ist die von 0. E. Meyer] gegebene Ableitung der Gleichungen
aus der Neivton’sehen Hypothese hervorzuheben. Meyer definirt
zunachst den Unterschied zwischen &usserer und innerer Reibung
in analytischer Hinsicht; derselbe besteht darin, dass erstere dem
Unterschiede der Geschwindigkeiten beider reibenden Schichten
proportional ist, wahrend man die letztere, um als Proportionali-
tatsfactor eine endliche Zahl zu erhalten, nicht mit dem Differen-
tial, sondern mit dem Differentialquotienten der Geschwindigkeit
nach der Normale der Grenzebene proportional setzen muss.

Es werden dann die Reibungskrafte auf die Flachen eines
unendlich kleinen Prisma in derselben Weise aufgestellt, wie dies
Fourier fur die Bestimmung der Warmeleitung gethan hatte,
und dabei diejenigen Vereinfachungen eingefuihrt, welche bei iso-
tropen Mitteln eintreten. Man erhélt dann, in Uebereinstimmung
mit dem Obigen, die drei Reibungscomponenten

Die Grenzbedingungen sind verschieden, je nach der Art des
speciellen Problems, um welches es sich handelt, und gerade ihre
Complication ist es, welche die Ldsung der meisten Probleme
Uberaus schwierig macht. Einige Bedingungsgleichungen, namlich
diejenigen fur die freie und die feste Oberflache, mussen aber stets

i) 0. E. Meyer, Crelle’s J. Bd. 59, 229. 1861. Bd. 75.
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gelten, wo eine solche vorhanden ist, und diese Gleichungen sind
von Meyer zuerst aufgestellt worden, freilich nur fur den Fall,
dass die Oberflache durch die Bewegung sich nicht &ndert. Dann
muss zunéachst die Normalcomponente der Geschwindigkeit an der
Oberflache verschwinden, und ferner muss in ihr der Druck p
gleich dem &usseren Drucke P sein; also es muss

sein. Zwei weitere Bedingungen beziehen sich auf die beiden in der
Oberflache verlaufenden Geschwindigkeitscomponenten und 62
Sind namlich 6] und &2 die entsprechenden Grossen fir das an-
stossende Medium, so muss

sein, wo E eine neue Constante, welche zweckmassig als die Con-
stante.der ausseren Reibung zu bezeichnen ist, im Gegensatze zur
Constante 1 der inneren Reibung. Zwei Falle sind besonders
beachtenswertli: erstens der Fall einer absolut freien Oberflache,
d. h. einer Grenze gegen ein Vacuum, fur welche

wird, und zweitens der Fall einer benetzten Grenzflache, fir
welche

= ol 62— ¢
wird.

§ 45,

Auf demjenigen Wege, welcher die vollstdndigste Analogie
mit den Methoden der Theorie der Elasticitat fester Kdrper, ins-
besondere mit der Theorie von Cauchy darbietet, und welcher
darum als der vorzuglichste zu bezeichnen ist, haben Stefan])
und spater Kirchhoffd die Gleichungen fur die Reibung der
Flussigkeiten abgeleitet. Der Gedankengang dieser Ableitung,
anknupfend an das im ersten Theile 8. 4 bereits Gesagte, ist kurz
der folgende.

1) Stefan, Wien. Sitz.-Ber. Bd. 46, p. 8. 1862.
2) Kirchlioff, York Elfte und sechsundzwanzigste Vorlesung.
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Eine ideale FluUssigkeit ist dadurch charakterisirt, dass hei
ihr von den neun Druckcomponenten X x u. s. w. sechs verschwinden,
die drei Ubrigen aber, namlich X x, Yy, Z2 einander gleich wer-
den; ihren gemeinsamen Werth stellt der Druck p dar. Bei
idealen FluUssigkeiten ist also zur vollstdndigen Bestimmung der
inneren Kréafte nur eine einzige Grdsse nothig. Bei festen Kdrpern
bedarf es bekanntlich ausserdem noch zweier Constanten, der
beiden Elasticitatsconstanten; bei den wirklichen, d. h. reibenden
Flussigkeiten genigt eine einzige Constante rj; es gentgt hier, zu
setzen:

Setzt man diese Werthe der Druckcomponenten in die Glei-
chungen (1 a) oder die aus ihnen folgenden

ein, so erhalt man die Gleichungen (46), welche in Verbindung mit
der unverdnderten Continuitéatsgleichung genigen, um die vier Un-
bekannten u, v, w, p zu bestimmen, falls 1j gegeben ist. Beobachtet
man umgekehrt die Bewegungserscheinungen einer reibenden
Flissigkeit, so kann man aus den obigen Gleichungen die un-
bekannte Reibungsconstante berechnen.

Auf einen wesentlichen Unterschied zwischen der Elasticitat
der festen Koérper und der Reibung der Flissigkeiten macht bei
dieser Gelegenheit Stefan) aufmerksam. Es ist ein Unterschied,
ganz analog demjenigen, welcher bei einer reibenden Flussigkeit
zwischen der &dusseren und inneren Reibung besteht. Bei einem
elastischen festen Korper ist namlich die Kraft proportional der
Verruckung, d. h. dem Differential des Weges; hier, bei einer

.,1 Stefan, 1 c. p. 13.
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reibenden FluUssigkeit, ist die Kraft der Geschwindigkeit, d. h. dem
Differentialquotienten des Weges proportional.

Die Oberflachenbedingungen sind in ihrer Allgemeinheit von
Kirchlioff¥y discutirt worden. Man muss zunéchst fur jede Grenz-
flache die Normalcompetente der Geschwindigkeit auf beiden
Seiten gleichsetzen, d. h. es muss

(u —u") cos (nx) f- (v—v') cos (ny) + (w—w'") cos (nz) — O

sein; das ist die Verallgemeinerung der ersten Bedingung von
Meyer. Man muss ferner die Druckcomponenten auf beiden Seiten
einander gleichsetzen, also

d. i. eine etwas scharfere Fassung der zweiten Bedingung von Meyer.

Diese Bedingung reicht aber nicht aus, uni die Lésungen der
Differentialgleichungen zu bestimmen. Es ist eine Hypothese
nothig, um dieselben zu erganzen. Die allgemeinste Hypothese,
welche gemacht worden ist, und welche bei gewissen Problemen
sich bewahrt hat, ist die, dass die der Grenzflache parallele Com-
ponente des Druckes der nach der ersten Bedingung ebenfalls
dieser Flache parallelen Geschwindigkeit proportional und, was
die Richtung betrifft, entgegengesetzt sei. Diese Hypothese stellt
sich in folgenden, im Wesentlichen mit der dritten und vierten
Gleichung von Meyer identischen, dar:

Fur unendlich grosse Reibung, d. h. fur den Fall der Be-
netzung, geben sie

andererseits fir unendlich kleine Reibung, d. h. fir eine absolut
freie Grenze oder flr eine Grenze gegen eine ideale Flissigkeit

Xn: Yn:Zn= cos (nx) :cos (ny) : cos (nz),

d. h. der Druck ist ein normaler.

) Kirclilioff, Vorl., p. 371
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& 46.

Nach Feststellung der Grundgleichungen und der Grenz-
bedingungen fir die Bewegung reibender Flissigkeiten haben wir
uns mit ihren Anwendungen auf specielle Probleme zu beschéf-
tigen, d. h. nachdem wir den dem ersten Theile dieser Abhandlung
analogen Theil der Theorie der Reibung durchgefiihrt haben,
muissen wir den dem zweiten Theile analogen Gang durchmachen.
Es sind aber von den dort behandelten Problemen nur einige
wenige auch mit Rucksicht auf die Reibung untersucht worden.
Es moge daher hier, unabhdngig von dem dort eingehaltenen
Gange, das Wesentliche hervorgehoben werden, wéahrend es hier
mehr noch als friher nothwendig wird, die grosse Fulle von
principiell unwesentlichen Betrachtungen unbericksichtigt zu
lassen.

Der Erste, welchem es gelang, fur einige Probleme die Rei-
bungsgleichungen zu integriren, war Stokes). Es soll hier ins-
besondere das eine dieser Probleme ins Auge gefasst werden, das
Problem der Schwingungen einer Pendelkugel unter dem Einflisse
einer umgebenden FlUssigkeit.

Der Einfluss, um den es sich hier handelt, ist doppelter Art,
worauf schon Leibnitzd aufmerksam gemacht hat; der erste ist
eine Folge der Tragheit der Flussigkeit, die eine gewisse Kraft
erfordert, damit die FlUssigkeit, was nicht ausbleiben kann, an
den Bewegungen der Pendelkugel theilnehme; der zweite ist eine
Folge der ausseren und inneren Reibung, welche einen Theil der
mitgetheilten Bewegung und damit auch einen Theil der Bewe-
gung der Kugel, wenigstens als dynamische lebendige Kraft, ver-
nichtet. Den ersten Widerstand nennt man passend den Trag-
heitswiderstand, den letzten den Reibungswiderstand. Der Einfluss
des Tragheitswiderstandes einer Flussigkeit auf die Bewegung
fester Kérper in ihr ist bereits im zweiten Theile in dem Ab-
schnitte Uber die gemeinsame Bewegung fester und flussiger
Korper betrachtet worden. Es wurde aber dort (S. 63) darauf hin-
gewiesen, dass eine Uebereinstimmung der Theorie mit der

J Stokes, Trans, of the Cambr. Phil. Soc. Yol. 9, p. 2, p. 8.
2) Leibnitz, Acta eruditorum 1689.
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Erfahrung nur bei Berlcksichtigung des Reibungswiderstandes
erzielt werden kann.

In der That ergeben hinsichtlich des Problems der Pendel-
kugel die Ubereinstimmenden Resultate von PoissonX, Green?
und Plana3 fur unendlich kleine Schwingungen und von Clebsch4p
fur endliche ausschliesslich einen vergriossernden Einfluss des
Tragheitswiderstandes auf die Schwingungsdauer, dagegen gar
keinen Einfluss auf die Amplitude der Schwingungen. In Wahr-
heit nehmen aber die letzteren mit der Zeit meist sehr rasch ab,
und auch die erstere wird durch eine flissige Umgebung in
starkerem Maasse vergrossert, als der Tragheitswiderstand es
erwarten Hesse. *So fand z. B. Bessel) aus seinen zahlreichen
Beobachtungen in Wasser und Luft, dass man die Schwingungs-
dauer, um sie auf den leeren Raum zu reduciren, mit

multipliciren musse, wo M die Masse der Kugel, M* die Masse der
verdrangten Flussigkeit und k eine Constante ist, welche fir Luft
den Werth 0,95 haben muss; Poissoris Theorie dagegen ergiebt
fur sie den Werth 0,5, also einen viel zu kleinen Werth. Die
Ursache ist, wie zuerst Stokes erkannt hat, die Vernachlassigung
des Reibungswiderstandes.

Um nun denselben zu ermitteln, vereinfacht Stokes seine
Gleichungen fur den vorliegenden Fall, in welchem von &usseren
Kraften nur die Schwerkraft in der Richtung der £-Axe wirkt;
sie lauten daher

9 Poisson, Mem. de I'Acad. des Sc. T. 11, p. 521. 1832.
2 Green, Edinb. Phil. Trans. T. 13, p. 54. 1836.

3 Plana, Mem. Acad. Torino, T. 37. 1835.

4) Clebsch, Abhandl. d. Berl. Akad. 1826.

5 Besscl, Abhandl. d. Berl. Akad. 1826.
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wo die Grossen auch einfacher als partielle Differen-
tialquotienten von w, v, w nach t aufgefasst werden kénnen, da
. . I Wj " R

die Glieder, welche u (C|W)J( u. s. w. enthalten, als Grossen zweiter

Ordnung bei unendlich kleinen Schwingungen, um welche es sich

hier handeln soll, vernachlassigt werden kénnen. Die Reibungs-

constante 1j erscheint in der Loésung stets dividirt durch p; die
|

Grosse -y~ = y- nennt StoJees den Reibungsindex. Sein Verfahren,
um die Bewegung zu finden, ist ein Anndherungsverfahren; er
nimmt zunachst die Amplituden constant an, um die Bewegung
der Flussigkeit zu finden, und berechnet hieraus dann die Abnahme
der Amplituden. Als Kraft, welche die Flussigkeit auf die Kugel
ausubt, ersieht sich

gesetzt worden ist, und wo £ die Abscisse des Kugelmittelpunktes,
a ihr Radius, T die Schwingungsdauer ist. Das erste Glied
stellt die Vergriésserung des Tragheitsmomentes und damit die
Vergrosserung der Schwingungsdauer dar; sie ist hier nicht, wie
bei Vernachlassigung der Reibung, ein ganz bestimmter Bruch-
tlieil des ursprunglichen Werthes, sondern sie hangt von der
Grosse der Kugel und der Grisse der Schwingungsdauer in ver-
wickelterer Weise ab; mit ersterer nimmt sie ab, mit der letzteren
zu. Esfolgt das erstere schon daraus, dass die Reibung auf die Ober-
flachen wirkt; das letztere daraus, dass sie von der Geschwindigkeit
der Bewegung abhangt. Beilaufig sei bemerkt, dass aus der zwischen
F und a bestehenden Beziehung es sich erklart, dass kleine Wasser-
tropfchen sich in der Luft schwebend erhalten kénnen, wie wir
es bei den Wolken thatsachlich beobachten. Das zweite Glied
von F stellt die bei Vernachlassigung der Reibung Uberhaupt
fehlende Verminderung des Schwingungsbogens dar.
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8. 47.

Ausgefuhrt wurde die Theorie der Pendelschivingungen von
0. E. Meyer) und zwar mit Hulfe einer sehr zweckmaéssigen
Coordinatentransformation. Es schwinge die Kugel in der x-Axe
unendlich wenig hin und her, und es mdégen in den der f/.s-Ebene
parallelen Ebenen Polarcoordinaten eingefiihrt werden, von welchen
hier der Winkel @ nicht in Betracht kommt, da eine Pendelkugel
sich nicht um ihre Bahn als Axe dreht; dann zeigt sich, dass
die Bestimmung der #Componente und der Radialcomponente der
Geschwindigkeit u und q abhangt von der Auflésung einer Diffe-
rentialgleichung vierter Ordnung, welche in zwei solche der zweiten
Ordnung zerféllt. Physikalisch hat das die Bedeutung, dass die
Bewegung in zwei Theile zerféllt; in einen, fur welchen ein
Geschwindigkeitspotential existirt, und in einen zweiten, welcher
mit Rotationen verknupft ist. Der erste Theil ist, wie sich zeigt,
unabhéngig von der Reibung und wirde auch ohne diese genau
in derselben Weise erfolgen; der andere Theil verschwindet mit
der Reibung, wie er mit ihr entsteht. Auch hier zeigt sich also
der Zusammenhang zwischen Reibung und Wirbelbewegung in
der klarsten Weise.

Man kann diesen Zusammenhang, wie Stefan2d schon friher
gezeigt hatte, ganz allgemein darlegen. Man kann namlich die
Gréssen A U, A v, A m, durch welche die Reibungsgleichungen
von den gewdhnlichen hydrodynamischen Gleichungen sich unter-
scheiden, durch Benutzung der Continuitatsgleichung fur incom-
pressihle FlUssigkeiten auf die Form

bringen, wo £ N £ die Componenten der Wirbelgeschwindigkeit
sind.

b 0. E. Meyer, Crelle’'s J. Bd. 73, S. 31. 1871.
2 Stefan, Wien. Sitz.-B. Bd. 4G (2), S. 25.
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Mit den Rotationen £, r, £ verschwindet also auch die Rei-
bung; sie verschwindet aber auch dann, d. h. man kann von ihrem
Einflisse auch dann absehen, wenn £ 77, £ constant sind. Dagegen
lasst sich ihre Aenderung, insbesondere das Entstehen und Ver-
gehen der Wirbelbewegung nur mit Hulfe der inneren Reibung
beschreiben.

Zum Zwecke der Integration der Reibungsgleichungen fur das
Problem der Pendelkugel ist es vortheilhaft, nach der schon ein-
gefuhrten noch eine weitere Transformation vorzunehmen, namlich
statt der Abscisse X des Kugelmittelpunktes und des Abstandes
von der X-Axe als neue Variabele die Entfernung r von der
Gleichgewichtslage des Kugelmittelpunktes und den Winkel &
einzufihren, welchen diese Entfernung mit der X-Axe, d. h. mit
der Richtung der Schwingungen bildet. Man findet dann flr die
beiden Componenten der Geschwindigkeit in der Flissigkeit, wenn
B CBi Cu nnu AAConstanten sind:

6n und Zn aber die beiden Lésungen der Gleichung

sind, d. h. die beiden Kugelfunctionen

wo ferner R der Gleichung

genugt, also

ist, und wo endlich Ry der Gleichung
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genugt, d. h.

ist, wenn man

setzt.
Schliesslich findet man den Druck p aus der Gleichung

wo @ die Richtung angiebt, in welcher ein Punkt der Flussigkeit
von der a;-Axe aus sich befindet.

Die Grenzbedingungen, welche zu erfillen sind, verursachen
eine grosse Vereinfachung der in der Loésung vorkommenden
Hulfsgrossen. Es zeigt sich namlich, dass n = nx und zwar gleich
einer ganzen positiven Zahl sein muss; ist diese ungerade, so muss
ferner C= Cx= 0 sein; ist sie gerade, so muss B — Bx= 0
sein.  Die Functionen 6, Z, P, Q lassen sich dann als endliche
Reihen darstellen. Von den Ubrigen Constanten bestimmen sich
alle bis auf eine durch die weiteren Bedingungen, dass fur eine
die Flussigkeit einhullende grosse Kugelflache u= gq= 0 sei,
und dass fur die Oberflache der Pendelkugel, an welcher die
Flussigkeit haften mége, g = 0, u = U sein muss, wenn U die
Geschwindigkeit der Pendelkugel selbst ist. Dadurch wird | = Au
alle Ubrigen Constanten bestimmen sich, nur k bleibt, als Wurzel
einer oder einer anderen transcendenten Gleichung (je nachdem
n > 1 oder n — 1 ist) unendlich vielwerthig; es stellen sich daher
auch U und die Verrickung | der Pendelkugel als unendliche
Summen Uber A dar, namlich

wo die D neue Constanten bedeuten; ferner wird wodurch sich
u und g, d. h. die Bewegung der FlUssigkeit, bestimmt:
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t = G2 (BR+ RJeMNy* -f 2tin2 (BR + BXRi)ex*
-h1ZnI(CRACIRD e t,

wo die in den beiden letzten Gliedern voranstehenden Summen
auf n und zwar die erste auf ungerade, die zweite auf gerade n
sich beziehen, wahrend die drei Ubrigen fur A gelten.

Die letzte noch willkurliche Constante (D fur n = 1, Rx fur
ungerade w, Ci fur gerade n) bestimmt sich durch den Anfangs-
zustand der Pendelbewegung, welcher gegeben sein muss.

Die Discussion der Lésungen fuihrt zu folgenden allgemeinen
Satzen:

1) Diejenige Bewegung, welche die Flussigkeit ohne die Kugel
ausfuhrt, kann nur aus einer anfanglichen Bewegung der Flussig-
keit, nicht durch eine Einwirkung der Kugel entstehen.

2) Die Flussigkeit kann ohne die Pendelkugel weder in pen-
delnde Schwingungen gerathen, noch Uberhaupt ohne dieselbe
dauernd in Bewegung bleiben.

3) Fur ein complexes Asei Xy = a-f- bi\ dann nehmen die
Schwingungen von der Dauer

nach dem Gesetze einer geometrischen Reihe ab, deren logarith-
misches Dccrement

ist.

4) Die Dauer der Pendelschwingungen wird erstens durch das
Mitschwingen und zweitens durch die innere Reihung des um-
gebenden Mediums vergrossert (die &ussere Reibung an der Kugel
wurde unendlich gross angenommen).

5) Zur Bestimmung von T und s gelten bei gewissen Vernach-
lassigungen die Gleichungen

wo | die Lange des Pendels und

ist.

Der Werth von & stimmt mit dem von Stolzes gefundenen und
oben angegebenen Uberein; der Werth von Ix stimmt mit dem
Stokes'sehen nur fur den Fall, dass e klein gegen n ist.
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Die Grosse h fand Meyer]), wie Besscl urspriinglich allgemein
angenommen hatte, fur lange Pendel in der That von der Schwin-
gungsdauer unabhéngig; fur kurze Pendel ist dies jedoch nicht
mehr der Fall.

Endlich ergiebt sich, wenn A und m Lange und Masse des
Fadens, m' die von ihm verdréngte FlUssigkeitsmasse, y das Trag-
heitsmoment der Kugel in Bezug auf einen horizontalen Durch-
messer bedeutet, die Lange des correspondlrenden einfachen Bendels

Weitere Falle der Schwingungen von Kugeln und anderen
Kérpern in reibenden Flussigkeiten sind von verschiedenen Ana-
lytikern, namentlich von Gronau2, Lampe*) und Rohrs1), behan-
delt worden. Der Fall, welchen Lampe untersucht hat, namlich
die drehenden Schwingungen einer Kugel um eine feste Axe, ist
in gewissem Sinne als eine Ergdnzung des von Meyer behan-
delten Falles zu bezeichnen, in welchem gerade diese Schwingungen
ausgeschlossen und deshalb von den vier Differentialgleichungen
nur drei im Auge behalten werden.

Indessen kann hier nicht nadher darauf eingegangen werden.

8 48,

Nur ein Fall der Bewegung fester Kdrper in reibenden
FlUssigkeiten muss noch betrachtet werden, namlich der Fall
einer Scheibe von hreisformiger Gestalt, weil gerade hier, wie schon
im vorigen Tlieile bei Gelegenheit der Berechnung von Beltrami
erwdhnt wurde, der Einfluss der Reibung ein grosser ist, und weil
Uberdies, eben in Folge hiervon, dieser Fall sehr geeignet ist, zur
Berechnung der Reibungsconstanten zu dienen.

@ Meyer, Pogg. Ann. Bd. 143.
2) Gronau, lieber die Bewegung schwingender Korper im widerstehen-
den Mittel. Danzig 1850.

3 Lampe, Ueber die Bewegung einer Kugel etc. Progr. des Gymu. z.
Danzig 1866.

4) Rohrs, Proceed. of the math. Soc. Vol. 5 p. 125.

Auerbach, Hydrodynamik. 9
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Der Beobachtung unterworfen wurde dieser Fall zuerst be-
kanntlich von Coulombl, welcher fand, dass die Amplituden eine
geometrische Reihe abnehmender Art bilden, wenn die Zeiten eine
zunehmende geometrische Reihe bilden, d. h. dass das logarith-
mische Decrement constant ist fur eine und dieselbe Scheibe und
eine und dieselbe Flussigkeit; dass es dagegen fur verschieden
grosse Scheiben der vierten Potenz der Radien proportional sei.
Spéater unternahm es 0. E. Meyer2, diese Versuche eingehender
zu wiederholen, und gleichzeitigd theoretisch das Problem zu
behandeln, d. h. die Reibungsgleichungen unter den hier gutigen
Bedingungen zu integriren, und zwar, ahnlich wie bei dem Kugel-
probleme, durch Einfihrung von Polarcoordinaten in einer Ebene,
hier in der Mittelebene der Scheibe, auf. welcher die a;-Axe senk-
recht steht. Die Oberfidachenbedingungen liefern, falls das Geféass
ein oben und unten geschlossener Cylinder ist, 18 Gleichungen
zwischen den Geschwindigkeitscomponenten und den drei Rei-
bungsconstanten, namlich der Reibung der Flussigkeit an sich
selbst, an der Scheibe und am Gefasse. Von diesen Gleichungen
gelten je drei fur den oberen, unteren und peripherischen Rand
der Scheibe und fur die obere, untere und peripherische Wand
des Gefasses.

Schliesslich ist noch die Gleichung fir die Bewegung der
Scheibe selbst aufzustellen.

Was zunachst aus den Gleichungen zu entnehmen ist, ist dies:

Wenn die Geschwindigkeiten klein sind und, was hier der
Fall ist, die Bewegung vom Polarwinkel in der horizontalen
?/£-Ebene unabhéngig ist, so ist auch die Drehungsgeschwindigkeit
der Flassigkeit unabhéangig von den Ubrigen Geschwindigkeits-
componenten.

Es wird also die Oscillation der Scheibe durch solche Strudel,
welche in den durch die Drehungsaxe gelegten Verticalebenen
und zwar in allen auf dieselbe Weise stattfinden, nicht beeinflusst.

Waren Uberdies die verticale und die radiale Componente der
Geschwindigkeit zu irgend einer Zeit gleich Null, so bleiben sie
es nahezu immer, und man braucht sich bloss mit der Winkel-
geschwindigkeit zu beschéaftigen.

1) Coulomb, Mem. de I'lnst. nat. T. 3, p. 246.
2 0. E. Meyer, Pogg. Arm. Bd 113, S. 55. 1861.
3 0. E. Meyer, Crelle’'s J. Bd. 59, S. 229. 1861.
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Man hat es dann mit den verlidltnissmassig einfachen Glei-
chungen

fur die Flussigkeit und

fur die Scheibe zu thun, in welchen ™ die Winkelgeschwindigkeit
der Flussigkeit, r die horizontale Entfernung von der Axe, gx
den Winkelabstand der Scheibe von ihrer Gleichgewichtslage, M
ihr Tragheitsmoment, r das Torsionsmoment des Aufh&ngedrahtes,
X — + @ die Coordinaten der Scheibenrander und U den Radius
des Geféasses bezeichnet.

Die Integration dieser Gleichungen fihrt aber immer noch zu
sehr verwickelten Resultaten.

Einfacher werden dieselben, wenn man sich darauf beschréankt,
die Winkelgeschwindigkeit nur fur die nahezu ebenen Theile der-
jenigen Rotationsellipsoide zu berechnen, auf welchen ip con-
stant ist.

Diese Theile werden um so grdsser, und damit die Annahe-
rung an die Wirklichkeit eine um so vollstandigere, je dunner
und je grosser die Scheibe ist. Ist sie unendlich diinn, so werden
die Gleichungen (47) einfach

Von den sechs Bedingungen fallen die beiden auf den Mantel
des Gefasses und den Rand der Scheibe bezlglichen fort; die
Ubrigen nehmen, wenn weder an den Wénden des Gefasses (x = ¢2
und x = ¢3 noch an den Flachen der Scheibe Gleitung statt-
findet, die einfache Gestalt an:

wenn -d’\,zlz = Winkelgeschwindigkeit der Scheibe gesetzt

wird, und
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Versteht man, der Symmetrie halber, unter x nunmehr einfach
den verticalen Abstand Uber oder unter der Scheibe und unter-
scheidet demgemaéass zwischen x®2 und #8 (Uber und unter der
Scheibe), so sind dieses die vollstandigen Integrale:

Hierin ist y — 1/6 wieder der Reibungsindex, Cmeine von m,
r

B n eine von n abhéngige Grésse; ferner mund n durch die Glei-
chungen

bestimmt, wenn

gesetzt wird; endlich bestimmen sich die Bnund Cmaus dem An-
fangszustande t= o, qx= O, thi = A2- W2(y X), ipi= Rj(yx)
in der bekannten Weise als die Integrale:

Fur eine unendliche Ausdehnung der Flussigkeit lassen sich
die Wurzeln m und n ermitteln und somit die Lésungen vollstandig
angehen. Aber sie sind von so complicirter Gestalt, dass hier



Resultate. 133

darauf verzichtet werden muss, sie mitzutheilen. Es kann jedoch
die principielle Bedeutung gerade dieser Untersuchung und ihrer
Lésung durch 0. E. Meyer nicht genug hervorgehoben werden.

§. 49.

Fur = 0 ergehen die Gleichungen, wie es sein muss,
Schwingungen der Scheibe von der constanten Dauer

fur die Flussigkeit aber Ruhe, falls dieselbe anfangs in Ruhe war.
Ist Heilung vorhanden, aber nur geringe, so vereinfachen sich die
Gleichungen ebenfalls und bedeutend, und man erhalt:

wenn

ist.
Ferner ist die Verspatung der Phase in der Entfernung x von
der Scheibe

Eie Schwingungsdauer ivird also durch die Beibung vergrossert,
und die Fortpflanzung der Schwingungen ist eine um so raschere,
je grosser die Beibung ist.

Ferner nimmt die Geschwindigkeit der Flussigkeitstheilchen
mit der Entfernung von der Scheibe nach dem Gesetze einer geo-
metrischen Beihe ab, und zwar desto langsamer, je grdsser die
Reibung ist; sie nimmt ebenso wie die Amplitude auch mit der
Zeit nach demselben Gesetze ab. -

Der Exponent dieser Reihe ist fur die Scheibe selbst

also, da
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ist, mit der 4. Potenz des Scheibenradius angenahert proportional
(wie schon Coulomb gefunden hatte), ausserdem aber proportional
mit der Quadratwurzel aus dem Reibungscoefficientcn und der
Quadratwurzel aus der Dichtigkeit der FlUssigkeit.

Bestimmt man e durch Beobachtungen, so kann man hieraus k
nach der Formel

und schliesslich aus k auch 1j selbst ermitteln. Man kann aber k
und damit j auch aus der Vergrisserung der Schwingungsdauer

ableiten und findet

Fur Wasser fand Meyer]), bezogen auf Centimeter und Secun-
den, j — o,0132; fur Luft ist rj, was sehr interessant ist, gar nicht
so sehr klein gegen Wasser; es ist etwa der vierzigste Theil.

Das eigenthimliclie des hier behandelten Falles in functio-
naler Beziehung ist dies, dass die Bewegung der Scheibe, so weit
sie in Schwingungen besteht, eine einfach periodische mit eindeutig
bestimmter Schwingungsdauer ist, gerade wie nach Meyers Rech-
nung die Schwingungsdauer eines Pendels mit einer Kugel in
einer Flussigkeit eine eindeutig bestimmte ist. Es ist das sehr
merkwirdig und durchaus nicht selbstverstandlich, wie man zu-
geben wird, wenn man bedenkt, dass eine Pfeifenrohre sehr ver-
schiedene ToOne geben kann. Das in Rede stehende Ergebniss
spricht sich analytisch darin aus, dass neben unendlich vielen
reellen Lésungen der Gleichungen fur m und w, deren Einfluss
Uberdies mit der Zeit rasch verschwindet, nur zwei complexe L6&-
sungen existiren.

Das ist, wie Meyerd spater fand, nicht mehr der Fall, wenn
die Flussigkeit in einem endlichen Gefasse eingeschlossen und
folglich der Einfluss der inneren Reibung so gross ist, dass er die

0 Meyer, Pogg. Ann. Bd. 113, S. 384. 1861.
2) Meyer, Crelle’s J. Bd. 62, S. 201. 1863.
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ubrigen Kréfte, welche regelmassige Schwingungen hervorzubringen
streben, uUbertrifft; dann giebt es, je nach den Abstdnden der
Scheibe von den Wanden des Gefasses, mehr als zwei oder gar
keine complexe Ldésungen, und Uberdies haben die reellen nicht
mehr die Eigenschaft, sehr rasch ohne Einfluss zu werden. Die
Bewegung ist folglich in diesen Fallen eine sehr complicirte.

§. 50.

Handelt es sich weniger um theoretische Vollstandigkeit und
Allgemeinheit, als um den praktischen Zweck der Ermittelung der
Reibungsconstanten rj, so bedient man sich mit Vortheil eines von
Maxwelll) ersonnenen Kunstgriffes, welcher darin besteht, dass
Uber und unter der schwingenden Scheibe je eine ruhende Scheibe
angebracht gedacht wird, und dass man sich nun einfach auf die
Beantwortung der Frage beschrankt:

Welcher Theil der Verzdgerung einer zwischen zwei festen
Scheiben schivingenden Seheibe kommt auf Rechnung der Reibung
der Flussigkeit?

Bei gewissen Annahmen kommt man dann, zunachst die Rader
unbericksichtigt lassend, auf folgende Bewegungsgleichung fiir
eine Schicht der Flussigkeit:

wo (p derjenige Winkel ist, welcher die augenblickliche Lage der
Schicht bestimmt. Da in dieser Gleichung r, der Abstand von der
Dreliungsaxe, gar nicht vorkommt, so folgt, dass sich die Schicht
als ein Ganzes bewegt. Die Ldsung ist:

wo zu setzen ist:

und wo A das beobachtete logarithmische Decrement der Scheibe
ist. Der auf die innere Reibung kommende Theil k ist bestimmt
durch die Gleichung

J Maxwell, Phil. Trans, of the R. Soc. London 1866, p. 249.
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in welcher M das Tréagheitsmoment der schwingenden Scheibe, Mx
das Tragheitsmoment der der Reibung ausgesetzten Oberflachen,
b der Abstand einer festen von der schwingenden Scheibe und

ist.

Es ist noch Ubrig, die Correction wegen der scharfen Réander
anzubringen, und gerade das macht im Allgemeinen erhebliche
analytische Schwierigkeiten; Maxwell hat sich daher nur mit dem
Falle einer sehr grossen Scheibe beschéaftigt, bei der die Krimmung
des Randes sehr klein und die Schwingungsdauer gross ist. In
diesem Falle findet man als Linien gleicher Tangentialgeschwindig-
keit w Hyperbeln mit den Radienvectoren rx und r2 und als Ge-
schwindigkeit selbst

Im Anschlisse hieran ergiebt sich, dass bei einer unendlich
diinnen Scheibe die Ecke nicht einflusslos wird, sondern denselben
Einfluss hat, als ob die Scheibe um einen Ringstreifen von der

Breite - lg 2 grosser ware und auf den Rand keine Rucksicht

genommen wurde.
Bei einer Scheibe von endlicher Dicke 2 muss man mehr
hinzufliigen, namlich

Noch erheblich complicirter gestalten sich die Rechnungen,
bei welchen die aussere Reibung E als endliche Grosse in Betracht
kommt, und welche einerseits zu den Gesetzen des Einflusses dieser
ausseren Reibung auf die Bewegung der flissigen und festen
Korper, andererseits zur Bestimmung der Constante E der &ausse-
ren Reibung fihren.
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Bei der vollstandigen principiellen Analogie dieser Unter-
suchungen mit den oben durchgefihrten genigt es aber, auf die
Arbeiten von MeyerJ), welcher sich namentlich hiermit beschéaftigt
hat, hinzuweisen.

8 s51.

In neuester Zeit hat Oberleck® ohne Ricksicht auf die Schwere
nach einer sehr allgemeinen Methode die stationdre Bewegung
einer reibenden Flussigkeit bestimmt, in welcher ein Ellipsoid sich
befindet; diese Aufgabe enthalt zugleich diejenige, welche sich auf
die Bewegung eines Ellipsoids in einer reibenden Flussigkeit
bezieht.

Der Ausgangspunkt jener Methode ist die Erwéagung, dass,
wenn man eine Aufgabe der Hydrodynamik mit Vernachlassigung
der Reibung geldst hat, nur noéthig hat, die elementaren Rotationen,
d. h. die Wirbelbewegungen, hinzuzufiigen, um die Reibung voll-
standig zu berucksichtigen.

Freilich hat diese Methode den einen Uebelstand, dass die
Geschwindigkeiten, d. h. die Bewegung, sich nicht unmittelbar in
ihrer Abhangigkeit von der Grosse der Reibung ergiebt.

Nehmen wir zunéchst an, es befinde sich in der Flussigkeit
eine Kugel mit ihrem Mittelpunkte im Anfangspunkte der Coordi-
naten, so ist bei Vernachlassigung der Reibung die Bewegung
durch das Geschwindigkeitspotential

bestimmt, wo R der Radius der Kugel,

und P ndie rdumliche Kugelfunction ntar Ordnung ist.
Um nun die Reibung zu bertcksichtigen, braucht man nur far
jede Geschwindigkeitscomponente zu dem von <p abhangigen Gliede

J 0. E. Meyer: De mutua duorum fluidorum frictione. Regiomouti
Pruss. 1860. Crelle’'s J. Bd. 59, S. 283.
2 Oberbeck, Crelle’s J. Bd. 81, S. 22.
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diejenigen beiden Glieder hinzuzufiigen, welche von den in dem
Abschnitte tUber Wirbelbewegungen eingefuhrten, durch die Glei-
chungen (45 a) auf S. 98 bestimmten Functionen L,M,N abhé&ngen.

Nimmt man schliesslich an, dass die Flussigkeit an der Kugel
hafte, dass also

sei, so findet man:

wo zur Abkirzung

gesetzt worden ist. Die Wirbelcomponenten ferner sind durch die
Gleichungen

gegeben, in welchen

ist, und endlich ist der Druck

Besonders einiftch werden die r ormeln bei der Annahme, d&ss
in der Unendlichkeit die Flussigkeit Uberall in der Richtung der
x-Axe mit der Geschwindigkeit g stréme:
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\
Unter derselben Voraussetzung ergiebt sich dann in ahnlicher
Weise fur die stationdre Bewegung eines Ellipsoids:

wo P das Massenpotential des gleichméassig mit der Dichtigkeit
eins erfullten Ellipsoids, QO das constante Oberfiachenpotential
fur einen inneren Punkt und Q das variable flr einen &usseren
Punkt, endlich A die Anziehungskraft des Ellipsoids auf den
Endpunkt der grossen Axe a ist, siammtlich Grdssen, welche durch
bekannte bestimmte Integrale ausgedriickt sind. Der Gesammt-
druck auf das Ellipsoid aber ist

wo E das uber die ganze Oberflache des Ellipsoids genommene
Integral

bedeutet. FiUr ein verlangertes Rotationsellipsoid (b = ¢) sind
alle Gréssen leicht auszurechnen und finden sich:

wo zur Abkurzung

gesetzt wurde.

§. 52

Ebenfalls durch Beobachtungen BesseVs (gerade wie im Falle
des 8§ 46) wurde die Aufmerksamkeit der Theoretiker auf das
Problem der Schwingungen einer Pendelkugel gelenkt, deren Hohl-
raum von einer reibenden Flussigkeit erfullt ist. Die Theorie der
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drehenden Schwingungen einer solchen Hohlkugel hat Helmholtz,
die Theorie der Pendelschwingungen Libeck in Rechnung gezogen.

In dem ersten, von Helmholtz) behandelten Falle ergiebt sich
fur kleine Schwingungen die Winkelgeschwindigkeit

Hierin bedeutet r die Entfernung vom Mittelpunkte der Kugel,
t die Zeit, -— = T die Schwingungsdauer, 8 den Exponent der

durch die Amplituden gebildeten geometrischen Reihe, ferner ist

endlich ist A eine Constante. Die ganze Bewegung kann man
sich hiernach so vorstellen, dass von der inneren Oberflache der
festen Hohlkugel aus Rotationswellen nach innen verlaufen, aber
mit schnell abnehmender Intensitat, und im Mittelpunkte reflectirt
wieder zuritckkehren.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Wellen ist

oder, wenn die Schwingungen der Oberflache constante Amplituden
behalten, also /3 = 0 ist,

Die Wellenlange ist

also der Quadratwurzel aus der Schwingungsdauer proportional,
nicht, wie bei den Licht- und Schallwellen, dieser selbst. Ferner
ist die Wellenlange desto grosser, je grosser die Reibung ist, und

0 Helmhdltz, wien. sitz. Ber. Bd. 40 (2), S. 631. 1860.
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auf desto grossere Strecken pflanzt sich daher die Bewegung der
Flussigkeit merklich fort.

Die Bewegung der Kugel selbst endlich, welcher die durch tp
dargestellte Flussigkeitsbewegung entspricht, ist durch

bestimmt, wenn C CY8 8y Functionen des Radius R der Kugel sind,
und zur Abklrzung

gesetzt wird. Einige Schwierigkeit macht noch die Bestimmung
der Griossen C Cx 6~ , wenigstens bei strenger Rechnung; ferner
die Elimination des Tragheitsmomentes des Apparates, welches bei
der Berechnung von Versuchen in die Formeln eingeht, und die
Berucksichtigung des ausseren Fluidums. Schliesslich erhalt man
naherungsweise, wenn J die aus den Versuchen leicht zu er-
mittelnde Grosse

und (rj) den bei Vernachlassigung von 8 und <h gefundenen Werth
von 1j bezeichnet:

und hieraus den genauen Werth

ahnlich fur die Constante der &usseren Reibung

Will man noch genauere Werthe haben, so muss man noch
einmal aus 1j die Gréssen 8 und 8Xberechnen, und hieraus wieder
rj. Das ist aber nur bei sehr grosser Reibung erforderlich.

Auf diese Weise ergiebt sich nach den Versuchen von v. Pio-
trowski!) ein ebenfalls etwas von den Ubrigen abweichender Werth
der Reibungsconstante flr Wasser.

b V. Piotrowski, Wien. Sitz. Ber. 40 (2), S. G07. 1860.
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Andererseits hat Libeck® die unendlich kleinen Pendelschwin-
gungen einer mit reibender Flussigkeit gefuillten Hohlkugel behan-
delt, und zwar durch Zusammensetzung aus einer geradlinigen
Hin- und Herbewegung und einer Oscillation um eine Axe, welche
auf der durch die geradlinige Bewegungsrichtung und die Richtung
der Schwere bestimmten Ebene senkrecht steht.

Die Formeln sind naturlich denen von Helmholtz, sowie auch
den fir eine Yollkugel gitigen, von Lampe abgeleiteten und oben
erwéhnten analog, wenn sich auch der Verfasser zu ihrer Ableitung
und Darstellung etwas abweichender Functionen bedient, um beide
Bewegungscomponenten in &hnlichen Formen zu erhalten.

Fir den ersten Theil der Bewegung ergiebt sich der Satz,
dass sich die Flussigkeit im Innern, soweit es sich um die Bewe-
gung handelt, wie ein fester Koérper verhalt; nur &ussert sich
ihre Tragheit dadurch, dass der Druck an der Wandung der der
Gleichgewichtslage abgewandten Halfte der Hohlkugel grosser ist,
als derjenige auf der entgegengesetzten Seite. Dagegen veran-
lasst der zweite Theil der Bewegung, die Oscillationen um die zur
Schwingungsebene senkrechte Richtung, die FlUssigkeit zu ana-
logen Oscillationen von einer Amplitude und Phase, welche aus-
schliesslich von der Entfernung vom Mittelpunkte abhangt. Beide
Bewegungen zusammengenommen, ergiebt sich, dass die Schwin-
gungsdauer des Pendels grosser ist, als wenn eine nicht reibende
Flussigkeit im Hohlraume enthalten wére; dagegen bleibt es
zweifelhaft, ob sie auch grosser ist als diejenige eines Pendels mit
einer Vollkugel von gleicher Masse; in den meisten Fallen wird
sie im Gegentheil kleiner sein. Eine etwaige Anfangsbewegung
der Flussigkeit wird durch die Pendelbewegung bald vernichtet.
Bei sehr grossen Pendellangen endlich macht sich der Einfluss
der Reibung so gut wie gar nicht geltend.

8. 53.

Das letzte Problem, welches aus Anlass seiner Bedeutung fiir
den Fortschritt der theoretischen Hydrodynamik hier betrachtet

fl Labeck, Ueber den Einfluss einer reibenden Flussigkeit im Hohl-
raume einer Pendelkugel etc. Berlin 1873. Crelle’s J. Bd. 77, S. 1.
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werden muss, welches aber andererseits auch fiir die Praxis von
der denkbar gréssten Wichtigkeit ist, bezieht sich auf die Stro-
mung reibender FliUssigkeiten durch cylindrische Boéhren. Ras
empirische Grundgesetz dieser Strémungen wurde, wenigstens flr
enge Rohren von kreisformigem Querschnitte, bekanntlich von
Poiseuille Q aufgestellt. Es sagt aus, dass die in der Zeiteinheit
aus einer engen Roéhre ausfliessende Wassermasse dem Druckunter-
schiede an den beiden Enden der Réhre und der vierten Potenz
des Radius direct, dagegen der Lange der Réhre umgekehrt pro-
portional sei. Die Theorie ist spater von verschiedenen Forschern,
namentlich von Neumann?, Helmholtz3, Stefan, Oberbeck, Roussi-
nesq, Meyer u. A., bearbeitet worden. Ist die Bewegung stationar
und wirken keine Kréafte, so ergeben die Gleichungen der Reibung
fur die Geschwindigkeit u, welche der Axe x der Réhre parallel sei:

wo 23 und po die beiden Drucke an den Enden der Réhre, R ihren
Radius, r die Entfernung von der Axe und | die Lange bedeutet.
Durch Integration erhalt man hieraus die der Beobachtung zu-
gangliche Ausflussmenge

d. h. das Poiseuille’'sche Gesetz gilt nur bei unendlich grosser
Reibung E der Flussigkeit an der Wand der Rohre, d. h. fur den
Fall der Benetzung. Auch der aus derartigen Versuchen fur Wasser
sich ergebende Werth von rj weicht von den Ubrigen einigermaassen
ab; es muss aber erwogen werden, wie verschiedenartig alle diese
Methoden sind und wieviel Vernachlassigungen gemacht wurden.
Aus der obigen Gleichung l&sst sich aber bei geeigneter Wahl von
R und des Materials der Réhre auch E berechnen, falls dasselbe
endlich ist; fir Kupfer hat Girard diesen Gedanken ausgefihrt.

FuUr das Innere der Réhre gelten, wie Stefan4 hervorhebt, die
folgenden Séatze:

*) Poiseuille, Mem. des Sav. Etr. T. 9, p. 523, 1847. Arm. de Ch. et
Phys. T. 21.

2 Neumann, nach Jacobson, Arch. f. Anat. u. Phys. 1860, S. 80, 1861,
S. 304.

3 Helmholtz, Wien. Sitz. Ber. Bd. 40, S. 631, 1860.

4 Stefan, Wien. Sitz. Ber. Bd. 46.
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1) Die Geschwindigkeit ist nach der ganzen Lange der Réhre
far jeden zu ihrer Axe parallelen Faden constant. Es ist dies
einfach der Ausdruck fir das Bestehen der Continuitétsgleichung
in ihrer durch die Reibung unveréanderten Gestalt.

2) Der Druck ist in einem und demselben Querschnitte der
Rohre constant. Dieser Satz gilt auch dann, wenn in der Langs-
richtung der Réhre eine &ussere Kraft wirkt.

3) Die Geschwindigkeit &andert sich von der Axe nach der
Wand hin, nach dem Gesetze einer Parabel.

4) Der Druck &ndert sich langs der Axe nach dem Gesetze
einer geraden Linie, falls die in der Richtung der Axe wirkende
Kraft constant ist.

Diese Gesetze zeigen eine interessante Reciprocitat zwischen
Druck und Geschwindigkeit.

Nach der obigen Formel stellt das Poiseuille’'sehe Gesetz nur
einen extremen Fall eines allgemeineren dar, namlich den, wo E
gegen 1j sehr gross ist. Nimmt man umgekehrt E als sehr klein
gegen 1j an, so gilt das Poiseuille'sehe Gesetz zwar noch in Bezug
auf Lange der Rohre und Druckdifferenz an ihren Enden; aber
jetzt ist die Ausflussmenge nicht der vierten, sondern nur noch
der dritten Potenz des Radius der Rohre proportional, und ferner
ist sie nicht wie dort der inneren Reibung oder Zahigkeit der
Flussigkeit, sondern der &usseren Reibung zwischen dieser und
der Gewandung des Gefasses umgekehrt proportional. Mit jeder
Bewegung einer reibenden Flussigkeit sind Wirbel verknipft; so
auch hier. Und zwar liegen die Wirbelaxen in den Querschnitts-
kreisen und stehen auf den Radien derselben senkrecht. Der Sinn
der Drehung ist der, dass die der Axe zugewandten Seiten der
Theilchen in der Richtung der Strémung sich bewegen, die ab-
gewandten Seiten dagegen dieser Richtung entgegen. Die Ge-
schwindigkeit der Wirbelbewegung ist der Druckhdhe und der
Entfernung der Theilchen von der Axe direct, der Rohrenlango
umgekehrt proportional. Sie ist nach einer interessanten Zahlen-
rechnung von Stefan unter mittleren Verhaltnissen sehr gross; es
erfolgen ndmlich in der Secunde einige hundert oder gar einige
tausend Umdrehungen.

Wenn die Flussigkeit ausser ihrer Stromung noch eine Ge-
sammtumdrehung um die Axe der Réhre aufweist, so wird die
Untersuchung verwickelter; es gelten aber, wie Stefan gezeigt,
auch dann noch die obigen Satze mit Ausnahme des dritten, und
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auch die Ausflussmenge wird durch die Rotation nicht beein-
flusst.

Unabhangig von seinen Vorgangern und, wie es scheint, ohne
deren Arbeiten zu kennen, hat JBoussinesg® die allgemeine Theorie
des vorliegenden Problems in einer sehr interessanten Abhandlung
ausgefuhrt, und dieselbe auf die vor ihm noch nicht betrachteten
Falle eines elliptischen und eines rechteckigen Querschnitts an-
gewendet. Im ersten Falle ist fUr stationdre Bewegung die Ge-
schwindigkeit

wo C eine von der Reibung in leicht ersichtlicher Weise abhangige
Constante ist, und folglich die Ausflussmenge

wenn 6 — nbc die Flache des Querschnitts ist; fur b — ¢ = R
erhalt man hieraus, wie es sein muss, Proportionalitat von Q mit
jR4  Fur rechteckigen Querschnitt wird, wenn man

setzt und unter F eine ganze Zahl versteht (2 b und 2 ¢ die Kanten),

und folglich, wenn man zur Abkirzung

setzt, die Ausflussmenge

*) Boussinesq, Lionvule, J. d. Math., T. 13, S. 395. 1868.
Auerbach, Hydrodynamik. 1
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wenn 6 = 4bc wieder den Querschnitt bedeutet. FUr a erhalt
man leicht eine angendherte Reihenentwickelung; fir b — c ergiebt
dieselbe a = 0,0703; je gestreckter das Rechteck ist, desto grosser
wird a\ fur b = 12c etwa wird a — 0,08, also so gross wie bei

dem elliptischen Querschnitt; fuir ~ — oo "endlich ist a — 0,0833 .. .

J_
- 12

Boussinesq) hat unter Anderem auch den Fall einer in sich
zurickkehrenden Rohre oder eines ebensolchen Canals betrachtet.
Den Fall der Verzweigung der Réhren haben Jacobson'2 und Ros-
ta lskiuntersucht; die Formeln, welche hier gelten, haben eine
fast vollstdandige Analogie mit denen, welche die Verzweigung
stationéarer elektrischer Strome darstellen.

In allerneuester Zeit wendet sich die Aufmerksamkeit der
Analytiker mehr und mehr dem Studium der Bewegung zaher,
d. h. reibender Flussigkeiten zu; Zeugniss hierfur legen unter An-
deren die Arbeiten von Butchcr4, BriggsH, Graetz§ und Stearn?)
ab, der Hinweis auf welche unsere Betrachtungen scliliessen
moge.

0 Boussinesq 1 c. p. 413.

2) Jacobson, Arch. f. Anat. u. Phys. 1860, S. 100.

3 Rostalski, Ueb. d. Erweiterung der Pois. Ges. fur verzweigte Capil-
larrohren. Breslau 1878.

4) Butclier, Proc. of the London Math. Soc. Vol. 8.

5 Briggs, Proc. of the Am. Phil. Soc. Vol. 17, p. 124.

6) Graetz, Schlémilch’s Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 24.

7) Stearn, Quart. J. of Math. Yol. 17, p. 90. 1880.
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8. 54.

Erschiene es angebracht, im Gebiete der exacten und positiven
Wissenschaften dieselbe, kritische Methode anzuwenden, wie im
Gebiete der Geisteswissenschaften, und ware die hier gegebene
Skizze der Entwickelung der Hydrodynamik in den letzten Jahr-
zehnten nichts weiter als eine Darstellung der Leistungen, so wéare
mit ihr erst das Material gegeben, und die eigentliche Untersuchung
héatte nunmehr zu beginnen.  Aber nach der Ansicht des Ver-
fassers ist gerade dies ein unschatzbarer Vorzug der exacten Wissen-
schaften, dass bei ihnen Darstellung und Kritik in Eins zusammen-
fallen kdénnen und sollen. Die Gedanken, welche im Gebiete der
reinen und angewandten Mathematik gefasst und ausgefuhrt wer-
den, tragen, sobald sie in das Gebaude der ihnen zugehdérigen
Ubrigen Ideen eingeordnet werden, den Stempel ihres Werthes
oder Unwerthes, ihrer Bedeutung oder Bedeutungslosigkeit, ihrer
Fruchtbarkeit oder Unfruchtbarkeit auf der eigenen Stirn. Und
so musste auch die hier versuchte Darstellung der Fortschritte
der Lehre von der Bewegung der FlUssigkeiten Selbstkritik wer-
den. In der That, das, was des Verfehlten oder Unfruchtbaren
in. diesem Gebiete gedacht worden ist, konnte in der Darstellung
keine Stelle finden, wenigstens im Allgemeinen nicht, weil sich
weder eine Gelegenheit der véllig harmonischen Anknipfung noch
eine solche des Ueberganges zu dem Folgenden geboten hatte.
Die klaren und fruchtbaren ldeen andererseits konnten gar nicht
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unbericksichtigt bleiben, und ihre mehr oder minder vollkommene
Ausfuhrung musste tberall in der ihr gebiihrenden Weise gegeben
und hinsichtlich ihres principiellen Werthes geschéatzt werden, weil
ohne dies die Fortfuhrung des Fadens unmdoglich gewesen ware.

Was insbesondere die fundamentalen Fortschritte betrifft,
welche in dem in Rede stehenden Gebiete in den letzten vierzig
Jahren gemacht worden sind, so kennzeichnen sich dieselben, und
darauf wurde oben mehrfach hingewiesen, in bestimmterer und
einfacherer Weise, als vielleicht in irgend einem anderen Gebiete.
Allem Uebrigen voran steht Folgendes: Erstens die Wirdigung der
zweiten Euler'schen Form der Bewegungsgleichungen, der soge-
nannten Lagrange'sehen, durch Dirichlet und ihre Anwendung zur
Erschliessung eines Gebietes, welches nicht lange vorher ein sonst
so tiefer Forscher wie Navier fur unzuganglich erklart hatten
zweitens, in naturgemasser Fortfuhrung der Dirichlet'schen Idee,
das Verstandniss fir die Bedeutung des fundamentalsten aller
mechanischen Principien, des Hamilton'sehen Princips, auch im
Gebiete der Hydrodynamik; ein Verstandniss, welches von Clebsch
und Hankel angebahnt, von Thomson und Tait und von Kirchlioff
verwerthet und schliesslich von Boltzmann zur vélligen Klarheit
gebracht wurde. Der dritte epochenmachende Schritt betrifft die
Zerlegung der Flussigkeitsbewegung, und im Zusammenhénge
hiermit die Entdeckung der Wirbelbewegung im mathematischen
Sinne des Wortes durch Helmholtz, Thomson und Beltrami. Unab-
hangig hiervon endlich vollzog sich die Integration der Reibungs-
gleichungen durch Stokes und Meyer.

Alle diese Fortschritte stehen auf dem Boden einer Hypothese,
welche der gesammten hier gegebenen Darstellung stillschweigend
zu Grunde gelegt ist. Es ist eine Hypothese uber die Natur der
Materie, und zwar diejenige, welche dem Augenscheine und dem
Vorstellungsvermégen am nachsten kommt, und welche gleichzeitig
im Stande ist, die meisten Erscheinungen in befriedigender Weise
darzustellen, die Hypothese, dass die Mcderie den Baum stetig
erfallt.  Freilich, alle Erscheinungen vollstandig beschreiben zu
kdénnen, davon ist diese Hypothese weit entfernt. Es ist ihr daher
auch in diesem Gebiete wie uUberall sonst eine andere Hypothese
gegenubergestellt worden, welche fast so alt ist wie das wissen-
schaftliche Denken Uberhaupt, und welche als die Molecularhypo-
these bezeichnet wird. In der obigen Darstellung ist auf die
Arbeiten, welche sich im Hinblick auf die Bewegung der incom-
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pressiblen Flussigkeiten neuerdings mit dieser Hypothese beschéaf-
tigt haben, nicht eingegangen worden, weil sie in ihrer Gesammt-
heit einen wesentlichen Fortschritt der Wissenschaft vorlaufig
nicht bezeichnen.

Auf einem anderen Gebiete, namlich in der Theorie der Be-
wegung der compressiblen FlUssigkeiten oder Gase, verhélt es sich
bekanntlich ganz anders. Es sind hier nicht nur die Bewegungs-
gleichungen, trotz der Complication, welche bei Zugrundelegung
der Molecularhypothese eintritt, aufgestellt worden, sondern man
hat sie auch zur Entscheidung wichtiger Fragen mit Erfolg an-
gewendet.

Aber gerade in der-Stellung, welche die verschiedenen Aggre-
gatzustdnde angewiesen erhalten, liegt der Hauptunterschied beider
Hypothesen.

Wahrend namlich die Hypothese von der Stetigkeit der Materie
hauptsachlich zwei Classen von materiellen Systemen einander
gegenuberstellt, die festen und die flissigen, und nun erst die
letzteren wiederum in tropfbare und gasformige Flussigkeiten
gliedert, so stehen bei Annahme der Molecularhypothese die Gase
allen Ubrigen Systemen durch die Einfachheit ihrer Constitution
gegenuber, wahrend die tropfbaren Flissigkeiten denselben Com-
plicationen unterworfen sind wie die festen Koérper, zwischen
welchen und den Gasen sie vielleicht in Wahrheit nur einen
Uebergangszustand darstellen.

Es moge in dieser Beziehung kurz auf die Arbeiten von Potter,
M. Levy und namentlich von van der Waals aufmerksam gemacht
werden?).

Insbesondere zeigt sich die Unzulanglichkeit der Stetigkeits-
hypothese in der Theorie der Wirbelbewegung und in der Theorie
der inneren Reibung.

Was die erstere betrifft, so bleibt es, wie Stefan mit Recht
hervorhebt, véllig unentschieden, wie gross denn die wirbelnden
Theilchen sind, und es muss dies bei der rein kinematischen Ein-
fuhrung der Wirbelbewegungen durch Wirbellinien und Wirbel-
faden unbestimmt bleiben.

Die zZahigkeit der Flussigkeiten andererseits legt, wenn man
sie als innere Reibung, wie oben geschehen, auflasst — und

J Ganz neuerdings beschéftigt sich mit dieser Frage Cantoni (vgl. Il
nuovo Cimento (3) 6, S. 277 u. a. a 0.).
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dafuir spricht die Gesammtheit der bezuglichen Erscheinungen —
den Gedanken an die Zusammensetzung der Flussigkeit aus Mole-
keln, schon im Hinblicke auf die Analogie mit der &usseren
Reibung in unmittelbare N&he.

So muss es denn schliesslich als die wichtigste Aufgabe der
nachsten Zukunft bezeichnet werden, die Erscheinungen der
Wirbelbewegungen sowie der uUbrigen Componenten der Fluiditats-
bewegung in reibenden Flussigkeiten unter Berucksichtigung ins-
besondere der Frage zu studiren, inwieweit die Molecularhypothese
zu ihrer Darstellung geeigneter sei als die Stetigkeitshypothese,
und ob die erstere einen Aufschluss dartber gebe, welches denn
die reibenden und welches die wirbelnden Theilchen seien, ob
Atome und Molekeln oder nur diese letzteren oder endlich, was
aus vielen Griunden nicht unwahrscheinlich wére, sogar ganze
Gruppen von Molekeln.  Zur Loésung dieser Frage wird es sich
besonders darum handeln, eine geeignete Hypothese Uber die Natur
und Uber die Bewegung der Molekeln der tropfbaren Flissigkeiten
aufzustellen und zur Ableitung der Bewegungsgleichungen zu ver-
werthen.

Bedenkt man aber, welche Schwierigkeiten die entsprechende
Aufgabe schon bei den ungleich einfacher constituirten Gasen
gemacht hat, so wird man die Lésung dieses Problems in nicht
allzukurzer Frist erwarten dirfen.
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