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Witold Nowacki 

1. Wstęp 

Rozważymy ciało sprężyste, izotropowe i jednorodne, zajmują

ce obszar B ograniczony powierzchnią fJ . Ciało poddane działa

niu sił zewnętrznych i ogrzaniu dozna deformacji. W ciele powsta

nie pole przemieszcz~.ń U {x,t) oraz pole temperatury (}(rl t) 

zależne od położenia punktu X i czasu t e Pola te opisane są 

układem równań różniczkowych [1] 
__.., ., 

/1o1/ r v2u +fJ\+JL)rfrad ctvv- fZ +X== .fil -~-rrd &, 

/1 ~2/ 
. l" -+ Q 

\128- at e-7 dVzr u=- 'de . 

Tuta.;j e::: ·r- 7; jest przyrostem temperatu..ry ~ i/ Jest temperatm•ą 
To bezwzględną. g ;, temperaturą stanu naturalnego, w którym tak 

odkształcenia jak i naprężenia są równe zeru. Przez ~ oznaczono 

·w--ektor sił ms.sov:ychp przez .f - gęstość. Wielkości/'-'..:\ są st.:!

~i Lam.ego dla stan:il izotermicznego, a f=J/(d..t , gdzie/(=)\ +f
1
u 

jest :u.oć.ułelt ściśliwości, a c[ł jest współczynnikiem liniov;e : .. 

rozsze.:-za~cści "Cer.;r;.:~.cznej. Dalej: '(f= A.~; .tE t gdzie '/l-o jes't 

współczynnikiem przewodnictwa cieplnego, a .CE jest ciepłem właś

ciwym przy stałej defo;;."lllacji. Wreszcie f=tTa/Ao oraz Q= W;?-.o , 
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gdzie przez W oznaczono ilość ciepła, wytwarzaną w jednostce 

objętości 1 w jednostce czasu. Kropka nad funkcją oznacza jej po

chodną CZ&SOW4: 8=8fJj8t, ł=8~tl~ 
Dokonując dekompozycji welctora przemieszczenia na część po

tencjalną 1 solenoidalną 

oraz w podobny sposób rozkładając wektor sil masowych 

doprowadzamy uldad równań /1 .1 l i /1 • 2/ do postaci [ 2 ] 

WprQwadzili~ tu następujące oznaczenia: 

/1.8/ 
lt 2 ' I'::J2 ~ 2 D= v2-!, :; ' =V-- Ot CJCs:/1" l ~H 

oC .c: a? ' 
/'ł ( >. +2H) ~ ,. =(B J 12 m:::~ d'-?iL • ..",.,- f l .l "'..t p! J /\+~-

Eliminacja temperatur,y z równań /1.5/ 1 /1.?/ prowadzi do równań 

/1.9/ 

/1.10/ 
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_,_ 

gdsie 

Równanie /1.9/ przedstawia podlll.Ż:D4, a równaD.ie /1 .10/ poprzeosn.ą. 

:talę termosprężysą. 

1Y kluyczne~ elaatoltine'Q'ce przy salożeniu procesu adiabaty

cmego JW117 do os7Dienia s uklad• równań przemieszcsenioąch 

/1.11/ 

e== -1,. m,. d! t:iwiZ. 

Występ~ące • 't7ch r6wnaDiach stałe Lallego jld 1 A~ odnoszą 

się do stanu adiabatycznego, a p,;:rJ+ 7;~" _, l'fll". ~~/ó.r +2jtr); 

fr· =(3~r +2p,r}tlt , gdzie /4, .Ar są stal1Jili Lamego, mierzoD1Jii 

w WQ'QDkach isotemiczxqch. P.rsedstawiając prsemieszczenie 

w postaci /1.}/ otrz1J18111 D&Stępujące róWD8.Di.e falowe: 

gdsie 

a.=[>·~;214}~ ~ .. ( ?Jte, /4-fr, A-1~Ar+/r?r~· 

O.Soaigllana [?JJ oras P.Dub... [ 41 udowodnili" łe pnedstawie

Die/1. ?Jj prsy poaoey poteDCjalów c/J i Y stanowi zupełne roz. .. 

wiąsanie rólmań /1.11/. E.Sternberg w pracy [ 5 J przedstawił ar

gumenty, uzasadniające zupelaość rozwiązania generalnego sprzężo

~ch rórmań termosprężystości /1.1/ i /1.2/ ó.l.a reprezentacji /1.51 

i założenia, że !UDkc;je ej; 1 T spełnia~ą uliad r6w.nań /1 . 9/ i 

/1.10/. Do sprawy te~ powróct.7 w p.; DiDie;jsze~ pracy. 
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Układ rbwnań /1.1/ i /1.2/ mo~ również rozdzielić na układ 

równań niezależnych na innej drodze przez wprowadzenie :fUllkcji 
._.. 

wektorowej p i funkcji skalarnej y , związanych z przeaiess--czeniem 'U i temperaturą w następującej postaci: 

/1.13/ u~ A;2t:. 9f-T ctwfrtJ+ ~ru'rJ 

/1.14/ f) z tp ą dJ;,r lilf r A ;fE-ar; 
gdzie 

-Funkcje (/) i r powinny spełniać następujące równania: 

l -
[12n_. X 

/1.15/ 2 JL r + :>. +2,# = o) 

/1.16/ gr -~-/l..tift) =o. 

Rów.nania /1.15/ i /1.16/ otrzymuje się przez podstawienie 

/1.13/ i /1.14/ do równań różniczkowych termosprężystości /1.1/ 

i /1.2/. 

Związki /1.13/ i /1,14/ zostały podane najpierw przez S.Kalis-

kiego [ 6 J , później na innej drodze przez J .S.Podstrigacza 

[ 7] i n.Rlidigera [a] 
Zauwatmy, że związki /1.13/ i /1.14/ są uogólnione na probl~ 

my termosprężystości funkcji naprężeń, podanych przez A.Jacovache 

[10] dla elastooptyki klasycznej. Jednak sposób wyprowadzenia 

związków /1 .1 "5/ i /1 .14/, stosowanych w pracach [ 6, 7 , 8 J nie 

zapewnia zupełności rozwiązań. Dowód zupełności rozwiązań dla 

przedstawienia /1.13/ i /1.14/ jest podany w p.2. 
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2. Twierdzenie o zupełności rozwiązań 

Niech U(.x, t) 1 {j(.xj t) b~dą. rozwi~aniea układu równań /1 .1 l 

i /1 • 2/ w o bazarze B dla - (XJ \ t < oo • Wtedy istniej ts.lta funkcja 

wektorowa 'l 1 funkcja skalama r t że przemieszczenie u(x, t) 
i temperatura e{ x, t) są przedstawione przez /1 .1 ?)/ i /1.14/. 

-. 
a funkcje JO i ?V spełniają równania falowe /1.15/ i /1.16/. 

Na podstawie rozwiązania Stokesa-Helmholtza istnieją takie 

funkcje ~(x,t} i j(x,t) .~e 

/2.1/ iZ(x,t} =pad~ t-".d-f' J tiMJ-Y= O. 

Wstawmy /2.1/ do układu r6wnań różniczkowych ter.mosprę~ystoś

ci /1.1/ i /1.2/. W rezultacie otrzymamy następujące równanie: 

-
12.21 prid D/rj; ~rot 47 +/\~fL- /TTl rd B, 

12.31 De-pą fl2~=-l· 

Wyeliminujmy z tych równań temperaturę ćJ i posługując się 

równaniem /1.16/ otrzymamy w ten sposób równanie 

-Zdefiniujmy obecnie funkcję f-· sa pomocą funkcji skalar-

nej Ś oraz funkcji wektorowej f 

http://rcin.org.pl



- 6-

Następnie wstawmy /2.5/ do rów.nania /1.15/ i dokonajmy na tym rów

naniu operacji różniczkowej 1J • Otrzymamy w rezultacie równanie 

Z porównania równań /2.2/ 1 /2.6/ wynika, że funkcje ~ i ~ 
powinny spełniać następujące xówoania różniczkowe: 

12.71 n (h~j = f -jź- r, 
12.a1 Q{= y 
Wykonajmy llB. związku /2.7/ operację f2 1 uwzględnijmy równanie 

/2.8/: 

Wstawmy "Yf)t Y z r6wnania /2.9/ do związku /2.1/. Otrzymamy 
-. 

• ten sposób r6wnanie przemieszczenia 1l przez funkc~e )'-l , -'f ~ .5 
2 , fj 2 A ·-r:ł&.f2/ ~ 

--.. A + 'E:. f2 ~ , -1!- rHl2d w+ omd/IJI2 - ~ /..) · 
/2.10/ u= p f+ /"d l i!"--j 2 

Zważywszy, że 

przekształcimy operator przy f w zwiłPku /2.10/ do postaci 
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(D~2 - /tfiL2)f =- Tf.D- {fj)vJ 

/2.12/ 

Wstawi~ąe /2.12/ do /2.10/ i u.zględniając wynikając~ z /2.5/ 

salemość 

/2.13/ 

doprowadzimy /2.10/ do postaci 

zgodne3 ze związkiem /1.13/. 

Hale~y jeszcze udowodnić słuszność wzoru /1.14/. W tym celu 

dokonajmy na rów.naoiu /1.1/ operację diwergencji i wykorzystajmy 

zwi.ązek diAJit = V 2P t wynikający z /2.1/. w rezultacie otrz;ymamy 

/2.1?/ 

Następnie wyeliminujmy z r6wnań /2.3/ i /2.17/ fznkeję ? 
wykorzystując równanie /1.16/. W rezultacie otrzymamy równanie 

Dokonajmy wreszcie na r6w.naoiu /1.16/ operacji diwergencji, co 

Rrowadzi do związku 
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/2.19/ 

Wstawiając /2.19/ ~o /2.18/ i wykonując na tym przekształconym 
n-1 

równaniu operację :IC' , doehodzimy do .związku. 

zgodnego z przedstawieniem /1.14/. W ten sposób dowód zupełności 

został zakończony. 

Szczególnym przypadkiem termosprężystości sprzężonej jest 

t~.techniczna teoria naprężeń cieplnych, w której poznaje się 

sprzężenie równań /1.1/ 1 /1.2/ przez pomillięcie wyrazu '2cfvv.-iŻ 
w równaniu przewodldctwa cieplnego. Łatwo wykazać przyjmując z::::O 

w równaniach /1.13/ do /1.16/ i wprowadzając funkcję ~~lJ~ , 
że prawdziwe są następujące związki: 

/2.21/ 
-P- A~ł~+a2r- "'t4cfiqG+-/f rdy, u-/'- '{v- /"' . / 

/2.22/ e= ""-;?~'-a?. 
~ 

Funkcje G i r pO'llilmy spełniać równania 

/2.23/ 

/2.24/ 
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Wreszcie w przypadku szczególnym elastooptyki klasycznej mamy 

gdsie :funkcja G spełDia równanie bifalowe 

/2.26/ 

-
a2n2-- X -0 

1 Uz G +~~2)'~- · 

Związki /2.25/ 1 /2.26/ zostały podane przez M.Jacovache L1o] 
a twierdzenie o zupełności tego rozwiązania przez E.Sternberga i 

R.A .. Eubanksa [ 11] 

3. Związki .między potencjałami ~,Y: a funkcjami f.?
Rozpatrzmy jednorodny układ równań /1.1/ i /1.2/. Przez wpro

wadzenie wzorów /1.13/ i /1e14/ doprowadzamy ten układ równań do 

r~ fa.lc-wyeh 

/}.1/ 

/}.2/ 

a2Qr=o, 
Qy==O. 

Zauwatmy, że w myśl twierdzenia T. Boggio [ 12] , rozwiązanie =ów

nania /3.1/ przedstawić można w postaci 

/3.}/ 

przy czym funkcje r l t f// powinny speł.Riać r6wnani.a 

/3.4/ 
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Wstawiając/}.}/ do równania /1.1}/ oraz ~ględn!ając równania 

/}.4/ i /3.5/ otrzymamJ 

Q _,, /"""") 02 
Przekształćmy obecnie wyrażenie r t zważywszy t że ::J c= 1 D-
-m?~ V2 i biorąc pod uwagę związek /3.5/. Po prostych przekaztal

ceniach przy uwzględnieniu związku /2.11/ otrzymamy 

W ten sposób biorąc pod uwagę zależności /3.?1 przedstawimy równa

nie /}.6/ w postaci 

zważywszy że 

otrzymamy z /3.8/: 

~>?.twe już obecnie sprowadzić związek /3 .. 9/ do postaci Stokasa -

- He:Lmholtza 
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Por6w.nanie równań /~.9/ i /~.10/ prowadzi do następującej trans

formacji: 

która wiąże funkeje ~,.f z funkcjami f, y.-' 

Wykonajmy następllie operację 1J na wzorze /1.14/. Otrzymamy 

po wykorzystaniu rów.nania /3.5/ następujący związek: 

Przekształ6lą równanie /3.4/, które możemy również zapisać w posta-

ci: 

Wykorzystując związek /2.11/ otrsymamy 

Wstawiając /~.15/ do /,.13/ i uwzględniając rów.nanie /3.2/ docho

dzilą do r6wnania 
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Ale wyrażenie w nawiasach kwadratowych równa się ze względu na 

/3.11/ funkcji ~ • Mamy zatem 

Równanie to jest jednorodnym równaniem przewodnictwa cieplnego 

/1.7/. 

Fezostaje jeszcze sprawdzić, czy funkcje p, Y , wyrażone -. przez funkcje f (; r spełniają jednorodne równania falowe 

/1.9/ i /1.10/ 

/3.18/ Q l'h [lz_ 
'f'= o , 2.A ::0 

Łatwo sprawdzić, że 

a to ze względu na /382/ o~az /3.4/. 

Również i 

172..... 1\ +.U.. ----~-rr n2-,,J- o 
/3.20/ LJ2 ;t =- 7 rrvr- u2 r l- l 

ze względu na równanie /3.5/o 

W przypadku teorii naprężeń cieplnych, w której poznaje się 

sprzężenie p:Jla temperatury i pola przemieszcze*, ot:r·zymuje się 

z.a.miast transformacji /3.11/ i /3.12/ ll8.stępującą: 
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Przemieszczenia U ~ temperatura (J określone są tu przez 

związki /2.21/ i /2.22/ i winny spełniać równania jednorodne 

/3.23/ 

Łatwo też wykaza6, że funkcje rp, Y określone związkami /3.21/ 

i /3.22/ spełniają równania 

/3.24/ 

W przypadku klasycznej elastooptyki wzory /3.21/ i /3.22/ prze

chodzą w 

zgodnie z wynikiem otrzymanym przez E. Sternberga [ 5] . 
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