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TRAITÉD’ALGÈBRE.
DEUXIÈME PARTIE.

LIVRE PREMIER.

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE.

1. Nous comprenons sous le titre de Complément des éléments 
d’algèbre, les notions sur les séries et leur convergence, le déve­
loppement de la formule du binome et ses applications, la 
théorie algébrique des logarithmes et la résolution des équations 
exponentielles.

CHAPITRE PREMIER.

DES SÉRIES.

§ I. Notions préliminaires.

2. Définitions. Une série est une suite illimitée de quantités 
qui se succèdent suivant une loi déterminée. Ces quantités sont 
les termes de la série.

Nous représenterons les termes d’une série par u0, u1 u2..... 
«»,.... On dit que un est le terme général : sa valeur dépend de

Alg. sp. B. 1
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celle de n, et, en y donnant à n les valeurs successives 0,1,2,...., 
on obtient les divers termes.

On désigne par Sn la somme algébrique des n premiers termes 
de la série ; de sorte que l’on a :

2 LIVRE I .

5. Séries convergentes ou divergentes. On dit qu’une série 
est convergente, lorsqu’il existe une limite finie dont la somme 
Sn s’approche indéfiniment, à mesure que n croît indéfiniment. 
La limite S, vers laquelle elle tend, se nomme la somme de la 
série.

Si, au contraire, la somme Sn ne tend pas vers une limite fixe, 
la série est dite divergente. Une série divergente ne représente 
rien, et ne peut être d’aucun usage en analyse.

4. Exemple. Une progression par quotient est une série con­
vergente, lorsque sa raison est moindre que l’unité. On a vu 
(I, 570), en effet, qu’en supposant q moindre quel, la somme

s’approche indéfiniment de la limite déterminée ·

Une progression géométrique indéfinie, dont la raison sur­
passe l’unité, est divergente. Car la somme de ses termes croît 
indéfiniment avec leur nombre.

S. R emarque. Pour qu’une série soit convergente, il faut qu’à 
partir d'un terme suffisamment éloigné, le terme un tende vers zéro, 
quand n augmente indéfiniment. En effet, si une série est conver­
gente et a pour limite S, on peut prendre n assez grand, pour 
que les sommes Sn , Sn+1, Sn+2 diffèrent de S aussi peu que l’on 
voudra. Les différences Sn+1 — Sn, Sn+2 — Sn+1, sont alors aussi 
petites qu’on le veut. Or Sn+i— S„ =  un, Sn+2— Sn+1 =  un+1. Donc 
les termes un, υη+1 tendent vers zéro.

Mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante. Pour le prou­
ver, nous allons faire voir que la série, dite harmonique,

www.rcin.org.pl



dont les termes diminuent indéfiniment, est cependant diver­
gente. Et, en effet, si l’on groupe les termes de la manière sui­
vante :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 3

on reconnaît que chaque partie, renfermée entre parenthèses, 

est plus grande que car la dernière, par exemple, contient

n termes, tous supérieurs ou au moins égaux à Or la série se

compose d’une infinité de groupes semblables ; il est donc évi­
dent que la somme peut dépasser toute limite assignée.

6 . Caractère général des séries convergentes. Le caractère 
d’une série convergente consiste dans la condition suivante.

Pour qu'une série soit convergente, il faut et il suffit qu’on puisse 
prendre dans la série un nombre n de termes assez grand à partir 
du premier, pour que la somme des p suivants,

[a]

soit, quelque grand que soit p, inférieure, en valeur absolue, à une 
quantité donnée, si petite qu’elle soit, et tende vers zéro, quand n 
croît indéfiniment.

La condition est nécessaire : car, si la série est convergente, 
on peut donner a n une valeur assez grande, pour que, quel que 
soit p, les deux sommes Sn et Sn+P diffèrent de leur limite com­
mune S aussi peu qu’on voudra (3) : leur différence, c’est-à-dire 
la somme [a], est donc, pour cette valeur de n, inférieure, en 
valeur absolue, à un nombre donné, si petit qu’il soit; et elle 
tend vers zéro, quand n croît indéfiniment.

La condition est suffisante : car, si elle est remplie, on peut 
choisir pour n une valeur déterminée n' assez grande, pour que 
la somme,

[b]
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soit, en valeur absolue, inférieure, quelque grand que soit p, 
à un nombre donné a, si petit qu’il soit ; par suite, pour celte 
valeur n', la somme [b] étant comprise en tre— α e t + a, la 
somme Sn'+p est comprise entre les deux nombres fixes Sn' — α 
et Sn '  + α. Et, cela ayant lien pour toute valeur de p, il est évi­
dent que, pour toute valeur de n, plus grande que n', la somme Sn 
sera comprise entre les mêmes limites, et ne pourra pas croître indé­
finiment avec n. D’ailleurs, si l’on donne à n' des valeurs de plus 
en plus grandes, la somme [b] tend vers zéro ; les deux nombres 
Sn' —α ,S n ' + α  se rapprochent, par suite, indéfiniment l’un de
l’autre ; la somme Sn a donc une limite finie et déterminée. La 
série est convergente.

7. R emarque. Il n’est pas toujours facile d’appliquer le ca­
ractère général qui précède, et de décider si une série est con­
vergente ou divergente. Un des procédés les plus élémentaires 
consiste à comparer la série proposée à une autre série que l’on 
sait être convergente ou divergente; cette comparaison conduit 
à quelques règles qui permettent de prononcer dans un grand 
nombre de cas. Nous nous occuperons d’abord des séries dont 
tous les termes sont positifs.

g II. Des séries à termes positifs.

8. Théorème I. Une série, à termes positifs, est convergente, 
lorsque, à partir d'une certaine limite, le rapport d'un terme au pré­
cédent est constamment moindre qu’un nombre fixe plus petit que 
l’unité : il ne suffirait pas qu’il fût constamment moindre que 
l'unité.

La série est divergente, lorsque, à partir d’une certaine limite, le 
rapport est plus grand que l’unité.

1° Considérons la série,

4 LIVRE I.

et supposons qu’à partir du terme un, le rapport d’un terme au
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précédent soit constamment plus petit qu’un nombre fixe k in­
férieur à l’unité; nous aurons :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBR E .  5

ou

On déduit évidemment de ces inégalités :

en sorte que les termes de la série proposée, à partir de un, sont 
moindres que ceux de la progression géométrique décroissante,

il est donc impossible que leur somme croisse sans limite. Lors 
donc qu’on prendra un nombre de termes de plus en plus grand 
dans la série proposée, la somme, qui va sans cesse en aug­
mentant, puisque tous les termes sont positifs, ne pourra ce­
pendant pas surpasser tout nombre donné. Il est, dès lors, évi­
dent qu’elle a une limite, précisément égale au plus petit des 
nombres qu’elle ne peut surpasser.

2° Si, à partir d’une certaine limite, le rapport d’un terme au 
précédent est plus grand que l’unité, il est évident que les ter­
mes vont en croissant, et que, par suite, leur somme augmente 
sans limite. La série est donc divergente.

Remarque. La démonstration précédente serait en défaut, si 
l'on avait : k =  1. Dans ce cas, il y aurait doute ; et la série pour­
rait être convergente ou divergente, comine on va le voir par 
des exemples.

9. Comment on applique ce théorème. Ordinairement le rap­
port d’un terme au précédent converge vers une limite l, quand 
n croît indéfiniment.

Si l est inférieur à l’unité, on peut choisir arbitrairement, entre 
l et 1, un nombre déterminé k. Puisque le rapport tend vers l, 
on peut prendre n assez grand, pour que ce rapport soit con­
stamment inférieur à k, qui est plus petit que 1. La série est donc 
convergente.
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Si l est plus grand que l'unité, on peut encore choisir arbitrai­
rement, entre 1 et l, un nombre déterminé k; et le rapport, se 
rapprochant indéfiniment de l, finira par devenir constamment 
plus grand que k , qui est supérieur à l’unité. La série est donc 
divergente.

Si l =  1, il y a doute; et le théorème I est insuffisant, pour per­
mettre de prononcer sur la convergence ou la divergence de la

série. Cependant, si le rapport            finit par être toujours au-

dessus de sa limite 1, la série est divergente; car alors les termes 
finissent par aller toujours en croissant; et, comme ils sont tous 
positifs, leur somme peut devenir plus grande que toute quan­
tité donnée.

10. Limite de l’erreur commise. La démonstration du théo­
rème I fait connaître une limite de l’erreur que l’on commet, 
lorsque l’on s’arrête, dans la sommation d’une série conver­
gente, à un terme d’un certain ordre. Supposons, en effet, qu’à 
partir du terme ui, le rapport d’un terme au précédent soit 
constamment plus petit qu’un nombre k inférieur à l’unité; les 
termes ui+1, ui+2, ui+3, . . .  seront (8) respectivement moindres 
que kui , k2ui  , k3ui , . . .  ; et par suite, la somme des termes que l’on 
néglige, quand on s’arrête à ui-1, sera moindre que ui+ k u,

6 LIVRE I.

Ainsi, en désignant par ε

l’erreur commise, on a :

11 . Exemples. 1° Soit la série :

Le rapport du (n+ l)me terme au précédent est    ;sa limite est

zero, quand n croît indéfiniment. La série est donc conver­
gente.

Si l’on s’arrête au terme                 , le rapport de l’un quel-1. 2 . 3 . . .  i
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conque des termes qui le suivent au précédent est toujours infé­

rieur à        ; on peut donc prendre k =            et l’on trouve, i + 1  
pour l’erreur commise :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 7

2° Si l’on considère la série harmonique [1] (n° 5), le rapport

du n  terme au précédent est     , ou          . Il est toujours

plus petit que 1; mais sa limite est 1, quand n croît indéfini­
ment. Il y a doute; mais on a démontré (5), par un procédé 
particulier, que la série est divergente.

3° Soit encore la série :

[3]

le rapport du nme terme au précédent est , ou

et sa limite est encore l unité. Le théorème I ne nous apprend 
donc rien. Mais, que l’on groupe les termes de la manière sui­
vante :

c’est-à-dire, de telle sorte que chaque groupe commence par un 
terme dont le dénominateur est une puissance de 2; la valeur

du premier groupe sera plus petite que 2 fois    ou que    ; celle 

du second sera moindre que 4 fois ou que celle du troi­

sième sera inférieure à 8 fois      ou à et ainsi de suite. La
8 8

somme des termes de la série est donc moindre que celle des
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termes de la progression décroissante La

série est donc convergente.

12. Cas ou la série est ordonnée par rapport aux puis­
sances d’une variable. Il arrive souvent qu’une série est or­
donnée par rapport aux puissances entières et croissantes d’une 
variable x. Si le terme général un est égal à Anxn, le rapport 
     

sera égal à x; et, si l’on désigne par l la limite vers la-

Aquelle tend le rapport des coefficients           quand n croît indé-

finiment, le rapport des deux termes aura lui-même pour limite 
Ix. La série sera donc convergente, si l’on a (9) :

8 LIVRE I.
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r a p p o r t    des coefficients est donc       et sa limite est 1. La

série est donc convergente pour toute valeur de x  plus petite 
que 1, et divergente pour toute valeur de x  plus grande que 1. 
Il y aurait doute, pour x =  1 : mais nous savons (5), qu’alors la 
série est divergente.

13 . Théorème II. Une série, à termes positifs, dont le terme gé­
néral est un, est convergente, lorsque        est, pour une certaine va­
leur de n, et pour toutes les valeurs plus grandes, plus petit qu’un 
nombre fixe k, inférieur à l’unité. Elle est divergente, lorsque             
est constamment plus grand que l’unité.

1° Si, à partir d’une certaine valeur de n, on a constamment

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 9

on en déduit les inégalités suivantes :

en sorte que les termes de la série proposée, à partir de un, sont 
moindres que ceux de la progression géométrique décroissante

On en conclut comme au n° 8, que la série est convergente.

2° Si, au contraire, à partir d’une certaine valeur de n, 
est constamment supérieur à l'imité, il en est de môme de un,   ; 
par suite les termes vont en augmentant : et leur somme peut 
dépasser toute grandeur donnée.

Remarque. La démonstration est en défaut, si k = 1. Dans 
ce cas, il y a doute ; et l’on ne peut affirmer, en général, si la 
série est convergente ou divergente.

14. Comment on applique le théorème. On prouve d’ailleurs, 
comme au n° 9, que si         tend vers une limite l plus petite 
que 1, la série est convergente ; que si l est supérieur à l’unité, 
la série est divergente ; et qu’il y a incertitude dans le cas où 
l = 1. Cependant si        finit par être constamment au-dessus 
de sa limite 1, la série est divergente.

15. Limite de l’erreur commise. Dans le cas où la série est
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convergente, la démonstration précédente fournit une limite de 
l’erreur ε que l'on commet, lorsqu’on s’arrête à un terme 
On a évidemment :

10 LIVRE I.

k étant une limite supérieure de

16. Remarque. Les limites dont les deux théorèmes I et 11 
font dépendre la convergence sont nécessairement égales entre 
elles.

Soit en effet la série

et

dans la série

le rapport d’un terme au précédent a pour limite kn, et par con­
séquent elle est convergente ou divergente suivant que x  est

plus petit ou plus grand que mais la racine nme de terme gé­

néral unxn a pour limite k'x, et par conséquent en vertu du 
théorème II, elle est convergente ou divergente suivant que n

est plus petit ou plus grand que        les deux résultats ne peu­

vent s’accorder que si k est égal à k'.

17. Théorème III. Si les termes d’une série,

vont constamment en diminuant, à partir du premier, cette série 
sera convergente ou divergente, en même temps que la série,
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En effet, supposons d’abord la première série convergente. 
On a évidemment les relations :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 11

Si l’on ajoute, membre à membre, ces inégalités, on a :

donc la somme d’un certain nombre de termes de la seconde 
série est plus petite que le double de la somme des termes de la 
première, terminés au terme de même indice. Or, celle-ci est 
convergente, par hypothèse; donc la seconde l’est, à plus forte 
raison. Donc la convergence de la première entraîne celle de la 
seconde.

Supposons maintenant que la première série soit divergente. 
En groupant les termes d’une autre manière, on a évidemment:

d’où, en ajoutant membre à membre,

Ainsi la somme d’un certain nombre de termes de la seconde 
série est plus grande que la somme des termes de la première, 
terminés au terme d’indice double. Or celle-ci croît indéfiniment,
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par hypothèse : donc la seconde est divergente. Ainsi la diver- 
gence de la première entraîne la divergence de la seconde.

C’est ce qu’il fallait démontrer.

18. Applications. Prenons, pour la première série, la sui-
vante :

12 LIVRE I.

[6]

la seconde sera :

Or cette dernière est une progression géométrique, dont la 
raison est 21-α. Donc elle est convergente, si α est plus grand que 
l’unité; elle est divergente, si α est égal ou inférieur à l’unité. 
Donc la première série est convergente, si α>  1 ; et divergente, 
si α <  1.

Nous avons déjà obtenu ces résultats pour la série [1] où α= l , 
et pour la série [3] où α= 2 .

Prenons pour la première série, la suivante :

La seconde sera :

ou, en remarquant que 

Or la série, renfermée entre parenthèses, n’est autre que la 
série [6]. Donc elle est convergente, si α est plus grand que 1 ; 
et divergente, si α est égal ou inférieur à 1. Il en est donc de 
même de la série [7].

19. Remarque. Il n’est pas nécssaire, pour appliquer le 
théorème III, de commencer la seconde série par le premier
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terme de la première : car la convergence d’une série ne dépend 
que de ses termes éloignés. Ainsi, laissant de côté les i premiers 
termes, on considérera les deux séries :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 13

elles seront convergentes et divergentes ensemble.

20. Théorème IV . Une série, à termes positifs, est convergente, 
lorsque, à partir d'un certain terme, le rapport du logarithme de

      au logarithme de n est constamment plus grand qu'un nombre

fixe k, supérieur à l’unité. Elle est divergente, si le rapport est con­
stamment plus petit que l’unité.

1° Si le rapport de log — à log n est constamment plus grand 

que k, il en résulte que Ton a :

et, par suite,

Les termes de la série proposée sont donc, à partir de un , plus 
petits que les termes correspondants de la série

or cette dernière est convergente, puisque k est plus grand 
que 1 (17). Donc la série proposée est aussi convergente.

2° Si, au contraire, le rapport, à partir de un ,est constamment 
inférieur à l’unité, on en conclut :
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Les termes de la série proposés sont donc, à partir de un , plus 
grands que ceux de la série

14 LIVRE I.

laquelle est divergente (5). La série proposée est donc diver­
gente.

Comment on applique le théorème. Si, comme cela arrive 

le plus ordinairement, le rapport de log — à log n converge vers

une limite l, on prouvera, comme au n° 9, que la série est con­
vergente, quand l est supérieur à l’unité; qu’elle est divergente, 
quand l est inférieur à 1 ; et qu’il y a incertitude dans le cas où 
l = 1 .  Cependant, si le rapport finissait par être constamment 
inférieur à sa limite 1, la série serait divergente.

21. Remarques. Telles sont les règles les plus élémentaires, à 
l’aide desquelles on se prononce sur la convergence des séries à 
termes positifs. Il en existe d’autres, que nous n’avons pas à ex­
poser ici. Nous ferons, toutefois, les deux remarques suivantes, 
qui trouvent fréquemment leur application.

1° Si une série, dont tous les termes sont positifs, est convergente, 
elle le sera encore, quandon multipliera tous ses termes parunmême 
nombre quelconque, ou même par des nombres différents, pourvu 
qu’ils soient finis.

En effet, si l’on peut prendre n assez grand, pour que la 
somme

soit, quelque soit p, aussi petite qu’on le veut, et tende vers zéro, 
quand n augmente indéfiniment (6), il en sera de môme de la 
somme

puisqu’elle est inférieure à la somme

dans laauelle A est le plus grand des coefficients introduits
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2° Si l'on a une série convergente,
COMPLEMENT DES ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE. 15

et qu'une autre série,

soit telle, qu'à partir du terme d 'un certain rang 1, on ait constam­
ment :

cette seconde série est aussi convergente. Car , si l’on multiplie la 

première par — , nombre fini, on obtient une nouvelle série

qui, d’après la première remarque, est encore convergente. Or, 
à partir du terme vi ,les termes de cette nouvelle série,

sont plus grands que les termes correspondants de la seconde,

Donc cette dernière est, à plus forte raison, convergente. 

g III. Des séries dont tous les termes ne sont pas positifs.

22. Théorème I. Lorsqu'une série n'a pas tous ses termes de 
même signe, il suffit pour qu'elle soit convergente, qu'elle le soit 
quand on donne le même signe (+  par exemple) à tous ses termes.

En effet, puisque la série à termes positifs est convergente, 
on peut prendre pour n une valeur i assez grande, pour qu’à 
partir du terme ui, la somme des p suivants soit aussi petite que 
l’on voudra, et tende vers zéro, à mesure que i croît [6]. Il en 
sera donc de même,à plus forte raison, de là somme algébrique 
des p termes correspondants de la série proposée, puisque, dans 
la première tous les termes s’ajoutent, et que, dans la seconde, 
les uns s’ajoutent, et les autres se retranchent. Donc la série 
proposée [6] est convergente.
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On pourra donc appliquer à ces nouvelles séries les règles de 
convergence données pour celles dont tous les termes sont posi­
tifs, et déterminer de même une limite de l’erreur que l’on 
commet en s’arrêtant à un terme de rang quelconque. Mais il 
peut arriver qu’une série, dont les termes ne sont pas tous posi­
tifs, soit convergente, et qu’elle devienne divergente, quand on 
donne le même signe à tous ses termes. Il est donc utile de don­
ner des règles spécialement applicables à ce cas : nous nous 
bornerons à la suivante.

23. Théorème II. Si dans une série, les termes sont alternative­
ment positifs et négatifs, et qu'ils décroissent indéfiniment, la série 
est convergente.

Soit, en effet, la série :

16 LIVRE I.

dans laquelle les termes u0, u1 u2. . .  vont toujours en dimi­
nuant, de telle sorte que chacun soit plus petit que le précédent, 
et que un puisse devenir aussi petit qu’on le voudra, si n est 
suffisamment grand.

Nommons S0, S1, S2, . . . .  Sn, . . . .  les diverses sommes qu’on 
obtient, en arrêtant la série successivement, au terme u0, au 
terme u1, au terme u2,  . . .  au terme un. Représentons ces sommes

La première, S0, sera représentée par OS0. La seconde, S1, 
étant égale a u0— u1 est plus petite que S0; représentons-la 
par la longueur OS1. La troisième, S2, étant égale à S1+u2, 
est plus grande que S1 ; mais elle est plus petite que S0; car , 
pour la former, à S0 on a ajouté — u1 +  u2, quantité négative : 
elle sera donc représentée par OS2. La quatrième, S3, étant égale 
à S2 — u3 ,est plus petite que S2; mais elle est plus grande que 
S1 ; car, pour la former, à S1 on a ajouté u2 — u3, quantité posi­
tive : nous la représentons par OS3. Et ainsi de suite. D’après
cela, les sommes S1 S3, S5,.......  forment une série croissante, et
les sommes, S0, S2, S4,. . . .  forment une série décrassante. D’ail­
leurs les termes de la première série n’augmentent pas indéfi­
niment, car ils sont tous plus petits que les divers termes de la
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seconde; cela résulte de la loi même de leur formation. Dès lors, 
il est évident que ces termes ont une limite, qui est précisément 
le plus petit des nombres qu’ils ne peuvent pas dépasser. De 
même,les termes de la série décroissante, S#,S2, S4,. ...on tune  
limite; car ils sont plus grands que chacun des termes de la 
série croissante ; et cette limite est le plus grand des nombres 
auxquels ils restent constamment supérieurs. Enfin, ces deux 
limites sont les mêmes ; car on a : S2n — S2n_i =  u2n ; et, par con­
séquent, la différence entre deux termes correspondants des 
deux séries à indices pairs et impairs, peut devenir aussi petite 
que l’on voudra. 11 y a donc, sur la droite OX, entre les extré­
mités des longueurs qui représentent S2n_t et S2n, une distance 
qui diminue indéfiniment, quand n augmente indéfiniment; de 
sorte que ces extrémités se rapprochent indéfiniment d’un 
point S, qui est leur limite commune. La longueur OS représente 
la somme de la série.

24. Limite de l’erreur commise. L'erreur que l'on commet, 
lorsque l'on s'arrête à un terme u,_i, est moindre que le terme sui­
vant et de même signe que lui. En effet, la somme S de la série est 
évidemment comprise entre S<_! et S,·. Donc l’erreur commise, 
en prenant S, pour valeur approchée de S, est moindre que la 
différence entre S,· et S<_i, laquelle est d= w<. Les valeurs appro­
chées, que l’on obtient en considérant un nombre de termes de 
plus en plus grand, sont donc alternativement trop grandes et 
trop petites : mais l’erreur est, en valeur absolue, moindre que 
le premier des termes que l’on néglige.

25. Exemple. Soit la série :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 17

Le rapport d’un terme au précédent est, en valeur absolue,
71

n _l_ 1 x\ et sa limite est x. Donc la série sera convergente (9 et

22), si la valeur absolue de x  est inférieure à l’unité. Elle sera 
divergente, si x  est plus grand que 1. On verra plus tard, d’ail- 

A.LG. sp. B. 2
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leurs, que, dans ce cas, les termes ne diminuent pas indéfini­
ment. Si x  = 1 , la série est convergente (22) ; car elle devient :

18 LIVRE I.

et ses termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent 
indéfiniment. Si, au contraire, on fait x =  — l, on retrouve la 
série harmonique, qui est divergente.

Enfin, lorsque la série est convergente, l’erreur ε commise,

en s’arrêtant au terme est moindre, en valeur absolue,

que et de môme signe que ce terme.

2G. Remarque. Quand une série, dont tous les termes ne sont 
pas positifs, est convergente indépendamment des signes de ses 
termes, on peut la considérer comme la différence des deux sé­
ries convergentes, dont l’une serait formée par les termes posi­
tifs, et l’autre par les termes négatifs. En effet, désignons par Sn 
la somme des n premiers termes de la série, et par S'„- et S"n- les 
sommes des termes positifs et des termes négatifs compris dans 
ces n termes; on a évidemment :

Or, à mesure que n augmente, en même temps que n' et n", 
ces trois sommes, qui sont convergentes, tendent simultanément 
vers leurs limites S. S', S".

Mais il faut se bien garder d’étendre cette remarque aux séries 
qui deviendraient divergentes si tous leurs termes devenaient 
positifs. On serait ainsi conduit à des erreurs graves. En voici 
un exemple remarquable.

La série harmonique [1] est divergente. Mais la série

composée des mômes termes, pris alternativement avec le 
signe -f- et avec le signe —, est convergente (22), puisque les 
termes vont en diminuant indéfiniment. Nous verrons plus tard, 
qu’elle a pour somme (1*57) le logarithme népérien de 2.
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Or, si, en changeant l’ordre des termes on écrit :

il semble qu’on écrive la môme chose, car les deux séries [9]

et [10] ont les mômes termes positifs, et les

mêmes termes négatifs . Cependant leurs sommes

sont différentes. En effet, si sans changer l’ordre des termes de 
la série [9] on les groupe quatre par quatre, le nme groupe sera

et l’on obtiendra la somme s de la série, en faisant la somme 
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donne à n toutes 
les valeurs entières possibles. De même, si l’on groupe trois par 
trois les termes de la série [10], le nme groupe sera :

M

et l’on obtiendra la somme s' de la série, en faisant la somme 
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donne à n toutes 
les valeurs entières possibles. Or l’excès du groupe [β] sur le 
groupe [a] est évidemment

ou enfin [γ]

On a donc identiquement, quel que soit n :

Si donc on donne successivement à n, dans cette identité, les
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valeurs 1, 2, 3, ... n, et qu’on ajoute les résultats membre à 
membre, on aura, quel que soit n :

20 LIVRE I.

Si l’on suppose enfin que n croisse indéfiniment, la première 
somme a pour limite s', et la seconde s. Quant à la dernière, elle

a aussi s pour limite, puisque est le nme groupe

de la série [6], quand on y prend les termes par groupes de deux.

Donc : 

d’où:
3

Ainsi la somme de la série [10] est les -  de la somme de la

série [9]. Il n’est donc pas permis de changer l’ordre des termes 
d’une série, lorsqu’elle n’est pas convergente indépendamment 
des signes de ses termes.

On comprend, en effet, que, dans le cas de la série [9], la 
somme de ses termes positifs est infinie, ainsi que la somme de 
ses termes négatifs; de sorte que la somme de la série est la 
différence de deux infinis, quantité tout à fait indéterminée, dont 
Ja vraie valeur doit dépendre de la loi suivant laquelle on s’a­
vance simultanément dans les deux séries.

g IV. Étude d’une série remarquable.

27. Définitions de e. Parmi les séries, dont on fait usage en 
analyse, une des plus remarquables est la série

Nous avons vu [11], que cette série est convergente, et que, si
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l’on s’arrête, dans la sommation des termes, au terme

l’erreur commise est moindre que ( On re­

présente par e la somme de la série.
La somme e est comprise entre 2 et 3. En effet, elle est plus 

grande que 2 ; et, pour prouver qu’elle est inférieure à 3, il suf­
fit de montrer que l’on a :

inégalité évidente, si l’on remarque que les termes du premier 
membre sont inférieurs aux termes de même rang de la pro­
gression décroissante,

dont la somme est - ou 1.

28. La série est incommensurable. En effet, supposons, s’il 
est possible, que l’on ait :

p et q étant entiers. Si l’on multiplie les deux membres par le 
produit 1.2.3...q, le premier membre et les (g-}-l) premiers 
termes du second deviennent des nombres entiers : et si l’on 
désigne par N la somme de ces derniers, il vient :
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D’ailleurs la somme des termes qui suivent N est moindre que 
la somme des termes de la progression décroissante,

22 LIVRE I.

c’est-à-dire, moindre que ÿ  elle est donc une fraction propre­

ment dite. Un nombre entier serait donc égal à un nombre en­
tier augmenté d’une fraction; ce qui est absurde. Donc la série

e ne peut être égale à une fraction elle est incommensurable.

29. Calcul de e avec 20 décimales. Le calcul de la valeur nu­
mérique de e en fraction décimale ne peut se faire qu’avec une 
certaine approximation (28). On commet une première erreur 
en s’arrêtant, dans la sommation de la série, à un terme d’un 
certain ordre, et en négligeant tous ceux qui le suivent. On en 
commet une seconde, en réduisant en fractions décimales les 
termes que l’on conserve : car aucun d’eux, à l’exception des 
trois premiers, ne se convertit exactement. Or, on calcule que 
l’on a :

donc la première erreur, commise en s’arrêtant au 22me terme, 

est (27) moindre que ^  de ou que -¾ . Si l’on calcule cha­

cun des 19 termes qui suivent les trois premiers, avec 22 chif­
fres décimaux, la seconde erreur sera inférieure à 19 unités

' 2du 22me ordre décimal, et par suite àyy^. L’erreur totale sera

donc moindre que y^,, et, à plus forte raison, qu’une unité du

20me ordre décimal. Voici les valeurs de ces 22 termes avec 
22 chiffres décimaux.
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2,
0,5
0,16666 66666 66666 66666 66 
0,04166 66666 66666 66666 66 
0,00833 33333 33333 33333 33 
0,00138 88888 88888 88888 88 
0,00019 84126 98412 69841 26 
0,00002 48015 87301 58730 15 
0,00000 27557 31922 39858 90 
0,00000 02755 73192 23985 89 
0,00000 00250 52108 38544 17 
0,00000 00020 87675 69878 68 
0,00000 00001 60590 43836 82 
0,00000 00000 11470 74559 77 
0,00000 00000 00764 71637 31 
0,00000 00000 00047 79477 33 
0,00000 00000 00002 81145 72 
0,00000 00000 00000 15619 20 
0,00000 00000 00000 00822 06 
0,00000 00000 00000 00041 10 
0,00000 00000 00000 00001 95

2,71828 18284 59045 23535 84 

Ainsi e = 2 , 71828 18284 59045 23536...

RÉSUMÉ.

1 . Ce que comprend le complément des éléments d’Algèbre. — 2. Ce 
qu’on appelle série : terme général d’une série. — 3. Ce qu’on 
nomme série convergente ou divergente : somme d’une série conver­
gente. — 4. Une progression par quotient est convergente, quand la 
raison est plus petite que l’unité, divergente dans le cas contraire. — 
8. Pour qu’une série soit convergente, il faut que ses termes décrois­
sent indéfiniment; mais la condition n’est pas suffisante.— 6. Carac­
tère général des séries convergentes. — 7. Procédé ordinaire pour dé­
cider si une série est convergente. — 8. Une série, à termes positifs, est 
Convergente, lorsque le rapport d’un terme au précédent est, à partir 
d’une certaine limite, moindre qu’un nombre fixe plus petit que 1. — 
0. Comment on applique le théorème, quand le rapport a une limite.—

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 23
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10. Limite de l’erreur commise, quand on s’arrête à un certain terme.
— 11. Applications. — 12. Cas où la série est ordonnée suivant les 
puissances d’une variable. — 15. Une série, à termes positifs, est con­
vergente, lorsque \Jun est, à partir d’une certaine limite, plus petit 
qu'un nombre fixe inférieur à 1. — 14. Comment on applique le 
théorème. — 15. Limite de l’erreur commise.—16. Si les termes d’une 
série u04-u , -t-«2 vont  constamment en diminuant, cette série 
est convergente ou divergente, en même temps que la série u0-f-2u,

4m5-f- 8u7-{-.. . — 17. Applications. — 18. Remarque.— 19. Une 
série est convergente, lorsqu’à partir d’un certain terme, le rapport de

log^- à logn est constamment supérieur à un nombre fixe plus grand

que 1 .— 20. Comment on applique le théorème. — 21. Remarques.
— 22. Lorsqu’une série n’a pas tous ses termes positifs, elle est con­
vergente, si elle reste convergente, quand on donne le même signe à 
tous ses termes. — 23. Une série, dont les termes sont alternativement 
positifs et négatifs, est convergente, quand les termes décroissent in­
définiment. — 24. Limite de l’erreur commise. — 23. Application. — 
26. On ne peut pas toujours considérer une série comme la différence 
entre la somme de ses termes positifs et celle de ses termes négatifs. 
Exemple remarquable. — 27. Définition de la série e. — 28. e est in­
commensurable. — 20. Calcul de e avec 20 décimales.

EXERCICES.
I. Prouver que la série

24 LIVRE I.

est convergente, en appliquant le théorème II (n° 13).

II. Si la série «o+ «t +  . . . .  + «„  est convergente, il en est de
même, quels que soient les signes de ses termes, de la série

E,, E|, . . . .  En, . . . ,  étant des nombres positifs décroissants.

III. Prouver que la série :

est convergente et que sa limite est 1.
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IV. Prouver que la série

est convergente, et que sa limite est

V. On a identiquement :

en conclure :

VI. Prouver que la série

est convergente, quand a est supérieur à 1, et divergente, quand a -^ 1 .  

On applique le théorème III ( 16).

VII. Prouver que les deux séries

sont convergentes et divergentes ensemble (Règle donnée par Cauchy).

Ce théorème est une généralisation du théorème III (IG), et se démontre par 
un raisonnement analogue.

VIII. Prouver qu’une série

est convergente, lorsqu’à partir d’une certaine limite, le rapport de log “ ■

au logarithme de log n tend vers une limite plus grande que 1, et qu’elle est 
divergente, quand le rapport tend vers une limite plus petite que 1.

IX. Si, dans une série, le rapport d’un terme au précédent est représenté par 
la formule

dans laquelle p  est entier et positif, et A, B, C , . . . .  o, b, c , . . . .  sont des
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nombres constants donnés : 1° les termes croissent sans limite, si

\

et décroissent indéfiniment, si

On compare la série à une autre, dont le terme général h étant

un nombre positif convenablement choisi.

les termes croissent, sans dépasser une certaine limite, si
ils diminuent, sans atteindre zéro, si . Dans ce cas, la

convergence est impossible.

On compare la série à une autre, dont le terme général est i

h étant un nombre positif convenablement choisi : les termes de celle-ci sont 
plus grands que ceux de la première, et vont en diminuant, quand B — b >0.

la série est divergente.

On compare la série à une série divergente, dont le terme général est 
vH=u„  (n — h) , h étant convenablement choisi.

la série est convergente.

On prouve que, dans ce cas, on a h étant positif et conve­

nablement choisi; que, par suite, est plus petit que

On prouve enfin, que les (p -f 2) premiers termes de la série, entre parenthèses, 
ont pour somme

que cette série est convergente, et a pour limite quand p croit indéfini-

niment.
Il résulte de là que, pour qu’une série soit convergente, lorsque le rapport

peut se mettre sous la forme d’une fraction rationnelle il faut et il

suffit que soit inférieur à zéro : il n’y a pas de cas douteux. Cette
règle a été donnée par Gaus.
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CHAPITRE II.

COMBINAISONS ET FORMULE DU BINOME.

§ I. Des combinaisons.

50. Définitions. On nomme combinaisons, n à n, de m objets 
distincts, les différents groupes que l’on peut former avec n de 
ces objets; il est utile d’en calculer le nombre.

La question peut être considérée sous deux points de vue, sui­
vant que l’on regarde ou non, comme distincts, les groupes, 
qui, étant composés des mêmes objets, diffèrent seulement par 
l’ordre dans lequel on les place.

Dans le premier cas, les combinaisons reçoivent le nom d’ar­
rangements; et dans le second, celui de produits différents.

51. Nombre des arrangements. Calculons, d’abord, le nom­
bre des arrangements distincts de m objets pris n à n. Désignons 
ce nombre par A„; et représentons par A„_i celui des arrange­
ments des mômes objets, (n — 1) a (n — 1). Si tous les arrange­
ments (n — 1) à (n — 1) étaient formés, en plaçant successive­
ment, à la suite de chacun d’eux, les [m — (n— .1)] objets qui n’j 
entrent pas, on formerait des arrangements n à n, dont le nom­
bre serait

car chaque arrangement (n— 1) à (n—1) fournit, de cette ma­
nière, [m—(n— l)]arrangementsnàn. Jedis que An-ffra—(n— 1)] 
est précisément le nombre des arrangements n à n ;  et pour 
cela, il faut montrer qu’ils ont tous été formés, et que chacun 
d’eux ne l’a été qu’une seule fois.

1° On a obtenu tous les arrangements n à n; car on peut for­
mer tout arrangement de n objets, en plaçant le dernier d’entre 
eux à la suite de l’arrangement formé par l’ensemble des (n — 1) 
autres.

2° Un même arrangement n’a pu être formé qu’une fois; car, 
les arrangements (n — 1) à (n— 1) étant distincts, ainsi que les
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(τη— n-f-1) objets que l’on place à la suite de chacun d’eux, les 
groupes que l’on forme diffèrent, soit par les (n— 1) premiers 
objets, s’ils proviennent de deux arrangements (n — 1) à (n — 1) 
différents; soit par le dernier, s’ils proviennent du même arran­
gement (n— 1) à (n — 1).

On a donc la relation :

28 LIVRE I.

Cette relation étant démontrée pour une valeur quelconque 
den, on aura de même, en désignant par A„_2, A„_s.v . A*, le 
nombre des arrangements (n — 2) à (n— 2),[(n — 3) à (n—3),... 
un à un :

Si l’on multiplie ces égalités membre à membre, les facteurs 
A*.,, A„_î,.... As disparaissent; et il vient, en remarquant que 
le nombre Aj des arrangements 1 à 1 est τη :

Ainsi, le nombre des arrangements de m objets distincts n à n est égal 
au produit de n facteurs entiers, consécutifs, décroissants, à partir 
de m.

52. Nombre des permutations. La formule précédente, si on y 
suppose n =  τη, fera connaître le nombre des arrangements de 
m lettres m à τη. Ces arrangements, dans lesquels figurent toutes 
les lettres, se nomment des permutations. En désignant leur 
nombre par Pm, on a :

puisque, pour τη =  η, (m— n-}-1) devient égal à l’unité.

Ainsi, le nombre des permutations de m objets distincts est égal 
au produit des m premiers nombres entiers.

55. Nombre des produits différents. Les produits différents 
de τη objets, n à n, sont les groupes distincts que l’on peut former,
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avec ces m objets, en regardant comme identiques ceux qui ne 
diffèrent que par l’ordre des objets. On réserve souvent à ces 
produits le nom de combinaisons.

Représentons par Cn le nombre de ces produits. Imaginons 
qu’on les considère tous ensemble, et que l’on forme les permu­
tations des n objets contenus dans chacun d’eux ; les groupes, 
ainsi formés, seront des arrangements dem objets donnés n àn. 
Or, je dis qu’ils y seront tous, et chacun une seule fois.

1° Ils y seront tous ; car les objets qui forment un arrange­
ment, étant considérés indépendamment de leur ordre, compo­
sent l’un des produits différents ; et, lorsque l’on permutera de 
toutes les manières les objets qui composent ce produit, l’un des 
groupes ainsi formés sera l’arrangement considéré.

2° Chaque arrangement sera formé une seule fois; car les ar­
rangements, qui proviennent d’un même produit, diffèrent par 
l’ordre des objets ; et ceux qui proviennent de deux produits dif­
férents, ne sont pas composés des mêmes objets.

On peut donc obtenir toute la série des arrangements, en per­
mutant les produits différents, de toutes les manières possibles. 
Or, chaque produit fournit ainsi 1 .2 .3 ....n arrangements dis­
tincts; le nombre total des arrangements A„ est donc égal au 
nombre des produits Cn,multiplié par 1 .2 .3 ....n ; et l’on a,par 
conséquent :
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d’où, en remplaçant An par sa valeur [1 ] :

[3]

Ainsi le nombre des produits différents de m objets, n à n, est 
égal au produit de n nombres entiers, consécutif s,décroissants à partir 
de m, divisé par le produit des n premiers nombres entiers.

54. Remarque I. La formule précédente peut se mettre sous 
une forme, que l’on trouve quelquefois plus commode. Si l’on 
multiplie, en effet, par 1.2.3.... (m — n) les deux termes de la 
fraction qui représente C„, elle devient :
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en sorte que, au numérateur se trouve le produit des nombres 
entiers depuis 1 jusqu’à m, et au dénominateur le produit des 
nombres entiers depuis 1 jusqu’à (m — n), et le produit des nom­
bres entiers de 1 à n.

Remarque II. La formule [4] reste évidemment la même, 
si l’on change n en (m — n); cette substitution aura seulement 
pour effet de changer, l’un dans l’autre , les facteurs 1.2.... n, 
et 1.2.... (m — n) du dénominateur.

Le nombre des produits différents de m objets n à n, est, par con­
séquent, le même que celui de m objets (m — n) à (m — n).

L’égalité de ces deux nombres est, d’ailleurs, évidente, άpriori. 
Si en effet, dans m objets, on prend un groupe de n, il restera 
un groupe de (m—n) : les groupes ou produits n à n et (m — n) à 
(m — n) se correspondent donc deux à deux, et sont, par con­
séquent, en môme nombre.

55. Remarque III. Le nombre des produits différents de m objets 
n à n est égal à la somme des nombres de produits différents de 
(m— 1) objets n à n , etde( m — 1) objets (n — l)à (n— 1). On peut, 
en effet, partager les produits différents de m objets n à n en 
deux groupes, l’un composé des produits qui ne contiennent 
pas un certain objet, et l’autre composé de ceux qui le renfer­
ment. Or les premiers sont évidemment tous les produits diffé­
rents des (m — 1) autres objets n à n ; et si, dans les autres, on 
supprime l'objet dont il s’agit, ils deviennent les produits des 
(m— 1) autres objets (n — 1) à (n — 1).

On vérifie, d’ailleurs, directement ce théorème à i aide de la 
formule [3],

56. Remarque IY. Le nombre C„ est nécessairement entier : 
la formule [3] prouve donc que le produit de n nombres entiers 
consécutifs est divisible par le produit des n premiers nombres en­
tiers.

§ II. Formule du binôme de Newton.

57. Produits de n binômes qui diffèrent par le second 
terme. Nous avons vu (I, 42), que le produit d’un nombre quel­
conque de polynômes est la somme de tous les produits que l’on

30 · LIVRE I.
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peut former, en prenant pour facteur un terme de chacun 
d’eux.

Appliquons cette règle à la formation du produit de m bi­
nômes, ayant même premier terme,
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Si nous ordonnons ce produit suivant les puissa nces décrois- 
‘ santés de x} il est évident que le premier terme se ra xm, produit 

formé en prenant, comme facteurs, les m premiers termes des 
binômes.

Le terme en xm~l se comp osera des produits dans lesquels on 
prendra, comme facteurs, les premiers termes de (m— 1) binô­
mes, avec le dernier terme du binôme restant ; et le coefficient 
de af"-1 sera, par conséquent, la somme des seconds termes de 
nos binômes.

Le terme en xm- i se composera des produits dans lesquels on 
prendra, comme facteurs, les premiers termes de (m— 2) binô­
mes et les derniers termes des deux binômes restants. Le coeffi­
cient de af1-2 sera, par conséquent, la somme des produits deux 
à deux des seconds termes.

On verra de même que le coefficient de xm~% est la somme 
des produits trois à trois des seconds termes; et qu’en général, 
le coefficient de xm~n est la somme de leurs produits n à n.

On écrit souvent ce résultat de la manière suivante :

en représentant par la somme des seconds
termes, la somme de leurs produits deux à deux, trois à 
trois, etc.

38. Formule du binôme. Pour déduire de ce qui précède l’ex­
pression de (x +  a)m, il suffit de supposer a= b  =  c =  .... =  1; 
le développement se simplifie alors notablement.

Le premier terme reste égal à xm.
Le coefficient de xm~l, égal à la somme, des seconds termes, 

devient égal à ma.
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Le coefficient de x™-*, égal à la somme des produits deux à 
deux des seconds termes, devient égal à a* multiplié parle nom­
bre de ces produits, c’est-à-dire (55) à

32  LIVRE I.

Le coefficient de x™-*, égal à la somme des produits trois à 
trois des seconds termes, devient égal à a* multiplié par le nom­
bre de ces produits, c’est-à-dire à

En général, le coefficient de xm~p, qui est la somme des pro­
duits p h p  des seconds termes, devient égal à aP multiplié par le 
nombre de ces produits, c’est-à-dire à

On a donc, enfin :

C’est la formule du binôme de Newton.

59. Remarque I. On voit que, dans le dévelopement de 
(æ-J-a)m, l’exposant de x  va en diminuant d’une unité depuis m 
jusqu’à zéro, et celui de a va en augmentant d’une unité de­
puis 0 jusqu’à m; de sorte que, dans chaque terme, la somme 
des deux exposants est constante et égale à m. Le nombre des 
termes du développement est (ra-f- 1).

On nomme terme général, celui qui en a n avant lui; en le dé­
signant par T„, on a :
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40. Remarque II. Si l’on désigne par Tn_i le ternie qui pré­
cède Tn, on trouve aisément :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE.

Or (m—n - f  1) est l’exposant de x  dans T„_i, et n'cst le nombre 
qui marque le rang de ce terme. Donc, pour passer du terme de 
rang n, au terme de rang (n -f- 1), on multiplie son coefficient par 
l’exposant de x dans ce terme, et on le divise par le nombre qui mar­
que son rang, puis on augmente d'une unité l'exposant de a, et on 
diminue d’une unité celui de x.

41. Remarque III. Le coefficient de apxm~p est le nombre des 
produits différents de m lettres p à p ; et celui de am~px  est le . 
nombre des produits différents de m lettres (w —p) à (m—p). 
Or ces nombres sont égaux (54). Donc, dans le développement de 
(x -f- a)m, les coefficients des termes, situés à égale distance des extrê­
mes sont égaux.

42. Remarque IV. Le rapport du coefficient de T„ à celui de

il commence par être plus grand que 1, si

m, est au moins égal à 2 : puis il diminue, à mesure que n aug­

mente, et il finit par être égal à quand n =  ra. Tant qu’il

reste plus grand que 1, les coefficients vont en croissant: s’il 
devient égal à 1 pour une certaine valeur de n, deux coefficients 
consécutifs sont égaux ; et lorsqu’il est inférieur à 1, les coeffi­
cients vont en diminuant. Or la condition

équivaut à

Donc, tant que n est inférieur à la moitié du nombre (m -f-1) des 
termes, c'est-à-dire tant qu’on n’a pas formé la moitié du nombre 
total des termes, les coefficients croissent : ils décroissent dans la 
seconde moitié du développement.

Alg. sp . B. 3
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45. Remarque Y. On n’a fait aucune hypothèse su r.e  signe 
des nombres x  et a; a peut donc avoir une valeur négative — b; 
et l’on a, par conséquent :
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ou, en remarquant que les puissances paires de (— b) sont 
égales à celles de b, et que les puissances impaires sont égales 
et de signes contraires :

le signe du dernier terme étant -f- si m est pair, et — si m est im­
pair.

44. Remarque VI. Si, dans la formule [2], on faitæ =  l , a = l ,  
on a :

Ainsi la somme des coefficients du développement est égale à 2m.

45. Remarque VII. Si, dans la formule [5], on faitα; =  1, b— 1, 
on a :

Donc la somme des coefficients de rang pair est égale à la somme 
des coefficients de rang impair.

4G. Remarque VIII. Il existe, entre les coefficients des di­
verses puissances du binôme, des relations nombreuses; 
nous ferons connaître la plus simple, dont on fait un fréquent 
usage.

Soit :
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le développement de la puissance mme d’un binôme, dans lequel 
on a fait, pour abréger :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 35

Multiplions les deux membres de l’égalité par (aj-fa) ; nous au­
rons, en effectuant la multiplication du second membre, d’après 
la règle ordinaire :

et l’on voit que chacun des coefficients du développement de 
(x + a )”14·1 s’obtient en ajoutant le coefficient de même rang et le 
précédent dans le développement de (x-|-a)m. On pourrait d’ailleurs 
vérifier directement, que l’on a :

§ III. Développement de

47. Puissances successives de Pour développer
il taut appliquer la tormule du binôme nui. ré­

sultant de la multiplication, est démontrée, d’après nos conven- 
tions (I, 261), pour les expressions imaginaires. Il est néces­
saire de former d’abord les diverses puissances de 1/ - 1 . Or, on 
a, d’après nos conventions :
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et, en général,

48 . Développement de i D’après cela, on a :

Les termes, dans lesquels l’exposant de b est pair, sont réels; ils 
sont les mêmes que ceux du développement de (a-f-6)m, avec 
cette différence qu’on doit leur donner, alternativement, le signe 
-j- et le signe —. Les termes, dans lesquels b a un exposant im­
pair, ont tous \J — 1 en facteur, et sont, à cela près, les mêmes 
que ceux du développement de (a -f- b)m, auxquels on aurait 
donné, alternativement, le signe -f- et le signe —.

On réunit ordinairement les termes imaginaires, et l’on écrit :

Si l’on désigne par P la partie réelle et par Q le coefficient de 
y/ —T, on a donc :

Ainsi es puissances d'une expression imaginaire sont des exprès 
sions imaginaires de même forme.

Il est facile de voir qu’on a :

49. Remarque. peut être réel, sans que b soit
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nul. Il suffit, pour qu’il en soit ainsi, que les termes imaginaires 
se détruisent. On a, par exemple :
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§ IV. Puissance d’un polynôme.

SO. Développement de la puissance mme d’un trinôme. Un tri­
nôme (α +  δ-f-c) peut être considéré comme un binôme, si l’on 
regarde les deux premiers termes (a-j-δ) comme réunis en un 
seul. On aura alors :

Si l’on développe les diverses puissances de ( a + b) qui figu­
rent dans le second membre, on obtiendra une somme de 
termes de la forme aab^c\ dans lesquels la somme des expo­
sants α, β, γ , sera constamment égale à m. Car, si l’on consi­
dère, par exemple, ceux qui proviennent du terme

ils contiennent le produit de cp par des puissances de a et b dont 
les exposants ont une somme égale à (m — p); de sorte que les 
trois exposants réunis forment une somme égale à m.

Réciproquement, α, β, γ, étant trois nombres entiers quelcon­
ques, dont la somme soit égale à m, il y aura dans le développe­
ment un terme en a*6pcT : car, dans [9], se trouve le terme

et le développement de (a -f- 6)"*-* contient un terme, dans lequel 
a figure avec l’exposant a, et b, par conséquent, avec l’exposant 
(m—γ — a) ou β.

S I- Terme général du développement. Cherchons le coeffi-
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cient de ce terme en aa W et : il provient, comme nous l’avons 
dit, de

38 LIVRE I.

ce qui peut s’écrire (55) :

Or, dansle développement de (α-f- &)m_T, le coefficient de αα6Μ“ϊ_β 
est égal à

Le terme demandé est donc :

ou, en supprimant le facteur commun 1.2 —γ), et rempla­
çant (m —γ— a) par p,

et le développement se compose de tous les termes analogues, 
qui correspondent à toutes les valeurs de α, β, γ, dont la somme 
soit égale à m .

S2. Remarque. On trouvera sans peine, par un procédé tout à 
fait analogue, que le développement de (a-\-b -\-c-\-d)m a pour 
terme général

et se compose de tous les termes analogues, qui correspondent 
à toutes les valeurs de α, β, γ, δ, dont la somme soit égale à m.

On doit observer que, si l’on veut faire représenter à ce terme 
général tous les termes du développement, sans exception, i 
faut convenir que, pour a=0, on prendra le produit 1.2.3....a=l 
La même remarque s’applique à la formule précédente.
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g V. Limite de i quand m croît indéBniment.

55. Théorèmes sur les limites. 1°.Lorsqu’une quantité variable 
A tend vers une limite 1, le produit pA de cette quantité par un 
nombre fini p tend vers la limite pl. Car, pour rendre la diffé­
rence (pA.—pl) plus petite, en valeur absolue, qu’une quantité 
donnée a, il suffit de rendre la différence (A— l) plus petite

que-; ce qui est toujours possible, puisque (A— l) tend vers

zéro.

2° Si plusieurs quantités variables, Ai, A2, . . . .  An, en nombre 
fini n, tendent simultanément vers des limites b, 12, .... ln, la li­
mite de leur somme est égale à la somme de leurs limites. En effet, 
si l’on pose :

on aura :

Or les quantités au «s, . . .  an tendent vers zéro, par hypothèse : 
donc leur somme (ai-f-a2' ·. +«„), toujours inférieure, en va­
leur absolue, à n fois la plus grande d’entre elles, tend aussi 
vers zéro (1°). Donc

Mais, si le nombre n des quantités variables augmentait in­
définiment, on ne pourrait plus affirmer la proposition. Consi­

dérons, par exemple, la somme des n quantités;

Si n croît indéfiniment, chacune de ces quantités tend vers

zéro ; et leur somme, au lieu d’avoir zéro pour limite, est évi­
demment toujours égale à a.
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3° La limite du produit des n quantités variables A1; A2, A8 ...An, 
est égale au produit de leurs limites. En effet, on a :

40 LIVRE I.

Et ce produit de n facteurs binômes renferme (1,42) d’abord 
le produit des limites ( ½ . . . .  /„), puis une suite de termes 
dont chacun contient en facteur au moins une des quantités ah 
a2, . . .  an. Or chacun de ces termes,produit d’une quantité fixe 
par une quantité qui tend vers zéro, tend aussi vers zéro (1°); 
et comme leur nombre est limité, leur somme a pour limite zéro 
(2°). Donc

Dans ce cas encore, le raisonnement suppose essentiellement 
que le nombre des quantités variables reste fini.

5 4 . L’expression A UNE LIMITE QUAND m CROÎT

indéfiniment. L’expression dans le cas où m est

entier, un produit de m facteurs égaux à : quand m

croît indéfiniment, chacun de ees facteurs a pour limite l’unité; 
mais on ne peut pas en conclure que la limite du produit est 
égale à l’unité; car le nombre des facteurs croît indéfiniment.

Pour prouver que cette limite existe, développons

suivant la formule du binôme : nous aurons :

Comme, dans chaque terme, le nombre des facteurs du numé-
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rateur est égal au nombre des facteurs m qui entrent comme 
diviseurs, nous pouvons écrire :
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Mais on a évidemment :

par suite :

Cela posé, comparons ce développement à la série conver­
gente dont la limite est e :

Chaque terme du développement est, à partir du troisième, in­
férieur au terme correspondant de la série’ puisque son numé­
rateur est moindre que l’unité, et que les dénominateurs sont 
les mêmes. D’ailleurs les termes du développement sont en 
nombre limité (m-f-1), tandis que ceux de la série sont en

nombre infini. Il en résulte que l’expression est,

quelque grand que soit m, inférieure à e : cette expression, qui 
augmente avec m, a donc, lorsque m croît indéfiniment, une 
limite qui ne peut être qu’inférieure ou égale à e. Nous allons 
prouver que cette limite est égale à e.
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53. Limite de QUAND m CROÎT INDÉFINIMENT, 171

restant entier. Puisque la série e est convergente (11), on 
peut donner à n une valeur assez grande, pour que l’erreur 
commise, en négligeant tous les termes qui suivent le (n -{-1 )ime, 
soit inférieure à une quantité donnée a, si petite qu’elle soit; 
de sorte qu’en désignant par en la somme des (n-f- 1) premiers 
termes, on a :

D’un autre côté, si l’on considère les (n-f-1) premiers termes 
du développement, on reconnaît qu’à mesure que m croît in­
définiment, n restant fixe, les différents numérateurs tendent 
vers une limite égale à l’unité (55, 3°) ; par suite, chaque terme 
du développement a pour limite le terme correspondant de en ; 
et leur somme, qui se compose d’un nombre fini des termes, a 
(55, 2°) pour limite en. On peut donc prendre m assez grand, 
pour qu’en désignant par A„ la somme des (n-j-1) premiers 
termes du développement, l’on ait :

De ces deux inégalités, on conclut :

Ainsi, après avoir choisi pour n une valeur fixe suffisamment 
grande, on peut toujours, en faisant croître m indéfiniment, 
satisfaire à la dernière inégalité. D’ailleurs, si l’on donne en­
suite à n des valeurs indéfiniment croissantes, le développement

A„ augmente, et tend vers sa limite lim ( ; 2a tend vers

zéro ; donc :

5C. Cas où m prend des valeurs fractionnaires. Si, dans 

l’expression > on attribue à m des valeurs fraction­

naires de plus en plus grandes, la limite sera toujours la même
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et égale à e. Pour le prouver, supposons que, n désignant un 
nombre entier très-grand, on ait :
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a étant moindre que l’unité ; l’expression sera évi­

demment comprise entre les expressions

Car, pour obtenir la première de ces expressions, il faut, dans

remplacer le terme — et l’exposant m respective­

ment par les nombres plus grands ; pour obtenir la

seconde, π a fallu remplacer les mêmes quantités par les nom­

bres plus petits et n. Or on a :

et

Comme n est entier et très-grand,

diffèrent très-peu de diffèrent très-peu de

l’unité, et les deux expressions précédentes ont l’une et l’au­
tre e pour limite. Il en est, par conséquent, de même de

qui est compris entre elles.

57. Limite de QUAND m EST NÉGATIE, ET AUG­

MENTE en valeur absolue. La limite de est encore la
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même, quand on atlribue à m des valeurs négatives croissantes. 
Car, posons m — — p; μ étant négatif nous aurons :

44 LIVRE I.

Or, quand μ croit indéfiniment, tend vers e

(56), et tend vers 1 : donc encore ici :

58. Limite de ou DE QUAND m  CROÎT

indéfiniment. On a évidemment :

donc :

[13] 

Puis :

donc:

[14]

g VI. Sommation des piles de boulets.

50. Problème. La méthode la plus simple repose sur la solu­
tion préalable du problème suivant :
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Trouver la somme des puissances mme* des termes d'une progres­
sion par différence. Soit la progression :
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dont la raison est r , et dont le nombre des termes est p. 
On veut trouver

On a, Z étant le terme qui suivrait k :

Élevons ces diverses égalités à la puissance (m -|-l); nous 
aurons :

Ajoutons toutes ces égalités, il vient, en désignant générale­
ment par Su la somme

Cette équation fera connaître Sm, si l’on connaît Sm_i, Sm_2..., 
Sî, S». En y faisant donc successivement m =  1, =  2, = 3 ,  etc , 
on obtiendra successivement Si, puis S2, puis S3, etc.

GO. Application. Supposons, par exemple, que la progression 
proposée soit la suite des n premiers nombres entiers :

on a ici :
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et notre formule générale devient :

Faisant d’abord m =  1, il vient ;

formule déjà connue.
En faisant m =  2, il vient :

d’où

ou

Telle est la formule qui va nous servir pour la sommation des 
piles de boulets.

Elle se déduit, comme on voit, d’une formule beaucoup plus 
générale, qui pourrait donner également la somme des cubes, 
la somme des quatrièmes puissances.... des nombres naturels. 
Si l’on veut seulement arriver le plus simplement possible à ce 
résultat, qui est le seul dont on ait, actuellement, à faire usage, 
on peut procéder comme il suit.

6 1. Recherche directe de la somme des carrés des n pre­
miers nombres entiers. On a évidemment :

ajoutant toutes ces égalités, il vient, après que Ton a supprimé 
les termes cetnmuns aux deux membres, et en désignant par S2
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la somme des carrés des nombres naturels et par Si la somme 
des premières puissances :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 4 7

équation identique à celle du paragraphe précédent, et dont on 
déduira la même valeur de S2.

62. Piles triangulaires. La base d’une pile triangulaire est 
formée par des boulets rangés en triangle équilatéral. La pre­
mière rangée contenant 1 boulet, la seconde 2, la troisième 3, 
la ηη· n, le nombre total des boulets employés est ici :

La tranche immédiatement supérieure est formée par des bou­
lets rangés également en triangle équilatéral, dont le côté con­
tient un boulet de moins; le nombre des boulets de cette seconde 
tranche s’obtiendra donc en changeant, dans la formule précé­

dente, n en (n — 1); on aura ainsi La troi­

sième tranche contiendra de même boulets; et

ainsi de suite jusqu’à la première, qui en contient

Le nombre total est, d’après cela :

ce que l’on peut écrire de la manière suivante :

ou, en vertu des formules écrites plus haut (60) :

ou [18]
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Telle est la formule qui exprime le nombre des boulets conte­
nus dans une pile triangulaire.

63. Pile a base carrée. La base d’une pareille pile est formée 
par des boulets rangés en carré, dont le nombre total est η2, n 
désignant le nombre de ceux qui sont contenus dans le côté de 
ce carré. La seconde tranche contiendra (n— l)2 boulets, la 
troisième (n— 2)2, etc., et enfin la dernière n’en contient qu’un. 
Le nombre total est donc :
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ou [19]

64. Pile a base rectangulaire. La base d’une pareille pile 
est formée par des boulets rangés en rectangle. Si l’un des côtés 
de la base contient m boulets et l’autre côté n, le nombre total 
des boulets qui la composent sera mn. La tranche suivante est un 
rectangle, dont les côtés comprennent respectivement (m — 1) 
et ( n — 1) boulets; elle en contient, par conséquent, un nombre 
égal à (m — 1) (n — 1); la troisième tranche en contient de 
même (m — 2) (n — 2) ; et ainsi de suite jusqu’à la dernière, qui 
est une file de (m — n +  1) boulets (si l’on suppose w > n ) .  Le 
nombre total que nous cherchons est donc :

Posons m —n = p  : on aura : m = n -\-p } et la formule devien­
dra :

c’est-à-dire :

ou, d’après les formules connues (60) :

ou enfin [20]
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6 5 . Moyen de vérifier des formules. Nous ferons connaître, 
à l’occasion des formules précédentes, un mode de raisonne­
ment très-fréquem m ent employé, et qu’il suffira de développer 
sur un  seul exemple.

Supposons que l’on donne, sans démonstration, la formule
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Comment devra-t-on s y prendre pour en vérifier l’exactitude? 
On commencera parfaire les hypothèses les plus simples :

Pour n =  1, on a :

Pour n =  2, on a

Pour n =  3, on a :

La formule est donc exacte pour les valeurs 1, 2,3 du nombre n. 
Cela posé, pour prouver qu’elle est générale, il suffit de mon­
trer, qu’en la supposant vraie pour une certaine valeur de n, 
elle l’est, par cela même, pour la valeur immédiatement supé­
rieure. Admettons que l’on ait :

il faut prouver que l’on aura, par suite :

Les premiers membres des équations [a] et [4] ont pour diffé­
rence (n-f-l)2. Si donc il en est de même des seconds mem­
bres, la première égalité entraîne nécessairement la seconde. 
Or on a :

www.rcin.org.pl



Le théorème est donc vérifié.
Une marche semblable s’appliquerait aux diverses formules, 

qui représentent le nombre des boulets dans les différents cas.
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50. Puissance d’un trinôme. — 51. Terme général du développement. 
52. Terme général du développement de (a-j-b-f- c-{-d)m.—53. Théo­

rèmes sur les limites. — 54. L’expression ^  +  a une limite,

quand m  croît indéfiniment. — 55. Cette limite est e, quand m  est en­
tier. — 56. Elle est encore e, quand m est fractionnaire. — 57. Elle est

encore e, quand m est négatif.%— 58. La limite de ^  +  °u

/  1 \ m 1
de f l — — ) e s t - . — 59. Somme des puissances semblables des

termes d’une progression. — 60. Application. — 61. Somme des car­
rés des nombres naturels. — 62. Piles triangulaires. — 63. Pilesàbase 
carrée. — 64. Piles à base rectangle. — 65. Moyen de vérifier l’exac-
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titude de la formule qui donne la somme des carrés des nombres 
naturels.

Ή

EXERCICES.

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 51

I. En désignant par [m] le produit m(m — 1).. ..(m —n +  1), vérifier les 
formules :

le second membre contenant les termes analogues à ceux que nous avons écrits, 
et correspondant à toutes les valeurs de a, β, γ, pour lesquelles α +  β +  γ=τη.

On regarde [a] comme égal à 1.

On considère chacun des termes comme représentant un nombre d’arrange­
ments.

IL Trouver le nombre x des termes du développement de (a +b-f- c)« et le 
nombre y de ceux de (a +  b -f c -f d)m.

On trouve :

III. Vérifier la formule :

On démontre que, si la formule est vraie pour deux valeurs consécutives 
de n, elle est vraie pour la valeur immédiatement supérieure.

IV. Vérifier la formule
*
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Méthode analogue à la précédente : ou bien, on exprime, de deux manières, 
la mM différence de x“ (voir Liv. III).

V. Trouver le plus grand terme du développement de (x +  «)m.

Ce terme est :

p étant le plus grand entier contenu dans la fraction

VI. a; et a étant donnés, et m augmentant indéfiniment, trouver la limite du 
rapport de leurs exposants dans le terme maximum du développement de 
(x

. xCette limite est a

VII. Trouver le plus grand terme de (a +  b-f-c)m, et les rapports limites des 
exposants de a, b, c dans ce plus grand terme, lorsque m augmente indéfini­
ment.

Ce plus grand terme se déduit de l’exercice IV ; et les exposants, dans ce 
terme, tendent à être proportionnels à a, b, c.

VIII. Vérifier que (x-fa)m +  (x— a)m est plus grand que 2x”*, en valeur ab­
solue. En déduire le maximum de x +  y, lorsque xm + ym est donné.

IX. Vérifier la formule :

Cette formule, dans le cas de β =  0, ne diffère pas de celle du binôme : elle a 
lieu, quelque soit β.

Application de la méthode du n° 65  : ou vérification directe.

X. Nombre de manières de décomposer un polygone en triangles par les dia­
gonales : démontrer les formules :

P, désignant de combien de manières cette décomposition peut se faire, pour 
un polygone de n côtés.
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On cherche, pour la première, de combien de décompositions fait partie chacun 
des triangles qui ont pour base un même côté dupoiygore, et, pour la seconde, 
dans combien de décompositions entre une même diagonale.

XI. Si l’on considère une permutation de n nombres 1, 2, 3,...n, que l’on 
dise qu’il y a dérangement, quand un nombre est suivi, immédiatement ou non, 
d’un autre plus petit que lui; prouver que le nombre total des dérangements,

contenue dans les permutations de ces n nombres, est égal à (1.2....n).7̂ /ι

71On prouve d’abord que D„+i =  (n +  l) D„-f- - P„, en désignant par D» le nom­

bre de dérangements relatifs aux permutations des n nombres, et par Pn le 
nombre des permutations. On en conclut :
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et de là, en faisant 1, et changeant ensuite p -f  1 en « , on tire la formule 
demandée.

XII. Trouver la somme des carrés des coefficients du binôme.

Cette somme est le coefficient de amxm, dans le développement de (x +  a):".

XIII. Cette somme peut être représentée par les deux formules :

prouver que ces formules sont équivalentes.

Application de la méthode du n" 65  ; ou vérification directe.

XIV. Prouver que si, dans la somme des n fractions

on fait x = a n, cette somme devient égale à n. 

Application de la méthode du n° 6 5 .

XV. Trouver la limite de lorsque m croit indéfiniment. Cett

limite est e*. Former le série qui la représente.

XVI. Prouver que la série

dans laquelle % est un nombre entier, ainsi que les exposants ai, a2,... a»,
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une limite incommensurable, lorsque les différences a2— ai, —a2,...a„,n ctm, 
vont toujours en augmentant.

On suit une marche analogue à celle qui a servi pour prouver que e est in­
commensurable.

XVII. Trouver la somme des cubes des n premiers nombres entiers.

5 4  LIVRE I.

On trouve (6 0 ) :

XVIII. Si l’on nomme S* la somme des mmcs puissances des n premiers nom­

bres naturels, prouver que S* est compris entre dési­

gnant un nombre entier quelconque.

On applique la formule [16], (n° 6 0 ).
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COMPLÉMENT DE LA THEORIE DES LOGARITHMES.

§ I. Des exposants incommensurables.

6G. Exposants incommensurables.N ous avons expliqué, dans 
la première partie (580), comment on définit un nombre in­
commensurable, en disant quels sont les nombres commensu- 
rables plus petits, et quels sont les nombres cominensurables 
plus grands que lui. Nous avons dit aussi (581 et suiv.) com­
ment on doit entendre les opérations relatives à ces sortes de 
nombres.

Si l’on considère l’expression ax, dans laquelle x  a une valeur 
commensurable, cette expression a été définie (I, 105), et ne

771
présente aucune obscurité ;car, en supposant Æ égal à —, m et 

n étant entiers, on a :

CHAPITRE III .

Nous supposerons toujours que a soit positif, et nous ne con­
sidérerons que les valeurs réelles et positives du radical ; il n’y a 
donc là ni difficulté ni ambiguïté. Si a? a une valeur négative 
( — m), ax est défini (I, 88) par l’équation

Il nous reste donc à définir ax, lorque x  est un nombre in­
commensurable, positif ou négatif. On doit, dans ce cas, adop­
ter la définition suivante :

a* est la limite vers laquelle tendent les puissances de a, dont 
l'exposant commensurable s'approche de plus en plus de x.

Cette définition est très-simple, mais elle exige quelques dé­
veloppements. On pourrait, en effet, se demander si la limite 
est bien déterminée; et si, quelle que soit la série des exposants 
commensurables qui s’approchent indéfiniment de x, la limite
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des puissances de a est toujours la même. Pour le démontrer, 
il faut établir quelques propositions.

(»7. Théorème L Toutes les puissances commensurables d'un 
nombre positif sont positives. Cela, résulte de ce que, comme nous 
l ’avons dit, nous ne considérons que les valeurs positives des 
radicaux.

G8. Théorème II. Toutes les puissances positives d’un nombre 
plus grand que Vunité sont elles-mêmes plus grandes que l'unité, et 
toutes les puissances négatives sont moindres que l’unité.

Le contraire a lieu pour les puissances d'un nombre moindre que 
l’unité.

m

Soit, en effet, a un nombre plus grand que l’unité, et soit an 
une puissance positive de a; on a, par définition :

56 LIVRE I.

or, a étant plus grand que l’unité, il en est évidemment de 
môme de la puissance entière am, et par suite dey/am.

Les puissances positives de a étant plus grandes que l’unité, 
l’égalité

montre que les puissances négatives, qui sont leurs inverses, 
sont moindres que l’unité.

Enfin, si l’on suppose à a une valeur moindre que l’unité, 

on peut le représenter a' étant plus grand que l’unité; on
Cl ,

aura alors :

et il est évident que les valeurs de x, qui rendent a'x plus grand 
que l'unité, rendent ax plus petit, et réciproquement.

69. Théorème III. Si x reçoit des valeurs commensurables crois­
santes, l’expression a* varie toujours dans le même sens; elle aug-
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mente, si a est plus grand que Vunité; elle diminue, dans le cas 
contraire.

Soient, en effet, p et q deux valeurs commensnrables, posi­
tives ou négatives, attribuées successivement à x; on a (I, 91) :
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Or (q—p) est positif, puisque, par hypothèse, q est plus grand 
quep . Si donc a est plus grand que l’unité, il sera de même 
de aq~p; et, par suite, on aura aq^>ap. Si, au contraire, a est 
moindre que l’unité, il en sera de même de aq~p ; et l’on aura 
aq<iap. Donc ax augmente, dans le premier cas, quand x  passe 
de la valeur p à la valeur p ; et il diminue dans le second.

70. Théorème IV. On peut, dans l'expression a*, donner au 
nombre commensurable x un accroissement assez petit pour que a* 
varie aussi peu qu’on le voudra.

Soit m une valeur commensurable quelconque de x  ; je dis 
que l’on peut augmenter m d’une quantité a assez petite pour 
que la différence (am+e— am) soit aussi petite qu’on le voudra.

On a :

et, par suite,

Or am est un nombre indépendant de a ;  il suffit donc de prouver 
que (aa— 1) peut être rendu aussi petit qu’on le voudra, pour 
des valeurs suffisamment petites de a.

Supposons d’abord a plus grand que l’unité. Quelle que soit 
la valeur positive de «, a* sera toujours (68) plus grand que 
l’unité. Pour montrer qu’il en approche autant qu’on veut, il 
suffit de faire voir qu’il peut devenir plus petit qu’un nombre 
quelconque (1 -f- ή supérieur à l’unité, et que, quelque soit «, on 
peut choisir a, de manière que l’on ait,

Posons, en effet, « = p  les valeurs indéfiniment décroissantes
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de a correspondant aux valeurs indéfiniment croissantes de fc; 
l’inégalité précédente devient :

58 LIVRE I.

ou, ce qui revient au même :

Or, les puissances entières de (1 +  ή  forment une progression 
par quotient croissante, dont les termes (I, ôGi) peuvent sur­
passer toute limite. La dernière inégalité est donc toujours pos­
sible; et, par suite, la proposition est démontrée, dans le cas 
de α > 1 .

Si a est moindre que 1, on lerepréeente par , a' étant plus 

grand que Γunité; a“ sera alors égal à -^5 or, a'a différant, d’a-
Ci

près ce qui précède, aussi peu que l’on voudra, de l’unité, il en 
sera évidemment de même de a“.

71. Définition rigoureuse de ax. Les théorèmes qui pré­
cèdent sont indispensables pour donner de ax une définition 
parfaitement rigoureuse, dans le cas où x  est incommensurable. 
Chacun d’eux forme d’ailleurs une proposition qu’il serait indis­
pensable de connaître, quand bien même on ne s’astreindrait 
pas, comme nous l’avons fait, à ne laisser subsister aucune diffi­
culté sur ce point important.

Nous dirons : a* représente, pour une valeur incommensurable 
h, attribuée à x, un nombre compris entre les valeurs de ax, qui 
correspondent à des exposants commensurables moindres que h , et 
celles qui correspondent à des exposants commensurables plus grands 
que h. Celte définition, analogue à celle que nous donnons, en 
arithmétique, pour les racines carrées et cubiques, et, en algè­
bre élémentaire, pour les logarithmes, assigne à ax une valeur 
unique et déterminée.

Si l’on suppose, en effet, pour fixer les idées, que les valeurs 
de ax représentent des longueurs portées, sur une ligne droite, 
à partir d’une certaine origine, les extrémités de celles qui cor­
respondent à des valeurs de x  moindres que h occuperont une
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certaine région de la droite; les extrémités de celles qui cor­
respondent aux valeurs de x  plus grandes que h en occupe­
ront une autre; et il résulte, des théorèmes précédents, que ces 
régions sont entièrement séparées (69), et qu’il ne peut exister 
entre elles aucun intervalle d’étendue finie (70), mais un simple 
point de démarcation. La distance, à laquelle ce point se trouve 
de l’origine, mesure ax.

g II. L’expression ax peut prenlre toutes les valeurs positives, lorsque a 
est un nombre positif, plus grand ou plus petit que l’unité.

72. Continuité de la fonction ax. Nous venons de voir (70), 
que si, le nombre a étant donné, l’exposant x  reçoit des accrois­
sements suffisamment petits, l’expression ax peut varier aussi 
peu qu’on le voudra. On dit, d’après cela, que cette expres­
sion est une fonction continue de a?; et le mot continue exprime 
qu’elle ne peut passer brusquement d’une valeur à une autre, 
sans être susceptible d’acquérir les valeurs intermédiaires.

75. L’expression ax peut prendre toutes les valeurs posi­
tives. Il résulte de la continuité de l'expression ax, que, a étant 
positif, et x variant de — <x> à -J- oo, celte expression peut prendre 
toutes les valeurs positives. Pour le démontrer, nous distinguerons 
deux cas.

1° a est plus grand que Γunité. Les puissances entières et po­
sitives de a forment une progression croissante; et, par suite 
(1, 561), il existe toujours un exposant assez grand pour que ax 
dépasse toute grandeur assignée d’avance. D’ailleurs, pour x = 0, 
a1 devient l’unité; et, par conséquent, la fonction considérée, 
pouvant être égale à l’unité et à un nombre aussi grand que 
l’on voudra, peut acquérir, en vertu de la continuité, toutes les 
valeurs intermédiaires. On voit donc que, x  variant de 0 à -f- oo, 
ax varie de 1 à -f· oo, et prend toutes les valeurs plus grandes 
que l’unité.

Si l’on donne à x  des valeurs négatives, en posant, par 
exemple, x = —m, on aura :
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et, m variant de 0 à -f- co, le dénominateur du second membre 
prend toutes les valeurs possibles plus grandes que l’unité; et, 
par suite, la fraction prendra toutes les valeurs moindres que 1. 
On voit donc que, avariant de — oo à 0, ax varie de 0 à 1.

Il est clair, d’ailleurs, que a* ne peut pas prendre deux fois la 
même valeur; car si l’on avait, par exemple :
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on en conclurait :

or, la puissance zéro d’un nombre plus grand que 1 est évidem­
ment la seule qui soit égale à l’unité; et l’on devrait avoir :

2e a est plus petit que l’unité. Posons a — ^  ; a' sera plus grand
CL

que l’unité. On aura :

Or, d’après ce qui précède, x  variant de 0 à -|-co} a'm prendra 
toutes les valeurs possibles supérieures à l’unité; donc ax pren­
dra évidemment toutes celles qui sont moindres. Puis, x  variant 
de 0 à — » , a'x prendra toutes les valeurs moindres que l’unité ; 
et, par suite, ax prendra évidemment toutes celles qui sont plus 
grandes que l’unité. En sorte que, dans ce cas encore, a* peut 
prendre toutes les valeurs positives.

§ III. Propriétés générales des logarithmes.

74. La définition, que nous avons adoptée (I, 572), permet 
de démontrer les propriétés essentielles des logarithmes; mais, 
pour leur étude plus approfondie, il est convenable de prendre 
un autre point de départ; et nous adopterons une définition 
nouvelle.
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75. Défin itio n  des logarithm es. Lorsqu’on a la relation

on dit que x  est le logarithme du nombre b, dans le système dont 
la base est a ; et on l’écrit ainsi :

Tout nombre positif a un logarithme, dans le système dont la 
base est a, et n’en a qu’un seul; car on a vu (75) que, quand x  
croît par degrés continus de — a> à 4*00. passe par toutes 
les valeurs positives, et ne passe qu’une fois par chacune. Les 
nombres négatifs n’ont pas de logarithmes réels.

L’ensemble des logarithmes des différents nombres, corres­
pondant à une même base a, forme ce que l’on nomme un 
système de logarithmes. Les logarithmes d’un même système 
jouissent de propriétés fort importantes que nous allons d’abord 
démontrer. Nous supposons toujours la base positive.

76. T héorème I. Le logarithme du produit de deux nombres est 
égal à la somme des logarithmes de ces nombres.

Soient, en effet, x  et y les logarithmes des nombres b et c; 
on a (73) :

et, en multipliant ces deux équations membre à membre ;

donc (x-\-y ) est le logarithme de bc\ et l’on a :

77. T héorème II. Le logarithme du quotient de deux nombres
est égal à la différence des logarithmes de ces nombres.

Soient, en effet, a? et y les logarithmes de deux nombres b et c} 
on a (75) :
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et, en divisant ces deux équations membre à membre

donc (x  — y) est le logarithme de et l’on a :O

78 . Théorème III. Le logarithme de la puissance nmc d'un nom­
bre est égal, quel que soit n (entier ou fractionnaire, positif ou né­
gatif), au produit de n par le logarithme de ce nombre.

Soit x  le logarithme de b ; on a :

d’où, en élevant les deux membres à la puissance n :

donc nx est le logarithme de bn ; et l’on a :

Ce théorème comprend évidemment le théorème IV (1,592) 
relatif au logarithme d’une racine.

79. Théorème IY. Dans un système quelconque de logarithmes, 
Vunitè a pour logarithme zéro, et la base du système a pour loga­
rithme l'unité.

On a , en effet, quel que soit a ,

80. Théorème V. Lorsque la base d'un système est plus grande 
que l'unité, les nombres plus grands que l'unité ont des logarithmes 
positifs, et les nombres moindres que l'unité ont des logarithmes né­
gatifs. Le contraire a lieu, lorsque la base est moindre que l'unité.

On a vu, en effet (68), que les puissances positives d’un nom-
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bre, plus grand que l’unité, sont plus grandes que l’unité, et ses 
puissances négatives sont moindres que l’unité. Le contraire a 
lieu pour les puissances des nombres moindres que l’unité. Si 
donc a est plus grand que l’unité, l’équation
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exige que a;, c’est-à-dire logé, soit positif, si b est plus grand 
que l’unité, et négatif, dans le cas contraire.

Si, au contraire, a est moindre que l’unité, l’équation

exige que x, c’est-à-dire logà, soit négatif, si b est plus grand 
que l’unité, et positif, dans le cas contraire.

81. R em arque. Les nombres négatifs n’ont pas de loga­
rithmes; car les puissances, positives ou négatives, d’une base 
positive, sont toutes positives.

§ IV. Identité des logarithmes algébriques et arithmétiques.

82. R em arque . Il est essentiel de démontrer que les loga­
rithmes, tels que nous les avons définis, ne diffèrent pas de 
ceux que l’on considère en arithmétique, et qui naissent de la 
considération de deux progressions.

85. Les logarithmes algébriqu es r en tr en t  dans les sys­
tèm es considérés en  arithm étique . Si l’on considère, en effet, 
des nombres en progression par quotient, commençant par 
l’unité :

et que l’on nomme x  le logarithme de q, les logarithmes des 
différents termes de cette progression seront (78) :

ainsi quand des nombres sont en progression par quotient, com­
mençant par l’unité, leurs logarithmes (75) forment une progression 
arithmétique commençant par 0.

Si maintenant on insère un nombre k de moyens entre les

www.rcin.org.pl



termes consécutifs des deux progressions, on dit, en arithmé­
tique, que les termes introduits par là, dans la progression par 
différence, sont les logarithmes des termes correspondants, dans la 
progression par quotient. Or nous allons voir que les conséquences 
de cette définition sont d’accord avec celle que nous donnons en 
algèbre (75).

Si, en effet, nous insérons k moyens entre les termes qn, qn+i, 
de la progression par quotient, et k moyens entre les termes nx, 
(n-j- l)æ, de la progression par différence, les raisons des pro­
gressions formées par ces moyens seront
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et le pm· moyen sera, dans la progression par quotient,

et dans la progression par différence,

Mais on a :

et, puisque x  est, par hypothèse, le logarithme de q , le second 
de ces nombres est bien (78) le logarithme du premier.

Ainsi, lorsqu’on insère un même nombre de moyens dans les deux 
progressions, les termes introduits dans la progression par différence 
sont les logarithmes (75) des termes correspondants de la progression 
par quotient.

84. R éciproq ue . Nous venons de voir qu’un système de lo­
garithmes, tel que nous l’avons défini (75), peut toujours ré­
sulter de la considération de deux progressions convenablement 
choisies, et rentre ainsi dans les systèmes considérés en arith­
métique. On peut faire voir aussi que le système de logarithmes,
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défini par deux progressions quelconques, satisfait toujours à la 
définition donnée (75).

Soit, en effet, le système défini par les deux progressions :
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Posons

γ étant le logarithme de β; on tire de la seconde de ces équa­
tions :

y .

et, en remettant cette valeur dans la première,

γ est donc l’exposant de la puissance, à laquelle il faut élever laI
base fixe qo , pour reproduire le nombre β ; γ est donc le loga- 
rithme de β pris, d’après notre nouvelle définition, dans le

système dont la base est qo.

§ V. Des divers systèmes de logarithmes.

85. Comment on passe d’un  systèm e a un au tre . Le nom­
bre a, dont les puissances servent à former tous les nombres, 
se nomme la base du système de logarithmes que l’on considère. 
Si l’on change de base, tous les logarithmes changent; mais il 
est facile de voir qu’ils conservent des valeurs proportionnelles, et 
se multiplient tous par un même facteur, que Von nomme module 
du nouveau système par rapport au premier.

Soient a et a' deux bases quelconques, x  et x' les logarithmes 
d’un même nombre b dans les deux systèmes, de sorte que l’on 
ait :
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Prenons les logarithmes des deux membres de la première 
équation, dans le système dont la base est a' ; nous aurons :
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le signe la· désignant le logarithme d’un nombre dans le 
système dont la base est a . Or, si on se rappelle que x  est le lo­
garithme de b dans le système dont la base est a, l’équation [3] 
prouve que les deux logarithmes du nombre b, dans les sys­
tèmes dont les bases sont a' et a, ont pour rapport le nombre 
constant la.a.

On aurait pu, également, prendre les logarithmes des deux 
membres de l’équation [2], en opérant cette fois dans le système 
dont la base est a; on aurait eu alors :

Donc le rapport des deux logarithmes du nombre b, pris, res­
pectivement, dans les systèmes dont les bases sont a' et a, est

_L. Nous avions trouvé, plus haut, que ce même rapport est
laa
la,a. Pour que ces deux résultats coïncident, il faut que l’on ait

Or, cette égalité est évidente ; si l’on pose, en effet :

on a, par définition,

Remettant, dans la seconde équation, la valeur de a' fournie par 
la première, il vient :

Donc on doit avoir ;

86. Logarithmes n é pé r ie n s . Les logarithmes ont ete décou­
verts, au commencement du dix-septième siècle, par J Né p e r ,
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baron écossais. La base de son système est le nombre incom­
mensurable e, que nous avons défini (27). Ces logarithmes se 
nomment logarithmes népériens, et on les désigne par la lettre L. 
Callet les a inscrits, dans ses tables, sous le nom de logarithmes 
hyperboliques. Ce sont eux qui se présentent le plus naturelle­
ment dans l’analyse mathématique.

Considérons les deux progressions :
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a et β étant excessivement petits, afin que les termes croissent 
très-lentement, et que l’on puisse regarder tous les nombres 
comme faisant partie de la progression par quotient. On peut 
définir le système de logarithmes, en donnant la limite vers la­

quelle tend le rapport quand a et β tendent simultanément

vers zéro. Néper supposa cette limite égale à 1. Dans cette hypo­
thèse, les deux progressions sont :

Si la base est (1 - f  a)m, son logarithme ma est égal à l’unité,

par suite a =  —, et la base devient 1 m .Siatendverszéro,

m croît sans limite, et l’expression converge (55) vers
le nombre e, base du système népérien.

87. Logarithmes vu lg aires. Les logarithmes népériens ne se 
prêtent pas commodément aux calculs numériques, parce que la 
base est incommensurable. Aussi, quelques années après la pu­
blication de Néper, on construisit une nouvelle table de loga­
rithmes, dits logarithmes vulgaires, dont la base est 10. Ce sont 
ces logarithmes, dont nous avons, dans la première partie, 
expliqué les usages et développé les applications. On les dé­
signe par le signe log.
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Si Ton appelle x  et y les logarithmes d’un même nombre dans 
le système népérien et dans le système vulgaire, on a :

68 LIVRE I.

d’où, prenant les logarithmes dans le premier système, on tire :

Ainsi, pour obtenir les logarithmes des nombres dans le système 
vulgaire, on multiplie les logarithmes népériens des mêmes nombres 
par l'inverse du logarithme népérien de la nouvelle base. C’est ce

facteur , que l’on nomme spécialement module du système L·· 10
vulgaire. En le désignant par la lettre M, on a :

Si l’on avait pris les logarithmes des deux nombres dans le 
système vulgaire, on eût eu :

Donc

88. Logarithm es n ég a tifs . Lorsque, dans l’équation

le nombre b est moindre que l’unité, a étant plus grand que 1, 
son logarithme x  est négatif : car on a vu (73), que c’est en fai­
sant varier x  de 0 à — oo , que l’on fait prendre à ax les valeurs 
comprises entre 0 et 1. Ainsi : les nombres moindres que l’imité 
ont des logarithmes négatifs. Ces logarithmes jouissent de toutes 
les propriétés démontrées plus haut (76, etc.); car on n’a fait 
jusqu’ici aucune hypothèse sur le signe des nombres considérés. 
On remarquera seulement que les logarithmes négatifs ne sont 
pas directement fournis par les tables. Mais leur détermination 
n'offrira pas pour cela plus de difficultés. Supposons, en effet,
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que le nombre b, plus petit que l’unité, soit donné sous forme

d’une fraction —,on aura : n
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et, par suite, le logarithme négatif s’obtiendra par une soustrac­
tion.

Mais les logarithmes négatifs ne sont d’aucun usage; et il est 
facile, lorsque l’on en rencontre, de les préparer, de manière 
que leur caractéristique seule soit négative. On a, en effet, par 
exemple :

c’est-à-dire que l’on augmente d’une unité la caractéristique, on la 
prend avec le signe — , et l’on remplace la partie décimale par son 
complément (1,-411).

VI. Résolution des équations exponentielles.

89. Définition. On appelle équation exponentielle une équation 
de la forme

dans laquelle a et b sont deux nombres positifs donnés. Résou­
dre l’équation, c’est trouver la valeur de x , pour laquelle elle est 
satisfaite.

90. Résolution de l’équation ax =  b. Pour trouver cette va­
leur de x , il suffit de prendre les logarithmes des deux membres 
de l’équation. On aura ainsi :

et, par suite,

La base du système, dans lequel les logarithmes sont calculés, 
est arbitraire. Cela n’a, d’ailleurs, aucune influence sur le résul­
tat : car on a vu (85), qu’en passant d’un système à un autre,
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on doit multiplier tous les logarithmes par un même nombre;
lo0- bet, par suite, le rapport n’est pas changé.

91. R ésolution de l’équation abX =  c. On peut résoudre, par 
les mêmes procédés, l’équation abX =  c, dans laquelle a, 6, c, 
sont des nombres positifs donnés. Car, en prenant les logarith­
mes des deux membres, on a :
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Pour que la solution existe, il faut que log a et log c soient de 
même signe : on peut alors les supposer positifs; et prenant, 
une seconde fois, les logarithmes, on a :

g VII Remarques sur les questions d’intérêt.

92. Nous avons exposé complètement, dans la première par­
tie, les applications de la théorie des logarithmes aux questions 
d’intérêts composés. Nous n’y reviendrons pas ici; et nous nous 
bornerons à la remarque suivante.

On a démontré, qu’une somme A, placée à intérêts composés, 
devient, après n  années,

Les conventions, faites sur les exposants négatifs et fraction­
naires, permettent, maintenant, de généraliser cette formule.

Si n est fractionnaire et représenté par supposons que Von

étende le principe des intérêts composés aux fractions d’année; et

nommons x, ce que rapporte 1 franc, pendant ^ d’année.

1 franc rapportant x  après ^ d’année, devient, au bout de ce

temps, (1 -J- x) \ et une somme quelconque, placée pendant le 
même temps, se multipliera par (1 -f-x). Si donc on place 1 franc
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pendant ^ d’année, c’est-à-dire pendant une année entière, il

se multipliera q fois par (1 -j-æ) ou par (1 -j-a?)9; et, comme d’ail­
leurs il doit devenir 1 -j-r, on a :
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d’où l’on déduit :

Et il eut évident que 1 franc, placé pendant -  année, se mul-
V

tipliera par (1 -f- a?)p, c’est-à-dire par (1 -f- r)«, et que, parsuite, 
une somme quelconque A deviendra

ce qui est conforme au résultat énoncé.

2° Si n est négatif, nous envisagerons la question de la ma­
nière suivante :

Une somme vaut aujourd’hui A; elle est placée depuis un temps 
indéterminé : combien valait-elle, il y a n années?

Si l’on désigne par X la valeur inconnue, cette somme, pla­
cée pendant n années, est devenue A; par suite, d’après ce qui 
précède :

d’où l’on déduit :

ce qui est encore conforme à la formule donnée plus haut.

RÉSUMÉ.

06. Des exposants incommensurables. — 67, 68 ,69 , 70. Lemmes sur les 
puissances commensurables. — Définition rigoureuse de ax , quand 
x  est incommensurable. — 72. La fonction ax est continue. — 73. Lors­
que x varie de— oo à -f-oo , a  étant positif, a x prend toutes les valeurs 
positives, et ne prend chacune qu’une seule fois. — 74, 73. Nouvelle 
définition des logarithmes. — 76. Logarithme d’un produit. — 77. Lo-
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garithme d’un quotient. — 78. Logarithme d’une puissance. — 
79. Logarithme de 1, et logarithme de la base. — 80. Nombres qui ont 
des logarithmes positifs, et nombres qui ont des logarithmes négatifs. 
— 8 1 . Les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes. — 8 2 . Re­
marque. — 83. Si des nombres sont en progression par quotient, leurs 
logarithmes sont en progression par différence. Cas où l’on insère de 
nouveaux termes dans les progressions. — 84. Les logarithmes, définis 
dans la première partie, sont les mêmes que ceux qui résultent de la 
définition nouvelle. — 83. Comment on peut passer d’un système à un 
autre.— 86. Logarithmes népériens : leur base. — 87. Logarithmes 
vulgaires; leur module. — 88. Logarithmes négatifs. — 89. Définition 
de l’équation exponentielle. — 90. Résolution de l’équation ax = b .  —
91. Résolution de l’équation avX~ c . — 92. Généralisation des formules 
relatives aux questions d’intérêt.

EXERCICES.

I. Résoudre les équations :
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On trouve :

II. Résoudre les équations :

On trouve :

II. Résoudre l’équation :

On trouve :

IV. Résoudre l’équation :

On trouve :
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V. Résoudre l’équation :

On trouve :

VI. Résoudre l’équation :

On trouve :

VII. Résoudre l’équation :

On ramène la résolution à celle des équations :

VIII. Résoudre l’équation :

On trouve :
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CHAPITRE ΙΥ.

VERIFICATION DES FORMULES D’ALGÈBRE.

§ I. Conditions d’identité de deux polynômes.

9 5 .  Lem m e. Lorsqu’un polynôme est ordonné par rapport aux 
puissances croissantes d’une variable x, on peut donner à cette va­
riable une valeur, positive ou négative, assez petite numériquement, 
pour que, pour cette valeur et pour toutes les valeurs inférieures, le 
polynôme prenne et conserve le signe de son premier terme.

Soit, en effet, le polynôme :

dans lequel les exposants m, n, p, .... t, vont en augmentant. 
On peut l’écrire sous la forme :

Or, si l’on donne à x  une valeur très-petite, chacun des termes, 
qui suivent l’unité dans la parenthèse, prend une valeur très- 
petite , puisque les exposants sont positifs ; e t , comme leur 
nombre est fini, la quantité, renfermée entre parenthèses, dif­
fère très-peu de l’unité. Le polynôme prend donc une valeur de 
même signe que kxm ; et il conserve ce signe pour toutes les 
valeurs inférieures de x.

94. T héorèm e I. Deux polynômes, rationnels et entiers en x, ne . 
peuvent être égaux, quelle que soit la valeur attribuée à x, que s'il s 
sont composés identiquement des mêmes termes.

Soient, en effet, les deux polynômes, ordonnés par rapport
à x.

Si les deux polynômes [1] et [2] doivent être égaux, quel que
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soit a?, ils le seront, en particulier, par x  =  0; et par consé­
quent, on doit avoir Pm =  Q„. En supprimant ces deux termes 
communs, les deux restes seront encore égaux; et leur diffé­
rence devra être nulle, quel que soit x. Or cette différence, or­
donnée par rapport aux puissances croissantes de # , a pour 
premier terme ( P ^  —Qn-i)^· Si ce terme n’était pas nul, on 
pourrait, d’après le lemme, prendre x  assez petit, pour qu’il 
donnât son signe à la différence; celle-ci ne serait donc pas 
nulle pour cette valeur de x. Donc Pm_i=Q„_i. En supprimant 
les deux termes égaux du premier degré, on verra de même, 
que la différence commencera par un terme du second degré 
(Pm_2— On—*)®2, qui devra être nul à son tour. Et, en conti­
nuant, on concluera que les termes doivent être, dans les deux 
polynômes, les mêmes et en même nombre.

95. T héorèm e  II. Deux polynômes entiers et rationnels, qui ren­
ferment un nombre quelconque de lettres arbitraires, et indépen­
dantes les unes des autres, ne peuvent tire égaux, que s’ils sont 
composés identiquement des memes termes.

Pour établir ce théorème, il suffit de montrer que, si la pro­
position est vraie pour deux polynômes renfermant n lettres 
arbitraires, elle le sera aussi pour deux polynômes qui en con­
tiendraient (n +  l). Considérons, pour cela, deux polynômes 
renfermant (n-f-1) lettres, x, y , z , u , v ,....p ;  ordonnons-les 
l’un et l’autre, par rapport à l’une de ces lettres, x  par exemple ; 
ils prendront la forme :
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A0, Aj, A2,....Am, B0, B!, Bîv....Bn, contenant les n variables, 
y, z, u, v,....p. Les polynômes [1] et [2] étant égaux, quel que 
soit x, on doit avoir (94) :

Or le théorème est admis pour le cas de n variables; donc les 
égalités [4] exigent que les polynômes A„ et B„, At et B!,.... 
Am et Bn soient respectivement composés des mêmes termes ; et
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que, par conséquent, les polynômes [1] et [2] soient identique­
ment les mêmes.

§ IL Vérification de l’égalité de deux expressions algébriques.

96. Cas où toutes les quantités a r bitra ir es  sont in d é pe n ­
dantes les unes des au tres . D’après le théorème précédent, 
pour vérifier une équation entre quantités arbitraires, il suffit 
d’en faire disparaître les radicaux et les dénominateurs, et de 
constater que les deux membres sont composés identiquement 
des mêmes termes.

Si cela n’a pas lieu, on peut affirmer que l’égalité proposée 
n’est pas exacte pour toutes les valeurs des lettres qu’elle ren­
ferme.

97. Cas où les  quantités a r bitra ir es  n e  sont pas toutes 
in d épen d a n tes . Lorsque l’égalité n’a lieu qu’en vertu de cer­
taines relations entre les lettres qui y sont contenues , il faut, 
pour la vérifier, exprimer, au moyen de ces relations, un certain 
nombre de lettres en fonction de celles que l’on peut considérer 
comme arbitraires, et substituer ces valeurs dans l’équation 
proposée. Après la substitution, l’équation rentrera dans le cas 
précédent.

g III. Application à quelques problèmes.

98. P roblème I. Examiner si les équations

76 LIVRE I.

entraînent la suivante :

On a ici deux relations [1] et [2] entre les six quantités c, ch 
Y, Yi> Yî Î on doit donc en tirer les valeurs de deux de ces six 
quantités en fonction des quatre autres. On en tire de l’équa­
tion [1] :
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On tire de [2] :

ou, en remplaçant γ par la valeur [4] :

ou : 

[5]

Si l’on substitue ces valeurs dans l’égalité à vérifier [3], on a :

ce qui devient une identité, quand on supprime le facteur 
(Yî —c)y2 commun au numérateur et au dénominateur du se­
cond terme.

99. P roblème II. Examiner si l'égalité

entraîne l'égalité

Il faut, conformément à la méthode mdiquée, déduire de l’é­
galité [l] la valeur de l’une des quatre lettres qu’elle renferme, 
et substituer cette valeur dans l’équation [2], qui doit alors de­
venir identique.

Si l’on chasse les dénominateurs de l’équation [1], il vient :

ou, en réunissant les termes en a, et réduisant :
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Si l’on divise tous les termes par (d — c), il vient :

ce qui peut s’écrire :

ou, en divisant par {a — b):

c’est-à-dire :

Si l’on remet cette valeur dans l’équation [2], elle devient ;

eu

ce qui a lieu identiquement.

Remarque. Nous avons supprimé, dans les équations [3] et 
[4], les facteurs (d — c) et (a— b). Le résultat n’est donc appli­
cable que dans le cas où ces deux différences ne sont pas milles. 
On peut vérifier, en effet, que pour a — b comme pour c — d, 
l’équation [1] devient identique, et ne peut, par suite, entraîner 
aucune conséquence.

RÉSUMÉ.

95. Lemme sur la valeur et le signe d’un polynôme, lorsqu’on donne à la 
variable une valeur très-petite. — 94. Théorème sur les conditions 
d’égalité de deux polynômes contenant une lettre arbitraire. — Ex­
tension de ce théorème au cas où les deux polynômes renferment un 
nombre quelconque de lettres arbitraires. — 96. Moyen de vérifier une 
équation entre diverses quantités arbitraires. — 97. Cas où ces quan­
tités arbitraires sont liées par certaines relations. — 98, 99. Applica­
tion à quelques problèmes.
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EXERCICES.

I. Vérifier que les deux équations :
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entraînent la suivante :

Π. Vérifier que les deux équations :

entraînent la proportion :

III. Vérifier que le volume d’un segment sphérique à deux bases,

est la différence de deux segments sphériques à une base, ayant R et r pour 
rayons de bases, c’est-à-dire, qu’il est égal à

H' et h' satisfaisant aux conditions que la géométrie indiqua facilement :

p étant le rayon de la sphère.

On applique, pour ces trois exercices, la méthode générale (9T).

IV. Vérifier, que, si l’on a :

on a aussi :

V. Si l’on désigne par S„ la somme des m premiers termes d’une progression 
par quotient, dont q est la raison, vérifier que la somme des produits, deux à

deux, de ces m premiers termes est S*S*_|.

On s’appuie sur cette proposition, que la somme des produits deux à deux est 
la moitié de la différence entre le carré de la somme et la somme des carrés.
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VI. Si l’on considère la suite des nombres
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dans laquelle chaque terme est la somme des deux précédents : prouver que la 
différence entre le carré d’un terme et le produit de ceux qui le comprennent, 
est, en valeur absolue, égale à l’unité.

On prouve que cette différence a une valeur absolue constante.

VII. Vérifier que l’équation

entraîne la suivante :

On cherche à rendre rationnelle l’équation donnée, et à décomposer ses deux 
membres en facteurs.

VIII. Démontrer que les six équations

entraînent les 7 équations suivantes :

On résout également ces exercices, en posant :

et en cherchant à obtenir, de deux manières, en vertu des relations données, 
la somme xn +  yn +  z'2, en x, y, z. Pour la dernière vérification, on cherche 
à déduire des relations données une valeur de a W '2 +  β2β'2β"2 +  γΥ2γ"2, qui ne 
change pas, quand on y change a' en β, a" en γ et β" en γ'.
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IX. L’équation

ne peut avoir lieu, quel que soit x, que si α et b sont respectivement égaux à 
CLr et b'

X. Démontrer que l’équation

ne peut avoir lieu, quel que soit x, que si l’on a : a =  a', b= b ' 

On applique, pour ces deux exercices, le théorème (94).

XI. Vérifier que les quatre équations

entraînent la suivante :

O n   obtient ce réSUltat’ en élimÎnant β, β', γ , γ’  entre les équations propo-
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CHAPITRE Y.

MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS.

100. Définition. Lorsqu’on cherche à déterminer, d’après 
certaines conditions, un polynome ordonné par rapport à une 
lettre donnée, la méthode la plus simple et la plus naturelle 
consiste à écrire ce polynome, en laissant indéterminés ses coeffi­
cients et quelquefois son degré. On exprime ensuite qu’il satis­
fait aux conditions proposées; et l’on obtient ainsi des équa­
tions, dans lesquelles ces coefficients et ce degré entrent comme 
aütant d’inconnues, dont elles font connaître la valeur.

Nous allons appliquer cette méthode à la division des poly­
nômes et. à l’extraction de leurs racines.

g I. Division des polynomes.

101. Cas où la division  doit se f a ir e  exactement. Soit à 
diviser un polynome, de degré m,

par un polynôme, de degré n ,

Il faut que le quotient, multiplié par le diviseur, reproduise 
identiquement le dividende. Or, si l’on désigne par αα le degré 
du quotient, celui du produit sera (n+ a) : on devra, par con­
séquent, avoir :

Connaissant ainsi le degré du quotient, et, par suite, le nombre 
de ses coefficients égal à (α + l), on pourra, en désignant 
chacun d’eux par une lettre particulière, effectuer le produit du 
quotient par le diviseur. Ce produit, étant du degré m , sera 
composé de (m +  1) termes : en les égalant aux termes corres­
pondants du dividende, on obtiendra (m+  1) équations du pre­
mier degré entre les (m — n + 1 ) coefficients inconnus. Il suf-
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fira, pour les déterminer, de résoudre (m — n + l) équations; 
les n autres devront être satisfaites d’elles-mêmes, et seront des 
équations de condition.

102. Cas où la division laisse un r e s t e . Si l’on veut appli­
quer la méthode des coefficients indéterminés à la recherche du 
quotient et du reste, dans le cas où la division n’est pas pos­
sible, la question doit être posée de la manière suivante :

Trouver un polynôme, qui, multiplié par le diviseur, donne un 
produit, dont la diffèrence avec le dividende soit de degré moindre 
que le diviseur.

On devra, dans ce cas, égaler seulement, aux termes corres­
pondants du dividende, les termes de ce produit dont le degré 
n’est pas inférieur au degré n du diviseur : on obtiendra ainsi 

. (m—n +  1) équations (les mêmes que si l’on cherchait un 
quotient exact), qui permettront de déterminer tous les coeffi­
cients du quotient. La différence, entre le dividende et le produit 
du diviseur par le quotient, sera le reste.

105. Calcul des coefficients du quotient. Les (m—n +  l) 
équations, qui déterminent le quotient, offrent une forme re­
marquable, qui rend leur résolution très-facile. Soit, en effet,
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le quotient inconnu. En multipliant ce quotient par le diviseur, 
on a évidemment :

Et, en égalant les coefficients de ce produit à ceux du dividende, 
on a :

La première équation ne contient donc que l’inconnue C0; 
C0 étant connu, la seconde permettra de calculer C1, qui n’y 
entre qu’au premier degré; C0 et C1 étant connus, la troisième
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équation permettra de calculer C2, qui n’y entre qu’au premier 
degré. En général, chaque équation renferme, au premier de­
gré, une inconnue qui ne figurait pas dans les précédentes, et 
qu’elle permet de déterminer. Ainsi, Ck figure, pour la première 
fois, dans le coefficient de en sorte que les k premières
équations ne renferment pas cette inconnue. Quant à la (k+ l ) me , 
elle renferme Ck  au premier degré.

Ï04. Appl ic a tio n . Appliquons la méthode précédente à un 
exemple. Soit à diviser

84 LIVRE I.

par

Le quotient doit être du quatrième degré. Désignons-le par

En formant son produit par le diviseur, on obtient :

En égalant les termes de ce produit, dont le degré surpasse 
i’unité, aux termes correspondants du dividende, on a, pour 
déterminer m1, m2, m3, m4, les équations :

La première fera connaîlre m1 ;la seconde, m1 étant connu, 
fera connaître m2; la troisième donnera ensuite m3, et la qua­
trième m4.

On verra, sans peine, que cette méthode conduit aux mêmes 
calculs, que la méthode exposée dans la première partie.
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§ II. Extraction de la racine m me d’un polynome. 

105. Méthode g é n ér a le . Soit le polynome :

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE. 85

désignons sa racine mme par

Il faut, par définition, que l’on ait identiquement :

Pour que les deux membres soient de môme degré, il faut que 
l’on ait :

Si donc p n’est pas un multiple de m , le problème est impos­
sible. Si p est divisible par m , le degré de la racine sera

    : on connaîtra, par suite, le nombre          de ses coeffi- 

cients. On pourra élever cette racine à la puissance mme; on for­

mera ainsi un polynôme du degré p. En égalant les      

premiers termes aux termes correspondants du polynôme donné, 

on obtiendra            équations, pour déterminer les coeffi­

cients inconnus. Les équations, qui expriment l’égalité des 
termes suivants, devront être satisfaites d’elles-mômes, si le 
problème est possible : ce sont des équations de condition.

106 . Calcul des coefficients de la ra cin e . Les              équa­

tions, qui déterminent la racine, ont une forme remarquable, 
qui rend leur résolution très-facile. En effet, dans le développe­
ment de
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où n  est égal à — , le terme en xp ne contient que B0m ; le terme

en vp- l contient B0 à la puissance (m— 1), et B1 au premier degré ; 
le terme en x p- 2 contient B0, B1 et B2, et cette dernière inconnue 
n’y entre qu’au premier degré. En général, Bk n’entre dans 
aucun terme dont le degré est supérieur à ( p — k );  et il entre au 
premier degré dans le coefficient du terme en x p- k. Par consé­
quent, la première équation B0m =  A0 fera connaître B0 par une 
extraction de racine : B0 étant connu, la seconde équation fera 
connaître B1, qui n’y entre qu’au premier degré ; B0 et B1, étant 
connus, la troisième fera connaître B2, qui n’y entre qu’au pre­
mier degré. Et, en général, la (k + l)me équation déterminera Bk,  
qui n’y entre qu’au premier degré; car, dans le développement, 
il n’y a qu’un terme en x p- k, qui contienne Bk ; c’est le terme 
m B kx n- k( B0x n)m- l .

Il sera facile d’appliquer, en particulier, cette méthode à 
l’extraction de la racine carrée d’un polynôme.

/
§ III. Application à quelques problèmes.

107. Problème I. D é te rm in e r , e n tre  p et q, la  re la tio n  n eces­

sa ir e  p o u r  qu e le t r in om e

86  LIVRE I.

so it  d iv is ib le  p a r  le c a rré  d 'u n  b in ô m e  c o n v e n a b le m e n t c h o is i (x— a)2. 

Si (x +  β) désigne le quotient de cette division, on aura :

On en conclut, en identifiant les deux membres :

Remplaçant, dans les deux dernières équations, β par sa valeur 
2a. tirée de la première, il vient :
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Éliminant enfin a entre ces deux équations, on a :

Telle est la condition cherchée.

108. Problème IL Déterminer les coefficients m et n , de telle 
manière que l'expression

soit un cube parfait.

Il faut, pour cela, identifier l’expression avec le cube d’un 
binôme (ax+ b), c’est-à-dire avec

ce qui fournit les équations :

Les deux dernières donnent :

a et b étant ainsi déterminés, les deux équations restantes 
sont des équations de condition. Si l’on y substitue à a et à b
leurs valeurs, ces équations deviennent:

Chassant le dénominateur de cette dernière, et réduisant, on a :
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On tire de là, pour valeur unique de n ,

Cette valeur, substituée dans l’équation [1], la rend identique. 
La condition demandée se réduit donc à la relation [3]. Et le 
polynôme proposé est alors, comme on s’en assure facilement, 
le cube de

RÉSUMÉ.

100. La méthode des coefficients indéterminés s’applique aux questions 
dans lesquelles on veut déterminer un polynôme, d’après certaines con­
ditions. — 101. Application de cette méthodeàla théorie de la division, 
dans le cas où la division se fait exactement. — 102. Cas où l’on a à 
trouver le quotient et le reste. — 103. Toutes les équations que l’on 
a à résoudre, sont du premier degré à une inconnue. — 104. Applica­
tion à un exemple. — 105 . Application de la méthode à la recherche 
de la racine mme d’un polynôme.— 106. Les équations, que l’on a à 
résoudre, sont toutes du premier degré à une inconnue. — 107, 
108. Application de la méthode des coefficients indéterminés à la solu­
tion de quelques problèmes.

EXERCICES.

I. Trouver les conditions, pour que le polynôme

soit le carré d’un polynôme entier par rapport à x.

Il faut que :

II. Déterminer la condition, pour que le polynôme

soit le produit de deux expressions du premier degré en x et y.

Il faut que :
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III. Décomposer, de cette manière, le polynôme

On trouve :

IV. Mettre l’expression 4(x4 + x 3 +  x2 +  x +  1) sous la forme de la différence 
des carrés de deux polynômes du second degré, entiers par rapport à x.

On trouve :

V. Déterminer les conditions pour que l’expression

soit le carré d’un polynôme, du premier degré, en x et y.

et le polynôme

est le carré de 

il faut que l’on ait :Si

nome est le carré de

et le poly-

VI. Mettre (Ax2 +  2Bxy +  Cx2) sousla forme (ax + py)2 +  (γχ +  Sy)2. Cela est-il 
toujours possible? Y a-t-il plusieurs solutions?

11 y a une infinité de solutions. Pour qu’elles soient réelles, il faut qu’on ait :

VII. Mettre (Ax5 +  3Bx2y +  3Cxy2 +  Dy3) sous la forme

Après avoir identifié les deux polynômes, on prend une inconnue auxiliaire 
6o=αδ— βγ; on calcule les expressions AC —B2, BD— C2, AD —BC, et enfin 
(AD —BC)2 — 4(AC —B2) î BD — C2) : cette dernière est égale à ω6, et fait con­
naître ω. Les autres font connaître αγ, βδ, et αδ-f βγ. On en tire facilement 
α, β, γ, δ.
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THEORIE DES DÉRIVÉES.

CHAPITRE PREMIER.

CALCUL DES DÉRIVÉES DES FONCTIONS EXPLICITES 
D’UNE SEULE VARIABLE.

§ I. Notions préliminaires.

109. Définitions. Lorsqu’une variable y dépend d'une autre 
variable x, de telle sorte qu’à chaque valeur donnée arbitraire­
ment à x, corresponde une valeur unique et déterminée de y, 
on dit que y est une fonction de x  : et l’on indique cette dépen­
dance par le symbole

LIVRE II.

La quantité x se nomme la variable indépendante, parce qu’on 
peut lui donner arbitrairement toute espèce de valeurs.

Lorsque la variable x reçoit deux valeurs a et a +  h, h est 
l'accroissement donné à la variable; la fonction prend deux va­
leurs correspondantes f{a) et f(a-\-h) ; et la différence, positive 
ou négative, f  (a-j-/i)— f  (a)} se nomme l'accroissement corres­
pondant de la fonction.

La fonction est continue, lorsqu’on peut donner à/iune valeur 
assez petite, pour que l’accroissement de la fonction soit aussi 
petit qu’on le voudra. On ne s’occupe, dans tout ce livre, que 
des fonctions continues.

110 . Développement d’une fonction entière f{x -\-h ), 
suivant les puissances de h. Si, dans un polynôme, entier par
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rapport à une lettre x , et que nous représenterons générale­
ment par

92 LIVRE II.

en remplace x  par x-\- h, le résultat de cette substitution est :

Si Ton développe chaque terme par la formule du binôme, et 
si l’on ordonne suivant les puissances ascendantes de h, celte 
expression devient :

Les termes indépendants de h, ceux auxquels se réduit l’ex­
pression pour h =  0, forment, comme cela devait être, le poly­
nôme proposé lui-même. Le coefficient de h, polynôme du degré 
(m— 1) par rapporta#, se nomme la dérivée du polynôme pro­
posé ; et, lorsque le polynôme est représenté par f  (x), la dérivée 
est assez habituellement représentée par f' (x). Le coefficient de

-— -, polynôme du degré (m— 2), est la seconde dérivée du po-
L  , Δ

lynome. On la désigne p a r/^ # ). De même les coefficients de 
h™

T  ο οΓ » · τ ν -----> polynômes dont le degré est de moins en1 .2 .3  1 . 2 . . . m r j  σ
moins élevé, sont la troisième, ...la  mme dérivée du polynôme,
et se représentent par f"  (#)..., /m (x). D’après ces notations,
le développement s’écrira :
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du précédent, d’après une même loi qui est fort simple. Si l’on 
examine, en effet, le polynôme

THÉORIE DES DÉRIVÉES. 93

on reconnaît immédiatement qu’z7 faut, pour le former, diminuer 
d'une unité l'exposant de chacun des termes de f (x), et multiplier le 
coefficient par l'exposant non encore diminué. L’inspection des 
polynômes f  (x), f"(x ) , . . . ,  montre que chacun se déduit du 
précédent suivant la même loi ; en sorte que f ( x )  est la dérivée 
de f' (x), f  " (x) celle de f \x ) ,  et ainsi de suite. Et c’est pour cette 
raison, que f  (x) est dite la seconde dérivée de /  (x), que f"  (x) est 
dite la troisième dérivée, et ainsi de suite.

Chaque dérivée est de degré moindre que la précédente; en 
sorte que la mme dérivée d’un polynôme, de degré m, est con­
stante, et qu’il n’y en a pas de (m-f- l)me.

l i l .  P ro priété  d e l à  d ériv ée  d’une fonction  e n tiè r e . La 
définition, que nous avons donnée de la dérivée, ne s’applique 
qu’aux polynômes entiers et rationnels; mais nous allons en 
déduire une propriété importante, que nous prendrons ensuite 
pour définition; ce qui permettra d’étendre la notion de dérivée 
aux expressions d’une autre forme.

On a (110), en désignant par F (x) un polynôme entier par 
rapport à x :

on en conclut :

Si, x restant fixe, on fait tendre h vers zéro, le second membre 
a évidemment pour limite F' (x ) ; il doit, par suite, en être de 
même du premier; et l’on a, par conséquent :

résultat que l’on peut énoncer ainsi :

La dérivée d'un polynôme F (x) est la limite du rapport de l'ac-
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croissement F (x-j-h)—F(x) de ce polynôme à l'accroissement h de 
la variable, lorsque ce dernier accroissement diminue de plus en 
plus.

1 1 2 . Nouvelle d é fin itio n  de la d é r iv é e . C’est la propriété 
précédente, qui sera dorénavant prise par nous pour définition. 
Nous dirons :

On nomme dérivée d'une fonction continue quelconque: la limite 
vers laquelle tend le rapport de Γaccroissement de cette fonction à 
l'accroissement de la variable, quand ce dernier tend vers zéro. Cette 
définition s’applique, d’après ce qui précède, aux fonctions en­
tières : elle permet, en outre, d’étendre la notion de dérivée à 
une fonction quelconque.

On peut demander, si une fonction continue quelconque f[cc) 
a une dérivée. Nous répondrons d’abord, qu’en fait, nous allons 
trouver, dans les paragraphes suivants, les dérivées des princi­
pales fonctions; ce qui démontrera leur existence à posteriori. 
Nous ajouterons, d’ailleurs, que la fonction étant continue, 
l’équation y =  f  (x) représente une courbe plane continue, 
rapportée à deux axes rectangulaires; et l’on démontre, en 
géométrie analytique, que la dérivée représente la tangente 
trigonométrique de l’angle que fait, avec l’axe Ox, la tangente à 
la courbe au point (x , y). Comme, en chaque point, une courbe 
continue a une tangente bien déterminée, la fonction admet 
une dérivée.

La dérivée d’une fonction est une nouvelle fonction qui admet 
elle-même une dérivée : c’est la dérivée seconde. La dérivée de 
celle-ci est la troisième dérivée; et ainsi de suite.

Nous commencerons par faire connaître les dérivées de deux' 
fonctions très-simples, ax et log x.

g II. Dérivées de ax et de log x .

113. Dér iv ée  de ax. La dérivée de ax est, par définition, la 
limite du rapport

94  LIVRE II.

Lorsque h tend vers zéro.
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Or, on a évidemment :

II faut donc, pour obtenir la dérivée, chercher la limite du 
rapport

Posons :

Lorsque h est très-petit, ah diffère très-peu de l’unité (75) ; et, 
par suite, n est très-grand. Lorsque h tend vers zéro, n tend 
vers l’infini. On déduit de cette relation :

Prenant les logarithmes des deux membres, il vient :

d’où

Le rapport devient, d’après cela :

Le numérateur ne contenant pas n, il suffit de chercher la 
limite du dénominateur. Or, on a :

n augmentant indéfiniment, tend vers e\ et, par suite,
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lo g , pour limite, log e; l'expression

tend donc vers telle est donc la dérivée de ax. Ainsi :

On peut remarquer que la base du système, dans lequel sont 
pris les logarithmes, n’a pas été définie; mais le choix de cette

base n’a aucune influence sur le résultat; car le rapport —ga
loge

ne dépend pas (85) de la base du système considéré. Si l’on 
suppose que les logarithmes sont pris dans le système népérien, 
log e =  1 ; et la dérivée s’écrit :

Ainsi la dérivée de la fonction exponentielle s'obtient, en multipliant 
cette fonction par le logarithme népérien de la base.

Si l’on considère, en particulier, la fonction ex, Le =  1 ; et 
par suite la dérivée de e* est la fonction elle-même :

114. Dér iv ée  de log x . La dérivée de log x  est, par défini­
tion, la limite de l’expression

lorsque h tend vers zéro. 
Or, on a :

Donc

Posons-£ de telle sorte que, h tendant vers zéro, n tendra
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CO
vers 00; il viendra h =  - ;  et l’expression, dont on cherche la

Tl

limite, deviendra :

THÉORIE DES DÉRIVÉES. 97

Or, on a vu (115), que, n tendant vers 00, log

pour limite log e.La limite de est donc qui
représente, par conséquent, la dérivée de log x, 

Ainsi

en désignant par M le module du système dans lequel est pris 
le logarithme de x.

Si la fonction est le logarithme népérien de x, Μ =  1 ; et, par 
suite, la dérivée de Lx est :

Après avoir fait connaître les dérivées des deux fonctions très- 
simples, log x  et ax, nous allons établir quelques règles géné­
rales, qui nous permettront d’obtenir les dérivées d’expressions 
plus composées.

§ III. Règles générales.

l l o .  Dér iv ée  d’une somme. Si u, v, w, sont des fonctions de 
x, dont les dérivées u' ν' w' sont connues, la somme

aura pour dérivée la somme

En effet, si nous désignons, en général, l’accroissement d’une 
Alg. s p . B. 7
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quantité par le signe Δ placé devant la lettre qui la représente, 
en attribuant à la variable a? un accroissement Δ®, les fonctions 
u, v, w, prendront, respectivement, des accroissements Au, Δυ, 
\w  ; et l’accroissement de la somme (u +  v — w) sera évidem­
ment :

98 LIVRE II.

le rapport de cet accroissement à l’accroissement Δυ de la va­
riable, est donc :

et il a, par conséquent, pour limite :

comme nous voulions le démontrer. On a donc :

116. Définition  d’une fonction de fo n c t io n . On nomme, en 
général, fonction explicite d’une variable le résultat d’opérations 
bi n définies, exécutées sur cette variable. Ainsi, par exemple :

sont des fonctions de a? ; le nombre des opérations successive­
ment indiquées pouvant d’ailleurs être aussi grand qu’on le 
voudra.

Si l’on désigne par u une fonction quelconque de la variable x, 
et que l’on exécute des opérations sur la quantité u, considérée 
comme donnée, le résultat de ces opérations sera, d’après ce 
qui précède, une fonction de u; et, comme u est elle-même 
une fonction de x, ce résultat se trouve une fonction de fonction.

Il est bien entendu, qu’en remplaçant u par son expression en 
x, on peut faire immédiatement, d’une fonction de fonction, 
une fonction ordinaire.

Exemples. 1°

peut être considéré comme une fonction de fonction, le cube de 
x *, ou comme une fonction simple,x*.
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peut ê tre ‘considéré comme une fonction de fonction, le loga­
rithme de la fonction a*, ou comme la fonction simple du pre­
mier degré,æloga.

Lors même que des réductions, analogues aux précédentes, 
ne s’effectuent pas, rien ne distingue essentiellement une fonc­
tion de fonction de celles qui dépendent directement de la va­
riable principale.

117. Dér iv ée  d’une  fonction de fo nctio n . D’après les défi­
nitions qui précèdent, si l’on désigne par u une fonction φ (x) 
de la variable x , et par w une fonction ψ (u) de la variable u, w 
sera une fonction de fonction définie par les équations :

Nous allons montrer que, si les fonctions φ et ψ sont de telle 
nature, qu’on sache prendre leurs dérivées par rapport à la va­
riable dont elles dépendent immédiatement, on pourra former 
la dérivée de w par rapport à x.

Supposons, en effet, que l’on donne à æ un accroissement Aæ, 
et qu’il en résulte : pour u , un accroissement Ait; pour w, un 
accroissement Aie ; on a identiquement :

Or, Aæ tendant vers zéro, ^  et ^ o n t ,  pour définition, pour

limites respectives, les dérivées de w et de u par rapport à x.

Quant à bien que u ne soit pas une variable indépendante,

mais une fonction de x, dont les variations dépendent de celles 
de#, cette expression a pour limite la dérivée de w par rapport 
à u ; car rien, dans la définition de la dérivée d’une fonction, ne 
particularise la manière dont l’accroissement de la variable 
tend vers zéro. En désignant donc les dérivées de w par rap­
port à x  et par rapport à u par w' et par ψ' (w), et celle de u par
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rapport à x par <p' (x), et en se rappelant que la limite d’un pro­
duit est égale au produit des limites, on a :

100 l i v r e  II.

résultat que l’on peut énoncer de la manière suivante :

La dérivée d’une fonction de fonction est le produit des dérivées 
aes fonctions simples qui la composent, prises, chacune, par rapport 
a a variable dont la fonction dépend immédiatement.

118. E x e m ples . 1 ° Considérons la fonction

c’est-à-dire, supposons que, dans la formule qui précède, on 
ait :

Pour former la dérivée de cette fonction de fonction , il faut, 
comme on l’a vu, prendre la dérivée de w3 par rapport à u, qui 
est 3u2, et la multiplier par la dérivée de æ2 par rapport à x, 
c’est-à-dire par 2x; cette dérivée est donc 3usx 2 x ,  ou, en 
remplaçant u par sa valeur :

ce qui est précisément le résultat qu’on aurait obtenu (1 1 0 ), en 
remplaçant la fonction de fonction par la fonction simple x 6.

2° Considérons encore la fonction

c’est-à-dire, supposons :

La dérivée de cette fonction de fonction est le produit de 5æ4,
lo°- g

dérivée de xs, par dérivée de log u par rapport à u ; elleU
est égale, par conséquent, à
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c’est précisément ce que l’on aurait trouvé, en remarquant que

car la dérivée de 5 log x  est évidemment égale à cinq fois la dé­
rivée de log x. ,

Les deux exemples précédents ont été choisis de manière à 
fournir un résultat qui fût connu à l’avance; mais on conçoit 
que, dans un grand nombre de cas, la règle des fonctions de 
fonctions conduira à des résultats entièrement nouveaux, et 
qu’il serait difficile d’obtenir autrement.

Cherchons, par exemple, la dérivée de exi, en posant ·

su

On voit que la dérivée demandée est le produit de 2x, dérivée 
de u  par rapport à x, et de e“, dérivée de eu par rapport à u ; 
elle est, par conséquent, égale à

rti
g  119. Généralisation. On peut généraliser la règle des fonc­
tions de fonctions, et l’étendre à des expressions qui dépendent 
ée la variable x  au moyen de plusieurs fonctions intermédiaires.
««Posons, en effet :P

fttrcherchons la dérivée de z par rapport à x. Soit Δχ un ac­
croissement attribuée à x \  et soient Δη, Δν, Διυ, Δζ, les accrois­
sements qui en résultent pour u, v, w, z; on a, identiquement :

et l’on voit que, si Δχ tend vers zéro, le premier membre a, 
pour limite, la dérivée de z  par rapport à x , et les facteurs du 
second tendent vers les dérivées des fonctions z , w, v, u, par 
rapport aux variables dont elles dépendent immédiatement. On 
en conclut que la dérivée de z, par rapport à x, est encore le pro­
duit obtenu en multipliant les dérivées des diverses fonctions; z, w
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v, u , prises chacune par rapport à la variable dont la fonction dé­
pend immédiatement. Ainsi :

102 LIVRE II.

120. Dérivée d’un produit. Soient u, v, w......des fonctions
en nombre quelconque, et z leur produit, dont on demande la 
dérivée.

On a :

en prenant les logarithmes des deux membres, il vient :

et, si Ton prend les dérivées des deux membres, on a, en appli­
quant la règle des fonctions de fonctions (117), et en désignant 
par z\ u', v\ w',.... les dérivées de z, u, v, w....\

d’où l’on déduit :

ou, en multipliant les deux membres par z ou par uvw....:

Ainsi, la dérivée d'un produit est la somme des produits obtenus 
en multipliant successivement la dérivée de chaque facteur par le 
produit de tous les autres.

Si un facteur est constant, sa dérivée est nulle, et le terme 
correspondant manque dans la dérivée du produit. Ainsi la dé­
rivée de A u est Au'.

121. Dérivée d’un quotient. Soient u et v deux fonctions de 
x, et z leur quotient, dont on demande la dérivée. On a :
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En prenant les logarithmes, il vient :

et, si l’on prend les dérivées des deux membres, eette équation 
donne, en adoptant les mêmes notations que précédemment:

d’où l’on déduit :

ou [10]

Ainsi la dérivée d'un quotient s’obtient, en multipliant le dénomi­
nateur par la dérivée du numérateur, puis le numérateur par la 
dérivée du dénominateur, et en divisant la différence· des produits 
par le carré du dénominateur.

122. Dériv ée  d’une pu issa n ce . Soient u une fonction de x, 
et m un exposant, entier ou fractionnaire, positif ou négatif; 
désignons par z  la puissance um, et cherchons-en la dérivée ; 
on a :

En prenant les logarithmes, il vient :

et si l’on prend les dérivées des deux membres, on aura, en 
adoptant toujours les mêmes notations :

où l’on déduit :

Ainsi la dérivée d'une puissance d’une fonction s’obtient en mul­
tipliant la dérivée de la fonction par l’exposant et par une puissance 
de la fonction prise avec un exposant inférieur d’une unité.
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R emarque I. Dans le cas où m est entier, cette règle pourrait 
se déduire du théorème des fonctions de fonctions : car, u étant 
une fonction de x , um est une fonction de fonction ; et l’on a vu 
(140) que sa dérivée, par rapport à u , est mum~l.

R emarque II. Si, dans la formule précédente, on suppose 
u =  x, on obtient la dérivée de xm, et l’on voit qu’elle est mxm~l : 
cette dérivée s’exprime, par conséquent, par la même formule, 
que lorsque m est entier.
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Corollaire. on écrit :

et appliquant la règle précédente, on a :

ou [ 1 2]

Ainsi la dérivée de la racine carrée d'une fonction s'obtient en 
divisant la dérivée de la fonction par le double du radical.

125. Dér iv ée  de u v. Considérons enfin l’expression plus 
composée, dans laquelle l’exposant est lui-même fonction de la 
variable x  ; et cherchons la dérivée de uv, u e tv  désignant deux 
fonctions quelconques de x.

Posons :

nous aurons, en prenant les logarithmes :

et, si nous prenons les dérivées des deux membres, en appli­
quant la règle donnée pour la dérivée d’un produit, il vient :

d’où l’on déduit : 
[13]
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Exemple. Si Ton pose v =  x , u =  x , la fonction z devient xx, 
et la dérivée est :
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124. Applications des règles précédentes. Les règles pré­
cédentes permettent de former la dérivée d’une fonction algé­
brique donnée, quelque compliquée qu’elle soit; nous en don­
nerons quelques exemples.

1 ° Trouver la dérivée de la fonction,

On pose :

et l’on trouve (117,122) :

2° Trouvée la dérivée de la fonction

Nous pouvons considérer cette expression comme une frac­
tion; et en appliquant la règle (1 2 1 ), on trouve :

On pourrait encore considérer la fraction proposée comme
COla nme puissance de et appliquer la règle (1 2 2 ); on aurait

1 ~-t-  X

alors :

résultat conforme au précédent :

3° Trouver la dérivée de la fonction
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En posant :

on aura : 

et (U 8 ) :

Pour trouver U', il faut appliquer les règles (121, 122); on 
trouve :

et, par suite :

4° Soit enfin y — e*Lx, le logarithme étant pris dans le sys­
tème de Neper ; on trouvera :

§ IV. Dérivées des fonctions circulaires.

125. Dérivée de sin x. La dérivée de la fonction sin x  est, 
par définition, la limite du rapport

Or, on a, d’après les formules connues de la trigonométrie :

Donc
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l’arc correspondant tend vers l’unité. D’ailleurs, cos
s’approche indéfiniment de cos x\ et, par suite, l’expression 
précédente a pour limite cos x.

La dérivée de sin x est donc cos x.

THÉORIE DES DÉRIVÉES. 107

Mais on sait que h devenant très-petit, le rapport du sinus à

126. Dérivée de cos a?. On a :

et, par conséquent, cos x  peut être fconsidérée comme une fonc­
tion de fonction. En appliquant la règle (117), on trouve :

La dérivée de cos x est donc — sin x.

127. Dérivée de tang x. On a :

et, en appliquant la règle ( 121) ,  on trouve :

La dérivée de tang x est donc

128. Dérivée de cotang x. On a :

et, en appliquant la règle ( 121) ,  on trouve :
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La dérivée de cotang x est donc -

129. Dérivée de séc x. On a :

Donc

«

La dérivée de séc x est donc

150. Dérivée de coséc x. On a :

Donc

La dérivée de coséc x est donc

151. Remarque. Nous admettons, dans les paragraphes pré­
cédents, que l’arc x  soit mesuré par son rapport au rayon du 
cercle dont il fait partie. C’est, en effet, dans cette hypothèse 
seulement, qu’il est vrai de dire, comme nous l’avons fait (125), 
que le rapport du sinus à l’arc tend vers l’unité, lorsaue l’arc 
diminue.

152. Définition des fonctions inverses. Toutes les fois que 
deux variables, x  et y , sont liées de telle manière, que la valeur 
connue de l’une détermine la valeur de l’autre, elles sont dites 
fonctions l’une de l’autre; et ce sont deux fonctions inverses. 
Ainsi, par exemple, si y =  ax, on en conclut æ =  logei/; à 
chaque valeur de x  correspond une valeur déterminée de l’ex­
ponentielle y; mais à chaque valeur dey correspond une valeur 
déterminée du logarithme x. Les deux fonctions y et x  sont in­
verses l’une de l’autre. Ainsi, encore, le sinus d’un arc est une 
fonction de cet arc; mais, réciproquement, l’arc est fonction du 
sinus; car à chaque valeur du sinus correspondent des valeurs
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déterminées de l’arc. Nous désignerons cette fonction par la 
notation.

que l’on doit lire : arc dont le sinus est x. Et nous allons déter­
miner les dérivées des fonctions circulaires inverses, arc sin x , 
arc cos x, arc tanga;.

155. Dérivée de arc sin a;. Posons :

et cherchons la dérivée de y par rapport à x, que nous désigne­
rons par y'.

De l’équation 

on déduit :

en prenant la dérivée des deux membres par rapport à x, et 
appliquant, pour le second, la règle des fonctions de fonctions, 
on trouve :

donc :

Mais sin y étant égal à x , cos y est égal et l’on a,------ ----- Ό -----------σ
par conséquent :

La dérivée de arc sin x est donc ·

154. R em arque . Il peut sembler extraordinaire que la dé­
rivée cherchée ait un signe indéterminé. Mais on remarquera 
que le signe du dénominateur est celui de cos y; or, à un même 
sinus x  correspondent des arcs en nombre infini, dont les uns 
ont un cosinus positif, et les autres un cosinus négatif; ce sont 
ces divers arcs qui ont des dérivées différentes; chacun d’eux, 
bien entendu, ne peut en avoir qu’une seule. Lors donc que l’on 
prendra la dérivée de l’arc dont le sinus est x , on devra indi-
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quer le quadrant, dans lequel se termine l’arc dont il s’agit; et 
Ton prendra le signe -f-, si l’arc se termine dans le premier ou 
dans le quatrième quadrant, et le signe —, s’il se termine dans 
le second ou dans le troisième.

ISS. Dérivée de arc cos x. Si l’on pose :

on en déduit :

et, en prenant les dérivées des deux membres,

d’où l’on déduit :

La dérivée arc cos x est donc

Dans ce cas, le dénominateur est la valeur de sin y, c’est-à- 
dire du sinus de l’arc dont on cherche la dérivée. On devra donc 
le prendre avec le s i g n e s i  l’arc se termine dans le premier 
ou dans le second quadrant; et avec le signe —, si l’arc se ter­
mine dans le troisième ou dans le quatrième.

1 5 6 . On peut remarquer que, d’après ce qui précède, les 
deux fonctions arc sin x  et arc cos x  ont des dérivées égales, ou 
égales et de signes contraires; on s’explique facilement qu'il 
doit en être ainsi, en remarquant que, si y désigne un arc dont

le sinus soitæ ,^— y et y —^auront x pour cosinus. On a donc,

et

On voit, d’après cela, que, suivant la valeur adoptée pour l’arc 
dont le cosinus est x , sa dérivée sera égale à celle de arc sin x, 
ou égale et de signe contraire.
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457. Dérivée de arc tang x. Posons:

on en déduit :

et, en prenant les dérivées des deux membres,

donc :

La dérivée de arc tang x est donc

On voit que la fonction arc tang x  n’a qu’une seule dérivée. Il 
existe cependant un nombre infini d’arcs qui correspondent à 
une tangente donnée; mais, si l’on désigne l’un d’eux par y , 
tous les autres sont compris dans la formule

chacun d’eux a, par conséquent, même dérivée que y.

458. Tableau des dérivées. Gomme il est nécessaire de con­
naître les formules fondamentales du calcul des dérivées, nous 
les avons toutes réunies dans le tableau suivant :

♦
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Dans les dérivées de arc sin x  et de arc coséc x, le radical a 
le signe de cos y ; dans celles de arc cos x  et de arc séc x, il a le 
signe du sinus.
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RÉSUMÉ.

109. Définitions.— HO. Développement d’une fonction entière f{x-{-h): 
définition de la dérivée d’une telle fonction. — I I I .  Cette dérivée est 
la limite vers laquelle tend le rapport de l’accroissement de la fonction
à l’accroissement de la variable, quand ce dernier tend vers zéro._
112. Cette propriété est prise pour la définition de la dérivée d’une 
fonction quelconque: dérivées successives.— 113. Dérivées de ax . 
de ex. — 114. Dérivées de log x ,  de La?. — 113. Dérivée d’une
somme. — 116. Définition d’une fonction de fonction : exemples.__
117. Dérivée d’une fonction de fonction. — 118. Exemples.—119. Ex­
tension à un cas plus général. — 120. Dérivée d’un produit.— 121. Dé­
rivée d’un quotient. — 122. Dérivée d’une puissance; cas d'une racine 
carrée. — 123. Dérivée de u®, u et v étant deux fonctions de x. —
124. Application des règles précédentes. — 123. Dérivée de sin x ._
126. Dérivée de cos x .  — 127. Dérivée de tang x. — 128. Dérivée de 
cotang x .  — 129. Dérivée de séc x .  — 130. Dérivée de coséc x .  — 
131. L’arc x  est, dans ces calculs, mesuré par son rapport au rayon 
du cercle. — 132. Définition des fonctions inverses. — 133. Dérivée 
de arc sin x.  — 154. Remarque sur le double signe de cette dérivée. 
— 133. Dérivée de arc cos x. — 136. Ces deux dernières dérivées 
doivent être égales, ou égales et de signes contraires. — 137. Dérivée 
de arc tang x .  — 138. Tableau des formules qui donnent la dérivée des 
fonctions les plus simples.

EXERCICES.
I. Trouver la dérivée de

On trouve :

II. Trouver la dérivée de 

On trouve :

III. Trouver la dérivée de 

On trouve :

Alg . s p . B.
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IV. Trouver la dérivée de

On trouve :

V. Trouver les dérivées de

On trouve :

VI. Trouver les dérivées de

On trouve :

VII. Trouver la dérivée de

On trouve :

VIII. Trouver la dérivée de

On trouve :
IX. Trouver la dérivée de

On trouve :

X. Trouver les dérivées de

On trouve :

XI. Trouver la denvee de

On trouve :

Dire pourquoi cette dérivée est double de celle de arc sin x.
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XII. Trouver la dérivée de

On trouve :

Dire pourquoi cette dérivée est la même que celle de arc tang x.

XIII. Trouver la dérivée de

et dire pourquoi elle est encore la même que la précédente.

XIV. En posant : 

trouver les dérivées de

On trouve :

Dire pourquoi ces deux fonctions ont la même dérivée.

XV. Trouver la dérivée de

On trouve .

XVI. Trouver la dérivée de l’expression

XVII. Trouver la dérivée de l’expression

XVIII. Trouver la dérivée de l’expression
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Dire pourquoi l’on trouve, pour ces trois expressions (XVI, XVII, XVIII), la 
même dérivée,

116 LIVRE II.

XIX. Trouver la dérivée de l’expression

Cette fonction a la même dérivée que les tr.ûs précédentes.

XX. Trouver la dérivée de l’expression

On trouve :
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ÉTUDE DES FONCTIONS A L’AIDE DES DÉRIVÉES, 
RETOUR DES DÉRIVÉES AUX FONCTIONS.

§ I. Propriétés des dérivées.

159. Définition. On dit qu’une fonction f  (x) est croissante, 
lorsqu’un petit accroissement, donné à la variable x , fait prendre 
à la fonction une valeur plus grande : en d’autres termes, 
lorsque l’on a, pour de très-petites valeurs de Λ,

CHAPITRE II.

Une fonction est dite décroissante, lorsqu’un petit accroisse­
ment, attribué à la valeur x , fait prendre à la fonction une 
valeur plus petite : en d’autres termes, lorsque l’on a, pour de 
très-petites valeurs de h,

140. Condition pour qu’une fonction soit croissante ou 
décroissante. Puisque la dérivée f ' {x) est la limite du rapport

pour h =  0, il s’ensuit que, lorsque h est, non

pas nul, mais très-petit, on a :

ε étant une quantité inconnue, fonction de x  et de h, qui est 
très-petite, en même temps que h, et qui tend vers zéro avec h. 
On tire de là :

Or si f ' (x) n’est pas nul, on peut prendre h assez petit, pour 
que ε soit, en valeur absolue, plus petit que f ' (x). Le signe de 
{/'(£) +  £ j sera alors celui de f  {x) ; et, comme h est positif, le 
signe de f '  (x) sera celui du premier membre.

Donc, si la dérivée f' (x) est positive, la fonction f (x) est crois-
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santé; et si la dérivée est négative, la fonction est décroissante. Les 
réciproques sont évidemment vraies.

141. Condition commune au maximum et au minimum d’une 
fonction. Lorsque la variable de laquelle dépend une fonction, 
change d’une manière continue, la fonction elle-même varie 
d’une manière continue ; et le théorème précédent nous permet 
de trouver les valeurs de la variable, pour lesquelles la fonction 
est croissante ou décroissante.

Si la fonction considérée devient maximum pour une certaine 
valeur a de x, elle est croissante lorsque x  est plus petit que a, 
et décroissante, dès que x  a dépassé cette limite. La dérivée, 
positive d’abord, négative ensuite, doit donc changer de signe, 
en passant du positif au négatif, lorsque x, croissant d’une ma­
nière continue, vient à atteindre et à dépasser a.

On verra de même que si, pour x =  a, la fonction considérée 
est minimum, la dérivée doit changer de signe, en passant du 
négatif au positif,, lorsque x, croissant d’une manière continue, 
atteindra la valeur a.

On voit, par ce qui précède, que les valeurs de x, qui rendent 
une fonction maximum ou minimum, sont celles pour lesquelles 
la dérivée de cette fonction vient à changer de signe. Et, comme 
une fonction continue ne peut changer de signe qu’en passant 
par la valeur zéro, intermédiaire entre les valeurs positives et 
négatives, il en résulte qu’une fonction, dont la dérivée est con­
tinue, ne devient maximum ou minimum que pour les valeurs 
de x qui annulent sa dérivée.

Mais la réciproque n’est pas exacte. Pour qu’il y ait maximum 
ou minimum, il faut non-seulement que la dérivée s’annule; il 
faut encore qu’elle change de signe: et un grand nombre de 
fonctions peuvent passer par zéro sans changer de signe.

Nous conclurons de là que, pour trouver les maximums et mi­
nimums d'une fonction f (x), on résout l'équation f' (x) =  0 ; on re­
jette les solutions pour lesquelles la dérivée ne change pas de signe. 
Quant à chacune de celles qui font changer de signe à la dérivée, 
elles correspondent à un maximum, lorsque la dérivée passe du po­
sitif au négatif, et à un minimum, dans le cas contraire.

On peut remarquer, en outre, que, s’il y a maximum, la dé-
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rivée étant d’abord positive, puis nulle, et enfin négative, va 
constamment en diminuant : sa dérivée, c’est-à-dire la dérivée 
seconde f'[x), doit donc être négative. Si, au contraire, il y a 
minimum, la dérivée, d’abord négative, puis nulle, puis posi­
tive, va en croissant : donc la dérivée seconde f '(x ) doit être 
positive. Les réciproques sont évidentes.

Donc, pour quune valeur x =  a, qui annule f' (x), corresponde 
à un maximum ou à un minimum, il suffit qu’elle rende f"(x) né­
gative ou positive.

g II. Étude de quelques fonctions.

142. Étude de la fonction xx, quand x varie de 0 a ® . 
Commençons par chercher la valeur de cette fonction pour x =  0 . 
Si l’on attribue immédiatement cette valeur à la variable, la 
fonction prend la forme indéterminée 0°, qui n’a aucun sens; 
car, d’une part, toutes les puissances de 0 sont nulles; et, 
d’autre part, toute puissance, dont l’exposant est zéro, est égale 
à 1 . Pour connaître la véritable valeur de xx, c’est-à-dire la va­
leur vers laquelle converge xx, lorsque x diminue de plus en plus, 
posons :
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en prenant les logarithmes des deux membres, il vient :

Or, puisque x  doit recevoir une valeur très-petite, posons-le 

égal à 7 , z étant très-grand ; on aura :
Z

Or, il est évident qu’un nombre très-grand est beaucoup plus 
grand que son logarithme; (si, par exemple, les logarithmes 
sont pris dans le système dont la base est 1 0 , le logarithme d’un 
nombre de 1000 chiffres a seulement 999 pour partie entière) :

— log z a donc pour limite 0 ; et, par suite, log y diminue indéfi­

niment : d’où l’on conclut que y tend vers l’unité.
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Pour étudier les variations de af, à partir de la valeur 1 , pre­
nons la dérivée de cette fonction. On a (125), pour expression 
de cette dérivée,

120 LIVRE II.

le logarithme étant pris dans le système de Neper.
Si a? est très-petit, cette dérivée est négative; af commence 

donc par décroître, et diminuera tant que l’on aura :

c’est-à-dire

ou

Poura? =  -, la dérivée s’annule, et la fonction devient mîni-e

mum; x  croissant à partir de la valeur-, la dérivée est tou-ô
jours positive, et ce* croît sans limite.

\ j CC145. Étude de la fonction y =  —, le logarithme étant(ü
pris dans le système de Neper . Pour x =  0, on a , évidem­
ment, y =  — oo . La dérivée est;

Cette dérivée est positive, tant que x  est plus petit que e; la 
fonction augmente donc sans cesse, lorsque x  passe de la va­
leur 0 à la valeur e. La fonction passe alors de la valeur — oo à

la valeur -. Cette valeur -  est son maximum ; et, la dérivée de-· e e
venant ensuite négative, la fonction diminue indéfiniment; et 
l’on voit sans peine qu’elle tend vers zéro, lorsque x  augmente 
sans limite.

144. Problème. On donne la somme x-f-y; trouver le maxi­
mum ou le minimum

Remarquons d’abord que, la somme x -\-y  étant donnée, y 
;st une fonction de x, et que, par conséquent, xm +  ym est
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aussi fonction de x;  on peut, par conséquent, lui appliquer le 
théorème démontré plus haut (141).
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Posons :

Il faut chercher la dérivée de u, et l’égaler à 0 ; or, on a vi- 
demment :

D’ailleurs, l’équation

donne : 

donc :

et, par suite, 

La condition 

revient donc à

et exige, par conséquent, que l’on ait x  =  y , et, par suite, 
x = a .

Pour savoir s’il y a maximum ou minimum, il faut chercher 
(141) si, lorsque x, en croissant, passe par la valeur a, la dé­
rivée, en changeant de signe, devient négative ou positive. Or, 
en supposant m plus grand que 1 , pour x  plus petit que a, 
(mxm~l — mym- 1) est négatif; et, pour a; plus grand que a, cette 
différence est positive : donc il y a minimum. La conclusion 
serait opposée, si ( m — 1) était négatif.

145. Problème. Chercher les valeurs maxima et minima de 
l'expression.

Cherchons d’abord la dérivée y' de y; on a, d’après la règle 
donnée (121) :

Le dénominateur de y' étant positif, le signe de cette dérivée
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sera celui de (6 æ2 — lO x— 1 1 ). Or, ce trinôme est négatif, 
quand x  est compris entre les racines de l’équation

122 LIVRE II.

et il est positif dans le cas contraire.
Les deux racines de l’équation [1] sont:

c’est-à-dire,

les valeurs correspondantes de y sont :

c’est-à-dire,

On voit que la fonction y, qui ne devient pas infinie, puisque 
(χ* - \-x -\- 1) ne peut être nul, et qui est par conséquent conti­
nue, est croissante, lorsque x  varie de — oo à x'; elle décroît 
ensuite, lorsque x  varie de x' à x'\ pour augmenter indéfini­
ment, quand x  augmente à partir de la valeur x". Elle atteint 
son maximum pour x =  x', et son minimum pour x= x".

On voit, d’ailleurs, que, pour des valeurs très-grandes de x , la 
fonction diffère peu de l’unité; car, en remplaçant, pour de 
telles valeurs, le numérateur et le dénominateur par leurs pre­
miers termes, qui sont égaux, l’erreur relative commise sur 
l’un et sur l’autre, et par suite, sur le quotient, est évidemment 
très-petite.

En résumé, la marche de la fonction est indiquée par le ta­
bleau suivant :
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146. Cas où la fonction devient discontinue. Les fonctions 
considérées précédemment sont continues, et les théorèmes dé­
montrés (140, 141) s’y appliquent sans difficulté. Mais il n’en 
est pas toujours ainsi ; et il faut alors avoir soin d’examiner à 
part les valeurs de la variable, pour lesquelles la fonction 
change brusquement de valeur. La considération de la dérivée 
ne suffit plus alors pour étudier les variations de la fonction.

Soit, par exemple, la fonction

On voit immédiatement que cette fonction est discontinue pour 
les valeurs x  =  3 et x  = 5 ,  qui annulent le dénominateur; et, 
par conséquent, on ne pourra appliquer les théorèmes de la 
théorie des dérivées, que pour des valeurs de x  variant entre 
des limites qui ne comprennent pas l’un des nombres 3 et 5,

On a, en prenant la dérivée de y :

Si l’on résout l’équation,

on trouve : 

et, par suite,
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les valeurs correspondantes de y sont :

ou

Par suite, y' est négatif, tant que x  est compris entre — œ et x \  
positif pour les valeurs de x  comprises entre x' et x et il rede­
vient négatif, pour x  plus grand que x". D’après cela, on devrait 
conclure (140 ) que y décroît, lorsque x  varie dans le premier 
intervalle, qu’il augmente dans le second, et qu’il diminue dans 
le troisième. Mais, pour les raisons indiquées plus haut, ces con­
clusions cessent d’être exactes, à cause de la discontinuité de y.

y diminue, en effet, quand x  varie de — oo à x' : car, dans cet 
intervalle, la fonction est continue, et la dérivée est négative.

Lorsque x  varie de x' à 3, y augmente ; il devient infini pour 
x =  3; puis d passe brusquement à la valeur — oo , et augmente 
de nouveau jusqu’à x  — x", valeur pour laquelle y est maxi­
mum. A partir de la valeur x", y diminue jusqu’à ce que l’on 
ait x — 5, valeur pour laquelle y est — oo ; puis cette fonction 
passe brusquement à la valeur -f- oo, et diminue ensuite sans 
cesse, à mesure que x  devient de plus en plus grand.

Si l’on remarque, comme plus haut, que, pour des valeurs 
très-grandes de x, positives ou négatives, y diffère peu de l’u­
nité, on pourra représenter les conclusions qui précèdent parle 
tableau suivant; et l’on se fera facilement une idée de la marche 
delà fonction, qui, dans chaque intervalle, varie toujours dans 
le même sens.

minimum,

maximum,
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§ III. Application des dérivées à la détermination des valeurs des 
fonctions qui se présentent sous une forme indéterminée.

4 4 7 . Cas où une fonction se présente sous la forme

THÉORIE DES DÉRIVÉES. 125

Soit une fonction :

et supposons que, pour x =  a, on ait, à la fois, f{a) =  0

F (a) =  0 ; y se présente sous la forme et l’on peut se propo

ser de déterminer la limite vers laquelle tend y , lorsque x  tend 
vers a. Cette limite est ce qu’on appelle souvent, improprement,
la vraie valeur de y.

Puisque f(a) — 0 , F (a) =  0 , ona  identiquement :

Or, lorsque x  tend vers a, les termes du rapport, dans le second 
membre, tendent respectivement, et par définition môme, vers 
les dérivées f '  (a) et F'(a). Donc, en prenant les limites des deux 
membres, on a, pour x =  a :

Donc si f '(x)  et F' (x) ne sont ni milles ni infinies, pour x  — a,
la vraie valeur de y est la valeur du quotient des dérivées de ses 
deux termes.

448. Exemples. 1 ° Vraie valeur de pour x =  a. Le

quotient des dérivées est et la limite est ma'

4 4 9 .  Cas où une fonction se présente sous la forme

Supposons que, pour x =  a, la fonction se présente
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sous la forme g , c’est-à-dire que Ton ait f(a) =  » ,  F (a) =  œ . 
On a identiquement :

126 LIVRE II.

Or, pour x — a, et —̂  sont nuis : donc la vraie valeur de

cette expression sera la limite du quotient des dérivées (147). 
Or ce quotient est :

Si donc la limite de y n’est ni nulle ni infinie, et qu’on la dé­
signe par L, on aura, pour la déterminer:

ou

comme dans le premier cas (147).
Si la limite de y est O, le raisonnement précédent ne s’ap­

plique plus. Mais alors on remarque que, k désignant une con­
stante, l’expression

devient aussi pour x — a, et que sa vraie valeur est k, puisque,

par hypothèse, a pour limite 0 . On peut donc appliquer la
règle précédente; et l’on a :

donc

La limite de y est encore la limite du rapport des dérivées.
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Il en serait encore de même, si la limite de y était infinie. Car

il en résulte que par suite, en vertu de

ce qui précède. 0 , et, par conséquent,

150. Cas où une fonction se présente sous la forme Ο χ  œ . 
Si Ton a un produit y — f(x) X  P (a?), et que, pour x =  a, on 
trouve f (a )= 0, P (a) =  a>, on écrit:

et l’on applique les règles précédentes ; car, sous la prem ière

forme, y devient^,et il devient -g- sous la seconde.

151. Cas où une fonction se présente sous la forme 0°. 
Soit la fonction

et supposons que P (a) =  0 , et f(a) =  0 . Si l’on prend les loga­
rithmes des deux membres, on a :

Si l’on peut trouver la limite du produit f{x) x  logP (#) par la 
règle (150), on aura celle de log y , et par suite celle de y.

152. Cas où a =  a>. La démonstration des règles précédentes 
suppose que a a une valeur finie. Mais on peut prouver directe­
ment que les règles subsistent, lorsque la forme indéterminée

résulte de l’hypothèse x =  qo . Soit, par exemple, i une

fonction qui, pour χ=<χ>, prend la forme Posons

nous aurons :
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Or, pour x — » ,  on a z =  0 . On peut donc appliquer la règle 
(147), et l’on a :

128 LIVRE II.

Ce qu’il fallait démontrer. Seulement il faudra s’assurer, avant

d’appliquer les règles, que tendent bien vers une

limite déterminée, quand x  tend vers oo. Par exemple, l’ex­
pression

tend évidemment vers 1, quand x  tend vers oo : tandis que le

rapport des dérivées a une limite complètement indé­
terminée.

155. Remarque. Il peut arriver qu’en appliquant les règles 
précédentes, on rencontre des dérivées qui présentent toujours 
la même indétermination que la fonction dont on cherche la 
vraie valeur. Dans ce cas on est obligé de recourir à des arti­
fices particuliers (voy. la l re partie, n°* 240 et suiv.). Ce qu’il y 
a, le plus souvent, de mieux à faire, dans ce cas, c’est de rem­
placer x  par a-f-Λ, d’effectuer les réductions, et de poser en­
suite h =  0 .

Soit, par exemple, elle devient pour x  =  a,

et les dérivées de ses deux termes deviennent toutes infinies. 
En posant x  =  a -f- h, on a :

et sous cette forme, on voit que la limite est zéro, quand h tend 
vers zéro.
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§ IV. Retour de la dérivée à la fonction primitive.

l o 4 .  Théorème. Deux fonctions, qui ont des dérivées égales, ne 
peuvent différer que par une constante. Si deux fonctions ont des 
dérivées égales, leur différence a évidemment pour dérivée 0 . 
Il suffit donc, pour prouver le théorème énoncé, de faire voir 
qu'ime fonction, dont la dérivée est nulle, est nécessairemnt cout 
stante.

Soit F (a?, une fonction dont la dérivée soit nulle. Considérons 
les fractions suivantes :

THÉORIE DES DÉRIVÉES. 129

Supposons que, h tendant vers zéro, n augmente de telle ma­
nière, que le produit nh conserve une valeur constante k. Les 
seconds membres eu ε2,. . .ε η tendront tous vers zéro; car, par 
hypothèse, le rapport de l’accroissement de la fonction à l’ac­
croissement infiniment petit de la variable a toujours zéro pour 
limite. En chassant les dénominateurs des équations [1 ], et ajou­
tant ensuite ces équations, il vient :

et, en nommant η le plus grand des nombres eu ε^.,.ε*, en va­
leur absolue,

Or, les quantités tiy ε,,...ε„ tendant toutes vers zéro, la plus 
grande d’entre elles η peut devenir aussi petite que l’on veut; et, 
par suite, la différence fixe, F(a;-f-Â;) — F(æ), ne peut différer de 
zéro. Deux valeurs quelconques de F(x) sont donc égales entre 
elles; et la fonction est constante.

Alg . sp . B 9
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15S. Revenir de la dérivée a la fonction primitive, dans les 
cas les plus simples. La recherche d’une fonction, dont la déri­
vée est donnée, est l’un des problèmes les plus difficiles que pré­
sente l’analyse ; et l’on est loin de savoir le résoudre en général. 
Le théorème qui précède prouve, au moins, qu’une fois une pa­
reille fonction trouvée, toutes celles qui ont, comme elle, la 
dérivée proposée, s’obtiendront en lui ajoutant une constante, 
de valeur arbitraire.

Nous nous bornerons ici à traiter le problème, dans les cas 
les plus simples, où la solution s’aperçoit, en quelque sorte, im­
médiatement :

130 LIVRE II.

1 ° Quelle est la fonction dont la déiivée est Aa;m?

2° Quelle est la fonction dont la dérivée est cos mxl

3° Quelle est la fonction dont la dérivée est sin mx ?

4° Quelle est la fonction dont la dérivée est a*?

5° Quelle est la fonction dont la dérivée est tang x ï

On a :

et l’on voit que la fonction demandée est

6° Quelle est la fonction dont la dérivée est

On a, en effectuant la division :

La fonction demandée est, par conséquent,
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7° Quelle est la fonction dont la dérivée est

On a :

La fonction demandée est, par conséquent, L tang £ x.

8° Quelle est la fonction dont la dérivée est

On a :

la fonction demandée est

9° Quelle est la fonction qui a pour dérivée

On a :

donc la fonction est

10 ° Quelle est la fonction qui a pour dérivée

On a :

et, par conséquent, la fonction demandée est LLæ.
Nous nous bornerons à ces exemples, ne pouvant indiquerici 

aucune des méthodes que l’on emploie, pour résoudre le pro­
blème, dans des cas un peu moins faciles.

RÉSUMÉ.

139. Définition des fonctions croissantes ou décroissantes. — 140. Condi­
tion pour qu’une fonction soit croissante ou décroissante.--141. Condi-
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132 LIVRE II.

tion commune au maximum ou au minimum d’une fonction.—142. Étude

de la fonction x x. — 145. Étude de • 144. Maximum ou minimum

quand ■ 145. Maximum et minimum d’une
fraction du second degré. — 146. Examen d’une fonction discontinue. 
— 147. Recherche de la vraie valeur d’une fonction qui se présente

sous la forme 148. Exemple.— 149. Cas où la fonction de­

vient ■ - 150. Cas où la fonction devient 151. Cas où

elle devient 152. Cas où 155. Remarque.— 154. Deux
fonctions, qui ont même dérivée, ne diffèrent que par une constante. — 
155. Retour de la dérivée à la fonction primitive, dans les cas les plus 
simples.

EXERCICES.

I. Trouver les bases des systèmes, dans lesquels un nombre peut être égal à 
son logarithme, en employant l’un des procédés suivants :

1° On étudiera la fonction x — logæ; et l’on cherchera la condition, pour 
qu’elle puisse devenir nulle.

2° On étudiera la fonction η-^— : et l’on cherchera la condition, pour qu’elle lo g s ’
puisse devenir égale à l’unité.

3° On étudiera la fonction a* — a;; et l’on cherchera la condition, pour 
qu’elle puisse devenir égale à zéro.

cxx4° On étudiera la fonction — ; et l’on cherchera la condition, pour qu’elle 

puisse devenir égale à l’unité.

On devra, bien entendu, trouver, des quatre manières, le même résultat, 
qui est

II. Examiner si l’équation

deut admettre d’autre solution que x =  m.

On met facilement cette équation sous la forme :

On répondra donc à la question, en étudiant la fonction et en cher-
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chant si cette fonction peut prendre deux fois la même valeur pour des valeurs 
différentes m et x de la variable.

III. Un point lumineux, placé sur une droite verticale, éclaire une portion 
très-petite d’un plan horizontal, située à une distance d de la droite verticale ; 
étudier les variations de la quantité de lumière reçue, lorsque la hauteur x du 
point lumineux varie.
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Le maximum a lieu, lorsque

IV. Un tronc de pyramide régulière, à bases octogonales, est circonscrit à une 
sphère, de rayon donné r. Étudier la variation du volume, lorsque varie l’incli­
naison des faces latérales sur les bases.

Le minimum a lieu, lorsque le tronc devient un prisme.

V. Une ligne droite, de longueur donnée 2a est courbée en arc de cercle, de 
rayon variable : étudier la variation de l’aire du segment compris entre l’arc et 
sa corde.

Le maximum a lieu, lorsque l’arc forme une demi-circonférence.

VI. Trouver la vraie valeur de

On trouve

VII. Trouver la vraie valeur de

On trouve zéro.
i_

VIII. Trouver la vraie valeur de x* pour x =  oo.

On trouve l’unité.

IX. Trouver la vraie valeur de xe* pour ¢ =  0.

On trouve l’infini.
X. Si l’on désigne par U* la fonction qui a pour dérivée

Comme on a, d’ailleurs, évidemment :

un peut conclure de cette formule un moyen général de former U*, quelle que 
3oit la valeur paire ou impaire de m.
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SERIES QUI SERVENT AU CALCUL DES LOGARITHMES 
ET DU NOMBRE π.

§ I. Séries qui servent au calcul des logarithmes.

1 S6 . Développement en série de — L (1 — u). Soit x  une va­
riable, que nous ferons varier depuis x  =  0 jusqu’à x  =  u ,u  dési­
gnant une constante positive et moindre que 1 . Posons :

CHAPITRE III.

le signe L désignant, comme dans le chapitre précédent, un lo­

garithme népérien : la dérivée de et l’on a évi­

demment ;

ainsi que l’on s’en assure, soit en faisant la division, soit en som­
mant la première partie du second membre, à l’aide de la théo­
rie des progressions.

Posons aussi :

la dérivée de φ (x), désignée, suivant l’habitude, par φ' (æ), sera 
précisément la première partie de f (x);  et l’on aura :

En retranchant l’équation [4] de l’équation [2], il vient :
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Le second membre de cette équation est positif et moindre

,tant que x  n’est pas égal àw; on a donc :que

Ces inégalités montrent (i40), que les fonctions

sont, la première croissante, la

deuxième décroissante, quand x  croît de 0 à u. En effet, les 
deux fonctions sont continues; et la première a une dérivée con­
stamment positive, tandis que la seconde a une dérivée constam­
ment négative.

D’ailleurs, les deux fonctions dont il s’agit sont milles pour 
x  =  0 ; donc, pour x — u, la première est positive, et la seconde 
est négative.

On a, par conséquent :

f(u) est donc compris entre

est, par suite, égal augmenté d’une quantité moindre que

Cette quantité peut, évidemment se représen­

ter par en désignant par Θ un  nom bre positif

inférieur à l’unité. On a donc enfin :

’est-à-dire,

u étant, comme on l’a supposé, inférieur à l’unité, on voit que
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tend vers zéro, à mesure que n augmente; et l’on

a, par conséquent :

La démonstration même prouve que la série, qui forme le 
second membre, est convergente, lorsque u est plus petit que 
l’unité. On pourrait aussi le déduire des règles démontrées 
(Liv. I, chap. I).

1S7. Développement de L (1 -f-w). Soit a; une variable, que 
nous ferons varier entre les limites 0 et u, u désignant une con­
stante positive moindre que 1 . Posons :

la dérivée de et l’on a évidemment :

Posons aussi :

et désignons, suivant la notation habituelle, par φ' [x) la dérivée 
de φ (x) ; nous aurons :

En retranchant l’équation [4] de chacune des équations [2 ], on 
obtient î

Les seconds membres de ces équations sont de signes con­
traires; par conséquent, les deux fonctions
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ayant leurs dérivées de signes contraires,

sont l’une croissante, l’autre décroissante, quand x  croît de 
Ok u;  et, comme elles sont nulles pour x =  0, elles sont, pour 
x = u ,  de signes contraires; et / (u) est, par conséquent, compris 
entre

On a donc, en désignant par 6 un nombre positif moindre 
que 1 :

et, par suite, comme tend vers zéro, lorsque n augmente,

Nous remarquerons, comme à la fin de l’article précédent, 
que la démonstration même de la formule [&] prouve que la 
série, qui forme le second membre, est convergente, lorsque u 
est moindre que 1 .

La démonstration pourrait même se faire, sans modifications, 
si l’on avait u — 1 ; et la série précédente peut donner, par con­
séquent, le logarithme népérien de 2 ,

158. Formule pour le calcul des logarithmes népériens. 
Reprenons les deux formules :
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il vient, en ajoutant, et en observant que

étant plus grand que 1 , posons :

d’où

L’équation [1] devient, en observant que

Cette formule, où N et Λ désignent deux nombres positifs quel- 
conques, permet de calculer L(N-j-/i), quand on connaît LN.

1 5 9 . Limite de l’erreur commise, en s’arrêtant a un certain 
terme. Si l’on néglige, dans le second membre de l’équation [c],

tous les termes qui suivent l’erreur com­

mise ε sera évidemment moindre que

c’est-à-dire moindre que

on aura donc :

www.rcin.org.pl



En particulier, si l’on néglige, dans la série, tous les termes 
qui suivent le premier, et que l’on écrive simplement :

THEORIE DES DÉRIVÉES. 139

l’erreur commise sera moindre que

et, à plus forte raison, moindre que

160. Calcul de L1 0 . Le module du système vulgaire est l’in­
verse du logarithme népérien de 1 0 . Il est important de con­
naître ce nombre. Pour le calculer, on cherche d’abord L10. 
Or on a :

En faisant N = l ,  h =  1 , dans la formule (c), on a :

Puis, en faisant N =  4, h =  l ,  dans la même formule, et remar­
quant que L4 =  2 L2 , on a :

Par conséquent,
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ou, en faisant passer les coefficients de chaque série aux nu­
mérateurs, et simplifiant :

140 LIVRE II.

On calcule d’abord les nombres- . dont chacun
KJ

est le neuvième du précédent. On a ainsi :

=  0,22222 22222 22222 22222 22 
O

2
-*  =  0,02469 13580 24691 35802 47
O

—  =  0,00274 34842 24965 70644 72 

2
g, =  0,00030 48315 80551 74516 08 

2
^  =  0,00003 38701 75616 86057 34 

^ =  0,00000 37633 52846 31784 15 

J j =  0,00000 04181 50316 25753 79 

J-e =  0,00000 00464 61146 25083 75 

J ,  =  0,00000 00051 62349 58342 64
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- 1 =  0,00000 00005 73594 39816 85

Jjj =  0,00000 00000 63732 71090 65 

A  =  0,00000 00000 07081 41232 29O

4 =  0,00000 00000 00786 82359 14
O

4 =  0,00000 00000 00087 42485 35

^ 5 =  0,00000 00000 00009 71387 15

4 = 0 ,0 0 0 0 0  00000 00001 07931 91

4  =  0,00000 00000 00000 11992 43

4  =  0,00000 00000 00000 01332 49

4  =  0,00000 00000 00000 00148 05

4 = 0 ,0 0 0 0 0  00000 00000 00016 45

15=:0,00000 00000 00000 00001 83

4  =  0,00000 00000 00000 00000 20
3

On forme ensuile les termes de la première série, en divisant
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respectivement les nombres ainsi obtenus par 3, 5 , 7 . . . .  On a
ainsi : O

0,07407 40740 74074 07407 41 
0,00493 82716 04938 27160 49 
0,00039 19263 17852 24377 82 
0,00003 38701 75616 86057 34 
0.00000 30791 06874 26005 21 
0,00000 02894 88680 48598 78 
0,00000 00278 76687 75050 25 
0,00000 00027 33008 60299 04 
0,00000 00002 71702 60965 40 
0,00000 00000 27314 01895 99 
0,00000 00000 02770 98743 07 
0,00000 00000 00283 25649 29 
0,00000 00000 00029 14161 45 
0,00000 00000 00003 01464 98 
0,00000 00000 00000 31335 07 
0,00000 00000 00000 03270 66 
0,00000 00000 00000 00342 64 
0,00000 00000 00500 00036 01 
0,00000 00000 00000 00003 79 
0,00000 00000 00000 00000 40 
0,00000 00000 00000 00000 04 
2,07944 15416 79835 92825 13 =  3L2.

On forme de même les termes de la seconde série; et Ton a :
0,22222 22222 22222 22222 22 
0,00091 44947 41655 23548 24 
0,00000 67740 35123 37211 47 
0,00000 00597 35759 46536 26 
0,00000 00005 73594 39815 85 
0,00000 00000 05793 88280 97 
0,00000 00000 00060 52489 16 
0,00000 00000 00000 64759 14 
0,00000 00000 00000 00705 44 
0,00000 00000 00000 00007 79 
0,00000 00000 00000 00000 09 
0,22314 35513 14209 75576 63

142 LIVRE II.
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Puis on ajoute les deux résultats; ce qui donne :

On en conclut, par division, que le module des logarithmes 
vulgaires est :

161 . Calcul des logarithmes vulgaires. Pour obtenir les 
logarithmes vulgaires, c’est-à-dire les logarithmes dans le sys­
tème dont la base est 1 0 , il faut multiplier les logarithmes népé­

riens par le facteur T—j-τ, dont nous venons de trouver la valeur.L i U
On pourra aussi calculer immédiatement les logarithmes, en 
remarquant que, si l’on désigne ce module par M, et qu’on 
emploie la notation log. pour indiquer ces logarithmes vulgaires, 
la formule [c] devient :

Si l’on suppose h =  1 , cette formule devient :

C’est la formule employée par les calculateurs, qui ont construit 
les tables dont on fait usage. On calcule seulement les loga­
rithmes des nombres premiers ; les autres s’obtiennent par des 
additions. Les premiers calculs sont laborieux : mais, lorsqu’on 
arrive à 1 0 1 , deux termes de la série suffisent pour obtenir son 
logarithme avec huit décimales; et lorsqu’on dépasse 10 0 0 , le 
premier terme suffit.

§ II. Séries qui servent au calcul du nombre π.

162 . Développem ent  de arc tang u .  Soit x  une variable, que 
nous supposons comprise entre 0 et une limite constante u, in­
férieure ou égale à l’unité.
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Posons :

cet arc étant celui qui s’annule avec x, et qui varie ensuite 
d’une manière continue avec cette variable. Nous aurons :

Posons :

et, par suite :

nous aurons :

Par conséquent, la différence f ' (x)—<p'(a?) est constamment po­
sitive, et moindre que On peut donc écrire :

et, par suite, la fonction est croissante, et la fonc­
tion est décroissante, lorsque x  varie de 0

à u. Mais ces deux fonctions sont nulles, pour x  =  0. La pre­
mière est donc positive, et la seconde négative, pour x =  u\ en

sorte que f(u) est compris entre Et l'on
peut écrire, en désignant par Θ un coefficient positif moindre 
que 1 :

c’est-à-dire,

arc tangi
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et comme, pour une grande valeur de n, le terme 

est aussi petit que Ton veut, on a :

THÉORIE DES DÉRIVÉES.

. Les deux membres de la formule changeant de signe avec u, 
celle-ci s’applique évidemment aux valeurs de u comprises
entre

165. Cas où u  est plus grand que l’unité. Si l’on donnait 
une tangente u plus grande que l’unité, la série, qui donne l’arc 
correspondant, devenant divergente, ne serait plus d’aucun 
usage ; mais on pourrait facilement calculer l’arc demandé, en

cherchant à sa place arc tang qui en est évidemment le com­

plément, et qui sera formé par une série convergente.
Soit, par exemple, à trouver arc tang 4,49341; on fera usage 

de la formule :

Pour calculer les termes successifs de cette série, on formera

d’abord les fractions ce qui sera facile, chacune

s’obtenant en divisant la précédente par le diviseur fixe

on aura ainsi :

Alg. sp. B. 10
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1 =  0,00000 13391 07902 
u9

1 =  0,00000 00663 22895 
u11

1  =  0,00000 00032 84819 u13

1  =  0,00000 00001 62689u15

4 = 0 ,0 0 0 0 0  00000 08058
u 17

4  =  0,00000 00000 00399u19

1 =  0,00000 00000 00020u17

l’on en conclura :

I =  0,22254 81315 97161 1  =  0,00367 40968 72041u 3 u3 ’

1 - =  0,00010 91816 76390 1  =  0,00000 38625 10096
5u5 ’ 7u7

1 =0,00000, 01487 89767 ,1 =  0,00000 00060 293549u9 ’ ’ l lu 11

- 1 , =  0,00000 00002 52678 1 - =  0,00000 00000 1084613u15 15uib

- 1 =  0,00000 00000 00474 1  =  0,00000 00000 0002117u'y 19u19

— 1 =  0,00000 00000 0000121 uil _______________

146 LIVRE II.

donc : arc cotang

ou arc cotang 
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Puis : arc tang • arc cotang

ou arc tang

164. Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 
Si, dans la formule démontrée (161), on suppose u =  1 , l’arc
dont la tangente est u, est égal à et l’on a :

Cette série est convergente ; mais les termes décroissent trop 
lentement pour qu’on puisse facilement l’employer au calcul 
du nombre π.

On peut obtenir d’autres expressions, qui conduisent rapide­
ment à des valeurs très-approchées de ce nombre. Posons :

on aura :

donc :
On trouverait de même :

En faisant, dans la formule qui donne tang 
on trouvera successivement :

2 arc tang x  =

3 arc tang x

4 arc tanga; =
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En attribuant à x  et à y diverses valeurs, les formules pré­
cédentes donnent:

La dernière de ces expressions est celle qui se prête le mieux

au calcul de 7 .4
Voici le tableau des calculs à faire. En appliquant la formule 

(0), on a:

Les différents termes de la série, arc tang réduits en frac­

tions décimales, donnent :
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Pour évaluer arc tang calculons d’abord les termes positifs 
de la série :

1=  0,20000 00000 00000 00000 005
1 ■^ =  0,00006 40000 00000 00000 00

=  0,00000 00568 88888 88880 89 

γ ^ Γ ι =  0,00000 00000 63015 38461 34 

jy ^ ï?=  0,00000 00000 00077 10117 65 

0,00000 00000 00000 09986 44 

2“ 2j== 0,00000 00000 00000 00013 42 

0,00000 00000 00000 00000 02 

La somme =  0,20006 40569 51981 4 7 4 6 7  96.

Si nous calculons ensuite les termes négatifs, nous aurons :

0,00266 66666 66666 66666 673.5

~ ς Ί =  0,00000 18285 71428 57142 86 

0,00000 00018 61818 18181 82 

^ ^ 5 =  0,00000 00000 02184 53333 53 

0,00000 00000 00002 75941 05 

2 3 ^ 3 =  0,00000 00000 00000 00464 72 

^ 2 , =  0,00000 00000 00000 00000 50 

La somme =  0 ,0 0 2 6 6  84y71 Ü2l00 71630 95.
I
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En retranchant cette somme de la somme des termes positifs, on

obtient, pour valeur de l’arc dont la tangente est i  :5

150 LIVRE II.

D’OÙ:

Et comme

on a: 

Donc :

136. Développement en série de—L(1—u), u étant compris entre 0 et 1,— 
137. Développement de L(l-f-u). — 138. Série qui représente 
L(N-\-h) — LN. — 139. Limite de l’erreur commise, en s’arrêtant à 
un terme donné. — 160. Calcul du logarithme népérien de 10. — 
161. Calcul des logarithmes vulgaires. — 162. Développement de 
arc tangw, u étant moindre que 1. — 163. Développement de arccotu, 
lorsque u est plus grand que 1 ; application numérique. — 164. Calcul 
de π à vingt décimales.

EXERCICES.
I. Démontrer la formule :

On applique la formule [1] dun° 158.

II. Démontrer la formule :

On applique la même formule.
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III. Si a  et b désignent deux nombres positifs donnés, et que l’on forme une 
série de nombres, d’après les formules suivantes,

THÉORIE DES DÉRIVÉES. . 151

si l’on pose, en outre, a  =  b cos<p, aW et &(") seront exprimés par les for­
mules :

et la limite commune, vers laquelle convergent aW et b'm), est

, cette limite es

On s’appuie sur la formule suivante, facile à démontrer :
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LIVRE III.

THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS.

CHAPITRE PREMIER.

PRINCIPES GÉNÉRAUX SUR LES ÉQUATIONS NUMERIQUES 
DE DEGRÉ QUELCONQUE.

g I. Variations d’une fonction entière f ( x ) .

1G5. F orme générale d’une fonction e n t iè r e . La forme la 
plus générale, que puisse présenter une fonction entière de x ,  
f [ x ), est la suivante :

A, Ai....Am désignant des coefficients constants, et m le degré de 
la fonction.

Lorsque x  varie, ce polynôme peut changer de signe, en sui­
vant des lois d’accroissement ou de décroissement, très-variables 
avec la valeur et les signes des coefficients. Il existe cependant 
quelques principes généraux qui, pour être presque complète­
ment évidents, n’en sont pas moins très-utiles à signaler d’une 
manière toute spéciale.

16G. T héorème I. T oute f o n c t io n , e n tiè re  et ra tio n n e lle ,  d ’u n e  
v a r ia b le  x , est u n e  fo n c tio n  c o n tin u e . C 'e s t-à -d ir e  q u e ; s i  l’o n  f a i t  
c ro îtr e  la  v a r ia b le  d 'u n e  m a n iè r e  c o n tin u e , la  fo n c tio n  v a r ie r a  a u ss i  
d 'u n e  m a n iè r e  c o n tin u e , et n e  p o u r r a  p a s  p a s s e r  d 'u n e  v a le u r  à  u n e  
a u tre  s a n s  p a s s e r  p a r  to u tes les v a le u r s  in te r m é d ia ir e s .

Pour prouver qu’une fonction f ( x )  est continue, il suffit de 
faire voir qu’en donnant à a; un accroissement h  suffisamment 
petit, l’accroissement f { x  4 - h) — f ( x )  de la fonction pourra être 
aussi petit qu’on le voudra.
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Or on sait que le rapport

a pour limite, quand h  tend vers zéro, la dérivée de f ( x ) ,  

qui est :

on a donc

ε étant une quantité qui tend vers zéro avec h . On en tire :

Or f ( x ) ,  n’ayant pas de dénominateurs qui puissent s’annuler, 
n’est infini pour aucune valeur de x ;  le produit h [ f  (x )  -j-£] tend 
donc nécessairement vers zéro avec h ;  et, par suite, il en est 
de même de f ( x - \ - h ) — f ( x ); ce qui démontre la proposition

énoncée.

167. R em arque. La démonstration s’applique évidemment à 
toute fonction dont la dérivée est finie ; et l’on peut énoncer ce 
théorème plus général :

U ne fo n c tio n  re s te  c o n tin u e  ta n t  q u e  sa  d é r iv é e  n e  d e v ie n t p a s  

in f in ie .

168. Théorème II. D a n s u n e  fo n c tio n  e n tiè re

o n  p e u t to u jo u r s  d o n n e r  à  x u n e  v a le u r  a s s e z  g r a n d e  p o u r  q u e  le 
p r e m ie r  te rm e  d e v ie n n e  a u s s i  g r a n d  qu e Von v o u d r a ,  p a r  r a p p o r t  

à  la  so m m e  de to u s  les a u tre s , e t d o n n e , p a r  c o n sé q u e n t, so n  s ig n e  a u  

p o ly n ô m e .

Pour prouver que le premier terme peut devenir aussi grand 
que l’on voudra, par rapport à la somme de tous les autres, il 
suffit, évidemment, de prouver qu’il peut devenir aussi grand 
que l’on voudra, par rapport à chacun d’eux considéré isolé­
ment.
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Or, en comparant le premier terme, k x m, au terme général, 
k „ x m~ n, on a :

THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 155

et ce rapport, à cause du facteur æ", peut grandir sans limite. 
On peut donc prendre x  assez grand pour que le premier terme 
soit mille, cent mille fois, un million, cent millions.... de fois 
plus grand que l’un quelconque des autres, et, par suite, aussi 
grand que l’on voudra, par rapport à la somme.

169. Remarque. Il résulte du théorème précédent, qu’une 
fonction, de degré pair, a le môme signe que le coefficient de 
son premier terme, pour de très-grandes valeurs, positives ou 
négatives, de la variable. Une fonction, de degré impair a aussi 
le même signe que le coefficient de son premier terme, quand 
la variable reçoit une valeur positive très-grande; mais elle 
prend un signe opposé à celui de ce coefficient, lorsque x  est né­
gatif et de très-grande valeur absolue.

Exemples.

est positif, si la valeur absolue de x  est suffisamment grande, 
quel que soit, du reste, son signe.

est positif pour de grandes valeurs positives de x , et négatif, 
lorsque x , étant négatif, a une valeur absolue suffisamment 
grande.

§ II. Théorèmes sur les racines d’une équation.

170. Théorème I. L orsqu e  d e u x  n o m b re s , a et b, su b s titu és  d a n s  
u n e  fo n c tio n  e n tiè re  f(x), d o n n en t des r é su lta ts  de s ig n e s  c o n tra ir e s , 
l'é q u a tio n  f(x) =  0 a , a u  m o in s , u n e  ra c in e  rée lle  c o m p r is e  e n tre  a 
et b.

Si l’on suppose, en effet, que a? varie d’une manière continue 
depuis la valeur x  =  a  jusqu’à la valeur x  —  b, f ( x )  (166) variera 
lui-même d’une manière continue : or, passant de la valeur f ( a )  
à la valeur f ( b ) ,  qui a un signe contraire, il devra nécessaire­
ment changer de signe ; et, à cause de la continuité, il prendra
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la valeur zéro, intermédiaire entre les valeurs négatives et les 
valeurs positives.

171. Remarque. Le même raisonnement s’applique à toute 
équation, dont le premier membre est fonction continue de la 
variable x.

172. T héorèm e II. Une équation algébrique, de degré impair, à 
coefficients réels, a au moins une racine réelle, de signe contraire à 
son dernier terme.

U  6 LIVRE III.

une équation de degré impair.
Si l’on substitue à x  une valeur négative très-grande, le ré­

sultat de cette substitution sera négatif (1G9). Si l’on substitue, 
au contraire, une valeur positive très-grande, le résultat sera 
positif; si, enfin, on substitue à a? la valeur 0, la fonction f(x) 
se réduira à son dernier terme A2n+1.

Nous pouvons indiquer ces résultats par le tableau suivant :

Valeurs Signes

Si donc A2n+i est négatif, f(x) change de signe, lorsque x  passe 
de la valeur 0 à +  oo? et a, par suite, une racine positive. Si 
A2n+1 est positif, æ =  0eta; =  — oo donnent à f(x) des valeurs 
de signes contraires: et il y a , par conséquent, une racine 
négative.

Exemples. L’équation

a, au moins, une racine positive; et l’équation

a, au moins, une racine négative.

173. T héorèm e III. Une équation algébrique, de degré pair, à
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coefficients réels, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux 
*acines réelles.

Soit

THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 157

une équation, de degré pair, dont le dernier terme est négatii. 
D’après ce qui précède, on peut former le tableau suivant :

Valeurs de x  : Signes de f(x) :

Lors donc que x  varie de — »  à 0, f(x) change de signe : et il 
en est de même, lorsque a? varie de 0 à -f- o°. Il y a donc néces­
sairement une racine comprise entre — oo et 0, et une autre 
entre 0 et +  oo; c’est-à-dire deux racines, l’une positive et l’au­
tre négative.

g III. Nombre des racines d’une équation.

174. P ostulatum. Nous admettrons, sans démonstration, la 
proposition suivante, qui est fondamentale, et qui, hâtons-nous 
de le dire, peut se démontrer en toute rigueur.

Toute équation algébrique, à une inconnue, ne renfermant que 
des puissances entières et positives de cette inconnue, et dont les coef­
ficients sont des nombres donnés, réels ou imaginaires de la forme 
m _|_n y/— 1, admet, au moins, une racine réelle, ou une racine 
imaginaire de la forme a -f- b \J— i, a et b désignant deux nom­
bres réels.

Cette proposition étant admise, nous en déduirons facilement 

la suivante.
173. T héorème fondamental. Une équation, de degré m,de la 

forme
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dans laquelle A, Ai, A,,...Am représentent des nombres donnés, réels 
ou imaginaires, admet toujours précisément m racines réelles ou 
imaginaires.

En représentant par X le premier membre de l’équation [1], 
X =  0 admet, en effet, par hypothèse, au moins une racine. Si 
nous désignons cette racine par la lettre a, qu’elle soit réelle ou 
imaginaire, X sera divisible* par (a? —a).Désignons le quotient 
par Q; il sera, dans tous les cas, du degré (m— 1), et son pre­
mier terme sera Axm~l. Nous aurons identiquement :

1 58  LIVRE III.

et les coefficients de Q seront ou réels, ou imaginaires de la 
forme donnée. Puisque, par hypothèse, toute équation a une 
racine, Q =  0 en admet une ; si nous la désignons par b, on aura :

et, par suite,

[3]

D’après le même postulatum, l’équation Qi == 0, qui est du 
degré (m— 2), et dont le premier terme est évidemment Axm~2, 
doit admettre une racine. Si nous la désignons par c, on aura :

et, par suite,

[4]

le premier terme de Qs étant évidemment Αχη- \
En continuant de la même manière, et en opérant sur Ch, 

comme on l’a fait sur Q et Qt, chaque opération mettra en évi­
dence un nouveau facteur du premier degré; et le degré des 
quotients successifs allant sans cesse en diminuant, on finira par 
en obtenir un qui sera numérique et évidemment égal à A. On 
aura donc :

* La démonstration de ce théorème, donnée (I, Ç5 et ffG), s’applique, sans 
modification. au cas 0,·, „  es, imaginaire.
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A l’inspection de cette égalité, on reconnaît que l’équation 
X =  0 est satisfaite pour les valeurs x = a ,  x =  b, x  =  c,..x =  l, 
et qu’elle ne peut l’être autrement; car toute autre valeur attri­
buée à x, n’annulant aucun des facteurs du second membre, 
ne peut annuler le produit, comme on va le voir.

476. R em a r q u e . Un produit de plusieurs facteurs n’est nul, que 
quand l'un des facteurs est égal à zéro. Cela n’est évident que 
quand les facteurs sont réels; mais il est facile d’étendre la pro­
position au cas même où ils sont imaginaires.

Soit le produit
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on a :

Pour que ce produit soit nul, il faut donc qu’on ait à la fois :

ou, en faisant la somme des carrés de ces deux égalités :

Or, le premier membre de [3] est identiquement égal à 
(aa-f-62) (a'*-fô'2), et ne peut, par suite, s’annuler, que si l’on a 
a =  0, b =  0, ou bien a’ =  0, b’ =  0. Donc il faut que l’on ait :

Et la condition est, d’ailleurs, évidemment suffisante.

177. Autre r em a rq u e . La formule [5] (178) montre que le 
premier membre d’une équation est toujours décomposable en 
acteurs du premier degré. Elle permet aussi de former le pre­
mier membre d’une équation du degré m, lorsque l’on connaît 
ses m racines. Ce premier membre ne contient rien d’arbitraire 
que le coefficient A, par lequel on peut évidemment multiplier 
les deux membres d’une équation, sans altérer les conditions 
qu’elle impose à l’inconnue. Il résulte de là, que deux équations,
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qui ont les mêmes racines, ne peuvent différer que par un facteur 
constant.

178. P olynômes id en tiq u es . Une équation, du degré m, ne 
pouvant avoir plus de m racines, il en résulte que deux poly­
nômes, du degré m, en x, ne peuvent être égaux pour plus de m va­
leurs de cette variable,sans être complètement identiques. Si, en ef­
fet, on égale leur différence à zéro, on obtiendra une équation, 
du degré m, qui, si elle n’est pas identique, ne peut être satis­
faite pour plus de m valeurs de la variable.

179. R acines ég a les . Dans la démonstration que nous avons 
donnée (178), rien ne suppose que les racines désignées par 
a, b, c....k, l, soient différentes. Le nombre des racines distinctes 
d’une équation, du degré m, n’est donc pas toujours effective­
ment égal à m. On énonce cependant tous les théorèmes, comme 
s’il en était ainsi ; et. pour en acquérir le droit, on dit qu’une 
racine a est double, triple ou quadruple, lorsque le facteur (a?—a), 
qui lui correspond, figure deux, trois, quatre fois, dans le pro­
duit qui est égal au premier membre.

g IV. Racines imaginaires conjuguées.

180. Théorème. Si une équation à coefficients réels, admet une

160 LIVRE III.

racine imaginaire elle admet nécessairement, et un
même nombre de fois, la racine conjuguée

Si l’équation

est satisfaite par l’hypothèse

je dis que le premier membre X est divisible par (x  — a)2 -\- b2. 
Effectuons, en effet, la division; le reste, devant être de degré 
moindre que le diviseur, sera de la forme mx-\-n \ et l’on aura :

m et n étant des nombres réels, puisqu’il n’a pu s’introduire 
dans le calcul aucune expression imaginaire.

Si, dans les deux membres de l’identité [1], qui existe, quel
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que soit x, nous faisons , le premier membre
s’annule, pas hypothèse. Il en es t, évidemment, de môme de

par suite, on doit avoir :

ce qui exige :

et, par suite, puisque b n’est pas nul,

On en conclut :

Or ! s’annulant pour cette égalité
prouve, qu’il en est de môme de X.

Si X est divisible par c’est-à-dire si la ra­
cine est double, il faut que Q soit divisible nar

on prouvera alors, comme on l’a fait pour X,
qu’il admet aussi le facteur (x  — a)2 -f  è2, et l’on aura :

en sorte que la racine se trouvera aussi deux fois
dans X.

Si X admet trois fois la racine il doit être divisible
par et, par suite, Qt doit admettre le facteur

On prouvera alors, comme on l’a fait pour X
et pour U, qu il est divisible par et que l’on a :

en sorte que la racine est triple, comme sa conju­
guée.

Le môme raisonnement peut évidemment se continuer indé­
finiment; et, par conséquent, la racine a — b y/— l a le môme 
degré de multiplicité que sa conjuguée.

A l g . s p . B.
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3 Y. Relations entre les coefficients d’une équation et les racine», 

181. T h éo rèm e . Soit

162 LIVRE III.

une équation, du degré m, dont nous supposons, pour plus de 
simplicité, que le premier terme ait pour coefficient l’unité. 
Nous avons vu, qu’en désignant par a , b , l , ses racines, on
a identiquement :

Mais on sait qu’en effectuant le produit indiqué dans le second 
membre, on aura (57) pour premier terme, x m; pour second 
terme, x1*-1 multiplié par la somme des seconds termes — a ,  
— I ; pour troisième terme, xm~2 multiplié par la somme 
des produits, deux à deux, d e — a, — b , — c . . . . — Ι, ou, ce qui 
revient au môme, par la somme des produits, deux à deux, de a ,  
b , ¢..../, et ainsi de suite, en sorte que, si l’on représente par 
Σ α , l a b ,  Σ abc  la somme des racines, les sommes de leurs pro­

duits deux à deux, trois à trois, etc., on a :

le dernier terme étant précédé du signe +  ou du signe — sui­
vant que m  est pair ou impair. En identifiant ce produit avec le 
premier membre de l’équation [1], on conclut le théorème sui­
vant :

d a n s  tou te  é q u a tio n  a lg é b r iq u e , d o n t le p r e m ie r  te r m e  a  p o u r  coef­

fic ien t Î u n i lè ,

le coeffic ien t d u  se c o n d  te rm e  A i est ég a l à  la  so m m e  d e s  r a c in e s ,p r i s e  

en  s ig n e  c o n tra ir e .
Le coeffic ien t d u  tro is iè m e  te rm e  As est ég a l à  la  s o m m e  d e s  p r o ­

d u i ts , 'd e u x  à  d e u x , d es ra c in e s .
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Le coefficient du quatrième terme A* est la somme de leurs produits 
trois à trois, pris en signe contraire; et ainsi de suite.

Enfin, le dernier terme Am est égal au produit de toutes les racines, 
pris avec son signe ou avec un signe contraire, suivant que le degré 
de Véquation est pair ou impair.

182. R em arque I. Ce théorème s’exprime par les équations 
suivantes :

En considérant les racines comme des inconnues, nous avons 
là m équations distinctes, auxquelles elles doivent satisfaire. 
Lorsque Ton connaîtra quelques-unes des racines, ces équations 
pourront faciliter la recherche des autres; mais elles ne peuvent 
pas servir, en général, à la résolution complète de l’équation 
proposée. Si, en effet, on cherchait, par le moyen de ces équa­
tions, à déterminer une racine, a par exemple, il faudrait, pour 
cela, éliminer toutes les autres; or, quel que soit le moyen 
que l’on emploie, je dis que l’équation obtenue devra avoir 
pour solution, non-seulement a, mais encore les autres ra­
cines b, c... k, l. Si l’on remarque, en effet, que les racines 
entrent absolument de la même manière dans les équations [3], 
que rien ne les y distingue les unes des autres, on conclura que, 
si l’on parvient, par certains calculs, à éliminer toutes les ra­
cines, à l’exception de a, des calculs tout semblables auraient 
pu éliminer toutes les racines autres que b, par exemple, sans 
qu’il y eût, dans le résultat, d’autre différence que le changement 
de a en b : c’est donc la même équation à laquelle a et b doivent 
satisfaire; et, comme on en peut dire autant des autres racines, 
il est évident que l’équation en a doit avoir pour racines 
a, b, c . . .k ,  l, et qu’elle ne doit, par conséquent (177), pas 
différer de l’équation proposée elle-même. Celte conclusion 
pent d’ailleurs se vérifier d’une manière bien simmle.
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Reprenons, en effet, les équations [3] :

Multiplions la première par am~l, la seconde par a”1-*, la troi­
sième par am~s...,  l’avant-dernière par a, la dernière par 1, et 
ajoutons-les; on reconnaîtra facilement, que l’on obtient ainsi 
l’équation :

qui n’est autre chose que l’équation proposée, dans laquelle x  
est remplacé par a.

1«5. R emarque II. Il ne faut pas affirmer, en vertu de ce qui 
précède, que les équations [3] ne peuvent jamais conduire à la 
résolution d’une équation algébrique. Il est prouvé seulement, 
qu’en cherchant à atteindre ce but par l’élimination de (m — 1) 
des racines cherchées, on serait ramené à l’équation proposée 
elle-même ; mais on peut concevoir d’autres manières de pro­
céder. Cherchons, par exemple, à déterminer les deux racines 
a et b de l’équation du second degré,

en faisant usage des relations :

Formons le carré de la première équation, et retranchons-en, 
membre à membre, la seconde équation, après avoir multiplié 
tous les termes par 4; il viendra :

ou

d’où

Connaissant (α-{-δ) et (a—b), on en conclut facilement a et b,
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§ VI. Théorème sur les racines d’une équation.

184. Nous terminerons ce chapitre, en précisant davantage 
les conséquences que l’on peut tirer (170) de la substitution 
de deux nombres différents dans le premier membre d’une 
équation.

Théorème. Si deux nombres, a. et 8, substitués à x dans le prc- , 
mier membre d'une équation algébrique X =  0, donnent des ré­
sultats de signes contraires, ils comprennent un nombre impair de 
racines.

II faut entendre que les racines multiples sont comptées un 
nombre de fois égal à leur degré de multiplicité. 1

Soient a, b, . . .  p, les racines comprises entre « et β, Q le quo­
tient de la division de X par (x — a) (x —  b) ...(x—  p); en sorte 
que l’on a identiquement :
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Q désignant le produit des facteurs qui correspondent aux ra­
cines imaginaires et aux racines réelles non comprises entre 
a et β. Si l’on fait successivement, dans cette égalité, χ  =  *} 
x =  β, on aura :

X«, 0«, Xp, Qp désignant ce que deviennent les polynômes X, 0, 
lorsque l’on y substitue à x la valeur a ou la valeur β. Par 
hypothèse, Xe et Xp sont de signes contraires : il doit donc en 
être de même des seconds membres. Or Qa et Q? sont de même 
signe : car, sans cela, l’équation Q =  0 aurait une racine, au 
moins (170), comprise entre a et β. Il faut donc que les pro­
duits

soient de signes contraires; et, comme tous les facteurs du pre­
mier sont négatifs, et tous ceux du second positifs, il faut évi-
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demment qne le nombre de ces facteurs, et, par suite, le nom­
bre des racines a, soit impair.

On verrait absolument de la même manière que, si deux nom­
bres donnent des résultats de même signe, ils comprennent un nombre 
pair de racines (ce nombre peut être zéro).

RÉSUMÉ.

163. Forme générale d’une fonction entière de x .  —166. Toute fonction, 
entière et rationnelle, d’une variable x , varie d’une manière continue. 
— 167. Il en est de même de toute fonction, dont la dérivée ne devient 
pas infinie. — 168. On peut toujours donner à x  une valeur assez 
grande pour que la fonction prenne le signe de son premier terme.— 
169. Signe d’une fonction, de degré pair, ou d’une fonction, de degré 
impair, lorsque la variable reçoit de grandes valeurs positives ou néga­
tives. — 170. Si deux nombres, a  et 6, substitués à x , donnent à f [ x )  
des valeurs de signes contraires, l’équation f ( x )  =  0 admet, au moins, 
une racine comprise entre a et 6. — 171. Même théorème, pour toute 
équation dont le premier membre est une fonction continue de x .  — 
172. Une équation, de degré impair, a toujours une racine réelle, de 
signe contraire à son dernier terme. — 173. Une équation, de degré 
pair, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines, l’une 
positive, l’autre négative. — 174. On admet que toute équation a une 
racine réelle ou imaginaire. — 178. Toute équation, de degré m , a pré­
cisément m  racines ; et son premier membre est le produit de m facteurs 
du premier degré. — 176. Un produit de facteurs imaginaires ne peut 
être nul, que si l’un des facteurs est égal à zéro. — 177. Deux équa­
tions, qui ont les mêmes racines, ne diffèrent que par un facteur con­
stant.— 178. Deux polynômes, de degré m, égaux pour (m-t-1) va­
leurs de la variable, sont identiques. — 179. Définition des racines 
égales. — 180. Si (o-f b * J —  l) est m  fois racine d’une équation, à 
coefficients réels, il en sera de même de (a — b y/— l). — 181. Expres­
sion des coefficients d’une équation, en fonction des racines. — 
182. Les relations ne peuvent pas conduire, par élimination, à la réso­
lution de l’équation. — 183. Il ne faut pas affirmer que, par une autre 
voie, il soit impossible qu’elles fournissent l’expression des racines.— 
184. Si deux nombres, a et β, substitués dans/(ce), donnent des résul­
tats de signes contraires, ils comprennent un nombre impair de racines, 
s’ils donnent des résultats de même signe, ils en comprennent un nombre 
pair, ou n’en comprennent aucune.
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■EXERCICES.

I. Trouver le maximum du produit x(p  — x1), lorsque x varie de 0 à p.
Eu conclure les conditions, pour que l’équation
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admette deux racines positives.

On trouve la condition

II. Chercher les conditions, pour que l’équation

admette deux racines positives. 

On trouve la condition

III. L’équation

admet m racines réelles, si a, b , ....i représentent m nombres distincts. 

On applique le théorème (ISO).

IV. Si l’équation

a toutes les racines réelles, on a, nécessairement :

On le démontrera, en posant y = x 2 ; et en remarquant, qu’après avoir rendu 
l'équation en y rationnelle, les coefficienis de celle-ci doivent être alternative­
ment positifs et négatifs.

sont n racines de l’équationV. Si
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les (m — n) autres racines satisfont à l’équation

168 LIVRE III.

désignant la somme des racines, les sommes de leurs pro­
duits deux à deux, trois à trois, etc., en comprenant, dans ces sommes, les 
produits où la même racine figure plusieurs fois.

On applique le théorème (181).
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CHAPITRE II.

TDÉORÈME DE DESCARTES. — TUEORÈME DE ROLLE.

§ I. Théorème de Deseartes.

185. Définition. Le but de ce paragraphe est la dém onstra­
tion d’un théorèm e célèbre, qui perm et d’assigner, à la seule 
inspection d’une équation algébrique, une limite supérieure du 
nom bre des racines positives qu’elle peut avoir.

La démonstration de ce théorème repose sur un lemme, que 
nous établirons d’abord.

Lorsque deux termes consécutifs d’un polynôme sont de si­
gnes contraires, on dit qu’ils présentent une variation de signe : 
lorsqu’ils ont le même signe, on dit qu’ils présentent une perma­
nence.

186. Lem m e . Si Von multiplie par (x —  a) un polynôme ra­
tionnel et entier, ordonné suivant les puissances décroissantes de x, 
les coefficients du produit, considérés à partir du premier, présentent 
au moins une variation de signe de plus que ceux du multiplicande. 
On suppose, bien entendu, dans l’énoncé précédent que a dé­
signe un nombre positif.

Soit /  (x) le multiplicande considéré. Supposons, pour fixer 
les idées, que son premier terme ait un coefficient positif; dé­
composons ce polynôme en groupes de termes, dans chacun 
desquels tous les coefficients aient le même signe. Le premier 
groupe se composera du premier terme et de tous les termes 
positifs qui le suivent sans interruption ; le second groupe com­
mencera au premier terme négatif, et comprendra tous les 
termes négatifs compris entre celui-là et le premier des termes 
positifs qui viennent après; ce terme sera le premier du troi­
sième groupe, et ainsi de suite : il est bien entendu que chaque 
groupe peut ne contenir qu’un seul terme. Écrivons le premier 
terme de chaque groupe :
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les termes, que l’on n’écrit pas, étant tous de môme signe que 
le premier terme écrit à leur gauche, et qui commence le 
groupe auquel ils appartiennent. Il est bon de remarquer, que 
tous les termes écrits servent de commencement à un groupe, 
à l’exception du term e±  Y, qui termine, au contraire, le groupe 
auquel il appartient.

Multiplions, actuellement, le polynôme ainsi écrit par le mul­
tiplicateur (x —a); et attachons-nous seulement à former, dans 
le produit, les termes en æm+1, xp+i, x9*1, xr+l, ... xn+i, et, en 
outre, le dernier terme ±  Va.

On verra tout de suite :

Que le coefficient du terme en xm+i est positif;

Que le coefficient du terme en xp+l est négatif;

Que le coefficient du terme enæî+1 est positif;

Que le coefficient du terme x“+1 a le signe ± ,  c’est-à-dire le 
môme signe que celui du terme en xu dans le multipli­
cande.

Le terme en xm+l, dans le produit, provient, en effet, du produit 
de Aaf* par x.

Le terme en xp+l provient du produit — Pæp+1 de — Vxp par x , 
et du produit, par — a, du terme qui précède immédiatement 
— Vxp; or, ce terme ayant, d’après nos conventions, un coeffi­
cient positif, son produit par — a aura un coefficient négatif, qui, 
ajouté à — P, coefficient de — Pæp+1, donnera nécessairement 
une somme négative. Le terme en xq+i provient du produit 
-f- de -|- Qx9 par x , et du produit, par — a, du terme qui 
précède immédiatement Qx9; or, ce terme ayant, d’après nos 
conventions, un coefficient négatif, son produit par— a aura un 
coefficient positif, qui, réuni à -f- Q, coefficient de+Qæ,+', don­
nera nécessairemant une somme positive.

La démonstration est la même pour les termes suivants.
Ajoutons que le dernier terme du produit, provenant, sans 

réduction, du produit de ±  Y par — a, aura nécessairement le 
signe =p, en sorte que le produit peut s’écrire :
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P', Q', R', U', . . . désignant des nombres positifs, et les termes 
non écrits ayant un signe incertain.

Or, à l’inspection deee produit [2], on voit qu’il a au moins 
une variation de plus que le multiplicande [1]. En effet : de 
Axm+l à — P'æp+1, nous avons au moins une variation ; et il n’y 
en a qu’une dans la partie correspondante du multiplicande. 
De — P'æp+1 à -f- Q'æ,+1, nous avons au moins une variation ; et 
il n’y en a qu’une dans la partie correspondante du multipli­
cande. Nous continuerons le même raisonnement jusqu’au terme 
±  U'æu+1 ; et nous verrons qu’il y a, jusqu’à ce terme, autant de 
variations de signe, au moins, dans le produit, qu’il y en a en 
tout dans le multiplicande. Mais, après le terme dz U'a:“+1, le 
produit présente encore, au moins, une variation, puisque ce 
terme n’a pas le même signe que le dernier terme =p Va; et, 
par conséquent, il y a dans le produit, au moins, une variation 
de plus que dans le multiplicande. C’est précisément ce qu’il 
fallait démontrer.

187. R em arque. Si le premier groupe du produit [2 ], de 
Axm+i à — lyxf+l, offre plus d’une variation, il en présente un 
nombre impair, puisque ses termes extrêmes n’ont pas le même 
signe. Donc le nombre des variations introduites, par la multi­
plication, dans cette partie du produit, est pair. Il en est de même 
du nombre des variations introduites dans chaque groupe, jus­
qu’au dernier exclusivement. Mais ce dernier groupe, qui ne 
présentait aucune variation dans le multiplicande, en présente 
dans le produit un nombre impair. Donc, le nombre total des 
variations introduites est impair.

188. L im ite  su pér ieu r e  du nombre des racines positives 
d’une équation . Supposons actuellement que l’on considère 
une équation algébrique
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et soit f{x) le produit des facteurs simples, qui répondent aux 
racines négatives ou imaginaires de cette équation; de telle 
sorte qu’en nommant α, β, γ , . . . les racines positives, on ait :
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D’après le lemme précédent, le produit f(x) (x —a) admet au moins 
une variation de plus que f{x) : le produit f(x) (x  — a) (x  —  β) 
en admet une, au moins, de plus que le précédent, et, par 
suite, deux de plus que >f(x) : f(x) (x — α) (x — β) (x — γ) en 
admet ru moins trois de plus, et ainsi de suite ; et, par consé­
quent, lors même que f(x) aurait tous ses termes de même signe, 
le produit φ (x) a autant de variations, au moins, qu’il y a de 
racines α, β, γ,....

Si toutes les racines de © (®) =  0 étaient positives, on suppo­
serait f{x) =  1 ; et lu conclusion n’en subsisterait pas moins.

On peut donc énoncer le théorème suivant :

Une équation algébrique,
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dont le premier membre est une fonction rationnelle et entière de x, 
ne peut pas avoir plus de racines positives qu'il n’y a de variations 
de signes dans les coefficients de φ (x).

C’est là le théorème connu sous le nom de règle des signes de 
Descartes.

189. Lim ite  su périeu re  du nombre des racines négatives. 
Soit

une équation algébrique. Si — a désigne une racine négative de 
cette équation, on a :

et, par suite, x =  -j- a est racine de l’équation

obtenue en changeant, dans la proposée, x  en — x. Cette équa­
tion [2] admet donc, pour racines positives, les racines néga­
tives de l’équation [1]; et, par suite, en lui appliquant le théo­
rème de Descartes, on aura une limite supérieure du nombre 
de ces racines négatives. Une équation ne peut donc avoir plus de 
racines négatives qu’il n’y a de variations dans le premier membre 
de sa transformée en — x.
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190. R em arque . Le théorème de Descartes fournit une limite 
supérieure du nombre des racines positives ou négatives, que 
peut avoir une équation. Mais il arrive souvent que cette limite 
n’est pas atteinte, et que le nombre des racines positives, par 
exemple, est moindre que le nombre des variations du premier 
membre.

On peut démontrer seulement que, si ces deux nombres son 
différents, leur différence est toujours un nombre pair.

En d’autres termes, si une équation a un nombre pair de varia­
tions, elle a aussi un nombre pair de racines positives; et, si elle a 
un nombre impair de variations, elle a un nombre impair de ra­
cines positives.

Remarquons, pour le prouver, qu’une équation, qui a un 
nombre pair de variations, a évidemment son dernier terme 
positif; par suite, en faisant x ~ 0  et x — oo, on aura des ré­
sultats de même signe; le nombre des racines positives est donc 
(184) pair. Si le nombre des variations est impair, le dernier 
terme est négatif ; x  =  0, substitué dans le premier membre, 
donne donc un résultat négatif; x  — co donne toujours (1G8) 
un résultat positif; et, par suite (184), entre 0 et oo, il y a un 
nombre impair de racines positives.

191. L im ite in f é r ie u r e  du nombre des racines im aginaires. 
Il arrive souvent que l’application de la règle de Descartes rend 
certaine l’existence de racines imaginaires. Si, en effet, le 
nombre possible de racines positives, ajouté au nombre pos­
sible de racines négatives, forme une somme moindre que le 
degré de l’équation, il faut bien qu’il y ait des racines imagi­
naires.

Soit, par exemple, l’équation
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son premier membre n’a qu’une variation; elle ne peut donc 
avoir qu’une seule racine positive.

Si on change a; en — x , la transformée est ;
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qui n’a aussi qu’une variation, et qui ne peut avoir, par suite, 
qu’une racine positive. La proposée ne peut donc avoir que 
deux racines réelles ; et elle a, par conséquent, au moins, six 
racines imaginaires.

On peut remarquer que les deux racines, que la règle de 
Descartes indique comme possibles, existent certainement dans 
ce cas ; l’excès du nombre des variations sur le nombre des ra­
cines positives étant, en effet, pair (1 9 0 ) , il faut bien qu’il soit 0, 
dans le cas où il n’y a qu’une seule variation.

§ II. Théorème de Rolle.

192. Théorème. Deux racines réelles consécutives a et b , d'une 
équation φ (x) =  0, comprennent au moins une racine réelle de la 
dérivée φ' (x) =  0.

En effet, si l’on fait varier x  depuis a jusqu’à b, cp(æ) part de 
zéro pour revenir à zéro ; cette fonction, qui est continue, va 
donc d’abord en augmentant, pour diminuer ensuite; ou bien, 
elle commence par diminuer, pour aller ensuite en augmen­
tant. Dans les deux cas, la dérivée change de signe ; et comme 
elle est continue, elle passe par zéro, pour une valeur de x  com­
prise entre a et b. C’est ce qu’il fallait démontrer.

Comme la fonction peut subir, entre a et 6, plusieurs alterna­
tives d’accroissement et de diminution, la dérivée peut s’annuler 
plusieurs fois dans l’intervalle. Il peut donc y avoir plusieurs ra­
cines de la dérivée comprises entre deux racines consécutives de la 
proposée.

Ce théorème est vrai pour toute équation dont le premier 
membre est une fonction continue de x, quand sa dérivée elle- 
même est continue.

193. Co r o lla ire . Il résulte de là que deux racines consécu­
tives de la dérivée peuvent ne comprendre aucune racine de la pro­
posée, mais quelles n’en comprennent jamais plus d'une. On voit, 
en effet, d’une part, que, si deux racines consécutives a, b de 
la proposée comprennent plusieurs racines a', b', ... de la déri­
vée, ces racines a', b' de la dérivée ne comprennent pas de ra­
cine de la proposée : et l’on voit, d’autre part, que si deux ra­
cines consécutives a\ b' de la dérivée comprenaient plusieurs
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racines a, b,... de la proposée, ces racines a, b de la proposée 
ne comprendraient pas de racines de la dérivée : ce qui n’est 
pas possible.

194. Nombre des racines réelles d’une éq ua tio n . On con­
clut de ce qui précède, que, si l'on sait trouver les racines de la 
dérivée, on pourra compter le nombre des racines réelles de la pro­
posée. Soient, en effet, α', V, c',... les racines réelles de lu 
dérivée, rangées par ordre de grandeur : substituons successi­
vement à x, dans le premier membre de la proposée, les 
nombres
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Si deux substitutions consécutives donnent des résultats de 
signes contraires, il y a, dans l’intervalle correspondant, une 
racine au moins de la proposée (170) et une seule (195). 
Si les résultats sont de même signe, il n’existe dans l’intervalle 
aucune racine de la proposée; car il ne saurait s’en trouver 
plus d’une (193). Ainsi chaque changement de signe, dans les 
substitutions successives, prouvera l’existence d’une racine 
réelle de la proposée.

Si l’on désigne par n le nombre des racines réelles de la dé­
rivée, (n-f-1) sera le nombre des intervalles; et par suite (n-j-1) 
sera la limite supérieure du nombre des racines réelles de la , 
proposée.

On voit encore que, si une équation a toutes ses racines 
réelles, sa dérivée a aussi toutes ses racines réelles; car les 
m racines réelles de la. proposée fournissent (m— 1) intervalles, 
dans chacun desquels doit se trouver, au moins, une racine de 
la dérivée (qui n’a que m — 1 racines.) La réciproque n’est pas 
vraie.

195. Application  a l’équation du tr o isièm e  d eg ré . Si l’on 
considère, en particulier, l’équation du troisième degré, sous 
la forme simple

on remarque que, pour qu’elle ait ses trois racines réelles, il 
faut d’abord que sa dérivée, 3a?* -J- p =  0, ait ses deux racines 
réelles; car si celles-ci étaient imaginaires, la proposée ne pour-
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rait avoir (194) plus d’une racine réelle. Il faut donc quep soit 
négatif; et alors les racines de la dérivée sont :
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Il faut, en outre, qu’en substituant successivement à x, dans le 
premier membre de la proposée,

chaque substitution amène un changement de signe (194). Or, 
la substitution de — °o rend l’expression négative, et celle de 

oo la rend positive; il faut donc, et cela suffit, que l’on ob­
tienne le signe -J- en substituant la plus petite racine de la dé­
rivée, et le signe — en substituant la plus grande. Or, le pre­
mier membre x i -f- px -f- q peut se mettre sous la forme 
x(x* p) q. Les conditions nécessaires et suffisantes sont 
donc fournies par les inégalités :

Distinguons deux cas : 1° Si q est positif, comme p est négatif, 
la première inégalité est nécessairement vérifiée; quant à la 
seconde, on peut l’écrire :

et, comme les deux membres sont positifs, on peut les élevci- 
au carré (I, 205); et l’on a :
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2° Si q est négatif, la seconde inégalité est nécessairement 
vérifiée. Quant à la première, on peut l ’écrire :
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ou, en élevant au carré les deux membres qui sont positifs,

Telle est donc [1] la condition nécessaire et suffisante, pour 
que l’équation du troisième degré ait ses trois racines réelles. 
(Cette condition, on le voit aisément, comprend la première 
P < 0 . )

RÉSUMÉ.

183. Définition des variations et des permanences. — 186. Si l’on multi­
plie un polynôme entier en x  par (cc — a), a étant positif, le produit a, 
au moins, une variation de plus que le multiplicande. — 487. Le nom­
bre des variations introduites est impair.— 188. Le nombre des ra­
cines positives d’une équation ne peut surpasser le nombre des varia­
tions de son premier membre. — 189. Limite supérieure du nombre 
des racines négatives. — 190. L’excès du nombre des variations sur le 
nombre des racines positives est un nombre pair. — 191. Limite infé­
rieure du nombre des racines imaginaires. — 192. Deux racines réelles 
consécutives d’une équation comprennent, au moins, une racine réelle 
de la dérivée. — 193. Deux racines réelles consécutives de la dérivée 
peuvent ne comprendre aucune racine de la proposée; elles n’en com­
prennent jamais plus d’une. — 194. Lorsqu’on sait trouver les racines 
de la dérivée, on peut compter les racines réelles de la proposée. Pour 
qu’une équation ait toutes ses racines réelles, il faut que sa dérivée ait 
toutes ses racines réelles; mais cela n’est pas suffisant.— 198. Con­
dition pour que l’équation du troisième degré ait ses trois racines 
réelles.

EXERCICES.

I. Lorsqu’une équation algébrique, de degré m, à coefficients réels, est com­
plète, c’est-à-dire, lorsque son premier membre contient toutes les puissances 
de x,  depuis la puissance m jusqu’à la puissance zéro, si toutes ses racines sont 
réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre des variations, et le 
nombre des racines négatives est égal au nombre des permanences.

Alg. s p . B. 12

www.rcin.org.pl



II. Si une équation incomplète, de degré m , contient n termes, le nombre 
des racines réelles ne peut surpasser (2n — 2), si m est pair, et (2n —3), si m 
est impair.

On applique les théorèmes f l  8 8 et 1 8 9 ) ,  pour ces deux exercices.

III. Si, dans une équation incomplète, il manque un nombre pair de termes 
entre deux termes de même signe ou de signes contraires, l’équation a, au moins, 
autant de racines imaginaires qu’il y a de termes manquants.

IV. Si, dans une équation incomplète, il manque un nombre impair de termes 
entre deux termes de même signe, il y a, au moins, autant de racines imagi­
naires qu’il y a de termes manquants plus un. Et si les deux termes, qui com­
prennent la lacune, sont de signes contraires, il y a, au moins, autant de racines 
imaginaires qu’il y a de termes manquants, moins un.

V. Lorsqu’une équation incomplète a toutes ses racines réelles, il ne peut 
manquer de terme entre deux termes de même signe ; et il n’en peut manquer 
plus d’un entre deux termes de signes contraires.

VI. Lorsqu’une équation incomplète a toutes ses racines réelles, le nombre 
des racines positives est égal au nombre des variations; et le nombre des racines 
négatives est égal au nombre des permanences, augmenté du nombre des 
lacunes.

On applique, pour les exercices III, IV, V, VI, les théorèmes (1 8 8 ) ,  
1 8 9  et 1 9 1 ) .

VII. Deux racines consécutives d’une équation comprennent toujours un nom­
bre impair de racines de la dérivée, pourvu que l’on compte pour deux chaque 
racine double que peut avoir la dérivée, pour trois chaque racine triple, etc.

On étudie les variations du premier membre de l’équation (192).

VIII. Si l’on a une équation

178 LIVRE III.

et que l’on multiplie respectivement ses termes par a,  α +  b, a - f- 2 b , .... 
o-f- (m— l)b, α +  mb (a et b étantdes nombres positifs), on forme une équation 
nouvelle, qui a une racine comprise entre deux racines consécutives de la pro­
posée, excepté entre la plus petite racine positive et la racine négative qui la 
précède.

On applique le théorème précédent (VII).

IX. Si dans une équation f(x) =  0, on change x en — x,  le nombre des varia­
tions, tant de la proposée que de la transformée, ne peut être supérieur au degré 
de l’équation ; et, quand il lui est inférieur, la différence est un nombre pair.

On examine comment la suppression de certains termes, dans l’équation, in­
flue sur le nombre des variations.
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X. Si une équation, de degré m, présente v variations, elle a, au plus, (m — v) 
racines négatives.

Corollaire du théorème IX.

XI. S il arrive, quen multipliant le premier membre d’une équation par 
(x a), on introduise (2v +  l) variations, l’équation proposée a, au moins, 
2v racines imaginaires.

Application des théorèmes X et 1 0 1 .

THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 179
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CHAPITRE III.

THÉORIE DES RACINES ÉGALES.

g I. Facteurs communs à deux polynômes.

196. Défin itio n  du plu s  grand commun d iv iseur  algébriqu e . 
Nous avons vu (173), qu’une fonction entière de la variable a; 
peut toujours se décomposer en facteurs du premier degré, de 
la forme (x — a), a désignant un nombre réel ou une expression 
imaginaire indépendante de x. La décomposition ne peut se 
faire que d’une seule manière ; et chaque polynôme admet seu­
lement un nombre de facteurs égal à son degré. En général, 
deux polynômes différents admettront des facteurs inégaux; et 
ce sera seulement dans des cas particuliers, qu’ils en auront un 
ou plusieurs de communs. 11 est important, dans plusieurs re­
cherches d’algèbre, de savoir décider, si deux polynômes donnés 
se trouvent précisément dans un de ces cas, et quel est alors le 
produit des facteurs communs, que Ton nomme plus grand 
commun diviseur des deux polynômes.

197. R echerche du  plus grand commun diviseur  de deux 
polynôm es. Soient φ (x) et φ, (x) les deux polynômes, ordonnés 
suivant les puissances décroissantes de x. Supposons φ (x) de 
degré supérieur à <p,(a?), et divisons le premier de ces polynômes 
par le second. Soient Q le quotient et <p2(æ) le reste; on aura:

et cette égalité prouve, que le produit des facteurs communs à 
φ(χ) et à <pi(x) est le meme que celui des facteurs communs à 
?1(x) et à «p, (a?).

Soit, en effet, (x  — a) un facteur commun à f(x)  et à ft(x), qui 
figure p fois dans chacun de ces deux polynômes ; <?(x) et cp^x) 
étant divisibles par (x — a)»*, la somme φ(ζ) et l’une des parties 
Q?i(x) admettent évidemment ce diviseur; il en est, par suite, 
de môme de l’autre partie de la somme, c’est-à-dire de ©2(a?).

On verra de même, que, si f t(x) et <p{(x) admettent p fois un 
facteur (a? — a), il en sera de même de ψ(χ).
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Il est bien entendu que, dans ce qui précède, on peut avoir 
P =  1.

D’après cela, les facteurs communs à φ(χ) et à ?,(#) sont les 
mêmes que les facteurs communs à φι(&) et à cp2(æ) ; ils doivent 
être pris, dans les deux cas, avec les mêmes exposants ; et, par 
suite, le plus grand commun diviseur de v(x) et de est le 
même que celui de cpi(æ) et de <p2(a;).

On ramènera, de la même manière, la recherche du plus 
grand commun diviseur de <ΰχ(χ) et de φ2(#) à celle du plus 
grand commun diviseur entre φ2(.τ) et le reste y^x) de la divi­
sion de φ2 par ®2. On continuera ainsi à substituer aux poly­
nômes proposés d’autres polynômes, dont le degré ira sans cesse 
en diminuant; et lorsqu'on parviendra à une division qui se fera 
exactement, le diviseur de cette dernière opération sera le plus grand 
commun diviseur cherché.

Si Ton parvient à un reste numérique, avant d’avoir rencontré 
une division qui réussisse, les polynômes proposés n’ont aucun 
facteur commun, et il n’y a pas de plus grand commun di­
viseur.

198. R em arque . En cherchant le produit des facteurs com­
muns à deux polynômes, on ne se préoccupe aucunement des 
facteurs numériques. On peut donc multiplier l’un des polynô­
mes donnés, ou l’un quelconque des restes obtenus dans l’opé­
ration par un facteur numérique quelconque. On profite 
souvent de cette remarque, pour éviter l’introduction des dé­
nominateurs numériques. Il suffit, pour cela, de multiplier les 
dividendes successifs par le coefficient du premier terme du 
diviseur; et l’on doit prendre cette précaution, non-seulement 
pour les fonctions successives φ, φ1? φ2, φ3,···, qui servent suc­
cessivement de diviseurs, mais aussi pour les dividendes partiels, 
qui se présentent dans le cours de chaque division,

Supposons, par exemple, qu’en divisant y(x) par <pi(æ), on ait 
trouvé au quotient un certain nombre de termes, dont nous re­
présenterons l’ensemble par Ch.

Soit ψ(#) ce qui reste du dividende, lorsqu’on en a retranché 
le produit de Qi par le diviseur ; on a :
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et l’on prouvera, comme au n° 197, que les facteurs communs 
à φ(ίτ) et à <p4(aO sont les mêmes que les facteurs communs à ψ(α?) 
et à φι(®), et, par suite aussi, que les facteurs communs à kty(x) et 
à <pi(a?), k étant une constante quelconque- Il est donc permis de 
continuer l’opération, après avoir multiplié le dividende partiel 
ψ(α?) par un facteur numérique k.

On peut aussi diviser l’un des polynômes ou l’un des restes, 
par un diviseur numérique qui serait commun.

199. Exemple I. Soit à  chercher le produit des facteurs com­
muns aux deux polynômes :

182 LIVRE III.

Voici le tableau des opérations :

P r e m iè re  o p é r a t io n  p a r t ie l le .

Prod' du divdi par 2.

Prod* du reste par 2 . . .

D e u x iè m e  o p é ra t io n  p a r t ie l le .

Quotient du reste par 513.
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Ainsi donc, le produit des facteurs communs est (x2 — Zx -}- 1); 
et Ton a :
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On remarquera que, dans les opérations précédentes, le poly­
nôme <p(æ) et le premier reste de la première division ont été 
multipliés par 2, et que le reste de la seconde division a été di­
visé par 513. Cette introduction et cette suppression de facteurs 
numériques sont permises, comme on l’a remarqué plus haut, 
quoiqu’elles changent les quotients successivement obtenus. 
Ainsi, par exemple, en divisant <p(a?) par ^(æ), sans faire usage

(
CĈ  £C \—— - J ,  au

lieu de (x3 — x) que nous avons obtenu; mais, les quotients n’é­
tant d’aucun usage, cela n’a pas d’inconvénients.

E xem ple  II. Considérons, pour second exemple, les deux po­
lynômes :

Voici le tableau des opérations ;
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Le produit des facteurs communs est donc
et, en divisant par ce produit les deux polynômes
on aura :

Nous remarquerons, comme plus haut, que diverses simpli­
fications ont été apportées aux divisions précédentes. Dans la 
première on a multiplié le dividende par 2. Dans la seconde, 
le dividende a été multiplié par 25, ainsi que le premier divi­
dende partiel ; le reste a été divisé par 497.

E xemple III. Nous chercherons encore le plus grand commun 
diviseur entre les deux polynômes :

Voici le tableau des opérations :

Donc le facteur commun est
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Dans ces divisions, on a introduit et supprimé, comme dans 
les précédentes, des facteurs numériques, que le lecteur, suffi­
samment averti, apercevra sans peine.

§ II. Racines communes à deux équations.

200. Moyen d’obtenir les racines communes a deux équations. 
La théorie qui précède permet de ramener la recherche des 
racines communes à deux équations, à la résolution d’une équa­
tion qui ne contient plus qu’elles seules, et qui est, par consé­
quent, de degré moindre que les proposées. Il est clair, en effet, 
que le produit des fadeurs communs à deux polynômes, étant égalé 
à zéro, donnera précisément les racines qui les annulent l’un et 
l’autre.

Soient, par exemple, les équations :

THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 185

on a vu (199, exemple II), que le produit des facteurs, communs 
à leurs premiers membres, est :

et, par suite, les racines communes s’obtiendront en résolvant 
l’équation du troisième degré

Cette équation a évidemment pour racine x =  \ : son premier 
membre est donc divisible par (a;-— 1). Le quotient, x 1 — 6a? — 1, 
égalé à zéro, fournira les deux autres racines communes,

§ III. Des racines égales.

201. But de la théorie  des racines ég a les . Les procédés, 
employés pour la résolution des équations numériques, exigent 
que ces équations n’admettent pas de racines égales. Il est donc 
essentiel de résoudre les deux questions suivantes.
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1° Une équation algébrique étant donnée, reconnaître si elle 
a des racines égales.

2° Une équation ayant des racines égales, ramener sa résolu­
tion à celle de plusieurs autres équations, de degré moindre, et 
dont les racines soient inégales.

2 0 2 . Moyen de reconnaître si une  équation  a des ra cines 
ég ales. On dit qu’une équation, φ (a?) =  0, admet n fois la racine 
a, lorsque φ (x) est divisible par (x  — a)n. Le théorème suivant 
exprime les conditions nécessaires et suffisantes, pour qu’il en 
soit ainsi.

Théorème I. Pour qu’un nombre a soit n fois racine d’une 
équation algébrique φ(χ) =  0, il est nécessaire et suffisant que, 
substitué à x, il annule la fonction çp (x) et ses (n — 1) premières dé­
rivées.

On a, en effet, identiquement :

186 LIVRE III.

et, par suite,

En développant φ [α-j- {x — a)] par la formule générale donnée 
( 110) ,  on a :

A la seule inspection de cette formule, on voit que la condi­
tion énoncée est suffisante. Si l’on a, en effet, φ (α) =  Ο, φ' (a) =  0, 
φ"-1 (a) =  0, tous les termes qui restent dans le second membre 
contiennent {x— a)n en facteur; et <?(æ) est, par conséquent, 
divisible par (x — a)n.

Je dis, de plus, que cette condition est nécessaire; supposons, 
en effet, que ©(a?) étant divisible par (x—a)n, et φρ(α;) étant la
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première des dérivées de <p (x) qui ne s’annule pas pour x =  a, 
on a itp<fn ;  l’équation précédente deviendra :
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Si l’on divise les deux membres par (x—a)v, il viendra :

égalité impossible; car <p(æ) renfermant, par hypothèse, (x—a)n 
en facteur, et n étant plus grand que p, le premier membre 
s’annule pour x =  a, et le second prend une valeur différente de

zéro, savoir : -— — .1.2...p
On peut déduire du théorème précédent les conditions sui­

vantes.

205. Théorème II. Pour qu’un nombre a soit n fois racine 
d’une équation algébrique φ(χ) =  0, il est nécessaire et suffisant que, 
substitué à x, il annule le polynôme φ(χ), et qu’il soit, en outre, 
(n— 1) fois racine de l’équation dérivée <p' (x) =  0.

Il résulte, en effet, du théorème précédent, que les conditions 
nécessaires et suffisantes sont exprimées par les équations :

dont les (n— 1) dernières expriment, que a est racine de l’équa­
tion φ' (æ) =  0 et de ses (n—2) premières dérivées; et, par suite, 
en vertu du même théorème, que a est (n— 1) fois racine de 
l’équation ?'(<&)=0.

204. Rem arqu e . Il résulte du théorème précédent, que, si l’on 
décompose le premier membre d’une équation et sa dérivée en 
facteurs simples correspondants à leurs diverses racines, à cha­
que racine multiple a, entrant n fois dans l’équation, correspon­
dront, dans la dérivée, (n — 1) facteurs égaux à (x— a); en sorte 
que, si une équation cp(æ) = 0  admet n racines égales h a, p
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racines égales à b, q racines égales à c, r racines égales à d, etc., 
on a :

188 LIVRE III.

et, par suite, i admettent les facteurs communs
de plus, qu’ils

n’en admettent pas d’autres; car, s’ils admettaient un facteur____ __________________  7. \ 7.  __________· t.  / \ à 1 f / \commun serait racine de œ(a?) e et, par
suite (202), racine double de y{x)

Le plus grand commun diviseur, entre le premier membre d'une 
équation et sa dérivée, est donc le produit des facteurs simples cor­
respondants aux racines multiples, l'exposant de chacun d'eux étant 
diminué d'une unité.

Et, pour décider si une équation a des racines égales, on 
cherche le plus grand commun diviseur entre son premier 
membre et sa dérivée. S’il n’existe pas de plus grand commun 
diviseur, c’est qu’il n’y a pas de racines égales.

203. Réduction d’une équation qui a des racines égales. 
Les théorèmes précédents permettent de ramener la résolution 
d’une équation, qui a des racines égales, à celle de plusieurs 
autres équations qui n’en ont pas. Considérons, en effet, une 
équation o(x) =  0; et concevons son premier membre décom­
posé en facteurs correspondants à ses racines. Soient X,, Xif X3, 
X4 les produits des facteurs de chaque degré de multiplicité, pris 
chacun une fois seulement, savoir : Xt le produit des facteurs 
simples; X2 le produit des facteurs qui correspondent à des ra­
cines doubles, pris chacun une fois seulement; et ainsi de suite. 
En sorte que l’on ait :

Le produit des facteurs, communs au polynôme X et à sa dé­
rivée, est, d’après les théorèmes précédents :
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Le produit Pi des facteurs, communs à P et à sa dérivée, est 
de môme :
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Enfin, le produit Pt des fadeurs, communs à PA et à sa dé­
rivée. est :

Si l’équation proposée n’admet pas de racines, dont le degré 
de multiplicité surpasse 4, P2 n’aura plus de facteurs communs 
avec sa dérivée ; sinon il faut continuer à opérer de la même 
manière, jusqu’à ce que l’on rencontre un résultat, qui n’ait pas 
de diviseur commun avec sa dérivée. Maintenant, en divisant 
chacune des égalités précédentes par la suivante, il vient :

et, en divisant chacune de celles-ci par la suivante :

On pourra donc, par de simples divisions, trouver Xi, Xî5 X3, 
X4; et, en résolvant les équations,

qui n’ont plus déracinés multiples, on obtiendra séparément les 
racines simples, doubles, triples, quadruples.... de la proposée.

206. Exemple I. Appliquons la méthode précédente à 1 é- 
quation
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On a :

Par des divisions successives, on obtient les équations sui­
vantes :

Par conséquent, le facteur commun à <p(æ) et <p'(rr) est (x  + 3 ) . 
Donc — 3 est une racine double; on trouve, en effet, par la di­
vision :

Exemple II. Soit encore l’équation

On a:

Les divisions consécutives donnent :

Le plus grand commun diviseur, entre φ (x ) et <?'(#), est donc 
(x—l)*;la seule racine multiple est donc, x = l ,  qui figure trois 
fois dans la proposée; et Ton a, en effet :

Exemple III. Soit l’équation :

la première dérivée est :
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Nous avons déjà trouvé (199), que le produit des facteurs 
communs à ces deux fonctions est :
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ou

Donc, l’équation proposée admet quatre racines égales à 2 ; on 
a, en effet :

Exemple IV. Soit enfin l’équation :

sa dérivée est :

Les divisions successives donnent :

Le produit des facteurs, communs aux deux polynômes, sera 
donc :

Si nous divisons ce produit par sa dérivée, après l’avoir mul­
tiplié par 3, nous trouvons : .

ou, en multipliant de nouveau par 3,

en supprimant le facteur 16, le dernier reste peut être remplacé 
par (æ —5); sans avoir besoin de continuer l’opération, après 
cette simplification, on voit que (3æ*— 10a;-}- 11) n’est pas divisible 
par (a;—5); car il ne s’annule pas pour a?=-{-5. Le commun
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diviseur (xs— bx'-\- l l x — 15) entre <p (x) et sa dérivée, n ’a donc 
pas de facteurs multiples; et, par suite, ©(#) a seulement trois 
racines doubles, dont les valeurs sont les racines de l’é­
quation :

192 LIVRE III.

196. Définition du plus grand commun diviseur de deux polynômes. — 
197. Moyen de l’obtenir, par un procédé analogue à celui que l’on suit 
pour deux nombres. — 198. Remarque importante sur l’introduction 
ou la suppression des facteurs numériques, dans le cours des divisions 
à effectuer. — 199. Quelques exemples. — 200. Recherche des racines 
communes à deux équations. — 201. Rut de la théorie des racines 
égales. — 202. Condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation 
admette n fois la racine a. — 205. Autre forme de cette condition. — 
204. Produit des facteurs communs au premier membre d’une équation 
et à sa dérivée; règle pour décider, si une équation a des racines égales. 
— 205. Réduction d’une équation, qui a des racines multiples, à plu­
sieurs autres qui n’en ont pas. — 206. Quelques exemples.

EXERCICES.

I. Décomposer en facteurs le polynôme

On trouve

II. Décomposer en facteurs le polynôme

On trouve

III. Décomposer en facteurs le polynôme

On trouve

IV. Décomposer en facteurs le polynôme

On trouve
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V. Décomposer en facteurs le polynôme

On trouve

VI. P et Q désignant deux polynômes en x,  à coefficients réels ou imaginaires, 
qui n’ont aucun facteur commun, et P', Q', représentant leurs dérivées : si l’é­
quation PJ+ Q J =  0 admet une racine double, cette racine, réelle ou imagi­
naire, appartiendra à l’équation P's +  Q'2 =  0.

Exemple :

on's’appuie sur l’identité :

VII. Si a est n fois racine de l’équation φ(ζ) =  0, il sera (η — 1) fois racine 
de l’équation qu’on obtient, en multipliant les termes de la proposée, supposée 
complète, par lés termes successifs d’une progression arithmétique.

On s’appuie sur le théorème (203 ).
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CHAPITRE IV.

DES RACINES C0AIME1YSURABLES.

§ I. Des limites des racines.

207. Définition. On appelle l im i te  su p é r ie u r e  des racines po­
sitives d’une équation, tout nombre plus grand que la plus 
grande des racines positives; l im i te  in fé r ie u re , tout nombre plus 
petit que la plus petite d’entre elles.

On nomme l im ite  in f é r ie u r e  des racines négatives tout nombre 
plus petit que la plus petite des racines négatives; l im ite  s u p é ­
r ie u r e , tout nombre plus grand que la plus grande d’entre 
elles.

Lorsqu’on a à résoudre une équation numérique, il est utile 
de connaître les limites de ses racines. Yoici quelques règles à 
cet égard.

208. Pemière règle. S i ,  d a n s  u n e  é q u a tio n , de d e g ré  n,

la  v a le u r  a b so lu e  d u  p lu s  g r a n d  c o effic ien t n é g a t i f  est N, et s i  n  est 
la  d iffé re n c e  e n tre  le d e g ré  d e  l 'é q u a tio n  et c e lu i d u  p r e m ie r  te r m e  

n é g a tif , 1 -j- ÿ N est u n e  l im i te  su p é r ie u r e  des ra c in e s  p o s it iv e s .

En effet, si l’on substitue àæ, un nombre l, tel que, pour cette 
valeur et pour toute valeur plus grande, le premier membre de 
l’équation reste constamment positif, l sera évidemment une 
limite supérieure des racines positives. Or, pour satisfaire à 
cette condition, il suffît évidemment de choisir l, de manière à 
vérifier l’inégalité

car nous avons supprimé, d’une part, tous les termes positifs 
qui pouvaient exister entre x m et a"*-*; et nous avons, de l’autre,
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remplacé, dans tous les termes suivants, chaque coefficient par 
— N. L’inégalité [1] équivaut à
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ou à [21

parce qu’on peut toujours supposer æ > l .  Or cette dernière 
inégalité sera vérifiée, si l’on satisfait à cette autre,

que l’on obtient en diminuant le premier membre. D’ailleurs, 
en divisant par xm- n+i les deux membres de l’inégalité [3], 
celle-ci devient :

xn~l (x— 1) — N > 0 ;

et elle sera vérifiée, si l’on a :

Il suffira donc de choisir x, de manière à vérifier l’inégalité

C’est ce qu’il fallait démontrer.
Si le premier terme négatif est le terme en x™-1, on a n =  1 ; 

et la limite devient, dans ce cas, 1 -j-N.

209. Deuxième règle, donnée par Newton. Tout nombre 1, 
qui rend positifs le premier membre d'une équation f(x) =  0 et toutes 
ses dérivées, est une limite supérieure des racines positives.

En effet, si l’on diminue de l chacune des racines de l’équa­
tion, en posant y — x  — l, ou x =  l -f- y, l’équation devient :

Or, par hypothèse, tous les coefficients f(l), f( l) , f ( l ) .. .  /*(/) sont 
positifs; aucun nombre positif, substitué à y, ne peut donc vé­
rifier cette équation, qui n’a, par conséquent, pas de racines 
positives. En d’autres termes, toutes les racines réelles sont
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négatives ; ; et, par suite, toute valeur réelle de x  est plus petite 
que l. C’est ce qu’il fallait démontrer.

Pour appliquer cette règle, on range les fonctions dans l’ordre 
suivant :
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comme f m(x) est égal à 1.2.3...m , et est, par suite, toujours 
positif, on choisit d’abord le plus petit nombre entier qui rend 
positif 1m~l(x). On substitue ce nombre dans /^-*(œ); et, s’il le 
rend négatif, on l’augmente d’une ou de plusieurs unités, jusqu’à 
ce que /^_2(a?) devienne positif. Puis on substitue le nouveau 
nombre dans f"-s(o·) ; et l’on fait en sorte, en l’augmentant si 
cela est nécessaire, que /m_s(a7) prenne à son tour une valeur 
positive. On continue ainsi pour toutes les fonctions jusqu’à f(x). 
Le nombre l qui, après toutes ces substitutions, rend f(x) posi­
tive, est le nombre cherché.

Supposons, en effet, qu’un nombre a, obtenu par cette mé­
thode, rende positifs f m~\x), f m~ \x ),... Γ*~η{χ), il est facile de 
voir que le même nombre, augmenté d’un nombre quelconque h 
d’unités, ne cessera pas de rendre positives les mêmes fonc­
tions. Il suffit, pour le prouver, de remarquer que l’on a, en 
général :

et, si f p(à), p’+Ka), sont positifs, comme h est aussi
positif, il en résulte que f v(a +  h) est nécessairement positif. En 
faisant p = m  — 1, on reconnaîtra d’abord que, f^Ç a)  étant 
positif, il en sera de même de / ^ ‘(a +  A). Puis, en faisant 

ip =  m — 2, enverra que et f m~l(a) étant positifs, il en
^sera de même de , et ainsi de suite.

210. Troisième méthode. On peut enfin, en partageant le pre­
mier membre de l’équation en groupes de plusieurs termes, dé­
terminer une limite supérieure des racines. Soit, par exemple* 
l’équation :
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Groupons les termes de la manière suivante :

11 est évident que le nombre 4, substitué à x, rendant positif 
chacun des groupes, est une limite supérieure des racines.

De même, les termes de l’équation

peuvent se grouper ainsi :

Or le trinôme x 2 — bx -j- 7, ayant ses racines imaginaires, est 
positif, quel que soit a;; d’ailleurs le second groupe est positif 
pour x  =  1 ; donc 1 est une limite supérieure des racines.

On voit que l’artifice consiste à disposer les termes, de ma­
nière que chaque groupe commence par un terme positif, et à 
chercher le plus petit entier qui donne le signe -j- à chacun de 
ces groupes.

21 i. Remarque. La première méthode aurait donné 1 -j- y/49 
ou 8 pour limite des racines de la première équation, et 1 -f- 5 
ou 6 pour limite des racines de la seconde.

Pour appliquer à la première la méthode de Newton, on a:
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On voit que tout nombre positif rend f""{x) positif; que 1 rend 
positif f'"(x), que 2 rend positifs f"(x) et f\x ), et qu’enfm 3, qui 
rend positif f(x), est une limite supérieure.

Pour appliquer la même méthode à la seconde, on a :
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On voit que 2 rend positifs Donc
2 est une limite supérieure.

212. Limite inférieure des racines positives. On pose 

x = z \j dans l’équation, et Ton cherche une limite supérieure l

des racines de la transformée : il est évident que ^ sera une li­

mite inférieure des racines positives de la proposée. Car si l’on a 

y << Z, on en conclut x  >  j ,

215. Limites des racines négatives. On pose x  =  — y, et 
l’on cherche les limites supérieure et inférieure, l et l', des ra­
cines positives de la transformée: — Z et — V seront les limites 
inférieure et supérieure des racines négatives de la proposée. 
Car, si l’on a :

on en conclut :

§ II. Recherche des racines commensurables.

214. On peut obtenir, par des essais réguliers et fort simples,
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les racines commensurables d’une équation à coefficients com- 
mensurables.

Nous commencerons par montrer, que cette recherche se ra­
mène à celle des racines entières; et, pour cela, nous établirons 
le théorème suivant :

Théorème. Une é q u a tio n  d e  la  fo rm e
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d o n t  le p r e m ie r  te r m e  a  p o u r  coefficien t ΐ u n i té , et d o n t les a u tre s  
coefficien ts so n t e n t ie r s , n e  p e u t  a v o ir  de ra c in e  c o m m e n su ra b le  
f r a c t io n n a ir e .

Si, en effet, ^ est racine de l’équation [1], on a :

d’où l’on déduit, en multipliant tous les termes par bm~ l , et en 
faisant passer tous ceux qui suivent le premier dans le second 
membre :

Si l’on suppose, ce qui évidemment est permis, que la frac­

tion |  ait été réduite à sa plus simple expression, a  et b sont

a mpremiers entre eux; la fraction y  est, par conséquent, irréduc­

tible, et ne peut être égale à un nombre entier. Il est donc im­
possible qu’elle soit égale au second membre, dont tous les 
termes sont entiers; et, par conséquent, il est impossible que

l’équation [1 ] admette une racine de la forme 7 . Les seules ra-
0

cines commensurables, qu’elle puisse avoir, sont donc entières.

215. Corollaire. Une équation, à coefficients entiers, étant 
donnée, le théorème précédent permet de la transformer, de 
manière que toutes les racines commensurables deviennent en­
tières.
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Soit, en effet, l’équation

dans laquelle on peut supposer que A, A„... Am soient des 
nombres entiers; car il est toujours facile de chasser les déno­
minateurs, en multipliant tous les termes par leur plus petit

multiple commun. Posons æ =  j~, y étant une nouvelle incon­

nue qui, évidemment, devra satisfaire à l’équation :

ou, en multipliant les deux membres par A"*-1,

Or cette équation a ses coefficients entiers, et le premier terme 
ym a pour coefficient l’unité; les valeurs commensurables dey 
sont donc toutes entières. Il est évident, d’ailleurs, qu’elles cor­
respondent aux valeurs commensurables de x ; car la relation

prouve que, x  étant commensurable, il en est de même

de y.
Si nous pouvons obtenir les racines entières de l’équation en 

y, d’après ce qui précède, nous aurons toutes les racines com­
mensurables de l’équation en x.

210 . Conditions nécessaires et  su ffisan tes pour  qu’un nom­
bre  ENTIER SOIT RACINE ü ’UNE ÉQUATION A COEFFICIENTS ENTIERS.
Nous avons vu comment la recherche des racines commensu­
rables peut se ramener à celle des racines entières. Il nous 
reste donc à montrer, comment on peut obtenir les racines en­
tières d’une équation à coefficients entiers.

Soit l’équation

et a une de ses racines entières; le premier membre doit être
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divisible par (x — a). Représentons le quotient, qui est un poly­
nôme du degré (m— 1), par
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Pi, P ,.. .  Pm_i sont évidemment des nombres entiers; car le pre­
mier terme du diviseur (x — a) ayant pour coefficient l’unité, la 
division ne peut introduire aucun dénominateur.

En écrivant que le dividende est le produit du diviseur par le 
quotient, on aura identiquement :

En effectuant les opérations indiquées dans le premier mem­
bre, et en égalant les coefficients des mêmes puissances de x, il 
vient :

Tous les nombres, qui figurent dans ces formules, étant entiers, 
la première équation prouve que a doit être un des diviseurs de

A
Am, et que le quotient est égal à — PTO-i·

La seconde équation peut s’écrire :

elle prouve que a doit être un diviseur de la somme

et que le quotient

La troisième équation peut s’écrire :
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Elle prouve que a doit être un diviseur de la som me

c’est-à-dire de la som m e obtenue en ajou­

tant Am_j au quotient précédent, et que le quotient est — PCT_,.
On peut continuer ainsi jusqu’à la dernière équation, qui 

prouvera que le dernier quotient — P,, augmenté de Ai} doit 
être divisible par a, et donner pour quotient —A.

Ces conditions sont nécessaires. J’ajoute qu’elles sont suffi­
santes, pour que a soit racine; car, si elles sont remplies, on 
pourra trouver des nombres Pm_j, Pm_2. ..  Pi, qui rendent iden­
tiques les équations [3] ; et, par suite, le premier membre de la 
proposée sera divisible par(æ — a).

On peut remarquer que les opérations, à l’aide desquelles on 
s’assure qu’un nombre a est racine, font connaître les coeffi­
cients du quotient de la division du premier membre par (æ— a). 
Ces coefficients Pm_„ P„,_2, . . .  sont égaux, en effet, aux quo­
tients, changés de signes, des différentes divisions, dont la 
réussite est nécessaire pour que le nombre a ne soit pas rejeté.

217. Recherche des racines entières. Il résulte de là que, 
pour trouver les racines entières d’une équation telle que [1], 
on devra chercher d’abord les diviseurs entiers, positifs ou 
négatifs, du dernier terme : eux seuls peuvent être racines. On 
déterminera ensuite la limite supérieure des racines positives 
et la limite inférieure des racines négatives; et l’on rejettera 
tous les diviseurs qui ne seront pas compris entre ces limites. 
Si a est un des diviseurs qui restent, pour l’essayer, on divisera 
le dernier terme Am par a, et l’on ajoutera au quotient le coeffi­
cient Am_i : la somme devra être divisible par a. On formera le 
quotient; on y ajoutera Am_2 : la somme devra encore être divi­
sible par a; et en continuant ainsi, on devra trouver un quotient 
qui, ajouté au coefficient du second terme, et divisé par a, 
donne pour dernier quotient — A.

218. Moyen de dim inuer  le nombre des e ss a is . On peut di­
minuer le nombre des essais à faire par la remarque suivante. 
Si a est une racine de l’équation
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le premier membre de cette équation est divisible par (x — a); 
et les coefficients du quotient sont tous entiers, ainsi qu’on l’a 
exposé plus haut. Si donc on attribue à x  une valeur entière 
quelconque, la valeur numérique du premier membre de [1] 
sera divisible par la valeur numérique de (x  — a). Or les valeurs 
les plus simples, que l’on puisse attribuer à x, sont 1 et — 1. 
Si donc on nomme Q et Ch les valeurs correspondantes du pre­
mier membre de [ 1], on ne devra essayer a, que si, d’une part, 
Q est divisible par (1 — a), ou, en changeant le signe, par (oc— 1); 
et que si, d’autre part, Qt est divisible par (— 1 — a), ou, en 
changeant le signe, par (1 + « ) .

219. Application de la méthode précédente. Voici la ma­
nière la plus avantageuse de disposer les calculs :
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J’écris, sur une ligne horizontale, les coefficients de l’équation 
proposée, à partir du second, et dans une colonne, à droite, le 
diviseur à essayer a. Sur la môme ligne que a, et en allant de 
droite à gauche, j ’écris au-dessous de Am, Am_ ,. . . ,  les quotients, 
changés de signes, Pm_t, POT_2..., calculés comme il a été dit (216). 
Si tous ces quotients sont entiers, et si, en outre, le nombre écrit 
sous At, est +  A, a est racine ; et A, Pt, P2. . . ,  Pm-i sont les coef­
ficients de l'équation débarrassée de la racine a. Il n’y aura donc 
plus alors qu’à opérer sur cette seconde ligne comme sur la 
première. Si quelques-unes des divisions ne peuvent se faire, on 
passera à un autre diviseur.

60 admet 24 diviseurs; mais on trouve, parla règle de Newton, 
que toutes les racines sont comprises entre 4 et — 6. On ne doit 
donc essayer que les diviseurs de 60, plus petits que 4 et plus 
grands que —■ 6. On commence par essayer -f-1 et — 1, en les
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substituant directement à la place de x  : aucun d’eux n’est ra­
cine ; mais ce premier calcul nous apprend que f  ( 1 )= — 12, et 
que f  (— 1) =  — 144. Dès lors on ne doit, parmi les diviseurs 
positifs, essayer que ceux qui, diminués de 1, divisent 12, et qui, 
augmentés de 1, divisent 144; et, parmi les diviseurs négatifs, 
on ne doit essayer que ceux dont la valeur absolue, augmentée 
de 1, divise 12, et, diminuée de 1, divise 144.

Le diviseur 2 satisfaisant à ces conditions, on l’essaye ; on 
trouve que 2 est racine, et que l’équation, débarrassée de cette 
racine, est :

204 LIVRE III.

Comme 2 divise 30, on l’essaye de nouveau; et l’on continue 
de la même manière, en n’opérant que sur les diviseurs qui 
satisfont aux conditions précédentes, et qui, en outre, divisent 
le terme tout connu de la dernière équation simplifiée.

Tout calcul fait, on trouve que l’équation proposée a pour 
racines 2, 2, 3, —5, et que son premier membre est égal à
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EXERCICES.

I. Rechercher les racines commensurables des équations :
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II. Chercher les racines commensurables d’une équation, sans les ramene

préalablement à être entières. Montrer, qu’en désignant par | une telle racine

réduite à sa plus simple expréssion, a  doit être diviseur du dernier terme, et b 

diviseur du coefficient du premier terme. Chercher par quels essais, analogues à
, a

ceux qui ont été indiqués pour les racines entières, on peut vérifier que  ̂ est 

racine.

III. Chercher si l’équation

admet des racines exprimées rationnellement en a  et b.

IV. Si une équation du troisième degré n’admet pas de racines commensu­
rables, elle n’admet pas de racines multiples.

V. Le théorème précédent s’applique à une équation du cinquième degré, et 
ne s’applique pas à une équation du quatrième.
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CHAPITRE Y.

THÉORÈM E DE STURM.

2 2 0 .  Le théorème à la démonstration duquel est consacré ce 
chapitre donne le moyen d’obtenir exactemen, et sans aucun 
tâtonnement, le nombre des racines réelles d’une équalion com­
prises entre deux limites données quelconques 

Soit

Une équation numérique de degré quelconque n’ayant pas 
de racines multiples, on commencera par exécuter le calcul 
qui sert à trouver si elle a des racines égales, tn opérant de la 
manière que nous allons indiquer. En désignant par V le pre­
mier membre de l’équation (1) et par Y' sa dérivée, on divisera 
Y paT Y', et quand on aura obtenu un reste de degré inférieur 
à Y', on changera les signes de tous les termes. Soit V» le reste 
ainsi changé de signe : on divisera V' par Va, et en changeant le 
signe de reste on obtiendra un polynôme V, de degré moindre 
que V»; la division de V! par V8 donnera de même un reste qui, 
changé de signe, sera désigné par V*, et l’on continuera cette 
opération autant de fois qu’elle sera possible, en obtenant une 
série de polynômes de degrés décroissants, liés les uns aux 
autres, d’après la définition de la division, par des relations 
de la forme

V   \ T  ! C\ Λ Τ

Le dernier reste Yr sera numérique ; car, d’une part, aucun des 
polynômes Y', V2, Vs... ne peut évidemment diviser le précédent 
sans diviser tous ceux qui le précèdent, et par s uite V et V', qui
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par hypothèse 11’ont pas de facteur commun; et, d’autre part, 
si Vr n’est pas numérique, on peut diviser ΥΓ_4 par Vr et obtenir 
un reste de plus, V ^ .

Cela posé, la considération des fonctions Y, Y', V*...Vr four­
nit le moyen de savoir combien l’équation V =  0 admet de ra­
cines réelles comprises entre deux nombres a et β; β étant plus 
grand que ot, voici la règle qui fait connaître le nombre de 
racines :

On substituera à la place de x le nombre * dans les fonctions V, 
Y', Vj... Vr-i, \ r,pvis on écrira par ordre, sur une même ligne, 
les signes des résultats, et Von comptera le nombre de variations 
qui se trouvent dans celte suite de signes. On écrira de même la suite 
des signes que prennent ces mêmes fonctions quand on y remplace 
x par le nombre β, et Von comptera le nombre des variations de cette 
seconde suite. Autant elle aura de variations de moins que la pre­
mière , autant l'équation V =  0 aura de racines réelles comprises 
entre a et β. Si la seconde suite a autant de variations que la pre­
mière , l'équation V =  O n’admet aucune racine comprise entre a et 
β ; la seconde suite u  pourra, dans aucun cas, admettre plus de 
variations que la première.

221. Pour démontrer ce théorème, il faut examiner com­
ment le nombre des variations formées par les signes des fonc­
tions V, V', λΓ.....Vr, pour une valeur quelconque de x , peut
s’altérer lorsque x  nasse d’une manière continue de la valeur 
a à la valeur plus gnnde β.

Quels que soient les signes de ces fonctions pour une valeur 
de x  déterminée, lorsque x  croît par degrés insensibles au delà 
de cette valeur, il r.e peut arriver de changement dans cette 
suite de signes qu’allant que l’une des fonctions V, V''...Vr change 
de signe, et par conséquent devient nulle. Il y a deux cas à 
examiner, selon qut la fonction qui s’évanouit est la première 
Y, ou l’une des autres fonctions V', V t,... V ^  intermédiaires 
entre V et Vr. La derrière Vr ne peut changer de signe, puisque 
c’est un nombre pos.lif ou négatif.

Voyons, premièrement, quelle altération éprouve la suite des 
signes, lorsque x, et croissant d’une manière continue, atteint 
et déoasse une valeir qui annule la première fonction V.
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Désignons cette valeur par a; la fonction Y' lérivée de V ne 
peut pas être nulle en même temps que Y, puisque par hypo­
thèse l’équation V =  0 n’a pas de racines égales ; considérons 
des valeurs de x  très-peu différentes de a : si e.i désignant par 
h une quantité positive aussi petite qu’on le vaudra, on fait, 
tour à tour, x — a — h et x  =  a -f- h , la fonction Y' aura, 
pour ces deux valeurs, le même signe que pour x =  a, car on 
peut prendre h assez petit pour qu’elle ne s’évaaouisse pas, et, 
par suite, ne change pas de signe tandis que x  croît de la valeur 
a — Λ à la valeur a-{-h]  cela posé, désignons Y par F (a?), 
on a

208 LIVRE III.

ou, en observant que F (a) est nul et que F'(a) ne l’est pas,

On voit, d’après cette formule, que pour des valeurs très- 
petites de h, F (a -f- h) a le même signe que F'(a), et, par suite, 
que F'(a -f- h) ; il n’y a donc pas, pour x =  a -j- h, de variations 
entre V et Y'.

On trouvera de même

et F (a — h) est, par conséquent, de signe contraire à F'(a), par 
uite à F'(a — h), en sorte que pour x =  a — h, il y a une va­

riation entre Y et Y'.
Les signes des fonctions V et Y' formaient donc, dans la 

suite, une variation avant la valeur pour laquelle Y est nulle, et 
cette variation s’est changée en permanence lorsque x  a franchi 
celte valeur.

Quant aux autres fonctions Y', Yî ... Vr, chacune aura pour 
x  =  a +  h le même signe que pour x =  a — h, si toutefois au­
cune ne s’évanouit pour x  =  a en même temps que V.
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La suite des signes des fonctions Y, perd donfc une
variation lorsque x , en croissant, dépasse une valeur a qui an­
nule Y sans annuler aucune des autres fonctions Y', Vj, ...Yr. 
Il faut examiner ce qui arrive lorsque l’une de ces fonctions 
s’évanouit, soit pour une valeur de x  égale à une racine de 
V =  0, soit pour toute autre valeur de cette variable.

222, Soit V„ une fonction intermédiaire entre Y et Vr, qui 
s’annule pour x =  b (Y„, bien entende, peut désigner la fonc­
tion V' aussi bien que les autres), cette valeur b de x  ne peut 
réduire à zéro ni la fonction VnM qui suit V„, ni la fonction 
V q u i  le précède. (Si Vn désignait V', désignerait V.) 
On a, en effet, entre les trois fonctions consécutives, Yn_4, Yn, 
Vn+1, une relation de la forme
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et si deux fonctions consécutives Vn_15 Vn étaient nulles pour la 
même valeur de x, cette équation prouve que Yn+1 le serait 
aussi ; et comme on a

il en serait de même de V„+2, puis de Yn+Î..., et l’on prouverait 
enfin que Vr est nul pour cette même valeur de x  ; or, cela est 
impossible puisqu’il est égal à une constante.

Cela posé, substituons à x  deux nombres b — h et b -f- h, très- 
peu différents de b, les deux fonctions Y„_4 et Vn+1 auront, pour 
ces deux valeurs de x , les mêmes signes que pour x — b} puis­
qu’on peut prendre h assez petit pour que Yn_t et Vn+1 ne chan­
gent pas de signes dans l’intervalle ; mais Yn étant nul par hy­
pothèse pour x =  b, l'équation (3) prouve que Ύη̂ ι et Vn+1 sont de 
signes contraires, et, par suite, quels que soient les signes de Vn 
pour x  =  b — Λ et pour x  =  b -j- h, les trois fonctions

présenteront toujours une permanence et une variation, Y„ 
ayant nécessairement le même signe que l’un des deux qui le 
comprennent et un signe différent de l’autre.

Alg. s p . B. 14
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Il n’y a donc, lorsque x , franchissant la valeur b, passe de b—h 
h b + h ,  aucun changement dans le nombre total des variations 
de la suite.

Il est donc prouvé que chaque fois que la Tariable x , en crois­
sant d’une manière continue, atteint et défasse une valeur qui 
rend Y égal à zéro; la suite des signes des fonctions Y, V', Va, 
Vr perd une variation formée sur sa gauche par les signes de 
Y et de Y', laquelle est remplacée par une permanence ; tandis 
que les changements de signes des fonctions intermédiaires Y', 
Yî...Vr_i ne peuvent jamais augmenter ni ciminuer le nombre 
total des variations. En conséquence, si l’or prend un nombre 
quelconque a, positif ou négatif, et un autre nombre quelcon­
que β, plus grand que «, et si l’on fait croître x de a à β, autant 
il y aura de valeurs de x  comprises entre a et β qui rendent V 
égal à zéro, autant la suite des fonctions V, V '... Vr pour x  =  β 
présentera, de variations de signes de moiis que pour x =  a. 
C’est le théorème qu’il fallait démontrer.

225. Dans les divisions successives qui servent à former les 
fonctions V2, Y8...Vr, on peut, avant de prendre un polynôme 
pour dividende ou pour diviseur, le multiplier ou le diviser par 
tel nombre positif qu’on voudra. Les fonctions Y*, V*,...Vr, qu’on 
obtiendra en opérant ainsi, ne différeront que par des facteurs 
numériques positifs de celles que nous avons considérées, et 
qui figurent dans les équations (2); de sorte qu’elles auront res­
pectivement les mêmes signes que celles-ci pour chaque valeur 
de x.

Cette remarque permet de faire en sorte que les coefficients 
des divers polynômes soient entiers, pourvu que ceux de l’é­
quation V =  0 le soient eux-mêmes. Mais il faut bien prendre 
garde que les facteurs numériques que l’on introduit ou qu’on 
supprime soient tous positifs.

224. Si Tune des fonctions V', V2.,.Vr-i se trouve nulle poui 
l’une des limites x =  a} x  =  β, il suffit de compter les variations 
en omettant la fonction qui est nulle. Cela résulte de la démons­
tration qui a été donnée (222) dans le cas où l’une des fonctions 
intermédiaires s’évanouit. Lorsque la fonction Vn s’annule en

210  LIVRE III.
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effet pour x  =  ol, on a vu que pour x=<x — h, Vn_!, Y„ et Yn+, 
forment une variation, et une seule. Or cette variation subsis­
tera lorsqu’en omettant la fonction Vn, on considérera YnHl et 
Yn+1 qui sont de signes contraires, comme formant deux fonc­
tions consécutives.

Si Y se trouve nul pour x= a,  on en conclut que a est racine 
de l’équation proposée, et la règle s’appliquera à la recherche 
de nombre de racines comprises entre a -f- h et β. a -|- h four­
nira entre V et Y' (221) une permanence, et donnera aux autres 
fonctions le même signe que la valeur a.

223. Lorsque l’on pourra reconnaître que l’une des fonctions 
Y„, intermédiaire entre Y et Yr , conserve constamment le 
môme signe, pour les valeurs de x  comprises entre a et β, il ne 
sera pas nécessaire de considérer les fonctions qui suivent V„, 
la démonstration pourra se faire sans aucun changement, en 
réduisant la suite à V, V', Y,...V„.

226. Si l’on prend l’un des nombres a et β très-grand et né­
gatif, et l’autre très-grand et positif, en faisant a = — » , β=~|-οο, 
le théorème de Sturm fera connaître le nombre total des racines 
réelles. Pour que toutes les racines soient réelles, il faut et il 
suffit que leur nombre soit égal au degré m de l’équation V = 0 . 
Mais le nombre des fonctions V, Y', V,...Yr est, tout au plus, 
m -f- 1, et, par conséquent, le nombre des variations, au plus 
égal à m , ne peut atteindre cette limite que si la suite est com­
plète., c’est-à-dire si les degrés successifs vont en diminuant pré­
cisément d’une unité de chaque fonction à la suivante. Il faut 
de plus, pour que toutes les racines soient réelles, que la sub­
stitution de — »  à la place de x  ne donne que des variations, et 
celle de -f- »  que des permanences. Les degrés des fonctions 
étant alternativement pairs et impairs, on voit aisément que les 
deux conditions exigent l’une et l’autre que les coefficients des 
premiers termes soient tous de môme signe, et que cela est 
suffisant.

227. Considérons l’équation

THÉORÈME DE STURM. 211

www.rcin.org.pl



on a

212 LIVRE III.

Pour former V„ il faut diviser Y par Y'; mais afin d’éviter les 
coefficients fractionnaires, multiplions d’abord Y par 3, on ob­
tient ainsi le reste — k x  — 15, et l’on a

on divise ensuite Y  par V, après avoir multiplié Y' par 4, ainsi 
que le reste du premier degré; le reste obtenu est - f  643; on a 
donc

Si l’on fait dans les fonctions Y,V',YS,Y3, x = — » , la suite des 
signes est — |— , elle présente deux variations; pour x = +  » ,
les signes sont +  -f- -j---- , il y a une variation seulement et
l’équation proposée admet par conséquent une seule racine 
réelle.

228. Cherchons, comme seconde application, la condition 
pour que l’équation

ait les trois racines réelles. 
On a

on obtient V, et V, par les divisions successives. Pour évitei les 
fractions, on a soin de multiplier le dividende par 3 dans la 
première division, et dans la seconde, par 4p*, qui est positif, 
on trouve
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Lorsque x  pnsse de — oo à -f- 00 , la suite Y, Y', V,, V3 doit 
perdre trois variations ; il faut donc qu’elle en présente trois pour 
x =  — oo, et n’en ait plus aucune pour x =  -j- a>. G’esl-à-dire 
que les coefficients des premiers termes

THÉORÈME DE STURM. 21b

soient tous de même signe. On doit donc avoir

qui sont bien les conditions obtenues par d’autres méthodes.

RÉSUMÉ.

220. Énoncé du théorème de Sturm. — 221. La suite des fonctions 
définies dans l’énoncé perd une variation lorsque cc, en croissant, 
franchit une racine de l’équation proposée. — 222. Aucun char ge- 
ment ne se produit dans le nombre total des variations, lorsque x  
franchit une racine de l'une des fonctions auxiliaires. — 223. Il est 
permis, dans les opérations, d’introduire ou de supprimer des fac­
teurs numériques positifs. — 224. Cas où l’une des limites est racine 
de la proposée. — 225. Cas où l’on peut réduire le nombre des fonc­
tions. — 226. Conditions pour que toutes les racines d’une équation 
soient réelles. —227, 228. Applications du théorème.
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LIVRE IV.

DES DIFFÉRENCES.

CHAPITRE PREMIER.

NOTIONS SUR LA. THEORIE DES DIFFÉRENCES.

g I. Différences des divers ordres.

229. Dé f in it io n  des d iffé r e n c e s . Si l’on considère une suite 
de nombres qui se succèdent suivant une loi quelconque, les 
différences, obtenues en retranchant chacun d’eux de celui qui 
le suit, forment une nouvelle suite, dont les termes se nomment 
les différences des termes de la première.

Ainsi, la suite proposée étant représentée par

la suite des différences sera

(yi—yo) est la différence de y0; (?/s— y{), la différence de ; 
(V n  —  yn—\ ) i  la différence de 1/,.,. Pour former la différence de 
t/„, il faudrait connaître un terme de plus dans la suite [1],

Pour désigner les différences, on se sert souvent du signe Δ. 
Ainsi, Δyk désigne la différence (yk+i— yk). D’après cette nota­

tion, les termes de la suite

auront pour différences

250. Défin itio n  des d iffé r e n c e s  secondes. Une suite quel­
conque de nombres étant donnée, leurs différences forment 
une nouvelle suite, ayant un terme de moins que la première.
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L’on peut opérer sur cette suite, comme sur celle qui lui a 
donné naissance, et former les différences des différences, 
que l’on nomme des différences secondes. On les désigne par le 
signe Δ*.

Ainsi, étant donnée la suite

216 LIVRE IV.

les différences premières seront désignées par

et les différences secondes

le seront par

Cette nouvelle série a évidemment un terme de moins que la 
précédente, et, par suite, deux termes de moins que la proposée.

2 5 1 . Défin itio n  des différences d’ordre quelconque. Si 
l’on opère sur la suite des différences secondes, comme on l’a 
fait sur la suite proposée, on formera les différences des diffé­
rences secondes, que l’on nomme des différences troisièmes, et 
que l’on désigne par le signe A3.

Ainsi, les différences

,se désignent par

On conçoit que l’on peut continuer ainsi indéfiniment, et for­
mer les différences quatrièmes, cinquièmes, etc., qui se dési­
gneront par les signes Δ4, Δ5. . .  ; le nombre de ces différences 
n’étant limité que par celui des termes de la suite proposée. 
Ainsi, deux termes ne donnent lieu qu’à une différence pre­
mière, et il n’y a pas lieu déconsidérer leur différence seconde. 
Trois termes donnent lieu à deux différences premières et à um 
différence seconde; il n’y a pas lieu de considérer leur diffé­
rence troisième. En général, m termes donnent lieu à (m — 1) 
différences premières, à (m —2) différences secondes, . . .  à 
une différence (m— l)n,e; il n’y a pas lieu de considérer leur
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différence m™. Si une suite est illimitée, on peut considérer des 
différences d’un ordre illimité.

2 5 2 .  Usage des différen ces  po ur  la form ation  des ca rrés. 
N ous commencerons par montrer, par deux exemples simples, 
de quelle utilité peut être la considération des différences. 

Considérons la suite des carrés des nombres naturels :

[1] 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 . . . ;  

les différences premières sont :

[2] 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19 —  ;

et les différences secondes,

[3] 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2 . . . ,

sont toutes égales entre elles. La démonstration est tellement 
simple, que nous croyons pouvoir nous dispenser de la donner 
ici.

D’après cette remarque, si l’on voulait former la table des 
carrés des nombres naturels, on commencerait par écrire la 
suite [2],

[2] 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19. . .  ,

puis le premier terme de la suite des carrés, qui est 1 ; et il est 
évident que chaque carré s’obtiendrait du précédent, en ajou­
tant le terme correspondant de cette suite [2].

Ainsi, on dirait 3 et 1, 4; 4 et 5, 9; 9 et 7, 16, etc.

2 5 5 .  Usage des d iffér en c es  pour  la form ation  des cubes. 
Considérons la suite des cubes l

fl] 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729 ,...;

les différences premières sont :

[2] 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217 ,...;

les différences secondes sont :

[3] 12, 18, 24, 30, 36, 42, 4 8 ,...;
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et les différences troisièmes,

[4] 6, 6, 6, 6, 6, 6,

sont constantes et égales à 6. Cette loi est générale. En effet, 
quatre cubes consécutifs sont :

a3 ,( a+ 1)3, (a + 2 ) 3, (a +  3)5 ; a

les différences premières sont :

3a2 + 3a + l,  3(a + 1)2 + 3 (a + 1 ) ,   3(a+ 2)2+ 3 (a+ 2)+ l ; 

les différences secondes sont :

3 [(a +  1 )2 - a2] +  3, 3 [(a +  2)2 -  (a +- l)2] +  3, 

c’est-à-dire, en réduisant,

6 (a +  1 )+  6 ;

et la différence de ces deux expressions, c’est-à-dire, la diffé­
rence troisième, est évidemment 6.

D’après cela, pour former un tableau des cubes, on formerait 
successivement les suites [4] [3] [2] [1], chacune permettant 
d’obtenir la suivante par de simples additions. Ainsi, ayant écrit 
la suite [3] sur une ligne verticale, on obtiendra la suite [2] en 
écrivant son premier terme 7, et en remarquant que chacun des 
autres se forme du précédent par l’addition du terme correspon­
dant de la suite [3].

12 7
18        19   =     12+ 7
24 37 =  18  + 19
30 61 =    24  +  37
36 91 =  30  + 61
42 127 =    36  +  91
48 169 =  42 +  127
54 217 =    48 +  169
60 271 =  54 +  217
66 331 =     60 +  271
72 397 =     66 +  331
78 469 =     72 +  397
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Ayant ainsi formé la suite [2], c’est-à-dire les différences pre­
mières des cubes, chaque cube pourra se déduire du précédent, 
en lui ajoutant la différence correspondante, en sorte qu’ils se 
déduiront tous du premier 1, par de simples additions.

Ainsi, ayant écrit, sur une ligne verticale, les différences pre­
mières obtenues plus haut, on formera la série des cubes, comme 
l’indique le tableau suivant :

7 l
19 8 =  7 +  1
37 27 =  19 +  8
61 64 =  3 7 +  27
91 125 = 61  +  64

127 216 =  91 +  125
etc. etc.

Le tableau suivant résume les résultats que nous venons 
d’obtenir.

DIFFÉRENCES DIFFÉRENCES DIFFÉRENCES 
CUBES. 1rcj 2 " ^  3m.i«<

I _______________ ________________________________

1 7 12 6
8 19 18 6

27 37 24 6
64 61 30 6

125 91 36 6
216 127 42 6
343 169 48
512 217
729

Pour former ce tableau, on écrit d’abord, dans la première 
colonne de gauche, trois cubes consécutifs, 1, 8, 27; on en con­
clut les deux différences premières, 7 et 19, que l’on écrit dans 
la seconde colonne, et la différence seconde 12, que l’on écrit 
dans la troisième. Puis, après avoir écrit plusieurs fois, dans la 
quatrième colonne, la différence troisième qui est toujours 6, on 
ajoute cette différence à celle qui est à sa gauche, en disant :
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6 et 12... .8; 6 et 18... 24; 6 et 24... 30, etc.; on forme ainsi la 
troisième colonne. On forme de môme la seconde colonne à 
l’aide de celle-ci, en disant : 18 et 19... 37; 24 et 37... 61; 30 
et 61... 91, etc. Enfin la seconde colonne, ainsi construite, sert 
à former la première; on dit : 19 et 37... 64; 61 et 64... 125 ; 91 
et 125... 216, et ainsi de suite.

On voit qu'un nombre quelconque du tableau est égal au nombre 
placé au-dessus de lui dans la même colonne, augmenté de celui qui 
est à la droite de ce dernier dans la colonne suivante.

§ II. Formules des différences.

254. Expression ee \ pu0 en fonction de υ0, ut, w2,... up. 
Lorsque (n +  1) quantités

220 LIVRE IV.

sont données, il n’y a aucune difficulté à former, d’après ce qui 
précède, leurs différences successives jusqu’à la nmt inclusive­
ment; nous ne nous bornerons pas cependant aux indications 
qui permettent d’effectuer ces calculs, et nous donnerons la for­
mule qui en exprime le résultat général.

On a, d’après les définitions :

Sans aller plus loin, on peut prévoir la loi suivante : la diffé­
rence de rang p se forme en multipliant up, up_i... u„ par les coef­
ficients du développement de (x—a)p.

Pour montrer que cette loi est générale, nous allons faire 
voir, qu’en l’admettant comme vraie pour une différence d’un 
certain ordre, elle est vraie, par cela même, pour la différence 
d’ordre immédiatement supérieure.

Soit donc :
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Cette formule, donnant la différence pmt du premier terme d’une 
suite quelconque en fonction des (p + 1 ) premiers termes, nous 
pouvons l’appliquer au calcul de Aput, en considérant v* comme 
premier terme de la suite

DES DIFFÉRENCES. 221

cela revient évidemment à remplacer, dans la formule [I], v, 
par Ui, Wi par w,,..., c’est-à-dire à augmenter tous les indices 
d’une unité. On aura, par suite, en vertu de la même formule :

ou, en retranchant l’égalité [l] de l’égalité [2] :

Or (46) la somme de deux coefficients successifs du développe­
ment d’un binôme forme un coefficient du développement de b  
puissance immédiatement supérieure; on peut donc écrire :

c’est précisément ce qu’il fallait démontrer.

255. Expression de up en fonction de u0 et de ses p diffé­
rences successives. Réciproquement, si l’on donne u0 et ses n 
différences successives Δμ0, Δ2κ0,... Anw0, on peut calculer es 
termes successifs ult u2„.. wn; nous donnerons aussi la formule 
générale, à laquelle conduit ce calcul.
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On a, par définition :

et l’on aperçoit immédiatement la loi suivante.

Le terme up, de rang (p-J- 1), se forme, en multipliant u„ et les 
différences successives, Διι0, Δ2«0, Δ9υ0... Δριι0, par les coefficients 
du développement de (x -J- a)p.

Pour démontrer que cette loi est générale, nous prouverons 
encore, qu’en l’admettant comme vraie pour un terme de cer­
tain ordre, elle est vraie, par cela même, pour un terme immé­
diatement suivant.

Supposons donc que Ton ait prouvé la formule :

Cette formule donne le ( ρ + Ι ) ”1* terme d’une suite quelconque 
u„ uu ui r .. up, en fonction du premier et de ses p différences 
successives ; si donc nous appliquons la même formule à la série

elle nous donnera le (p -f- 1)*"* terme \u p, en fonction du pre­
mier Δμ0 et de ses p différences successives qui sont évidem­
ment Δ2μ0, Δ8μ0... Δρ+1̂ 0; on aura donc :

www.rcin.org.pl



formule qui se déduit de [I] en augmentant d’une unité les in­
dices des Δ. En ajoutant les formules [l] et [2], il vient :

DES DIFFÉRENCES. 223

et, comme (46) la somme de deux coefficients consécutifs de la 
puissance p d’un binôme est un coefficient de la puissance (p-j-1), 
cette égalité peut s’écrire :

ce qui est précisément le résultat qu’il fallait obtenir.

g III. Différences des polynômes.

256. Nous avons reconnu (252), que la suite des carrés des 
nombres naturels a ses différences secondes, et la suite des 
cubes ses différences troisièmes égales à une constante. Cette 
proposition s’étend aux différences quatrièmes de la suite des 
quatrièmes puissances, aux différences cinquièmes de la suite 
des cinquièmes puissances, etc. Mais, sans nous arrêter à ces 
propositions, nous démontrerons le théorème suivant, dont elles 
sont évidemment des cas particuliers.

Théorème. Si dans un polynôme en x, de degré m , on substitue 
à x une suite de nombres en progression arithmétique, les différences 
mmc* des résultats obtenus sont constantes.

Soit, en effet, le polynôme :
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Supposons que l’on substitue à x  les valeurs successives

désignons par

les valeurs correspondantes de y. Toutes ces valeurs sont évi­
demment des polynômes, de degré m, en xt} dont les coeffi­
cients dépendent de h : car on a :

De plus, il est clair que, pour passer de l’une de ces valeurs 
à la suivante, il suffit d’y changer x0 en (x0 +  Λ). On a, en effet, 
en considérant deux valeurs consécutives de y, yp et yp+l :

et il est évident que {a?0+ ( p + l ) M  peut se déduire de (a?0 +  pty, 
en y changeant x0 en (xt +  Λ).

Cela posé, les différences premières Ay0, Aylt Δϊ/j ... sont des 
polynômes du degré (m — 1) en x t) dont les coefficients dépen­
dent de h. On a, en effet :

Or on sait que F'(£0) est un polynôme de degré (m— 1), 
F"(æ0) un polynôme de degré (m — 2), etc.; la proposition est 
donc démontrée pour Il en résulte qu’elle est vraie pour 
les différences suivantes, Δ?/ι, Δι/,,...; car chacune d’elles se dé­
duit de la précédente, en changeant x t en (xa +  Λ); ce qui ne 
change pas son degré, par rapport à x 0.

La série

pourrait donc s’obtenir, en substituant successivement à x, dans 
un certain polynôme, de degré (m— 1), les valeurs α?β,α;β+ Λ ....
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Si donc nous appliquons à cette suite ce qui a été dit de la 
suite,

UES DIFFERENCES. 225

déduite de la même manière d’un polynôme de degré m, nous 
verrons que les différences des termes de la série [2], c’est- 
à-dire

sont des polynômes, de degré (m — 2), en x0, et que chacun se 
déduit du précédent, en y changeant x a en (x0 -f-h); en sorte 
qu’ils peuvent tous se déduire d'un même polynôme, en y chan­
geant x  en x 0, x 0 -f- h, x0 -j- 2h,...

Si nous appliquons à la suite des différences secondes le 
théorème dont nous avons déjà deux fois fait usage, nous ver­
rons que les différences des termes de la série [3], c’est-à-dire

sont des polynômes, de degré (m — 3), en x%.
Et, en continuant de la même manière, nous verrons que les 

différences quatrièmes sont des polynômes de degré (m — 4), les 
différences cinquièmes, de degré (m — 5),... et enfin les diffé­
rences mn,Î‘, de degré 0, c’est-à-dire indépendantes de #0; ce 
qui prouve le théorème énoncé. Car, pour obtenir chacune de 
ces différences, on doit changer, dans la précédente, x0 en 
(x0-\-h)\ et elles sont, par conséquent, constantes, quand elles 
ne contiennent pas a?„.

257. Remarques. En revenant sur les détails de la démon­
stration précédente, on peut faire plusieurs remarques utiles.

Remarque I. On a trouvé la formule :

On voit que l’accroissement h est facteur dans le second mem­
bre; et qu’il le sera encore, si l’on remplace x  par (a?0-j-à), 
{xt -\-2h)t pour former les différences Ayt> Ay2)...; en sorte 

A.LG. sp. R. ^5
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que toutes les différences premières contiennent en facteur l’ac­
croissement h.

Remarque II. Il est évident que, si le Dolynome proposé F(#) 
renfermait h en facteur, ce facteur se retrouverait dans les dé­
rivées successives F'(æ), F"(#„)... F"’(a?0); et, par suite, tous les 
termes de la différence contiendraient, non plus seulement h, 
mais h* en facteur. Il résulte de là que, la différence première 
étant un polynôme qui contient h en facteur, la différence se­
conde contiendra h1 en facteur à tous les termes. La formule [1] 
prouve, en général, que, si un polynôme F(æ) contient en fac­
teur une puissance hp de h, sa différence contiendra à tous les 
termes le facteur h**1 ; et il en résulte de là, que les différences 
des différences secondes, c’est-à-dire les différences troisièmes, 
contiendront le facteur h \  que les différences quatrièmes con­
tiendront le facteur h \ et ainsi de suite.

On voit que, si l’accroissement h décroît de plus en plus, les 
différence décroîtront suivant une loi d’autant plus rapide que 
leur ordre sera plus élevé.

Remarque III. L’expression générale de Δΐ/„,
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est, comme nous l’avons dit, un polynôme, de degré (m — 1), 
que l’on peut ordonner suivant les puissances de œt. Si k x m re­
présente le premier terme de F (x), il est facile de voir que le 
premier terme de Δτ/0 sera le premier terme de F'{x0)h, c’est- 
à-dire, m kxm~i h ; et que, par suite, Δτ/0, kyit ky2..·, s’obtiendront 
en substituant à x  les valeurs x 0, (α?0 +  Λ), (α?0 +  2Λ)... dans un 
polynôme dont le premier terme est m hAa?”"*. En appliquant 
à ce polynôme le résultat trouvé pour F (a;), on verra que les dif­
férences premières de ce polynôme, c’est-à-dire les différences 
secondes de F (x), peuvent s’obtenir en substituant à x  les va­
leurs x a, (xt +  dans un polynôme dont le premier terme 
est m [m — 1) Ah2xm~2. On verra de même, que le premier 
terme du polynôme, qui donnerait les différences troisièmes,
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est m (m — 1) (m — 2) AWx”1- 3. Enfin la différence mm·, qui se 
réduit à un seul terme, puisqu’elle est indépendante de x0, est :

DES DIFFERENCES. 227

Les polynômes en x, dont il est question ici, se nomment les 
différences première, deuxième, troisième,... wme, du polynôme 
y =  F(x), et se désignent parles notations Ay, A9y, Asy,... Amy.

238. Application au polynôme du troisième degré. Si nous 
considérons le polynôme du troisième degré :

nous trouverons sans peine, en y remplaçant x  par (#-}- Λ), et 
en retranchant [1] du résultat :

de même, en remplaçant x  par {x-f-h) dans [2], et en retran­
chant ensuite [2] du résultat, on a :

et, en opérant sur [3] de la même manière, on a :

Pour obtenir les valeurs de t
suffira de remplacer, dans le second membre des formules [2]

Si l’on voulait former les valeurs numériques de la fonction y 
et de ses différences, il faudrait procéder comme on l’a indiqué 
pour former le tableau des cubes.

239. Exemple. Soit, par exemple, le polynôme

formons les valeurs que prend ce polynôme pour des valeurs 
entières de la variable. Si l’on fait successivement x —— 1, x — 0, 
# =  1, on trouve pour valeurs correspondantes de y, y — — 13, 
11 = — L y =  1, dont les différences premières sont 12 et 2, et la 
différence seconde est — 10. Quant à la différence troisième
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de y, on sait q u 'elle est égale à 6. On disposera ces résultats de 
la manière suivante :

I X 

6
6
6

— 1 —13 12 —10 6
0           — 1                2                             6

  +  1             + 1                                                6

et l’on remplira ensuite les différentes colonnes, en remarquant 
que chaque terme de l’une d’elles (la première colonne exceptée) 
est égal à celui qui est au-dessus, augmenté du terme corres­
pondant à ce dernier dans la colonne placée à sa droite. Celte 
remarque permet évidemment de prolonger les colonnes dans 
les deux sens ; on trouve :

x  

—5 — 281 112 — 34 6
— 4 — 169 78 — 28 6
— 3 — 91 50 — 22 6
— 2    — 41  28   - 16 6
- 1 - 13  12 -  10 6

0  — 1  2 — 4 6
1 + 1 — 2 + 2  6
2 — 1        0 + 8  6
3 — 1 8 + 1 4
4 + 7  22
5 + 2 9

Pour prolonger d’abord la colonne des différences secondes vers 
le bas, on dit : — 10 +  6. . .  — 4; — 4 +  6. . . 2 ; +  2 +  6. .. 8, etc. 
On prolonge de même la colonne des différences premières, à 
l’aide de la précédente, en disant : — 4 + 2 . .. — 2 ; +  2 — 2. . .  0; 
8 +  0 ... 8, etc. On prolonge de môme la série des valeurs de y 
(qui correspondent à a; =  2, 3, 4 , . . .)  en disant : — 2 +  1.. .  —1; 
0 = 1 . . .  — 1; 8 — 1 ...7 , et ainsi de suite.

Pour prolonger les colonnes vers le haut, on remarque qu’un

228 LIVRE IV.
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terme d’une colonne est la différence entre le terme placé au- 
dessous de lui d;ms la même colonne, et le terme placé à droite 
et au dessus dans la colonne suivante. On prolonge donc d’abord 
la colonne intitulée Δ2ι/, en disant : — 10 — 6 .. .  — 16; — 16 
— 6 .. . —22; — 22 — 6 ...  —28, etc. On prolonge ensuite, à l’aide 
de celle-ci, la colonne des ky, en disant : 12— (— 16)... 28; 
28 — (— 22j.. .  50, etc. On prolonge enfin la série des valeurs 
de y, en disant .· — 13 — 28... —41 ; — 41 —50. ..  — 91, et ainsi 
de suite.

240. Remarque. On voit, par l’exemple précédent, que, pour 
calculer les valeurs d’un polynôme du troisième degré, qui cor­
respondent à des valeurs entières de la variable, il sulfit de con­
naître celles qui correspondent à trois nombres entiers consé­
cutifs — 1,0, - f -1 ; en se fondant sur ce que la différence troisième 
est constante, il est très-facile d’obtenir, par de simples addi­
tions, les valeurs suivantes.

Si le polynôme proposé était du quatrième degré, la différence 
quatrième serait constante ; et, pour former la série de ses va­
leurs, il suffirait de connaître quatre valeurs consécutives. Il en 
faudrait cinq pour un polynôme du cinquième degré; et ainsi 
de suite. Il faudrait en connaître m pour un polynôme du mmt 
degré.

§ IV. Différences des fonctions.

241. Dé fin it io n . Soit une fonction quelconque y= F (x). Si 
l’on désigne par x  une quelconque des valeurs attribuées à x, et 
par (x -J- h) la valeur suivante, l’expression

DES DIFFÉRENCES. 229

se nomme la différence première de F(æ). De même, si l’on change 
x en (x-\-h) dans AF(æ), la différence

se nomme la différence seconde de F(æ). Et ainsi de suite.

Exemple. Soit:
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On a : \y= za x+h— ax =  ax(ah— 1),

c’est-à-dire que la din'érence première s’obtient en multipliant 
la fonction par la constante ax. On a, par suite :

g V. Usage des différences pour la construction des tables numériques.

242. Tables numériques. La considération des différences 
est fort utile dans la construction des tables de toute espèce. Il 
arrive, en effet, presque toujours que, dans une série de nom­
bres résultant d’une loi régulière, et suffisamment rapprochés 
les uns des autres, les différences tendent de plus en plus vers 
l’égalité, à mesure que leur ordre s’élève. En négligeant des 
quantités fort petites, on pourra, à partir d’un certain ordre, 
leur supposer, dans un certain intervalle, une valeur invariable, 
et construire la table comme s’il s’agissait des valeurs d’un poly­
nôme.

Ne pouvant donner ici la raison de ce fait générai, nous nous 
bornerons à le développer sur deux exemples.

245. Exemple I. Si l’on pose :

on aura :

ou

°uis :

ou
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Puis :

DES DIFFERENCES. 231

ou

Si Ton suppose, par exemple, x =  10000 et h — 1, il viendra : 

\ y  =  0,000043427276863,

\ 2y =  0,000000004342076,

Asy =  0,000000000000868 ;

et, si l’on ne voulait avoir les résultats qu’avec dix chiffres dé­
cimaux, on pourrait négliger longtemps les différences du 
quatrième ordre, et procéder comme si la différence troisième 
était constante. On formera donc successivement les colonnes 
des différences troisièmes, secondes, premières, comme au 
n° 259; d’où l’on déduira les logarithmes des nombres 
10001, 10002, 10003, en partant de celui de 100000, qui est 
4,000000000000000. Il faudra vérifier les résultats, au moyen 
de logarithmes obtenus directement à des intervalles éloignés. 
La méthode des différences devra les donner exacts, avec le 
nombre des chiffres que l’on veut conserver. Lorsque le dernier 
de ces chiffres cessera d’être exact, on calculera de nouveau, à 
priori, au moyen des formules (245), les différences Ay, Axy, 
Aly; et l’on se servira de ces nouvelles valeurs comme des pré­
cédentes.

244. Exemple II. Soit proposé de calculer, à 7 décimales 
exactes, une table de logarithmes des sinus de 10 en 10 .se­
condes, depuis 72° jusqu’à 72° l'30".

Nous savons que
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donc, en prenant les logarithmes de ces deux valeurs, et ajou­
tant, comme on le fait toujours, dix unités à chacun d’eux :

log sin 72° =  9,9782063255, 
log COS 72°= 9,4899824.

Reprenons les formules précédentes :

232 LIVRE IV.

Nous cherchons ici log sin <p, φ étant égal à 72e, donc :

a;=sin <p.

Déterminons maintenant l’accroissement h du sinus, corr 
dant à un accroissement de l’angle de 10".

On a :

Mais l’arc

Or, comme

le sinus de 10" ne diffère de son arc, que d’une quantité moindre
ou de moins de De plus, cos

donc le cosinus de 10* ne diffère de l’unité, que de moins
que

que

ou que d’une unité du neuvième ordre. On peut
donc, dans la valeur de sin (φ -J- 10"), remplacer cos 10" par 1, 
et sin 10" par arc 10", et écrire :

donc, avec une approximation de
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L’angle <p est égal à 72°; donc, en négligeant 42, on a :

Or :

jonc

et

Comme nous calculons les valeurs de log sin φ, à 7 décimales 
Λ *  Λ ,®exactes, les valeurs de —, et, par suite, de , n'influent

plus sur le résultat que nous cherchons; et la fonction trans­
cendante log sin φ, dans les limites indiquées, peut être con­
sidérée comme une fonction algébrique du premier degré,68fonction qui augmente de ^  environ pour chaque 10" d’aug­

mentation de l’angle γ .

Pour être assuré de l’exactitude du dernier résultat, il faudra 
calculer à 8 décimales et former une progression arithmétique, 
dont le premier terme est :

st dont la différence est 684. E* nous bornant aux quatre der­
niers chiffres des logarithmes, la progression sera :

3632, 1316, 2000, 2684, 3368, 4052, 4736, 5420, 6104, 6788.

Supprimant le dernier chiffre, et ajoutant une unité du sep­
tième ordre, lorsqu’il est plus grand que 5, nous aurons :
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Ce qui s’accorde parfaitement avec les valeurs fourmes par les 
tables de Gallet.

RÉSUME.

229. Définition des différences. — 230. Définition des différences se­
condes. — 251. Définition des différences d'un ordre quelconque. — 
252. Usage des différences pour la formation des carrés. — 233. Usage 
des différences pour la formation des cubes. — 234. Formule qui 
exprime la différence d'un ordre quelconque. — 235. Formule in­
verse, qui exprime un terme quelconque d’une suite, au moyen du 
premier et de ses différences successives. — 256. La différence m me 
d’un polynôme de degré m ,  est constante — 237. Les différences 
premières contiennent, en facteur, l’accroissement h de la variable; 
les différences secondes contiennent Λ8 ; les différences troisièmes 
Λ8, etc. Expression de la différence m me. — 258. Application au po­
lynôme du troisième degré. — 239. Exemple. — 240. Pour calculer 
les valeurs d’un polynôme du mm'  degré, qui correspondent à des 
valeurs entières de la variable, il suffit de connaître celles qui cor­
respondent à m  nombres entiers consécutifs. — 241. Différences des 
fonctions. — 242. Des tables numériques. — 243, 244. Applications 
à la construction des tables.

EXERCICES

I. Trouver, à l’aide des différences, la somme des carrés, la somme des cu­
bes, etc., des p  premiers nombres entiers.

On apüliaue la formule du n° *35, en posant u p—  1"+ 2" 4- 3" -f .... + P"
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II. Calculer les valeurs que prend, pour des valeurs entières de la variable, 
le polynôme

DES DIFFÉRENCES. 2 3 5

III. Prouver que, si φ(χ) désigne une fonction quelconque d’une variable 
et que l’on considère la suite

les fractions

ont respectivement pour limites les dérivées du premier, second, troisième or­
dre de <p(x). En conclure que, si h est petit, les différences sont, en général, 
d’autant plus petites que leur ordre est plus élevé.
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CHAPITRE II.

DE L’I N T E R P O L A T I O N

§ I. Énoncé de la question.

2 4 o . Défin itio n . L’interpolation consiste à insérer, entre les 
termes d’une suite, de nouveaux termes assujettis à la môme loi. 
Ce problème est quelquefois très-facile, lorsque la loi des termes 
de la suite est connue. C’est ainsi que, entre deux termes d’une 
progression, on peut insérer par un procédé fort simple, un 
nombre donné de moyens. Si l’on considère, au contraire, des 
nombres quelconques dont la loi soit inconnue, le problème de 
l’interpolation devient complètement indéterminé; et pour le 
résoudre, il faut imposer aux termes inconnus une condition qui 
fasse disparaître l’indétermination. Cette condition est, le plus 
souvent, que les différences d’un certain ordre seront égales à zéro, 
On en a vu un exemple dans la détermination des logarithmes 
des nombres non compris dans la table; admettre, en effet, 
comme on le fait, que l’accroissement des logarithmes est pro­
portionnel à celui des nombres, c’est admettre que, pour des 
accroissements égaux des nombres, les accroissements des lo­
garithmes sont aussi égaux; ou, en d’autres termes, que la dif­
férence première des logarithmes est constante, et que, par 
suite, la différence seconde est nulle. Dans le cas des logarithmes, 
les tables p rmettent, d’ailleurs, de vérifier qu’il en est à peu 
près ainsi pour des accroissements du nombre égaux à l’unité; 
et l’on conçoit qu’il doit, à fortiori, en être de même pour des 
accroissements plus petits : nous avons d’ailleurs montré (2 4 5 ) , 
que les différences secondes des logarithmes diminuent rapide­
ment. Cette loi s’applique, du reste, à toutes les fonctions; 
lorsque la variable croît par degrés égaux de plus en plus petits, 
les différences de la fonction diminuent d’autant plus rapide­
ment que leur ordre est plus élevé. Lors donc que, dans la con­
struction d’une table, on apercevra que les différences d’un 
certain ordre deviennent sensiblement nulles, on pourra ad­
mettre qu’il en serait à  fo r t io r i  de même pour des accroisse­
ments plus petits .
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Et alors le problème de l’interpolation peut s’énoncer ainsi :
Connaissant les valeurs u0, Uj, u2,....u„ d’une fonction, qui cor­

respondent à des valeurs x0, x0 +  b, x0-f- 2h...x0-j-nh, de la 
variable; en admettant que, pour des accroissements égaux quel­
conques de x, les différences (n -J- l)me8 de la fonction soient égales à 
zéro, trouver les valeurs de cette fonction qui correspondent à une 
valeur donnée de x comprise entre x0 et x0-f-nh.

§ II. Formules d’interpolation.

2iG. Formule de n ew ton . Reprenons la  formule

DES DIFFÉRENCES. 237

qui a été démontré (255).
Supposons que la dernière valeur de x ,  pour laquelle u est 

connu, soit représentée par x l} de telle sorte que l’on ait :

et, par suite,
la formule [1] devient :

Si, dans le second membre de cette formule, on remplace x t 
par la lettre indéterminée x, on formera une fonction ψ(χ),
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qui, évidemment prend la valeur u„ pour x — xlt c’est-à-dire 
pour x — x0 -f- nh.

Je dis, de plus, que si l’on y donne à x  les valeurs, x 0,x 0 +  h, 
a ? o - f 2 h,... x 0-}-(n— 1 )h, φ (x) deviendra successivement u „« it 
w2,... un-i ; et, comme d’ailleurs cette fonction est un polynôme 
du degré n* dont la différence nm· est constante (255), elle rem­
plit toutes les conditions imposées par l’énoncé, et elle est, par 
suite, la solution du problème proposé.

Faisons, en effet, dans la fonction φ (a;),

238 LIVRE IV.

cette valeur pouvant représenter toutes les autres, si le nombre 
arbitraire p devient successivement 0, Ι,.,.η.

On aura :

et les termes suivant disparaissent; car devient égal à

p, et par suite, chacun des termes, à partir du
tient (p —p) parmi les facteurs de son numérateur. Or, le se­
cond membre de la formule [4] est (255) l’expression de up\ et, 
par suite, la fonction φ (x) devient, comme nous l’avions an­
noncé, égale à t*„, quand on fait x — x0-\-ph, et elle remplit 
les conditions de l’énoncé.

247. Remarque I. En écrivant, comme nous l’avons fait, la 
formule :

il faut avoir bien soin de ne pas supprimer les facteurs com­
muns aux deux termes des derniers coefficients. Ainsi, pai 
exemple, le coefficient de Anw0 est l’unité ; mais on doit l’écrire :
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ce qui fournit, par la sunstitution de , dans le nutné-

248. R em arque  II. La fonction φ (x), que nous avons trouvée 
(246), est le seul polynôme en x , qui puisse résoudre le pro­
blème tel qu’il a été posé. En effet,la différence (n-f- l)rae devant 
être nulle d’après l’une des conditions, le polynôme ne peut 
avoir de termes de degré plus élevé que le nme. Or, un tel poly­
nôme étant désigné par ψ (x), et devant prendre les mêmes va­
leurs que © (x), savoir m0, uu u2,...w„, pour x =  x0, xu x2, . . .x n, 
il faut que la différence φ (α;) — ψ (x) s’annule (n -f- 1) fois, ou 
en d’autres termes, que l’équation

admette au moins (n-f-1) racines, a?0, xi} xv ... x n; ce qui exige, 
puisqu’elle est du degré n, que son premier membre soit iden­
tiquement nul, et que, par suite, les fonctions φ et ψ soient iden­
tiques.

249. Exem ple . Nous donnerons une application de la méthode 
précédente. Supposons que l’on veuille obtenir le logarithme 
de 3,1415926536, par le moyen d’une table de logarithmes 
à dix décimales. On regardera les logarithmes contenus 
dans cette table, comme les valeurs données de la fonction u, les 
nombres comme celles de x, et l’on formera le tableau suivant:

x u Au | A2u Ahi A*u

3.14 0,4969296481 0,0013809057 —0,0000043769 0,000000077 -0,0000000003
3.15 0,4983105538 0,0013765288 —0,0000043492 0,000000074
3.16 0,4996870826 0,0013721796 —0,0000043218
3.17 0,50105926220,0013678578
3.18 0,5024277200

La différence quatrième étant extrêmement petite, on peut 
considérer la différence cinquième comme nulle.
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Pour appliquer la formule

nous devons faire :

et comme 

on obtiendra :

Avec ces valeurs, il sera facile de mettre en nombres la for­
mule [3], qui donnera :

230. Formule de Lagrange. Il existe une autre formule, qui 
fait connaître approximativement les valeurs d’une fonction w, 
lorsqu’on connaît les valeurs ut, uh u2 —  uH, qu’elle prend pour 
des valeurs x t , xh xi t ... xH, de la variable. Nous supposons
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comme précédemment, que u soit une fonction rationnelle d e  
x, du degré n. Soit donc :

DES DIFFÉRENCES. 2 , i

on aura :

et l’on pourrait déterminer α, β, γ , . . .  μ, en résolvant ces équa­
tions, qui sont du premier degré; mais on se dispense de cette 
résolution, en posant :

x 0 x1, x2, · · · Xn, sont des fonctions de x , assujetties aux con­
ditions suivantes :

Pour x =  x 0 : X1, X2, . . .  Xn, doivent s’annuler et X0 devenir 
égal à l’unité;

Pour x =  x1: X0, X2, . . .  Xn, doivent s’annuler, et X1 devenir 
égal à l’unité;

Pour χ =  χ2: X0, X1, X3, . . .  Xn„, doivent s’annuler, et X2 de­
venir égal à l’unité.

Pour x =  xn: X0, X ,,... Xn-1 , doivent s’annuler et Xn deve­
nir égal à l'unité.

Il est évident, en effet, que, d’après ces conditions, ux devien­
dra égal à u0, u1, ... un„ pour les valeurs x 0, x1 .. xn de x.

Or, X0 s’annulant pour les valeurs x1 x2, . .. de x, on peut 
poser :
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et comme, pour x = x 0, on doit avoir X0 =  1, on posera :

en sorte que

On trouvera de même :

et ainsi de suite : la formule cherchée est donc :

§ III. Application de la méthode d’interpolation à la représentation exacte 
d’une fonction entière f(x ), du degré w, dont on connaît les valeurs u0, 
u1, u2,.·· um, correspondantes aux valeurs de x0, x0+ h,...x0+ mh de 
la variable.

251. Représentation d’une fonction entière . La formule 
d’interpolation [3], démontrée (246), a pour but de former une 
fonction entière, de degré m, qui, pour les valeurs x 0, x 0 + h, 
.. .  x0+mh de x , prenne les valeurs   u0 , u1, ... um. Or, deux fonc­
tions entières, de degré m , ne peuvent être égales pour (m+ 1) 
valeurs de la variable, sans être complètement identiques; car, 
sans cela, en les égalant, on formerait une équation, de degré m, 
admettant (m +  1) racines. La fonction f  (x), indiquée dans
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l’énoncé, est donc identique à la formule fournie par la mé­
thode d’interpolation ; et l’on a :

DES DIFFERENCES. 243

252. Limites des racines d’une équation f(x) =  0. On con­
clut de cette form ule que, si les quantités u0, Δu0. . .  Δmu0,

sont positives, en donnant à x  une valeur telle que

| soient des quantités positives,

c’est-à-dire en faisant x  plus grand que x0+ (m— 1 )h, f(x) sera 
positif. On peut même ajouter qu’à partir de la valeur x = xQ 
+ (m — 1 )h, tous les termes qui composent le second membre 
de la formule [A] augmentent avec x, et que, par suite, il en est 
de même de f(x). Il résulte évidemment de là que x0+ (m— 1)h 
est une limite supérieure des racines positives de l’équation 
f (x) =  0; et les solutions de l’équation doivent être cherchées 
parmi les nombres inférieurs à cette limite.

De même, si l’on donne à x  une valeur x0 telle que les quan­
tités u0, Δu0, Δ2u0, . . .  Δnu0 soient alternativement positives et né­
gatives, x0 est une limite inférieure des racines : car, pour toute 
valeur de x  inférieure à x 0, chacun des termes de f(x) devenant 
positif, f(x) ne peut plus devenir nulle.

RÉSUMÉ.

248. But de l’interpolation : Condition arbitraire que l’on s’impose. — 
246. Formule d’interpolation de Newton, applicable à une fonction 
dont on connaît les valeurs pour des valeurs équidistantes de la va­
riable. — 247. Remarque. — 248. La fonction trouvée est le seul 
polynôme, entier en x , qui puisse satisfaire aux conditions deman­
dées. — 249. Application à un exemple. — 250. Formule d’interpo­
lation de Lagrange. — 25 1. Application de la méthode d’interpolation 

------ ------ -..
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à la représentation exacte d’une fonction entière, de degré m, dont 
on connaît les valeurs correspondant à (m+ l) valeurs équidistantes 
de la variable. — 252. Limites des racines d’une équation f (x ) =  0.

EXERCICES.

I. On a observé une planète, et les ascensions droites ont été trouvées.

Le 12 janvier

19  janvier

20 janvier 

24 janvier

Trouver, par interpolation, l’ascension droite du 22 janvier à midi.

II. Les données restant les mêmes, trouver le jour et l’heure pour lesquels 
l’ascension droite a été nulle.
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES.

§ I. Séparation des racines.

253. Opérations préliminaires. Pour résoudre une équation 
numérique, il convient d’appliquer d’abord la méthode des 
racines cominensurables, et de supprimer les facteurs qui cor­
respondent à ces racines. On doit ensuite appliquer à l’équation 
la méthode exposée au livre III, chapitre III, pour la décom­
poser, s’il y a lieu, en plusieurs autres qui n’aient plus que des 
racines simples. La première de ces opérations n’a d’autre but 
que de rendre les calculs plus simples. La seconde est indispen­
sable; elle nous permettra d’affirmer, dans ce qui va suivre, 
que, s’il existe une racine a, deux nombres (a— h), (a +  h'), qui 
la comprennent, étant substitués dans l’équation, doivent donner 
des résultats de signes contraires, quand h et h' sont suffisam­
ment petits. Il suffit évidemment pour cela qu’il n’y ait aucune 
racine, autre que a, comprise entre (a—h) et (a + h').

Enfin, avant de commencer l’application de la méthode de 
recherche que nous allons exposer, il sera bon de fixer, par 
l’application des règles démontrées (208 et suiv.), une limite su­
périeure des racines positives et une limite inférieure des racines 
négatives que peut avoir l’équation proposée:

254. Substitution de nombres entiers consécutifs. Après 
avoir exécuté les opérations préliminaires dont nous venons de 
parler, et dont, je le répète, celle qui est relative aux racines 
égales est seule indispensable, on substituera, dans le premier 
membre de l’équation proposée, les nombres entiers consécutifs : 
— · . . ,  — 4, — 3, — 2, — 1, 0, +  1, +  2, +  3, +  4 . . . ,  compris 
entre les limites des racines. Cette substitution se fera, comme 
il a été expliqué (239), par la méthode des différences : c’est- 
à-dire que l’on calculera directement un nombre de valeurs 
consécutives égales au degré m de l’équation, et l’on en déduira 
leurs différences jusqu’à celle de l’ordre (m — 1). Puis, en se 
fondant sur ce que la différence de l’ordre m est constante on

CHAPITRE III.
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pourra calculer, par de simples additions ou soustractions, les 
valeurs des différences successives, et par suite celles du pre­
mier membre, correspondantes aux autres valeurs de la va­
riable. Il résulte de la loi même qui préside à la formation de 
ce tableau, qu'en faisant croître x , on arrivera à rendre la fonc­
tion et ses différences toutes positives; et qu’en donnant à x  des 
valeurs décroissantes, on finira par rendre la fonction et toutes 
ses différences alternativement positives et négatives. On s’arrê­
tera, dans les deux sens, lorsque ces conditions se trouveront 
réalisées; car aucune substitution ultérieure dénombrés entiers 
ne pourra, évidemment, modifier les signes.

Si les résultats de la substitution des nombres entiers dans le 
premier membre ne sont pas tous de même signe, il arrivera, 
une ou plusieurs fois, que deux résultats consécutifs soient de 
signes contraires; et nous pourrons affirmer, qu’entre les nom­
bres entiers correspondants il existe une racine ou un nombre 
impair de racines.

Si le nombre des intervalles, dans lesquels l’existence des ra­
cines réelles devient ainsi manifeste, est précisément égal au 
nombre des racines que le théorème de Descartes permet de 
supposer, les racines sont séparées ; c’est-à-dire que l’on est assuré 
d’avoir, pour chacune d’elles, deux nombres qui la comprennent 
et qui n’en comprennent pas d’autres.

Mais il s’arrive, au contraire, que le nombre de ces intervalles 
soit moindre que le nombre des racines possibles; et, en par­
ticulier, si les nombres entiers, substitués dans le premier mem­
bre, donnent tous des résultats de mêmes signes, on doit rester 
dans le doute, et recourir à de nouvelles substitutions. Mais ces 
substitutions ne doivent être faites que dans des intervalles 
choisis, où elles présentent quelque chance de succès. Voici 
comment on déterminera ces intervalles.

255. Choix des intervalles dans lesquels on doit fa ir e  de 
nouvelles su bstitu tio ns. Après avoir obtenu les résultats de la 
substitution des nombres entiers dans le premier membre de 
l’équation proposée, on portera sur une ligne droite, à partir 
d’une origine 0, des longueurs proportionnelles aux valeurs 1, 
2, 3,..., attribuées à l’inconnue x, et, en sens opposé, des lon­
gueurs destinées à représenter les valeurs négatives — 1,— 2,

246 LIVRE IV.
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— 3,...; puis, par l’extrémité de chacune de ces longueurs, on 
élèvera (sans y apporter aucune précision) une perpendiculaire 
représentant la valeur correspondante du premier membre de 
l’équation proposée, cette perpendiculaire étant portée dans un 
sens ou dans l’autre, suivant que la valeur est positive ou né­
gative. Il est évident que, si l’on procédait de la même manière, 
non plus seulement pour les valeurs entières, mais pour toutes 
les valeurs possibles de x, le lieu des extrémités des perpendi­
culaires serait une courbe; et les intersections de cette courbe 
avec la droite, sur laquelle on porte les x , ferait connaître les 
racines ; car elles correspondraient à la valeur de x  pour laquelle, 
le premier membre de l’équation s’annulant, il faut porter une 
perpendiculaire nulle au-dessus de l’axe. Les valeurs particu­
lières du premier membre, que nous avons obtenues, font con­
naître des points de cette courbe, et permettent de se faire à peu 
près une idée de sa forme, et d’en conclure, par conséquent, 
les intervalles dans lesquels l’existence des racines est pro­
bable, et où il convient de les chercher par des substitutions 
nouvelles.

Si, par exemple, en substituant a x  les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, on trouve pour le premier membre d’une équation, les va­
leurs

DES DIFFÉRENCES. 247

les points correspondants, qu’il faudra construire, sont placés à 
peu près comme il suit :

Et l’on conçoit que, si la courbe qui les réunit coupe l’axe 
des x , ce doit être entre les points 2 et 3. Cependant nous ne 
sommes nullement en droit d'affirmer que, dans les autres inter­
valles, il n’y ait pas de racines; il pourrait même, à la rigueur, 
en exister entre 5 et 6 (intervalle où l’inspection des résultats 
précédents n’en ferait certainement pas présumer). Il suffirait
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que la courbe inconnue, qui réunit nos différents points, fût 
suffisamment contournée.

256. Théorème. Il existe cependant un théorème, qui assigne 
une limite aux irrégularités que peuvent présenter les courbes 
analogues à celles dont il vient d’être question.

Si l'équation proposée est de degré m, une parallèle à la ligne, sur 
laquelle onporte les valeurs de x, ne peut, dans aucun cas, rencontrer 
la courbe en plus de m points.

Soit, en effet, d la distance de cette parallèle à la ligne des x; 
elle rencontrera la courbe précisément aux points qui corres­
pondent aux valeurs de x , pour lesquelles le premier membre 
est égal à d. Or, en égalant le premier membre à un nombre 
donné, on obtient une équation de degré m, qui ne peut avoir 
plus de m racines. J’ajoute que souvent l’application du théo­
rème de Descartes à cette équation donnera une limite plus 
petite encore.

Si l’on revient à l’exemple proposé dans le chapitre précé­
dent, on voit que l’existence d'une racine, comprise entre 5 et 6, 
exigerait que la courbe pût être coupée entre quatre points au 
moins par une parallèle à la ligne des x , et que, par suite, l’é­
quation, obtenue en égalant le premier membre à un nombre d, 
pût avoir quatre racines positives.

257. Substitution de nombres équidistants d’un dixième. 
Lorsque l'inspection des résultats obtenus aura indiqué les in­
tervalles, dans lesquels on présume l’existence des racines, on 
devra substituer, dans ces intervalles, des nombres équidistants 
d’un dixième; et il arrivera, le plus souvent, que ces sub­
stitutions montreront assez nettement la forme de la courbe, 
pour qu’on aperçoive avec certitude les limites qui comprennent 
les racines, ou que l’on acquière la conviction qu’il n’en existe 
pas. Nous n’avons rien à ajouter sur la manière de tirer parti 
de ces résultats nouveaux : il faudrait répéter, mot pour mot, 
ce que nous avons dit au sujet de la substitution des nombres 
entiers.

Pour calculer les résultats de la substitution des nombres, de 
dixièmes en dixièmes, il faudra procéder comme pour celle

248 LIVRE IV.
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des nombres entiers : calculer d’abord un nombre de résultats 
consécutifs égal au degré de l’équation, former les différences 
qui en résultent, et chercher ensuite les valeurs suivantes par 
de simples additions.

g II. Étude spéciale du cas où l’équation est du troisième degré.

258 . S im plification  relative  a cette éq ua tio n . Soit un po­
lynôme du troisième degré

DES DIFFÉRENCES. 249

Supposons que l’on ait substitué des nombres équidistants 
dont la différence soit h ; on connaît la valeur de la fonction φ(x) 
pour une certaine valeur x = x 0 de la variable, et l’on a formé, 
de plus, Δφ(x0), A2φ(x0), Δ3φ(x0). Nous allons donner un moyen 
simple de calculer les différences qui correspondraient à un 
accroissement dix fois moindre, et que nous représenterons par

Pour former il faut prendre la différence du second
membre, c est-a-dire son accroissement quand on y cnange x 0

on aura

donc, en substituant, il vient :

est du second degré.or, du premier et
constant ; on a donc :
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On trouvera de même :

ou, d'après ce qui précède,

Ainsi donc :

hSi, dans ces formules, on remplace h par        , on aura :

A l’inspection de ces formules, on voit que, connaissant les va­
leurs des différences Δ, on formera immédiatement               , qui
est la millième partie de se compose de deux
termes dont le second est précisément que l’on vient de
former, et le premier est la centième partie de la différence

c’est-à-dire de la différence qui précède
dans la série des se compose de trois termes; les
deux derniers sont connus. L’un est la sixième partie de

l’autre est la moitié de c’est-à-dire d’un terme déjà

calculé pour former          Quant au troisième terme on

remarquera qu’il est la dixième partie de et que l’on a :
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Le second membre se compose de trois termes connus, et on le 
calculera facilement.

En résumé :

DES DIFFÉRENCES. 251

est la millième partie de

est la somme de et de la centième partie du
erme qui précédé ) dans la serie des 

se compose de la sixième partie , de la moitié
du terme calculé pour obtenir et de la dixième partie de
l’expression

dont les trois termes sont connus.

2 5 9 . Application de la méthode précédente. Considérons 
l’équation

Si nous substituons à x  les valeurs — 1,0, + 1, nous trouvons, 
pour le premier membre, les valeurs correspondantes 13, 7, 1, 
dont les différences premières sont — 6, —6, et la différence 
seconde 0. Quant à la différence troisième, on sait (236) qu’elle 
est égale à 6. Nous formerons donc le tableau suivant :

nous en déduirons, par des additions successives, la table des 
valeurs de Δ 2y, Δ y, y, que j’inscris dans un nouveau tableau, 
afin que l’on aperçoive mieux, dans le précédent, les résultats 
qui servent de base à tous les autres.
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X  y  \ y  

— 4 —29 30 — 18 6
— 3 1 12 — 12 6
— 2 13 0 — 6 6
— 1 1 3 — 6 0 6

0 7 — 6 6 6
1 1 0 12 6
2 1 12 18
3 13 30
4 43
5

A l’inspection des valeurs de y, on voit qu’il existe une racine

252 LIVRE IV.

négative comprise entre 
— 3 et — 4; et, comme la 
règle de Descartes apprend 
qu’il n’en existe qu’une, il 
n’y a pas lieu d’en cher­
cher d’autres.

Quant aux racines posi­
tives, il peut en exister 
deux; mais pour les décou­
vrir, nous devons recourir 
à de nouvelles substitutions. 
Si nous représentons gra­
phiquement les résultats 
obtenus, nous obtenons la 
figure ci-contre.

La cour be, qui réunit ces 
points, ne devant être cou­
pée qu’en trois points par 
une parallèle à la ligne des

x, ne peut évidemment couper cette ligne qu’entre les points 
1 et 2; c’est donc entre x = l  c t x = 2 , que nous devons sub­
stituer des valeurs distantes de 0,1.

Nous savons que, pour a? =  1, le premier nombre, que nous 
désignons par y, est lui-même égal à 1 ; on a, de plus, pour des
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accroissements de x  égaux à l’unité,

L’accroissement devenant égal à nous trouverons (2o8) :

et nous pourrons, d’après ces valeurs, former le tableau suivant :

x y oy 8*y a y

1 1 —0,369 0,066 0,006
• · 1,1 0,631 -0,303 0,072 0,006

1.2 0,328 —0,231 0,078 0,006
1.3 0,097 —0,153 0,084 0,006
1.4 —0,056 —0,069 0,090 0,006
1.5 —0,125 0,021 0,096 0,006
1.6 —0,104 0,117 0,102 0,006
1.7 +0,013 0,219 0,108 0,006
1.8 0,232 0,327 0,114
1.9 0,559 0,441
2 1

On voit, à l’inspection de ce tableau, que y change de signe, 
quand x  passe de la valeur 1,3 à la valeur 1,4 et de la valeur 1,6 
à 1,7. Il y a donc deux racines positives, dont les valeurs, à un 
dixième près, sont 1,3 et 1,6.

2GO. Calcul les  ra cines a moins de 0,01. Pour obtenir une 
plus grande approximation, il faudra substituer à x  des valeurs 
distantes de 0,01, entre 1,3 et 1,4, et entre 1,6 et 1,7. Ces substi­
tutions se feront, comme les précédentes, au moyen des diffé­
rences. On commencera par remarquer que, pour a; =  1,3, on 
a y =  0,097; à partir de cette valeur, les différences relatives à 
un accroissement de x  égal à 0,1, sont, comme on le voit par le 
tableau précédent :

Pour en déduire les valeurs des différences relatives à un ac­
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croissement de # égal à 0,01, nous appliquerons les formules 
données plus haut; et nous trouverons :

254 LIVRE IV.

et, comme on a, d’ailleurs, pour # = 1 ,3 , y =  0,097, on peut 
former le tableau suivant :

x y Ay A2y A5y

1.3 0,097000 —0,018909 0,000786 0,000006
1.31 0,078091 —0,018123 0,000792 id.
1.32 0,059968 —0,017331 0,000798 id.
1.33 0,042637 —0,016533 0,000804 id.
1.34 0,026104 —0,015729 0,000810 id.
1.35 0,010375 —0,014919 0,000816 id.
1.36 —0,004544 —0,014103 0,000822 id.
1.37 —0,018647 —0,013281 0,000828 id.
1.38 —0,031928 —0,012453 0,000834
1.39 —0,044381 —0,011619
1.4 —0,056000

On calculera, au moyen des mêmes formules, les valeurs de 
Ay, A*y, Asy, qui correspondent à des accroissements de x  égaux 
à 0,01, à partir de la valeur # = 1 ,6 ;  et l’on formera le tableau 
suivant :

# y Ay A 2y A 3y

1.6 —0,104000 0,007281 0,000966 0,000006
1.61 —0,096719 0,008247 0,000972 id.
1.62 -0,088472 0,009219 0,000978 id.
1.63 —0,079253 0,010197 0,000984 id.
1.64 —0,069056 0,011181 0,000990 id.
1.65 —0,057875 0,012171 0,000996 id.
1.66 -0,045704 0,013167 0,001002 id.
1.67 —0,032537 0,014169 0,001008 id.
1.68 —0,018368 0,015177 0,001014
1.69 —0,003191 0,016191
1.7 -J-0,013000
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On voit, d’après ces tableaux, que les deux racines sont com­
prises, l’une entre 1,35 et 1,36, l’autre entre 1,69 et 1,70. Pour 
calculer la plus grande, à un millième près, il faut substituer, 
entre 1,69 et 1,70, des valeurs distantes d’un millième. Ces va­
leurs, calculées par le même procédé que les précédentes, résul­
tent du tableau suivant :

x y Ay A'y A3y

1.69 —0,003191000 0,001573371 0.000010146 0,000000006
1.691 —0,001617629 0,001583517 0,000010152 id.
1.692 —0,000034112 0,001593669 0,000010158 id.
1.693 +0,001559557 0,001603827 0,000010164 id.
1.694 0,003163384 0,001613991 0,000010170 id.
1.695 0,004777375 0,001624161 0,000010176 id.
1.696 0,006401536 0,001634337 0,000010182 id.
1.697 0,008035873 0,001644519 0,000010188 id.
1.698 0,009680392 0,001654707 0,000010194
1.699 0,011335099 0,001664901
1.70 0,013000000

On voit que y change de signe, lorsque x  passe de la valeur 
1,692 à 1,693. La racine est donc, à un millième près, égale à 
1,692.

26i. E mploi dune pr o po r tio n  po u r  o b ten ir  la  r a c in e . Les 
tableaux précédents permettent de pousser l’approximation plus 
loin encore. Remarquons en effet, que, dans le dernier de ces 
tableaux, la différence seconde est extrêmement petite. On peut 
donc, sans erreur sensible, la considérer comme nulle, et admet­
tre, par suite, que les accroissements de y soient proportionnels 
à ceux de x. Nous pourrons alors obtenir la valeur de x, pour 
laquelle y est nul, en procédant comme on le fait dans l’emploi 
des tables de logarithmes. Nous dirons :

Lorsque a; augmente de 0,001, et passe de la valeur 1,692 à 
la valeur 1,693, la variation de y  est 0,001593669. Pour que la 
variation dey soit 0,000034112, c’est-à-dire pour que y devienne 
zéro, il faut donc que la variation δ de a; satisfasse la proportion
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d’où Ton déduit :
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en sorte que la racine est égale, approximativement, à 
1 ,69*20214.

On doit observer que la différence seconde, que nous avons 
considérée comme nulle, étant, en réalité, un peu plus grande 
que 0,00001, peut influer sur le septième des chiffres décimaux; 
et il n’y a, par conséquent, aucune raison pour le considérer 
comme exact.

On doit donc considérer la racine comme égale à 1,692021.

2G2. Au t r e  a pplic a t io n . Dans l’exemple précédent, la déter­
mination des intervalles, dans lesquels il convenait d’effectuer 
de nouvelles substitutions, n’a présenté aucune difficulté. Mal­
heureusement il n’en est pas toujours ainsi. Nous en citerons un 
exemple.

25 6  LIVRE IV.

Si nous substituons à x  les valeurs — 1, 0, 1, nous trouvons 
pour valeurs correspondantes de y , —49,001, — 0,001, 0,999, 
dont les différences sont 49, 1, et la différence seconde — 48. 
Quant à la différence troisième, elle est (256) égale à 54.

Nous pouvons, d’après cela, former le tableau suivant :

x  y \ y  &}y | \ 9y

—1 —49,001 49 —48 54
0 — 0,001 1 6 54
1 +  0,999 7 60 54
2 7,999 67 114
3 74,999 181
4 255,999

si l’on représente ces valeurs graphiquement, ainsi qu’on l’a 
indiqué (255), on voit clairement qu’il existe une racine entre 
x =  0 et a?= 1 ; mais rien ne fait pressentir qu’il y en ait d’au­
tres, et ne porte à essayer de nouvelles substitutions. Si, cepen­
dant, on substitue les valeurs distantes de 0,1 entre x = l  et 
x  =  2, on trouve que les valeurs des différences, relatives à a; —1 
et à un accroissement de x  égal à 0,1, sont \ y  =  — 0,461, 
A7y =  o, 114, A*y =  0,054; ce qui permet de former le tableau 
suivant:
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X  y  \ y  A 2 y  A s y

1 0,999 --0,461 0,114 0,054
1.1 0,538 —0,347 0,168 id.
1.2 0,191. —0,179 0,222 id.
1.3 0,012 -}-0,043 0,276 id.
1.4 0,055 0,319 0,330 id.
1.5 0,374 0,649 0,384 id.
1.6 1,023 1,033 0,438 id.
1.7 2,056 1,471 0,492 id.
1.8 3,527 1,963 0,546
1.9 5,490 2,509
2 7,999

En représentant graphiquement les résultats qui y sont conte­
nus, l’on voit clairement que la courbe, qui passe par les points 
obtenus, ne peut couper la ligne des x  qu’entre le point 1,3 et 
le point 1,4. Substituons donc, entre ces deux valeurs, des va­
leurs de x  distantes de 0,01 : ces valeurs se calculeront, comme 
les précédentes, en formant d’abord, par les formules (238), les 
valeurs de Ay, A?y, et A3y qui correspondent à x =  1,3, et à des 
accroissements de la variable égaux à 0,01 : nous formerons ainsi 
le tableau suivant :

x  y  \ y  A2y A3y

1.3 -1-0,012000 -0,006501 0,002274 0,000054
1.31 -j-0,005419 -0,004307 0,002328 id.
1.32 -f-0,001112 —0,001979 0,002382 id.
1.33 —0,000867 +0,000403 0,002436 id.
1.34 -0,000464 0,002839 0,002490 id.
1.35 +0,002375 0,005329 0,002544 id.
1.36 +0,007704 0,007873 0,002598 id.
1.37 +0,015577 0,010471 0,002652 id.
1.38 -j-0 ,026048 0,013123 0,002706
1.39 +0,039171 0,015829
1.4 + 0 ,055000

Ce tableau prouve que l’une des racines est comprise entre 1,32 
et 1,33, l’autre entre 1,34 et 1,35.

Alg. s p . B. 17
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g III. Méthode de Newton.

2G3. Exposé de la méthode. Lorsque l’on considère une fonc­
tion dans un intervalle très-peu considérable, on peut presque 
toujours, sans erreur sensible, regarder ses accroissements 
comme proportionnels à ceux de la variable, et les représenter 
par le produit de la dérivée de la fonction par l’accroissement 
même de la variable. L’erreur, commise dans cette substitution, 
sera d’autant moindre, que l’on prendra des accroissements 
plus petits. Cette remarque s’applique à toutes les fonctions, 
mais nous la développerons seulement ici sur les fonctions algé­
briques entières, pour l’appliquer à la résolution des équations 
considérées dans ce chapitre.

Soient

258 LIVRE IV.

une équation algébrique, et a une valeur approchée d’une ra­
cine, dont nous désignerons par (a-f-Λ) la valeur exacte; on 
aura évidemment :

ou

or, en négligeant les termes qui contiennent h à une puissance 
plus élevée que la première, on a, avec une approximation 
d’autant plus grande que h est plus petit :

l’équation [3] devient donc :

et l’on en déduit i

la valeur approchée de la racine est, par conséquent :
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En désignant cette valeur par b, et appliquant de nouveau le 
même procédé, on trouvera une valeur plus approchée encore
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et, en répétant cette opération plusieurs fois de suite, on obtien­
dra rapidement une très-grande approximation.

Il est impossible d’indiquer, d’une manière générale, et indé­
pendamment de tout exemple particulier, la rapidité avec la­
quelle croissent les approximations; mais, dans chaque cas, on 
s’en forme facilement une idée en procédant comme nous allons 
le faire dans l’exemple suivant.

204. Application. Exemple I. Reprenons l’équation (2S9) :

nous avons trouvé que l’une de ses racines est, à 0,001 près, 
égale à 1,692; si nous la désignons par 1,692 -f/i, ou, pour 
abréger par (α +  Λ), h sera plus petit que 0,001 ; et nous au­
rons :

par suite :

Or, pour a =  1,692, les coefficients de A* et de A3 sont, l’un plus 
petit que 3,2, l’autre moindre que l’unité ; en sorte que le second 
et le troisième terme du second membre sont moindres, l’un 
que 0,0000032, l’autre que 0,000000001 : nous avons donc, à 
4 millionièmes près.

Or on a, d’après le tableau (260), pour x  =  1,692 =  a:

d’ailleurs

donc
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Mais, d’après le résultat que nous venons d’obtenir, la valeur 
x =. l ,692 était exacte, non-seulement jusqu’à 0,001, mais en­
core à 0,0001 près, puisque la quatrième décimale est un zéro; 
de plus, d’après le même résultat, pour x =  1,6920, l’erreur h

260 LIVRE IV.

est moindre que 0,000025, ou donc, le nombre obtenu

est approché à moins de et la valeur de x  est, avec 8 dé­

cimales,

Nous avons donc une nouvelle valeur approchée de la racine

représentons sa valeur exacte par

nous aurons :

d’où

Or h' est plus petit que ŷ -8; par suite, h’2 est moindre que

son coefficient, d’ailleurs, est moindre que 3,2. D’un autre

côté, h'* est plus petit que et son coefficient est moindre 

que l’unité. Donc si l’on prend

l’erreur commise sera de l’ordre ~ s. Cet exemple suffit pour

donner une idée de la rapidité des approximations, et pour 
montrer comment on doit l’apprécier dans chaque cas.
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263. Exemple II. Soit donnée l’équation :

La première dérivée sera

et, par suite, le terme de correction :

Première approximation. On trouve immédiatement, que la 
racine réelle de l’équation est comprise entre 2,0 et 2,1.

Posons donc a —2,1; et partons de cette valeur pour trouver 
la racine x  avec plus d’exactitude. En remplaçant x  par 2,1, 
dans les fonctions F(æ) et F'(æ), nous aurons :

et

donc

et, par suite,

Deuxième approximation. Partant de cette nouvelle valeur ap­
prochée de la racine, nous aurons d’abord :

donc

et

L’erreur ht étant moindre que , et les coefficients de A,*
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et Λ-ι8 étant, le premier environ le second -L  il s’ensuit que
Δ  J 1

l’erreur de la nouvelle valeur de x  sera plus petite que 

Troisième approximation. Posons maintenant x =  2,094 552; 

comme l’erreur de c est moindre que yjy, et que, de plus, les 

coefficients de V  et de V  restent à très-peu près les mêmes, 

nous pourrons compter sur une approximation de 

On a d’abord :

262 LIVRE IV.

donc

et
Ge qui donne :

et

exacte à moins de

Quatrième approximation. Pour pousser encore plus loin 
l’approximation de la racine, posons :

nous aurons, pour les puissances de x  ou de d:

et

et, par conséquent,
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Donc, la valeur de Λ3 sera :

ou
on a donc pour la nouvelle valeur :

valeur exacte à moins de Un nouveau calcul donnerait la 

racine, à moins de y ^ .

2G6. Représentation graphique de la méthode de Newton. 
La méthode d’approximation, que nous venons d’exposer, peut 
se représenter graphiquement d’une manière très-simple, que 
nous croyons devoir indiquer ici, quoiqu’elle exige des notions 
de géométrie analytique.

La recherche des racines réelles de l’équation f(x) =  0 revient 
à celle des points où la courbe, qui a pour équation y =  f(x), 
coupe l’axe des x. En désignant par a une valeur approchée de 
la racine, et par f(a) la valeur correspondante de y, l’équation 
de la tangente à la courbe y =  f(x), au point dont les coordon­
nées sont a et f(a), est :

Cette tangente coupe l’axe des x  en un point dont l’abscisse x 
est évidemment

c’est-à-dire précisément égale à la valeur fournie par la mé­
thode de Newton.

D’après cela, la méthode de Newton 
équivaut à la construction suivante : 

Ayant la position approchée, P, du 
point O où une courbe coupe l’axe des 
x, pour en obtenir une autre plus ap­

prochée encore, on mène, au point M de la courbe qui se pro­
jette en P, une tangente MT; et le point T est, en général, beau-
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coup plus près que P de l’intersection cherchée. En répétant la 
même construction, on obtiendra un nouveau point T' encore 
plus rapproché que le précédent ; et ainsi de suite.

Il peut arriver, cependant, qu’en appliquant la méthode de 
Newton, on obtienne une valeur de la racine moins approchée 
que celle que l’on a déjà : et il importe, pour opérer avec certi­
tude, d’entourer la méthode de quelques précautions indispen­
sables.

267. Cas qui peu v en t  se pr é se n t e r  dans l’application  de 
la m éthode. Supposons que l’on ait trouvé deux nombres, a, b, 
(a<^b), qui comprennent une racine, et une seule, de l’équa­
tion f{%) =  0; de telle sorte que f(a) et f{b) soient de signes 
contraires. Supposons, en outre, que ces deux nombres a, b, 
soient assez rapprochés, pour que, x  variant depuis a jusqu’à b, 
f'(x) et f"(x) ne changent pas de signe. Puisque f(x )  conserve 
son signe, f(x) est constamment croissant ou constamment dé­
croissant; et, puisque f"(x) conserve le sien, f'(x) est également 
toujours croissant ou toujours décroissant. En d’autres termes, 
l’ordonnée de la courbe y =  f(cc) va toujours en augmentant ou 
toujours en diminuant; et l’angle, que la tangente à la courbe 
fait avec l’axe des x, varie aussi toujours dans le même sens.

D’après cela, quatre cas peuvent se présenter. Si /*(«)> 0, on
Fig. 1. Fig. 2.

264 LIVRE IV.

a /(6) < 0 ;  par suite, f(x) diminue, et f'(x) est constamment
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négatif. La courbe affecte alors l’une des deux premières formes : 
savoir, la première, si f"[x) est constamment positif, et la 
deuxième, si f"{x) est constamment négatif.

Si, au contraire, f(ci) est négatif, on a f(b)^>0; par suite, 
f (x )  est constamment positif : et la courbe affecte alors l’une des 
deux dernières formes : la troisième, si f '(x )  est positif, et la 
quatrième, si f"(x) est négatif.

2G8. Moyen d’o pé r e r  avec c e r titu d e . Cela posé, il est évi­
dent que, pour avoir avec certitude une valeur de x  plus ap­
prochée que l’une des limites a, b, qui la comprennent, il faut, 
dans le premier cas (fig. 1), mener la tangente au point A, qui 
correspond à la limite inférieure a, c’est-à-dire, poser
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il faut, dans le second cas, mener la tangente au point B, qui 
correspond à la limite supérieure b, et poser

Il faut de même appliquer la formule [2] dans le troisième cas, 
et la formule [1] dans le quatrième.

On remarque d’ailleurs que, dans le premier et le quatrième 
cas, où l’on doit appliquer la formule [l], f(a) et f { a ) sont de 
môme signe, tandis que fib) et f"(b) sont de signes contraires; 
et que, dans le second et le troisième, où l’on doit appliquer la 
formule [2], f(b) et f"(b) sont aussi de même signe, tandis que 
f(a) et f'(a) sont de signes contraires. On conclut de là cette 
règle générale :

Lorsque Von connaîtra deux limites, a, b, qui comprennent une 
seule racine de Véquation f (x) =  0, et qui en sont ainsi, chacune, 
une valeur approchée, si ces deux limites sont assez rapprochées pour 
que, x variant de a à b, f'(x) et ff(x) ne puissent changer de signe, 
on prendra la formule
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et Von y remplacera z par celle des deux limites qui rendra f(z) et 
f"(z) de même signe.

Le résultat sera une valeur de x plus approchée que la limite dont 
on se sera servi. En substituant cette valeur dans la même formule, 
on obtiendra une nouvelle valeur encore plus approchée; et ainsi de 
suite.

2 6 9 .  E m pl o i sim u l t a n é  d e  l a  m ét h g d e  d e  N e w t o n  e t  d e  l a

MÉTHODE DES PARTIES PROPORTIONNELLES. Il CSt fa c i le  de VOIT, CJUü
la méthode des parties proportionnelles ( 2 6 1 )  donnerait pour 
valeur approchée x  — OK, K étant le point où la corde AB ren­
contre l’axe des x. Car on a, dans chacune des figures,

266 LIVRE IV.

ou

et I on voit que :

c’est-à-dire que les accroissements PK et QK sont proportion­
nels aux variations des ordonnées.

On remarque, d’ailleurs, que si la méthode de Newton donne 
une valeur trop petite pour x, la méthode des parties propor­
tionnelles donne une valeur trop grande, et vice versa. Par con­
séquent, la valeur exacte de x  est comprise entre les deux ; et 
l’erreur commise est moindre que leur différence.

RÉSUMÉ.

253. Opérations préliminaires à exécuter, quand on veut résoudre une 
équation numérique. — 254. Substitution de nombres entiers consé­
cutifs. — 255. Choix des intervalles dans lesquels on doit faire de 
nouvelles substitutions. — 253. Théorème qui limite les irrégulari­
tés que peut présenter la courbe dont on fait usage. — 257. Substi­
tution de nombres équidistants d’un dixième. — 258. Simplifica­
tion des calculs dans le cas où l’équation est du troisième degré. —
259. Application à un exemple. Calcul des racines à 0,1 p rès .—
260. Calcul à 0,01 près. — 261. Emploi d’une proportion analogue à 
celle dont on fait usage dans la théorie deslogarilhmes. — 262.Exem-
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pie d’une équation à laquelle les règles précédentes s’appliquent mal. 
— 265. Méthode de Newton. — 264, 265. Applications à deux 
exemples. — 266. Représentation graphique de la méthode. — 
267,268. Rectification de la méthode, qui permet d’opérer avec cer­
titude. — 269. Emploi simultané de la méthode de Newton et de la 
méthode des parties proportionnelles.

EXERCICES.

I. Déterm iner la racine réelle de l’équation
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On trouve :

II. Déterm iner la racine réelle de l ’équation

On trouve :

III. Déterm iner les racines réelles de l ’équation

On trouve

IY. Déterm iner les racines réelles do l’équation

On trouve

V. Déterm iner les  racines réelles de l ’équation

On trouve :

VI. Partager un e dem i-sphère, de rayon 1 , en deux parties équivalen tes, par 
an plan parallèle à la hase.

En désignant par x  la  distance du plan parallèle au centre, on trouve :
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CHAPITRE IY.

RÉSOLUTION DES EQUATIONS TRANSCENDANTES.

270. But de ce c h a pitr e . Nous nous bornerons à traiter, dans 
ce chapitre, quelques équations transcendantes, choisies parm i 
celles que l’on rencontre dans les applications des sciences m a­
thématiques, et qui nous perm ettront d’exposer, d’une manière 
complète, les méthodes auxquelles les géom ètres ont le pim, 
souvent recours pour leur résolution.

§ I. Application de la théorie des différences à la résolution des équations 
transcendantes.

271. Méthode de résolu tion . La méthode, que nous appli­
quons aux deux exemples qui vont suivre, est très-fréquemment 
employée; elle consiste à substituer dans l’équation proposée 
des nombres équidistants, absolument comme dans le cas d’une 
équation algébrique. Lorsque l’on a trouvé deux substitutions 
qui donnent, dans le premier membre, des résultats de signes 
contraires, on conclut qu’il existe une racine entre les valeurs 
correspondantes de x; et dans l’intervalle on substitue des nom­
bres plus rapprochés, qui permettent de resserrer la racine entre 
deux limites nouvelles et plus étroites. Cela fait, on considère le 
tableau qui comprend : 1° les valeurs attribuées à l’inconnue ; 
2° les valeurs correspondantes du premier membre de l’équa­
tion; 3° les différences des divers ordres qui s’en déduisent. S’il 
arrive que les différences d’un certain ordre, du troisième par 
exemple, soient négligeables, on en conclut que la fonction peut 
être remplacée, sans erreur sensible, dans l’intervalle considéré, 
par une fonction algébrique (du second degré, si la différence 
troisième est considérée comme nulle). La théorie de l’interpo­
lation fera connaître cette fonction; et, en la substituant au pre­
mier membre de l’équation, on aura ramené le problème à la 
résolution d’une équation du second degré.

Si les différences du second ordre étaient négligeables, on 
ram ènerait l’équation à une équation du prem ier degré ; et la
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méthode reviendrait à l’emploi des parties proportionnelles, 
dont on fait usage, dans un cas analogue, en se servant des 
tables de logarithmes.

272. Exemple I. Soit donnée l’équation
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équation qui se présente, en mécanique, dans l'étude de la chaînette.
JNous voyons que celte équa­

tion ne change pas, lorsqu’on 
remplace x  par (—x) ; par con­
séquent, à chaque racine corres­
pond une autre racine égale, 
mais de signe contraire.

Pour mieux étudier cette équa­
tion, posons :

nous aurons alors les équations 
de deux lignes, dont les points 
d’intersection ont pour abscis­

ses les racines de 1 équation.
La première de ces deux lignes AA' est une courbe transcen­

dante, n’ayant qu’une seule branche infinie dans les deux sens. 
Cette branche, qui a pour asymptotes les lignes logarithmiques 
dont les équations sont :

passe par l’origine des coordonnées, qui est, en même temps, 
son centre.

La seconde de ces deux lignes BB' est une droite qui passe 
également par l’origine.

Comme les deux lignes passent par l’origine, l’équation est 
vérifiée par x  =  0. En outre, il est facile de voir qu’elles n’ont 
qu’une seule intersection du côté des x  positifs ; par conséquent, 
l’équation a une racine positive que nous allons déterminer.

Mettons d’abord l’équation sous la forme,
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et cherchons les valeurs que prend cette fonction pour des 
valeurs entières de la variable x. Nous aurons :

2 7 0  LIVRE IV.

La racine est donc comprise entre 2 et 3.
Si maintenant nous cherchons les valeurs de u, correspon­

dant à a; =  2,5, x  =  2,6,æ =  2,7..., nous aurons :

et la racine est comprise entre 2,6 et 2,7.
En partageant cet intervalle en dix parties égales, et en cal­

culant les valeurs intermédiaires de u avec leurs différences, 
nous aurons le tableau suivant :

x u \ u  S?u

2.64 — 0,00792 8871 140
2.65 +0,08079 9011 142
2.66 +0,17090 9 1 5 3  14 5
2.67 +  ° , 26 2 4 3  9298 145
2.68 +0,35541 9443
2.69 +0,44984

Les différences du second ordre étant peu différentes, la fonc­
tion ux, prise entre x =  2,64 et x  =  2,65, peut être considérée 
comme une fonction algébrique du second degré. On appliquera 
donc la formule d’interpolation de Newton,

dans laquelle on devra poser :
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Gomme x — x 0 est la correction à faire à la valeur approchée

sera le nombre de centièmes de cette correction.

Donc, en nommant z  le nombre de centièmes que l’on doit 
ajouter à 2,64 pour former la racine, on a :

et ux devant être nul, on en déduit ;

Pour résoudre cette équation du second degré, on peut pro­
fiter de ce que z est très-petit, pour négliger d’abord le second 
terme du second membre, et prendre comme première ap­
proximation ;

Puis remplaçant z par cette valeur dans le second membre de 
l’équation [1], on trouve plus exactement :

par suite, la valeur de x est :

275. Exem ple II. Résoudre l’équation

équation importante qui se présente dans le calcul des orbites des 
planètes. Soient donnés :

et

Comme nos tables ordinaires ne donnent pas les valeurs des 
sinus naturels, mais celles de leurs logarithmes, nous prendrons 
les logarithmes vulgaires des deux membres de l’équation ; ce

>
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qui du reste simplifiera beaucoup le calcul. L’équation se pré­
sentera alors sous la forme

272 LIVRE IV.

ou

Pour obtenir une première valeur approchée de x, posons 
d’abord :

i  o u i .  / V e //  Λ 1  .

nous aurons :

et
donc

De la même manière, nous trouverons pour x =  14°:

et
donc

De cette diminution rapide de la fonction ux, nous pouvons 
conclure, avec quelque probabilité, que la valeur x =  14’ est 
très-rapprochée de l’une des racines de l’équation.

En effet, on trouve par des substitutions directes :

La racine est donc comprise entre 14°30' et 14°40\ 
Partageant cet intervalle en deux parties égales, on aura :

pour

Par conséquent la racine est comprise entre 14°35' et I4°40'; 
et elle est très-près du premier de ces deux nombres.
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Pour obtenir une valeur plus approchée de x , cherchons, à 
7 décimales, les valeurs de la fonction ux correspondant aux 
valeurs de x, de dix en dix secondes, depuis x  =  14°35'; et 
formons le tableau suivant, après avoir pris les différences 
successives :

x  u \u  \ 2u

14°35' +0,0004870 0,0009924 —0,0000040
14°35'10" — 0,0005054 —0,0009884 — 0,0000040
14°35'20" — 0,0014938 — 0.0009844 —0,0000039
14°35'30" — 0,0024782 —0,0009805
14°35'40" — 0,0034587

On voit que, pour des valeurs de x  équidistantes et assez 
voisines, les différences secondes de la fonction ux sont à peu 
près égales; donc le premier membre de l’équation proposée, 
dans les limites restreintes que nous lui avons tracées, peut être 
considéré comme une fonction algébrique du second degré.

En procédant comme dans le cas précédent, on trouve :
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et en substituant les valeurs de «0, àu0 et Δ2«0 contenues dans le 
tableau, savoir :

nous aurons :

ou

et, en prenant la plus petite racine de celte équation du second 
degré (la plus grande surpasserait 596), on a :

Dans ce calcul, nous avons pris pour unité d’intervalle l’arc de 
A l g . s p . B. 18
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dix secondes; la correction sera donc =  4",902, et la racine, 
exacte aux millièmes de secondes, est :

274  LIVRE IV.

Si nous voulons vérifier ce résultat, nous trouverons :

et
donc

le résultat obtenu est exact.
Mais l’équation [l] étant une équation transcendante, outre 

celte première racine réelle, il peut y en avoir encore une ou 
plusieurs autres, ou même une infinité.

En effet, lorsqu’on continue les recherches, on trouve encore 
sur la première circonférence du cercle, trois autres racines

de plus, à chacune de ces quatre valeurs de x } correspondent 
une infinité d’autres, positives ou négatives, et qui sont toutes 
comprises dans l’expression générale

À étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.

§ II. Résolution des équations transcendantes par la méthode 
des substitutions successives.

274. Méthode des substitutions successives. La méthode, 
que nous appliquerons à l’exemple qui va suivre, est d’un emploi 
très-commode dans tous les cas où la nature du problème per­
met de l’adopter. Voici, d’abord, d’une manière générale, le 
principe sur lequel elle repose.
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Soit x  =  y(x)

une équation (mise, comme on voit, sous une forme parties  
lière); et supposons que l’on ait trouvé une valeur approchée a 
de sa racine : on aura, par suite, approximativement :

soit b cette valeur; en l’adoptant, on trouvera :

soit c cette troisième valeur; on en déduira :

et la série des nombres a, 6, c, d ..,q u i peut se continuer indé­
finiment, convergera, quelquefois, très-rapidement vers la véri­
table racine.

Pour apprécier la rapidité de cette convergence, nommons 
(α-j- h) la valeur exacte de la racine; nous aurons :

Or, la fraction

diffère peu de la dérivée φ'(α). On a donc, en désignant cette 
fraction par ©' (a) -j- ε :

donc

et, par suite,

l’erreur commise, en prenant φ (a) pour racine, est donc, à très- 
peu près, V  (a), c’est-à-dire le produit de l’erreur précédente 
h par φ' (a). On voit que l’erreur diminue, si φ' (a) est moindre 
que 1 ; dans le cas contraire, la méthode n’est pas applicable.

2 7 5 .  E x e m p l e . Déterminer les racinjs réelles de l’équation
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Il est évident que cette équation ne peut pas avoir de racines 
négatives, parce que, pour un x  négatif, le radical deviendrait 
imaginaire; nous n’avons donc qu’à nous occuper de la re­
cherche des racines positives.

Le calcul deviendra plus simple, si nous prenons les loga­
rithmes vulgaires des deux membres; l’équation devient alors :

276 LIVRE IV.

elle est ainsi sous la forme qui permet d’appliquer la méthode.

En posant

nous aurons deux lignes, dont les abscisses des points d’inter­
section représentent les racines de l’équation.

La première est une 
droite, bissectrice de l’angle 
des coordonnées orthogo­
nales; la seconde est une 
ligne logarithmique, for­
mée par une seule branche 
infinie, et ayant pour 

_ asymptote l’axe des y. Les 
deux lignes se coupent en 
deux points ; le premier très- 
voisin de l’origine ; l’ab­
scisse du second est com­

prise entre 5 et 6. Il ne peut y avoir d’autres points de rencon­
tre; et, par suite, l’équation n’a que deux racines positives.

Comme la valeur du terme connu de l’équation [1] est près 
de 6, posons, en premier lieu : x — 6, et substituons cette valeur 
dans le second membre de l’équation [1] ; nous aurons alors 
une valeur de a; plus rapprochée que la première,

En substituant celte seconde valeur de x  dans l’équation [1], 
nous aurons :
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Poursuivant ce procédé, nous obtiendrons pour la troisième 
substitution :

DES DIFFÉRENCES. 277

ensuite : 
puis : 
ou

Le dernier résultat est exact à sept décimales; car on trouve :

donc : 

d’où

Si nous reprenons les considérations générales, par lesquelles 
nous avons commencé ce paragraphe, nous verrons, en les ap­
pliquant à l’exemple actuel, que Ton a :

Or, x  étant à peu près égal à 6, cette valeur de <p'(a?) est à pei 
près et, par suite, chaque valeur obtenue est environ vingt 
fois plus approchée que'la précédente.

Il nous reste encore à évaluer la seconde racine de l'équation

racine qui est comprise entre 0 et 1. Gomme x  est nécessaire­
ment une fraction très-petite, nous pouvons négliger le premier 
terme de l’équation, qui deviendra alors :

d’où l’on tire x =  0,00000 00000 09211 97, 

valeur exacte à dix-sept décimales.
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§ III. Résolution des équations transcendantes par la méthode de Newton.

276. Exposé  de la m éthode . La méthode de Newton s'ap­
plique , sans modification, à la recherche des racines d’une 
équation transcendante, pourvu que l’on en connaisse toutefois 
line première valeur approchée.

Soit, en effet,

278 LIVRE IV.

une équation; et soit a une valeur approchée de la racine, dont 
nous représenterons la valeur exacte par (a-{-h).

On aura :

mais le rapport

diffère peu de F' (a) ; et l’on a, par conséquent, en désignant 
par ε un nombre très-petit :

d’où l’on déduit, en remarquant que F (a - f  h) est nul :

est, par suite, une valeur approchée de h.

277. Exem ple I. Soit donnée l’équation

Substituons d’abord à la variable x  les nonmres naturels ; 
nous aurons :

On en conclut que notre équation n’a qu’une seule racine réelle, 
et que cette racine est comprise entre 3 et 4.

Le calcul devient beaucoup plus simple, lorsque , au lieu de
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Iraiter l’équation sous la forme donnée [1], nous prenons les 
logarithmes vulgaires des deux membres; nous aurons alors :
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Ainsi donc nous aurons :

d’où

où e désigne la base des logarithmes népériens.
Ces valeurs de F (a?) et de F'(a?), substituées dans la formule 

générale, qui exprime la correction fournie par la méthode de 
Newton, donneront pour h.

P r e m iè r e  appro x im a tio n . Nous avons trouvé ci-dessus, que 
la valeur de x est comprise entre 3 et 4. Posons d’abord x =  3, 5, 
et calculons à 3 décimales. Nous aurons alors :

d’où

et

donc

et la valeur approchée de x  sera :

Deuxièm e approxim ation . Nous avons :
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donc

et

ou

T r o isièm e  approxim ation . Pour avoir une valeur de x  encore 
plus approchée, posons maintenant :

nous aurons :

ce qui donne pour valeur de h,

et la valeur de x, exacte à dix décimales, est :

278. Ex em ple  II. Résoudre l’équation :

et soient

Cette équation se présente dans l'élude du mouvement ellipliqu' 
des planètes, lorsqu'on cherche la position de l'astre dans son orbite, 
à une époque donnée.

Avant de passer à la résolution de cette équation, nous allons 
montrer comment on réduit en degrés un arc de cercle exprimé 
en parties de rayons, et réciproquement.
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On sait que, pour le rayon =  1, la demi-circonférence du 
cercle, ou 180°, est égale à
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donc l’arc égal au rayon sera :

C'est donc par ce demiei nombre qu'il faudra multiplier la lon­
gueur d'un arc donné en parties du rayon, pour le ramener à la 
mesure ordinaire des arcs; et réciproquement, en divisant le nombre 
de secondes, que contient un arc de cercle, par 206264,806247...., 
on obtient sa longueur en parties du rayon.

Si, par exemple, nous voulions convertir en parties du rayon 
l’arc de cercle a =  329° 44'27", 66, nous aurions :

donc

et de là, en parties du rayon,

en sorte que l’arc de vaut environ !
rayon.

On donne quelquefois celte règle de conversion sous une autre 
forme, équivalente à la première. Désignons par a la longueur 
d’un arc en parties du rayon, et par a' le nombre de secondes 
qu’il renferme : si l’on divise a par la longueur de l’arc d’une 
seconde en parties du rayon, on a évidemment pour quotient a'.
Ainsi — T. =  a'. Mais l’arc d’une seconde et son sinus sont arc 1"
égaux à moins de y ^  ; donc :
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Ainsi, pour convertir en secondes un arc exprimé en parties 
du rayon, il faut diviser sa longueur par sin 1"; et réciproque­
ment, pour exprimer en parties du rayon un arc évalué en degrés, 
minutes et secondes, il faut le convertir en secondes, et multiplier le 
résultat par sin 1".

Nous n’avons pas besoin de dire que le logarithme de sin 1" 
se trouve à la première page des tables.

Ceci posé, déterminons d’abord le quadrant du cercle, qui 
comprend l’arc x: et pour cela, substituons à x, dans l’expres­
sion
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les valeurs linéaires de 0°, 90°, 180°, 270°, 390°. Le résultat sera :

Donc l’arc x  est compris entre 270° et 360e, ce qui était facile à 
prévoir ; et, comme son sinus est négatif, x  est plus petit que 
a =  329° 44' 27", 66.

P rem ièr e  appro x im a tio n , p a r  pa r ties  propo rtion nelles. 
Posons d’abord x  =  320°, et calculons la valeur correspondante 
de F(.r). Pour réduire l’expression en degrés, minutes et se­
condes, nous multiplierons, d’après la règle, le terme ε sin# par 
206264,8..., ou nous le diviserons par sin 1", et nous aurons :

ou
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donc 

et de là

Donc :
l’arc de 320° est donc trop petit.

De la même manière, on obtiendrait pour # =  330°,

donc l’arc x  — 330° est trop grand, et la racine de l’équation est 
comprise entre 320 et 330°.

La différence des deux valeurs,

et

étant égale à 28775", pour un intervalle de 10°, nous pourrons 
admettre comme valeur approchée de x ,

Application  de la méthode de Newton. On a :

Prenons la valeur approchée de x  comme point de départ.
Soient

nous aurons :
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Donc

et

Mais

Donc

valeur exacte aux centièmes de secondes.
Vérification du résultat obtenu: Nous avons trouvé :

donc

et

D’où

Or

Comme on voit, la méthode de Newton nous a donné, par un 
seul calcul, la valeur exacte de l’arc x.

§ IV. Résolution de l’équation cc =  tang x .

Cette équation se présente dans la théorie de la chaleur, et dans la 
théorie des vibrations des corps élastiques.

279. Considérations g é n ér a les . 1° Comme l’équation ne 
change pas lorsqu’on y remplace x  par (— x), il en résulte qu’à 
chaque racine correspond une autre racine égale, mais de signe
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contraire. Nous ne nous occuperons donc que de la recherche 
des racines positives.

2° Lorsque x  est positif, il faut que la tangente le soit égale­
ment, pour que (a? — tanga?) devienne nul. Les arcs x  sont donc 
terminés dans le 1er, le 3e, le 5e... quadrant du cercle, et leurs 
valeurs sont comprises entre η π  et (η -f- ± ) π ;  π  étant égal à la 
demi-circonférence du cercle ou à 180°, et n étant un nombn 
quelconque, entier et positif.

3° Dans chacun de ces quadrants, l’arc x  va en augmentart 
depuis x — η π  jusqu’à a? =  -f-f) π ; la tangente augmente d’une
manière continue depuis zéro jusqu’à l’infini; par conséquent, 
il y a dans chacun des quadrants indiqués une racine réelle, et 
il n’y en a qu’une seule ; et l’équation proposée admet une infi­
nité de racines positives et négatives.

4° L’équation étant vérifiée par x =  0, la racine correspon­
dante au premier quadrant est zéro ; pour toutes les autres va­
leurs de x , comprises dans le premier quadrant, on sait que 
tanga?>  arc x.

5° Si l’on représente par (η π  -f- a„) la n me racine («n étant 

moindre que il est facile de voir, que cet arc <*„ est d’autant

plus grand que n est plus grand.
Soit, en effet, η'π -f- αη· la solution qui correspond à un nom­

bre n' supérieur à n, on a :
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or, n ' étant plus grand que n ,  la différence η 'π  - f - α»’ —  η π  —  «„ 

ou ( n '—η)π+ an-—an est positive, puisque (η' — η)π est au moins 
égal à  π  ; donc (η 'π  - f -  a„') surpasse ( η π  -f- α„) ; donc tang <v est plus 
grand que tang«„; et, par suite, <v est plus grand que an, 
comme nous l’avions annoncé.

6° Si la valeur approchée de la racine est trop grande, l’arc 
est plus petit que la tangente ; si, au contraire, la valeur appro­
chée de x  est trop petite, l’arc est plus grand que la tangente,
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Car, dans chaque quadrant, (x — tanga?) est positif, tant que la 
valeur donnée à x  est inférieure à la racine ; et devient négative 
dès que cette valeur surpasse la racine.

280. Calcul de la pr e m iè r e  r a c in e . Ceci posé, déterminons 
la plus petite des racines, celle qui est terminée dans le 
troisième quadrant du cercle. On sait que tang 180° =  0> 
tang 225° =  1, et tang 270" == oo ; or, x  étant plus grand que π, 
on a :
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Tare x  est donc renfermé entre 225· et 270°.
Cherchons maintenant les valeurs linéaires des arc compris 

entre 250° et 260°, et de leurs tangentes respectives (on trouvera 
ces valeurs, qui sont souvent fort utiles, dans une table, à la fin 
du volume) ; nous aurons :

On voit immédiatement que l’arc en question est compris 
entre 257° et 258°; ou que la valeur de x , exprimée en parties 
du rayon, est entre 4,485 et 4,503.

Nous admettrons donc, pour première valeur approchée:

P rem ière  approxim ation  pa r  la m éthode de Ne w t o n . Nous 
avons l’équation :

sa première dérivée est, par suite:
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et le terme de correction sera :

De plus, nous supposerons x  =  4,503. 
Nous aurons alors : x  =  4,503

et

Donc

la valeur approchée de x  sera donc :
Xi =  4,494.

Deuxièm e appro x im a tio n . Posons xt =  4,494, et calculons à 
sept décimales. Pour transformer l’arc x  en degrés, nous nous 
servirons de la table de réduction contenue dans les tables de 
Gallet, pages 214,215 et 216.

donc
On en conclut :

et
Par suite, 

d’où
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ce qui donne une nouvelle valeur approchée de x.

Gomme la valeur de x t était exacte aux millièmes, Terreur 

de Xî sera de l’ordre de ŷ -6.

T roisièm e appro x im a tio n . Le dernier calcul nous a donné, 

avec une approximation de environ,

Pour obtenir une valeur de x  encore plus rapprochée, au lieu 
de prendre — 4,49341, posons:

ce qui facilitera de beaucoup le calcul. 
Nous avons déjà trouvé (172):

de plus, nous avons:

mais

et
donc
et
d’où

mais

donc

ou

Nous avons trouvé ci-dessus :
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donc

valeur exacte à douze décimales; ce nombre, transformé en de­
grés et parties de degré, devient:

Les tables de logarithmes de Ylacq, tables à dix décimales, 
donnent:

ce qui s’accorde parfaitement avec le résultat obtenu.

281. R ésolution générale de l’équation . L’équation

qui se distingue par la rapidité avec laquelle on arrive à la dé 
termination nette et complète de ses racines, est, en outre, 
remarquable par la facilité avec laquelle elle se prête à une ré­
solution générale, analogue à celle des équations algébriques 
du second degré.

En effet, il suffit de trois ou quatre substitutions successives 
pour obtenir l’expression générale de toutes ces racines avec 
une grande précision.

Nous avons déjà établi (page 285), que la nme racine est plus 

petite que π ,  ou que ( 2 îi  -{- 1) Posons donc :

équation dans laquelle Θ désigne la distance de l’extrémité de 
l’arc x à celle du quadrant où il se termine. Nous aurons alors:

d’où

mais nous avons également, d’après l’équation proposée :

Al g . s p . B.
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donc 

et [2]

Or -  est plus petit que 1 : on peut donc développer en série
(D

cette dernière expression; et l’on a:

d’où, en désignant par a :

C’est de cette équation que nous tirerons la valeur de x  en fonc­
tion de a.

Négligeons d’abord le terme -  et les termes suivants : nous

aurons x =  a; si nous substituons cette valeur àæ dans le second 
membre de l’équation [3], nous aurons, en négligeant les3e· ... 
puissances :

Une nouvelle substitution, avec suppression des 5" puissances, 
donnera :

Car la division donne :
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En substituant celte valeur de x  dans le second membre de l’é­
quation [3], en effectuant les divisions et en négligeant les 
7'· puissances, nous aurons une valeur de x  encore plus ap­
prochée :
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ou, en réduisant

Enfin, pour obtenir une nouvelle approximation, remplaçons x 
par cette dernière valeur, effectuons les divisions et négligeons 
les 9e· puissances ; le résultat sera:

Un nouveau calcul donnerait le 6· terme de la série, qui est

En remplaçant, dans cette formule, a par sa valeur

l’équation se présentera sous la forme :
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Pour avoir immédiatement la valeur de la l re, de la 2e, de la 3e.... 
racine, on n’aurait qu’à substituer à n les nombres 1, 2, 3 .. . .

A mesure que le nombre n augmente, le nombre des termes 
diminue pour un même degré d’exactitude; et la valeur de x  
finit par se réduire au premier terme

202 LIVRE IV.

lorsque n devient infini.
Si, par exemple, on voulait obtenir, à sept décimales, la 

10e racine, il suffirait des quatre premiers termes; on aurait:

ou

Le calcul devient encore plus simple, lorsqu’on convertit les 
coefficients de l’équation [2] en degrés, minutes et secondes; 
■opération qui serait extrêmement simple à l’aide de la table de 
réduction de Gallet.

On obtient alors :

Calculant, d’après cette formule, la 5e racine de l’équation, on 
aura ;

11 suffira d’évaluer les quatre premiers termes, et encore le
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quatrième n’influe-t-il que sur les fractions de secondes. On 
aura :
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ou
Voici les valeurs des onze premières racines :

RÉSUMÉ.

270. But de ce chapitre. — 271. Indication de la méthode des diffé­
rences. — 272, 273. Exemples. — 274. Indication de la méthode 
des substitutions successives. — 273. Exemple. — 276. Indication 
de la méthode de Newton. — 277, 278. Exemples. — 279. Considé­
rations générales relatives à la résolution de l’équation as= tangas. 
— 280. Calcul de la première racine. — 281. Résolution générale dî 
l’équation as =  tangas.
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EXERCICES.

I. Etant donné un quadrant de cercle BCD, trouver un arc BM, tel que le

294 LIVRE IV.

secteur BCM soit égal au triangle CDR formé 
par le rayon CD, la cosécante CR et la cotan­
gente DR.

Soit l’arc BM =  x ; l’équation à résoudre sera ·

Et l’on trouvera:

II. Trouver un secteur BCM, qui soit la moi­
tié du triangle CBT formé par le rayon CB, la tangente BT et la sécante CT

Équation : 

Solution :

III. Partager le demi-cercle ADMB en deux parties équivalentes, par une 
corde XM menée à l’extrémité du diamètre.

On cherche l’angle MCD =  <p.

Équation : 

Solution :

IV. Étant donné un quadrant de cercle BCD, mener une perpendiculaire MP 
au rayon CB, qui partage l’aire du quadrant en deux parties égales.

Soit l’arc BM =  x; on obtient l’équation :

En posant :

l’équation deviendra 

Solution de l’exercice III.
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V. Déterminer le secteur du cercle ACM, de manière que la corde AM le par­
tage en deux parties équivalentes, c’est-à-dire que le triangle ACM soit égal au 
segment ADM.

Soit l’arc AM=X; l’équation à résoudre sera:
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Solution :

VI. Mener d’un point de la circonférence deux cordes AM et AN, telles qu’elles 
divisent l’aiie du cercle en trois parties égales.

Soit BCM =  x; on aura l’équation :

Solution :

VII. Déterminer, dans le quadrant BCD, l’arc BM, de manière que cet arc 
soit égal à la corde BM prolongée jusqu’au point F.

Equation :

Solution :

VIII. Résoudre l’équation :

On trouve :

IX. Résoudre l’équation : 

On trouve :

X. Résoudre l’équation : 

On trouve :

XI. Résoudre l’équation : 

On trouve :
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Celte équation se présente dans la thoérie des spirales logarithmiques, et, en 
général, dans la théorie des courbes qui coïncident dans tous les points avec, 
leurs développées.

XII. Résoudre l’équation :

On trouve :

Cette équation se présente dans la théorie de la chaînette.
XIII. Résoudre l’équation :

On trouve :

XIV. Résoudre l’équation

On trouve :

Les trois dernières équations se présentent dans la théorie des corps élas- 
jques.
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A P P E N D I C E .

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS 
IMPORTANTES.

CHAPITRE PREMIER.

DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

2 8 2 .  B u t  d e  ce c h a p it r e . Lorsque les deux termes d’une frac­
tion sont des polynômes entiers par rapport à une môme lettre x, 
on peut, en effectuant leur division autant que possible, décom­
poser cette fraction en un polynôme entier par rapport à cette 
lettre, et en une autre fraction dont le numérateur soit de degré 
moindre que le dénominateur. Le but de ce chapitre est de 
montrer, comment cette fraction peut elle-même être décom­
posée en d’autres plus simples. Nous supposerons seulement 
qu’on ait résolu l’équation obtenue en égalant le dénominateur 
à zéro, et qu’on en connaisse toutes les racines. Nous suppose­
rons, en outre, que les deux termes de la fraction n’ont auc^n 
facteur commun.

§ I. Cas des racines inégales.

2 8 5 .  F o r m e  d e  l a  f r a c t io n  d a n s  ce  c a s . Soit la fraction r a ­
tionnelle

où f(x) désigne un polynôme en x, de degré moindre que ¥(x). 
Soient a, b, c , . . . . ,  k, l les racines de l’équation

Nous supposerons d’abord qu’ellessoient toutes inégales. Nous
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allons faire voir que, dans ce cas, on peut toujours mettre la 
fraction [1] sous la forme :

298 APPENDICE.

A, B, C ,. . . . ,  K, L désignant des constantes. Pour le démontrer, 
nous considérerons A, B, C , . . . .K ,  L, comme des coefficients 
indéterminés, dont nous déterminerons la valeur; puis nous 
vérifierons qu’ils rendent l’équation [2] identique.

L’équation [2], si on multiplie ses deux membres par F (a?), 
devient

Comme l’équation [3] doit être identique, il faut qu’elle soit 
satisfaite pour les valeurs x  =  a, x = b , . . . . ,  x =  1. Si l’on fait, 
par exemple, x =  a, et si l’on remarque que, F (a) étant égal 
à zéro, tous les termes du second membre disparaissent, excepté 
celui qui est divisé par (x — a), on a :

en désignant par la valeur que prend le quotient

quand on y fait x — a. Or on a :

en remarquant que F(a) =  0, on en conclut :

puis, en faisant x = a , tous les ternies du second membre dispa­
raissent, à l’exception du premier; en sorte que
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et, par suite, l’équation [3] devient :

d’où l’on conclut :

Cette valeur de A n’est pas nulle; car f(x) =  o n’admet pas la 
racine a. Elle n’est pas infinie; car F(æ) =  O n’a pas de racines 
égales.

On trouvera de même :

Pour déterminer les valeurs précédentes, nous avons com­
mencé par admettre la possibilité du développement [2] et de 
l’équation [3], qui en est une conséquence. Il est donc néces­
saire de démontrer que ces valeurs, qui évidemment sont les 
seules possibles, satisfont effectivement. Pour cela, remarquons 
qu’en les adoptant, l’équation [3] sera satisfaite pour les valeurs 
a , b, . . .  k, l de æ; or f(x) étant, par hypothèse, de degré 
moindre que F(æ), cette équation est de degré (m — 1) ; elle ne 
peut donc avoir m racines, sans être satisfaite identiquement. 
Ainsi ces valeurs rendent identique l’équation [3] et, par suite, 
le développement [2].

2 8 4 . Cas des racines imaginaires inégales. D’après ce qui 
précède, en désignant par f(x) un polynôme de degré moindre 
que F(æ), et par a, b} c ...., k, lies m racines de F(a;) =  0, on a 
identiquement :

Cette formule suppose seulement que les racines a, b, ...., k, l 
sont inégales. Elle s’applique au cas où quelques-unes d’entre 
elles seraient imaginaires. Seulement, dans ce cas, il sera con­
venable de faire subir au second membre quelques réductions, 
destinées à en faire disparaître les quantités imaginaires qui y 
sont en évidence.
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ou, en réduisant au même dénominateur, et supprimant les 
termes qui se détruisent :

On voit donc que les deux fractions simples, qui correspondent 
à deux racines conjuguées, peuvent être réunies en une seule, 
dont le numérateur est du premier degré par rapport à æ, et 
dont le dénominateur est du second degré.

§ II. Cas des racines égales.

285. Forme de la  fraction dans ce cas. Si le dénominateur 
de la fraction

contient des racines égales, les formules précédentes ne sont 
plus applicables ; on peut néanmoins décomposer cette fraction 
en d’autres plus simples. Pour le montrer, nous établirons 
d’abord le théorème suivant.

Théorème. Si a désigne une racine multiple de Véquation F(a?)=0,
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a son degré de multiplicité, la fraction rationnelle pourra tou­

jours être décomposée de la manière suivante :

Λ désignant une constante, fi (x) un polynôme entier et rationnel,) v y  U l A U l  U j U O  l/ U ll/ O L U / l ll/C/y  1 J  \ Λ . J

i le quotient de la division de

On a, en effet, identiquement, quel que soit A :

Si nous déterminons A par la condition

le numérateur du second terme du second membre s’annulera 
pour x — a, et sera, par conséquent, divisible par (x —a); en 
posant donc :

il viendra :

ce qui démontre la proposition énoncée.

Remarque. F,(;r) étant le quotient de la division de F(æ) par 
la plus haute puissance de (x — a) qui puisse le diviser, F i(a) ne 
sera jamais nul ; et l’équation [3] fournira toujours pour A une 
valeur finie. On peut remarquer que cette valeur ne sera jamais

nulle : car la fraction étant réduite à sa plus simple ex­

pression, f(x) et F (a;) ne peuvent pas avoir de racine commune; 
et, par suite, le numérateur f(a) de A ne peut être égal k zéro.

Après avoir mis la fraction sous la forme
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si l’on applique la même méthode au second terme de l’ex­
pression [1], on le mettra sous la forme

302 APPENDICE.

Ai étant une constante qui, celte fois, peut être nulle, et ft (x) 
une fonction entière.

On pourra de même décomposer -enunesomme
de la forme

et, en continuant ainsi, on voit que la fraction proposée

peut être mise sous la forme :

A, A i,... Aa_i étant des constantes finies et déterminées, dont la 
première n’est pas nulle.

On peut remarquer que le degré de f  (x) étant supposé infé­
rieur à celui de P (x) , celui de f, (x), est inférieur à celui de Pi (x) ; 
car, en multipliant la formule [4] par F(æ), on a identique­
ment :

or /  (x) est au plus du degré (m— 1) ; il doit donc en être de 
même de (x—a)afjx)  : donc fjoc) est au plus du degré (m — a— l), 
tandis que Fj (x) est du degré (m—a). De plus, il n’existe aucun 
facteur commun entre fa(x) etF^a?); car ce facteur, divisant 
fa(x) et Fi ([x), diviserait f(x ), d’après [5], et serait ainsi commun

à f(x) et à F (x). Il résulte de là, que la fraction b ~ .  se présente 

dans les mêmes conditions que
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Soient maintenant b une seconde racine de F (#)=0, et β son 
degré de multiplicité; en sorte que l’on ait :

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 303

on peut appliquer la méthode précédente à la fraction î et
l’on obtiendra une expression de la forme :

B, B,,. .. Bp_t étant des constantes déterminées, dont la pre­
mière n’est pas nulle, et /)>(#) étant une fonction entière de degré 
moindre que celui de F2 (#), et qui n’a aucun facteur commun 
avec F2 (ar). Il résulte de là qu’en général, si on suppose :

la fraction pourra être décomposée de la manière suivante :

A, Ai,... B, B i,.. .  C, Ct, . . .  étant des constantes, parmi les­
quelles A, B, . . .  C, ne sont pas nuis.

La méthode précédente, en prouvant la possibilité de cette 
décomposition, donne en même temps le moyen de l’effectuer.

286. La décomposition n ’est possible que d’un e  seule ma­
n iè r e . Nous allons maintenant prouver, qu’une fraction ration­
nelle ne peut être mise que d’une seule manière, sous la forme 
indiquée dans le paragraphe précédent.
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Supposons, en effet, que l’on ait trouvé deux développements 
d’une même fraction rationnelle :

304  APPENDICE.

ils sont égaux, quel que soit x. Multiplions-les par (x— Ci 
faisons.ensuitex =  a\ le premier se réduit à A; le second s’an­
nulerait si aucun de ses dénominateurs ne contenait le facteur 
x — a. Il faut donc que les puissances de {x—a) forment les dé­
nominateurs de quelques fractions. Soit, par exemple, a' =  a; je 
dis qu’alors on doit avoir α' =  α, A' =  A. Supposons en effet, s’il 
est possible, que l’un des deux exposants, a par exemple, soit 
plus grand que l’autre; tirons de l’équation qui exprime l’égalité

A
des deux développements, la valeur de ^ — —γλ9 et réduisons

tous les autres termes au même dénominateur ; on aura un ré­
sultat de la forme :

ou

φ et ψ désignant des polynômes dont le second n’est pas divisible 
par (x—a). D’ailleurs A est une constante; il faut donc qu’elle 
soit nulle; car l’équation précédente donne A =  0 pour x= a . 
Donc α =  α'.

Je-dis maintenant que A =  A' ; en effet, en égalant les dévelop-

pements, et en faisant passer le terme x̂ _ aÿ  dans le premier

membre, on pourra recommencer le raisonnement précédent, 
et prouver que (A —A') doit être égal à zéro.

Les termes qui renferment les plus hautes puissances Çx—a) 
dans les deux développements étant égaux entre eux, on pourra 
les supprimer de part et d’autre, et les restes seront égaux. Il 
faudra, par conséquent, que les termes qui, dans ccs restes, com
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tiennent les plus hautes puissances de (x —a), soient aussi égaux 
entre eux; et, en continuant ainsi, on prouvera que les fractions 
simples qui composent les deux développements, et, par suite, 
enfin, les parties entières E(a?),E'(a?), sont égales chacune à 
chacune.

287. Méthode po u r  le calcul des c o effic ien ts . Pour ef­
fectuer la décomposition d’une fraction rationnelle, on peut 
employer un procédé beaucoup plus simple que celui qui ré­
sulte de la méthode indiquée plus haut (285).

Soient la fraction proposée, et (x— o)n un facteur mui 

tiple de son dénominateur ; en sorte que Ton a :

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 3 0 5

Pour trouver, par une seule opération, les fractions simples 
qui ont pour dénominateurs les diverses puissances de (x— a]f 
on posera :

Ordonnant ensuite les deux polynômes
suivant les puissances croissantes de h, on aura :

Si l’on effectue actuellement la division du numérateur par le 
premier facteur du dénominateur, en ordonnant le quotient sui­
vant les puissances croissantes de h, on obtiendra des restes 
successifs dout les degrés croîtront sans cesse. Le premier terme 
de l’un des restes finira donc par être de degré égal ou supérieur 
à n. On arrêtera alors l’opération : le quotient sera de degré 
(n — 1); et l’on aura:
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ou, en divisant les deux membres par hn, remarquant que tous 
les termes de φ(/ι) contiennent h à une puissance au moins égale 
à n, et posant :

-Y M

306 APPENDICE

il vient :

Si Ton remplace h par la valeur (x —a), le premier membre 
de cette équation devient, précisément, la fraction proposée ; le 
second se compose de la somme des fractions simples

qui ont pour dénominateurs les puissances (x — a), et d’une 
fraction rationnelle dont le dénominateur ne contient plus de 
facteur (x — a). On traitera cette fraction de la même manière 
que la proposée, pour en déduire les fractions simples relatives 
aux autres racines, et qui complètent le développement.

288. Cas des racines im a gina ires  égales. La méthode que 
nous venons d’exposer ne suppose nullement que les racines 
multiples de l’équation proposée soient réelles. On doit re­
marquer seulement que, si elles étaient imaginaires, on pour­
rait, dans le résultat, grouper les termes deux par deux, de 
manière à faire disparaître les imaginaires; mais il sera plus 
simple d’adopter, dans ce cas, une forme de développement, 
dont la possibilité résulte du théorème suivant.

T h éorèm e . Si le dénominateur d'une fraction rationnelle

admet n fois une racine imaginaire et sa conjuguée

ou pourra toujours poser

P et Q étant des constantes, et ft (x) un polynôme réel.
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On a, en effet, identiquement, quels que soient P et Q :

Or, on peut, évidemment, déterminer P et Q, de manière que 
le numérateur de la deuxième partie du second membre s’an­
nule pour les hypothèses :

et soit, par conséquent, divisible par 
Si l’on suppose, en effet,

la condition demandée équivaudra à

et, en égalant séparément à zéro le coefficient de ν'— 1 et l’en­
semble des termes réels, on obtiendra deux équations qui four­
niront, pour P et Q, des valeurs réelles.

Le numérateur /*(£c) — (Pa? -j- Q) F4 (a?) étant divisible par 
(a: — a)* - f  β2, on peut le représenter par [(a;·—α)2 +  βΐ ]/1 (x), et 
l’équation [2] devient alors :

Si l’on applique le même procédé de décomposition à la frac-

on la mettra sous la formetion j
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et, en continuant de la même manière, on verra que la fraction

peut se décomposer de la manière suivante :

fn-i(x) étant de degré moindre que F4 (a?), et n’ayant aucun fac­
teur commun avec lui.

En rapprochant ce résultat de celui qui a été obtenu (28o), on 
obtient le théorème suivant :

289. Th éo rèm e . Si l'on décompose le polynôme F (a;) en facteurs 
réels du premier et du second degré, en sorte que l'on ait :

on pourra décomposer la fraction rationnelle - de la manière sui­
vante :

E (x) désignant une partie entière qui peut être nulle, et A, Ai.... 
Ae- n B, Bp... Bp_i, P, O, des constantes réelles.

Le procédé, qui nous a servi à prouver la possibilité de la dé­
composition donne aussi le moyen de l’effectuer: et l’on pourra 
l’appliquer, pour former les termes qui correspondent aux fac­
teurs du second degré : x’+ p x -j-q , x '-^-rx -{-s....

On pourrait démontrer, comme nous l'avons fait (286), que 
la décomposition en fractions de la forme indiquée précédent-
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ment n’est jamais possible que d’une seule manière et déduire 
de là un moyen de trouver, par la méthode des coefficients 
indéterminés, les fractions qui répondent à une racine donnée. 
Mais nous supprimons ces détails, qui ne présentent ni difficulté 
ni intérêt.

RÉSUMÉ.

282. But de ce chapitre. — 283. Cas où le dénominateur de la fraction 
à décomposer n’a pas de racines égales. — 284. Transformation du 
résultat dans le cas où il y a des racines imaginaires. — 283. Cas 
des racines égales. — 286. La décomposition sous la forme précé­
dente n ’est possible que d’une seule manière. — 287. Méthode pour 
calculer les coefficients. — 288. Cas des racines imaginaires égales. 
— 289. Théorème général qui résulte de la théorie exposée dans ce 
chapitre.

EXERCICES.

I. Si φ ( ¢ ) = 0  est une équation de degré n ,  et a ,  b , x . . . ,  k ,  l  ses racines, 
on a , pour toute valeur d e p  plus petite que (n —  1) :
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On s’appuie sur la décomposition, en fractions simples, de la fraction
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CHAPITRE ΙΓ.

SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES.

§ I. Calcul des expressions imaginaires.

290. But de l’introduction des expressions im aginaires 
dans le  calcul. La résolution des équations du second degré 
conduit, dans certains cas, à des expressions qui n’ont aucune 
valeur numérique, et qui renferment l’indication d’opérations 
impossibles à effectuer. C’est dans un but de généralisation, que 
Ton a été conduit à employer ces expressions imaginaires. Nous 
avons vu, par exemple, qu’en les adoptant, on a l’avantage de 
pouvoir énoncer, sans restriction, des théorèmes tels que les 
suivants :

Toute équation du second degré a deux racines.
Dans toute équation du second degré, de la forme x*-\-px 

-\-q =  0, la somme des racines est égale au coefficient du se­
cond terme, pris en signe contraire ; et leur produit est égal au 
terme tout connu.

Ges avantages, qui dans le cas que nous citons, sont à peu près 
insignifiants deviennent très-importants dans la théorie géné­
rale des équations.

Les expressions imaginaires peuvent aussi être introduites 
utilement dans la solution de quelques questions, comme nous 
le montrerons dans ce chapitre.

291. Définitions et  co nv entio ns. On donne le nom d’ex- 
pression imaginaire à une expression de la forme a-}-y/ — K 
— K désignant un nombre négatif , y/— K n’est pas un nombre, 
en ce sens qu’il ne peut servir de mesure à aucune grandeur; 
mais il peut figurer utilement dans les calculs, d’après cette 
condition que son carré soit toujours remplacé par — K. Si l’on 
applique, en outre, aux nombres imaginaires toutes les règles 
démontrées généralement pour les nombres réels, les opéra­
tions relatives à ces nombres seront suffisamment définies, et 
fourniront toujours, comme on le verra, des résultats de même 
forme qu’eux.
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292. T ype de l’expression  im a g in a ir e . — K, étant négatif, 
peut être représenté par un carré pris en signe contraire, — δ* ; 
le type d’une expression imaginaire devient alors a -{- \J— δ2, 
que l’on écrit souvent :

312 APPENDICE.

R em arque . On substitue à \J— δ* l’expression b y/— 1, en vertu 
de la convention faite plus haut : appliquer aux nombres imagi­
naires toutes les règles démontrées généralement pour des nombres 
réels. En effet, — δ* peut être considéré comme le produit 
δ*Χ(— 1): et, en vertu d’une règle démontrée généralement 
pour les nombres réels, on peut faire sortir le facteur δ2 du ra­
dical.

295. Expressio ns im a gina ires co njuguées. Quels que soient 
les nombres réels a et b, l’expression imaginaire, {a-{-b y/— i), 
est la racine d’une équation du second degré,

La seconde racine de celte équation est, comme on le voit faci­
lement, a — b y/— 1.

Les deux racines (a -f  b y/— l) et (a — b yj— l) se nomment 
ues expressions imaginaires conjuguées : leur somme est réelle et 
égale à 2a et leur produit égal à (a2 -(- b*).

2 9 4 . P uissances de \J— I. Dans les calculs que l’on effectue 
sur les expressions de la forme (a  +  & y/— l), on applique (2 9 1 ) 
à ces expressions toutes les règles du calcul algébrique, en opé­
rant comme si y/— 1 était un nombre. Quelques géomètres re­
présentent ce symbole par une lettre i ; et, dans les résultats, 
ils remplacent i* par — 1 : les puissances successives de i ou 
> /~ i se trouvent par là déterminées : car on a :
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et ainsi de suite. On a, en général, n désignant un nombre 
entier :

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 313

Toutes ces conventions sont nécessaires, si l’on veut pouvoir 
appliquer aux calculs faits sur les expressions imaginaires, les 
règles générales relatives aux nombres réels. Elles permettent 
de démontrer le théorème suivant, qui est fort important.

295. P roduit des ex pressio n s  im a gina ires. T h éo r èm e . Si l'on 
considère un nombre quelconque d’expressions imaginaires,

que l'on effectue leur produit d'après les règles de la multiplication 
algébrique, en remplaçant les puissances de \]— L par les valeurs 
indiquées plus haut ; quel que soit l'ordre dans lequel on opère, le 
résultat sera identiquement le même, c'est-à-dire que l'on obtiendra 
la même partie réelle et le même coefficient réel pour \J— 1.

Si nous remplaçons, en effet, yj—  1 par i ,  on sait que le ré­
sultat sera identiquement le même, quel que soit l’ordre que 
l’on adopte pour les multiplications successives; et que les coef­
ficients des mêmes puissances de i  auront, dans tous les cas, 
les mêmes valeurs. Si donc, dans les polynômes identiques, on 
remplace les puissances de i par les valeurs indiquées plus haut, 
savoir ; i4n par 1, i4n+1 par y/— 1, i 4n+s par— 1, i4n+3 par— \J— 1, 
les résultats ne sauraient être différents; or il est tout à fait in­
différent de remplacer, à la fin du calcul, chaque puissance de i  
par sa valeur, ou de faire successivement les substitutions après 
chaque opération partielle : car ces substitutions se réduisent 
toutes à remplacer le produit de deux facteurs égaux à i par le 
facteur — 1 ; et peu importe qu’on le fasse en une fois ou suces- 
sivement.
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2!16. Appl ic a tio n . Nous donnerons immédiatement une ap­
plication du théorème précédent.

Considérons le produit :

314 APPENDICE.

si on multiplie les deux premiers facteurs, on trouve :

et, en multipliant les deux derniers, on trouve :

en sorte que l’on a :

ou, en effectuant :

D’un autre côté, en multipliant le premier facteur par le troi­
sième, et le second par le quatrième, on a :

donc :

ce qui donne la formule :

laquelle est, du reste, extrêmement facile à vérifier.

g II. Introduction des lignes trigonométriques dans les expressions 
imaginaires.

297. Forme nouvelle de l’ex pressio n  im a g in a ir e . Les ex­
pressions imaginaires peuvent se mettre sous une forme parti­
culière, qui simplifie souvent les calculs auxquels on doit les 
soumettre.
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Soit l’expression 
si l’on pose :

on pourra, quels que soient a et b, trouver pour p une valeur 
positive, et pour <p une valeur moindre que 2π, qui satisfassent 
à ces deux équations; il suffira de prendre :

Les équations [3] et [4] se déduisent, en effet, des équations 
[1] et [2], en ajoutant leurs carrés, et en les divisant membre à. 
membre.

Réciproquement, si p et φ ont les valeurs indiquées par les 
équations [3] et [4], on aura :

et, en remplaçant

c’est—dire

ce qui coïncidera avec les équations [1] et [2], si l’on a som de 
prendre pour φ celui des deux angles qui, ayant pour tangente

- , a son sinus de même signe que p.

D’après ce qui précède, une expression imaginaire 
peut toujours se mettre sous la forme
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et ne peut évidemment s’y mettre que d’une seule manière, 
(p devant être positif et φ moindre que 2π).

P se nomme le module et φ l'argument de cette expression 
imaginaire. Nous allons voir qu’il y a un avantage de simplicité 
à mettre les expressions imaginaires sous celte forme.

298 Multiplication des expressions imaginaires. Soit à mu· 
tiplier les deux expressions :

316  · APPENDICE

En effectuant le produit, et en remplaçant seulement le carré 
de y/— 1 par— 1, on trouve :

Par conséquent, pour multiplier, l’une par l’autre, deux expres­
sions imaginaires, il faut multiplier les modules et ajouter les ar­
guments.

La règle précédente permet évidemment de faire le produit 
d’un nombre quelconque d’expressions imaginaires.

299. Diyision des expressions imaginaires. Pour diviser, 
l’une par l’autre, des expressions imaginaires, il suffit de diviser 
les modules et de retrancher les arguments. On a :

En effet, cette égalité devient évidente, si l’on chasse le déno­
minateur, et que l’on effectue la multiplication du second mem­
bre, d’après la règle donnée précédemment.

500. P uissances d’une expression imaginaire : cas où m est 
entier et positif. Si l’on suppose que les expressions à m ulti­
plier deviennent toutes égales entre elles, les théorèmes précé­
dents prouvent que :

La puissance entière d’une expression imaginaire a pour module
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la 'puissance correspondante du module, et pour argument le pro­
duit de l'argument par l'indice de la puissance. Ainsi l’on a :

RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 317

Cette formule, due à Moivre, très-importante en analyse, s’étend, 
CQmme nous allons le faire voir, au cas où m  désigne un nom­
bre fractionnaire ou négatif.

5 0 1 . Cas où m est Fractionnaire. Supposons d’abord quem 

y soit remplacé Par“ -> m’ étant entier, il s’agit de montrer que 

l’on a :

Pour vérifier cette égalité, élevons les deux membres à la 
puissance m ' : le premier donnera, évidemment, pour résultat, 
P (cos - f  φν/— î  sin <p); et la règle, donnée pour les puissances 
entières, montre qu’il en est de même du second.

Remarque. Cos φ et sin © étant donnés, cos — et sin —, ne T T m m
sont pas complètement déterminés; ils restent susceptibles
de plusieurs valeurs distinctes. Il en résulte aussi des valeurs
distinctes pour l’expression

ce qui est conforme aux principes indiqués dans la théorie des 
équations.

Si nous considérons maintenant le cas, où l’exposant m est
771remplacé par une fraction —, il faut prouver que :

7Ύϊi En effet, élever une expression à la puissance —, c’est, par dé- 
) n
finition, en prendre la racine nme, puis élever le résultat à la
puissance mrae. Or, les formules [1] et [2] permettent de faire
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successivement ces deux opérations; et Ton est ainsi conduit à 
la formule [3].

502. Cas où m est négatif. Supposons enfin que m ait une 
valeur négative — m' ; il faut prouver que l’on a :

318 APPENDICE.

Pour cela, remarquons que, par définition :

or

puisque m! est positif (500); mais on a :

ce qu’il fallait démontrer.

§ III. Applications.

Nous indiquerons quelques applications des formules précé­
dentes.

505. Théorème. Tout trinôme de la forme x4 -j- px* -j- q est dé- 
composable en deux facteurs réels du second degré.

Posons x* =  z. Nous distinguerons deux cas :

1° Supposons que l’équation du second degré,

ait deux racines réelles a et β; on aura :

et, par suite :
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2° Supposons que l’équation du second degré,

ait deux racines imaginaires, ; on aura :

et, par suite :

ce qui peut s’écrire :

Puis, en posant :

et, par suite (292j,

il vient :

ou, en réunissant le premier et le troisième facteur, et le second 
et le quatrième, qui, évidemment, sont conjugués :
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et le trinôme est ainsi décomposé en deux facteurs réels du se­
cond degré.

504. Problème. Exprimer cos m<p et sin m<p en fonction de 
cos φ et de sin <p.

On a :

320 APPENDICE.

en développant le premier membre par la formule du binôme, 
et en égalant lerésultatau second membre, c’est-à-dire, en écri­
vant que les parties réelles sont égales, ainsi que les parties 
imaginaires, on a :

5 05 . P roblème.

Posons :

et, par suite :

on en tire, d’une part :

et, de l’autre :

d’où l’on conclut :
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Ainsi, la formule, qui donne cosmep en fonction de cos®, per­

mettra de calculer en fonction de

R em a r q u e . Pour obtenir la formule demandée, nous avons 
supposé à x  une valeur imaginaire

le résultat est-il suffisamment établi pour une valeur réelle 
quelconque de x?  Pour démontrer que la formule est générale, 
il faut remarquer que, si l’on chasse les dénominateurs, elle est 
de degré 2m; et l’on sait, par la théorie des équations, qu’elle 
doit alors être identique, si elle a lieu pour plus de 2m valeurs 
réelles ou imaginaires de la variable.

RÉSUMÉ.

200. On rappelle que les expressions imaginaires se sont introduites 
dans un but de généralisation, dont l’importance devient plus grande 
encore dans la suite de l’algèbre. — 291. Une expression imagi­
naire, n’étant la mesure d’aucune grandeur, n’est pas un nombre · 
mais, à l’aide de conventions convenables, elle peut figurer utile­
ment dans les calculs. — 292. Cn a l’habitude de donner aux expres­
sions imaginaires la forme 1). — 293. Toute expression
imaginaire est racine d’une équation du second degré ; l’autre racine 
se nomme expression conjuguée. — 294. Puissances successives de 
V̂— 1· — 29S. Un produit de facteurs imaginaires ne change pas, 
quand on intervertit les facteurs. — 296. Application du théorème 
précédent à la démonstration d’une formule d’algèbre entre nombres 
réels. — 297. Expression trigonométriqué des expressions imaginai­
res; définition du module et de l’argument. — 298. Produit de deux 
expressions imaginaires. — 299. Quotient de deux expressions ima­
ginaires. — 300. Puissances entières d’une expression imaginaire. 
— 501,502. Extension du résultat obtenu au cas d’un exposant 
Iractionnaire ou négatif. — 303, 304, 30o. Application des formules 
précédentes à quelques résultats où ne figurent plus que des quan­
tités réelles.

Alg. s p . B. 21
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EXERCICES.

I. Démontrer, sans avoir recours à des expressions trigonométriques, que

322 APPENDICE.

On applique une méthode analogue à celle qui est exposée (I, 217).

II. Trouver les racines réelles ou imaginaires de l’équation

est la forme

On trouve :

III. n désignant un nombre impair premier avec

nule pour

On applique la formule de Moivre (300).

IV. Résoudre l’équation

On trouve 2 valeurs pour x3, et l’on en tire 6 valeurs pour x, en remplaçant 
φ par tous les arcs qui ont le même sinus et le même cosinus.

V. Quelles sont les expressions imaginaires, dont la puiæance mme est 
réelle ?

On trouve :

VI. Trouver une expression imaginaire, dont le cube soit égal à l’unité. Il en 
existe deux dont chacune est le carré de l’autre.

On trouve :

VII. En nommant a l’expression dont le cube est égal à l’unité, vérifier la 
formule :

Ou effectue les calculs indiqués.

VIII. Le module de la somme de deux expressions imaginaires est plus petit 
que la somme de leurs modules et plus grand que leur différence.
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CHAPITRE III.

RESOLUTION DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME DEGRÉ.

§ I. Formules générales pour la résolution des équations 
du troisième degré.

506. R éd uctio n  de l’équation g én ér a le . Soit l’équation du 
troisième degré :

Posons
elle deviendra:

et, si nous posons :

c’est-à-dire

l’équation en x' ne contiendra pas de terme en a?'*, et sera de la 
forme

C’est sous cette dernière forme que nous étudierons l’équation 
du troisième degré, en supprimant l’accent de la lettre x.

507. R ésolution de l’équation  oc? = z  1, Nous commencerons 
par traiter l’équation plus simple

L’une de ses racines est, évidemment, x =  1. Pour avoir les deux 
autres, écrivons la proposée sous la forme
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et divisons le premier membre par {x—1); nous obtiendrons:

dont les racines sont :

L’unité a donc une racine cubique réelle, égale à 1, et deux 
racines cubiques imaginaires ; dans ce qui va suivre, nous re­
présenterons l’une de ces dernières par la lettre a ; l’autre sera 
a2, comme on peut facilement le vérifier :

Il est clair, d’ailleurs, que, si l’on a :

on a aussi :

donc a2 doit être racine de l’équation [1], toutes les fois que « 
y satisfait lui-même.

508. R ésolution  algébrique de l’équation du troisièm e  
d e g r é . Reprenons actuellement l’équation,

à laquelle peut se ramener (506) toute équation du troisième 
degré ; posons, pour la résoudre :

elle deviendra :

ce que l’on peut écrire :

y et z étant assujettis à la seule condition d’avoir pour somme 
la racine cherchée x, nous pouvons établir entre elles une rela­
tion arbitraire, et poser
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l’équation devient alors :

Or, on résoudra les équations [2] et [3], en remarquant qu’elles 
font connaître la somme et le produit des quantités y3 et s3; on 
a, en effet :

y3 et .z8 sont donc les racines de l’équation,

et, par conséquent, ces deux quantités sont respectivement :

On en déduit :

5 0 9 . N ombre des racines fo urn ies  pa r  la fo r m u le . La for­
mule précédente exige quelques explications. Un nombre quel­
conque A a trois racines cubiques, puisque l’équation æ3 =  A 
admet nécessairement trois racines. Pour obtenir ces trois ra­
cines, il suffit d’en connaître une seule, et de la multiplier suc­
cessivement par a et par a2; ce qui, évidemment, ne change pas 
son cube (507).

D’après cela, la formule [4] qui donne la valeur de x, semble 
fournir neuf solutions; car chaque radical a trois valeurs, et 
rien n’indique la dépendance à établir entre elles. On doit re­
marquer pourtant, que cette dépendance existe; nous avons, en 
effet :

le produit des deux radicaux doit donc être réel et égal à
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Soient, d’après cela, A et B deux valeurs des racines cu­
biques remplissant cette condition; de telle sorte que l’une des 
racines de l’équation proposée· soit :

326 APPENDICE.

les valeurs de y et de z  sont, outre A et B :

et il est clair que, le produit AB étant réel, les seules combi­
naisons qui puissent également donner un produit réel, sont :

et le nombre des solutions se réduit à trois, comme cela devait 
être.

§ II. Conditions de réalité des racines del’équation +  Î +  0.

5 1 0 .  Examen des cas qui peuvent se présenter. On peut 
remarquer d’abord que les équations

ont leurs racines égales et de signes contraires ; car, si l’hy­
pothèse x  =  ol vérifie l’une, l’hypothèse x  — — % satisfera à 
l’autre.

D’après cela, nous nous bornerons à chercher dans quel cas 
l’équation

peut admettre trois racines réelles, q désignant un nombre 
positif.

La règle de Descartes nous apprend tout d’abord, qu’il faut 
nécessairement que p soit négatif. S’il en était autrement,
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l’équation [1] n’aurait, en effet, aucune variation; et la trans­
formée en — x

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 327

n’en aurait qu’une seule. L’équation aurait, par suite, une seule 
racine négative, et n’aurait pas de racines positives.

51 i. Conditions de réalité. Examinons donc le seul cas ou 
p est négatif. L’équation a alors, d’après la règle de Descartes, 
une seule racine négative ; elle peut avoir deux racines positives, 
ou n’en pas avoir du tout. Ce sont ces deux cas que nous vou­
lons distinguer.

L’équation proposée peut s’écrire :

p étant un nombre positif.
Si x  varie de 0 à γ/—P, le produit x(—p — x*) est d’abord nul; 

il augmente jusqu’à un certain maximum; puis il diminue, et 
redevient nul pour a; =  γ/—p. Si donc le maximum surpasse q, 
il y aura deux valeurs de x, pour lesquelles ce produit sera égal 
à q\ et l’équation aura deux racines positives, moindres que 
\J—p. Si le maximum du second membre est moindre que q, 
l’égalité est impossible pour les valeurs de x  comprises entre 0 et 
\J—p, et, par suite, pour toutes les valeurs positives de x; car le 
second membre deviendrait négatif, si x2 était plus grand que 
—p. S’il arrive enfin, que le maximum du second membre soit 
précisément égal à q, l’égalité ne pourra avoir lieu que pour une 
seule valeur de x; et les deux racines deviendront égales.

La condition de réalité des trois racines s’obtiendra donc en 
cherchant le maximum de

et en écrivant qu’il est moindre que q. Or, ce maximum cor­
respond à la valeur de x  qui rend la dérivée égale à zéro, et qui 
satisfait, par suite, à l’équation :
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Pour cette valeur. le produit devient :

la condition de réalité des trois racines est donc :

ou

Il faut en outre, com m e on l’a vu, que p soit négatif; mais cette 
condition est évidemm ent nécessaire à l ’exactitude de l’inéga­
lité précédente; et il est inutile de la m entionner à part.

5 1 2 .  Résumé. D’après ce qui précède, et en nous servant des 
principes généraux de la théorie des équations, nous pouvons 
établir les propositions suivantes, relatives à l’équation

1° La somme des trois racines est égale à zéro. Si l’une d’entre 
elles est imaginaire et de la forme (a-f-β y/ — 0 ,  il y aura né­
cessairement encore une autre racine imaginaire de la forme 
(¾ — py/— 0  i et il n’y en aura qu’une seule.

2° Le terme tout connu est égal au produit des trois racines 
pris en signe contraire. Si deux équations de la forme [1] ne 
diffèrent entre elles que par le signe du terme connu, leurs ra­
cines seront respectivement égales, mais de signes contraires 

Ainsi, par exemple, les racines de l’équation,

étant 2 ,5  et — 7, celles de l’équation

seront -

3° Lorsque p est positif, l’équation admet deux racines ima­
ginaires.
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4° Lorsque le p est positif, l’équation admet deux racines ima­
ginaires.

5° Lorsque p est négatif, l’équation a trois racines réelles et

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 329

inégales, si est négatif ; elle a trois racines réelles, dont

deux égales, si est zéro. Enfin elle a deux racines ima­

ginaires, si | est positif.

Ainsi, par exemple, les équations suivantes ont :

2 racines imaginaires;

2 racines réelles égales ;

3 racines réelles inégales.

§ III. Résolution trigonométrique des équations du troisième degré.

515. Cas des racines réelles. Nous allons maintenant mon­
trer comment, à l’aide des fonctions trigonométriques, on peut 
déterminer directement toutes les racines, réelles ou imagi­
naires, d’une équation du troisième degré.

1er Cas. Racines réelles. Condition :

Lorsque l’équation [1] a ses trois racines réelles et inégales, 
la quantité sous le radical du second degré (508) est négative ; 
et la valeur [4] de x  est la somme de deux quantités imaginaires. 
Pour la débarrasser de ces symboles imaginaires, posons :
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la formule [4] deviendra :

et, d’après la formule de Moivre (502), on aura :

formule où l’on doit donner à A: les valeurs 0, 1, 2. Il faut d’ail­
leurs que k ait la même valeur dans ces deux termes, pour que 
le produit yz soit réel.

On aura donc :

ce qui donne, pour les trois valeurs de k :

ou

Pour déterminer les valeurs de p et de φ (p étant essentielle­
ment positif), on a :

donc : 

et

Remarque. Si la valeur, que la formule précédente assigne à 
cosep, est négative, on cherchera dans les tables l’arc φ', qui a 
pour cosinus le môme nombre pris positivement; et φ sera le 
supplément de φ'.
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5 1 4 . Exemple I. P a rta g er u n  h ém isphère  en  d e u x  p a r tie s  égales 
p a r  u n  p la n  p ara llè le  à  la  base.

Soient : x  la distance du plan sécant au centre de la sphère;

y le rayon de la section circulaire ;

r  =  1 le rayon de la sphère.

On aura l’équation :

Or

donc

ou

équation qui donnera la valeur de x .

Nous avons ici :

donc : 

donc

Les trois racines de l’équation proposée sont donc :

On vérifie que

Parmi ces trois racines, il n’y a que la dernière qui réponde au 
problème proposé; car seule elle est positive et inférieure au 
rayon de la sphère.

51o. Exemple II. D éterm iner les abscisses des p o in ts  d ’in ter-  
section de la  parabole  x* =  4y, et de l’hyperbo le  4xy =  7(x— 1).

Par élimination de y , on obtient l’équation :
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dont les racines déterminent les abscisses des points d’inter­
section. On a :

332 APPENDICE.

51 G. 2e Cas. Racines imaginaires. Condition :

1° Cas où p  est négatif. On a :

et l’on peut poser, par conséquent :
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On aura alors :

et

o u , en remplaçant q par sa valeur

Soit maintenant <p un angle auxiliaire déterminé par l’équa­
tion :

a , ■■

on aura :

et, par suite, les valeurs de x  seront :

ou

formules calculables par logarithmes. 
On cherchera d’abord :

ensuite, 2° 
après, 3e 
et enfin, 4°
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Quant aux signes des racines, on tiendra compte de ce que la 
racine réelle est toujours de signe contraire à celui du terme 
tout connu de l’équation, et que la somme des trois racines est 
nulle.

334  APPENDICE.

517. Exemple III.

On a : 

donc :

et

mais
et
1° donc 

de là :

2° donc : 
de là 
et

Donc les trois racines sont :

et

518. Exemple IV. Déterminer les dimensions d'un cylindre
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in s c r it  à  la  sp h ère , et tel que sa  su r fa ce  convexe so it égale à  la  s u r ­
face co nvexe des d e u x  ca lo ttes , q u i on t m êm e  base que lu i .

Soient : r = l  le rayon de la sphère,

y  le rayon de la base du cylindre,

et x  la distance de cette base au centre de la sphère.

On aura : 

mais 

donc : 

ou

Posons :

l’équation deviendra :

On a ici :

mais, dans cette équation :

donc l’équation a deux racines imaginaires, dont nous ne nous 
occuperons pas.

En résolvant directement l’équation proposée, à l’aide de la 
formule (299), nous aurons :

En se servant des tables de logarithmes pour extraire les ra­
cines cubiques, on aura :

ou
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donc x =  0,5436891 ;

et 2 x=  1,0873782, hauteur du cylindre.

519. 2° Cas où p est positif : on posera :

[i]

il vient alors :

ou, en remplaçant q par

Posant, comme plus haut :

il vient :

et les racines cherchées sont :

520. Exemple. Y. Soit l’équation :
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donc :

Donc: [1] 

De là :

d’où

donc [2] 

et de là :

Or :

Donc [3]

et les racines de l’équation proposée sont :

Alg. sp. B.
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RÉSUMÉ.

506. Réduction de l'équation générale du troisième degré à la forme 
xi - \~ p x - \ -q = 0 .— 507. Résolution de l’équation cc5= l .  — 508. Ré­
solution algébrique de l’équation ccs -f-pcc-f-q=0. — 509. On mon­
tre que la formule fournit trois racines seulement. — 510. Discussion 
des cas où les trois racines ne sauraient être réelles. — 511. Condi- 
tion de réalité des racines. — 512. Résumé. — 515. Résolution des 
équations du troisième degré par le moyen des tables trigonométri- 
ques; cas des racines réelles. — 514, 515. Exemples. — 516. Cas 
où il y a deux racines imaginaires, le coefficient du second terme 
étant négatif. — 517, 518. Exemples. — 519. Cas où ce coefficient 
est positif. — 520. Exemples.

338 APPENDICE.
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CHAPITRE IV.

RÉSOLUTION NUMERIQUE DE DEUX ÉQUATIONS 
DU SECOND DEGRÉ.

§ I. Méthode générale; exemples.

521 . Problème. Nous commencerons par résoudre la ques­
tion suivante :

Quelle est la  c o n d itio n  p o u r  q u 'u n e  équa tion  d u  second d e g ré ,

fo u r n is s e  ̂ p o u r  l 'in c o n n u e  y, u n e  va leu r  de la  fo r m e  Mx-f-N, 
M et N é ta n t in d ép en d a n ts  de  x.

On déduit de l’équation [1], en la considérant comine une 
équation du second degré en y  :

Pour que cette valeur de y ait la forme demandée, il est néces­
saire et suffisant que le polynôme placé sous le radical

soit un carré parfait; et, pour cela, on doit avoir

ou, en supprimant les termes BSD* qui figurent dans les deux 
membres, et en divisant ensuite par le facteur commun 4A,

telle est la condition demandée. Si elle est remplie, la valeur 
de y prend la forme :
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522. Méthode générale de résolution. Proposons-nous ac­
tuellement de résoudre le système de deux équations numéri­
ques du second degré :

3 40  APPENDICE.

Si nous ajoutons ces deux équations, après avoir multiplié la 
première par λ, le résultat pourra remplacer l’une d’elles. On 
obtient ainsi :

λ étant arbitraire, nous pouvons la déterminer par la condition 
que les valeurs de y, déduites de l’équation [7], soient du pre­
mier degré en x.

Il suffira (521) de poser :

équation du troisième degré en λ, qui aura, par conséquent, une j 
racine réelle au moins. On calculera cette racine par approxi­
mation ; et, en faisant usage de la formule [4] (521), on obtien­
dra alors, pour y, deux valeurs de la forme :

Μ, N, Mi, Ni, étant connus en fonction de la racine λ, en substi­
tuant successivement ces valeurs de y dans l’une des équations 
[5] et [6], on obtiendra deux équations du second degré en x ; 
il y aura, par conséquent, en tout, quatre valeurs pour x  et 
autant pour y.

525. Discussion. Il y a plusieurs cas à considérer dans l’ap­
plication de la méthode précédente ; nous les discuterons avec 
quelques détails. .Pour plus de simplicité, nous remarquerons 
tout d’abord, que le problème revient à déterminer l’intersection
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de deux courbes du second degré. La méthode indiquée équi­
vaut à la détermination préalable des droites qui réunissent deux 
des points d’intersection.

1° Si l’équation du troisième degré en λ admet trois racines 
réelles, et si, en même temps, deux au moins de ces racines 
rendent positives la quantité

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 341

ces deux racines déterminent deux couples de sécantes réelles, 
qui se coupent en général en quatre points. Ces quatre points 
sont les points d’intersection des deux courbes, et leurs coor­
données donnent les solutions des équations proposées.

2° Si l’équation du troisième degré a trois racines réelles, 
dont une seule rend positive la quantité k; ou, si l’équation n’a 
qu’une seule racine réelle, mais qui satisfasse à cette condition, 
les deux courbes n’admettent qu’un seul couple de sécantes 
communes.

Il faudra alors chercher, si ces sécantes rencontrent l’une 
quelconque des courbes proposées ou non : dans le premier cas, 
les deux équations auront deux solutions réelles et deux solu­
tions imaginaires; dans le second cas, elles auront quatre solu­
tions imaginaires.

3° Si enfin les racines réelles de l’équation en λ rendent né­
gative la quantité k, les deux équations ont quatre solutions 
imaginaires.

524. Exemple I. Soient données les deux équations :

Ces deux équations, combinées ensemble, donnent l’équation

et l’on obtient pour l’équation [8] ;

www.rcin.org.pl



342 APPENDICE.

Cette équation a trois racines réelles et négatives, qui sont :

La quantité

étant positive ou nulle pour chacune des trois valeurs de λ, les 
courbes données admettent trois systèmes de sécantes communes 
réelles, dont les points d’intersection se confondent avec ceux 
des deux courbes.

Il ne s’agit plus que de déterminer deux systèmes de sécantes 
et de chercher leurs points de rencontre.

Pour

les deux équations du premier degré sont :

système de deux droites parallèles.

Pour

nous aurons :

Les points d’intersection des quatre sécantes sont :

Ces quatre points sont les sommets d’un trapèze dont les côtés 
sont formés par les quatre sécantes. Les deux autres sécantes, 
correspondant à λ = —f, seraient les diagonales du trapèze.

325. Exemple II. Déterminer les points d'intersection des courbes

Çhyperbole), 

(parabole).
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Si, dans la première de ces deux équations, on substitue à y 
sa valeur tirée de la seconde équation,
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on obtient immédiatement l’équation du troisième degré :

dont les racines déterminent les points d’intersection des deux 
courbes. Cette équation a trois racines réelles, deux positives 
égales, x  =  3, et une négative, x =  — 6.

A ces deux abscisses correspondent les ordonnées

donc les deux courbes se touchent au point (3,1), et se coupent 
au point (— 6,4).

52G. Exemple III. Soient données les deux équations

l’équation résultant de la combinaison sera :

et en écrivant que cette équation représente deux droites, on 
trouvera :

Cette dernière équation a une racine réelle et deux racines ima­
ginaires.

Pour évaluer la racine réelle, nous nous servirons des for­
mules données (51 G) ; nous aurons alors :
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4
la quantité k  = 4(λ*— 1) ou p  étant positive pour la valeur de λ

que nous venons de trouver, les deux équations du premier 
degré,

344 APPENDICE.

auront leurs coefficients réels; et, par conséquent, les deux 
courbes admettent un système de deux sécantes réelles com­
munes.

En substituant ces deux valeurs de y dans l’équation :

on arrive à l’équation du second degré :

Pour que les valeurs de x  soient réelles, il faut que l’on ait :

Si nous prenons le signe inférieur, le premier membre de­
vient négatif, et la condition de réalité n’est pas remplie ; par 
conséquent, la droite

ne rencontre pas la courbe.
Si, au contraire, nous prenons le signe supérieur, le premier 

membre devient positif, et la sécante

rencontre la courbe en deux points.
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En substituant à λ et y/λ leurs valeurs numériques, la der­
nière équation deviendra :
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équation qui, combinée avec celle de la courbe,

donne les deux solutions réelles des équations proposées

et

527. Exemple IY. Résoudre les deux équations :

L’équation de condition est :

Cetle équation a ses trois racines réelles ; la première positive, 
et comprise entre 13 et 14 ; les deux autres négatives, et com­
prises entre — 3 et —4, et entre — 10 et — 11.

Parmi ces trois racines, il n’y a que la première qui rende 
positive la quantité

par conséquent, il n’y a qu’un seul couple de sécantes réelles, 
font l’équation est :

mais nous allons démontrer directement qu’aucune de ces deux 
droites ne peut rencontrer les courbes ; car en substituant la va­
leur de y dans la seconde des deux équations proposées,

www.rcin.org.pl



346 APPENDICE,

on obtient les deux équations du second degré

La condition de réalité des valeurs de x  est :

ou

Il est évident que cette condition n’est pas satisfaite, lorsqu’on 
prend le signe négatif; car alors tous les termes du membre à 
gauche seraient négatifs.

Mais comme on a λ >  13, la condition n’est pas remplie non 
plus, lorsqu’on prend le signe positif.

Par conséquent, les deux droites ne peuvent pas rencontrer 
les courbes ; donc les deux équations proposées n’ont que des 
racines imaginaires.

528. Exemple Y. S o ien t d o nnées les d e u x  h yp erb o les ,

d é te rm in e r  leu rs  p o in ts  d 'in tersec tio n

La valeur de y, tirée de la seconde équation et substituée dans 
la première, conduit à l’équation du second degré en x,

équation qui a deux racines réelles x  =  5 et x  — 3 
Les valeurs correspondantes de y  sont y  =  § et y  =  f .
Mais les deux courbes proposées sont des hyperboles, rappor­

tées à une asymptote commune prise pour axe des abscisses; 
donc, en outre des deux points d’intersection que nous venons 
de trouver, elles ont encore deux autres points de rencontre 
éloignés à l’infini de l’origine.

www.rcin.org.pl



RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 347 
En effet, lorsqu’on remplace x  par -, et qu’on égale les va-

Z
leurs de y tirées de la première et de la seconde des équations 
proposées, on obtient l’équation du quatrième degré,

Les quatre racines de cette équation sont :

et comme æ = - ,  nous aurons les quatre solutions des équations
Z

proposées :

529. Cas particuliers. La résolution de deux équations du 
second degré, à deux inconnues, se réduit, dans certains cas 
particuliers, à la résolution d’une équation bicarrée ou d’une 
équation du second degré.

1° Lorsque les deux courbes sont concentriques, et rapportées 
à leur centre commun pris pour origine, leurs équations ne 
contiennent plus de termes du premier degré par rapport aux 
variables; et l’élimination d’une variable donnera une équation 
bicarrée par rapport à l’autre variable.

Exemple.

Les solutions sont égales deux à deux, mais de signes con­
traires.

2° Lorsque les deux courbes sont homofocales, et rapportées à
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leur foyer commun, pris pour origine des coordonnées, les deux 
équations se mettent sous la forme

348 APPENDICE.

donc

ou

et l’on aura deux équations du premier degré, que l’on combi­
nera avec l’une des équations proposées.

Exemple.

3° Lorsque les deux courbes ont un diamètre commun, et 
qu’elles sont rapportées à un système de coordonnées obliques, 
ayant pour axe des abscisses le diamètre commun, et pour axe 
des ordonnées une parallèle aux cordes, les deux équations ne 
contiennent la variable y qu’à la seconde puissance, et l’élimi­
nation de cette variable réduira le problème à la résolution d’une 
équation du second degré en x.

Exemple.

4U Si les deux courbes sont semblables et semblablement situées, 
les termes du second degré dans les deux équations ont les 
coefficients proportionnels.

Donc, si l’on multiplie l’une des deux équations par un fac­
teur convenable, et qu’on la retranche de l’autre équation, on 
obtiendra pour reste une équation du premier degré.

Exemple.

5° Lorsque les deux courbes sont des hyperboles ayant une 
même asymptote, et rapportées à cette asymptote commune 
comme axe de a;, les deux équations ne contiennent la variable a?
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que dans le terme xy\ et l’élimination de x  donne une équation 
du second degré en y.
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Exemple.

§ II. Résolution des équations du quatrième degré.

550. Méthode de résolution. La méthode, que nous venons 
d’exposer, sert à réduire la résolution de l’équation du qua­
trième degré,

à la résolution d’une équation du troisième degré.
En effet, si dans l’équation proposée on remplace x 2 par y , 

on arrive à l’équation :

et la résolution de l’équation du quatrième degré est ramenée 
à la résolution de deux équations du second degré à deux in­
connues, que nous pouvons résoudre au moyen d’une équation 
du troisième degré en λ.

351. Exemple. Soit donné l’équation,

équation qui n’a pas de racines commensurables.

En posant

l’équation proposée deviendra :

La résolution de ces deux équations est ramenée à celle de l’é­
quation du troisième degré,

qui a trois racines réelles,
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la quantité ·& =  4(1—λ)

est positive pour chacune de ces trois valeurs de λ ; donc, les 
deux équations proposées admettent trois couples de sécantes 
communes et quatre solutions réelles.

Les équations des sécantes, qui correspondent à la deuxième 
et à la troisième racine de l’équation en λ, sont ;

350  APPENDICE

et

En cherchant les points d’intersection de ces deux systèmes de 
droites, on obtient immédiatement les racines de l’équation du 
quatrième degré,

RÉSUMÉ.

321. Condition pour qu’une équation du second degré à deux variables 
se réduise à deux équations du premier degré. — 522. Réduction de 
deux équations du second degré, à deux inconnues, à une équation 
du troisième degré. — 323. Indication de divers cas. — 324, 323, 
326, 327, 328. Exemples. — 529. Cas particuliers. — 330. Résolu­
tion d’une équation du quatrième degré. — 331. Exemple.
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CHAPITRE Y.

QUELQUES EXEMPLES D’ARTIFICES ALGÉBRIQUES.

5 5 2 . But de ce chapitre. Dans un grand nombre de cas, si 
Ton suivait, sans modification, les règles générales du calcul, on 
serait conduit à des opérations compliquées, qui dépasseraient 
quelquefois la patience du calculateur. L’habileté du géomètre 
consiste à trouver, dans la forme particulière des questions qu’il 
traite, l’occasion de simplifier les opérations, et de parvenir plus 
immédiatement aux conclusions qu’il a en vue. De pareilles 
modifications exigent une grande habitude de l’analyse et, sou­
vent même, un véritable génie d’invention ; et l’on comprend 
qu’il ne nous est pas possible de donner des règles générales 
sur les artifices de ce genre. Nous nous bornerons à choisir, 
parmi les calculs algébriques les plus célèbres, quelques exem­
ples, dans lesquels d’illustres géomètres ont poussé à un haut 
degré la dextérité analytique dont nous parlons.

555 . Problème I. On donne un polynôme du second degré, à 
trois variables,

et l'on demande de remplacer x, y, z, par trois variables nouvelles, 
liées aux premières par les relations,

et s'imposant les conditions suivantes : 

1° Le polynôme prendra la forme
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2° Les neuf coefficients < seront liés par
• les relations,

Ce problème se présente en géométrie analytique, lorsque Ton 
veut simplifier une équation du second degré, en changeant les 
directions des axes des coordonnées, sans qu’ils cessent d’être 
rectangulaires.

En multipliant respectivement les équations [2] par α, β, γ, et 
en les ajoutant ensuite membre à membre, on a, d’après les 
équations [4].

et l’on trouvera, d’une manière analogue ;

Par conséquent, pour que les polynômes [1] et 13] soient 
équivalents, on doit avoir, en identifiant les termes du second 
degré :

ce qui donne les six équations suivantes:

Multiplions respectivement la première, la quatrième et la 
cinquième équation du groupe [5] par α, β, γ, et ajoutons-Ies 
ensuite; il viendra :
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Si l’on multiplie la seconde, la quatrième et la sixième équa­
tion du même groupe par p, α, γ, on aura de môme :
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et l’on trouvera de même :

Ces trois équations ont lieu entre α, p, γ ; elles sont du pre­
mier degré; donc on ne pourra en tirer qu’une seule valeur 
de chaque inconnue, à moins que le dénominateur commun 
ne soit nul. Or, on satisfait à ces équations, en posant:

Cette solution n’étant pas admissible à cause des relations [4], 
il faut que le dénominateur soit nul; et l’on doit avoir, par con­
séquent :

équation du troisième degré à laquelle G doit satisfaire.
En multipliant la première, la quatrième et la cinquième 

équation du groupe [5], respectivement par α', p', γ', on ob­
tiendrait :

et, d’une manière analogue :

et, en raisonnant comme plus haut, on prouvera que le déno­
minateur des valeurs inconnues p', γ', déduites de ces 
dernières équations, doit être égal à zéro, et que l’on doit 
avoir:
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enfin on prouvera, par un procédé tout semblable, que l’on doit 
avoir :

354  APPENDICE.

et, par suite, G, G', G", sont les trois racines de l’équation du 
troisième degré :

On peut prouver que cette équation a ses trois racines réelles; 
et, pour cela, on remarquera qu’il est permis de lui donner la 
forme :

Si, en effet, nous chassons les dénominateurs de celte équa­
tion [7], en identifiant le résultat avec l’équation [6], il viendra :

équations auxquelles on satisfait en posant:

De sorte que l’équation [6] deviendra :

Pour prouver que cette équation a ses trois racines réelles, 
posons :

et supposons que ces trois quantités soient classées par ordre
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de grandeur; de telle sorte que λ soit la plus petite et v la plus 
grande. Substituons successivement, à la place de x, dans le 
premier membre de [8],
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ε désignant un nombre excessivement petit ; — oo et oo donnent 
au premier membre la valeur +  1, et le résultat des autres 
substitutions se voit immédiatement; car chacune d’elles rend 
l’un des termes infiniment plus grand que tous les autres. Re­
marquons, de plus, que les trois numérateurs ont essentiellement 
le même signe, celui de BB'B"; et supposons, pour fixer les 
idées, que ce signe soit + .  Les résultats sont indiqués dans le 
tableau suivant;

Les substitutions fournissent donc six changements de signe ; 
mais entre λ — ε et λ ε, μ — ε et |x - j - e>v ~ s et v -j- ε ,  la 
fonction passe par l’infini et est discontinue ; on doit donc con­
clure l’existence de trois racines seulement, l’une comprise 
entre λ -f- ε et μ — ε, l’autre entre μ +  ε et v —  ε, et la troi­
sième entre v -f- e et «  ; c’est-à-dire que les racines sont com­
prises respectivement entre λ et μ, μ et v, v et oo . On voit 
qu’elles sont inégales, toutes les fois que les nombres λ, μ , v, sont 
différents.

Après avoir résolu l’équation [6] et trouvé les valeurs de G, 
G', G", les équations [A][B][G], qui sont du premier degré, 
donnent les rapports des quantités «, β, γ, α' β' γ', α", β", γ".

Nous laissons au lecteur le soin de discuter les divers cas par-

www.rcin.org.pl



ticuliers que peut présenter cette solution, et notamment celui 
où les quantités λ, μ, v deviennent égales.

534. Problème II. On propose de résoudre les trois équations :

356 APPENDICE.

Ces équations se présentent lorsqu’on cherche l’intersection 
de trois surfaces du second ordre, dont les sections principales 
ont les mêmes foyers.

Si, dans l’équation [1], on chasse les dénominateurs, on ob­
tient :

si l’on chasse de même les dénominateurs des équations [2] et 
[3], on trouve:

et ces trois équations prouvent que μ2, v2, p2, sont les trois ra­
cines de l’équation :

On en conclut :

et cette équation fera connaître x \
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Pour obtenir y2 et z2, remarquons qu’en posant :

les équations proposées deviennent :

et ne diffèrent des proposées que par le changement de x2 et y 2 
en y2 et x 2, et par celui de p, μ, v, en p', μ', ν', de b2 en — b*, et 
de c* en c2 — b2.

On peut donc écrire :

On trouvera par un artifice tout semblable :

et ces deux équations feront connaître x 2 et y2.
On pourrait arriver à des valeurs de x 2, y\  z2, par la résolu­

tion directe des équations proposées, qui sont du premier de­
gré; mais les calculs seraient beaucoup plus longs.

Nous remarquerons enfin que p2, μ2, v2, étant les racines de 
l’équation [4], on a :

et, par suite :

formule utile dans plusieurs recherches, et dont la vérification 
directe exigerait quelques calculs.
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355. Problème III. D ésignons p a r  y, ν', v",... les fo n d io n s  li­
néa ires su iv a n te s  des in d é te rm in ées  x, y, z ,.. .

358 APPENDICE.

(Le nombre des fonctions v , ν ',  v " , . . .  est supérieur au nombre 
des indéterminées x ,  y ,  z , . . . )

P a r m i to u s  les systèm es de coefficients x , x', x"... q u i donnent 
id e n tiq u em en t :

x, x', x",... é ta n t in d ép en d a n ts  de x, y, z,... tro u v e r  celu i p o u r  
lequel la  so m m e

est m in im u m .  

Posons :

ξ, η, ζ,... seront des fonctions linéaires de x ,  y ,  z,...; et l’on 
aura :

où

et de même pour les autres Σ .
Le nombre des quantités ξ, η, ζ,... est égal au nombre n  des 

inconnues x ,  y ,  z t . . .  ; on pourra donc obtenir, par élimination, 
une équation de la forme suivante:
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dans laquelle (αα), (αβ), (αγ),... sont des coefficients indépendanls 
de x, y, z,... et de ξ, η, ζ,... que l’on sait trouver; et celte équa­
tion sera satisfaite identiquement, lorsqu’on remplacera ξ, η, ζ; 
par leurs valeurs [3]. Par conséquent, si l’on pose :
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en multipliant respectivement ces équations par υ, v', v",... et 
en les ajoutant, on aura identiquement, en vertu des équations 
[2] et [A] :

pourvu que l’on remplace v, v\ v",... par leurs valeurs []].
Cette équation montre que, parmi les différents systèmes de 

coefficients κ, κ', κ"..., qui satisfont à la condition [k], on doit 
compter le système ;

On aura d’ailleurs, pour un système quelconque, en retranchant 
l’identité [5] de l’identité [k] :

et cette équation étant identique, en vertu des équations [1], 
entraîne les suivantes :

que l’on obtient en remplaçant v, v \  v"... par leurs valeurs [1], 
et en égalant à zéro le coefficients de x, y, z... Ajoutons ces 
équations, après les avoir multipliées par (αα), (αβ), (αγ); nous 
aurons, en vertu du système [4] :
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d’où en doublant cette égalité, et en la retranchant de l’identité :

Par conséquent, l’expression

aura une valeur minimum, lorsqu’on aura :

5 5 6 . Expression  du m inim um . Les valeurs de a, a', a",... sont 
détinies par les équations [4]; et pour les obtenir, il suffira d’y 
remplacer (αχ), (αβ), (αγ), par leurs valeurs, que l’on pourra dé­
duire des équations [3] par les méthodes connues. Mais le mi­
nimum s’obtiendra de la manière suivante. L’identité [5] montre 
que l’on a :

équations que l’on obtient, en remplaçant v, ν', v",... par leurs 
valeurs [1], et en identifiant les coefficients de x, de y , de z,.. 
dans les deux membres.

Multiplions ces équations, respectivement, par (αχ), (αβ), (αγ), 
et ajoutons-les, en ayant égard aux relations [4]; nous trou­
verons :

Unsi (αα) est le minimum cherché.

5 5 7 . Valeurs adoptées po u r  ai, y, z... Si v, v', v" étaient nuis, 
l’identité [5] montre que la valeur de x, qui vérifierait les équa­
tions [1], serait x  =  A. Mais le nombre des équations

étant supérieur au nombre des inconnues, il est, en général, 
impossible de satisfaire rigoureusement à ces équations. Dans 
cette circonstance, les géomètres adoptent la valeur x =  k ,
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comme satisfaisant aussi exactement que possible aux équations. 
Un calcul analogue fournirait les valeurs que l’on adopterait 
pour y , z,... et que nous désignerons par B, C...

On peut prouver que ces valeurs, sans annuler toutes les 
quantités υ, v', v", ce qui est impossible, rendent la somme de 
leurs carrés aussi petite que possible. Mais disons d’abord pour 
quelle raison les coefficients de ces diverses formules ont été dé­
signés par la notation que nous avons adoptée.

Nous avons trouvé plus haut :
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On peut prouver d’une manière analogue que l’on a :

En effet, β, β', β"..., vérifient lès formules :

Si l’on multiplie les valeurs de «, a '---- - [4], par β, β .. . . et
qu’on ajoute les résultats, on trouvera, en ayant égard aux 
équations [8] qui définissent β, β '.. .  :

et la démonstration sera la même pour les autres formules 
analogues. On voit donc que la notation, adoptée pour les coel- 
ficients, sert à rappeler la formation des expressions qui leu 
sont égales.

558. Minim um  de υί + υ 'ΐ + ι ; ,/ΐ-{-.. .  Si dans l’équation *

on substitue à x, y, z... la valeur trouvée plus haut [A], et les 
valeurs analogues, on obtiendra, en ayant égard aux for­
mules [41 :

en posant :
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On aura de môme :

en posant :

c’est-à-dire en représentant par λ, λ’, λ"... les valeurs de v, ν', v"... 
qui résultent des valeurs A, B, G,,., de x, y, z...

Si nous posons actuellement :

nous pourrons former cette somme, en ajoutant les équations [1], 
après les avoir respectivement multipliées par υ, v', v"...; et nous 
trouverons, en ayant égard aux équations [2] :

En substituant, pour v, v', v"..., les valeurs trouvées plus haut, 
et en remarquant que Ton a, en vertu de l’identité [5] :

il viendra:

Mais, en multipliant respectivement les équations qui définissent
et en les ajoutant, on trouve :

Or chacune des quantités, entre parenthèses, est nulle d’elle-
même ; car par exemple, est la valeur
que prend ξ [2], quand on y remplace 1
ou, ce qui est la même chose, x, y , z..., par A, B, G...; et cette 
substitution annule ξ, comme on le voit d’après les équations 
[3] et ]Aj.

www.rcin.org.pl



RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 363

Ainsi, Ton a :

et, par suite :

Substituant pour ,, les valeurs fournies
par l’équation [A], et les équations analogues en y , z..., il vient :

Ce qui, d’après les formules démontrées plus haut [7], [9], 
[10], revient à

Par où l’on voit que

est, comme nous l’avions annoncé, le minimum de Ω.

RÉSUMÉ.

332. But de ce chapitre — 333. Simplifier le premier membre d’un- 
équation du second degré, à trois variables, en changeant les direce 
tions des axes coordonnés, sans qu’ils cessent d’être rectangulaires. 
— 334. Trouver les points d’intersection de trois surfaces du second 
ordre, dont les sections principales ont les mêmes foyers. — 333, 
336, 337, 338. Résolution d’un système, dans lequel le nombre des 
inconnues est inférieur à celui des équations, par la condition que la 
somme des carrés des premiers membres de ces équations soit un 
minimum, ou méthode des moindres carrés.

www.rcin.org.pl



NOTE 1

SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 
DU PREM IER DEGRE.

359. Formule générale qui représente l’une des incon­
nues. Considérons n équations à n inconnues :

o.if as... an, Oj2, o2* . aun désignent des coefficients quel­
conques, tout à fait indépendants les uns des autres; a4* n’est, 
par exemple, nullement égal au carré de at ; et le chiffre 2 n’y 
figure que comme un indice. En général, a,* n’a aucune liaison 
avec a,·, et n’en est nullement la puissance k ; l’indice inférieur i 
indique le numéro d’ordre de l’inconnue, et l’indice supérieur k, 
le numéro de l’équation.

Cela posé, considérons le produit :

obtenu en faisant le produit de tous les coefficients de la pre­
mière équation par leurs différences deux à deux, et ayant soin 
de prendre, avec le signe —, dans chaque différence, le terme 
affecté du plus petit indice. Ce produit P se composera d’un 
grand nombre de termes, dans lesquels les quantités al} at ...at 
auront divers exposants ; chacun des termes contiendra toutes 
les lettres a a2 mais l’exposant de chacune d’elles sera 
nu plus égal à n. Nommons R ce que devient ce produit, lorsque 
l’on considère les exposants comme des indices supérieurs : R 
contiendra alors les différents coefficients du système d’équa­
tion proposé; et chacun d’eux figurera, dans chaque terme, au 
premier degré, puisque, par hypothèse, nous avons remplacé
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les exposants par des indices. Si, par exemple, la puissance k 
de a,· figure dans le produit P, nous la remplacerons, pour ob­
tenir R, par a,·*, coefficient de dans l’équation de rang k ; en 
sorte que les deux expressions P et R s’écriront de même, mais 
représenteront des valeurs très-différentes.

Supposons maintenant que l’on rassemble, en un seul, tous 
les termes de R, qui contiennent a,· affecté du même indice su­
périeur; R prendra la forme
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Ai1, Aj2...A," étant des sommes de produits, dans lesquels ne 
figure évidemment aucune des quantités a / ,  at2...a,·".

Or je dis qu’on a les équations suivantes :

ou, en d’autres termes, que l’expression R s’annule, si l’on y 
remplace, dans tous les termes, l’indice inférieur i de la lettre a 
par une autre valeur quelconque 1, 2 En effet, l’ex­
pression P, renfermant en facteur (a,— at) (a,— a,·)... (a. — ai),, 
s’annule identiquement, si l’on suppose, par exemple, üi= ak : 
le résultat de cette substitution doit être zéro, indépendam­
ment de toute valeur attribuée aux lettres a„ a2...aM. Les 
termes doivent donc se détruire identiquement, et être égaux 
deux à deux et de signes contraires. Or, il est évident que cettr 
identité ne sera pas altérée, quand on considérera les exposants 
comme des indices, afin de passer de l’expression P à l’expres - 
sion R.

Les équations [3] étant démontrées, on obtiendra évidem­
ment la valeur de x i} en multipliant les équations proposées 
[1] par Ai1, Ai*...AΛ et en les ajoutant. Les coefficients de a;,. 
Xi...Xi-ι, xi+l...xu> deviendront, en effet, égaux à zéro, en 
vertu des équations [3] ; et le coefficient de a?,· deviendra égal à 
R, en vertu de [2].
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On aura donc :

d’où [4]

Ainsi, quand on a formé le dénominateur R, on forme le numéra­
teur d'une inconnue quelconque x,·, en remplaçant, dans chaque 
terme de R, les coefficients a /,  a<2...ain de x, par les termes tout 
connus correspondants J,, ]2...ln.

On obtiendra, par ce procédé, la valeur de chacune des in­
connues. On voit que toutes ces valeurs ont le même dénomi­
nateur R. Si R n’est, pas nul, chaque inconnue a une valeur 
unique et déterminée ; et le système des équations ne présente 
aucune particularité. L’étude de l’expression R conduit à une 
théorie importante d’analyse algébrique, que nous ne pouvons 
indiquer ici.

540. Nous donnerons cependant quelques développements 
sur la forme du dénominateur R. Nous établirons d’abord la 
proposition suivante :

Théorème. Le produit P, et, par suite, l'expression R, change de 
signe, sans changer de valeur, si deux indices cet c' y sont changés 

. l'un dans l'autre.

Remarquons, en effet, que, dans le produit P, les seuls fac­
teurs, sur lesquels ce changement exerce une influence, font 
ceux dans lesquels figure a0 ou a0, c’est-à-dire, en supposant 
c <fc’ :

Si l’on change c en c', et c' en c (sans changer, bien entendu, 
c — 1, c -j- 1, c' — 1, c' -f- 1, qui sont des indices différents de c et 
c’), ces facteurs, pris ensemble, conservent les mêmes valeurs 
absolues, et ne font que se substituer les uns aux autres; mais 
il y en a un certain nombre qui changent de signe.
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1° Les facteurs (ae— aj) (ae— α,)...(σ0—α*_0 de la première 
ligne et les facteurs (ac— aj) (ae-—aj)...{a9— de la seconde 
ligne, ne font que se changer les uns dans les autres.

2° Les facteurs

échangent leurs valeurs absolues; mais chacun d’eux devient 
égal et de signe contraire à celui qui lui correspond. Cela fait 
en tout 2 (c'— c— 1) changements de signes, qui n’exercent pas 
d’influence sur le signe du produit.

3° Le facteur

change de signe sans changer de valeur.

k° Les facteurs

ne font que se changer les uns dans les autres.
En résumé, le seul changement, que subisse le produit, pro­

vient du changement de signe de (a0— ac); et, par suite, P et R 
changent de signe, sans changer de valeur, lorsqu’on change c 
en c\ et d en c.

541. Corollaire. Il résulte de la proposition précédente, 
que, dans chaque terme des polynômes P et R, les exposants de deux 
lettres ae et ac· sont toujours inégaux.

Si, en effet, dans un terme de ces expressions, ac et ae-avaient 
le même exposant, ce terme ne changerait pas par le change­
ment des indices c et c'; il ferait donc partie du polynôme -f-P 
et du polynôme égal et de signe contraire — P; et, par suite, il 
entrerait deux fois dans P avec des signes différents, et pourrait 
être supprimé.

Il est clair, d’ailleurs, que chaque terme contient, au moins 
une fois, chacun des facteurs a u a*...a.; et comme l’exposant 
de ces lettres ne surpasse jamais n, ils ne peuvent être tous dif­
férents, qu’en reproduisant, dans un certain ordre, la série des
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nombres 1, 2 ...n ; en sorte que le terme général de P (ou de R, 
car c’est la même chose) est

368 APPENDICE.

ai, «2···a«> désignant les nombres entiers 1, 2 ...n , pris dans 
un certain ordre.

On pourra donc, en intervertissant convenablement les fac­
teurs, écrire ce terme général de la manière suivante :

Pî.-.p,, représentant aussi les nombres 1, 2 ...n, écrits dans 
un certain ordre.

542. Formation de R. Cette remarque permet de former tous 
les termes de R ; mais il reste à déterminer le signe qui convient 
à chacun d’eux. On remarquera pour cela que, si l’on change 
dans R (559) deux indices inférieurs l’un dans l’autre, R doit 
changer de signe. Les termes positifs doivent donc se transfor­
mer en ceux qui sont actuellement négatifs, et réciproquement. 
En faisant deux changements d’indices de suite, les termes pri­
mitivement positifs reprendront le signe -|- (sans que pour cela 
chacun d’eux reprenne sa valeur) ; et, en général, un nombre 
pair de permutations, effectuées sur deux indices, changerait 
les termes positifs entre eux, tandis qu’un nombre impair de 
permutations transformera les termes positifs en termes actuel­
lement négatifs, et réciproquement.

Si donc on veut savoir, si deux termes donnés ont le même 
signe ou des signes contraires, il suffit de compter le nombre de 
permutations d’indices inférieurs nécessaires pour passer de 
l’un à l’autre : si ce nombre est pair, les termes ont le même 
signe ; s’il est impair, leur signe est différent.

D’après cela, pour former tous les termes de R, on prendra 
le premier terme

puis on changera successivement les uns dans les autres les in ­
dices inférieurs, en ne faisant qu’un seul changement à la fois, 
et changeant chaque fois le signe du terme obtenu.
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Si, par exemple, n =  3, on obtiendra :

expression dans laquelle chaque terme s’obtient ùu précédent, 
en changeant son signe, après avoir interverti deux indices in­
férieurs de la lettre a.

RÉSUMÉ.

339. Formule générale qui représente la valeur d’une inconnue satis­
faisant à un système de n équations à n inconnues.— 340. Le déno­
minateur commun change de signe, lorsqu’on permute deux indices 
inférieurs l’un avec l’autre. — 341. Les indices supérieurs de deux 
lettres sont toujours inégaux, dans un même terme. — 342. Forma­
tion du dénominateur commun.
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NOTE II

TH ÉO RIE DES FRACTIONS CONTINUES.

DÉFINITIONS.

545. Quand on veut évaluer approximativement un nombre 
x, la représentation la plus simple, mais souvent fort insuffi­
sante, consiste à le réduire à sa partie entière.

Lorsque le nombre est moindre que runité, un tel mode de 
représentation est non-seulement insuffisant, mais devient 
absolument dérisoire. Dire qu’un nombre est nul en négligeant 
les fractions, c’est commettre une erreur infinie, celle-ci se me­
surant, on le sait, par le rapport de la quantité négligée à la 
valeur approchée obtenue.

Pour évaluer un nombre y plus petit que l’unité, on peut 

considérer la valeur inverse - ,  qui est plus grande que
y

l’unité ; et si b est la partie entière de ^ , la valeur approchée

. 1de y sera
Gela posé, pour évaluera? avec une exactitude de plus en plus 

grande, on posera

alt α2,..., ση_! étant les plus grands nombres entiers contenus 
dans x, a?„..., a?n_„ et l’on pourra écrire

Cette expression se nomme une fraction continue; elle four-
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nit la valeur exacte de x. Si Ton supprime la dernière fraction

J - ,  tous les dénominateurs a lt  ai r . . ,  an._i étant entiers, on aura xn
des valeurs d’autant plus approchées que n sera plus grand, et 
dont nous allons étudier la loi.

544. Nous démontrerons d’abord que la fraction continue se 
termine, et que le dénominateur xn devient nécessairement 
entier pour une valeur convenable de n, toutes les fois que x 
est commensurable.

p
Soit en effet x =  —, P et Pt étant deux nombres entiers;

U i
pour obtenir a, il faut diviser P par P1} et l’on aura

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 371

Pj étant moindre que Pt, on en déduit

par conséquent

ai est la partie entière de

Soit

P» étant moindre que P2, on en déduit

par conséquent

Ai est la partie entière de

On voit clairement que α4, a2, as,... sont les quotients succes­
sifs obtenus en faisant sur les nombres P et Pj l’opération ordi­
naire destinée à donner le plus grand commun diviseur. On sait
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que cette opération se termine toujours, et que l’une des divisions
p

successives se fera exactement, p- sera représenté alors, sans

que rien soit négligé, par une fraction continue.
La réciproque est évidente : une fraction continue composée 

d’un nombre limité de termes peut toujours se réduire, par les 
calculs arithmétiques les plus simples, à une fraction ordinaire 
à termes entiers.

54S. Considérons la fraction continue *

372  APPNEDICE.

Les valeurs approchées successives de x , que l’on nomme
les réduites, sont

On les obtient en arrêtant successivement les fractions avant 
le premier dénominateur ou quotient incomplet aly ou avant le 
ί-econd a2, le troisième aa, etc....

Les réduites sont alternativement plus petites et plus grandes 
(]ue x.

a, en effet, est évidemment trop petit, puisque, pour le 
compléter, il faut lui ajouter une fraction positive.

est trop grand, car, pour le compléter, il faudrait

augmenter le dénominateur at .

est trop petit, car, pour le compléter, il faudrait

accroître a,, diminuer par conséquent le dénominateur
et augmenter la valeur totale de l’expression.
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est trop grand, car, pour le compléter, il

faudrait augmenter a3, diminuer par conséquent aug­

menter par là le dénominateur de la fraction -

que l’on ajoute à a , et diminuer par conséquent cette frac­
tion.

Le même raisonnement peut se continuer indéfiniment. 

PROPRIÉTÉS DES RÉDUITES.

540. Le calcul successif des réduites est très-simple.
La première réduite est a;
La seconde réduite est

La troisième réduite s’obtiendra en remplaçaut, dans la se- 
1

conde, . elle est

La quatrième réduite s’obtiendra en remplaçant, dans la troi­
sième, elle est
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Le calcul s’applique, sans aucune difficulté, à toutes les ré­
duites successivement.

374 APPENDICE.

sont deux réduites consécutives, la réduite sui-

est représentée parvante

ο» étant le dernier dénominateur ou quotient incomplet introduit

dans la formation de
La règle se vérifie pour les premières réduites. Pour prouver 

qu’elle est générale, admettons qu’elle soit vraie pour une va­
leur de n, et que l’on ait

pour former la réduite suivante il faudra remplacer on

par et l’on aura

c’est-à-dire

La règle de formation s’applique donc et elle est par
conséquent générale.

547. Les réduites sont des fractions irréductibles. Soient

trois réduites consécutives, on a, en nommant an le
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quotient incomplet qui termine la fraction représentée par

[2]
On en déduit

On a aussi, identiquement,

Les numérateurs des seconds membres sont égaux et de signes 
contraires. Par conséquent, si l’on calcule les différences de 
chaque réduite avec la précédente, tous les numérateurs, égaux 
en valeur absolue, seront alternativement positifs et négatifs; 
mais les premières réduites sont

et l’on a

[^]

Le numérateur constant est donc l’unité, et Ton a, en général,

[5]
p

Cette équation montre que la réduite — est irréductible, car
vin

si P» et Q* avaient un facteur commun, ce facteur, divisant les 
deux termes du premier membre de l’équation [5], devrait 
diviser leur différence ±  1, ce qui est impossible.

548. La valeur exacte de la fraction continue est comprise entre 
deux réduites consécutives, et chaque réduite approche plus que la 
précédente.
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Considérons la fraction

p
et soit ~  la réduite obtenue quand on s’arrête au quotient

Un

incomplet «n; soient les deux réduites précédente.',

on a

mais, en remplaçant a, par l’expression

dont il représente la partie entière et que nous nommons x»‘ 
on obtiendra la fraction continue exacte x} par conséquent

x„ étant un nombre compris entre an et an +  l.
Si Ton résout cette équation par rapport à xn} on en déduit

[6]
d’où

[7]

Le premier membre étant positif et plus grand que l’unité,

sont de mêmes signes, et la seconde difîé-
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rence est moindre que la première. Ce qui démontre le théo­
rème énoncé.

349. La fraction continue étant comprise entre deux réduites
Pconsécutives, l’erreur commise en s’arrêtant à une réduite — , est
Ur*

moindre, évidemment, que la différence entre cette réduite et 

la suivante, — !r— ; elle est plus petite, à fortiori, que l’unité
j  VnU n+i

divisée par le carré du dénominateur de la réduite,
U*

330. Aucune fraction à termes plus petits que ceux d’une 
réduite ne peut approcher plus qu’elle de la valeur exacte de la

fraction continue. Soit |  une fraction plus approchée que la ré-
Γ
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duite cette fraction évidemment est comprise entre et

car si la différence est de même signe que

est compris entre et si elle est de signe contraire,

approchant moins de x  que il faut que soit compris

entre x  et La différence

est, d’après cela, plus petite en valeur absolue que

mais le numérateur de [8] est au moins égal à celui de [9], puis­
qu’il est entier; le dénominateur doit donc être plus grand, et 
l’on a

on peut prouver que l’on a aussi
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la fraction ^ étant comprise en effet entre
Γ

378 APPENDICE.

est

compris entre et la différence

est plus petite par conséquent en valeur absolue que

on en déduit

a PLes deux termes de -  sont donc plus grands que ceux de
p Un

On aurait pu se borner à prouver que le dénominateur β est

plus grand que Qn, si en effet sont les ré­

duites de la fraction

et que ^ soit compris entre : les fractions inverses

seront les réduites de

et la fraction |  sera comprise entre la démonstration
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ne pouvait donc manquer de se faire absolument de la même 
manière pour les fractions inverses.

FRACTIONS PÉRIODIQUES.

551. Soit la fraction

dans laquelle les fractions intégrantes se reproduisent périodi­
quement sans s’arrêter jamais. On a évidemment

P
Soit la réduite obtenue en s’arrêtant à la fin de la première

v in

période, les deux réduites précédentes, on a

mais, pour obtenir la fraction complète a?, il faut évidemment,

d’après [10], changer dans on a donc

x  est par conséquent racine de l’équation

en
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et comme celte équation n’a qu’une racine positive, il ne peut 
y avoir d’ambiguïté.

532. La valeur d’une fraction périodique mixte se calculera 
par une méthode semblable.

Soit

380 APPENDICE.

dans laquelle, après n - f  1 fractions, qui n’appartiennent pas à 
la période, commence la période de m termes. Soit

on aura

sont les deux réduites obtenues en s’arrêtant auxet si

fractions on aura

y étant connu d’après le paragraphe précédent, a? le sera égale­
ment. Soit, par exemple,
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en posant

on aura

Par conséquent,

Les réduites successives de la fraction [11] sont :

et chacune de ces fractions approche de y/2 plus qu’aucune 
autre dont les termes seraient plus simples. L’erreur commise 
en adoptant l’une d’elles est moindre que l’unité divisée par 
le produit de son dénominateur par celui de la fraction sui­
vante.
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NOTE III

MÉTHODE D'ÉLIMINATION DE BEZOUT ET D’EULER.

555. Soient
deux équations algébriques, la première de degré n, la seconde 
de degré m égal ou inférieur à n. Pour éliminer x  entre les équa­
tions, il suffit, d’après une remarque faite à la même époque 
(1764) par Euler et par Bezout, de les combiner entre elles par 
addition, après les avoir respectivement multipliées par deux 
polygones u et vy le premier de degré m — 1 et le second de 
degré n —*1, en choisissant, bien entendu, les coefficients de 
ces polynômes de manière à faire disparaître du résultat toutes 
les puissances de x. Les équations à résoudre seront toujours 
du premier degré, et l’opération, souvent fort longue, il est vrai, 
ne présentera aucune difficulté.

Soient par exemple les équations :

nous écrirons :

en choisissant , de manière à faire disparaître x
de l’équation [3], qui sera alors le résultat de l’élimination ou 
équation finale.

Ces coefficients devront, pour cela, satisfaire aux équations

Quatre quelconques de ces équations déterminent les rap­
ports des coefficients p , q, r, P, Q; le cinquième doit être une 
conséquence des quatre autres. Puisque quatre des équations 
[4] étant satisfaites, l’équation [3] se réduit précisément à la
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cinquième, le système [4] doit admettre une solution autre 
que p =  0, q =  0, r =  0, P =  0, Q =  0, et pour cela il faut 
que le dénominateur commun, ou déterminant correspondant, 
soit nul; l’équation finale est donc

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 383

le carré indiquant le dénominateur du système des cinq équa­
tions du premier degré dans lesquelles les cinq lignes horizon­
tales représentent les coefficients des inconnues P, Q, p, qf r.

554 . La méthode précédente, si facile et si élégante qu’elle soit 
en théorie, entraîne dans les applications de très-grandes lon­
gueurs. Si l’on veut par exemple l’appliquer à deux équations 
de quatrième degré, le déterminant qu’il faudra former sera le 
dénominateur commun résultant de huit équations à huit in­
connues; il se compose de 40 320 termes! Beaucoup d’entre eux 
sont, il est vrai, égaux à zéro; mais la recherche des autres et de 
leur signe serait une opération longue et pénible, sinon diffi­
cile. Il est beaucoup plus aisé d’éliminer successivement les 
puissances de a;, sans en introduire de degré plus élevé que 
celles qui figurent dans les équations proposées. Soient deux 
équations :

on commencera par leur substituer deux équations de degré 
η — 1, que l’on obtient en éliminant entre elles successivement 
la puissance x* et le terme indépendant de x  ; on supprime dans 
le second cas le facteur x , qui devient commun à tous les ter­
mes, et l’on obtient les deux équations suivantes :

La même méthode appliquée à ce système [2] le remplacera 
par deux équations de degré n — 2 ; et en continuant de la sorte, 
on obtiendra une seule équation de degré zéro, résultat de
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l’élimination entre les deux équations du premier degré qui 
formeront le ne système. Celte équation est l’équation finale.

' Si les deux équations proposées ne sont pas de même degré, 
la méthode doit être légèrement modifiée ; mais cette circom 
stance, on le comprend, ne peut que la simplifier. Soient par 
exemple deux équations, l’une de quatrième, l’autre de second 
degré :

38 4  APPENDICE.

on fera disparaître d’abord les termes indépendants de x, en 
retranchant l’équation [1] multipliée par C, de [2] multipliée par 
e;  et en supprimant dans le résultat le facteur x, on aura une 
équation de troisième degré, qui, combinée de la même ma­
nière avec [2], donnera une équation de second degré, et l’on 
appliquera aux deux équations de second degré la méthode 
générale indiquée précédemment.

555. On a enfin proposé une troisième méthode, qui, comme 
les deux autres, réduit toutes les équations au premier degré 
en y considérant les puissances diverses de la lettre à éliminer 
comme autant d’inconnues distinctes. Nous nommons cette mé­
thode, d’après Cauchy, méthode abrégée de Bezout.

Soient toujours f(x) =  0, F(æ) =  0
deux équations algébriques, la première de degré n, la seconde 
de degré égal ou inférieur à n ; posons :

les coefficients désignés par b0, bl}..., bn, pouvant être, en partie, 
égaux à zéro.

Pour éliminer xn entre les équations [1], écrivons-les sous la 
forme

c désignant le nombre n ou l’un quelconque des nombres infé­
rieurs, en les divisant membre à membre, et supprimant le fac-
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N. B. Les *  placés à la suite du chiffre 5 indiquent, qu’en calculant à trois décim ales, 
on doit augmenter le chiffre qui précède.

TABLE DES ARCS ET DES SINUS ET TANGENTES,
EXPRIMÉS EN PARTIES DU RAYON,

pour servir à la résolution des équations transcendantes.

Arc. Sinus Cosinus. Tangente. Cotangente. Arc.

0 0° 0 1,0000 0 Ѡ 00° 1,5708
0,0175 1° 0,0175 0,9998 0,0175 57,2900 89° 1,5533
0,0349 2° 0,0349 0,9994 0,0349 28,6363 88° 1,5359
0,0524 3° 0,0523 0,9086 0,0524 19,0811 87° 1,5184
0,0698 4° 0,0698 0,9976 0,0699 14,3007 86° 1,5010
0,0873 5° 0,0872 0.9962 0,0875 11,4301 85° 1,4835*
0,1047 6°-  0,1045* 0,9945* 0, 1051 9,5144 84° 1,4661
0,1222 7° 0,1219 0,9925* 0,1228 8,1443 83° 1,4486
0,1396 8° 0,1392 0,9903 0,1405* 7,1154 82° 1,4312
0,1571 9° 0,1564 0,9877 0,1584 6,3138 81° 1,4137 
0,1745 10° 0,1736 0,9848 0,1763 5,6713 80° 1,3963
0,1920 11° 0,1908 0,9816 0,1944 5,1446 79° 1,3788
0,2094 12° 0,2079 0,9781 0,2126 4,7046 78° 1,3614
0,2269 13° 0,2250 0,9744 0,2309 4,3315 77° 1,3439
0,2443 14° 0,2419 0,9703 0,2493 4,0108 76° 1,3265
0,2618 15° 0,2588 0,9659 0,2679 3,7321 75° 1,3090
0,2793 16° 0,2756 0,9613 0,2867 3,4874 74° 1,2915*
0,2967 17° 0,2924 0,9563 0,3057 3,2709 73° 1,2741
0,3142 18° 0,3090 0,9511 0,3249 3,0777 72° 1,2566
0,3316 19° 0,3256 0,9455* 0,3443 2,9042 71° 1,2392
0,3491 20° 0,3420 0.9397 0,3640 2,7475 70° 1,2217
0,3665* 21° 0.3584 0,9336 0,3839 2,6051 69° 1,2043
0,3840 22° 0,3‘46 0,9272 0,4049 2,4751 68° 1,1868
0,4014 23° 0,3907 0,9205* 0,4245 2,3559 67° 1,1694
0,4189 24° 0,4067 0,9135* 0,4452 2,2460 66° 1,1519
0,4363 25° 0,4226 0,9063 0,4663 2,1445* 65° 1,1345 
0,4.538 26° 0,4384 0,8988 0,487 7 2,0503 64° 1,1170
0,4712 27° 0,4540 0,8910 0,5095* 1,9626 63° 1,0996
0,4887 28° 0,4695 0,8829 0,5317 1,8807 62° 1,0821
0,5061 29° 0,4848 0,8746 0,5543 1,8040 61° 1,0647
0,5236 30° 0,5 0,8660 0,57 7 4 1,732 1 60° 1,0472
0,5411 31° 0 ,5150 0,8572 0,6009 1,6643 59° 1,0297
0,5585* 32° 0,5299 0,8480 0,6249 1 6003 58° 1,0123
0,5760 33° 0,5446 0,8387 0,6494 1,5399 57° 0,9948
0,5934 34° 0,5592 0,8290 0,6745* 1,4826 56° 0,9774
0,6109 35° 0,5736 0,8192 0,7002 1,4281 55° 0,9599
0,6283 36° 0,5878 0,8090 0,7265* 1,3764 54° 0,9425
0,6458 37° 0,6018 0,7986  0,7536 1,3270 53° 0,9250
0,6632 38° 0,6157 0,7880 0,7813 1,2799 52° 0,9076
0,6807 39° 0,6293 0,7771 0,8098 1,2349 51° 0,8901
0,6981 40° 0,6428 0,7660 0,8391 1,1918 50» 0,8727
0,7156 41° 0,6561 0,7547 0,8693 1,1504 49° 0,8552
0,7330 42° 0,6691 0,7431 0,9004 1,1106 48° 0,8378
0,7505 43° 0,6820 0,7314 0,9325* 1,0724 47° 0,8203
0,7679 44° 0,6947 0,7193 0,9657 1,0355* 46° 0,8029
0,7854 45° 0,7071 0,7071 l, 1, 45° 0,7854

Arc. Cosinus. Sinus. Cotangente Tangente. Arc.
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