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Prosty model nieprostych ośrodkćw spr:; ~~;vstych 

Zastosowanie do polimerów usieciowar.cych 

Stefan Zab.orski. /Warszawa/ 

"i. Wstęp 

W mechanice l::ont:Ll:n.rum istllieje obecnie o·os ze::'XW. li tBrat-u.."t'z~ 

poświęcona. ośrodkom nieprosty:m~ a zwłaszcza materiało::n spręż;rs~ 

tym z ;:;..'=:!.prę ź,elliati momentowymi /nazywa:;,rym często osz-oill:ruró typu. 
Cosserat/ ~l'W6~i€rd.f.1 tych zagadnień zawiera m~i.n. ~")•istar:owa m.o­

nogro. f ia C.:I'I"'.lesdella i W~ .::iolla t1]. Z ~:ugiej c.:trm2y w ostat­
nich latach d.okc:ua.ny został. olbrzymi postęp w dziedz;i.:o.ie badań 
stru~~a~Y~~, s w szczególności w zakresie f~~Y~- polimerów 
zna;yilljącyc.t. się w stanie stałym.,. ci~kłym lub r'OZJl't'~z;~ z.or.cym .. Re= 

zygnuJąc z cy-Gowania również bardzc o·osze:':"'ileJ l :i.t E;rutl;.ry s•cze;., 

g6łowej f wymielli.ruJcy jedyxue monogre.f.ie L.R.,G . ~:re:tocu~;::. [ 2] 

F. Bueche · a [ 3] i M. W. Wcl.kensztejna [ 4] .. 

W nirl.iejszej pz·acy podjęto próbę wylt.nrzywi/an.:i.ti, teori.:f .. n:i.e­

prostycn osrcc~ów spręźystych /ośrodków wi~lobie.gun~~vch/ w uję­
ciu.LE.G:ree-:na i R. S.Rivlina l5,6] :: oraz auto~;a [s;.' ~SJ ~do 

zbudowania ró-~na.ń konstytu.tywnych opis·u.jącycb. :ró.ejedz. .~n::·odne od­

ksztai.cenic sła·oo usięciowacych. pol.imer6".w w s ·:.r.aue b "l'1.4CZul!:opodob­

nej sprę Z-ystości /per. np~ [2] /. 
Pods ta;.-owym. · założeniem dla obecnych rozważ, Eł..:ń ;(J=3r~t mo~Ui:wość 

zastąpienia ~ le:m.entarn.e j pracy sił dŻiałają.s;y<;:} ;.~a uk.lad p·lll±tów 

dys.t::!'etn;:-cb.s rrzez odi;owied.nią pracę .sił w1eJ. •:>ld.(; gun.o~~-ch zdefi .... 

niow~:.nycb. 'ft osrodku ciągłym /por.p .. 2/.Za.-stor.;1)Wa.n.o pL'~:::' t;rm forzna­

liz~ :matematyczny używany w cy\łowanych jlrl. pl.·a. <.'~:· . ('t [ 6 ,, 7 :18 J .. 
W rozważ.s:lliach ati"'lktura.l.n.ych dotytzącyd~ si.e:·~el· ,pr.,li.l2er6Y 

utworzonych z d.ł·~~.gich ł.aiKuchów molekuluw~t. s "f:ykoJ::zys't&llO sta .... 

tystykę g~ussowsYĄ /por. [2,3,4] l przy naptępujących ~~or~tkowych 

założeniach: 

1/ pu.Ilkt;y węzłowe sieci są il8talone w .Pl'ZC:. :;'l·trzr:-:ui z dQ~~:tad­

noś~.:.ią do pewnego elementu · objętości D.iezależ~q;o o6. odkszta..:"':ce­
nir.·.; 

2/ deformacja ;jest afiniczna, tzn.odkształ..cenie el el!lentu obję­
tości polimer~ jeGt proporcjonalne do odksztalce~i~ poszczególnych. 
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łańcuchów; 

31 średnie kwadratowe długości lańcucili.ów lub podłańcuchów 
są taJd.e ·same ~ak dla ·Swobodnych molekuł; 

4/ ośrodek składa się wyłącznie ~ fazy . stalej /brak fazy 

ciakle~/ . 1 _ zna~q.uje się w stanie równowagi lub przynajmniej pseu• 
dorów.nawagi sprężyste~. 

Uaesadnienie dwóch pierwszych zało~eń w zakresie stosawalnoś­
ci Statystyki . gaussowslde~, tj. przy stosunkowo małych lecz skoń­

·csoąc.h odkształceniach, wynika z ogólniejszej. i _bardziej dokład­
D8~ aDal.iay R~Jaaesa . i E.Gutba /por.np. [2 ]/. Założenie . trzecie, 
chociai powszechnie przyjmowan~ w teorii kauczukopodobnej sprężys­
tości, jest żnaeznie trudnie jnze do ścisłego uzasadnienia. Próbę 
·pewnego uzasadliieni·a · op~t~ . na sugestiach_ F. Bueche 'a ( .3· ] · zamies~­
czui 1r p.3• Założenie ostatnie nosi charakter przede wszystkim. 
upruzcaajfłcy. W ramach rozważanego modelu motliwe jest ·uwzględ­
~e zarówno obecności dodatkowej fazy cieklej jak i innych 

. wlaJmc)ści reologiczlcy'ch /np."wewnętrznej lepkości"/ dla posz.cze.­
góln1Ck aolekul. Takie ogólniejsze podejście, . wy.magające bez wąt­
pieni$. pok:oDallia większych trudności natury matematycznej, . może 
stanowie treść da"l.szych kolejnych badań. · 

. Należy ~eazcze :podkreślić, że model molekuly składającej się 
z N gaussowakich pocUwicuchów /por.p.3, rys.1/ został wp:rOwadzoey · 

:z myślą - o ewen~eh oddziaływaniach ogólniejszej natury. Ponie­
'IIB.ł na obecnym etapie rozważań uwzględniamy ·wyłącznie siły spręży­

ste pochodzenia entropowego, bez dalszego ograniczenia ogólności 
JWżna · przyją.~, że N= 1 /tj .model gausaowakich łańcuchów/ • 

. 2. EBergetyczna definicja wielobiegunowych sil i naprężeń 

A..K.Green i R .. S.Rivlln l 5 ) , rozwa~ając ośrodki ciągłe z wie­

lobieguilOW'Yiili silami i naprężetdalii podali jed.ną z. możliwych moty­
wac~i dla przyjętej definicji tych wielkości. ~ykorzystalQ' obecnie 
·ich koncepcje • _nieco zmodyfikowanej postaci. 

Niech · t /i-1, ••• ,N/ . oznaczają. siły dzialają.ee na układ dys-
" kretlqch cząstek, których-wektory poło~enia względem dowolnego 

punktu. O oznaczymy przez «!J. • Jeśli w dowolnej chwili e!:asu od­
powiednie prędkości cząstek ~sżą ~ , . p:rzy czYJil przez x rozumie-

- z. 
'11:3 prędkość w punkcie O , to ,praca rozważanego · układu sil przypa-
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dająca na jednostkę czasu wyniesie 
N 

W= L: f-~ 
i.:i t i 

/2.1/ 

W za.łozeniu, że prędkości :ic. · są fUI::.Łcjami położenia w przes-
" . trze!li j . czasu, oraz ż.e prędkość x. posiada ciągłe pochodne 

w otoc2.eniu O , lll.Oże.my napisać 

/2.2/ 

gd:zie 
mamy 

/2.3/ 

gdzi ":> 

/2.4/ 

oznacza resztę. Podstawiając /2.2/ do /2.1/ otrzy-

C(. 

jest Z -biegunową siłą pierwszego rodzaju, zaś 6:· - ~ ozna-
czono odpowiednią pochodną całkowitą /por.p.3/. Jeś~ w wyrażeniu 
/2.3/ ostatni człon może być pominięty, to praca układu sił /2 .. 1/ 
jest rowuowazna pracy odpowiednich sił wielobiegunowyc:b. /2e3/. 

Oznac.:. ~Jąc również. przez 

/2.5/ 
• \c. \(,. k.., X. \t. 
:c; A

4
···Ad..::. X. jA.

4 
••• :X.. ;A-. j \c.4···~~ 

odpowiednie Vl1elkości odniesione do układu npół:r·zędnych materia!~· 

zcych ()\!') t otrzymamy 
~ ~ 

• '\.l Ą ···A k. }' fk. R' 
/2.6/ d. Vl =W d t= 6 p " ce. d..~&<.·A ···A. t- t,;.,_j k. , 

a.=o ) 4 a. i..:{ t &. 
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gdzie 

/2.?/ 

Poążs~e definicje sil wielobiegunowych motna uog61Jlić dla 
do'\fol.Dych gradientów prędkości lub deformac~i tak, aby wyraże­

nia /por.[5,7] l 

/2.8/ Qk···lc. i. • . 
:t T . X.· 

) l." k. ···k. 
) '4 J" 

były skalarami i reprezentowały odpowiednio elementarną pracę 
oraz prac~ na jednostkę czasu. 

Jeśli tensor t"-... ···",.'- w dowolnym pWlkcie ~i. jest 
związany s powierzchnią o noru.l.ne~ 'n.i i jeśli ta powierz­
ch:cia odpowiada · -x.j = con.st, to "tensor•• oznaczony przeż 
"~·"· ·~\c.t'\. nazn8Jil1 2.~ - biegunowym naprężeniem /typu 
Cawmy/ na elemencie powierzcłm.i ~J = const~ Pierwszy wskaź­
nik j nie musi być wskaźnikiem . tensorowym; oznacza on p~wierz~ 
cbnię, na której działa określOlle naprężenie. Wielkości "r"k. ..... ~c,~ 
są tenserami w zwYkłym sensie, jeśli spelnione eą dodatkowe wa­
runki /por. [5,7] l 

/2.9/ 

W zasadzie zachowania energii dla ośrodków nieprostych, po­
stulowanej m.in. w pracach [ 5,6,?] , elementarną pracę naprę­
łań wewnętrznych można przedstawić w postaci następującej: 

/2.10/ 

• )1.+4 - . 
~ s A ···Acc,c..d_ d. W =Wc:Lt;:. LJ " ;x.i.·A ···A ., 

OC..•-1 ) 4 cL 

gdzie ~+ 1 oznaeza stopień materialu nieprostego, zaś 

8 A .. i. = SBA"L.. B + 3Ą4i. , 
J . 

. /2.11/ . sA ..... '\.'" =sa~ ... ""'"· a+ o'A4 .. ·Aae)L. 
J 

~>1 
J 
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są w przypadku brakU sil masowych, odpowiednimi naprężeniami 
uogólnionymi. Można równie~ pokazać, że znajomość wielkości zde­
finiowanych wyrażeniami /2.11/ wystarcza do ok.reśleilia tJ?Ch częś­
ci naprężeń wielobiegunowych, które biorą udzial w bila.D.=;ie ener­

gii /por.[5,7] l i równaniach ruchu w postaci 

SAL. -g X,'-= Q ;A Sl , 

/2.12/ 

Nieokreślone części naprężeń wielebiegunowych zależą wyłącznie . 
od odpowiednich wa.I'Wlków brzegowych. Tensocy naprężenia występu- · 

jące w /2..11/ 1 /2,12/ są tensora.m.i typu Pioli-Kircb.hcl!!a; ich 

związek z tensorami typu Caucb.y jest następujący /por. [8] /: 

" e~- ::. X."· ... X."""'" " c:(. rr \. · · · ~ \. d--t L. i-· s A ···A i. 
. ,Ą.,. )~ 

/2,13/ 
- i. ... i.. '- d-~ . L. i_ • Cf. A ... A i. 
T "',..- X." ···X"' v-'~ ·:t. 

- ~A4 ) Aa. · ' 

gdzie 

/2.14/ a = 9 {d.et 9•· \i l XI 
s> st. = \ d.et GA~) X 

oznacza .Jakobian transfor.macji od układu przestrzennego (~L.) do 
układu materialnego (X") . 

3. Deformacja molekuł reprezentowa.llYch modelem G.e.ussowsldch 

łańcuchów. 

Zgodnie z założeniami poczynionymi na wst~{p:ie, ro:~.;wa.źmy do­

wolnie usytuowaną ezęść sieci Mi.ole.kularnej zawartą. międ.2i;: dwoma 
kolejnymi węzłami, której "poozątek " znajduje się w pw:tk~~:l.e 
X= X 11.. . 
o 
:Wyobrażając so'bie tę część sieci jako złożoną z .l:I. giętkich poci.lań-

cuchów gaussowskich, których średnia kwadratowa _· iługość wynosi 

-------------------~ 1/ Jest to w grun.cie :rzeczy oznacŻenie umowne ; róvro3 .. et dobrze 

punkt~ może cha:r<?! k-r;e:t•yzować położenie dowolnego elel:fentu mole-
o . 

k.uł.y, jej środka c _;. ę ~kości itp. 

http://rcin.org.pl



- ·6-

w stanie llieodks&talconym łC = ~ t.2 
, ~ożna wszystkie oddzia­

ływania /siły/ mi~dzy kolejnymi ogniwami, jak również oddziały­

wania . zewnętrzne /np. bydro~cznego charakteru/ skupić . jak­

gdyby w H kolejnychpaciorkach łą~zących poszczególne podłańcu­

ehy. Ażeby ~odel powyższy był statycznie równoważny wyjściowemu 
modelowi pojedyńczaj, . giętJ.de ~j molekuły .uależy założyć 9 że 'ileś~ . 

'Y\. ogniw w pos$czegól.nw.'Vli podła~.·;~;llchu, jak r6WDież. i:·~ść N · 
podłańcuchów jest Viystarczaj~~co drJ.za.. Rys .. 1 _przedstawia omawiai:ly 
mo~el molekuły w stanie odlcształconym i w początkowym. 

Modele podłańcuchów gau;:;,;:;ow~~kich były szeroko stosowane w 
ro~ważJUU.ach struk.turaJ.nycli ~ :.~ zwłaszcza p:rz:7 badaniu d.rgSń sie-. 
ei polimeru /por. t3] l i bc;.daD.iu za~wania się rozcieilczon;ych 
roztworów polimeróW w różnych polach prędkośei .. /por.np. l9.-i0)11]/, 

Po~ewat elementy molelal..ły, zn.a.jdują się w ciągłym ruchu o 
charakterze termicznym /ruch Brow.aa. lub dyfuzja/, ich poło~enie 
przedstawione na r,ys .. 1 odpowiada jakiemuś chwilowemu. stanowi rów­
nowagi termo-mechaniczneJ~ Dla polimerów słabo usieciowa.nych lub 
ich stężo:.:lych I'O~~it!OJ:ÓW nie mo:ma właściwie ro.zróżniać odd.ziały­
W·9Ź1 Ild.ę~y kolejD.ymi segmentami. tego ·Sa.M.ego lańcucha., a Segl!lGA­
tam:l łańcuchów są::dednicho A zatem nie ma istotnych powodów 9 aże..­

by uważaó jedną konf~i.gura<;;ję jako bat'dziej prawdopodobną niż 
inue. St-wieX'dzG:u.::t.e t ·o -uzasadnia w pe'flilYSL sensie przyjmowanie tych 
samych śr~~"ln.itih oc11·ag1ości mięo..zy końca.m:L łańcucha lub podłańeu­
c:,m. 11 n:t.ezależr::.J\.e 0 t1 t;~ go czy molek:ułę rozpatrzymy j~o swobodną 
/w rozc:i.eńczony-:n Ei ~ rozpuszczalnikuj 9 czy te ... jako stanowiącą 

część sieci polime~u /por~ [3} /. 
Siły działaj~ce na poszczególny paciorek modelu są, jak ~ut 

wspominaliśmy~ różnorodnego charakteru. Można Wyróżnić siły 
09 ent:ropowe" .., zal~ż.n~ ,'Jld konfiguracji łańcucha /por.np. [.2,;] l, · 
siły tn>u ódclziaływań eydrodynamieznyeh /por.np. t 9, 10,11] l oraz 
siły związane z ruchem. Browna podłańcuchów i siły zależne ·od 
"lepkości wewęt1:Znej11v · molekuły /por;. [ 10] /. Zgodnie z poprzed­

Ilimi za.ł.o~enia..rai o:raz · mając n~ uwadze możliwość · porówilani.a ot.rzy­
mal.Vch wyników ~e z~ wynikami teorii kauczukopodobnej sprę'"!" 

żyst:Qści /por. f 2 ) i \'l ograniczymy się w dalszym ciągu do sil za­
leżnych od zmiany konfiguracyjnej entropii łańeucha. 

Rozważania oparte na statyst)"ce gausaowakiej prewadzłl do nas• 
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tępującej siły działającej na i-ty paciorek naszego modelu mole­
kuł;r /por. [ 3] l. 

/3.1/ 3k.1~ 
e=-­h2. 

ge1z~e ejN . oznacza stałą sprężystos~i N podłańcuchów połączo.,.. 

nych szeregowo /U "sprężyn entropowych/, przy c~ym pierwiastek 
z początkowej średniej kwadratowe~ długości podłańcucha wynosi 
h11, k jest stałą Boltzmanna, zaś T oznacza temperaturę bez­

wz.gl.ęcn.ą • .t-'OJawienie się U .w mianoWDiku. wyrażen.ia. /?. ·1/2 wyni­

ka. z fe.ktu, że końce łańcucha przyjęliśmy ustalone, a zatem zmia­

na długosci dowolnego podlańcucha · daje odpowiednie zmiany w pozo­
stałych długościach. 

Zastąp:ny obecnie współrzędne ~ zależne od dyskretnej 

zmiennej X /por.ąs.1/ funkcją ei~łą =:(X) ;przybierającą 
t. 

określone wartości w punktach, od O do N .. ł'!B.m.Y zatem 

/3.2/ :lf = X ex:) = OC. (X) .. 
przy czym X /poczynając od X l przybierają wartości różniące 
się o wektory b ~ Jeśli wspólrzędue ~- .zmiemają się w za.leż-

x l. 1. "'/ no t ci od . w sposób stosunkowo łagodny- t te odpowi~duis różni-
l.. 

ce ::.c-zna zas-cąpie rótniczka..J:d. a różnice różnic. mi ędzy sąsiednimi 

pu.rll:truni wyre..zi6 przez przyrosty zmiennych niezt~.leżnycn" Otrzyma­

my zatem 

/3.3/ 

11 Sc:..śle rzecz biorąc -L odnosi się do statyst ycznie rćrrnowa.żne­
go idealnie giętkiego łańcucha /por.p.6/. 
') ; 

~1 Chociaż łańcuchy przybierają w przestrzeni całkowicie przypad-

kowe położenia, do założenia takiego upoważnia fakt, że "gwałtow­

ne" zmiany wzajemnej orientacji podłańcuchów są po :prostu bardzo 
mało prawdopodobne. 
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/}.4/ (x.\c.- ~\c.)- (oc."- ~~) =[·:~~:.-''(X)- xk(~)] -
i.ło'\ .. \.. "... Y.ł . l. 

. · . · .. · . . . · . d.XA_1Xa \c. hĄ-ha 
-. -[:x}'(X)- xk.(X)'1 ~ x..~Aa . a.. =~·A&· · J 

. i. i.""ł i.-t ~ \. ,) p .. ... l. ) " "' 

.gdsie przez . {l4 OZD&CQ'liśmy odpowiednie skladowe wektorów fa . 
w .z.U:oteniu, te _ liikrodeformacja w otoczeniu cząstki X jest"' 

. o 
. jednorodna, aamy 

. /~.5/ 

·Co prowadsi :do 

y'""; ... = :x.~Ą <>p= :x.~ ... op ... cL ... "-C~) , 

~"·Aa~ ~~Aa(X) = -oc~As(X) 
l. ł . . ) L ) 0 ' 

itd. -dla gradientów wyższych rzędów. W dala'QD. ciągu więc przez: 
x.~A , x." ..... D, ... " rozumie6 będziemy gradienty deformacji dla 

~ J~ . 
dowolnej cząstki X =X. Na podstawie /3.1/, /3.4/ i /3.6/ moż-

. o 
na zatem napisa6 

/3.7/ f lc. e k. /_A L B e k l_ A D 8 = -N ~ ; AB "':l ry.. = N- X ). AB ~ ~ • 
• &. .. .. L. &. ... ... 

/3.9/ 

gdzie oznaczyliśmy /rys.1/ 

/3.10/ 
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Mając na uwadze dalsze przejście od. sił wielobiegunowy~ do 
naprężeń wislobiegumowych w otoczeniu cztstki X= X , będzieli.Y 

o 
uśredniać wielkości /3.8/ na wszystkie -.:; · łańcuchów znajdujących 
się w jednostce objętości polimeru.. Jeśli ~ /lub ściśle "'i' N l 
jest wystarczająco dużą liczbą, a orientacja tych ~ łańcuehów 

l N~ - podłańcuchów l w sieci całkowicie przypadkowa, to mozeJą 
skorzystać ze statystyki gaussowskiej. W ka.~zjańskim układzie 
odniesienia /XA l otrz~ następujące wartości średnie 

~ ...; 

( ł:L A~ ) = i.~ h A h = :L 'V h2. = /:t 2. = h2 

1. L Ą "'ł l..J ~p i-pA ~ LJ · L .) 
pa<t r=i "P 

L. • 

ft.A~<ltA> =~h, ) <~'=L<~"'>=~ h J A~-t,2J3 > 
k.:of 

przy czym wskaźnik p u dołu symbolu oznacza, że dana wielkość 

otnosi się do p -tego łańcucha. Zapisując związki /5.11/ mil­
cząco założyliśmy, że nie tylko średnie kwadratowe długości posz­
czegćlnych podłańcuchów są jednakowe i równe lt~ , ale rbwnież, 
że wszystkie łańcuchy posiadają tę samą średnią kwadratową dłu­
gość N h' , tj. zawierają jednakową liczbę podłańcuchów N • 
Należy podkreślić, że jest możliwe dzielenie ~~ łańcuchów na 
grupy o tej samej w przybliżeniu długości, uśrednia:ds wewnątrz 
każdej grupy, a następnie przyjmowa.Jl.ie średnich waz•tc,aci dla 
wszystkich grup; wynik ostateczny pozostanie jednak ten sam /por. 

[ 2 J / .. 
Biorąc pod uwagę /3.8/ i /3.11/ otrz~ r.i.a.etępuj .~ce uśred­

nione wartości sił wielobiegwlowy~ ·- róWnoważne jed.ttJ~: ~.t łail.~u­

chowi: 

/3.12/ 

lub w szczególności dla OL = O: 

http://rcin.org.pl
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N 

/3.13/ (P")~ ~ ~ X~AB<f:)<~a> =e f"Ah_Bx,~AB 
~~-~ 

Bliższa analiza wykazuje, że zaleiności powyższe są również 

słuszne dla dowolnego układu współrzędnJch ortogonalnych, o ile 
przy uśrednianiu w /3.11 / operujemy odpowiednimi składow7~ fi­

zyczzcymi /np. h(~)= GAA ~ ... A a::: .}·h'~ i.i:p./ o Należy w tym p:rzypadh.-u 

pamiętać, że 

i. L . . J 1'-1 ~L i. { i.. } j :x;;.k. 
X j AB = X. > Aa ~ · 1 A 8 J X_:. M + j k. X jA .>B ; 

przy czym przez { } oz:a.a.czono symbole Christoffela drugiego 
rodzaju, określone odpowiednio w układzie l X A l oraz l :x. i. l Q 

4 .. Równania konstytutywne. Izotropia i. obiektywność 

materialzl3. c 

Zgo~te z wyra~eniami /2.6/ i /3.1/2 elementarna praca 
układu śJ:·adn.i{;ll sil wielobiegunowycb., przypad;ijąca na jednostkę 

objętości materiału 7!1 stanie początkow.ym, przyjm.te postać 

).t 

"..: r.= : ""J '0 <pĄ.···A._k:.)' cl-x.k.·A A = ...... ~. ~ L~ ; " ... oc. 
cr..::o 

f'~ N 

- ."'j ) -, .!.. ( ~ L'!t.) _ę_ p" A .. ··· h~ h A h s :x. K: AS clX-I<.·A ···A · 
- " t...J o<.~ \L..Jj N ) J -1 ot. 

e(.:o ~ ~-ł 

Oznac~ając prze~ d E«. składniki pow:rższej sumy, można trzy 
pierwsze z ~tch wyrazić w postaci następującej: 

/4.2/ d E -- 3 k. T Y (N. +1) D c D_ Ą O_ s ...... Ie. cl::x::. _;_....;......_ -- n. n n _._ . AB K.·C 
~ ·-,J h2. 2. .) ~ 

http://rcin.org.pl
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Zależność dla d E0 można również zapisać jako 

/4.3/ 

pamiętając, że dla rozważanego modelu 

d x.~~ = x.k.·c dXc = :X.~oe·c h. c 
~ > . ) 

/4.4/ 

W związku z zależnością /4.1/ nasuwają się natychmiast trzy 
następujące zagadnienia: 1/ izotropia ośrodka, 2/ caŁkowalność 

elementarnej energii odkształcenia, 3/ materia~~ obiektywność 
/IJ.iez:m.ienniczość/. Krótko ję omówimy po kolei. 

Pomimo, że rozważany w pracy model ma z założenia reprezen­
tować ośrodek makroskopowo i .~otropowy ja.k.im jest bez wątpienia 

polimer w stanie stałym, dotychczasowa dyskusja dotyczyła p~ede 
wszystkim pojedyńczych łańcuchów usytuowanych zupełnie QOWO~e. 
Mając zatem na uwadze izotropię ośrodka, będziem,.y. żąd.ać aby od­

powieQ.nia gr·upa jego symetrii pokrywała się 2. pełną g...'"llpą orto­

gons.lną /por. L 1 J l. Taka definic~a izotropii C! be jmuje r:ÓW?'...ież 

przJ'J)adek symetrii centrakile ;j jak i S3Illetrii wze;lędem dowoll:iych. 

płaszczyzn • . Innymi słowy będziemy żądać od elemr Zltr,i-""'D.eli energii 

/4.1/ lub /4.2/, :.o.iezmie.D.Iliczości względem wszystki.cil możliwych 

obrotów i odbić zwierciadlanych. 

Analizując zależnosci /3.12/ i /4.1/, łatwo zauważyć, te 

. warur~iem koniecznym speluienia wysuniętego postul~tu izotr~pii 
jest niezmienniczosćprzy przekształceniach typu Rt.. ~ ·~ ;j.cdbić 

zwierciaó..lar.ych względem trzech płasz.czyzn kartezjallt:.'"i!:~ ego ukła­

du współrzędnych. Ponieważ zmiaua zwra.tu np. werółr~~ędnej XA 
zmienia znak odpowiedniej wielkości <\-:{A) i gx·e.di.eutf.r# de -

• • t.. 

formacji :x:.\A · .> :x:. '~;AB, natomiast llie zmienia Z~l.i. •delkośei 
h. A = (~LA) ( h A ::. "l/fi h = c..on.!.t > cU.o.. A== 'i )2.., 3) 11 energia 
defcrmacji ośrodka izotropowego przyjmie postać następującą: 

http://rcin.org.pl
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/4.5/ 

w :t:t6rej niema sum:owę.nia po wskaźnikach znajdujących się na . jed-. 
·Dy._poziomia. RÓwnież sależnośći . /4.2/ pozostają w mocy, o ile 
polożYJD1 J : = B. 

Drugie zaga4D1enie to możliwość scałkowan1a przyrostu ener- · 
gii w postaci /4.1/ lub /4.5/ w celu otrzymaJlia ~ełnej energii 
spręży.atej obliczonej na jednostkę objętości ciała niezdęformo-

. wanego. 
W celu ustalenia uwagi ograniczymy się do trzech pierwszych 

składników energii przedstawionych zależności~ /4.2/ 1 /4.;/. 
Zbadamy zatem możliwość następującego całkowania: 

/4._6/ 

Łatwo zauważyć, że odpowiednie wyrażenia podcałkowe nie są róż­
niczkami zupe~; nie istnieję zatem funkcja E(x.~A)x,.~AB)· · ·) 
zależna tylko od kolejnych gradientów deformacji. Fo.t'Dlalne caJ:­
Jcmrall.ie /4.6/ prowadzi do wYniku 

/4.?/. E =- Sk.T.Y {i.hA-k"(:x:.i<: oc.k.·A- G \ + - h~ 2 . JA J 'AA) 
X 

+ (N+1) ~C~-t_AhA f x.."'. AAclx".C + 
2 J l J 

a. 
_.._ (N+1)(2N+1) !. o c~ .h_A·_~A 'X.k: x. . ,- 6 .· . 2. n )AA ~;co , 

jeśli uwzglęcll:liią postulat izotropii. Ponieważ całka w /l~Q -71 

·jest funkcją X jako górnej granicy, otrzymaliśmy na energię 
zależność 

/4.8/ 

http://rcin.org.pl
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cha.:t'akterystyczną dla ośrodków niejednorodnych. Niezależność 
~cji E explicite od zmiennej Xc uv.ra.rl.Ulkowana jes·:; nie 

/ tylko materialną równomie~~ością ośrodka, ale róWDiez istnieniem 

jednorodliej global.rlej konfiguracji odniesienia /por. [ 1] l. Cho­
ciaż rozważanY w pracy model reprezentuje ośrodek materialnie 

równomierny l składa się on z powtarzających się identycŻnych ele­
mentów/, to jednak, na skutek przyjęcia schematu jednorodnej mi­

krodeformacji w ?toczeniu każdej cząstki· ośrodka zdeformowanego 
niej~dnorodnie /por.p.3/, nie istnieje w ogó.lnym przypadku jedno- · 

rodna globalna konfiguracja odniesienia opisana układem / XĄ l. 
W szczególności, gdy deformacja całe~o ciała jest jednorodna, 

tj. X.\AB s O , otrzymamy 

/4.9/ 

Ponieważ ~A = V fi' h , witoażenie powyższe można. ~ tychmiast 
zapisać w postaci dobrze znanej zarówno ze strukturalnych teorii 

kauczukopodo.bnej sprężystości . /por. (2,3,4] /• jak i z mechaniki 
kontinum pod nazwą potencjału sprężystośc-i dla neohookeanu /por. 

[2,12]/. 
W przypadku og6lny.m, energię deformacji można wyrazić w pos­

taci niezależnej od zmiennej X , po wykorzystaniu pojęcia lo&l• 
nej konfiguracji odniesienia opisanej nieholonomicz~ układem 
współrzędnych. Jest to równoznaczne z opisem ośrodka w przestrze­
ni nieeuklidesowej z odpowiednio określoną /niesymetryczną/ konek-
sją liniową /por;.np. ( 1] l. Należy jednak pamiętać, że przy takim 

opisie wielkości "Xr\c.; A ~ ~~A& nie są gradientami deforma­
cji w zwykłym . sensie, l .ecz charakteryzują jedynie deformację lo­

kalną. Utrudniloby to istotnie dalszą interpretację rozważanego 
mo~P.lu. 

Ostatninl zagadnieniem, które poru&zamy w lli.niejszym punkcie 

jest zgodność z zasadą materialnej obiektywności - warunkującą 

poprawność i ni-ezmienniczość odpowiednich równań konstytutywnych 
i por. ( 1 , ? ] ; ·. W myśl tej zasady interesujące nas wielkości trana-

f o~ El sit następuj,eo: . 
l 
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/4-.18/ 

gdzie · Q.~J· . oznacza dowolną - zależną co najwyżej o~ cz~su - . 

mac:i.crz ortogonalną. Ponieważ dla t akiej macierzy: Q~j Q.~ k.= S~ . 
Łatt."io się przekonać, że wyrażenia /4.5/ jak i /4.2/ nie zn:.ienia­
j ~ , się :przy transformacjach /4.10/. VlynH:a st ~d, że dlć:~ roz·.•;aża­

ne ;o modelu o~·rodl:c. nie:prostego zasada materia lnej obiel:tyv;ności 

jest spełnione:. automat:ycz.r...ie . 

Przytoczy-l.!lj· jes:::cze ~'::lniJ:i forrr~alnc ::;o cał~::o;_•Jo.ni o. fvnl:cji 

/4.5/. Dla O... > 2. otrZ'J'1Il3.tr~· 

N ,__ . X 

· /4.11/ E = -YNe 
1 
(Z i_d.){Z (-1)~nĄ"···~Aa~.h"'hA:c.~A;··A ~~-A ••. ~· 

.Ol.. eJ.... . . .• ~ ) tti 
1.=--\ j:O 

X 

+ (--t)')...+1 Ję.C" ... h_~hAhA :x:.K:A ···Ą d.x..\cAAA .. ·A} 
) 1..+1 d- ' ; -1. ~ 

J-~ ::· --. ~ 2iD dla pa.:r~-~~·~~t~? Cll eX... , CD.łl:i ~.:.r~:; t; t;_~}JUj L~C e ,~'~' /L.~.1 -~i/ ~:! ~::~ .~1 :::- ~-: 

Gi ft '~~.r.yliczyć \~ ze.leżnoGCi od ;:;-.re ... di c:rriJU;.l.j c'iefol~:!:aej i. Ifi :<:---- -~:~:'z~,~ts t ~ 

X 

/ " ,o, r...--"- 'XA2~ 
· •j· · 

1
' :. , J --: )A" .. ·Af>-:x:..k.)A~H· · -Az~ C1., 

X. 

5. Naprężenia ..,., ośrodJ;.u nier-:;:ost~nn stopnia 2. 

PrzJrpadek deformacji jednorodnych 

~'.'yl:orzystując wyrażenie /2.10/ .na elem·.mta .. rną p.;.:-ar:~ę naprę­

~: ;:; ~~ '!:ielobieguno'~.rych oraz zależność /4.5/ okr·eslającr~ eleme :1te..rną 

) 

~ 
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l) .L'acę sil '::i e lobis :;unoi?.rych, nożna, prz .-~:~ :::.ros te po:i."' •::O~:n:~o.nie, :) c -~ 

::iać od:p·J'.vj_ (3dnie definicje uo c;ólnion-ycr1 n3.p:rę~~cń 1Jryst:ępu,j ::~c..;~c:: 

':! /2./11/, Należ;;· · jedne.l:: podk::·eślić, ż. ;.:; ot:r~;;·::.:::me w ten ::;po ::>ób 

~- ~-~ ---_-.: ~. ·#~ _ :: · i ~l~Y /~J ol:1.:.tJT~:7 l :1ie ś c:L ~ li~.:: :3 .. Z-:ll () i~ 8 ~'li ~~ - 1.J o~.-J l .? !~ l1i (; ~;ci6 ~i- . 

r.~~:.; ~~ Ci ,j :-3Gt l: :J~.":UI~' ·.,!.t .~:.. ::~ ne Ui.~!Z -~ l ~}dr1i2r1iU F.il -:H:l i~?}~ 3lli ·~ p~ Cllodzeni ~~ 

entro:po';.:e '~o z por::inięciem. ef ,~l:tów zależnych oJ ZLli:my ~<.:mer ·:~ii. 

\70'-'J!l'itrzne j /por. np. ~ 2, 4-1/. 
l'Trt p0dstr--.... ~:.·ie /L+-. 2/, /L~. 3/ ot::eZ:J"TTl.s.m.;y dl:=t izotro:?m•mijo :·:: ~r ;;;-

t:ysi:r..:go ośrodka nicprost;: co stopnia 2 /?:. J..l.. ::: 2/ zale::'.no f·. c :~ n:1.s --, 
t ępuj qce : 

SABi. 3kTv [ (N-\-1)(2.Nt1) o~ ~'}. o e o co c. ~. l 
6 

'f1- ~ h. ł'\.. X. c.c.. J • .h_2.. ) -

:·~eń. , któl,O bc-:zpoio r e.jnio i.Vchodzą do r óv:n3Jlia ruchu / 2 .1 2/.1 ::. oJ.­

lm1SU ener;i;ii. Otrzymamy r ównania konstytutyvme w :pos·t aci 

/5.2/ SAl.. ;::Ai. SKAi. -
= 0 - jl< -

W myśl /2.13/ w~my róvmież 

r-r i.j = X. \Ą s Aj + '?<J-~j 
/5.3/ 

ł""M (\.j)k. . \. j S(AB)kr 
~ :: 'X. . AX: . o J }g .) 

rri..jk.=- rr(Lj)k.+rptq]k. 
~ 
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i 
~i \c. rr rozu::liemy odpmviednie na :p::: ··.· ~ - -

!1::.::.. rzec.z~.-::.~1.:::-t:e , tj. 1~.:- no..ło ::·.e niu cisn::.e!.1ia f> ...:ru,:;J.e l' ....... -

::-l:.8 rc.c.·:lo-;7a.:;i /2.12/2 jest r·Ó".'m:.v:a~:nG zależno(~ ci 

/5.4/ rr [ij] 

n~adającej warunel>;: ::~ymetrii na naprężenie U0SĆlni.one. rr i.j• ;.:o:~- · 
n .., pOk"-"'C' l~or . ..,.~,co.._."J.'"'C " "'malJ.' , .. _, pr"8''~.,...c,,··r,.i;·OI1r:.J.: .,." Dl~"'r--· [r.;) ~ ł..c..;..L.:~.:.A ,. _.. .l.JtJ1t.JVV.. t.. . ~: JJ 1.. tJJ o# u_!:) .... ... . -r...~.,.• .. . ..... V r _J .. t.J • ...,,.} ./ J 

że ilość niezna:J.ych funkcji /nieokreślon.;; ·ch c::;ęóci m?..:;Jr ·i:~eil/ 

~est WJ1starczająca, aby dowolnie zadać vm .. rtości brzG ,;m·m dla 

wsz;ystk.?-ch dv.unastu sil pov;ierzchnio·;:J ch t L. ) t~ . 
W kartezjańs};:im ul:::lG..': -.:.~e i'Jspólrzędn;ych róvm..~1ia /5.2/ i 

/5.3/ przybierają następującr~ postać: 

(N+1 H2.N+1) o .. 2. i. j J _ rnC~t-&.Jj + p~'-j 
l ·51 . ,.. n. x. ·A :x:: · cca t -~~ ··l e ) ) )l\, 

J<:G:o rrz:;r:adcJ: ::· : . ~::-. c ~Ól!; ~· ' !'0~~ - ·. :,ż: . . :: .j u~ : : c::c .:··.· . :-10 '~': . . ;. ~;. ,~:: ' >0-

j .,: :vrlnacji opi:-.: c.nc p::.:::e::. . · ~:·<' sta!.-:; ·.'; ;:,~)Ól0z~nrr~.:. : ·:i :r:: :J h'.::~cn~a 

~ :---< . eważ eyższe gradienty defcrma.cji są w tym przypadku tożsaiL.o­

.. . ;:;. ._ :-_,·~70 równe zeru, ró\man.ia /5.2/ prov.radzS: do zale :iności 

> 

s'l?,= 
) ) 
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w których dodaliśmy odpowiednie człony za.l.eż~s 

Ener'gia deformacjl /'+. 9/ prz:rbiera tenllZ. ~,;o stac 
')d · r;L1nienia "'P • 

1 

/5.8/ 

Zależności ew.:..alogiczne do /5.7 l c t:rz-.r:i2.cy ró'\vni.eż ró ż :!:li. c ::~:u.~ ' \ :; 
bezpośrednio /5.8/ wz;lędem ?\.\. • 

Dla przypadku prostego rozciągania mamy np. 

/5.9/ 

czyli 

a zatem ostatecznie 

/5.11/ ) 

Vlynik powyższy jest dobrze znany w te.orii kauczt::.':Qpodobnej sprę­
żystości, był on uzyskiwany na różnych drogach. i przy ró:tn.7ch 

założeniach przez W.-Kubna, F.T.Walla, H.M.Jar::.esa i ?.,2<:~:~ha, 

L.R. G.Trelom."'a, P. J .Flory i J. Rebnera oraz in..rt-r~ .n ba·:iacz:-· /-;·or. 

l2,3,4] /. Łatwo się również przekonać~ że L"l..."'le zna11.e w l i. : ,:; ra­

turze rozwiązania szczególne - uzyskane w oparciu o ene..r -~i :: ~;.::: ::­

żystości w postaci /5.8/ - ~vynikają z naszych zale ;:nóści /5.2/, 

/5. 5/ /por. p. ? l. W tym sensie róvmania konstytuty-,•.ne /5.2/ . lut 
/5.5/ są uogólnieniem znanych ró~tmań klasycznej teorii kauczuko­
podobnej sprężystości, na przypadek niejednorodnych stanów defor­

macji. 

6. Ana'liza wymiarowa. Wpływ efektów wyższego · rz ędu 

Aby szacunkowo ustalić rząd wielkości współczynników v.rJs~ ę­

pujących w równaniach konstytutywnycl~ ,15.5/, wprowadzimy wielkości 
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bez7r~;'Tniarov.re odpovdadaj<.~ce kolcjLym :~radicntom defc!""l!1acji. 

Jeśli przez L /o i'f.YT.!).i8l'ZC <::.m/ rozumier:J;:{ ~jakąś rJ.{.~ . .v;oM~ cha­

rakterystyczną. dl& rozwa;:~c:-nego ciała~ to 

/6.1/ 

gdzie tildc.m:L oznaczono r:ielkości bczv,y.:i'l.:<:no. 

przybierze z; .~;f~m ruvmo':!a·~n~ :postać 

/5 r../ 
ojt1 

l.j '\'* r _i. -l (NH) łt. X~ :x) . rr = k T-v i...J L x.. )A~jA +2.~ c )A )S'D 
;s. 2/ A,s,r... 

z l:G órej "tli~J.o..ć, że VlieJ.l:otcią cr.c:.:t·a1:tcr,yz,ujr.:c ::?_ ~ ~7,~l} ł:T ~V lJO ~:~ c~~~ c~J l­

nyc:l sl:lać.~l.ikóv: jęs-t stosunelc. ~/L , tj. s·to;.~tmel:. piG.L'':::~<!s,;i :::l 
ze średniej kl';adrator:ej d.ł.u:;ości :pod2:a:'lcrL':~ l':'3. ~}:) n?.l: ... 2o;:t.:;, ~:·.·.:r:.j 

dłu·;()Śc:i ch",...ral:te:.:·y~:t;ycznej. 8tosm1Gl: t:n jc:;;t na c ~·Sł J.~r::;:;b :: 

IJ'.:~c.U•:!l::.Ó\'; w !.~i.l.:.cuchu naBzec;o r::o .:-:e2..u ŁJOl:i.ne:::-u. Liof.:n.c .. j ;~- . .-..~; '.-:! :'.·~: 

rzeczy pr~:yjąó dość dov;olnic, b7leb~· t:rE:o .Y N / ,.Y ~ :U.v.",; :~~:;_~·­

cuc ~-2.Ó\'.r v: jedn.ostce objętości pol~::te::..>u/ 1 ~-,-l c ·:,~·:;·c~:'. ~:·•::~ ·.tj ·:~: j :.-·: ' .':-:::. 

Dl~'. 1;stalone-;CJ h./L , ol:r:e:§.lir::;:,r V•'J/ł.;\T! o·fel:tóv.· ;'.-;r~~s:~e .~ (; :::::.·idu 

'<'l rr."lte::::.'iale :i.dealn.ie sp!'ęż~ ·. ·::r'lil kładąc H = "l; \'IÓ'iv'r:;.~~<.!.s 

/C.3/ 

A (h)2.- l. j 1 T(k.i.Jj ~j 3 L x.jA -;::c;BBC. J - jk + f~ 

·i;;::.; :z.nie rói.vnoważnym łm1cuchu zawartym m.j_ędz:-· c~sieu::.·: i:.ll '-'-' '~<~:!:.otl.i 

luo miejscarr.i splątania. LiczbQ 'Yt..,.. i :~"::•iązaną z nią dh1t;ość 
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t.,... oblicza się zvrJkle przez porówna:1ie średnich kwadratovrjch 

długości oraz "w _pełni rozci ągniętych" dlu::;o ś ci odpov,ri e<:'l.:2.io d].a 

łańcucha rzeczywistego i stat:ycznie ró7mo·:.-ra.:':::n. e,·~o. Ps · 

kie jes t konieczne, gdyż rzeczywiste la..."fiCUCh7 IJ OJ.iffi (::;I·•,;•;. · ~ie s :.~ 

idealnie giętkie na skutek istnienia o}::::>eslon;ych kątóv.;: --.r?..~.=nc ... ::_ 

i zjm·riska hamowan.:i.a obrotów poszczególnych jednoste~{ ;::;,onol."l '.::~ -, 

/por. [ 2 , 3 , 4 J l" 
Dla lepszej ilus tr3.cji, poróvma,im.,y interesu.j ():Ce nas wiel­

kości dla ła.i1cucha poliizoprenu w cis-~:~nfi ~;urac j i /i::auczuk na- . 

turalrzy/. Ponie\'laż dł.ug.ość jednostlr...i. izoprenu sk.:ł: adaj ąc e j się 

z 4 wL~zrui /z h"tórych 3 są pojed~r~icze, a jedn.o podwójne/, 7i;.fn::'J -,, . 
si w przybliżeniu 4, 6 :\ 7 to na podstm'iie rezult ató•.lJ F.T.7Jal1a 

;'por.[2]/ mamy 

/6.4/ 

gdzie ""'-· jest ogólną liczbą wia.zań, ~'l'ł".. - iloś cią jed..Tlostek 

. monomeru, zaś ~!. śred.n.i_ą b"l~:drat.ową cUu:; •.J ś ci łm1cucha. Dla 

łańcucha statystycznie r6wnoważnego otrz~roamy 'n.~ ::: --;. · 31 "n.-m. , 

a zatem t-T-= O, 77 t~ = .3,52 A •. lfalezy nast·ępnie ci:orzystać 
~ relacji 

/dla łl = 1/, 

Jeśli tń...,..: 100 /por. [2)/, współczynniki w /6.3/ przyjmą war­

tości nastę,ujące: 

/6.6/ 
2. -7 
-.-10 cm-
L 

a więc vrpłyvr ich może być praktycznie istotny dopi'3;"0 prz-y ~)ar-

. dzo małych wymiarach charakterystycznych L . Należy jes;;,;; 3e 

pamiętać, ze vvymiar ten nie może być rzędu porównywalne go :;, 

pierwiastkiem Że średiliej kwadratowej długości łańcuc~ Y~~ 
wówczas cały model kontynualny traci sens. 
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7. Przypadek uogólnionego prostego ścinania 

\7 celu lepszego zilustrowania rozważaY,_ poprzt;dnich /pol~. 

p. 5/, rozpatrzymy obecnie przypadek uogólnionego jpo.ste~;o ćci­

:J.P~"' a pasma utv.•c"::.:·nego z matr:!riału zzodne-go z pPZ~i jętym mode­

lsrm. Jest to jedno z najprostszych zagadnień szczegól.Izych, któ­

rego rozwiązanie uzyskuje się w postaci . zam1miętej. Inne przy­
padY~ tego typu z reguły prowadzą do konieczności rozwiąz7~ania 

układów nieliniowych równań czwartego rzędu. 

Dla nieśeiśliwego prostop~:.dłościanu ~~cl:azaner;o na rys.2, 

postulujemy następujący płaski stan oill~ształcenia: 

/7.1/ 

~dzie dużymi i małymi literami oznaczono odpowiednie i'!Spółrzęd-
. :1e kartezja.ńskie przed· i po odkształceniu. K (Y) : K (~) jest 

ciągłą i różniczkowe..lną funkcją zmiennej Y = "S. • Jedyne nie­
zerp-we składov!e [7'adientów deformacji są następuJ :~c e: 

/7.2/ 
" \ . --~ _ x.t - ':!C" - ł -x. - K ''U) 

-- ) '\ · - ; 2.- ~ '3 - > . ) 2. - ' \. J 

) 

przy czym kreską oz:-... s.czono rożn:..czkowa.TJ.ie v1z:;lędem ~ • Na pod­
stawie /5.5/ mamy 

/ .. 3/ 

/7 .L~/ 

•r-p.vt_:. G[ i+ K1
t + ot.(K8 + K1 K')- f?>(Km + K

1
K

111
)] t f) 

~tttt2. =·rr~ = G ... "? , -

"'T'"?.. =· GK1 
. , ._ '1'11 = G(K' + ot.K 11

- ~K 111 ) 

rp-i+~ = G~(~\\ + K'z. K\\) > rp 2~>t = G ~·~ :, '~ 

1"'(2 
.. ,)~ . =rr("'2.)" = G(?>(K\\+K'K') 

) 

J 

) 
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pozostałe składowe naprężeń równe są zeru. W zą.leżnościach po­
wyższych 

/7~5/ h G = (Nt1)(2.N+1) łt_ 2. . 

> r 18 . J 

zaś ~yriazdka z lewej strQilY symboli przypomina, że są to tę 
części naprężeń, które uczestniczą w pierws~Jrm ró\~aniu· ~chu 

i bilansie energii. Ponieważ z ~ało±enia 1'~~ · : O, otrzjmamy 

że: .olf = - G . Podstav:ienie /7.3/ do pierwszego równania ru­
.chu daje 

/7.6/ 

:io:.:.wi~zanieni ogólnym powy~szego równania różnicżkowego jest 
f~::.\. c ja 

17~71 

w której wielkości C!~ /i= 1,2,3,4/ oznaczają stałe ·całkowa­
nia, zaś 

/7.8/ 

Fiel:'wias t l:i ~"" i ~ przybieraj· ą. zaws z; e . wartości :"'zeczywi"ste, 
gdyż z o~n9.czenia c:J- ~ O i ~ ~ O . • W szczególno~ci dla 
N = 1 /por. p.6/ mamy 

/7~9/ 

A 
A . {4"'1Z fi. 

"("'-\ 2.. = ~ '\f??(i t V3') ~ .. 
) ~ -i. 26-. ) h. 

Rozwiązanie ogólne /7.7/ zawiera cztery stałe wyznaczane 
z odpowiednich warunków brżegowych. Dwa pierwsze warunki wiążą 
się w sposób naturalny z polem deformacji /7.1/, a mianowicie 
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17.10/ K (o)~. o . K (@,) = K t = c. on.. t . 
> o 

Fazostałe dwa warunki brsE: ;owe możemy dobrać w zasr:.dzie de;·.~:~ l~ e, · 

;.::.'.'aż.ając ażeby nie były one sprzeczne z /7.10/. Ro~ .ważmy, u . .. : :::r­

kład, wszystld.e po\:.ierzcbn::.o•.'le siły d· . .rmbie·.;~;.owe d:L,łaj ące na. ;o-

wierzchn.iach ~ = O, 'Y = b : dla h-to::· ~ · ·~ --.:. : 'na= 1, 'n.-\= 'rl._?:,: 

= O. Mamy zatem 

/7.11/ 

17.12/ t...... ;:=. rr 21" = o · dla 'Y = O ) 1j = t 
m[t-1)-1 --Jeśli ponadto za~ożymy, że 1 C) to na po·lstav.'ie /7.4/ 

17.13/ 1 +- K' (o) = 1 .,. K' ( 6) = O 

Warun..ld. brzegowe /7.10/ i /7.13/ prowadzą do na ::;tępuj :·: cs ·.:;o 

układu r6T.'i'!:af.:.: 

C -2 c -2 c -v:+,.,. +=O 
-t .. 2.2. -4 > 

c"'~1-
1 

.,.. c ,;1 
.,.. c +i =.o 

. .. 2. 2. . 3 ) 

c .. ~-1 exp"f1~ + c2.T'~ exp,.,..2~ + c3 +i = o ) 
a zat:::r: .. rozwiązruue /7.7/ przyjmie ostatecznie post ~:r.ć 
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gdzie 

-i _, J 
""!' " "1""2. . 

Pierwszy człon po prawej stronie /?.15/ odpowiad,a klasycznemu 
ro :~:::i1zaniu dla prostego ścinania niebiegunowego /por. np.l12]/. 
Ponic~.'raż. "f""\"> O >. "f"'~, < O , ._pozostałe człony w /? .15/ noszą 
~Jl'.::t::'al:ter ~.rrJ}:ładniczy oraz liniowy i. określają efekty wyższego 
rzędu. Z · oznaczeń /?.5/ wynika, że odpowiednie współczynniki 
v: 17.15/ są proporcjonalne do h. . lub · ~'1. , a Więc do wielkoś­
ci bardzo małych char~ecyzujących liniowe wymiary molektilarnej 
sieci polimeru /por. p. 6/. 

Ha mar:;L11esie obecnych rozważań pozostaj·e otwarta kwestia 
dof::·::iadczalne:o oszacm'ie.nia efektów wyższego rzędu i ich wpływu 
na sto.n naprężenia próbki. Należałoby zastanowić się n.~d możli­
wością odpowiednich doświadczeń · ! pracować schemat statyczny lub 
dynamiczny, dla którego efekty wyższych rzędów dałyby si~ zmie­
rzyć możliwie dokładnie. 

http://rcin.org.pl



"~·" 1 

..__:;;-_,.; .~~ ~-
' l 

l 

~ . 

! l . ! 

J. 

i 
b 1/,; 

; 
• • l __ v 1 

~- - _I_ X ---...X 

"" 

http://rcin.org.pl



Literatura 

1 • C.Truesdell, W.Noll, The Non-Linear Field Theories .of · ... 
Jlechanics. In "S.Fltigge's Encyclopedi~ of Pbysics", 

vol.lli/3, Berlin-Heidelberg-New York 1965. ..2 " 

2 • L.R.G.Treloar, ·The Physics of Rllbber Ela.Sticity. llono­
graphs on the P'ilysics and Chemistry of Materiala , 

Oxford 1958. 
; • F .B\J.eche, Physical Properties of .Polymers, New York.;. 

London 1962 • . 
4 • M.B.Bo.n:&xeBJn.•eb, lCOB!%JHrypaitBOJmas C!'a!'JlC!'KK·a rt6.1mllepB:Iia 

Ittm:el, .LtocXBa-Jlemmi"paA !959· 
5· • . A.E.Green, R.S.Rivlin, Simple :f'orce and stress multi­

poles, .Arch •. Rat. Mech. Anal., 5·, .1§ /1964/, 325-353. 
6 • J.~E.Green, R.S.Rivlin, Multipolar continuum męchs.nics, 

Arch. Rat. Mech.. Ana.l~, 2, .12 /f964/, 113-147. 
? • S.Zahorsld.., On mot:Lon and . t hermo dynami es o! non-simple 

continua wi:th m,icrostrueture, Ar.cJ;:t. Mech. Stos. ; 1 , .12 
/196~/, 25- 44. 

8 • S.Zahorsld., Plane sowid waves in,_non-sim.ple media o! 
arbitrary . grade, Arch. J4ee.h. Stos., 4, 12 ./1967/, 

557 - 571. 
9 • B.E.·Zimm, Dynamics of polymer molecules ~ clilute solut­

ion: visco-elastici ty, flow birefringenc_e and· dielectric 

los s, J. C hem. Phys. , 2, ~ /1956/, · 269 - 278·. 
10 · . R~Takserman-Krózer, Behaviour ot flexible ehai.n-ma.(:ro­

m.clecules in t he hydrodynamie field wi th parallel; velo­
citJ gradient~ Bull. Acad. Polon. Sci., sci. JtJ.ath. astr. 

et phys., 9, 11 /1963/, 603- 613. 
11 • R.E.~e Wames, W.F.Hall, M.C.Shien, On the molecular theoz 

i~ :; of polymer solutions, J. Chem. Phys., 7, !§ /196?/, 
2782 - 2794. 

12 • A..E.Green, W .zerna, Theoretical .Ela.sticity, Oxford 1954. 

http://rcin.org.pl




