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Prosty model nieproetych oirodkéw sproiystvel
Zastosowanie do polimerdw usieciowanych

Stefan Zahorski /Warszaws,/

1. Wstep

% mechanice kontinuum istnieje obecnie obszerme litarsivurs
poSwiecens oSrodkom nieprostym, & zwilasscza maverialen gpreliys-
tym z zapresenisni moumentowymi /nazywanym ezestc nérodkami typu
Coszerat/.(méwienie tych zagadmien zewiera m.iz. podstavove mo-
nografia C.Truesdeila i W.Nolla [11. Z drugie] ctrony ¥ ostat-
pich lstach dokomany zostal clbrzymi postep w dziedsiale badsn
strultturainych, & ¥ szczezblnodcl w zakreele fizsykl polimerow
zna dujscysh sie w stenie stalym, cieklym 1ub TOZIBESLZORYM. Ree
ZyFoUJ3c Z oyrowaria rownlez bardzc obszerae)] literatury szeze-
gbicwej, wymieniamy jedynie monogrefie L.R.G. Treloazo [21]
P.Bueche’s [3] i K.V.Woikemsztejna [4] .

¥ niniejsze] pracy podjete prébe wykorzysianig teorii nie-
prostyeh osrcdiéw spreiystych fofrodicdw wielobiezumowyck/ w ujie-
ciu 4.E.Greena i R.S.Riviina [5,6]) , oraz esuwtera { %87 , do
zbudowania rownah konstytutywnych opisujscych niejedrrroine ol
ksztaicenie sXaoo usieclowanych polimerow w slarnie kauczukopodob-
nej spresyctosei /per. mp. [2] /.

Podstawowym zaZoieniem dla obecnych rozwaiza ;aah mofliwosé
zastgpienia elementarue] pracy sil dzialajapyel: se uiflad punkiew
dysgretnrch, rrzez odjpowiednig prace gil wleiohicgunewyeh zdefi-
niowenyck & osrodku cigglym /por.p.2/.Zastenuwano noul tye forma-
lizz matematyczny usywany w cyvowanych jui prac:coh [€,7,87 .

¥ rozwezsniach strukturainych dotytzacyck siptel nolimerdw

tworzonych £ drugich Igncuchdw molekularnych, TFXONZFstane sta-

tystske goussowsksg /por. [2,3,4] / przy nsstepajacych lodslkowysh
zalozeniachi

1/ punkty wezlowe sieci sg ustalone w przestrisuni z doklade
noéciy do pewnego elementu objetofci niezalesacgo od 2dkszba’ce-
nie;

2/ deformacjs jest afiniczns,; tzn.odksztalcenie elementu obje-
oSci polimeru jest proporcjonalnme de odksztalcenie poszczegdlnych



Tancuchoéws

3/ érednie kwadratowe diugosci raficuchéw lub podlafcuchéw
sq takie same jak dla swobodnych molekul;

4/ ofrodek sklada sie wylacznie 3 fazy stalej /brak fazy
ciaklej/ i znajduje sie¢ w stanie réwnowagi lub przynajmniej pseu-
doréwnowagi sprezystej. “

Usasadnienie dwdch pierwszych zaloZen w zakresie stosowalno$-
ci statystyki gaussowskiej, tj. pruiy stosunkowo maiych lecz skon-
czonych odksztalceniach, wynika z vgdlniejszej i bardziej doklad-
nej analisy H.Jamesa i E.Guths /por.np. [2 1/. Zalozenie trazecie,
chociaz powszechnie przyjmcwane w teorii kauczukopodobnej sprezys-
tosci, jest znacznie trudniejuze do Scisiego uzasadnienia. Probe
pewnsgo uzasadnienia opartg na sugestiach F.Bueche’a[ 3 ] zamiesz-
czamy W p.3. ZalozZenie @statnie nosi charakiter przede wszystkim.
upraszcsajacy. W remach rozwazanego modelu mozliwe jest uwzgled-
nianie zaréwno obecnosci dodatkowej fazy cieklej jak i innych
wiasnoéci reologicznych /np."wewnetrznej lepkosci"/ dla posacze-
goélnych molékut., Takie ogélniejsze podejScie, wymagajace bez wat-
pienia pokonania wigkszych trudnoSci natury matematycznej, moze
stanowié tresé dalszych kolejnych badaii. _

FNalezy jesuzcze podkreslié, Ze model molekuly skladajgce] sie
z ¥ gaussowskich podlaficuchéw /por.p.3, rys.1/ zostal wprowadzony
% nyslg o ewentualnych oddzialywaniach ogdlniejszej natury. Ponie-
wa2 na obecnym etapie rczwazat uwzgledniamy wylacznie sily spreiy-
ste pochodzenia entropowego, bez dalszego ograniczenia ogélnosci
moina przyjad, Ze N=1 /tj.model gaussowskich lancuchéw/.

2. Emergetyczna definicja wielobiegunowych siit i naprezeh

A.E.Greer i R.S.Rivlin [ 5], rozwazajgc osrodki ciggle z wie~
lobiegunowymi silami i napreZeniami podali jedng z mozliwych moty- '
wacji dla przyjete] definmicji tych wielkoici. Wykorzystamy obecnie
ich koncepcje w nieco zmodyfikowane] postaci.

Niech g /i=,...,N/ oznaczajq sity dziatajace na uklad dys-
kretnych czgstek, ktérych wektory poloienia wzgledem dowolnego
punktu €@ oznaczymy przez Cl . JeSli w dowolnej chwill czasu od-
powiednie predkosSci czgstek w;ynoszq :lc sy PPy CZYm przez X Trozumie-
my predkosé w punkcie O , to praca romza.nego uktadu sit przypa-
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dajgca na jednostke czasu wyniesie
N
/2.1/ W= f %
=4 i L
% zaXozeniu, Ze predkosci :E:. " sg furecjami pologzenis w przes-
trzenl i czesu, oraz ze predkosé 3¢ posiada ciagle pochodne
w otoczenin O , moZemy napisaé
K % k
k _ =X SRR TR
a3 ke E R
a=0
k
gizie R oznzcza reszte. Podstawiajgc /2.2/ do /f2.1/ otrzy-
L
mamy

M N
/23 W =Z Q-k‘mk‘k ik;u---k,_ * Z '.Fb“-k 3

oLx0 L=d L
gdzi-
N
koo k 4 Z K, K, [k
— — 0- P =
/2.4/ O‘ ol L4 A
LEd .
Jest 2?’— biegunowg silg pierwszege rodzaju, zas E&:- .L OZDA=

czono odpowiednig pochoedng calkowitg /por.p.3/. Jesli w wyrezeniu

/2.3/ ostatni czion moze byé pominiety, to praca ukiadu si /2.1/

jest rownowaina pracy odpowiednich sit wielobiegumowych /2.3/.
Oznacui:jac rownieZ przez

ﬁ""Ad_k o Ay — Ay 'Ir.*---k.’_k,

phoAk = XM XN, @
/2.5/

. = L G x,k‘ :Sc-k‘:

€K . 4'”Ad_ x 3A4 ;A& }u!'“k'ﬂ.
odpewiadnie wlelkoSci odniesione do ukiadu wepdtrzednych material-
nych (X*) » otrzymamy
3 s
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gdzie :
A, 4 k
/ 20?/ P : g.l Q'A4 ’ q'k F

ixd
Powyzsse definicje sil wielobiegunowych moina uogélnié dla
dowolnych gradientéw predkodci lub deformacji tak, aby wyraze-
nia /por.[5,7]/

- Ag-Agh R, -
[/2.8/ P ' A' d‘xi.s.ﬂ‘---ﬁ' ) Q k‘ &i_;u‘...k?

byty skalarami i repregentowsly odpowiednio elementarng prace
oraz prace na Jjednostke czasu. :

Jefli tensor ©T™ "™  w dowolnym punkcie =" jest
Zwigzany 2z powierzchnig o normalne] mi i Jesli ta powierz-
chnia odpowiada xd = const, to "tenser" oznaczony przez
'T“"k“"_'k\"" nezywamy 2® - biegunowym naprezeniem /typu
Cauchy/ na elemencie powlerzchni ! = const. Pierwszy wskalf-
nik _1 nie musi byé wskaZnikiem tensorowym; oznacza on powzerz-
chnie, na ktérej dziala okreSlone naprezenie. Wielkoscd T'k ot
sq tenserami w zwykiym sensie, jesli speinione 83 dodatkowe wa-
runki /por. [5,7] /

72.9/ tk‘ kpl.. - nJ'TlJ ) KPI-

W zasadzie zachowania energii dla oérodkéw nieprostych, po-
stulowanej m.in. w pracach [5,6,7] , elementarng prace napre-
%eti wewnetrznych moina przedsta-ié w postaci nastepujgcej:

/2.10/ dW =Wdt = ESA A“"d-xLA “Ay >

oL=q
gizie u+1 oznacza stopieh materiatu nieprostego, zas
SA = SBA.L "'SA ‘
SA AL _ aBAALL (Ay-ADL
8™ =5 it 5 «>d

gA‘“.A('“L =5(A1-HA‘“‘)L

4

3
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sg w przypadku braku sil masowych, odpowiednimi naprezeniami
uogélnionymi. Mozna réwniez pokazaé, 2e znajomosé wielkosci zde-
finiowanych wyrazeniami /2.11/ wystarcza do okreflenia tych czgé-
ci naprezen wielobiegunowych, ktére biorg udziai w bilansie ener-
gii /por.[5,7] / i réwnaniach ruchu w postaci

Ad =
S Lik = glx.. = O 3
/2.12/

3

Al i1 - Alt BA[L 31X s

S [‘:x.‘];r(s + 83 p)xt = O
NieokreSlone czesci naprezed wielobiegunowych zslezg wylacznie
od odpowiednich warunkéw brzegowych. Tensory naprezenia wystepu-

Jjace w /2.11/, /2,12/ sg tensorami typu Pioli-Eirchholffa; ich
zwiqzek z tensorami t;ypu Ga.uchy jest nastepujgcy /por. [8] /2

3 xH ‘x,"“- SA Agt
3
72,13/ ;
L "'AA---A,_,_L
RalV NS N e
gdzie . A
[ o & o (8B Qq)'ilﬁl
/2% 3 Sk (d.e.'l: Gin X

oznacza Jakobian transformacji od ukladu przesirzennego (x.i') do
‘uk2adu meterialnego (X)

3. Deformacja molekul reprezentowanych modelem Gzussowskich
rancuchow.

Zgodnie z zaloieniami poczynionymi na wstopie, rozwezmy do-
wolnie usytuowang czes$é sieci molekularne] zewarig miedzy dwoma
kolejoymi wszkami, ktérej "poezglek " znejduje sig w junkole
mEw Y
Wyobrazajgc sobie t¢ czesdé sieci jako zlcZonme z I gie¢tkich podlan-
cuchow gaussowekich, ktorych Srednia kwadratows diugoéé wynosi

1/ Jest to w gruncie rzeczy oznaczenie umcwne ; réwnied dobrze
punkt %c mo%e charakveryzoweé polozenie dowolnego elerentu mole-
kuly, jej srodka c.glkosci itp.
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w stanie nieodksztalconym W=ml? s moina wezystkie cddzia-
iywania /sily/ miedzy kolejnymi ogniwami, jak réwniez oddzialy-
wania zewnetrzne /np. hydrodynamicznegoe charakiern/ skupié jak-
gdyby w K kolejnych paciorkach 1gczacych poszezegdlns podiafcu-
chy. Aseby model powyzszy by: statycznie réwnowainy wyjéciowemu
modelowi pojedynczej, gietided molekuly nale2y zatoizyé, Ze ilosé

Y. ogniw w poszezegblnye pedisicuchu, jak réwniez iiosé N
podlaicuchéw Jest wystarczajuco duza. Rys.q1 przedstawia omawiany
model molekuly w stanie oditsrtalecnym i w peczgbkowym.

Modele podlaficuchéw gauirowsiich byly szeroke stosowane w
rozwazfniach strakturalnych, = zwizszcza przy badaniu drgald sie=-
ci polimeru /por. 137 / i badaniun zaghowania sig rozciehczonych
roztworéw polimeréw w réznych polach predkodei,/por.op. 19,170,111/,

PoniewaZ elementy moleknily,znajdujq sie w clagiym ruchu o
charakterze termicznym /ruch Browna Jlub dyfuzja/, ich poloienie
przedstawione na 1;33.1 cdpowiada jekiemué chwilowemrn stanowi réw-
nowagi termo-mechanicznej. Dla polimeréw slabe usieciowanych lub
ich stezonych rozimioréw nie moina wiasciwie rozréimiaé oddzialy-
wah migdzy kolejoyni segmentemi tego samego Zefcucha, s segmen-
taml tadeuchdéw sasiedoich. A zabem nle ma istotnych powodbw, aie<
b7 wrazaé Jedna onfiguracje jako bardsied prewdopodobng niZ
inne, Stwierdscuie 50 zasadnia w pewnya sensie przyjmowanie btyck
samyeh srednich odlzglosel migdzy kodcami lancucha lub podiaficu-
cha, niecelesnle ¢d tego czy molekuls rozpatrzymy Jjako swobodng
/w rozciedczonye & - rompuszezalniku/, czy te” jako stanowiges
czeéé sieci polimezn Spow. [ 3] /. '

Sity dziatejace na poszezegdlny paciorek modelu sg, Jak juz
wsponinallémy, réznorodnego charakbteru. Moina wyrdinié sily
"entropowe” - seleine od konfiguracji afcucha /por.np. [2,3]1/,
gily typu oddziaiywah hydrodynamicznyek /por.np. [ 9,10,11] / oraz
sity zwigzane z ruchem Brownes podiadcuchéw i sity zalezne od
"lepkoéei wemnetzranej® molekuty /por. [10] /, Zgodnie z poprzed-
pimi zaXoZeriewi oraz majgc pa uwadze mozliwodé pordwnanis otrzy-
menych wynikéw ze zogmyml wynikami teorii kauczukopodobnej spre-
zystogei /por. [2] /7, ograniezymy si¢ w dalszym ciggu do sil za=
lesnych od zmiany konfiguracyjaej entropii Zafcucha.

Rozwazanis oparte na stabtystyce geussowskiej prewadzg do nas-
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tepujace] sity dzialajgcej pna i-ty paciorek naszego modelu mole-
kury /por. [3] /.

-
s feglEmn-(eom] , e=fL
gizie €/N oznacza stals sprezystosci N podiancuchéw polaczo-
nych sceregowe /N "“spreiyn entropowych/, przy czyu pierwiastek
z poczatkowe] Srednie] kwadratowe; dlugosci podlaricucha wynosi
hV, k Jjest stelg Boltzmanna, zaé T oznacza temperature bez-
wagledni. Pojawienie sig N w mianowniku wyrazenis /5.‘3;’2-1?}’11-
¥z z reltu, ze konce iahdcucha przyjelismy ustslone, a zater zmia-
na diugosci dowelmego podiancucha daje odpowiednie zmién;r ¥ pozo-
statych dIugosciach.

Zastgpny obecnie wspdirzedne u:. zalezne od dyskretnej
zrniennej X_ /por.rys.1/ funkeja ciqglq x(}() przybierajgcsa
okreslone wartosci w punktach od 0O do T . Mamy zatem

s % =xX)=x(X) , x=xX),

przy czym 3 /poczynajac od x,/ przybierajs wartoSci rézniace
sie o wektory h Jedli wspca rzedne x zmiemaja; sig w zalei~
nogci od x ¢posob stosunkowo lagocm.;f . %¢ odpowiednie rézni-
ce Doina z:';st:a-pa.é réinieskari, & réznice rainic mz¢dzy sgsiednimi
punictemi wyrezié przez przyrosty zmiennych niezileiznych, Otrzyms-
my zatem

/3.3 x* ::f; “Q‘{') "'(X)'v < .A.X —a:“mft“,

rd

1/ Seisle rzecgz biorge £ odnosi si¢ do statystryeznle rérmoweine- |

go idealnie gietkiego lancucha /por.p.6/.

""”hoc“ az Iancuchy przybieraja w przestrzeni catkcwicie przypad-
kowe poloZenia, do zalozenia takiego upowaznia fakt, ze "gwaltow=-
ne" cmierny wzajemnej orientacji podiancuchdéw sg po prostu bardzo
mslo prawdopodobne.
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13 (g = 26) = (og"- %) = [ () - =+ Q0] -
'-[x‘(x)-,.,“(x)]—- c® g dK X = o0 R

sdsie przez. 'b oznaczyliémy odpewiednie skiadowe wektordw 'l:
W zalozeniu, ze ‘mikrodeformacja w otoczeniu cegstki x jest

jednorodna, _laﬂ_l;Y

/3.5/ | x = ? + dAQ)(xA_ XA)

[ 3
.¢0 prowadzi do

e, x‘tA()S) = x‘?A(}S) + d-Ab(¥) ,

[

35“;492 _x‘:*oa() = 'x‘:“()o() ’

itd. -dla gradientéw wyzszych rzedéw. W dalsgym ciagu wiec przez:
::lr.i'j i x."'J AB s -+ » Tozumied bedziemy gradienty deformacji dla
dowclnej czastki X =X Na podstawie /3.1/, /3.4/ i /3.6/ mo%-
na zatem napisaé .

k_€ AgB __g_ k ApB
/3-7/ f —-ﬁ' ?,Aah A N JAB“’L ‘F:L .

A

/3.6/

Zgodnie z definicjg sil. wielobiegunowch /2.7/ otrzymamy

/3.8/ P A e' ZHA' HA"*.-"'— '."-A‘F}B >

139 P* ZF = Ex’m{z.‘h’ ,

izd & =g

gdzie oznaczylismy /rys.1/

/3.10/ H X XA ZﬁA

k=1
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Majgc na uwadze dalsze przejscie od sit wielobiegunowych do
naprezen wielobiegumowych w otoczeniu czestki X = ¥ , bedzienmy
usredniaé wielkosci /3.8/ na wszystkie v afctchéw znsajdujgeych
sie w jednostce objetosci polimeru, JeSli + /lub Scisle~N /[
jest wystarczajgco duzg liczbg, & orientacja tych v 2zicushéw
/ N~ = podiancuchdéw/ w sieci calkowicle przypadkowe, to mozemy
skorzysta¢ ze statystyki gaussowskie]j. W kartezjanskir ukladzie
odniesienia /X / o‘trzymamy nast@puaace wartosci srednie @

CENEEINE R L
r=l

1 it

/3.11/ <hh—> by =(Khy =41k =5h",

REWY=h , (== gh 412,
k=4 ’

przy czym wskaZnik p u dolu symbolu oznacza, e flepe wielkodé
ocnesi sie do p =-tego lafcucha. Zapisujge zwigzki /Z.11/ mil-
czgco zaloiylismy, Ze nie tylko Srednie kwadratowe diugosci posz-
czegélnych podlancuchéw sz jednakowe i réwne h* , &le réwniez,
%e wszystkie ancuchy posiadajg te samg érednisg kwadratowg diu-
gos¢é N b* , tj. zawierajg jednakows liczbe podiancuchéw N .
Nalezy podkres$lié, ze jest mozliwe dzielenie -V ZIsflcuchéw na
grupy o tej samej w przyblizeniu diugosci, uSrednianis wewngtrz
kazdej grupy, a nastepnie przyjmowanie Sredmich wartofci dla
wezystkich grup; wynik ostateczany pozostanie jednai ten sam /por.
€21 7.

Biorgc pod uwage /3.8/ i /3.11/ otrzymemy nastepuisce unéred-
nione wartoscli sil wielobiegunowych - rownowains jedneny Iancu-

chowi:z
N
(BRAEYE & TN (N g CHOCED)
iz ® :

- 2 (:z: u;) PO AR et Aispté'Pﬂa

Notl

/3.12/

lub w szczegélnosei dla OL = 03
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N

sz KPOEE DIt (RIXA®) = e APt

’ i=d

Blizsza analiza wykazuje, Ze zaleznosci powyzsze sg réwnies
stuszne dla dowolnego uk¥sdu wspéirzednych ortogonalanych, o ile
przy usrednianiu w /3.11/ operujemy odpowiednimi skiadowymi fi-
zycznymi /np. ﬁ(i, = GAAP:.AQ-_-.%—(?,;"‘; itp./. Nalezy w tym przypadku
pamietaé, Ze

v . { ™M 3 L i e
L = L L . J
/3.4 X a8 = XA {A E}x_'_-l-i +{j k-}xiAx.'aE 3

Przy Czym przesz { } oznaczono symbole Christoffela druziego
rodzaju, okreslone odpowiednio w ukisdzie [/ x?/ oraz / x* /.

4, Réwnania konstybtutywne. Izotropia i obiektywnosé
materialna.

Zgodnie 7 wyrazenlami /2.6/ i /3.1/2 elementarna praca
ukiadu Szednicih sil wielobiegunowych, przypadajaca na jednostke
objetoseci materiain w stanie poczatkowym, prazyjmie postad

jan/ ak = Vz<pA‘mA¢k>dxn}Aq...A

=1

P B
"'.;'i.ﬂ' { - _?__ A, Ay L ALB. I

ri{—ia?.&Z‘ )N A MRS “"sAde*‘sA«"'A.,.'
=0

b=

ol

Oznaczajae preev d By skladnikk powyisze] sumy, mozna trzy
ierwsze z nich wyrazié¢ w postaci nastepujgcej:

adE, =-3—k'£;_2 hARe ok g,

pay  GE = fﬂﬂ% (__'\_‘;) RERARB s pdx, o,

Ty (N#1)(eN#H
dE?-:S‘.;:LZv( ,‘g +)&chDhAthki

Agd"x'lc}(‘.D



ZaleznoSé dla d E, mozna réwnieZ zapisaé jako

/4.3/ d.E 31;:;) ?’Lh‘g'\.a ACLI-“_).B

pamietajac, Ze dla rozwazanego modelu
c c
d-x-k,= xk.;cd'x = xk.;cg"' )

Y, .
C_ ke _ ek = -k
hx}Ac"stOd' ci.:::.M

W zwigzku z zaleznoScig /4.1/ nasuwsjs sie natychmiast trsy
nastepujace zagadnienis: 1/ izotropia ofrodka, 2/ caikowalnosé
elementarnej enmergii odksztaicenia, 3/ materislma obiéxtywnoéé
/niezmienniczosé/. Krotko je oméwimy po kolei.

Pomimo, %e rozwazemy w pracy model me z zaloienia reprezen-
towaé osrodek makxroskopowo isotropowy Jakim Jjest bel wetpienie
pelimer w stanie staiym, dotychczasowa dyskusja dotyozyle prazede
wszystkim pojedyniczych Zancuchdéw usytuowanyck zupeinie dowolnje.
Eajac zatem na uwadze izotropie osSrodka, bedziemy Zacaé aby od-
powiednie grups jego symetril pokrywala sie 2z peima grupg orto-
gonelng /por. |1]/. Teke definiciie izotropii cbejnuje réwnies
przypsdek symetrii centreine]j jek i symetrii wziledem dowelnyek
pieszczyin. Innymi siowy bedziemy 2gdaé od elemcniarney emergii
/4%.1/ lub /4.2/, niezmienniczoSci wzgledem wszystiich mozliwych
obrotow i odbié zwierciadlanych.

Ainelizujac zelezmosei /3.12/ i /4.1/, letwo zauwaiyé, ge
- warunkiem koniecznym Speinienis wysumietego postulstu izotropii
jest niezmienniczeséprzy przeksztaiceniach Typu Ri . “j.odbié
zwierciadlenyck wzgledem trgech piaszezysn kartesjaisiiege ukia-
du wespéirzednych. Poniewas smiaus zWwrdtu mp. wepoirzednej XA
zoienia znak oapowzednlea wielkosci (*4“) i grediensiw de -
formacji 3: ,AB natomiast nis zmienla zueke wielkosei
A = <hﬁ>( ,h_A = A4m = const , dla. A= 4,2,3) . energis
defermacji oSrodka izotropowego przyjmie postadé nastepujacas
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i HE = '\?Zw(z u.)ekh PAARA d.'x. AAs

=0

w ktérej niema sumowania po wskaznikach znajdujgcych sie na jed-
nym poziomis. Réwniez zaleznoséi /4.2/ pozostaja w mocy, o ile
potozymy A4 = B.

Drugie zagadnienie to mozliwes$é scatkowania przyrostu ener-
gii w postaci /4.1/ lub /4.5/ w celu otrzymania pelnej energii
sprezyatej obliczonej na jednostke objetosei clala niezdeformo-
wanego. '

; ¥ celu ustalenia uwagi ograniczymy sie do trzech pierwszych
Bktadnikéw energii przedstawionych zaleznosciami /4.2/ 1 /4.3/.
Zbadamy zatem mozliwosé nastepujacego calkowania:

s & =[@E,rdE,+ dE)

Latwo zauwazyé, Ze odpowiednie wyraZenia podcalkowe nie sg réi-
niczkami zupelnymi; nie istniejg zatem funkeja E(ﬂl,g.xﬁs, )
zalezna tylko od kolejnych gradientéw deformacji. Formalne cai-
towanie /4.6/ prowad.zi do wyniku

ma E= Ski'v { FLA’LA("C a%k;4 = Gap) +

(N;ﬂ_?-._"ﬂ-._‘*h“ OC-“_; mdxee +

1
gN+‘\)(2N )4 kchnhAgLAx S Ao
jesli uwzglednimy postulat izotropii. Poniewas calka w /4.7/

jest funkejq X jako gérmej granicy, otrzymalismy na energie
zaleZznogé



charakterystyczng dla osrodkéw niejednorodnych. NiezaleZnosé
funkeji E explicite od zmiennej X © uwarunkowana jess nie
_tylko materialns réwnomie.noscia osrodka, ale réwniez istnienien
Jjednorodnej globalnej konfiguracji odniesienia /por. [1] /. Cho-
ciaz rozwazany w praéy model reprezentuje osrodek materialnie
révmonierny /sklada sig on z powtarzajacych sie identycznych ele-
mentéw/, to jednak, na skutek przyjecia schematu jednorodnej mi-
krodeformacji w otoczeniu kazdej czgstki osrodka zdeformowanego
niej2dnorodnie /por.p.3/, nie istnieje w ogdlnym przypadku jedno-
rodna globalne konfiguracja odniesienia opisana ukladem /XA/.

W szczegolnosci, gdy deformacja catego ciala jest jednorodna,
t3. :::.L)ABE O , otrzymamy

- i o g i 2] =
/4.9/ E=E(x<}a) = %‘% RS (oS4 Gan)

Poniewa 3\,“ = 4/{'3"2‘\. , WyraZenie powyisze mozna. natychmiast
zapisaé w postaci dobrze znanej zaréwno ze strukturalnych teorii
kauczukopodobnej sprezystosci /por. [(2,3,4] /» Jak i z mechanild
kontinum pod nazwg potencjaiu spreiystosci dla neohookeanu /por.
2,221/,

W przypadku ogdlnym, energie deformacji moZna wyrazié w pos=
taci niezaleznej od zmiemnej X , po wykorzystaniu pojecia lokal-
nej konfiguracji odniesienia opisanej nieholonomicznym ukladem
wspolrzednych. Jest to réwnoznaczne z opisem oérodka w przestrze-
ni nieeuklidesowe]j z odpowiednio olu'eéléng /niesymetryczna/ konek-
sjgq liniowg /por.mp. [1] /. Nalezy jednak pamietaé, ze przy takim
opisie wielkoSci ac*; A L %' ,g nie sq gradientami deforma-
cji w zwyklym sensie, lecz charakteryzuja jedynie deformacje lo-
kalng. Utrudnitoby to istotnie dalszg interpretacje rozwazanego
modeln.

Ostatnim zagadnieniem, ktére porudzamy w niniejszym punicie
Jest zgodnosé z zasadq materialne] obiektywnosci - warunkujgecg
poprawnodé i niezmienniczoéé cdpowiednich réwnai konstytutywnych
/por. {1,7] /. W mysl tej zasady interesujace nas wielkosci trans-

formujy sig¢ nastegpujgeo:
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AL A S
AT Q'-j b

5,16/ i Q,
3 AT Al 2

gdzie Q.LJ . oznacza dowolng - zalezna co najwyzej od czasu = |
macierz ortogonalna. Poniewaz dla takiej macierzy: Q"-Q_J =5, .
Xatwo sie przekonaé, ze wyrazenia /4.5/ jak i /4.2/ nie zmienig-
J:. sie przy transformacjach /4.10/., Wynikz st 4, %e dla rozvaeia-
ne30 modelu csrodle nierrostego zasada materialne] obielbyvmodel
Jjest speinions aubomatyconic.
Przytoczyry jesceze wynili formalnese callowanie funlioji

/4.5/. Dla oL > 2 otrsymary

x
“may B, NQU(Z i){z(‘l)g&“* A RARE S, AZn; é‘l
L=4
X
+ (4 - Ro... &A* RARA x‘zAaﬂ”“\a.d'x"j“Mi“Aﬁ-}
>
fa

zdzie A jest licoba carlkowibs

«’7ale dla perzvesyeh ©L |, colki '.‘:"*r:;t i

oy

cie wy L:.c*:,'é W zeleinosei

" At k’ “A
1542, ;SA"'A b TC SR - G

L]

5. Rapreienia w obSrodku nierwostym stopnia 2.
Przypadek deformacji jednorodnych

Uykorzystujac wyraizcnie /2.10/ naz elem:ntarna prace napre-
£l wlelobiegunowyeh oran zaleinosé /4.5/ okreslajace slemertarng
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nracg silt wielobissunowych, noZna, draes _"_-mste TopdTnania
iz¢ odpowiednie definicje nozdlnionyen nan
w /2,117, Talesy Jjednak podloreslié, i

wieliodei okradlaja stan nanroieni

efan wyst "ﬂu:j assok

wosei jest pivmewsdne uwzolsdnizniv i wyicesnis
antropoweo z pominigeiem efelbdw zaleinych od zniany ener il
wevmatrznej /oor. np. (2,41/.
lin vodstarie /4.2/, 4,3/ otnzymemy dla izotronowers :npi-
fysteso odrcdka nieprostego stopnia 2 /2\»., = 2/ zalefnofici naz-
teoujnce!
é‘“- 3k.%’:\?rhA$\_A (NH) RALB2E ,aB]

Vi o F

'S-ABL - \<,Tv [ (NH)(?_NH; RALBACHC o

)C—C—J »

Tornyebajac » definisji /2,11/, nofemy olreslié te czadei nn

ned, kbore bespoirednio wchodza do rownania ruchu /2.1 .-_',f,! i bi=-
lansu enersii. Obtrsymany roéwnania konstytutyvme w postaci
2

Al =AL KAL
527 So=8"-5 «=

o (N ;
- 31;::;-9 [H«H\xz‘+ &'2—2”&3&3‘3& as =

(N+'1)(2NH) hAa‘LBﬁf"Ff'x CC.B] “'“J;KJ
S{AB)L SABI.. S'K.T'\? [(NM)éZNH)g_LAthchc.x_}cc )

W mysl /2.13/ mamy roévmiez

G_ i cAi i
TH= %, 57 + £

Give i i Uk ik MG, mittilc
PRt e , ’

/5.3/
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! e ; 5 i g ;
5o N 1, ‘Tl rozuxniemy odpowiednie nanpr o=
niz reeczrwicte, tj. vo neieteniu cignienia £ . Zrugie I..ooo-

nle rormowesl /2.12/, jest rowmsweins zeleinoicl
= [ £l iyl =
/5.4/ T =T ""Thsu_o

nakradajgce]j warunek symetrii na naprgﬁenieucgélnione."P‘{ 1o%—-"
na pokacaé, korzystajce z enalizy przeprovaduonej w mracy [5]
e ilos¢ nieznaenych funikeji /niecokreslonien cogsei napdrgien/
Jest wystarczajqca, aby dowolnie zadad wertoscli brzcsowe dla
: wszystkich dwunastu sik powierzchniowych tf,'tﬂ .

W nartezgansklm wiitzltie wepdlrzgdnych rdvmania /5.2/7 1
/5.3/ p::-zy'n:ue:m.—.Lm nastepujger postaé:

il Mk oo e DR
a "="<'TV§C[°°L5A°°3A+ v hx

o 2N+ '“JJ
/. .',‘-/ . (N—i-‘l'é"—'_) ‘FLZ:X'. :‘:—J CCB} lTl + P%

(NH)QNH) jok Ujlk
k.TvZ [k e el (T

At

L3 €t SUNY 0ZT - Iono sumevanie po wooirstilich nolflivrah
Teibinecjach Jo Jowidrserisnd) waldlilten AR 100,
Jako preynadek susme—dlys, rognafny Joruece Jolnorvolsg o=

L. deformacji opisene o
S .3EDE B cdpowiedn“m; o

WEDOLCETARZI L STaliniensa

i shats
; wnymi, & mianowicie

2 _ 3 _ -
el x‘s,‘:';\.ﬁ amsz*g" r'x'S‘S‘Q'S > q"‘mlllvi

i iewaz wyisze gradienty defermacji sz w tym prayradku toisamo-
.C.wo roéwne zeru, rownsnia /5.2/ prowadza do zalesnosci

g% KT, + .P'/\.': , S = kT ﬁz’f ‘P'X‘z , Pu

4 S&a Sﬂ Sa‘ 532 = 541 = 5'54 =
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W ktérych dodalismy odpowiednie cziony zalieins o3 cijnienia 4 .
.. = = ~ CR !
ersia deformacji /4.9/ przybiera ter@z sostac

/5.8/ % ()= "—?:-kT—v ('X’;ﬁ-’}\.z*e-"z\-; - 3)

Zaleznosci aralogiczne do /5.7/ .trzyminy réwnied péinmiczimun s
bezposérednio /5.8/ wzsledém 7&; .
Dla przypadku prostego rozciasenia mamy np.

/5:9/ A=A, A== Km o, 2=t
czyli

o S A
/5.10/ 6“:\<.T¢?L+p‘i’2' , 8% = P =KTwA +pAr = O

a zavem ostatecznie

A 2 23 _
/5.11/ 6“-‘-"""‘_"’(9"?.‘) S7=5"=0

)

Wynik powyiszy jest dobrze znany w teorii kauczilzopodobne SQrQJ
zystosci, byt on uzyskiwany na rdznych drozach. i przy réingch
zatoZeniach przez W.Kuhna, F.T.Walla, H.M.Jamesa I 7,
L.R.G.Treloara, P.J.Flory i J.Rehnera oraz innr-a baiuczy /nor.
LE.},#] /. Tatwo sie réwniez przekonaé, Ze inne znane w litara-
turze rozwiazania szczegdlne - uzyskane w oparciu o sneciis 370 -
zystosci w postacl /5.8/ - wynikaja z naszych zale:ndsci /5.2/,
/5.5/ /por. ©. 7/. W tym sensie réwnania konstytutjwnz /5.2/ luk
/5.5/ sa uogbélnieniem znanych réwnah klasycznej teorii kauczuiko-
podobnej sprezystosci, na przypadek niejednorodnych standw defor-
macji.

T
Zutha,

6. Analiza wymiarowa. Wpiyw efektéw wyzszego rcedu

Aby szacunkowo ustalié rzad wielkoéci-wspélczynnikéw wysSe-
pujaeych w révmaniach konstytutywnycl. /5.5/, wprowadzimy wielkosci
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beswymiarowe odpowiadajace kolejrym sradicatom defcrma
Jesli przesz L fo wyriarze om/ rozumiewmy Jakad dilugosd
rokterystyezna dle rozwaisaneso ciata, %o

L]
G e
;.J.

0 2 l‘.

- : Sl T i 2Tl
A °°3A&‘L°°3AB , Tiane Lol ,

/6.1/ "A"x.jA 3

zdzie tildemi oznaczono wielko$ci beswyrizrowe. Wuor /5. ;/,1
przybierze z:bem rdwrpovaina postad
~y N R ~l
‘-3 + = :r. 'x.
" = k.TvZ [= AEA TE T ;8B
/5.2’; A,a,';-

(NH1)(2NH) sl o) E‘“-J* ot 4
BT (L) AFjesc | =T P

ze Srednie] kwadratowe]j dtusosSci podiaficusha ds malracko, cwng
drusobei charakterystreznej. Stosunsk ton jost na ¢ 331 lisnbn

maka, tyn mniejsse-in wiglisze sa wonlery roswilan: o
Iniej istotna rolg edorywa liezsbe W ehorcberymul-co i

:cuchu naszese molelu polineru. ileins :‘.-a
byleby tylio WN / & « ilsll

s i polineru/ Yric '.'."'r,'i;a.'.'rru‘.":,';‘ Y oakEhs,
Dic ustalonz o "\./L , oiredliny wuiw afelddw wrisseso wasdu

7 rateriale idealnie sprei;. ym kXadae N = 1; wowesas

W kaidym innym wvrerpadku meksymelna wortodde T,
.:T2tnie mniejsza od ilosei ", Jednosuisk monoraru w

conie rdwnowaiznym ancuchu zawartym miedny sas

i
lub miejscami splatania. Liczbg ", ia ang

z tiéred widaé, ie wiellhofcia crharelterysujacs waiyy vosnenosil-

-y

nyca sitadmikdw jest stosurel: ?'\./L y G5e stomumel: picouiasulin

ind weopkomi

s
z nia drugosé
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Lq- oblicza sie zwykle przez pordwnanie Srednich kwadratowych
diugosci oraz "w peini rozciasznietych" druseiéci adpowisdnio dla
tancucha rzeczywistego i statyeznie riéwmerainesn. o el e
kie jest konieczne, gdyZz rzeczywists aneuchy polimeruy nie 59
idealnie gigtkie na skutbtek istnienia okresionveh katdw valane-~i
i zjawisla hemowania cbrotéw poszezezdlnych jednostex moncnm.:
/por. [2,3,47] /.

Dla lepsze;j ilustracji, pordwnajmy interesujace nas wicl-
kodei dla Zsiecucha poliizoprenu w cis-ionfizuracji /kauczuk ne-
turalny/. Ponicwaz druzosé jednostki izovrenu skiadajscej sis
z 4 wi zan /z ktorych 5¢SQ pojedyicze, a jedno podwdjne/, wyno-
si w przybliZeniuw 4, 6 A , to na podstawie rezultatdr F.T.7alla
/por.L2}/ mamy

; n .
/6.4/ V::lu = 2,01\(‘1—1‘ s Fag® 6,27, ,

gdzie M. Jest 0gélna liczba wiazah, 4x“~ ~ iloscia jednostek
monomeru, zas ”r:m grednia kwadratowa diusosci laﬁcucia. Dla
Iaficucha statystycznié réwnowaznego otrzymamy M, = 7.3 M s
a zatem L‘, = 0,77 1_“"__ = 3452 A . Haleiy nastgpnie xorzystaé
7 relacji

32 5
/6.5/ _ "1';:". = -r-:_ = nn_“_{_r = bt /dla W= 1/,

Jesli m. = 100 /por.[2)/, wspolezynniki w /6.3/ przyima war-
tosci nastenujace: X

ALh o2 4,57 iin
/6.6/ L oL 1O_m ’3([..

on

2 —44
h):%-104 -

a wigc wplyw ich moZe byé praktycznie istotny domisro przy Sar-
dzo matvech wymiarach charakberystycznych [4 o Nalezy jeczoze
pami.etaé, ze wymiar ten nie moze byé rzedu pordmmywalnezo =
pierwiastkiem ze Sredniej kwadratowej dugosdci tafhcucha Vg?zL
woéwezas caty model kontynualny traci sens. '
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7. Przypadek uwogdlnionego prostego Scinania

W7 celu lepszego zilustrowania rozwaZa® poprzédnich /por.
p.5/, rozpatrsymy obecnie przypadek uwozdlnionego prostezo fci-
neria pesma utwer:onego z materialu zzodnego z przyjetym mode-
lzm. Jest Yo jedno z najprostszych zagadnien szezezdlnych, kto-
razo rozwizzanie uzyskuje si¢ w postaci zamlmietej. Inne przy-
padki tego typu z reguly prowadza do konieczno$ci rozwiazywania
ukadow nielinioﬁych révman czwartezo rzedu.

Dla niescisliwego prostopzsdloscianu Helazanero na rys.2,
postulujemy nastepujacy ptaski stan odksztatcenia:

173/ xizx =X+ K(Y) . = &ﬂzY y x*sz =2 3

cdzie duzymi i makymi literami oznaczono odpowiednie wspéirzgd-
- ne kartezjahskie przed i po odksztalceniu, WK(Y)zW(y) jest

ciazla i rézniczkowalnsa fu.nkcja_ zmiennej Y = " . Jedyne nie-
zerowe sktzdowe gradientdw deformacji sa mastepugice: '

R 'x..‘.,z = K ('-\5) X

A _ T i el s
/?.2/ 'xsi_-xsa—xsa—i

g = K'Gy) oc.";z_,t«.: K“(“:\) 5

orzy coym kreska czmaczono roiniczkowanie wozleden ‘\_.! . Na pod-
stawie /5.5/ mamy

R R S G )
i3/ t.lT,z?. =ﬁ‘-r|33 —G+p ’_'

*rrl'*?_ -_-GKI' ' ".r‘-'zﬂ= G(KI"' U..Kn e PKHI) ,

kv

/7.4 rT[M = GP(KR + KlzK“) ’ |'T|22"| & G P.}‘--',“

TEM =T = p(K" KK -
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pozostale skladowe naprezen réwne sa zeru. W zaleznosdciach po-
wyZszych

_ = kT N +4 (N+1) (2N +4)
/7.5/ G > 2V3 h 2 P __18 _ B ;

zag gwiazdka z lewe]j strony symboli przypomina, Ze 3a to e
c¢zgscl napreien, ktére uczestnicza w pierwszym rdwnaniu ruchu
i bilansie energii. Poniewasi z zatozenia Vo0 = 0, otrzjmamy
et o =- G . Podstawienie /7.3/ do pierwszeso réwnania ru-
chu daje :

T, Tiiji-:l-rzﬁsz; G[K“*d.Km o F’K“’] =0 .

Rozwiazaniem ozdlnym powytszezo rownania réiniczkowego jest

fuakcja
1294 K(‘l:‘) :-.C“-f: exp Ty +Ca-r': exp +C3.\j .g.,c‘,"i ,

w ktére] wielkobei c;_ /i= 1,2,5,4/ oznaczajq state caiikowa-
nia, zas

ok V-d..l 4
2\p e

Fierwiastli ~7, 1 ‘1‘;_ przybieraja zawsse wartodci rzeczywiste,
zdy% z oznaczenia o3> O i P 2 O . W szczegélnosci dla

N =1 /por. p.6/ mamy

| % 4,72 f;_
129/ 2= T..V?(i‘tv?)z{-i 26 &
. L

Rozwiazanie ogdlne /7.7/ zawiera cztery state wyznaczane
z odpowiednich warunkéw brzegowych. Dwa pierwsze warunki wiaza
sie w sposéb naturalny z polem deformacji /7.1/, a mianowicie
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/7.10/ - K(@)=0 - K(®) = Ko% = const .

Pozostale dwa werunki brze jowe mosemy dobraé w zassdzie dowalnie,

wrasajac azeby nie byly one sprzeczne z /7.10/. Rorwaimy, ne -oy-

kzad, wszystitdie rovlerzchnicwe silty dwubilesurows dii:ilajece na ro-
rraln s - = ila ktor- .ot = =

wierzehniasch Y = 0, Y = b . dla ktor[-as m.?_ T % "rL3=

= 0. Mamy zatem
44 2M 3 241
2T+ T +nT" =T
2 a J
222 322
t2= m T T n T =0

t12 - n“rr:ﬁz_'_narlﬂzﬂ. +n3rr;312 =0 ,

- 224 s _ ez
= T e T e n T =T

/7.4

iozna postulowaé aby

/7.12/ tM=T*". o a1 y=o0 ,y=b
T[%“]‘l

Jesli ponadto zaltoiymy, e

otrommeny

/7.13/ 1+K'(0) =1+K'(8) = 0

Warunki brzegowe /7.10/ i /7.13/ prowadza do nastepuizccso
ukladu réwmads

-2 -2 .
C4'r;' +Ca-rz +C4- O ;

= QO , to na poistavie /7.4/

-2 -2 i £ o
+ + {1 =
/747 Cn; L czq: expr -cag 5% T Pl
- 4 -
G +C #C im0,

C‘,‘.;“' equ;& + Ca‘r'-: e.xpﬂr-ze, % Cs +4 =0

2

@ gativ rozwliazanie /7.7/ przyjmie ostatecznie postaé
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/1150 Kly) = Koy + C, [":,: B (expry-4) -

-1 -l - '\"Q’ f - e I A
5 SR ) - (e A1

&X?"l" %—'i

sdzie

masr €= (Kot 8 (F- 7)) (expr - 4) +

-1
_1, zxz't'a_% -4 - ]
za@¢5 -4 2

Pierwszy czXon po prawej stronie /7.15/ odpowiada klasycznemu
romwiazaniu dla prostege Scinania nleblegunowego /por. np.[ja]/.
Poniewasz ~, >0 , ¥, < O , .pozostate cztony w /7.15/ nosza
craralkter wykladniczy oraz liniowy i’ okreslaja efekbty wyzszego
rzgdu. 2 oznaczed /7.5/ wynika, Ze odpowiednie wspélezynniki
w /7.15/ sa proporcjonalne do h 1w W , & Wwiec do wielkos-—
ci bardzo matych charakteryzujacych liniowe wymiary molekularnej
sieci polimeru /por. v. 6/,

lla marsinesie obeenych rogwazan pozostaje otwarta kwestia
doswiadezalneso oszacowania efektdédw wyzszego rzedu i ich wpiywu
na stan naprezenia probki. Nalezatoby zastanowié sie nad mozli-
woscig odpowiednich dodwiadezen i pracowaé schemat statyczny lub
dynamiczny, dla ktérego efekty wyzszych rzedéw dalyby uie zmie—
rzyé mozliwie dokladnie.
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