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WYZJ:lACZ.AJ:TIE . CHARAKTERYSTYK })Y11J\2.:ICZ1'1YCH lJKŁJ...:D{)t.S: 

Z1TAJDUJ ĄCYCH SIĘ POD WPŁYWEU Vfil·.IUSZEIT LOS07JYCE 

Jerzy Wicher, Stefan Zienba 

v~'łasności dynamiczne ul:ład.ów el~:;;:tr:;.·czr::tch, px:eumat'ycz

nych, hydraul;Lczcych bada si·~ zaz·:zyczaj bądz r. ~:. poistc..77ie 
.roz-;:razrui teoretycznych, ·vąciź na droó.ze d.o~v:iad.c salnezo 
17yznacz~Jia chara"tterystyk. L: etody a!lelit7czr:.e prorrad.zą
ce . do uzyskania u:.:J.adu ró•:mań różnicz~:O'/(lCh, a llastępnie 

przepustowości ope.ratorowej /tra.-·1s:r::.itancji, funkcji przej...; 
ścia, fu.nkcji przenoszenia/, -,; wielu z.agadnieniacll p:::-ak

tyc~n'łch są bardzo p~acochłonne, J_ub - ze względu na ko-
niecznoś~ 1;7prowadzenia zbyt dużych uproszczeń - mało do
kładne: Budouanie- analityczne róvmań rótnicz::rowyóh, oraz 

. . 

v:zy3naczanie przep-ustowości operatorowych układu opiera s~ę 
na znajomości parametrów poszczególnych elementów układu~ 
w przJl>a~ eleill~ntów mechanicznych musimy mrzględnić: 
bezW-ładność· , tarcie występujące między współpracującymi 
cz~ściami; zmiany geometryczne np. · ugięcia pod wpłyr;eni 
działających sił . itp~ w· przypadL--u układ.ów: elektrycznych 
konieczna jest ·znajomość oporności, pojemności, indukcyj~ 

ności poszczególnych elementów. najczęściej mamy do dys
pozycj:i,dane J.P_ekompletne oraz niedokladne. Ponadto przy 
vzyznaczaniu ana~ityczą-vm przepustowości v.kładu, · mo::;ą być 
pominięte niek-tóre_ szkodlb'!e sprsętenia ., a jeśli do tego 
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dodamy · uproszczenia czynione u traKcie liczenia; to pow.

staje groźba popełnienia znacznych błędów. Dlatego wydaje 
się, że metody analityczne dają dobre efekty .tylko w przy
~adku niezbyt skom~liko~anych układó~~ 

. . 

W prah.-tyce najczęściej stosowanym sposobem wyznaczania 

ch_arakterystyk d'j'uamicznych rżęczywistych obiektów są me

tody · el~s:per;ym.entalne~ Po3ualają nam na znaczne. skrócenie 

czasu potrzebneso •io uzyskarua charakterystyk~ Wyelii!lino.:. 

wane są źródła 1::łędó~ v:ystęp~ąc.e przy obliczeniach anali- . 

tyc zcych. ~ym niemniej, Ulo~ą występowąć odchylenia charak
terysty~{ eyznac zonycb. e:·:spe.L",YI:tental~e od chą.rskte:cystyl: 

rzeczywistych, co s:pm7odowane _jęst przede wszystkim nie.:. 
dokładnością stosoYTanych metod· oraz niedo?4adno_ścią apara:.. 
tury pomiarm7ej. 

' . . 

.. Szczególnie wa~~ne jest- .::;O.Pm.e sohi.P sprawy _z występujQ-: 

cych. nie],~iov;ości~ ~o21iary -d'yriain.iczne ·no. osół sprowadza 

się d.o pooiaró•,7 w liD.iovJjTI ze2:resie dzi-ałania· mierzon·ego 

układu, operuj 1c :::.clymi odchyleniami od -:.rybrOńeGO pun2~u 
:pracy. ·5lartość s-y:;nału WJID.USZajqce;J;o nie uoże być zb:rt mała 

ze wz:;l'2du na ~::~rstę:Qo'!.'ran.ie zE:G:łóceń. !Tie ~oże · też być zbyt ' 

duża, ponie;·;a2 che cr.1:r, aby układ. nie ':zychod.ził poza stre~ 

fę li..1li0\7ośc·i. :1ie za-:.7sze można. zne.leźć !\:on:promis d:la tych · 

Sl)rZ~cznych ,JJL~ań. 1Ta przykład ];)rZy :po_rń.iarz~ charakterys
tyki częstotliwościowej z jednej strony jesteśmy zmuszeni 

ograniczyć wartość sygnału wejmciorJego, aby utrzymać sig 

\7 strefie liniowości, a z drugiej - tłumienie uk.ładu jest 
takie,że sys~ał nu uyjściu może okazać się zbyt mały, aby 

mógł być zarejestrowany przez uż~~e do pomiarów przyrz~dy. 

2~ I~Ietody cyznaczania charćLcte:cystyk dynamicznych 

.Badanie '7Tł.asności ~ynanicznych układów · liiliowych lub. 
ta.lcich, które v: pe~-ym zakresie · Inożna traktować jako linio

we, rr prah.-tyc e sprowadza się do ·wyznaczenia ich przepus-
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towości operatorowej 4><s~ lub funkcji wagi k(t), to jest 

odpowiedzi układu na impuls . Dirętc': a ·/jJnpuls jednostkowy/~ 
Je.k r:ieiJy, przepus'!Jouość operatorowa </>(s) jest tręnsfo~ 
matą. Lal1lace'a f1mkcji wagi k(t) : 

. oO 

/2.1/ 4> (s)= Ik (t) e-stdt 
o . 

. ·Istnieją :trzy zasadnicze metody el~:sper;ymentalnego 1 bada..;. 

ni a własności · d~rnamiezeyc~: . 
al ·Metod·a sygnałów impulsowych lub skokowych pozwalają

~a · n~. bezpożrednie wyznaczenie fUIL~cji wagi k (t) • Meto

da ta polec; a. ·na :pomiarze :przebiegu przejściowego na w,yj-.. 
ściu b.G.danego Układu przy t:rygnale skokow;ym na wejśc:tu 

. /c·hara1.-te·~Jstyka skokowa, . od:po-{liedź skokowa/ lub sy~ale · 
iri;oulso~~ /charal..-t.erystyka iJnpulsowa, odpowiedź. impulsowa/.·. 

b/ ~=etod& sycnałó\".1 o przebiegu sinusoidaln:ym oparta na . . 
. zn$nej zasadzie mór1iącej, ze _jeżeli na 11ejściu Ultladu li

~io:.;ei;o prz:yłcż~"Ć . ·,zymuszenie sinu.soidalne, ·to po z ani J.:nj ę~ 

. ciu przebiee:·u. :przejściortet;o ~ygnał wyjściowy jest sinuso

idalny i :::-óżni się _ od sy6nału wejściowego amplitudą i " fazą. 
d:tięni~jqC . częstotliWOŚĆ sygnału WejŚĆiowe30 ·· i obliczając 
l:ażdorażm.vo stosunel: amplitud i różnicę faz ~:." stanie usta

lon~!Til; można otri:ymać charakterystyki częstotliwościowe; 
r.ra.plitudo-wą A (w) i :f'azov;ą f( w), lu~b :~trze:pustowość widniową · 
ukła.dl,l rp (jw) ~ . PrzepustowośĆ vddmorrą cp.(jw) otrzymać · możemy 
przez podstav1ie:ą.ie s~jW do v;yrażenia na przepustowość 

ope~atorouą 4>Cs) 
c/_l,letody . ·stochastyćzne~ Metody stochastyczne fl;yznacza

:q.ia · k. (t) 1 ub ·. cp {j w) można podzielić na metody opB...L.---rte. 

na · \7J~naczeniu funli:cji korelacji vcymuszenia i odpordedzi. 
oraz I!letody polee;ając·e na· -wy~naczęniu odpowiednich gęstoś

ci widmovvych ri;ym.uszenia i odpovd.edzi. 
· r_;rzedstavlllly pokrótce : zależności występujące P.iędzy · 

funlccją korelacji R(t) i fU!Jk~ją wagi k (t) oraz gęstoś-
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. cią _ widmową · S _(w) i · przepustowośc-ią widmową cp(jw) • · · 

Niech będzie dany .układ liniowy przedstawioey schematycż- • 
il.ie na . rys. 4 •· 

x{t) 

l 
-kli} l .J(-t) .. 

_- 4> (jw) 

_Rys-.1. 

Jak wiadomo, dla taJ~iego ~l4__e..d.u- r;ymtiszenie wejściowe 
x t t} l odpov'lied.i: układu · ·j '(t) · na. 'Wymuszenie są : zwią.z~e· 

- ~.a P9m.ocą splotu: 

-t 

12;21 y (t l .:; j :dt+t) k l r) dr 
.) . 

Jesli · ;dt) jest stacjo:r:arnY'..n i ergodycznyni procesem 
stochastycz:n.)-m o · r;a.r:;osci . przeciętnej _ r6vmej ·ze;t>u, -to od.po~ 

. vded± tlkładu y{t) jest również .procesem· stochast-yczn:ym. 

stacjone...rn.:ya i ereodyczn:J-:m o wartości przec~ętnej ró\VD.ej 
.·zeru [ 3]. - ~-

Funkcję· _korelacji Tił9-snej R:xx {t') /autocorrelation .fun
ctioD( proce~u x{t} oraz fUnkcję korelacji wz.ajcmnej_ Rxy('r) 

/cros·ącorrelation fUn.ction/ procesu y(t) .moż·emy przedsta- 

td.ć w postaci: 

. T 

/2.3/ R=(1:) ,;; :r~ *f x (t)x (t+'t)dt 

-T 
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T 

. . /2.4/ . R,cy.<t) = Tl!e ~- I :x:lt) Y (t+t:) dt 
. -T 

u.a podstaWie zale~ności /2.2/' /2~3/, /2:4/ można łatwo . 
'\VYI)rowad.zić następującą zależność międ~y furikcją korelacji 

· własnej i wzajemnej ().raz funkcją wagi: 

· /2,5/ ·. R,cy.r<l . = J kltJ~(t+t)dt 
o 

. Gęstość .widmowa stochastycznej funlccji stacjonarnej 
je s t t:ransf or.matą Fourier ~ a f'Ullkc j i korelacji. Mamy~ wię~: 

. +oC 

/2.6/ S:x::x:(w) = I ~(1:) e -j"":d-r . 
' ·, .... oiO 

+ o&1 . 

/2~ 7 l S:x;ytw) = j ~l 't) e -jol't d 'C 

-..o . 

gdzie: 
S:xx(w) -. gęstość widmowa własna wymuszenia x (t) , 
Sxy(W) - Gęstość widmowa wzajemna odpowiedzi y(t) • 

Na podstawie zależriości /2~5/, /2.6/, /2.7/ oraz /2.1/ . 
/po podstawieniu s:jw l, może:my otrzymać . następujące wyra
żenie na przepustowość wifunową. . -układu: 

/2.8/ 
· S (w) ·cp ( jw} = _5l __ _ 

S . (w) 
:x:x 
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Zależ~ość /2.8/, Yd.ązącc, gęstości uidmowe z przeyusto
wością -rlic1Inov1ą ·"liQ.adu , :ra VJyją-c~,:ouo :luta znaczenie prak:... 
tyczne. ioz·."ltia bowiem :12 szybl:.ie okrc~2..~ni.e :-.-łasności dy

namie Z:lJ'Ch, ponic7:9..~~: 

· gdzie: 

· częstotliwościowa ukł·adu, 

~(tv) = 8..1.~ · tgl-.9 {w}]· - fazov:a · charal:terystyka częstotli-
F{w) 

waściowa układu. 

Wyznaczenie gęstości widmOi.'lYCh s~- (W) i .S~(w) nie jest 
::t.:X . --oJ 

sprawą łatwą. Przybliżone wyrażenie na gęstość wid.moYlą stac-
jona:rnego i ergodyczneso procesu stochastyczne~o · można trzy
mać ; w następujący sposób: z!:·K63my, że mamy daną w postaci 
np~ oscylogramu realizację }:.r (t) taki~go proces'?- danego 
w :przedziale czasu -T ~t ~ +·.r • 7I!Jrowadźny do rozważań 
funkcje: 

/2.10/ · X(jw) 

/2.11/ -~(i) 

+oO . T 

= J x.r<t)e-j~dt =f ż.r(t)e-jwtdt 
- oa -r . 

T 

=f o:.r(t)x.r(t+'t)dt = 
. -i· 

+oD . 

1-J "T(t)J<or (t+T)dt 
2T . 

-oO 
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Transf~rm.~ta Fourier' a S'f (w) f~cji ~ rr) ma postać: 

/2.12/ . 

-cO 

Po~stawiając do /2.12/ wzór /2.11/ Oraz zmieniając 
porządek całkowania otrzymamy: 

. +oD +...o 

/2,13/ ST(w) = 1 e-jw'r_l_ f "T(t)x.r(t+'r)dt dT = 
. . -oQ 2T -.o 

+ ".C i-0&1 

=2~ f f ~"T (t) ej <>t "T (t+ l) e-j"' (t+ T} d t dl = 
-...c>-~ 

• ·- +- ol' 

=~-[f~ (t) ej.otat][ f x.r(t')e-jwtdtj 

~.o --

gdzie t'= t+T • · 

lia podstawie /2.10/ możemy napisać: 

/2. ~ 1 4/ 

gdzie ~(~jw) jest wartością sprzężoną ~ (jw) • 

Dla procesów stacjonarnych wartosć oczekiwana /średn~a 
statyscyczna/ 

/2.15/ 
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Jeżeli . proceo jest ercoclyczny; to średnią statystyczną 

nożna zastąpić średnia czasovrą: 

/2.16/ = S (W) 
XX 

Wobec tego możeo.y napisać, że dla dostatecznie dłue;iego 
ódcinka czasu: 

/2~17/ 

/2.18/ 

J eteli vre ~:c.ie:n:y pod uwagę rry.muszenie. uej ściowe x (t} i 

:;d:po...-Iiedź układu ~'T (t) , to postępując w podobny sposób . 
~3-.k v;::rżej otrz:v.m.ćBy następujące vvyrażenie na gęstość '\vidmo-

·::ą 7:Z 2.J ermą: 

. /2.19/ 

gdzie: 

/2.20/ 

/2.21/ . 

S (w)=~- YT· (jw)·X-(_;jw) · Aj _l -..,l' . 

r 

~(jw) = J XT(t)e-jwtdt 
-T 

T 

· (. ) f ( ) -jwt YT JW = . yT t e dt 

~T 
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3. Przybliżona metoda ·v;yznaczania gęstości ~.'1'l_ĆL1ov.rej 

przy pomocy funl;:c j i Lasue:r;re' a 

Fu.n.l:cję korelacji lub g~stość Yddmową d2nego procesu 

stochastyczneGO można vr:Iznac z;]Ć za IJO:noao:~ korelatora lub 

analizatora widm.ovleco. Istnieje szereg !:letod srCicznych 

lub graficzno - analitycznych :::lOZ'I.nJ.c-.02:ccYch bez :;_)rzyrzE.,

d.ów yryznaczyć funkcję korelacji Tub r;ęs·tof-.:ć r;ridmową. Jed.:

nal: metody te są bardzo IJracochł.onne. J cć:..n2: z be.rlziej 

interesujących aetod c;re_ficzno - e.nali~3·cznycł.:. ~iest przy

bliżona netoda ''T.~rznaczania c;ęsto~:ci •::ićl.nm7ej opc..rte. na 

zastosmnm.iu f'Ul'li::cji Lasuerre'a /patrz [2] Etr 154-157/. 

Ii\L'1l:;:cjc•, :rJr1.:;uerre' a k-tego rzgclu jest zd.sfir..iowana w 
nastę,ujący sposób: 

= e-t { 2k:2~~k 
k! 

l~ "'l' ,,., k 1 I:r- , ('-c -- ____ ..,. __ _ 
(k-1)! 

+ •••. 

••• + k ' 2.:.c-i+1/2..~..k-i . . ~ { 1)1 
1-(~-:--)~]~-:--;--- \- ) + ••• 
L--~· l.. 

-t ~ ~:-i+1/2tk-i i = k!e L-----~-(-1) 
i=O [(k-i)!] i! 

Transformata Fourier' a funkcji Laguerre' a ma bardzo 

· prostą pos"t1ać: 

/3.2/ .l1t{jw) 

Roz...vijając w szereg ftmkcji Lasuerre' a realizację ~(t} 

:procesu stacjonarnego o!ITeślonego Yl przedziale O 't 42T 
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i róvmego zero dla pozostałych. t, otrzpan.y [ 1], [2] 

n 

/3.3/ x~ (t} =.L a1/k(t) 
k=O 

Edzie uspółcŻynn.ik:i. szeregu są równe: 

2T 

/3.4/ a~ = f l) t) "T (t) dt 
o 

Ponieważ funkcje Laguerre' a "'G~vorzą ukłc.d : zupełny f1.1Ilkcji 
funkcji ortogonalnych [ 1], [ 2] , 1'órm.ych zeru dla t<O , 
więc przy dostatecznie du...rrym n rórmość /3.3/ będzie speł
niona z dowolną dokładnością. 

Biorąc transfo1~atę Fourier'a dla obu stron róv;,ności 

/3.3/ otrzymamy: 

n 

/3.5/ l:rr(jw) = [ a~ljw) 
i.:.=O 

Ha podstaVlie /2.18/ i /3.5/ możemy napisać: 

" "' 
/3.6/ S~~)~ -iT[ [ ak~jw)][[ akL~~jw)J 

. ~o ~o 

L~ •. Wyznaczanie chara1.-tel'7Styk częstotliwościowych. 

Biorąc pod U\7agę zależności /2.3/, /2.18/ i /2.19/ 
m.ożeny napisać: 
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/4.1/ 

ale z 

/4.3/ 

gdzie: 

/4.4/ 

-11-

-rz~ (\j,A>J 
= ------, __ ,. -i w) 

... '"T \. •'.) 

) [

n . ( ) . f- ·. -~ (i- j~ )k .· 
~(jw . = . a~:L jw . = l 9.,_ -.J 2 -( --'7~1 · =·· 

........, c.'.. . /1~-i (,J ) _ .. -:-
t~o t:o . ' · ·J 

m 

=L . b~:L ( jw) 
~ ... G 

2T 

\ 

ak = J l,!"'T (t l d t 
o 
2.T . 

~ =f lJ<YT (t) dt 

o 

Podstawiając /4~ 2/ i /4.3/ do /4.1/ otrzy:: ru::;n 

/4.5/ 

gdzie:. 1-.'w z = ,r,l' I+JW 
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Jak widzimy z zależności /4.5/, -;:-;yzne.czer;.ie pl'Ze~n:sto

T:;ości widmowej . układu OGranic ze.. si~ G.o y;;;rzriacze21ic. v;e:r
tości uspół.czynn.il;;:Ó\1 ak i oJ: z :;','ZO:>ÓYi /4 •. !+/. ·xe 17:.o

rach tych ~(t) jest realizacją l'lj'!!llli:Zeni&. ::(t) d.8.il::; 

·~'i postaci oscylogramu, a yT(t) jest reoJ.izac;ją o·ip ·Y:.rie:L: i 

y (t) 1.lkła6.u, róvm.iet dane.: ,., postaci osc:Tlo(;l"<:Du. 

Wartości całek /4.4/ !lOżna \i~llicz3~ć 2etod.q :::!'~--fi c zn~ 

lu"o prz·y pomocy speojalnec;o urząuzenia liczo.:cc:~:o. W mc.to

dsie. graficznej nmożym;y :r:-zez sie"oie rzęcLJ.e l:J:>:;;;~·t;:cl1 ::T ( ~) 

i yT (t) przez odpowiednie · nartości funl:cji Le.cue:.:-rE ·a i 

wyznaczam:r przy pomocy plar.!.i.'"Jetru po~.':i<::rzcb.:1ic:: o:::,jęte r·rzcz 

:::rzy:.re v.rype.d.kov;e._ Wartości funl:cji Ls.~":.e.!'r·elc.~ ~~ o::nr:. cd.czy

tać z te.blic. Tablice tal.:ie nożna znclesć nr-. ·7 . cytcr:D:r:c~i 

już. i,rsię.żce '.V. W. Sołodo·;miko~72, '~Dyna::;;,i~:& 2t.:-~t~.,..sl:;?C s.1:2. 

Linio~v-ych Ul:ładÓYl Regulacji .b.uto:mat:.rcsne~i n, '\';'}·;:1.' , '~Cjc-4. 

P ~"' . ~ . t • .· ~ 1 .- , __ .-, _., 2 A '' . ,-., / -'- L . ;:r· . . r:· "l- + / oaane Sc:~ "{jaJn war osc~ a._o. .::~-v, 1, . ,,.. ,"-f- - ..., ~ '·· ~ .) · .. ) .-,•::. .. \.. , 
Urządzenie liczące po·:,'inr.!.o sklacle.ć .się z ~ ·.:;:::c:'c":or·.:.: 

::·unl·:cji Lac;uerrei' a, - 1:-t2:ładu Illl".i.Ożą.ceso i. inte[::r·c:tol"'< . • JJc::.::l·:? 

dotyczące . zoudOV{al1ia ;:;enera'tora ;funJ:cji La~~:'!lE:::·:::·c .. c .:-::o:t:DG 

znoletć n [ 4] str-. 197 - 19S. 
Po v.r;y.znaczeniu Dspółczy1-.-:li::óvl al: i · 'bk Bo~;e~~.-;y o-:lr2.z·t.: !lć'

pisać YJJTażenie aiE:.lityc zne l~..:,.. 5/ 1~8. ·_prze~)Usto;·,'ot' · ć -;::id.;.::: o-

ciov:ycn nalsży \r:Jr&ż·:;nie na 'V(j w) ::o::bić: nc. c z~, ~~ć I' ZGC zy

'r'.'istc:, i urojoną /patr·:z. /2~9//. O~:r:.zuje ,sj_ę, że rc,::tać /4.5/ 
j cst barizo nio·,;;yc;oclna, r.nł.cszc za --r;; :Qrs:rpacllDJ. [:;-l;y zl i r: 

:pr.:::tbierają i-7i~ksze -rrartości. lYa J:U"Z~Tl:ład <ile-, m = n =:J, 1, 2, 3 
otrz~?man~r: 

+l patrz też: l~orbert \'iiG:n.er, E:ctral)Olc-:tio:r ... , Interpolation 

end Smoothinr.; o f Sta.tionar;r Time Serie s ·, :::~ubl. , by 

· ·che Press of the l.lassachusetts I::1stitute of ':f.iecllnolo~:.:~-· 

and John rJiley and Sons, Inc., London, Fie~:: Yorl:: 

1950, strony: 'i24 - 128. 
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~111 (1 ·w)k 
b1:- "=~-- . : -- I+J. W --;,----(1- . --) !r-

' a "..=~_!)L. \: i+J w 
Ł=O 

= 

1 . ( . ..., . . . ) 2 ' {" . ) 3 - -;,w ,_ w , ,-1w. · 
o + b" "..-~ + b~ ""~~~~ +. o~ "..-~-o 1 i..!.1I.V • ,,...,w . 1+ 1 W . 
---------~------=----~---~~---2 --~---~~ 1-··w (1-·w ).::. · (1-'W)) a + a1 "_;J.__ + a':) ".--~-- + a... ",-~--o I+J W ~ l+J W .:) . i+J W · 

.Po licznych p:rze.r:sztalc eniach · ot:;:oz:ymuj e:ny następującą 

~)ostać: 

{Xdw} = (bo-+b1 +bz•b!} tw2[b/b:t3 (\,o ·~)j-+ JW [3(-bo .,b1-~ -bJ. t <i( b, -b2 -bo+ b) l 
. . { Oo+<l• "0,4-05)+ łAl[0,'-0,-3 ( o.~a,)] +iw[ 3(a.+a.-a,~a:) tc..l·( a. -acao ~a3 )] 

Jak w'i.dać . z przj"toc z onego· prz~;::l c-,d u :praJ.ctyc zne ·.vyzn3-

c.zenie przebie;;u ~·he.roJ.:teryst:i"l: czę.stotl~':TO.ŚCiO\V,::tC l:. 7l I=·OS-
. . 

tac i ~zy~~esu jest bardzo :pra-:!ochłonne. Należy z o. ten tal: 

:przeZ:sztalcić \7yraieriie /L!-.'5/, aby lat~:ro motne. 'było . przecL

stamć 4> ( j~) v; :post a-e i · /2.9/. lTapięzmy: 

\z l = (
""w ' ) 2 + .f--"2 
1+w 

? 
1:...w.... J. 2 w 
----~ - ---~ 
1+ w'- 1+wc:. 

i 

2,.i+w4
+J+W

2 = 1 

Zatem postać trygonometryczna liczby zespolonej z będzie:: 
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/4.6/ z = c os ex- · j .sin« 

gdzie:. 

/4.7/ <X = = t g [- ~'-~ 21 . 
Z l".l'Eoru Moivre' a memy: 

/4.8/ 

Pods.tawiając /4,8/ · do /4.5/ otrz:ymujemy: 

gdzie: 

/4.10/ 

m 

11 =L bk cosk<X 
11:"0 
m 

H = .[ bk sink<1 
IC.•O 
n 

R =L ak c oska: 

""" ł'\ 

s =[ak sinkoc 
kc() 

?ostać /4.9/ łatwo już s:proY:aclzić do postaci /2 .• 9/ i 

·i:r,yznaczyć charakterystyki częstotliuościowe. '}yrażenie na 

asplitudową charalcter~lstykę częstotli'\-rościową będzie miało 

postać: 

/4~11/ 
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_., 1'.;1 - -i H 1. - -----~?"! lt - Jo 
·lu - ..:ul 

= ~---"'-~ = lrt - Jł::il 

a wyrażenie na fazo-:7ą · charal..-t:e.IJ~sty~ę ·c Ęęst;otliwosciową 

po prost-Jch przeksztalceniach: 

/4.12/ 

;;[ celu ułatwienia oblicze!l w tablicy 1 :podane zostały 

~1urtości funk-cji coska: i· sin2:ct w· zależności od w dla 

o "w 4 50 i ' k = o' 1 ' 2' 3. 
tra podsta~;ne povryższych ·,·iJ~ .Jd6w metodę 7r;yzna.cz·n;:~::..a cha-

ra1.-terystyk częntotli7lościo-vvych dla u.i:ładu ~rzedstavrionei;? 

na rys.1 można streścić :nas"tępu.jąco: 

1. Zapisuj eiilY ·!la taśnie rej e3tra-.;ora, .::-ealizacj 'i:: :eT (t) 
przebiec;u \'.ryrauszenia x{-t;) i realizę.cję Ym(t) odpowiedzi 

..L. 

y (t) ul:ł~du. 
2; Z ·:rzoró-:1 /1.~.4/ ~tznac ze.my '!;7artośc i '.73l; Ól8 z:;nników 

a1~ i bk • Przy metodzie gre.i'icznaj l-.:orzy3t::.my z ta.olic 
f~cji Lącuerre'a~ . 

3~ Z v1zorów /4.10/ wyznacza.I!ly ·~vartości :.~ , ·:T, · ~1 , S 

v,r zależności od w . •. W:J'Iliki pr·zedstawiany 7i .;wstaci ~abell. 

Fr::::y YrJznaczaniu vm.rtości i'.i , N, R i S ~orzyst8.!u:-t :; t;ablic :,~ 1. 

1.~. Z v1zoróvr /4. ·11/ i /1~.12/ ·~~zyzna.czamy poszukiwane . 

chaT·akterystyki. 

rrzedstavliona metoda ma tę zaletę w stosunlm do innych 

metod . opartych na vry?:orzyste....'liil syr;nałów stocllastyczn:rc.h, 
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:te pozwala. znaleźć przybliżenie przepustowości vlidmowej 

ul:ładu r(prost na podstm-.rie zapisu realizacji. stacjonarne-
go procesu stochastycznego bez konieczności \vstępnej obrób

ki zapisu, polegającej na osól na znalezieniu najpieru prze

bieg~ funl:cji korelacji, a następnie c;ęstości -rlidmowej. 

Zależność /4.9/ pozwala na otrz-ymanie bezpośrednio w;;rra-
2enia allr:J.itycznogo :10 }?· rzepu.sto~::ość widJ.uową; podczas gdy 

\7iele innych metod pozwal.s. jedJ"l.J.ie otrzymać przebieg krzywej 

gęstośc:. vd.dmo-wej, którą zv"Jkle trzeba następnię aproksy

mować za pomocą ~aldegokolvri~k znanego wyr~żenia analit-ycz-

nego. 
7: przyp&dku zbud.owarila urządzenia liczącego do otrzymy

v:ania v;spólcźynnilcóv; .ak i bk , vr.yrażenie na przepustow-osć 
-::idnm;ą układu otrzymuje się natychmiast, a wyl~eślenie cha

ral."terysty1:i częstotlh·mścicwej nie nastręcz_a specjalnych 
trufu.J.ości. Obliczanie wc-~to~ci rrspółrzędnych ·poszczegól

:.zych punktów charal:terystyki można żnac znie ułatwić eyko

rz.~rstując :podane w tablicy 1 wartości składników silli~tt 

i coska.. • 

Przedstawiona metoda może być stosowana do wyznaczania 

cha.re.lctJer-JErcyk dynelilicznych różnych układów me~hanicznych, 

~::-neWJa~rc~~nych, ~ydrauliczriych, przyjmując, że na wejściu 

u.kłhdu ma.Ey V>r:J'l:luszenia będące zakłóceniami stochastycznymi 
eystęp~4ąc:YTIJ.i w czasie normalnej pracy-układu. Halezy przy 
tyr::. pa:r:1iętać, że nie zawsze mo"żna stosować metody zdejmo- -

wania charakte.r;Ystyk d;y"'Ilamicznych przy zastosowaniu sztucz
nych ~r:n.uszeń, ponieważ v:.yY.illuszenia te nB.ruszają normalny 

proc es technoloGie zn~T. '.7 teJi:im. przypace:u możem;y b';yć zmusze-

ni do zastoso-::•;ania. !:letody vrykorzystującej zalclócenia, które 
będą odgr;r::ały rolę sygnałów r.rymuszając;ych. 
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T a b l i c a 1 
w co s~ cos2<X cos3t( sin ex sin2CX. sin)a 

o,o 1,0 1,0 1.0 o,o o,o o,o 
01 1 0,980214 0,921638 0,826590 -0,197942 -<>,388052 -0,362805 
0,2 0,92)098 0,704221 0,377033 -o,J84564 -o,709931- -0,926200 

O,J o,Só3684 0,291815 ..OiJJ4629 -0,595057 -o,956475 -0,942J50 
0,4 0,724-372 o,o49431 -0,652760 -o,ó894G9 ..0,998778 -0,757565 
0,5 0,600188 -0,279550 ..0,935752 -0,799659 ..0,960131 -0,385101 
o,6 0,469728 -o,558710 -<>,994613 -o,882811 -o,829J63 . 0,103661 

0,7 o,J42567 ..0,765296 · -Oł866897 -o,939493 .. -o,643679 0,498488 
o,8 0,219562 -0,903585 -0,616349 -6,975598 -o,4284·to 0,787473 

0,91 0,105107 -0,977905. -0,310676 ..0,994461 -0,209050 0,965400 
l 

1,0 o,o -1,0 o, o 1,0 o, o -1,0 
1,1 . Ot095556 ..0,981738 -o,283179 0,995424 0~1902)8 -0,959067 
1,2 0,180519 ..0:,9)4826 :-0,518027 0,983571 01 355107 -o,855J64 
1,3 0,256571 -o,868J43 -0,702153 0,966526 0,495964 -o, 712026 -

l 

-o,54756J l 1,41 0,)24468 -0,789441 -o,8)6764 o,945897 o,61J826 
1,5 01 384564 -0,704221 ..0,926200 0,923098 .o. 709981 -o, 377033 l 
1,6 . 0,438371 .-o,6~7057 ..0'978148 0,898794 0~788011 -o,207912 

-1,7 o,..a;Sż7 -0,527944 -0,998806 0,874055 0,849279 -o,o48850 

1,8, 0~528438 -o,441506 ..0,995056 0,848972 0,897258 0,099320 
l 1,9 0,566166 -o,J5891'1 -o,9725?J 0,824291 0,933372 0,232597 
12,0 0,599955 -o,280108 -0,936060 o;sooo)4 . 0,959968 0,351842 

2,1 0,6)0450 -0,205065 -<>,8890.17 0,7762)0 0,97:}748 0,457874 
2,2, 0,657594 ..0,1.35139 -o,8J5328 0,753372 0,990327 0,549752 
2,3 0,682211 -o,069176 -0,776596 Oł731155 0,997604 0,629998 
2,4 0,704221 -o,oo8145 -0,715693 0,709981 0,999967 . o,698415 

2,5 . 0,724172 0,048850 -o,65J421 0,689620 0,990806 0,756995 
2,6 0,742366 0,102214 ..0,590606 0,669995 0,994762 0,806960 

2,7 0,758893 0,151836 -0,543174 0,651216 0,9884o6 0,8)9620 

2,8 0,744209 0,198790 -o,466.)87 o,6J29J1 0,980041 0,884581 

2,9 0,787473 0,240228 -0,409127 0,616349 0,970716 0,912477 

),0 0,600034 0,280108 -o,J51842 0,599955 0,959968 0,936060 

3,1 0,311574 O,J17J05 -0,296542 o,53425o 0,948324 0,955020 
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T a b l i c a 1 /c.d./ 

w cosr:J... cos2ct cos3e>: sinO. sin2cx. sin Ja 

3,2 0,822144 0,351842 -0,24)615 0,569280 0,9.36060 0,969872 
J,J 0,831793 0,38.3758 -0,19.3378 0,555036 0,923434 0,981124 
J,4 0,340882 . 0,414164 -o,1411-J5ó 0,541~19 0,91,0202 0,989526 
3,5 0,849125 0,442028 -o, 09811-51 0,528191 0,897001 0,995142 
),6 0,856718 o,%7930 -o, 054-950 0,515786 0,(;8J766 0,998489 

J. 7 0,86.38.36 0,492424 -0,013090 0,503774 0,870356 0,~99914 

3,8 0,870642 . o, 516035 0,027922 0,491917 . o, 556567 0,999610 . 
3,9 o,07u587 U,5J6ti09 . o, 064-532 0,481244 0,843704 0,997916 
4,0 0,8~~401 0,55i262 ą, 101056 0,470499 o,8JOJJ7 0,994G81 
4,1 u,8ts7515 0,57&4J2 o, 1.357.16 0,460200 . 0,817145 0,99fi748 
4,2 o,tl92717 0,593887 0,167629 o,45o6to o·,t;04548 0,985850 
4,3 0,897337 0,610606 o, 198513 0,441245 o, 791935 . 0,980098 
4,4 0,9018JJ 0,.612907 0,228:;51 0,432086 0,779JJG 0,97:3579 
4,5 0,905939 0,641450 o, 256.289 0,423409 0,767165 0,966600 
4, 6 l o, 909841 0,6556~0 0,266397 0,4·14958 0,755091 0,96)86) 
4, 7 0,913309 0,663265 0,.307357 0,4-07~68 o,74;92a 0,951594 
4,3 o,916o2.8 . 0,681147 o, J156lo~-9 0,.399283 0,7J2147 0,.948376 

4,9 ,0,920050 o,G92983 01 )55107 o o, 39180°2 o,.72G954 0,934826 
5,0 l 0,923098 0,704221 0,377CJJ 0,384564 0~709981 · 0,~26200 

5"-1 0,925980 ·O, 714380 0,.397949 0,377571 0,699248 0,9174{)3 

5,2 0,928702 0,724974 O,'t-17867 0,370828 0,688776 0,908508 
. 5,3 0,931374 0,734915 0,437587 0,)64064 0,678160 0,899176 
5,4 0,9JJ685 0,743534 0,454768 0,358096 0,663698 0,890610 

5,5 0,935957 0,752032 0,471782 0,352114 0,6591.27 0,831715 

5,6 0,9.38191 o, 7604-c6 . 0,488621 · 0,.)46117 0,649448 0,372496 

5,7 o,94-U2u8 o,76o284 0,504528 0,340380 0,640110 0,86)}96 

5,8 0,942350 0,776046 0,520265 0,334629 0,630676 o,85L1-005 

5,9 l 0,944185 0,782970 ·0,534J52 0,329416 0,622059 0,845262 
'6,0 0,945991 0,7DY798 0,54329.3 0,)24193 0,61JJ67 0,8;6286 

6,1 0,947676 0,796178 0,561)61 0,319235 0~605062 0,827571 
6,2 0,949.3)4 0,802470 0,574291 0,3142.69 0,596692 0,813651 
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T a. b l i c a 1 /c. d./ 

w co s o. cos2o. cosJcx sin (X sin2a sinJ<X 

6,.3 0,950077 O,ti08J33 0,586372 Oj309570 0,588726 0,8100421 
6,!1- 0,952396 0,814116 0,598325 0,304864 0,58v70J o,Go1254 
6,5 0,953804 0,819486 0,609454 O, 300LJ:23 o,57J1Gv 0,792822 
6,.ó 0,955192 0,82478-' 0,620464 0,295936 o, 56541!-7 o,7o4235 
6,7 0,956475 o,a296aa 0,630676 0;291815 0,558228 0,7760% 
6,8 l 0,95796~ o,J35163, o,b!r2119 0,287082 0,549995 o, 7666051 
6,9 0,958902 o,8j8987 0,650111 0,28)736 0,544151 0,759839 
7,0 0,960050 o,a43391 0,659.346 0,279829 0,537300 o, 751840 l 
7,1 0,961101 0,047431 0,667833 0,276197 0,530906 o, 744312 
7' 2 o, 962'09 

l 
o,J51422 0,6762)3 0,272560 0,524481 0,7J6687 

1.J
1 

0,963163 0,855364 0,634547 0,268920 0,518027 o, 7289691 
7,41 o, 964173 0,859258 0,69277.3 0,265276 0,511543 0,72115b 
7,5 0,965093 o,SG2808 0,700287 0,261908 0,5055)2 o, 713862 l . 
7,61 0,96592G o,8G6o25 0,707107 o, 2588'19 o,5ooooo 0,707107 l 
7,7 l 0,96682) 0,869495 0,714473 o,255L146 0,49)942 o,69966J 
7,8' 0,967709 0,872922 0,721760 0,252069 0,4<37860 o,69214J l 
7,9 0,968511 u,876026 0,726J75 0,248972 o,48:!26J 0,637299 
tl,O 0,969~)1 o,87o817 o, 7Jlf}23 0,246153 0,477159 0,678801 
8.,1 ' 0,96~943 0,331578 o, 74u:2'18 0,243J33 0,472038 0,672367 
3,2 0,970716 o,Su4531 0,7466:;8 0,240228 0 1 .ił66J87 0.,665230 
o,J 0,971411 0,8~7279 0,752415 0,2)7403 0,461232 0,6586391 
a,LI- .0,9720:.!9 u,8U96tl2 0,7575b5 u,234859 0,4565~0 0,652760 
8,5 0,972708 0,892323 0,763232 0,2)20)1 o,451J97 0,646124 
8,6 0,973313 0,394675 0,763284 0,229484 0,446713 0,640110 
3,7 0,973910 0,897001 . 0,773287 0,2269J6 0,442020 0,634056 
3,8 0,)745.66 o,a9955u 0,778791 U7::.!24'101 0,4)6802 0,627284 
3,9 U,975085 0,901158 0,783151 0,2218)2 0,432610 0,6::!1831 
9,0 o,.97559o ·o,90J585 0,7!37473 0,219562 0,428410 0,616349 
9,1 0,976107 0,905569 o, 79'1757 O, 217292 0,424'199 0,610836 
9,2 0,976672 0,907777 0,796530 O, 2111:735 0,419452 0,604599 
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l w coscx cos2<X . cos)oc sin ex sin2cx sin )eX 

i 9 ,., i . • .J 0,977169 0,909720 0,800731 0,212462 0,41522.3 0,599024 
l 

,9,/i : 0,977600 0,911~3 o,8o4J76 Oi210472 0,1~11514 0,594121 

9,5 0,978087 0,91)309 0~808504 0,208196 0,407268 ·0,588491 

l 9,6 0,978569 0,915194 0,812592 0,20592Q. o,4oJ01J .o, 5828)2 

l 9. 7 0,978927 0,916595 · 0,8156).3 0,204211 0,399616 0,570570 

1.9.8 0,979399 . . 0,918446 0,319652 0,201933 0,395546 0,572ł;ł61 
l 

l 9, 9 o, 979809 0,920050 0,8231)6 0,199938 0,391802 0,567844 

110, o l o, 980156 0,921412 0,8~6098 0,193228 0,388588 0,563526 

i11,G ! 0,983571 0,9}4826 0,355364 0~180519 0,355107 o;5180271 
!12,0 l ·o,9862)8 o.~5329 0,878400 o,16JJ4o 0,326118 0,477925 

~ 13, o l 0,938273 0,95JJ66 0,396099 0,152698 0,301815 o,44J85J 1 
j14,V l 0,939859 0,~5:;642 0,909961 0,14~053 0,281225 0,1114693 l 
115, o l 0,991177 

l 

0,964864 0;9~1525 0,132545 0,262751 · 0~388)20 l 
. l 

!16,u l 0,992l!24 .0,969016 0,939737 0,124467 0,246999 0,)6.568~ l 
117,0 . 0,993103 . 0,972506 0,93849J 0,117249 0,232880 · o,Y.52981 

l 18,0 l 0,993865 0,975535 0,9452J4 0,110602 0,,219846 . o, 326393 
l 

119, o f 0,994461 0,977905 0,950516 0,105'107 0,209050 O,J10676, . 
j2o,o ~ 0,9950;;:7 - 0,930156 0,955~36 0,099609 0,198228 0,294874 . 
j21.o l 0,995479 . 0,981959 0,959560 0,094977 o, "i8J095' 0,281504 
f 

!2z,o l 0,995Su4 u,98J571 0"9GJ16J 0,09063} 0,130519 o, 268920 

123,0 l 0,996220 (1,934909 ·0,966151 o,o8óo66 0,17J075 ~0,257926 

j 24 t o l o t 996 541 0,986189 u,96901ó 0,08,)098 o,-16562·1 0,246999 

. ! 2~, ti l o, 996825 0,987322 0,971549 0,079619 0,158732 0,2}6838 

j2u,o 0,997053 0,938228 0,973579 0,076719 0,152986 0,228351 

i 27,01 0,997293 0,989187 0,97572G 0,07J528 0,146659 0,218995 

~8,0 l 0,997462 0,989859 0,9772:;1 0,~71207 0,142053 0~212178 

~9,0.1 0,997625 0,9905'09 0,978689 0~068886 0,1J7445 0,205350 
l 

. JO, o l o;997782 . 0,991133 0,980098 0,066564 0,1328JJ 0,198513 
f . 

0,991746 0,981460 0,064242 0,128219 . 0,191666 l )1,0 0,9979J4. 
l 

0,"186524 l J2, o o' 998045 0,992187 0,932450 0,062500 0,124756 
l 
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! a h l i e a 1 /c. d./ 

f w 
~---

l coaa co s !<l ces )a sia~ sill2o ~i!l)Ct 

~·· o,~~~? 0,992687 0,983571 o,060lt68 0,120714 ·0,1805191 
J'o,O 

1 
0 0 n<>"-i'* 0,99)107 0,984503 0ł058726 o.117249 0~175Jb7l 

)5,0 0,998392 0,993572 0,985556 o,o5ó69J 0,11)20J 0,169)50 ~ 

)6,0 l 0,993'ł73 l 

o.99J897 0,9862.86 ~.051)241 i!~ 11"CJ!J O., Hi5048 . 

37,0 l 0,998552 0,994214 0._986996 0?05)738 . o.10?421 . 0,160743 
J3,·o o,99864-5 Oi994SJ8 0~987824 o.0520lJ.S 0,103950 o,-155572 

39,0. ~.998690 0,99'1-?62 0,98U228 0,051174 0,102224- 0~152986 

4V;o 0,998749 0,994993 0,938756 .0'1050012 . 0~099899 0,149535 
lt1,0 0,9938Jlł Ol995Jił0 0,989526 01048269 0,096425 0,144356 

42,0 0,990876 0,995501 0,989900 . O,O!i-7397 0.,094937 0,141765 

4J,O 0,998931 0,995?25 0~990J89 ~,0462;5 0,092371 o,1Jo:!-09 

44,0 0,993971 o,-995381ł o,99v7lt8 G,~536J o.o906JJ 0,135716 

45,0 0,999010 0,996041 0,991100 O~()ołiH91 0,083894 0,1))121 

1!6,0 0,999061 0,996245 0,991558 o,U4JJ29 o,o8łJ576 0,129661, 

'ł?,O 0;999098 0q996395 0;,991694 ~,0424-5? o,o848J7 0,127o65 

48,0 0,993135 • 0,996541 0,99222ił 090'łl585 v,08)098 0,1241167 

49,0 0,999171 0,99~68S o,·992~ u,04G713 0,081)59 0 1121869 

5~,0 0,999194- 0.996179 0,992157 0,0401)2 o,080199 0,1201)71 
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