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PŁASKIE PŁYNIĘCIE STACJONA.Rr"'iffi OŚRODKA TYPU COUI.DMBA 

Z UWZGL~DIITENIEM SIŁ BEZWŁADNOŚCI I SIŁ MASOWYCH 

Czesław Szymański 

1. Wstęp 

Przedmiotem przedstawionej pracy jest analiza równań me
chanicznych ośrodka jednorodnego i izotropowego typu Coulom
ba w przypadk-u, gdy proces deformacji ośrodka traktowany jest 
jako płaski sztywno-plastyczny proces dynamiczny. Pod poję
ciem procesu dynamicznego rozumiemy tutaj ta.~~i proces defor
macji, w którym przyspieszenia cząstek ośrodka są tak wysokie, 
że w równaniach ruchu należy uwzględnić człony inercyjne, 
w odróżnieniu od procesu quasistatycznego, gdzie te człony 
się pomija. W pracy rozpatrz'ony został przypadek procesu 
stacjonarnego. Jako równanie konstytutywne opisujące proces 
deformacji przyjęta została izotropowa zależność między ten
serami naprę żeni a i prędkości odkształcenia w postaci quasi
liniowego związk-u między tymi tenserami /założenie współosio
wości tych tensorów/. Ponadto założono, że w procesie płynię
cia ośrodek jest nieściśliwy. 

Model matematyczny, którego kinematyka opisana jest wyżej 
wymienionym równaniem konstytutywnym i warunkiem nieściśliwoś
ci, przyjęty był w pracach : A.J.Iszlińskiego /7/ oraz 
A.J.Jenike i R.T.Shielda /8/ i omawiany był w pracach : 
A.J.M.Spencera /14/, A.Dreschera, K.Kwaszczyńskiej, Z.Mroza 
/2/, L.S.Zagajnowa /17/ i J.Mandela /10/. 

Analiza równań mechanicznych, opartych na teorii szt~~no
-plastycznego płynięcia materiałów typu Treski względnie 1~
sesa, również dla przypadku płaskiego stanu odkształcenia 
i przy uwzględnieniu w równaniach ruchu sił bezwładności, 
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przeprowadzona została w pracy A.J.M.Spencera /13/. Rozwią
zania konkretnych zagadnień brzegowych typu dynamicznego 
/niefalowego/, w oparciu o teorię ośrodka sztywno-plastycz
nego typu Treski względnie Misesa, podane zostały w cytowa
nej wyżej pracy Spencera . /13/ i ostQtnio w pracach J.Najara 
/11/ i W.Szczepińskiego /15/. 

Dla ośrodków typu Coulomba analizy równań mechanicznych, 
przy podejściu d)~amicznym do zagadnień mechaniki ·ośrodka, 

prze~rowadzone zostały w pracach: S.S.Grigoriana /6/ i /5/ 
/z warunkiem plastyczności Bchleicherą/dla ogólnego przypad
ku trójwymiarowego ruchu niestacjonarnego, L.S.Zagajnowa 
/17/ dla płaskiego ruchu stacjonarnego i w pracy G.A.Geniewa 
/4/ dla płaskiego ruchu stacjonarnego i niestacjonarnego ru
chu jednowymiarowego /przy dużych założeniach upraszczają~ 
cych/. 

Założenie procesu deformacji jako procesu sztywno-plas
tycznego względnie sprężysto-plastycznego płynięcia przy po
dejściu dynamicznym prowadzić może do znacznych odchyleń 
w stosunku do rzeczywistego zachowania się ośrodka i wydaje 
się, że d.la ośrodka ziarnistego bardziej realistyczny jest 
model matematyczny ciała sprężysto/lepkoplastyczneso zapro
ponowany przez W.Olszaka i P.Perzynę /12/ dla gruntu. 

Przyjęty w obecnej pracy model sztywno-plastycznego pły
nięcia dla ośrodka Coulomba stanowi pierwsze przybliżenie 
i pozwala w sposób stosunkowo prosty przeprowadzić analizę 
równań opartych na tym modelu i uwzględniających siły bez~ 

władności w równaniach ruchu. 
Wyprowadzone w pracy równania mają postać niezmienniczych 

zależności pomiędzy wielkościami niezmienniczymi, określają
cymi stan naprężenia i pole prędkości przemieszczeń i zapi
sane są w układzie współrzędnych krzywoliniowych nieortogo
nalnych, odpowiednio ·unormowanych do postaci naturalnej. 
Taka postać równań mechanicznych spotykana jest w pracach 
C.Caratkeodory'ego, E.Schmidta; H.Hencky'ego, H.Geiringer, 

· Ł.M.Kaczanowa, J.Rychlewskiego i innych autorów przy zagad-

http://rcin.org.pl



- 3 -

nieniach quasistatycznych teorii plastyczności i posługiwa
niu się szczególnymi wyróżnionymi siatkami współrzędnych 
krzywoliniowych.Podobny sposób zapisu równań mechanicznych, 
w odniesieniu do u_~ładu współrzędnych krzywolioniowych nie
ortogonalnych w post;:tci nacuralne j stosuje P .P. Teodorescu 
/16/ dla płaskich stanów teorii sprężystości oraz J.Zawidzki 
/18/ dla płaskich stanów teorii sztywno-plastycznego płynię
cia ośrodka izotropowego niejednorod.nego. 

Przyjęta w obecnej pracy metoda analizy i zapisu równafl 

jest efeh.'"t;ywna przynajmniej dla założonego modelu kinematycz
nego ośrodka. Pozwala ona w prosty sposób przejść od zapisu 
róvrnań w dowolnym układzie współrzędnych krzywoliniowych do 
ich zapisu zarówno w niezmienniczych /dla ustalonego zagad
nienia brzegowego/ siatkach współrzędnych jak siatka trajek
torii naprężeń głównych, siatka trajektorii maksymalnych od
kształceń postaciowych, siatka linii poślizgu Coulomba i 
siatka charakterystyk,jak również do zapisu równań w konkret
nym układzie linii współrzędnych z założoną parametryzacją. 

Istotnym punktem pracy jest podanie metody badania typ~ 
róvmań różniczkowych cząstkowych quasiliniowych i wyprowaQza
nia równań ich charakterystyk - metody zilustrowanej na przy
kładzie równań różniczkowych wynikaijących z założonego mode
lu .wechanicznego ośrodka. W oparciu o v;yprowadzone róvmania 
różniczkowe modelu w odniesieniu do dowolnego układu współ
rzędnych nieortogonalnych /w płaszczyźnie ruchu/, przyjętego 
w postaci naturalnej,oraz na podstawie definicji charah.~erys
tyk równań różniczkowych cząstkowych, podanej przez r.Couran
ta i D.Hilberta /1/, wyprowadzenie równań charakterystyk 
/kierunków charru~terystycznych i odpowiednich związków róż
niczkowych wzdłuż linii charakterystycznych w płaszczyźnie 

zmiEnnych niezależnych/ sprowadza się do wykrycia prostych 
zależności algebraicznych między kątami wzajemnego nachyle
nia linii wspólrzęanych i kątami nachylenia kierunku główne
go~ względem linii współrzędnych. Wychodząc z innych przes
łanek, podobną metodę wyprowadzania równań charakterystyk 
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podal J .Zawidzki /18/. Analizując równania różniczkowe płas
kiago stanu quasistatycznego płynięcia stacjonarnego ośrodka 
plastycznego niejednorodnego, autor ten z góry założył pos
tać związku między wzajelllll3In nachyleniem '/' linii współ
rzędnych i kątem nachylenia -J. większego naprężenia głów
nego do jednej z linii współrzędnych w postaci zależności 
'tJ.' ::c 2. V' i przy tym związku wyprowadza kryteria pozwalające 
ustalić typ badanych równań różniczkowych oraz t w· przypadku· 
hiperboliczności układu,związki różniczkowe wzdłuż dwóch 
spośród trzech rodzin charakterystyk. 

2. Sf omułowanie równań 

W pracy rozpatrzono ośrodek ciągły typu Coulomba w płas
kim stanie płynięcia ustalonego przy uwzględnieniu w równa
niach ruchu sił masowych i przyspieszenia. Przyjęto założe
nia nieściśliwości ośrodka i współosiowości dewiatorów na
prężenia i prędkości odkształcenia. Matematyczne sformułow~ 
nie założeń i równań problemu możemy zapisać w postaci: 

1/ Założenie ruchu płaskiego stacjonarnego 
Jeśli płaszczyzna ~:~ · jest płaszczyzną ruchu, /~,y/ 
są współrzędnymi kartezjańskimi w płaszczyźnie ruchu, to 
/rys.1/: 

/1/ 

... 
" 

Rys.1 
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2/ Założenie nieściśliwości ośrodka: 

/2/ 
l· ~ 

CM.V \J : 0 : 

3/ Założęnie współosiowości dewiatorów naprężeńia i 

prędkości odkształcenia: 

/3/ 

gdzie T i D dewiatory tensor6w naprężenia T 1· pręd
kości odkształcenia ]) 

4/ Warunek plastyczności Coulomba /por.r,ys.2/: 

l 
l 

l l 

l l 
l l 

}--- p- - ·~- H::c cf9cr--{ 
.L------ f;------ -r 

.Rys.2 

Z założeń 1/ - 4/ wynika, że stan odkształcenia określony 
jest przez dwie funkcje \J" (x, "!) ~ \f~ ( x, 'j-) : 

http://rcin.org.pl



- 6-

J E-x 
; 'du-')( 'd lflj - rav. + ov, 

ÓX e~!: o'l Ti%- d'i 'Ox ) 

/5/ 

l E, . = o T~~= o r't.-- :0 
X. , 

zaś stan naprężenia można określić również przez dwie inne 
funkcje: przez tzw. "sprowadzone" naprężenie średnie 

6'{x,~)~ f'"c~ lf i kąt nachylenia <f! (x,~) napręże-
nia 6"

1 
z osią x-ów /rys.?>/: 

/6/ 

gdzie 

o 

~ 6', 

~~.,, 
l 

l 
l 

l "' 

Rys.J 

\ 

6',.;: H-6' (-i-~Cf ~ 24>) ) 6'~ =H -G (1+~~ ~ 2.4>)" 

6'% =h -6 "tx"j:<O ~<f ~'V\ l4l 1 "t''A"%.: O 1 :rx.x ~O 
1 
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Te cztery runkeje \Y,c(x>'i; • v'ł('lC,~) , 6()(,~) ~ <P(l(.~) 
winny spełniaó: 

1° równania ruchu: 

/8/ 

-+ 

·gdzie F . - sila masowa, g - gęstośó, 
2° warunek nieściśliwości: 

-+ • • a. - przysp1.eszen1.e, 

/9/ 

} 0 warunek wynikający z .żałotenia w~6losiowości dewiato
rów-- · 

D · T • . , . 
/10/ 

... 
Uwzględniając, te przyspieszenie a, przy naszych założe-

niach wyraża się wzorem: 

/11/ 

Jllożemy układ równań /8/ - /10/ na podstawie /6/ i /5/ zapi- . 
sać w postaci: 

( 
IIJ,·) ~6 · · n.+. ~6" 

A-~.WY\ 'f w-:> Jrlłl ~x -l.wv\, <.f MI\'\~'+" o~ + 

+ '-15 !Wv.<f (.W..14> ~-w.> !lA>~~) +q(tr, ~~· t1i~ ;~):~F, 
. . " .,_ o6" ( . ".....,)ros-h"'" Cf ~ ..IJ'ł' ~)(- ~ ł'/)W\ lf ~ .J."ł' ~ + ' . 

/12/ · + ~5 ~u> (t<n 2.4> ro4> +J)A..V\ -~4> ~<ł>)- o (u: ~+V. rou-, )~o F,. 
, 'O>< 'O~ 5 x 'Ox ~ ~'i ") d 
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Wyznaczając z tych czterech równań cztery niewiadome funkcje 
6 (x, ~) ) cp (x)~) J 1fx (X,~) i tr~ \X.~) otrzymamy na podstawie 
/6/ składowe tensera naprężenia T oraz bezpośrednio z rów
nań /12/ składowe wektora prędkości V /a w konseh."Wencji 
również składowe /5/ tensera prędkości odkształceń D]. 
Łatwo jest stwierdzić przy pomocy badania odpowiedniej for
my . czwartego stopnia typ równań /12/. Na ogół jest to typ 
hiperboliczny, może się jednak okazać, że dla peWnych posta• 
ci funkcji niewiadomych typ równań może przejść w postać pa
raboliczną. Częstokroć jednak zachodzi potrzeba zapisania 
równań w innym układzie współrzędnych krzYwoliniowych ze 
względu na to, że warunki brzegowe zadane są wzdłuż brzegów 
krzywoliniowych, a ponadto łatwiej . jest zbadać osobliwości 
równań w takich siatkach, na ogół krzywoliniowych, jak siat
ki naprężeń głównych , siatki trajektorii maksymalnych na
prężeń stycznych, siatki linii poślizgu. Również ze względu 
na metodę całkowania równań typu hiperbolicznego czy parabo
licznego zachodzi potrzeba zapisania równań w odniesieniu 
do siatki linii charakterystycznych, która na ogół, ale nie 
zawsze, pokrywa się z siatką linii poślizgu. Dlatego też ce
lowe jest zapisanie równań problemu w dowolnym krzywolinio
wym układzie współrzędnych, z których można otrzymać jako 
szczególne przypadki zapisy równań w określonych siatkach 
linii współrzędnych • 

.;. Równania problemu w dowolnym układzie współ
rzędnych krzywoliniowych w płaszczyźnie ruchu 

Zapisane w układzie kartezjańskim w płaszczyźnie r~chu 
równania problemu w postaci /12/ przedstawiają zapis skalar
ny równań ruchu, warunku nfeściśliwości ośrodka i warunku 
współosiowości dewiatorów naprężenia 1 prędkości odkształce
nia przy założeniu, że ruch jest płaski i stacjonarny oraz 
że stan napręzenia jest ograniczony warunkiem granicznym 
Coulomba. Równania te, zapisane w postaci Diezmienniczych 
związków niezależnych od układu współrzędnych, mają postać: 
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Założenia ruchu płaskiego i stacjonarnego ograniczają pole 
wektora prędkości warunkami: 

/14/ 'dii. o 
'dt . 

jeśli oś 'X. - ów ma kierunek normalny do płaszczyzny ruchu. 
Założenie, że stan naprężenia jest stanem granicznym Coulom
ba WJTraża się związkiem: 

Podamy obecnie zapis skalarny r6Wil.811 /13/ w dowolnym ukła
dzie wspÓłrzędnych krzywoliniowych, obranych w płaszczyźnie 
ruchu, wykorzystując założenia /14/ i /15/. Wprowadzamy 
współrzędne krzywoliniowe ~ ~!Y[ /por.rys.4/ przez związki: 

't 

Rys.4 · 
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/16/ 

L-analogicznie jak w pracy EP.Teodorescu /16/ ], zaś oś 
': z obieramy w kierunku normalnym do płaszczyzny ruchu. 

Dla celów analizy układu równań problemu wydaje się celowe 
opisanie charakteru siatki linii współrzędnych przez ich 
krzywizr:.y: 

/1?/ 

w;rrażone jako funkcje długości łuków ~t , ~~ linii ; , '7 
oraz przez kąt c.v mi~dzy stycznymi do tych linii /rys.4/: 

/18/ 

traktowany jako funkcja ~1. i ~2. • 

Jest to w pewnym sensie niezmienniczy opis siatki linii 
współrzędnych krzywoliniowych. 
Tenser naprężenia określić można jednoznacznie przez dwie 
wielkości pr~y przyjętych założeniach: przez "sprowadzone" 
naprężenie średnie: 

/19/ 

gdzie /por.rys~2/: 

/20/ 

oraz przez nachylenie osi głównej do linii współrzędnych. 

Przyjmiemy jako tę drugą wielkość kąt nachylenia .4' 
(por.rys.3/ ·do osi x-ów. 
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gdyż zawsze można przejść do kąta nachylenia tbi lub <1>2. do 

linii współrzędnych krzywoliniowych przez wzory /por.rys.4/a 

/22/ 

{

q, = 4> -oe. lub 4>~ =p- <P , 

i ~ + 4>, ~w= p-.,~; . 
Występujące w równaniach wielkości tensorowe i wektorowe 
wyrażamy przez składowe ~izyczne względem jednostkowych wek-
torów stycznych e i e do linii współrzędnych 

! 2. 

'Y! = ccm t i . s = CVV'V)t odpowiednio. Odnośnie wektorów pręd-
ko~ci V i siły masowej F stosować będziemy. dualny zapis: 
bądź określać będziemy te wektory przez dwie składowe fizycz-- -ne na osiach e~ i e

4 
bądź też przez ich moduły i kąty 

nachylenia względem linii współrzędnych lub osi x-ów. 
Mamy więc /~or.rys.5 i 6/: 

( 
1r ~ u-., e + v 1 e ~ v r ,..;.,~ (fi-; ) e + ~ c g-"') e- ] = 

123; -1 l L M"YY. (...) i /.WV1. Q 2. 

l = 1J ( tm ó~ + ~ ófl ~ lT,: + V) T 
/24/ 
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o 

Rys.5 

'ł 

Q 

Rys.6 

- .{~ :Ł-
Składowe wektora przyspieszenia 0..:: 0.. e1 + Q e .t wyrażaJnY 

poprzez operacje różniczkowania składowych wektora prędkoś

ci ~ • Stosując wzory transformacyjne pomiędzy współrzęd
nymi kartezjańskimi i współrzędnymi kontrawariantnymi obiek
tów tensorowych i wektorowych pr·zy przejściu od układu współ
rzędnych kartezjańskich do układu współrzędnych krz1Wolinio-
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wych, a następnie przedhodząc do składowych iizycznych tych 

obiektów i zastępując operacje :r:·óżniczkowania w kierunku 

>< i ~ przez opera c je różniczkowania względem długości 

łuków hi i .01 linii współrzędnych ~ i ~ , po sze-
regu żmudnych obliczeń dochodzimy do następujących ~orów 

na Di.v T , wektor przyspieszenia et , siłę masową F , 
j• .... 
o.,1,tr 1J i warunek współosiowości redukujący się przy naszych 

za.łożeniach do jednego związku. 

Podamy wzory na wyżej wymienione obiekty tensorowe: 

/25/ 

Dt v T -= ( D i. v T) 1 ~ + ( D1.v T) 2 
e,_ = 

= ~vh~ [Mnw«-f1 +~"'<f~ Z(fo·<P>n~. + 

) . - ) o(; " +- 1 001 tv + ,~ tf W) L 2 ( cp -ci. ) - w J CJ.~ 
2 

)) t 

+ {-1-""' w)~ r "Mm<( W> 2 (ft·<P)+ ( 6- H >t ·~~ + 

- \ 6'~ '{ ~ [2 (<P-.c)-w)+ (6-H)t.?'lw) ~~J t 

-26 ~n Q ~~n ct[~Y12(" ··tP.l ~4:> 1-~[2(4>~)-r. \I~<P ?~e+ r a-lj 1 o.~.>~~ 1 

+ J.,.J~w«feo->w+~Cfc.Y.~[Z(p·<P)·"?J} ~~ r 

-(1+MMCfco~2(4'-ot)} ~~1 ~T 

t (1-c..n w)«-\ 6' ~ 4' =[2(f'·4>)·w]+(<>·H)co~w} ~~ + 

+ { 6 -Wvt 'f <m Z ( 4>-.c) t ( 6- H ) ] d~• ~ + 

+ 26 ".:", w ,;Y\ '{ [1,;,., [z (f ·4l )·w]~ + /~'12 ( 4> -.,() ~~ f] e, . 
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Przyspieszenie Q : 

lub 

-Siła masowa t : 

/27-1/ 

lub 

/27-2/ f, F'{~+ F:'(= ;,w [~(p-tle/M-n(X-.~:)e_:J . 

Dalej d,~v V : 

lub 
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War-unek współosiowości dewiatorów D i T ;D::/\T /: 

lub 

Zestawienie równań zagadnienia 

Tak więc równania /13/ sprowadzają się do układu czterech 

róvmań skalarnych, zapisanych w układzie współrzędnych krzy

woliniowych l ~) ( l, w postaci: 

/30/ r 

l 
gdzie: 

( . T).1 ,.,ł. i 
.D1.1l t g t- : ~ Q. 

(D~ V T)" + q F' 
1 ~ ~ Q. 

2 

warunl.-u współosiowości dewiatorów D 

(D~llT/ t. (.Di.vT /'określone z wyrażenia /25/, 

i T 

~4 ~ Q
1 określone z wyrażenia /26-1/ lub /26-2/, 

F
4 ~ Ft wyrażone wzorami /27-1/ lub /27-2/ , 

ol~v .. V wyrażone wzorami /28-1/ lub /28-2/ , 
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. warJ.nek współosiowości dewiatorów .D = A T wyrażony 
jednym równaniem skalarnym w postaci /29-1/ lub /29-2/. 

4. Dalsza transformacja równań 

Zauważyć należy, że przy naszych założeniach składowe 
~ ~ -. 

fizyczne a, i a.«- wektora przyspieszenia Q, dają się _., 
Vr.Jrazić przez pochodne współrzędnych wektora prędkości ~ 

i nachyleń r::4. i fo linii współrzędnych S , ·'7 do 
osi x-ów, brane w jednym kierunku - w kierunku stycznym do 
odpowiadającej linii współrzędnej, 'a mianowicie: 

a! przez pochodne w kierunku ~i 
Q1 przez pochodne w kierunku A1 

Jest to możliwe dla każdej siatki współrzędnych krzywolinio
wych z wyjątkiem siatki trajektorii maksymalnych odkształceń 
postacio·wych. 

· Jeśli 

/31/ 

to z warunku nieściśliwości /28-1/ lub /28-2/ oraz warunku 
współosiowości tenserów /29-1/ lub /29-2/ można wyrazić po
chodne składowych prędkości dtr"'/o\ lub 'dtr ;a~~ , 'd d /'d/:)~ oraz 
pochodne ~/d6~, 'df;/o .o~ /i,k=1 ,2/ odpmviednio przez pochodne 
w jednym kierunku. Po obliczer~ach otrzr~y: 
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W każdej siatce współrzędnych z wyjątkiem siatki trajekt.orii 
maksymalnych odkształcen postaciowych, dla której nie są 
spełnione warunki /31/, równania problemu można zapisać 

,i ~ 
w postaci /30/ z tym, że - składowe przyspieszenia a. i Q 

należy zastąpić w tych równaniach wyrażeniami /32-1/ i /32-2/ 
zamiast wyrażeń /26-1/ lub /26-2/. Róvmania problemu odnie
Eione do siatki trajektorii maks)~alnych odkształceń posta
ciowych, tj. gdy zachodzą warunki: 

rozpatrzymy w dalszej części pracy. 

,. Charakterystyki róvrnań różniczkowych problemu 

W tej części pracy rozpatrzymy zagadnienie istnienia cha
ral.."te.rystyk układu /30/ równań różniczkowych pi'oblemu. 
Linią char~terystyczną problemu, zgodnie z definicją stoso
waną w pracy R.Couranta i D.Hilberta /1/, będzie t&..a linia 
/rodzina linii/ w płaszczyźnie ruchu, wzdłuż L~órej istnieje 
związek różniczko\vy, będący kombinacją liniową rć~nań proble
mu i zawierający pochodne funkcji niewiadomych tylko w kie
runk-u tej linii. Z metody poszukiwania charakterystyk i od
powiednich związków różniczkowyct. wynika, że jedną parą 

związków różniczkowych będą równania ruchu zapisane w siatce 
linii poślizgu /linii spełniających warunek Coulomba/ twor~ą-
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cych jedną parę chara.\:terystyk; drugą parę stanowić będą 

odpowiednie kombinacje warunków nieściśliwości i współosio

wości der.iatorólfl zapisane w siatce mal~SJ'"1l.lalnych odkaztał.ceń 

postaciow:rch. W związku z tJ!Il zastanowimy się obecnie, przy 

jakiej siatce współrzędnych każde z róvmań ruchu zawierać 

będzie pochc,d.ne :funkcji niewiadomych 6(1:)~ ;)~), c? {/.)1 ~~) 

tylko w jednyo kieru!L~\1 odpowiadającej linii współrzędnych. 
Potrzeb:;. .n.a to, aby składowe ',Yektora Dl. l.! T wzdłuż linii 
wspó.ł.:::-zęd..nych zawierały pochodne tylko w jednym kierunku, 

a mianowicie (D~v T )1 
- pochodne :1 kieruclcu. ~.i i 

(J)t!TT) 2 -pochodne w kierur.J...-u. ~:z. ,bowiem. przyspieszenia 

na ogół dają się tak wyrazić przez pochodne w kierunku odpo

wiećL~ch linii współrzędnych. Z ró~nania /25/ mamy: 

/33/ 

. A ljt . !1 ,.. . ~s 

(D~trT)\~ 1)-\,~~w u~yvvtw~-li+_N.NttfCOO 2.(fo-4J)] d.-:>
1 

+ 

- } (;)s ~ + {cO) ~+~<f CO) p, ( 4>-od-w} 'd~;. )) t 

+ (A- w~ r,:,) fff GM-n <f CCY) 2 (.P-p) r (b-li l] ~~1 t 

- \ 5 NtYt Cf C0 [ 2 ( <P -~) -w] + (o- H) CO') w] ;.~ ~ .. 
_ 2. 6 J.>\, n w ~'\'\C( f &/Yl2( A · <P) ~d <t> + ,..A,yt[-2 ( </>-c{}-Ql ?4> { ~ y- ~-~ 'J (;).~l )JJ) 

(])tv T)' " _,;",';;; [A-im cv « {~m cv ~ ~ Cf eoo~ (1~-<j>) -w]] ~!, + 

- [ 1 + ~ ((' c-:)1 2 (<P-<:C)] ;:J. ~t 
+ ( Ą- CO':> w)«-{ 6'~ <{ C{Yj [ 2 (;3-c/J) -w],.(6'-H)W1w] ·~~ + 

+ {s /~yt tf ~z (4'-d) +(s- .H)} ~-~J. ~ + 

+ 25 ~W ,W". 'f f~ [2 (j'>·<J>)-w n!, T bim 2(4>-«) ;:, ]] • 

( 
. ,.... \ ·i 

Warunkami , D.", v l ; zawierała pochodne w kierunku .~1 
zaś aby ( Dt. V/ - pochodne w kierunh."U ~t , są: 
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~ [2[ 4' -c<.)-w] =O, 

CO') o + ~n ~ co~ L 2 (t~- 'M- w] = O 

f l ( · 1 ()eJ 
l. ó ~~Ą.'Yt <.f c.~ L 2 1~-1-') ·w] t- ( 6'- H) W·jW} ~.t :O) 

~~~~ [ 2 (p- <b) - w J ~ o l 

skąd otrzymamJ'~ 

/35/ (.) ~ 2(J.. ' <P-~ =.J.A. , 

gdzie z1Ł ='f t r • S~vierdzamy, że 

czyli spelnio:ay jest warunek /31/. Widzimy więc, że siatka 
v:spólrzędnych _pol:rywa :>ię z liniami poślizgu..[Jako linie 

pośliz :;u defi.:llujemy te linie, wzdłuż których spełniony jest 

war-un.ek Coulo:11ba /por. rys. 2/ .] • Zgodnie z definicją charakte

rys~yk siatka ta tuorzy jedną z dwu par charakterystyk ró~~ań 
różniczko·;,ych. Ponieważ ill.:llD.Y co n.aj,,vyżej dwie pary różnych 

charakteryst:;k rze·:zy:~·istych, poszukamy drugiej pary. 

Zbada."ly ki~dy dwa ostatnie z równań /30/ dadzą się przekształ
cić do postaci dvru równań, ~ których każde zawiera tylko po
chodne v; jednym kierunku odpowiedn.lej linii współrzędnych. 

Znm'.i.l dobierzemy odpowiednią siatkę linii współrzędnych. 

Rozpatrzmy parę równań /28-1/ i /29-1/, które przepiszemy 

w innej postaci: 
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Układ tych ró'.':nań możemy zastąpić równoważnym u..kładem: 

- 'O u~ d1T 2 

1.-co-Jt~<P-(oC+łU '()~i+to12(f-.P) O~.j + 

_ _ ł __ - ftr"C<Y-\2(~0l.)~ +tr1 i~w<m2(A-cp)+-2,W}1W'Y~n2(/'rcPł~~]+ 
~~ w o-~-~ L r , .1o~1 

/36~2/ 
- ·· ')14'-cl)'Ov-i + W1~{cJ1-.L) (v\o~w 'O.,c. + 'IJ1~)=-0 
~ "'\' 0~.2. l)..vn w ~~.t d/).2. ' 

r 
'Cltr:t oiJ 1 

2CIY-l 2.~-(-ci..+p)]T +~2(<P-.,d~+ 
d~2 CI ,t 

+ ~ ( 1J2.U)I) 2 (fo-4-) ~f> +V" "[c.o~ w co-;2(4.~-~)~2"~YLGJil~"r12(~-.,c)l ~)t-
/.WYl.W} ol'.!;. ~ ~J 

( ov2 c.v~ Jf~-<h> ( 2 ~ .. o~ ) -~2 (1,-iP)- - --~- v cv~ c.; tv- -- =-0 r o.1.>1 />'<'~"w a~,. a~A . 

Aby u.."l{lad róY:nań. /36-?../ za1·>'ierał pochodne funkcji · niewiado

mych~ każd.e t:llko w ti•.;runl-:u jednej odpowiedniej współrzędnej, 

potrzeba spełnienia warunt.ów: 

./37/ w~ 2 ( 4>- .1) -= O , 

skąd wynikają zależności 

/38/ 
'Tt w=--
2. 
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Zatem w tym przypadku otrzymujemy, że siatka linii współ -
rzędnych ~ , ~ pokrywa się z siatką trajektorii maksy
malnych odkształceń postaciowych /por.rys.9//siatką maksy
malnych naprężeń stycznych/. Zgodnie z definicją charakte
rystyk siatka ta . tworzy drugą z par c! arał:::. rystyk równań 
różniczkowych problemu. 
Rozpatrując parę ró~~ań /28-2/ i /29-2/ przy reprezentacji 
wektora 1! przez jego moduł 1J i nachylenie Ó 
otrzymujemy ten sam wynik /38/. W przypadku przejścia od 
ośrodka Coulomba. do ośrodka Treski / <( = o· , f = ·~ } 
układ analogicznych równań problemu wykazuje osobliwości, 
które vrJ,magają odrębnej analizy. W tej pracy zajmować się 
tym nie będziemy. 

5. Równania problemu zapisane w szczególnych 
wyróżnionych układach współrzędnych 

Obecnie podamy zapis skalarny równań problemu w szcze
gólnych układach linii współrzędnych. 

1/Siatka trajektorii naprężeń głównych /siatka izostatf 

l 
l 
~; 

--~------~~~ ----------~x o 

Rys.? 

W ró~ach /30/ należy przyjąć /rys.?/: 
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/39/ 

.... ..,.. ~ -r-
a ponadto wprowadzimy oznaczenia: e

1 
.= ~1 , ez. == t.2 

- dla wersarów stycznych do tych trajektorii. 

Podstawiając wartości /39/ do wyrażeń /25/ lub /33/ ua ~~vT, 
do wzorów /32-1/ lub /32-2/ na składowe fizyczne przyspiesze-

-. 
nia a.. , do wzorów /28-1/ lub /28-2/ na d~v v , rio v;a-
runku współosiowości dewiatorów /29-1/ lub /29-2/ i do w~rr.?.-

-+ 
żeń /27-1/ lub /27-2/ na siłę masową F , sprowadzamy układ 
równań problemu /30/ do postaci: 

f_()cs. (1·M'Yl~)-26~'f ~! +~[(v~ ~'lJ4- v2~vl )-2v- .. vl ~~~ ]·= 
o~ .t 0~-~ o-11 d-~-1 

:.c 

= ~ (CO':> <+' F: + ~~ ~ r~ ) , 

/4-0-1/ l 
~· (-i+~rtCf)·2o~ 'f d4> -t~ [(ul Bv:t_ v1 &v.f}t2v\'"-t ?et· l= 
a~i (;)~1 8-1z 8~... . d~;-

= ~ (-~ ~ ~ + A-Vvt <P F~ ) ) 
d u-" 2 'd<P ~t?' 'd <t· 
-"'-- 1J -. - +-- +tr.f-.- =O 
d·~,j o/.li. 8~.4 a.o.4 , 

i ~v 2 
" a~ 'C)tJ,. l 'acP · 

( - +1J - +- -1! - ::o 
\ o/:>i d·~~ -a~2. a.-1.t , 

lub przy reprezentacji wektora \j przez parę l 1r, 6 l - do 
postaci: 

~~, ( 1-,y~·Vl'f )-1ótWn Cf ·~:2.-t ~ lffC(Y.} 2 ( c)-4>) ~~- a~~~r12 (ó-4;)}f}=pF M(x~tt~L 
l .. i .; 
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Przy zap~s~e dwu pierwszych z równań /30/ /równań ruchu/ 
korzystaliśmy ze wzorów /32-1/ i /32-2/ na składowe fizycz--ne wektora przyspieszenia Q zamiast wzorów /26-1/ ~~b 
/26-2/, gdyż obie grupy wzorów są róvr.noważne przy spełnieniu 
warunków /31/, które w tyo przypadku fpor./39/] mają postać: 

Zam7ażmy , że równania /40-"1/ lub /40-2/ zawierają pochodne 
funkcji niewiadomych w obu kierur~ach: pierwszej i drugiej 
trajektorii naprężeń głównych. Nie mogą więc być na ogół 
charak-terystykami u_~ładu równań problemu. 

2/ Siatka linii poślizgu 
Jako pojęcie "linia poślizgu" przyjmujemy umownie, że jest 
to linia wzd~uż której spełniony jest warunek Coulomba lub 
inaczej się wyrażając: za "linię poślizgu Coulomba" uważamy 
linie odpowiadające punktowi styczności kół Mohra z ich 
obwiednią. Dla tej siatki współrzędnych należy przyjąć 
/rys.8/ : 

•X 

Rys.8 
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! (/..: <P-f ft=~+f ) W::j3-e! :2~ 
l l ' 

/41/ gdzie 
·jf Cf 

v...=- +--

l 
(_ ~ 2, 

d W :O Bo( 'dfo "'.P (k:4,2) a ..... k a::;-k = o).) k 
:-

o~k l 

Podstawiając wartości /41/ do wyrażenia /33/ na Dtll T , 
do wzorów /32-1/ lub /32-2/ na składowe przyspieszenia et 
oraz do wzorów /27--1/ lub /27-2/ na składowe siły masowej 
~ J' ~ 
F' , wreszcie do wyrażeń /28-1/ lub /28-2/ na o.t.VV i do 

warunków współosiowości dewiatów /29-1/ lub /29-2/ i zes
tawiając na tej podstawie róvmania problemu /30/, otrzymamy 
Układ czterech róo~ań skalarnych w postaci: 

lub przy reprezentacji wektora U przez parę l V , Ć l: 

http://rcin.org.pl



- 25 -

( ~;;' -15 JĄ 2;;, ~4> )+~h { C012 (ó-cp) ~-
\ o-!!-! a ( o~_. coo ~-tf 0-1.{ 

v - . . - ·aJ" l F · ~~ . · 1 - . IĄ-rJY.-Yl2J.A.~. Z(a-.P;j-. ~ tJ -.-"-,~vn t4>1;,)-X ; , 
'~'-'VI. 2f L ( (3.-1. 5 1}VYI. fA' ; 

r ';lr-: k 2 d~ ) U" f d v-\ a.~ .. ł z~ •;.4 t· d/J:J. l t ~ C()') 2(u, CO') 2 (a-~).*~ + 

/42-2/ + ~Zi" [ 4-M-n 2f ,.Y," 2 (J-4>)] ~~h ,:nZ{A-Mn[ ;(-(4>[')], 

{~vt [ró-,PJ-d ~~ + VW1((J-4>)-f J~!./- {~ [(~-<b)+f] ~~t 
+ tr W'l [(a-</J) r(J :f~ 1 ~o ' 

{cm [( ó-<Pl•t] ~~'- vMn [(ci-<Pl•t n!J f W1[(ó-<P)(-l J ~~ + 

-u-Mm [(b-<Pl"f HtJ ~o . 

Dwa pierwsze z równań /42-1/ lub /42-2/ zawierają pochodne 
funJ:cji niewiadomych, każde tylko w jednym kierunku odpowia
dającej linii poślizgu. Dwa pozostałe z tych równań zawiera
ją pochodne wielkości określających wektor prędkości, każde 
w obu kier~~ach. Oznacza to, że linie poślizgu stanowią 
jedną z par charakterystyk spośród czterech linii charakte
rystycznych równań problemu. Oczywiście spełnione są tu wa
runki /31/, które uzasadniały przyjęcie do obliczeń składo
wych przyspieszenia wzorów /32-1/ lub /32-2/. Mamy bowiem: 

/'+3/ dla <f =F O • 
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31 Siatka trajektorii maksymalnych odkształceń postacio
wych l a jednocześnie maksymalnych naprężeń stycznych/ 

~ 

l 

o 
Rys.9 

Dla tej siatki współrzędnych mamy lrys.91: 

1441 
( 
l 

W tym przypadku nie jest spełniony warunek 1311 gdyż 

/451 
•)( 

<P-..c · --· 1.1 } 

i nie możemy tutaj stosować wzoró~-~ 132-11 i 132-21, poz-;7ala
jących wyrazić przyspieszenia przez pochodne w kierunku odpo
wiadającej trajektorii. W tym przypad..1ul na podstawie warun
ku nieściśliwości składowe wektora przyspieszenia Qi i a 
dają się wyrazić przez pochodne składowych V i i tf we~o
ra prędkości/lub modułu V i nachylenia o- l w kierunku 
stowarzyszonej trajektorii z daną, tj. 
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Q,! przez pochodne w kierunku sl. 
o}· pr zez pochodne w kierunku s 1 

Wobec tego w obliczaniu wyrażenia na składowe r.t! , a. z. 
wektora przyspieszenia korzystamy ze wzorów /26-1/ lub 
/26-2/ otrzymując: 

/46-1/ 

lub 

/46-2/, 

( o!~ v ~"" [(H J-fJJ{ '*~{( cHJ-f} ~~ t lflhl/(HJ-l) ~f} ' 
+ trh\ivt[f~-<Ph~j1{cm [( §-~}·tf} o·tr -v~[(J-~)+'Ir]1L1 

~ o<l2 li . a~~ J ' 

il
1

; -v ~[(ó-.Pl-~]{ C(yl [(cH)-n ~~. -v!.>W![(ó-.P)-H;!, 1 + 

·v ~[(ó- .PJ·~Jf~acl---11~~1 ~~. wec>[(3-.P)• ~H!J, l 
l 
\ 

Podstawiając wartości /44/ do wyrażenia /33/ na Div T 
przyjmując wyrażenia /46-1/ lub /46-2/ na składowe przyspie
szenia a ' dalej obliczając na podstawie /44/: wyrażenia .-. 
/27-1/ lub /2?-2/ na składowe siły F , wyrażenia /28-1/ 
lub /28-2/ na div : i wreszcie wProwadzając wartości /44/ 
dm warunku współosiowości tensorów D i T danego równa
niem /29~1/ lub /29-2/, możemy równania różniczkowe problemu 
zapisać w postaci /po pewnych przekształceniach dwu ostat
nich równań /30/ l : 
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[(os + 1o-~ tf ~<F )- ~Vvt 'f ~6' ] +o v2( 'Ou .f- trz. ~<J ) = 
o.~~ o-11. o/.)1 s '0-1.2. o -12 

=~[~(~-:)F:+Mn(tP-tl~] 1 

[(ao -Z6'Mn'f ~)-~'f os ]+gv--1(cv1 
+V-4 df/> )::: 

/47-1/ d~l 9~2 'a-0.1 0-0,f 9~ .. 

~~[cm(~+!)rc.+~(4>.-rJ~], 
"Jv"_v-~ ·-ctf -::::.O 
-a~1 Ć) ~-f ) 

~ v-2. + tJ ~ 'O<P -= o 
0/.>l 8~2 

lub przy reprezentacji wektora -:; przez parę l v, ó l 
w postaci: 

Dwa ostatnie z równań//47-1/ względnie /47-2/ stanowią kom
binacje liniowe warunku nieściśliwości /28-1/ lub /28-2/ 
i warunku współos~owości dewiatorów D i T /29-1/ lub 
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/29-2/ odpowiadające UKładowi równań /36-2/, podanemu w § 5. 
Zauważmy że w trzecim i czwartym z równań /47-1/ lub /47-2/ 
występują tylko pochodne w jednym kierunku odpowiadającej 
trajektorii, zaś dwa pierwsze z tych równań zawierają pochod
ne funkcji niewiadomych w obu kierunkach. Wynika stąd, że 

trajektorie maksymalnych naprężeń stycznych tworzą jedną 
z par charakterystyk układu równań różniczkowych problemu 
tzw. · "kinematyczne charakterystyki"równań. 
Poprzednio stwierdziliśmy, że drugą z par spośród czterech 
linii charakterystycznych tworzą linie poślizgu. A zatem 
układ rmv.nań różniczkowych /30/ ·posiada dwie pary różnych 
charakterystyk, którymi są linie poślizgu Coulomba i trajek
torie maksymalnych odkształceń postaciowych. Ponieważ mamy 
układ czterech równań różniczkowych problemu, odpowiednia 
forma charakterystyczna jest formą czwartego stopnia; przeto 
układ posiada co najwyżej cztery rodziny różnych linii cha
rakterystycznych. Stwierdziliśmy, że jedną parę tworzą linie 
poślizgu, zaś drugą parę . trajektorie maksymalnych odkształceń 
postaciowych. Są to więc jedyne możliwe cztery rodziny linii 
charakterystycznych, . na ogół różnych, z wyjątkiem pewnych 
szczególnych przypadków gdy na funkcje niewiadome narzucone 
są pewne specjalne postacie zależności funkcyjnych od zmien
nych niezależnych. 
Stwierdzamy, że dwa ostatnie z równań /4?-1/ mają postać 
identyczną ze związkami Geiringer dla kinematycznych charak
terystyk w zagadnieniu statycznym /t.j.przy pominięciu przyś
pieszeń/. 

4/ Siatka współrzędnych biegunowych /r, f)/ 

W tym układzie współrzędnych mamy /por.rys.10/: 

/48/ r 
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/48/ J V~= \Tr =tr~ (J"-9), tJ1
: U"

9 
z tr~ (Ó-G), . 

a a C3 A 'd 
a/.) .. = ar , '01!12. ~ r 'd9 

~ot : . ~9 : o 'd~ -1 'd(6} d. . 
~ er ) o~.> = r ae ::: r 

~ ~ . 

Yi. =c( G +f> =O ~=_!_ ó(S+f) = ~ 
~1.>.. o" , 'd~.> a. r '09 r ' 

'd<P . a re• ?p) _ ·~ljl ~ =- ..1. ·('l:Ł. .,. 1) 
o~ = ar - gr , ~/.)~ r d e ' . .. 

.., 

o 

ZalDlażmy, że tutaj, w vu.t-o·znieniu od siatek linii współrzęd
nych rozpatrywanych poprzednio, mamy z góey or...reśloną geo
metrię linii współrzędnych, niezależnie od warunkmv brzego
wych zagadnienia, a ·ponadto ustalone położenie i orientację 

siatki względem układu x,y /t.zw."praukładu" w rozpatrywa
Icylll problemie/. 
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Podstawiając /48/ do wyrażenia /25/ lub /33/ na składowe 
Div T, do wzorów /26-1/ lub /26-2/ na przyspieszenie Q do 
wzorów /27-1/ lub /27-2/ na siłę masową 1 , ·dalej do wyra. 
żeń /28-1/ lub /28-2/ na div ·v oraz do warunkuwspółosiowoś
ci dewiatorów /29-1/ lub /29-2/, możemy układ /30/ równań 
problemu zapisać w postaci czterech równań skalarnych, zna
nych w literaturze przy posługiwaniu się współrzędnymi bie
gunowymi: 

~<5 A. • • 2 Ó5 
((A-~~<( rmZlł') ar -r /wn <f IWn V SB + 

+ z 6' ~'.f [ ~ 21f ~ -~ C()'l 21/J ( 1* + 1 )J + 
~ 

+o (u: -av-, t .!!a_ ~)=n itCUJ e F_ +~n e F ) +l!a), 
s r ciS r -a e c; L\ 1 

x '1 r 

/49-1/\ ~Cf .W..21jl ~~-; (_HMnq c.n21JI)~~ + 

+:Lo ~Cf [~z~~ + ·~ M,n21f1 (~~ + 1)] + 

-D ( tr,. ~trA + ..!&_ :avQ)= ()l-~f} F'.-~ 8 f )·t- lFo U,.] 
~ or r d8 t; r )( ~ r } 

dtrr l_ o 1)"9 _ O 
ar + r oe - ) 

.wn ~1ji (~~c- ~ ;:•J-cmzv(~~ +; ~)=Mn2JI :•-eo>2~ ~ 
~ 

lub przy reprezentacji wektora prędkości v przez jego 
moduł v i nachyleniu 6 do osi x-ów: 

(~-~C{ ~ i 1/1) ~;- ~ ~ 'f~ 21jl ~ + 

+ 25 dm 'f [.~.W.t 21/J ~·~ _.;. C(Yj 21 ( ł +1 g+ 
+ ~11 [ [1 + Wl2 (ó-8~ ~~-!l ~n Z(ó-19)'~~ + 

+ ; M-n 2 ( d-19) ~~- ~ f,1-CIJ1 z (d-eJ]~~ J =~ P CIY.J (A-e) 
. . ' 06' " ~n<f ,'YI\'t ... lp ""§7--;;(ł.+/~'f~Z-,p) ~§ + 

+ 2.o ~'f c~ 11/J ~t ~ -Wn.2~ (~ +1.)] + 

J /4-9-2/1 
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[~(Ó-8) 'dtr- tJ~ 1J-8) '(JÓJ +_i[~ fó-())'dll' +Vr.ru(J'-$~1=0 lor \' 'dr r \' 'ae 1d€Jj l 

~[2~J;-(t-efl (fr- ~ ~)- rm[!1f-(E-e>J ( ~ ~ttr ~)=O. 

Przy wyprowadzaniu równań /49-1/ i /49-2/ posługiwaliśmy 
się wzorami /26-1/ lub /26-2/. dla składowych wektora przys
pieszenia er t aczkolwiek mogliśmy korzystać ·ze wzorów 
transformacyjnych /32-1/ lub /32-2/ pozwalających wyrazić 
składowe Q~ i a~ przez pochodne składowych wektora pręd
kości w jednym kierunku każda l ~~ przez pochodne w kierunku 
linii r, a..'" przez pochodne w kierunku linii e l. Jest 
to możliwe, gdyż warunki /31/ są na ogół spełnione: 

Nierówności we wzorach /50/ na ogół są spełnione, z wyjąt-
kiem specjalnych rozwiązań na funkcje ·lJl ( r, g) , a mianowi-
cie gdy '4) == 

1~4 ' kiedy to linie współrzędnych r, e 
stają się trajektoriami maksymalnych odkształceń postacio
wych. Każde z ró\v.ruań /50-1/ lub/50-2/ zawiera pochodne 
funkcji niewiadomych w obu kierunkach linii współrzędnych 
biegunowych. Oznacza to, że współrzędne te na ogół nie mogą 
służyć za siatkę linii charakterystycznych z wyjątkiem pew
nych szczególnych przypadków. Tych szczególnych przypadków 
w pracy tej rozpatrywać nie będziemy. 
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5/ Siatka współrzędnych kartezjańskich /x,y/ 

o 

Rys.11 

Dla tej siatki należy p~zyjąć w równaniu /30/ /por.rys.11/: 

f 
li 1( 'Tt ~ -:ł' - ~ 

~=O r::-r l V):::t . eA-= t. . e .z.= J 
/51/ 

l o ~ ł .. " V~= V Vl.= U" \T: U'~~ \Y. :u M.'l1ó o..O_. =.-ax l ~- 'O~ l ')( ' ~ ) l( ' ~ 

Podstawiając te wyrażenia do równań problemu /30/ i wymie
nionych tam wzorów otrzymamy: 

. ';)e; . . . 4> d6' 
(Ą~'(C0124>) d.X -~<f~ 2 d-j" + 

. ( . (l"' 'd<P 2A. a<l>) ( ~v: .. :au ) [' .. 25 ~Yhł.C( M\'1. ~'ł' d)(-~ '1' d~ ·t~ 1T:( 'C); i" u, ·~; :g '• , 

~<f~ 24> ~: -(1-t~'fc&.l Z4l)~-t 
/52-1/ . ( -cep • 'at/J ( ov: dłJ: ) F. \ + 20.MI>l.!f W,) 2<1> ax .. /l<ll1.2</> ·<~~J-e~~+ u;~:-~ , , 
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\. 

.. --+ ~ ~, 
lub przy reprentaCJ~ wektora v przez parę l v , o 1 

Równania /52-1/ mają postać znanych związków zapisanych 
w układzie kartezjańskim. Natomiast w reprezentacji /52-2/ 
są rzadziej spotykane. W li teraturze równania te wyprowe.dza 
się na elementarnej drodze przez bezpośrednie podstawienie 
wyrażeń na składowe tensera naprężeńia, ot~eślone prz ez 
dwie funkcje ś i ~ {por.wzór /61], i wyrażeń na przyspie-
f.: Zenie., wyrażone przez dwie składowe wektora prędkości '\J)( , 

V~ , do równań ruchu a następnie do warunku n.is;:;ciśliviO Ó -

ci i współosiowości dewiatoró-.-; naprężenia i :prę<ll:. o ś ci od
kształcenia. Otrzymuje się tę samą postać równań. 
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7. Zakończenie 

Koncepcja wykonania pracy została zasugerowana przez 
Doc.Z.ł.lroza. Autor wyraża swoje podziękowanie Doc.Z·.Mrozowi 
za rady i wskazówki udzielone przy opracowywaniu tematu pra
cy. 
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