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O RUCHU CZĘŚCIOWO BEZ lNERCYJNEGO 

ZACHOWAWCZEGO UKŁADU n~CHANICŻNEGO 

· Andn:ej Szadkowski 

Możliwo~6 sprowadzenia rzeczywistego ustroju konstrukcyj
nego do układu dyskretnego o skończonej liczbie stopni swobo
dy po~vala bada6 ruch takiego ustroju przez badanie dynamiki 
modelu układu pomyślanego jako skończony zbiór punktów mate -
rialnych powiązanych wzajemnie i z nieruchomym układem odnie
sienia tłumikami i sprężynami, które odpowiednio modelują 
wewnętrzne i ze\mętrzne siły dyssypacyjne i zachowawcze [ 1 ]. 

Dotychczasowe prace z dynarniki układów mechanicznych dotyczy
ły nieomal wyłącznie modelu mechanicznego powstałego z elemen
tów w formie nieliniowego modelu reologicznego Voigta. 

P~ypadki, kiedy 1° - cechy wevmątrzmaterialowe opisane są 
lepiej nieliniowym.modelem reologicznym Maxwella lub mieszanym 
Voigta'"'Maxv.rella i 2° - istnieją specjalne względy konstrukcyj
ne, np. przy bezpośrednim szeregoWl"lJ oddzialywaniu na siebie 
elementów sprężystych i tł~1ących (jeśli uzasadnione jest po
minięcie mas tych elementów), nakazują łączenie szeregowe ele
mentów reprezentujących siły i prowadzą do uogólnienia poprzed
niego modelu mechanicznego dopuszczając zerowanie si' pewnych 
Jl88 w modelu. 
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chornym układzie współrzędnych w postaci 

(4) 

Rys. 3 

będ~ie tak dobrany, aby ruch masy m w bezwzględnym układzie 
współrzędnych x,o,z był prostolinio~!Y wzdłuż osi . x 1 tzn. 

http://rcin.org.pl



7 

co wobec róvmości (3) prowadzi do róvmań 

- ~zyli = ~, -r= rA + r1 x =x1 , ZA ' 
(7) 

..!. ..!. ..!. 
czyli . • • • • r= rA + r1 X = x1 ' ZA = z1 , 

!! !!. ~ 
czyli 

... •• •• .. 
r = rA + rl X =· X1 t ZA = z, ... 

:re - . Vlykazemy~ . ze ruch układu -m- -jest róvmoważny . ruchowi 

układu r.r; ponieważ .zjawiska dynamiczne w Óbu tych układach opi

sane są takimi samymi równaniami •. 

rf> - Wyra~imy całkę energii ~ układzie 1tł", a poprzez J? i 

w ukł'adzfe M.; 

Na wstępie określimy pole wektorowe sił wyznaczone pn;e~ 
(5). w oparciu o (t) 

U~x1'.~1)=- [F12(x1-z1) + Fl(z1) + F2(x1)] 

jest sumą :f'unkcji ciągłyCh jako f'uńkcji granic górnych calek z 

funkcji ciągłych, a więc pochodne tych fUnkcji okre~lone są 
pnez funkcje pierwatn~. - Mamy· 

~ U(x1 ,z1
) · . . 

1
. 

---~--. ;_ = .- [ f"12(x1-e1) + f"2(x1) ' 
axl . . . . . 

1U(x1 ,ż1) [ 
. a z t = ':" r, ( z1) - f'l2 (xf ..zf)) • 

Funkcja skalarna U(x1,z1) ~nacza pole wektorowe sił 

(s) · F(x1'z1) = grsd U(x,.z
1
) , 

lub skalarnie . 

(Sa) 
F:x: = - ( f12Cx1-z1) . + f'2(x1)} ' 

l 

Fz = - [:r1(~1) _. ~12(x1-z1)] ' 
. 1 

które spełnia wartmek bezwirowofici 
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a więc pole wektorowe (8) jest potencjalne. Stacjonarna funkcja . 
sił U(x1 ,z~ v~~nacza energię potencjalną na płaszczyźnie 
konfiguracji {Cx1 ,z 1)} 

(9) V(x11z1) = - U(x,.,z 1) o 

Możemy zapisać rótmania ruchumasy m w ruchu względnym 
(Rys.J) w postaci 

(lO) m ~1 (xpz 1) = F(xl'z 11 + ;\ grad ~Cxpz 1) + [-m ~A (x,z)], 

gdzie warunek więzów określony jest przez (4) • Na mocy (6) 
równanie różniczkowe (10) zapisze się skalarnie 

(10a) 

Założenie Ci) zabezpiecza istnienie składowych grad t(xpz1), 
słuszne jest więc 

d ~(x1 ,zl) ~te(xpzl) • aecxl ,zl) • = . x 1 + z 1 = o. 
dt ox

1 
- oz1 

(11) 

Układ ró\'mań (10~) po wykorzystaniu (7) i (Sa) prowadzi do 
ró\·mań 

· i pozwala wyrugować mnożnik więzów .l a Przy obowiązującym wa
runku (4) z ostatniego równania -tego układu wynika, że l• O i 
ostatecznie (lOa) wyraża się w układzie inercjalnym układem 
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m x = - [ f 12(x-zA) + f 2(x)] 

f12(x-zA) = :rl(zA) • 

Ró\·mania te są· identyczne z róvmaniami (1) i (2) , a więc teza 

:f jest dowiedziona. 

W n i o s e k 1. Fakt zerowania się mnożnika więzów A a O 

fizycznie oznacza, że nie ma reakcji więzów, a więc krzywa L 
założonych•więzów" istotnie jest tore."n swobodnego ruchu masy m 
w układzie llt. 

W n i o s e k 2. z (11) wynika równanie 

at' 
• -axt . 
Z l =- xl at-

oz l 
które przy założeniu (iii) jest ró".'mowążne postaci (4) i po

przez (7) może zastępowa~ warunek (2) dla c ~/oz 1= o. Istotnie 

(11) jako pochodna zupełna po scałkowaniu prowadzi do 

cecx1,z1) =c, 

gdzie stałą C= O wyznacza.założenie (iii) • 

Pokażemy, że dla układu m- opisanego róvmaniami (10) i (4) 
istnieje tzw. uogólniona całka energii [2] • W tym celu rozpa
t~ymy poszczególne człony róv:n~nia (10) pomnożonego skalarnie . 
przez 1'1 _ll'.vzględniając, że l s O, czyli 

(12) 

Ponieważ ruchomy układ współrzędnych nie obraca się Ył stosunku 

do układu inercjalnego, dla dovmJnego wektora a słuszna jest 

zależnoś6 da/dt=d'8/dt, gdzie symbol ~/dt oznacza różnicz

kowanie w układzie ruchomym. Stosując zasady różniczkowania w 
ruchu v;~ględnym otrzymamy 
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·2 ·2 
D ~1~1 = d'· f m r 1 ) = ~ ( m .. r1 ) ,· -ar-\ ć ~~ ~ 

d'U dU 
=--=--

d t dt dt 

=_d Lm r
2 )-_!_f m rT ). 

dt \ 2 dt \ 2 

W rezultacie tych przekształceń (12) zapisze się w postaci 

~m r2)= ~, 
-;-\ 2 dt 

która prowadzi do całki energii 

--- = U + const 
2 

lub po skorzystaniu z (6) , (7) i (9) 

(t.J) 
·2 mx 

-- + V(x,zA) =h , 
2 

gdzie h jest stałą dowolną i wyraża całkowitą energię mechani

czną układu nt, a więc i M (co dowodzi r:f). 

W n i o s e k J. Ponieważ dopuszczamy niejednoznaczność 
rozwikłania warunku ( 2) ze względu na x i z, należy podawa~ 

warunki początkowe w postaci 

{t4) x(O) = x
0 

, z(O) = z
0 

, x(O) = x
0 

, 

mi.roo t że poprzez· (i i i) tylko. dv:a z nich są niezależne. Zadanie 

warunków początkowych ( 14) pozwoli na jed..n.o~n9.czne określenie 

ruchu u.'l(ładu. 

W n i o s e k 4. Unieruchom.iając ukło.d współrzędnych poru
szaj~cy się wraz z pnn~:tc;n A możerny intcrpreto':n:~ć ruch u1:ł.G.du 

M (Rys.4) jako ruch punktu P po krz;y·:'oj o1:reślonoj przez (2). 
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Rys. 4 

Każdemu położeniu na krzywej odpowiada energia potencjalna ok
reślona przez (g) z uwzględnieniem (?) , a więc V(x,z). Niech 
tylko rzut P pun}~tu P na oś x będzie obdarzony całą masą m, a 
więc i całko~itą energią kinetyczną .u1:ładu mx2/2 , wtedy bę
dzie obo·:dQzy.· .'nła C3łka energii w postaci {1)). Odpowiednio bez~ 
masowy rzut P z pur.J.: tu P na oś z b~dz i e reprezentował punkt A 

modelu. 

). Przy dalszych rozważaniach wygodniej będzie równania (1) 
i (2) przedstawić w postaci normalnej 

(15) 

. x=y, 

y=- ~ (t12(x-z)+f2(x)], 

~(x,z) = Q , 

albo z uwagi na Wniosek 2 w postaci równoważnej 

(15a) 

x = Y , 

y = - + [ f 12(x-z} + f 2(x)] 

~łt' 
• = ,-:;-z --~~-Y • 

,-z 

http://rcin.org.pl



12 

Założymy dodatkowo, że 

(iv) -funkcja 'e jest jednoznaczna vrzględeJn z*>. 

Zgodnie z interpretacją podaną we Wnioslru 4 będziemy buda

li ruch punktu P na płaszczyźnie {Cx,y)}. 
Układ róvmań (15) wyznacz~ vr przestrzeni fazovmj E4 trajek

torie ruchu punktu P, które leżą na dwuvr,yraiai'ov;ej hi perpo

wierzchni wyznaczonej przez ostatnie ró\'manie ukła.du (15). 
Sladem tej hiperpm·1ierzchni na płaszc~yźnie {(x,z)} jest k-rz;:,·
wa L. Dla okre~lenia trajektorii będziemy \~~naczali ich rzuty 
na płaszczyzny fazowe {Cx,y)} i {Cz, z)} stano·wiące odpowiednio 

obrazy ruchu masy m i punktu A. 

Kąt pochylenia stycznej do krz~~vej L w punkcie P (Rys.4) 

określony jest przez zależnoś6 

tgw -- • 

'flprottadŹJ'Ily podział płaszczyzny {Cx,y)} na kolejne obszary 

n1 (i = 1, 2, ••• ,n; n~ 1) rozdzielone nomalnymi do krz~."::ej 

L równoległymi do osi x. Oczywiście w tych obszaPach krzywa L 

jest ściśle monotoniczna ((iv)) , tgw jest stałego ~;maku. vr zo

leżności od znaku tgw mamy dwa typy obszarów Di: 

DI dla t #lo O t 1 r • • e - g~> zn. J.Iicdy s1.sn :: = sicn z ; 
· nii_ dla tgc-)<0 , tzn. kiedy sign x = - sign ź • 

Zgodnie z podzia2eiu na obszary n1 w przypadku vrzegięcia 

krzj"\·:ej L ze styczną piono·wą mamy do c~ynienia z graniczeniem 

obszarów tego samego typu. 

Poprzez (7) i (9) mnroy zapisaną energię potencjalną V(x,z) 

t:zd2:uż krzyv,rej L, jest ona funkcją ciągłą. Dla do\'lolnych wn:run-

•l- założenie to nie w;yklucza mozliwoóci bada'1ia przypndków 
niejednoznaczności \-:zględem x, lub n.iej~dnozn:;czności wzgl~:-
dero ·x i z , które \~nagają innej nieco procedury badania. 

http://rcin.org.pl



ków początko·wych (14) me..'1ly wyznaczony odpowiedni obszar DP oraz 

całkowitą energię mech211iczną 

m y2 
h = · 0 + V( x

0
, z 

0
) • 

2 

Odpovriednią krzywą całkową zbudujemy korzystając z ( 13) i zaw

sze pozostając na krzywej L. 

Niech będzie roZ\vikłanie•> VIarunku (2) dla poszczególnych 

· obszarów Di w postaci 

(16} z = z1(x} dla 

Poszczególne gałęzie energii potencjalnej dla łlli~ów kr2ywej L 
zawartych w odpowiednich obszarach n1 v;yrażą się w zależności 
od jednej zmiennej x 

(17) 

8 z (13) 

(18) y1 = J : [h - v1(x)]' 

wyznacza trajektorie na rzutni {Cx,y)} odpm1iadające obszarowi 

n·i. Trajektorie yk(x), y1 (x) pawstałe ze zrzutowania z obsza

rów 1\ i n1 (k t l) oczywiście mogą przecina~ się, o ile od
powiednie łuki krzywej L r7,utując się na o~ x zachodzą na 

siebie • Przez skorzystanie z ostatniego równania tL::J:adu ( l5a) 
i funkcji (16) marny natychmiast mywe całkowe na rzutni 
{Cz,ż)}. 

Zbadajncy przypadek, gdy punkt P poruszając się po krzywej L 

zbliży się do ptmktu Qi = ( xq ,zq) rozdzielającego obszary 
. i i 

D1 ·t Di+l (Rys.4) • Przyjmi4my, że energia mechaniczna uk.ła-

•) - Je~li rozwikłanie ~:arunku (2) jest niemożliwe,. możemy wy
koeślnie przeprovmdzi~ badanie przybliżone~ Nale8y w tym celu 
f - zbudować krz:,'\'l'ą L na płaszczyźnie { (x, z)} , 2 - wykreślić 
rzut V(x) trójwymiarowej krz;y\·,•ej energii potencjalnej V(x,z) 
obl fezonej dla punktów krzy;Jej L i J0 - korzystając z ( 13) wy
kreśli~ rzut trajektorii y(x), . [3]. 
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du jest na tyle duża 

że UJrJ:ad posiada Vł ChWili zbliżenia i osia_gnięcia punktu Qi 

energię kinetyczną, tzn. . ł :i l > O. RozpatrzJ;l'!lY dv:ra przypadki: 

t). Niech Di i Di+l będą obszarami różnych typów. Ponimvaż 

punkt P ·nie może opuścić krzyv.rej L (Wniosek 1), a prawo zacho

wania energii jest zavrsze· obowiązujące Crf>), więc przy zacho

vr~w warunku Jxl > O pręd.'k:ość i: musi zmienić znak. Ist

nieją dwie ró\·mopravme alternaty\'zy przebiegu zjawiska: 

a) - przejście pWlktu P do obszaru następnego, czyli 

•* . • •* sign X = - Slgrl X , sign z* = sign ź** , 

b) - powrót punktu P do obszaru poprzedniego, czyli 

sign x* = - sign x** , sigri z• = - sign z** ' 
gdzie * - oznacza stan przed dojściem P do Qi, •• - stan po 

odejściu P od Q1• 

2). Niech Di i Di+1 będą obszarami jednego typu. Z tych sa

mych względów co poprzednio też są dwie al ternaty\'lY przebiegu 

zjawiska: 

a) - przejście punktu P do obszaru następnego, czyli 

sign :X* = sign x*• ' sign ż. = sign z .. * ' 
b) - powrót puructu P do obszaru poprzedniego, czyli 

sign x* = - sign i** ' sign Ż* = - sign ź** • 

W obu przypadkach mamy l tg w l P+~ oo, co oznacza, że 
i 

lżJ~oo (prawa strona ostatniego z równań (15a) w punktach 
. - •.,;i 

Qi posiada nieciągłość). 

Zmiana znaku prędkości masy przy obowiązującej zasadzie za

cho·.vania energii w prz;ypadkach 1) oraz 2)b) oznacza, że zja

\'lis 1~o przejścia punktu P przez Qi nosi charakter idealnie sprę

żystego odbicia masy m w położeniu xq.• 
l 
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Wyznaczymy położenia r6\mo·wagi. układu mechanic~nego M opisa

nego róvmaniami (15), v~ których współrzędne układu zachowują w 

czasie stałą v;artość, a prędkości są równe zeru. W przestrzeni 

:f'a~owej E4 odpm·1iadają im pewne położenia R = (~,0,zr,o) punk

tu reprezentującego, tzw. punkty spoc~ynku. 

Zerowanie się prawych stron ró\mań różniczkowych (15), tzn. 

(19) 
Y = O , 

:r12(x-z) + f 2(x) = O 

nie jest warunkiem dostatecznym, aby współrzędne pr~est:r2eni 
E4 v:yznaczone przez (19) i ostatnie równanie układu (13) były 
współr~ędnyrni punktów spocz;ynku. Warunek dostateczny jest wyz
naczony przez układ równań 

(19a) 

Y = O , 

t' 12 (x-z) + f 2 (x) = o ; 
~fe 

-rx- Y - O oce -
-crz-

POY!Stały z wyzerowania prawych stron układu równań (15a). 

Niech ukłnd (19) ma j-te rozwiązanie 

{20) 

leżące wcvmątrz obszaru Di. Ponieważ w obszarze n
1 

a~ 

tgw = 4F =a, 
.--oz 

więc wszystkie równania układu {t9a) są spełnione i istotnie 

Rj jest punktero spoczynku. 
Niech j-te rozwiąza.nie układu (19) leży na granicy obsza-

rów D i i D i +t, tzn.: 

(21) . Yj = O , 
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Współrzędne (21) mogą nie wyznaczać punktu spoczynk"U. Istotnie 
w punktach ro&graniczających obszary 

a więc trzecie l'Ó\manie U-ld:adu (15a) wyznacza współrzędną zj 
jako symbol nieoznaczony. Punkty Qi = (xq_,y,zq ,ź) p~e-

• l i 
strzeni E~ są p'lmktami nieciągłości trajektorii ze względu 
na nieoznaczono~ć z. 

Mo.żlivte są jakościowo różne przypad.ld nieciągłości trajek
torii w zbiorze pur.któw określonych przez (21) w zależności 
od tego , czy 

ace -rx-
lim 'a«e Y 

P-.Qi ---oz 
dla h = V jest zerem, czy wartością skończoną różną od zera~. 

q i 

4. Pokażemy zastosowanie _ przedstawionej metody określania 
~ywych całkowych rozpatrując uk~ad mechaniczny (Rys.5)~ 
w któcym poł~czono szeregowo spręystość liniową k z nielinio
wą :r1(z) = «z+ }z'J, gdzie k, ce. i} -współczynniki stałe. 

-------,X 
Rys. 5 

Badanie . przeprowadzimy w zależ-
ności od współczynników charak
terystyk. 

Założenia (i) , (ii) są speł
nione; będziemy zakładali: t 0 

-

k > o, 2° - zachodzi (iii). 

Rozpatrzymy równania różnicz
kowe ruchu w postaci (15a) 

•> .... szczegółowe badanie punktów osobliwych wykracza poza ramy 
tej pracy. 
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X= Y 

(22) k ;Y= -m (x-z} , 

;. = k 
~ 2 Y ' 3fsz +C~.+k 

gdzie ostatnie r6\vnanie układu równoważne jest warunkowi al
gebraicznemu 

(23) k(x-z) = cc.z + J z3 

wyznaczającemu kMJ-'\'Tą L. Warunek ten zapiszemy inaczej 

(2Ja) ft(xtz)= z3 + pz + qx =O , 

gdzie 

(24) p = d. + k 

' ' 
k q=--,. 

Energia potencjalna układu wynosi 

) k )2 d. 2 A. 4 V(xtz = - (x-z + - z + ~ z , 
2 2 4 

a poprzez (2:3) można przedstawić ją w postaci 

(25) 

Wyznaczmy współrzędne punktów Qi rozgraniczających obszary 
ścisłej monotoniczności krz;ywej L z \'tarunku 'a 'e/ o z=O . 

X = +X :+.2P_ V-~-·=+- 2{'f + k) t/_ 
q l, 2 - q - Jq .J ) z V' 

- - ,r--;:-' - ,/ o; + ir 
zqt ,2 = +z q = +V-) = + Y--)' .. • 

' 
(26) 

Oczywiście współrzędne te istnieją w dziedzinie liczb rzeczy

wistych, a więc dla p 4 o. Dla p > O cała płaszczyzna {Cx,z)} 
jest obszarem typu DI, kr-zym1 L ot'h.norm·mje jednojednoznacznie 

X \V z. 
Okre~limy położenia róvmowagi układu mechanicznego (xr J tzr ]' 
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którym odpowiadają punkty spoczynku Rj w przestrzeni fazowej · 

E4• Warunek konieczny (zerowania dwu pierwszych róvmań (22) , 

przy spełnionym \\'arunkll (23a)) wyznacza na płaszczyźnie {(x,z)} 
współrzędne jako pierwiastki rzeczywiste róvmań 

z (z 2 + p + q) = O , xr = zr .r r 

w postaci 

(27) 

(28) ~ = zr . = + V- ( P + q) 
2,3 2,3 

-- - .,--;:--' +v--:r 
dla d./}' o. Współrzędne (27) wyznaczają położenia r6\'mowagi 

przy C(, =ł= - k , a wsp6łrzędne (28) przy d.. ł k/2 (wykluczone 

przypadki odpowiadają nieoznaczoności prawej strony ostatniego 

równania (22)). 

Rozpatrzymy wszystkie możli\'le przypadki obrazów fazowych 
rozpatcywanego układu z wyjątkiem przypacll:u banalnego .fo = O 

i fizycznie nieinteresującego przypadku cołkowicie ujemnej cha-
rakterystyki: oe. -' O , .fo < o. 

P r z y p a d e k :- ~ <. - k , jJ > O • Trzy pierwiastki :rze
czywiste (27) i (28) wyznaczają trzy położenia równowagi, ist

nieją Chva punkty rozgraniczenia obszarów (26) na krzyw~j L przy 

czym xq> o, zq> O (Rys.6a) • 
Korzystając ze znanych wzorów otrzymamy rozwikłanie warunku 

(2.Ja) ze względu na zru ~. ~nną z. W poszczególnych obszaruch n
1 

(i = 1 ,2,3) mamy odpowiednio 

{ 
-2'ilf sin · {x 

z 1Cx)= ,,.-p'+ 
2 v- 3 cos [ C(x)+ +trJ 

(29) z2{x)= 2 y- ) ' eos (fCx)+ j rr) 

1
2 y- -"§-' eos t ( ~) 

Z<:t(x)= ,f D • 
. ..~ -2 v-~ 

sin 6 (x) <' 

dla X /: - Xq t 

dla - xq ' x ( xq 

dla - Xq' X ' Xq f 

dla x ~ xq , 
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gdzie 

arc cos .1L 
' ··o V T i 5Cx) = 2 arc tg 3 tg 2 a:rc sin(- x=-), c xq 

t;. (x) = _ ___;""_....;;_ł.-• 

Oc~ywiście 'będ~ieroy przyjmovtali tylko wartości główne funkcji 

odwrotnych. 

Podsta,~liając · (29) do (25) otrzymamy poszc~ególne gałę~ie ener
gii potencjalnej odpowiadające obszararo n1 (i= 1,2,3) w pos

taci 

d [ d2 . - ~ 3 + . d4 ·] -
;l sin bb(x) sin·+S(x} sin~O(x) 

{ 
6 

- dla x '- xq , 

d 1 d2cos (t<x) + ~ 1r] - d3 cos4 [ f(x}+ jJT] + 

+ d4 cos
2 (eCx)+ ~n]} - dla - xq' X' :x:q ; 

(30) v2(x) = d1{d2 cos6[tCx)+ jnJ- d3 cos4[ECx)+ ~ff}+ 

gdz:ie 

+ d4 cos2(t(x)+ 41TJ}; 
d1(d2 cos6 tCx)- d3 cos4eCx)+ d4 cos 2e(x)] -

- dla - xq .( x -' xq , 

__ dL-1_ + d4 . ] 

- sin 4S'Cxl sin25'(x) 

2 
dl= g{c:t+ k) >o 

J K 

d3 = - ~ ( 4d. + k) > o , 

- dla x ) xq , 

16 
d2 = - 9 c~+ k) > o 

Przebieg zmienności enrgii wzdłuż krz;y\·1ej L ilustrują Rys.6b 1) 
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i Rys.6b2). 

Zbadamy szczegółowo krz~vą energii potencjalnej yCx) o 'pos
taei analitycznej (30). ~yv1a ta składa się z trzech gałę~i 
v1(x) i posiada oś symetrii x =O • Wszystkie gał~zie krz~vej 
są wypukłe i mają po jed!zym minimum określonym przez współrzęd

ną xr. odpowiedniego położenia równowagi. 
J . . 

Łatwo wykazać, że w punktach K1 i K3 , po obu stronach któ-
rych odpowiednie gałęzie mają różny zapis analitycznu, są one 
gładkie i wyznaczają: np. dla p~tu K3 - energir 

i kąt naChylenia stycznej 

lim~= -+ 
x-+x dx q 

tOk + CI(, 

9 

(oe. + 4k) • 

Minima :f\mkcji dla gałęzi v1 (x) i v3(x) mogą być dowolnie 
położone względem pUnktów K1 i K3• 

Można wykazać, że ptmkty' K1 , 2 i K2, 3 są ptmktami osoblirty~ 
mi krzywej V(x), w punktach tych spotykają się nie biegnąc da• 

lej po dwie gałęzie krzywej, przy czym obie · w punkcie spotka
nia mają wspólną styczną i ąą w pobliżu punktu osobliwego po 
tej samej stronie stycznej, a więc· punkty K1, 2 i K

2
, 3 są punk

tarni zwrotu drugiego rodzaju. Wyznaczają one: np. K
2

, 3 - do-
datnią energię . 

(31) V = V (- X ) = V (- X ) = _L ( ((, + k )'2 (k - 8d.) > 0 
q 2 . q, ' q 108 k} 

i styczną o nachyleniu 

dV dV 
lim --2

- = liro ...::.2. = -1
-

x-+-x dx 3 q 
V- (2cL- k) <o • 

Punkty K 1 i x3 leżą poniżej punktów K1 , 2 i K2, 3 , więc 
gałęzie odpowiadające sąsiednim obszarom nie przecinają się. 
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Zauważmy ponadto, że 

V(x) x-. t eo oo • 

Zgodnie ~ ro~vażaniami ~ §' korzystając ~ ~ależności . (18) 

ot~j'I'Damy rzuty y(x) 'trajektorii jako rzuty mywych stałej 

energii meehanic~11ej na płas~czyznę fazową {Cx,y)} {Rys.6c1)) • 

Z trzeciego r6vmania układu (22), wyrażając y przez (25), otrzy
mamy rzut trajek~orii na płaszczyznę {C2:,ż)} (Rys.6c2)) w pos
taci 

(,2) 

gdzie 

2 
e1 = 2 ! >.o 

e5 = cc. + k > O • 

W zależności od poziomu energii h mamy różne rodzaje tra

jektorii: 

Dla h < V q wszystkie krzywe na obu rzutniach fazo~ch, 
niezależnie od obszaru D i ,są krzywymi zamkniętymi leżącymi · w 
odpowiednim obszarze D~, kt6re przebiegają dookoła centrów 
znajdujących się w punktach spoczynkU Rj (j =- t ,2,,) •>; 

Dla h > Yq trajektorie są krzywymi nieciągłyroi. Wsp6łrzęd

ne punktów Q1 i Q2 wyznaczają na rzutniach linie nieciąg

łości~ proste x =- xq , x =- xq na ~utni {Cx,y)} są liniami 
o 1 2 

odbicia sprężystego (por. §J), odpowiadające im proste · z = zq 

i z = zq · na {Cz,~)} są asymptotami trajektorii. Rozpatrzy- 1 
2 . 

my (np. zgodnie z alternatywą a» przejście punktu reprezen-

•> - łatwo sprawdzi6 rozwijając prawe strony układu (22), przy 
znanym rozwikłaniu (27),wg szeregu Maclaurina w punktach spo
czynku i stosując kryterium Poincare dla jednego stopnia swo
body C[J]l , że rzuty punktów spoczynku na obie rzutnie są ptm
ktami osobliwymi typu centrum. 
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tującego np. z obszaru n3 do D2• W obszarze D3 punkt-obraz 
porusza ·się po odpowiedniej trajektorii {poł._1), dochodząc do 
linii nieciągłości (poł.2). Następuje przes~ok do położenia ) 
na rzutni {Cx,y)} , któremu odpowiada osiągnięcie Ż = -OC) na 

rzutni {(z,ź)}. Dalszy ruch. odbywa się po t.ra.)ektorii obszaru 
n2 (poł.4), aż do następnej linii nieciągłości i td.; . 

Dla h= Vq trajektoria, przedstawiona na Rys.6 linią gru

bą, oddziela od siebie różne jakościowo rozwi~zania. Jak wida6 
~ (32) trajektoria 

(32a) 
·2 ~2 

-k-c ..... k--=za-«.~)- + 9 (k .-... s ce) = 1 ' 

59m' 59 
na rzutni {C~,z)} j.est odcinkowo ciągłą elipsą posiadającą 
punkty nieciągłości w punktach przecięcia z liniami nieciąg
łości. Na rzutni {Cx,y)} odpowiadają jej k~ywe ~amknięte, po 
jednej dla każdego .obszaru, przy czym kr2ywe sąsiednich obsza
r6Yf są styczne do siebie i do linii nieciągłości. 

P r . z y p a d e k : - k < ~ < O , ł ) O • Wszystkie trzy 
pierwiastki (27) i (28) są rzecż~viste i ~naczają połoienia 
równO\vagi. KrzyWa L jest monotoniczna (Rys • 7a)) i z (23a) 

. . · _2 ~+k va.+k 
(34) z = - 2 ~ etg 2 a~ tg 3 tg ~ arc t} k x J • 

Współrzędne położeń równowagi określają maksimum energii (27) 
i dwa minima (28), ktore odpowiadaj~ na obu rzutniach fazowych 
punktowi siodłowemu i punktom centrów (Rys. 7). Wszystkie tra
jektorie są ciągłe. 

P r z y p a d e k : ~ ) O 1 fl > O • W tym przypadku .ist

nieje tylko jeden pierwiastek l~eczywisty (27), kt6r,y ~na
. cza położenie równowagi. Obowiązuje tutaj jednoznaczne rozwi
kłani$ (34). Na Rys.S przedstawtono przebieg :f'unk~ji energii 
i obrazy fazowe ruchu. 
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· P r ·:s y p a d e k : "'- ) ~ , ~ <: O • Przypadek ten jakoś
ciowo jest identyczny z poprzednio omówionym przypadkiem «.<:-k, 

Jl > o; wszystkie poprzednie rozważania i wzory mają zastosowa

nie i tutaj. 

Vlyniki p~edstawiono na Rys.9. 
. k 

P r z y p a d e k : O < « < - 2- , fl < O • W przypadku 
ty.m ws~ystkie pierwiastki (27) i (28) są rzeczywiste i ~na

czają położenia równowagi układu. Dłta punkty Q1 i Q2 okrei

lone przez (26) wyznaczają lmie nieciągłości (Rys.lO). 

Energia potencjalna (Rys.lOb~ i 10b2)) o postaci anali

tycznej (30), podobnie jak w przypadku poprzednim, w położeniu 
równowagi (27) posiada minimum, a w położeniach (28) maksima, 

wszystkie w obszarze n2 • Punkty K1 , 2 i K2, 3 są punktami 
zwrotu pierwszego rodzaju. · 

Rysunki lOc 1> i lOc2) przedstawiają .obrazy fazowe: 

Dla h < Vmax (~ , zr . } mamy w otocz en i u punktu spoczyn-
. 2 ,, . 2') 

ku R1 , który jest typu centrum, krzywe zamknięte; w otoczeniu 
linii nieciągłości trajektorie są nieciągłe (zjawisko odbicia 

sprężystego). Punkty. (xą1 ,o,zq
1 
,o) (i = t ,2) nie są punk-

tami spoczynkU; 

Dla h = Vrnax trajektoria przechodzi przez dwa pWlkty spo

czyn}~u Rj (j = 2,.3) będące sio~ami. Trajektoria ta jest rów

nież nieciągła; 

Dla h ) Vmax ~s~ystkie tmjektorie są nieci~.łe. 

Wyniki dotyczące obrazów fa2:owych omówionych przypadków 

przedstawiono na Rys .11 z zaznac2:enier.J ilości i rodzaju punk

tó'v spoczynku i charakteru trajektorii w zależności od współ

czynników d, , jJ i k. W obszarach zakreslrowanych występują 

trajektorie nieciągłe. 

Konstru.kcję krzyw;rch całkowych dla układu przedstawionego 

na Rys.5 oparliśmy na całce ener&ii w postaci (18), dla której 
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1

1. 
,,. tr~ektorie Wszyst"te 

i siodco 

Ryso 1 l 

E 
2 
c 
Q,ł 
u 
~ 

. ciqgte 

P v ba. V= V(x). rz., 
ii w postacl ia dod.9t-t znajomość energ . il.ys .l encrg 

potrzebna jes dstawionego na h paszeze-
o modelu prze . ę do rzędnyc' da

niu pełneg Jx "' dodaje Sl . J·est li-
f (~) d '5" ręz,yna kovtej sprężyny o .,: . V(x). Jeśli dodatkowa sp 

g61nyc . ruchu nie u h gałęzi krzy; J lega zmianie. 
ha rakter 

niowa,c ·t u r a 
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