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0 PEWNYCH SZCZEGOLNYCH PRZYPADKACH UOGOLNIONYCH
POTLNCJAZOW LAGRANGE'A

BOGUSEAW RADZISZEWSKI, STEFAN ZIEMBA

1+ Ograniczajgc sie do ukXadbéw o wiezach holonomicznych
idealnych, ruch iech, jak wiadomo, moins ujgé z pomocg réznicz=-
kowyeh réwnar ruchu Legrange ‘a IT rodzaju, o postaci:

- 9% '

(1) g .T ¥ Qj , J = 1,000
gidzie n = 1loéé stopni swobody ukZadu,

Qqreeesly = wspéirzedne uogdlnione,

. _ %

qJ = ‘a‘t‘i t 4% lheeoyn

T = ¢nergla kinetyczna ukXacu,

T,
QJ = gﬁ?iﬁ; (j = l,...,n) = 8ily vogblnicne, przy
czym "E'ri (i = 1,..-,1?]- wypadkowa 8iX czynnych przyXo-
2onych do i-tego punktu ukradu, ‘1"-’1 - wektor promien
wodzgey 1i-tego punktu ukradu, N - ilodé punktdw.

Warto zaznaczyé, Ze na podstawie twierdzenia Delassus’a, w
réwnaniach (1) dla ukXadéw holonomicznych energia kinetyczna

T moZe byé zastgpiona przez dowolng funkeje, rdiniscyg sie od
niej o pochodng ceikowity wzgledem czasu dowolnej funkeji cza-
su i wspéirzednych uogdlnionych. Wynika sted, Ze przy badanin
ruchu ukadéw holonomicznych funkcja, zwana energig kinetyczng
nie Jjest jedynym odpowiednikiem matematyczaym wewngtrznych
wtasnodei fizyeznych ukYaedu, wpiywajgeych na charakter jego

ruchu. Na réwni 2 energia kinetyczng T odpowiednikami tymi



beds wszystkie funkcje

(2) f'(tsfha)“\T(thtEl)*i%il )

gdzle 3 =3(t,q) Jest dowolna funkcjg klasy C°,

Z twierdzenia tego wynika naste¢pujgcy wniesek natury
praktycznej: pray tworzeniu réwnah Lagrange‘a (1) wolno w wy-
razeniu na energie kinetyczng odrzucié kaidy wielomian linio-
wy wzgledem prediodci uogélnionych, przedstawiajgcy pochodng
catkowits wzgledem czasu pewnej fumkeji czasu i wspéirzednych.

BlizZszego oméwienia, ze wzgledéw praktycznych, wymaga
sprawa doskonalodci wiezéw. Kazdy zZozony mechanizm moiemy
w zasadzie rozpatrywaé jako ukzad bryx materialnych (tzn.
ciatr doskonale aztymych) , ktére zazwyczaj parami sg poisg-
czone miedzy sobg sztywnie, ze wspdlng osig, ze wspélnym pod-
ZoZem, albo stykajg sie swoimi powierzchniemi. JeZeli moina
przyjaé, ze wszystkie polgczenia sg doskonale sztywne, wszyste
kie Zozyska 1 przeguby sg doskonate, tj. beztarciowe, wszyst=-
kie stykajgece sig¢ powierzchnie sg doskonele gtadkie, to caly
taki zXozony mechanizm moZna traktowaé jako ukZad punktéw ma-
terialnych o wigzach doskonatych, Wiemy jednakzZe, e w wielu
przypadkach taka idealizacja jest niedopuszczalna. Pominigcie
np. 8iX tarcia mozZe w sposédb istotny zmienié pod wzgledem
Jakodciowym obraz zjawiska. W takich przypadkach zaXozenie
o doskonaZodci wigzéw nalezy odrzucié, przyjmujge inne warun-
ki uwzgledniajgce siXy tarcia. W praktyce traktujemy wiezy jako
doskonate, uwzglgdniajgc przy tym tylko normalne sktadowe re-
akcji wiezéw, zasd sily tarcia traktujemy jako, nieznane nara-
zie, 8ily czynne. Wprowadzenie nowych niewiadomych kompensuje-
uy dodatkowymi zwigzkami, wyniksjacymi z empirycznych praw
tarcia.

Nazwy "réwnania Lagrange ‘a" uiywa sig czesto, majac na
mydli przypadek ukXadu gachowawczego. W tym przypadku sity
?i (i = 1,..-,!!) otrzymujeny z energii potencjalnej wge.
wzoTru: '



(3) a = -?;'V ’ 1 = 1’...,H .

Sity uvogbélnione mozemy wtedy napisaé w postaci

Ko X o a7, :
L4) Q %: ‘—a-i'= 61V—-i-=-w j= 1,...,11.

Wtedy réwnania (2) mozemy napisaé w postaci:

d 37 '-3 T-V) .
—f-}:',- J = 1,--.,11 L]
dt c;[._j f".}qa

Skoro zaé, z zaXoZenia, V zalety tylko od polotenia, a nie
zalezy od predkodei uogélnionych q;] (J= 1,...,n) , zatem

A2 _Ur V)
de mij

j = 1,.."n ]

.1 réwnania Tuchu mozemy napisaé w postaci:

]

= 0’ J 1'-0’,11 N

["a((%-a-; v}] ’ng; V)

a 6=maczajac
(5) T-V=L,

gdzie L - funkcja Lagrange’a (potencjal kinetyczny Lagran-
ge 'a) , Mozemy réwnania (1) napisaé w postaci

(6) S F‘L QL =0 Jd = leeeyn &

dtﬁqd "'hqj
2. Réwnania (1) moZna przedstawié w postaci podobnej do
(6) réwniez wtedy, gdy uk2ad nie jest zachowawczy w zwykiym
znaczeniun. MoZzna tego dokonaé w tym przypadku, gdy sily uogél-
nione QJ (j = 1,40e,0) moZna otrzymaé z funkeji

L '(t’q“"nqnnap"u&n‘



WZe. WZOTu
w,.ay
(?) Qj=-a?+3%ﬁ-: H] J= 1,...,2‘1 L]
J
Wtedy kZadse
(8) L=T =V

révmanie (1) mozna napisaé w posteci (6) .

Funkeje - W mozna nazwaé potenc jazen
uogdédlnionymn albo potencjatem zaleinym od predkoded,
afunkcje L=T-W wogélnionym potencJa-
Yem kinetycznym Lagrang e’‘a. Historia tej
nazwy Jjest dosé ciekawa. Prawdopodobnie zostaXa ona poczgtko-
wo (i mylnie} wprowadzona przez Webers w Elektrodynamice
Klasycznej, gdzie poatuluje sig¢ istnienie six zaleznych od
predkosci. Niemiecki matematyk E. Schering byt prawdopodobnie
pierwszym, ktéry serio usitowsX wprowadzié takie sity do me-
chaniki, Tak np. w pierwszym wydaniu G.T. Whittacker’a :

" A Treatise on the Analytical Dynamies of Particles and
Rigid Bodies " 2 roku 1904 jest odsylacz odnosnie potencjaiu
w sensie " funkcji potencjelnej Scheringa " ., JednakzZze ter-
min ten prawdopodobnie nie wszed w uzycie, skoro w nastep-
nych wydaniach zosta usunigty. G. Goldstein [ 1] jest za
uzywaniem termima: potencjat wogdlniony, podeisgajsc pod to
pojecie réwniei zwykXs energie potencjalng, bedacg funkejg
tylko potoZenia . Podobne stanowisko zajmuje réwniez F. R.
Gentmacher {2 ] .

3. W pewnych przypadkach pojecie funkeji potencjalnej
mozna Tozszerzyé na uk¥ady dynamiczne, w ktdérych dziskajace
8ity zaleine sg nie tylko od potoZenia, nie tylko od poZoie=-
nia 1 predkodei, lecz takZe od poloZenia, predkodci i przyd-
pleszenia. Jednoznacznie i wyczerpujgeco ujmuje to A. Mayer
w pracy [3] . Pytanie brzmiaZo: jakie werunki winny speniaé



ﬂ?-

n dowolnych funkeji Q1,...,Qn zmiennych Qprevesqy o iech
pierwszych i drugich pochodnych wzgledem czasu i ewentualnie
zmiennej niezaleznej t, Zeby istniaXa funkeja H zalezna

0d t,qyyeeeyq 3dy9000,4 , 1 taka, Ze spelnia ona tozsamos-
ciowo n rdwnan:

f",'g
(9) H _.t-Q_F J = 1,-0.,11 .

W bardzo elegancki sposéb A. Mayer dowodzi nastepujace twier-
dzenie,

" Aby istniata funkecja H, zaleZna od t,q1,...,qn,
ql""'qn ' potrzeba i wystarcza, Zeby Q ,...,Q ; liniowo
zalezne od r.h,.,...,q_tL y byZy funkecjami q ""’%"11*""% )
pr2y czym mogy one zalezeé takie wyraénie od czasu, speinia-
Jecymi tozsemodciows 3n(n - 1) réwnan:

-l =
(10) ¥, " &Y, 0,

'*:Qi a2Q ‘a (wi 2Q
N ¢ el r?tg*r:’af)._'
NQ A 44 NQ "Q
(12) ('b-_cé. "r-b'(_;f" Eﬁ@ 3 -r;?!i) '_ 1,J = 14eeen¥,

4, Przede wszystkim naleZy zauwazyé, Ze uktad warunkdw
(10) , (1) 1 (12) speXniajg sily uogélnione Q ey
zalezne jedynie od czasu (mogq byé réwniez sity stale)
Rozpatrzny teraz inne, mniej trywialne przypadki.

a. Je2eli sily sg pozycyjne tzne.

QJ = Qj(t,q.l'o.o,qn)_’ . J = 1,...,11 ’

to uktady réwnad (10) 1(11)sq spelnione tozsamosciowo, zad
ukXad réwnad (12) sprowadza sig do znanych warunkéw Schwartza



(12&‘) _'1"'"_'i=0, i,J = 1,.01-,11 0

W przypadku ukXadu o jednym stopniu swobody ukZad réwnan
(12a) redukuje si¢ do tozsamosei.

Dla uk¥adu o wiekszej 1losci stopni swobody, uklad réwe
naf (12a) redukuje sie takZe do tozsamodei w przypadku m.in.
gdy siZy uogélnione Q; (3= i,...-,n) sg liniowo zaleine od
wspéirzednych uogélnionych tzn,

n

8 -
(13) Qj = 12;1331@) q » Jd = 1yeeeyn,
gdzie A = {&Ji} jest macierzg symetryczng tzn. Au = h.ji
(1,,1 = 1,...,11) « Na podstawie twierdzenia Mayera istnieje
wige dla siX uogdélnionych Q? (;j = 1,...,11) w postaci (13)
funkc ja Ha, kidéra moze zalezeé od czasu, wapbéirzednych
uogélnionych i predkodci uogélnionych taka, Ze

N, aNE
as) - -«-af*a'fq“a;"‘?’ A gt

b. W preypedku, gdy sity uogélnione Q (J = 15000n)
calezg tylko od czasu i predkodei uogélnionych, uklad warun-
k6w (10) jest spelniony tozsamodciowo, zad uklady (1)1 (12)
mozna napisaé w postaci

) Q
(1v) r"a“‘% ‘ST O
s P Q0
(1%) E‘E%-: +QT"':')= 0, 1,3 = 1,...,!.'[
lub
x
04 0y



M QQ
_._t-—-igK s i’.j=1ooon
Oq‘j O 5 ij ? i ] ’
gdzie KJL (i,,j = 1,...,1:) = dowolne staZe.
Stgd mamy
Kij =0 dla 1= j,
Kyy= =Ky dla 1 35 453 = Tyu00sm

tzn. K ={K 1 .j} Jest macierzg antysymetryczng w ktérej wyra-
zy na praekatnej sg réwne zeru.

Dla ukZadu o jednym stopniu swobody, sila uogdélniona
zaleZzna od predkodci uogdélnionej nie moze spetniaé ukzadu
warunkdéw (Hb) i (lzb) .

Dla uk¥adu o wigkszej 1lodci stopni swobody sity uogéle
nione Q, (J = 1,...,n) , spelniajgce tozsamodciowo ukZad

wamn.kdw'j (11‘::) 1 (12b\ mozna przedstawié w postaci

b X _w e :
(‘5) QJ = %:‘ Kd qi '] Jd = 1'...,-‘1 ]
gdzie stize K;;_ (1,4 = 1,...,:1) tworzg macierz antysymet-
ryczng K = EK -

Poniewaz praca sit uogélnionych Qg (J = 1,...,:1) Jest
réwna zeru, tzn.

n

> G =

3::

dlatego si2y uogélnione wyrazone wzorem (15) sq siZami giros-
kopowymi.

Dla six giroskopowych, wyrazonych wzorem (15), istnieje
wigc na podstawie twierdzenia Mayera funkeja Hb, ktéra moze
zalezeé od czasu, wspéirzednych uogélnionych i predkodei
uogélnionych taka, ze '



Ll d"hﬂb_ |

(‘6) “qé tq&j J= eeapn o

¢. Zastanowimy sie teraz, dla jakich siX uogdélnionych,
zaleznych tylko od czasu i przysépieszed uwogdélnionych, istnie=
Jje funkeja Hc, ktéra moze zalezeé od czasu, wspéirzednych
uogélnionych i prgdkodei uogélnionych taka, Ze

o an
(‘?) !"?i(H]; dtnﬁ: :l 9 J = 1,..0,11 a

W.tyn przypadku uklaed wammkéw (12) jest speXniony
tozsamodciowo, zad z ukadu warunkéw (10) 1(11) mamy

(10¢) n—éi i
10¢ - =
| oYy o4 7
Q, 7Q -
%‘E@ 3 +Q-Ez)= o, 1,0 = heeoyn o
Stad mamy
Q )
- W
gy o
"R, o
g, Ty T My 1,3 = 1yeeen

zdzie llﬁ (i,j = 1,...,11) ~dowole staZe.
Z ostatniego ukadu warunkéw manmy

15 ? i, = 1,.",11 .

W ten sposddb wykazalidmy, Ze ukady warunkéw (10c) 1 (11¢)



speXniajg tozsamodciowo sily uogdélnione m.in. w postaci

41 ae

(18) - Q; = %:ltuji 9y » d = 1yeee9n,
gizie M = {ui .j} jest macierzg symeiryczns.

' d, Jezeli sily uogélnione zalezg od czasu, wepéirzed-

nych uwogdélnionych i predkoéci uogélnionych, to ukiad warun-

kéw (10) speiniony jest tozsamoéciowo, zad uklady warunkéw
(11) £ (12)) sprowadzaje sie¢ do postaci

nQ, MQ
‘—i —4 =
(11a) 3 g 2
QQ, 9Q Q, M
. _1__.1._.19_(? b, .
(125) r.)qj qq-j_ 2 at {-?5:' Oﬁi s 1,d Tyeeeyn o

¥ przypadku uktadu o Jjednym stopniu swobody, ukZad
warunkéw (11d) 1(12d") speXniony bedzie tozsamodciowo, jezeli

Ao

Pla takiego uktadu siy uogélnione nie mogs zalezeé od pred-
koéei uvogdélnionych. ,

Dla uktadu o wigkszeJ ilodci stopni swobody, warunki
(11d) 1 (12d) spelniajg tozsamodciows sily uogélnione =.:ns
w postaci -

B .
(19) Qg = %;}Gji(qj,o.l,qaqi J= lyeeeyl

gdzie G ={G1 } Jest macierzq antysymetrycang orez G,, =0
(1 = 1,00eyn) . MoZna Zatwo sprawdzié, e praca siX unogél-
- nionych w postaci (19) jest réwna zeru, tzn.

B, @& _
%Qaq‘j-o.

Sity te sg wigc siXami giroskopowymi. Dla nich, na podstawie



twierdzenia Mayera istnieje funkeja 1%, ktéra moze zalezoé
od cezasu, wspdéirzednych uogélnionych 1 predkodei uogdélnionych
taka, Ze

(= 1]

d

3 ave _ .a
(20) _ -‘:535 + a-*rs"a; = Qj ’ J = leeayn s

e. Czy sity uogdélnione mogg byé Jjednoczednie zaleizne od
wspéirzednych uwogélnionych i przyspieszeri uogélnionych ?
Okazuje sie, Ze nie. W tym bowiem przypadku ukad warunkdw
(10) 1 (11) sprovadze sig do uktadu warunkéw (10c) 1 (11c) .

f. Rozwazmy w koncu przypadek, gdy sily uogdlnione sg
zalezne od predkodei uogdlnionych i przyspieszen nogélnionych.
Z uk¥adu warunkéw (10}, (11) 1 (12 )mamy teraz

(122) Gzt -Hko,, 1,J = Leeopn o

PowyZsze uklady warunkéw redukujq sig¢ do tozsamoéet
m.in: wtedy, gdy sily uogélnione moina przedstawié w postaci

(21) Qg = %E“,j(t"iﬂ " 3= 1,000m &

W zwiszku z tym ns podstawie twierdzenia Mayera, dla siZ
uogdélnionych w postaci (21} ; 1stnieje funkcja Hr, ktéra
®moze zalezeé od czasu, wapéirzednych uogélnionych 1 predkodei
uvogdélnionych taka, 2e

(22) AT L

ﬁq dt"qu J J = 1eee,n,

Warto zaznaceyé, ze sily uogélnione w postaci (21)



majg chavakter si beswladnodci. Na podstawie wsora (21)
stwierdzamy takze, Ze uogélniona masa Jj-tego punktu material-
nega moZe zaleieé od czasu i predkosei uogélnionej tego
punkta, '

’ 5. Reasumnjgc stwierdzamy, %e jezeli w réwnaniach Lag-
- range‘a (1) sily uogélnione dadzg si¢ przedstawié w postaci:

QJ-*QS*Q];‘:Q‘;*Q? ""Qﬁ! d = Theeepn

to istnieje funkcja H, ktéra moZe zalezeé od czasu, wepbi-
rz¢dnych uwogélnionych i predkodci uogdlnionych taka, ze

| _"“qj_,. %::T?.z Qs | 3= lyeeesn ,
gdzie
B+ R+ +58 + 857,
e

L:!-H'

rﬁminic Lagrange ‘a (1) moina napisaé w postaci (6) .
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