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O PElVNYCH SZCZEGóLNYCH PRZYPADKACH UOOOLNIONYCH 

PCYE..NCJ.AŁCW LAGRAJ~GE' A 

BOGUSŁAW RADZ!SZEWSKI, STEFAN Z~ 

1. - ograniezając się do układów o więzach holonomicznych 
idealnych, ruch ieh, jak wiadomo, możr..s. ująć z pomocą różnicz­
kowych równań ~.Jchu Lagrange 'a II rod3aju, o postaci: 

,. ~- T (\T 
"'· • v- - Q 
Q{ t)~j -~qj - J ' (1) j = ., , ••• ,n 

gdzie n - ilo~ stopni swobody układu, 
q

1
, ••• ,~ • współrzędne uogólnione, 

• dq 
qJ = dt~ ' 3 = t, ••• ,n ' 

T - onergia kinetyczna ukla~u, 
.J! ~,-r 

Q.ę = ~ Fi'q~ ( j = 1, ••. ,n) - siły uogólnione, pl"2iy 
• f:a1 J . 

c3ym ~ (i = 1 , ••• , N) - wypadkowa a il czynnych przyło-_.. 
tonych do i-tego punktu układu, r 1 - wektor promień 
wodzący i•tego punktu układu, N - ilo~6 punktów. 

Warto za~naozy6, te na podstawie twierd3enia Dela.asus 'a, w 
równaniach ( 1 ) dla układów holanemicznych energia kinetyczna 

T może by~ eastąpiona przez dowolną funkcję, różniącą sit od 
ntej o pochodną esłkowi tą względem czasu dowolnej funkcji cza­
su i wsp6ł~ędnyeh uogólnionyCh. Wynika stąd, że przy badaniu 
ruchu układów bolonomiemych funkcja, ~ana energią kinetyczną 

nie jest jedynym odpowiednikiem matematyczny.m wewnętrznyCh 
własności titycznych układu, wpływających ~ charakter Jego 
ruchu. Na równi z energią kinetyczną T odpowiednikami t~i 

http://rcin.org.pl



-4-

będą ws~ystkie tankeje 

(2) ~(t,q,q )=, T(t,q,q) + dz~!,g) , 

gdzie s = ~ (t,q ) jest dowolną funkcją klasy c2• 

Z twierdzenia tego wynika następujący wniosek natury 
praktyc-znej: przy tworzeniu równań Lagrang e' a ( 1 ) wolno w wy­

raieniu na energię kinetyczną . odrzucić każdy wielomian linio­

wy względem prędkodoi uogólnionych, pr'ledstawiający pochodną 

calkow1tę względem eaasu pewnej fUnkcji czasu i współrzędnych. 
Bliższego omówienia, ze względów praktycznych, wymaga 

sprawa doskonałode i więzów. Każdy złożony mechani~m możemy 

w zasadzie rozpatrywa6 jako układ br,ył materialnych (tzn. 
ciał doskonale s~tywnych) , które zazwyc~aj parami są połą­
enone mifdzy sobą sztywnie, ze wspólną osią, ze wspólnym pod­
łożem, albo stykają się swoimi powierzchniami. Jeżeli można 
p~yjąć, !e wszystkie połąc~enia są doskonale sztywne, wszyst­
kie lożyska i przeguby są doskonale, tj. beztarciowe, wszyst­
kie stykające się powierzchnie są doskonale gładkie,. to cały 
taki złożony mechanizm można traktowa6 jako układ punktów ma­
terialnych o więzaCh doskonały~ Wiemy jednakże, że w wielu 
p~ypadkaCh taka idealizacja jest niędopuszczalna. Pominięcie 

np. sil tarcia może w sposób istotny zmienić pod względem 
jako~cioleyiD obra3 zjawiska. W takich p~ypadkach ~ałożenie 

o doskonałol§ci więzów należy odrzucić, przyjmując inne warun­

ki ung]ędniejące siły tarcia~ W praktyce ~tujemy wię~y jako 
doskonałe, uwzględniając p~y t~ tylko n_ormalne slcil:adovie re­

akcji więtów, za' siły tarcia traktujemy jako, nieznane nara­
sie, siły c~ynne. Wprowadzenie nowych niewiadomych kompensuje-
ą dodatkolfYlUi nią~kami, wynikającymi z eropiryo~nych praw 
tarcia. 

Nany "równania Lagrange 'a" użyvta się c~ęsto, mając na 
myśli przypadek układu fiachowawezego. W tym przypadku s iły 

F; (i :: 1 , ••• ,H) O~l'Jlllljemy ~ energii potencjalnej wg. 

wzoru: 
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(3) i = 1, ••• ,N • 

Siły uogólnione możemy wtedy napisać w postaci 

.Jt .... ,~ .1!. ~ C) -ri ~ v 
( 4) Qj = t;-

1 
F i~qj = - t:; V i V rr<łj = - ~j , j = 1, •. • ,n • 

Wtedy równania (2) możemy napisać w postaci: 

L~ -~(T - V) = o, 
dt <itqj ~ qj 

j = 1, ••• ,n. 

Skoro ~aś, z założenia, V ~ależy tylko od położenia, a nie 

~ależy od prędkości uogólnionyCh qj (j = 1, ••• ,n) , zatem 

j = 1, ••• ,n , 

. i równania ruchu możemy napisać w postaci: 

j = 1, ••• ,n , 

a oznaczająe 

(5) 

gd~ie L -funkcja ~e'a (potencjał kinetyczny Lagran­
ge "a) , możemy równania ( 1 ) napisać w postaci 

. l6) L~_<"dL=o 
dt<"'qJ ~qJ . ' J = 1, ••• ,n • 

2. Równania ( 1) można przedstawić w postaci podobnej do 

( 6) również wtedy, gdy ukla.d nie jest zachowawczy w zwykł~ 
ma~eniu. ldożna tego dokonać w t)Jm pnypadku, ~ay sUy uqgól­
nione Q j ( j = 1 , ••• ,n ) można otnymać z funkcji 
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(7) j = 1, ••• ,n • 

Wtedy kładąc 

(8) 

równanie ( 1) można naptsa<! w postaci ( 6) • 
Ftmkcję - W można nazwa6 p o t e n e j a ł e m 

u o g 6 l n i o n y m albo potencjalem zależnym od prędkości, 
a funkcję L = T - W u o g 6 l n i o n y m p o t e n c j a­
ł e m k i n e ty c ~n y m L a gr a n g e'a. Historia tej 
nazwy jest dość ciekawa. Prawdopodobnie została ona początko­

wo (i mylnie) wprowadzona przez Webera w Elektrodynamice 
Klasycznej, gdzie postuluje się istnienie sił ~ależn.ych od 
prędkości. Niemiecki matematyk E. Schering był prawdopodobnie 
pierwszym, który serio usiłował wprowadzi~ takie siły do me­
chaniki. Tak np. w pierwsz;ym wydaniu G.T. Whittacker'a : 
• A Treatise on the Analytical DyrUlinica of Partielee and 
Rigid Bodies " z roku 1904 jest odsyłacz odnośnie potencjału 
w sęnsie " funkcji potencjalnej Scherir~a ·n • Jednakże ter­

min ten prawdopodobnie nie wszedł w użycie, skoro w następ­
nych wydaniach został usunięty. G. Goldstein [ 1] jest za 
używaniem terminu: potencjał uogólniony, podciągając pod to 
pojęcie również zwykłą energię potencjalną, będącą funkcją 

tylko położenia • Podobne stano\visko zaji'Puje rót~llież F. R. 

Gantmacher [ 2 ] • 

3. W pewnych przypadkach pojęcie funkeji potencjalnej 
można rozsze~yć na układy dynamic~ne, w których działające 
siły ~ależne są nie tylko od położenia, nie tylko od położe­
nia i prędkości, lecz także od położenia, prędkości i' przyt!­
pieszenia. Jednoznacznie 1 wyczerpująco ujtauje to A. Mayer 
w prac.y f3] • Pytanie brzmiało: $a.kie warunki winny spełniać . 
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n dowolnych funkcji Q1, ••• ,~ zmiennych ą 1 , ••• ,~ • iCh 
pierws~ych 1 drugich pochodnych względem czasu 1 ewentualnie 
~miennej niezależnej t, żeby istniała funkcja H zależna 

od t,q1, ••• ,~,q1 , ••• ,~ , i taka, że spełnia ona tożsamoe­
ciowo n róWnań: 

(9) j = 1, ••• ,n • 

W bardzo elegancki sposób A. Mayer dowodzi następujące twier­
dzenie. 

• ".Aby istniała funkcja H, zależna od t,q
1

, ••• ,~, 
q1, ••• ,a , potrzeba i wystarcza, teby Q

1
, ••• ,Q , liniowo 

11 ·~ Qo n ) , 
zależne od · q 1 , ••• , ~ , były f'un.'łccjami q

1 
, ••• , ~,q l , ... , ~ , 

przy c~y.m mogą one ~ależeć także wyraźnie od czasu, spełnia­
jącymi tożsamo~ciowo :3n (n - 1 ) równań: 

<J Qt <")Qj 
(10) (S1[:" -<)~ =o, 

j J 

(11) 

(12) 

~Qt ~Q.1 -d {)Qi ~) 
n 4j - <Jq1 - dt \~ + ~ ą1 i ' 

i,j " = l, ••• ,n • 

4. Przede wszystkim należy zauważyć 1 że układ warunków 
(10) , l11) i (12) spelniają siły uogólnione Q

1
, ••• ,~ 

zależne jed;ynie od czasu (mogą być również siły stałe) • 
Rozpatrzmy teraz inne, mniej trywialne przypadki. 

a. Je~eli siły są pozycyjne tzn. 

Qj = Qj(t,q1·····<łn) · ' j = 1, ••• ,n , 

to układy równań ( 1 O) i (11) są spełnione tożsamości owo, za~ 

układ równań (12) sprowad3a się do znanych waronków Schwartza 
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(12a) i,J = t, ••• ,n • 

W p~ypadku układu o jednym stopniu swobody układ r6~nań 

(12a) redokuje się do tożsamości. 
Dla układu o więks~ej ilości stopni swobody, układ rów­

nań (12a) redukuje się także do tożsamości w przypadku m.in. 
gdy siły uogólnione Qj (j = 1, •• .-,n) są liniowo zależne od 
współrzędnych uogólnionych tzn. 

( 1 ~) 
a A 

Qj = ~Aj i (t) q,. , 
1=1 • 

j z 1, ••• ,n , 

gQzie A= {AJ1} jest macierzą symetryczną tzn. A1j = Aji 

(i ,j = 1, ••• ,n) • Na podstawie twierdzenia Mayera istnieje 

więc dla sil uogólnionych Q~ (J = 1, ••• ,n) w postaci l1:3) 
funkcja rf t która może zależeć od czasu, współMędnyeh 
uogólnionyCh i prędkości uogólnionych taka, że 

(14) ~If+ d~If a 
-~qj d'tą lłj = Qj ' j = t, ••• ,n • 

b. W przypadku, gdy siły uogól.ńione · Qj ( J ~ 1, ••• ,n) 
"!ależą tylko od czasu i prędkości uogólnionych, układ warun­

ków (10) jest spełniony tożaamoticiowo, ~ad układy ( 11) i (12) 
można napisać w postaci 

(ttb) 

i,J = t, ••• ,n 

lub 
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n~-~=K 
() qj O!łi iJ 

i,j = 1, ••• ,n , 

gd2ie Kij (i ,j = 1, ••• ,n) - dowolne stałe. 
Stąd mamy 

dla i = j, 

Kij=- Kji dla 1 f j, i,j = 1, ••• ,n 

tzn. K = {Kij } jest macierzą antyayme~ryc~ną w której wyra­
~Y na pr2ekątnej są równe zera. 

Dla układu o jednym atopniu swobody, siła uogólniona 
zależna od prędkości uogólnioneJ nie może spełniac! układu · 

warunków ( 1 t b) i (12b) • 
Dla układu o więks~eJ ilości stopni swobody siły uogól­

nione Qj (J = t, ••• ,n), spełniające tożsamościowo układ 
warunków (t t b) i Q 2b) można p~edstawić w postaci 

b ~ tt • 
( 15 ) Q J = t:, K j 1 ~ , j = 1 , ••• ,n , 

gdzie stałe Kit ( i,j = 1, ••• ,n) two~ą macie~ antysymet­
ryczną K*= ~ • 

Ponieważ praca sil uogólnionych Q~ ( J = 1, ••• ,n) jest 
równa zeru, tzn. 

dlatego siły uogólnione wyrażone wzo;-Em (15) są siłami giros­
kopowymi. 

Dla sił giroskopowych, wyrażonych wzorem (15), istnieje 
więc na podstawie twierdzenia Mayera funkcja rf, która może · 
zależeć od czasu, współrzędnych uogólnionych i prędkości· 

uogólnionych taka, ~e 
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(16) .1 = 1, ••• ,n • 

c. Zastanowimy się teraz, dla jakich sil uogólnionych, 
~ależnych tylko od czasu i przyśpieszeń uogólnio~·Ch, istnie­
je funkcja H

0
, która może zależeć od czasu, współrzędnych 

uogólnionych i prędkości uogólnionych taka, że 

( 17) j = 1, ••• ,n • 

W. tym przypadku układ warunków ( 12) jest spełniony 

tożsamościowo, zaś z układu warunków (10) i (J 1) mamy 

(10c) ~~i f") 9,j -
~ j -~ ... 41 -o, 

1,j = 1, ••• ,n • 

Stąd mamy 

i,j = 1, ••• ,n , 

gdsie M1j (i,j = 1, ••• ,n) -dowole stałe. 
Z ostatniego układu warunków mamy 

() Qi 1 
-n-="" M 

(1. qj ,c: ij ' 

~Qj- ; 
n~1 - 2 Kij ' i,j = 1, ••• ,n • 

. w ten sposób wykazaliśny, te układy warunków (10c) 1 (11c) 
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spełniają tożsaroościowo siły uogólnione m.in. w postaci 

(18) 
e n ~· 

Qj = .E llj 1 ~ ' 
1=1 

j = 1, ••• ,n , 

_ gdsie J.l" = { J4ij} jest macierzą symetryc~ną. _ 
d. Jateli sUy uogólnione ~ależą od c~aau, wspól:nfd­

nych uogólnionych i prędkości uogólnionych, to układ warun­
ków ( 10·) spełniony jest tożsamościowo, ~aa ukiady wartmków 

( 11) 1 ( 12 ) sprowadzają s i f do postaci 

(11d) f)~i +fó~J =o, 
r.;,qJ <C>tti -

l12d) ~-~=1Lg~Q -~--- ), .-.. 2 dt r-. i 'J = 1 ' • • • ,n • 
l olqj Id qi l .J j (Jqi . 

l' preypadku ukladu o jedn3Jn atopniu swobody, uklad 
warunków (11d) i (12d) spełniony b~ie tożsamotSciowo, jeteli 

~=O • , 

Dla takiegQ układu sily uogólnione nie mogą tależeó od pr,d­

kości uogólnionych. 

Dla układu o Witks'Zej ilodci stopni swobody 1_ warunki 

(11d) -i (12d) spełniają tożsamoliciowo ·auy uogólnione ::~ -. ~tn.­

w postaci 

(19) j = 1, ••• ,n , 

gd'Z i e G = { G.ij S jest macie"ą antysymetrycmą oraz G i 1 = O 

(i= 1, ••• ,n) • Można łatwosprawdzió, że praca sU uogól­

nionych w postaci ( 19) Jest równa zeru,- un. 

~ d• 
~ Qjqj =o. 
J=l 

SU7 te eę 1ritc at:tami giroskopowymi • . Dla nich, na Podstawie 
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twierdzenia Mayera ~stnieje funkcja Hd, która mo~e ze.leże~ 
od czasu, współrzędnych uogólnionych i prędkości uogólnionych 

taka, że 

~Hd d IJ Hd d 
--+-~=Q., 
Qqj dt~qj J 

(20) j : 1, ••• ,n • 

e. Czy siły uogólnione mogą być jednocześnie zależne od 
współ!'2;·ędnych uogólnionych i przyśpieszeń uogólnionych ? 

Okazuje się, że nie. W tym bowiem pr:zypadku układ warunków 
( 10) i ( 11) sprowadza się do układu warunków ( 10c) 1 (11c) • · 

f. Rozważmy w końcu przypadek, gdy siły uogólnione są 
zależne <;>d prędkości uogólnionych i przyśpieszeń uogólnionych. 
Z układu · warunków . ( 1 O) , ( 11) i ( 12 ) lll8JD.Y teraz 

~~Q._ 
( 10f') .. -",.;J. - o, 

coqj •vą1 

( 11t) 

( 12t) :t~~; -~~:)= o,, i,J = 1, ••• ,n • 

Powyższe układy warunków redukują się do tożsamo,ci 
m. in• wtedy, gdy s iły uogólnione można pnedstawić w postaci 

(21) J = 1, ••• ,n 

W ~wi.ą~ku z tym na podstawie twierdzenia Mayera, . dla sU: 

. uogólnionych w postaci ( 21) , istnieje funkcja If, która 

JtOże zależe·ć od czasu, wsl?ół~ędnych uogólnionych i prfdkodci 
uogólnionych taka, że 

(22) ~If d 'drf t 
-()qj + dt(""j)qj = Qj ' J = 1, ••• ,n • 

Warto ea~naczyć, że siły uogólnione w postaci (21) 
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mają charekter sil benład:ąodci. Na podstawie nora (21 ) 
stwierdzamy także, że uogóln1o:aa masa J-tego punktu material­
Degeł może 3ależe6 od ~~ i prędkości uogólnionej tego 

pmkt'a. 

5. Re:asUIDlljąc stwierd~arą, łe jeteli w równaniach I.ag­

range"a (1) eUy uogólnione dadzą sit pnedstawid • postaci: 

J = 1, ••• ,n , 

to istnieJe f\mkcj.a H, która mota zależec! od c~su, wspól-· 
. ·nfdn1ch uog61Dicmych 1 prtdkości uogólnionych taka, ·te 

f2J[ c! ("') H . 
-(")qJ . + di~qJ .s QJ ' . J = 1, ••• ,n , 

gclste· . 

ll•lf- +If +Ff= +·ad+~ · . 

r6łmanie Lagr&Dge "a ( 1 ) mo ma napiea6 • postaci ( 6 ) • . 
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