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( P r z e d s t a w i o n o na pos iedzeniu Towarzystwa Nauk Scisiycii w Paryżu , dn i a 3 maja 1880 roku. ) 

I 

Elck l ryczność w stanie równowagi musi być na wolnym przewodniku zawsze tak rozpostar ta , aby 
całkowite je j działanie na każdy punk t wewnę t rzne j jego przestrzeni składało sic ostatecznie na 
w y p a d k o w ę = 0. W y s t a w m y sobie tedy elektryczność w postaci nieściśl iwego p łynu , tworzącego 
na powierzchni elipsojdy nieskończenie c ieniuchna wars tewkę , zamknię tą niejako pomiędzy dwiema 
podobnemi i podobnie leżącemi (współogniskowemi) powierzchniami e l ipsoidalnemi, w której on 
wszędzie równą gęstość posiada. W takim razie wa r s t ewka ta w różnych miejscach na p rzewodniku 
e l ipsoidalnym różną ma grubość , która przedstawia poniekąd ilość nagromadzone j w tych miejscach 
elektryczności. Chcąc przeto oznaczyć tak zwaną gpstosć elektryczności w j a k i m kolwiek punkcie na 
powierzchni elipsojdy przewodnika , po t rzeba tam poprowadzić normalne do tej powierzchni i oznaczyć 
jej przedłużenie, leżące pomiędzy temi dwdema współś rodkowemi powie rzchn iami elektrycznej w a r -
s tewki . Wielkość lego przedłużenia będzie przedstawiała ilość, do gęstości nagromadzone j w tem 
mie jscu elektryczności , p roporcyonalną . 

P rawid łowość tego wniosku n i e t rudno wykazać , gdy się weźmie na uwagę , że wogóle z przestrzeni 
zandcniętej dwiema powierzchniami el ipsoidalnemi współogniskowemi i nape łn ione j j ednos ta jn ie 
działaczem, którego każda cząsteczka wywiera dokoła siebie przyciąganie lub odpychanie , zmnie j -
szające się w odwro tnym s tosunku drugie j potęgi rosnących odległości , wszystkie działania, wywierane 
na jakikolwiek punkt wewnę t rzny , t. j . , leżący w przestrzeni , dolną powierzchnią onej wa r s t ewk i 
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osłonię te j , znoszę się zawsze w zupełności zatem p o m i m o obecnośc i tylu cząsteczek czynnych 
nie ma t a m ż a d n e g o o b j a w u siły, w s k u t e k czego potencyał ich wszystkich jes t ilością stałą. Tak samo 
więc przy r z e c z o n e m u łożen iu się elektryczności na elipsojclzie p r z e w o d n i k u do r ó w n o w a g i , w y p a d -
k o w a wszys tk ich dz ia łań na p u n k t a j ego w e w n ę t r z n e musi być = 0. 

U d o w o d n i ć to m o ż n a z ca łę ścisłością ma tema tyczny , j ak n a s t ę p u j e : 

Niecha j będz ie r promień wodzący j ak iegobądź p u n k t u zewnę t rzne j powierzchn i war s t ewk i e l e k -
t ryczne j n a d a n e j e l ipsojdzie , N normalna w tym punkc i e , ^r i 5N waryacye tych d w ó ch ilości 
zmiennych , (N, r) zaś kę t , przez t ę n o r m a l n ą nazewną t r z p o p r o w a d z o n ą i ó w p r o m i e ń wodzący 
u tworzony . E l e m e n t przes t rzeni w e lek t ryczne j w a r s t e w c e g?s.(JN, z p o w o d u , że (JN = ^ r . c o s ( N , r ) , 
w,^Taża się przez rfs. r}r .cos(N, r). 

Lecz rfs.cos(N, r)=d'j, jeśli drr oznacza rzu t e l e m e n t u ds na p łasczyznę do p romien i a wodzą -
cego. r p r o s t o p a d ł ą , za tem także e l e m e n t przest rzeni 

gdyż dc j e s t właśc iwie e l e m e n t e m powie rzchn i kuli o p r o m i e n i u r , a dw tak s a m o e l e m e n t e m 
p o w i e r z c h n i kul i o p r o m i e n i u = 1 . 

Jeśl i k oznacza s tałą gęs tość e lektryczności w o n y m e lemenc ie przestrzeni , r^^kńwMMw^r w y r a ż a ć 
będzie ilość n a g r o m a d z o n e j t amże e lekt ryczności , a je j działanie na drugi punkt koiicowy tego promienia 
laodzącegn p rzeds tawia się w wyrażen iu 

Przyjąwszy ś rodek e l ipsojdy za począ tkowy punk t w s p ó ł r z ę d n y c h w przes t rzeni , na j e j osiach 
leżących, i oznaczywszy przez v, C wspó ł r zędne p r o s t o k ą t n e pods tawy e l e m e n t u przestrzenią leżącej 
na powie rzchn i e l ipso jdy , a przez y , z takie same wspó ł rzędne onego p u n k t u k o ń c o w e g o linii r , 
tudzież przez ,3, •/ dostawy ką tów, k tó re r z temi osiami kole jno zamy k a , m a m y : 

a równolegle do rzeczonych osi składowe onego działania e l e m e n t a r n e g o będą miały o d p o w i e d n i o 
n a s t ę p u j ą c e w a r t o ś c i : 

( I ) 

Całki tych wyrażeń p rzeds tawia ją właśc iwe sk ł adowe X, Y, Z całkowitego działania na w e w n ę t r z n y 
p u n k t {x, y, :;) te j na d a n y m p r z e w o d n i k u z n a j d u j ą c e j się e lek t rycznośc i . 

Dla o t r zyman ia o d p o w i e d n i e j s z y c h wyrażeń na te sk ł ad o w e e l im inować wypada ilość co się da 
wykonać n a s t ę p u j ą c y m sposobem. 

J e ś l i O A , O B , O G są pólosiami e l ipsojdy a między n iemi dla = 0 0 = ^ , 0 C = ^ , zachodzi 

związek, p r z e d s t a w i o n y n a s t ę p u j ą c ą p ropo rcyą : 

(') Twierdzenie to opiera się na tej prawdzie geometrycznej, że gdy dokoła danej elipsy wykreśli się podobno 
większ? a potem w tej drugiej poprowadzi jakakolwiek cięciwę, która pierwszy przecina, zawsze kawałki cięciwy 
pomiędzy elipsami zawarte sg sobie równe. 
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to równan ie e l ipsojdy tak wygląda : 

Dla elipsoidy, zakreś lonej zewnęt rzny powierzchnią war s t ewk i e lek t ryczne j , półosie m a j ą war tośc i : 

a że 

za tem 

więc z o t r z y m u j e m y bezpoś redn io : 

a po rozwinięc iu na leży tem i położeniu dla sk rócen ia 

także 

(3) 

z czego, gdy w istocie tylko war tość + r ma lu znaczen ie , w y p a d a 

zatem 

lub dla 

os ta tecznie 

Ze wzg lędu na to osta tnie wyrażenie powyższe sk ł ad o w e ( I ) e l e m e n l a r n e g o dzia łania na p u n k t 

w e w n ę t r z n y uważany , przyjawszy nad to k=z będ{i miały następujęc^i f o r m ę ; 
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a właśc iwe s k ł a d o w e całlś.o\vitego działania X, Y, Z , l^olejno war tośc i 

( i ) 

Ca łkowania rozc ięga j§ się tu na całgi powierzc in i ię kul i , zakreś lonej p romien iem = 1 do koła p u n k t u 
zaczepienia {x, y, z). Gdy p u n k t ten leży w e w n ą t r z e l ipsojdy , M m a war to ść njemną, a l b o w i e m dla 
ś rodka e l ipsojdy, gdzie x — y — M = — h - . Dla p u n k t ó w zewnąt rz e l ipsoidy, M jes t ilością 
doda tn ią , dla punkt(3w zaś n a j c j powierzc ł in i zerem. Ilość L jest zawsze d o d a t n i a , r ówn ie też i R"^; dla 
tego m a m y właśc iwie pod znaczk iem p i e rw ia s tkowym w wyrażen i ach (4) s u m ę dwóch liczb d o d a t n i c h , 
k tó r a nie dozna j e zmiany , jeśl i a , y bez zmiany swej wielkości s taną się u j e m n e m i , t . j , jeśli 
p u n k t zaczepienia w e w n ą t r z e l ipsojdy na przec iwległe j s t ronie zostanie obrany . Można przeto powyższe 
całki (4) u w a ż a ć za s u m y , z łożone z s a m y c h d w u m i a n o w y c h ilości, p a r a m i znoszących się z u p e ł n i e , 
z czego oczywiście wyn ika , że koniecznie X = Y = 0 , Z— O być mus i . 

W takim zaś w y p a d k u także ca łkowi te działanie e l ipsoida lne j w a r s t w y e lek t ryczne j d a n e g o prze-
w o d n i k a na każdy p u n k t w e w n ę t r z n e j j ego przestrzeni nie inne , jak — O być może . 

Za tem is totnie tak ie tylko u łożenie się e lektryczności do r ó w n o w a g i na w o l n y m , o d o s o b n i o n y m 
p r z e w o d n i k u e l ipso ida lnym je s t moż l iwe , gdzie płyn e lekt ryczny tworzy n a n im rodza j w a r s t e w k i , 
nieskoriczenie c i e n i u c h n e j , ' pomiędzy d w i e m a p o d o b n e m i i p o d o b n i e leżącemi p o w i e r z c h n i a m i 
e l ipso ida lnemi zawar t e j , a więc g r u b o ś ć tej wars tewki na każdem mie jscu j e g o powie rzchn i p a n u j ą c ą 
t amże gęstość elektrijczności p rzeds tawia . 

I I 

Przechodząc do d rug ie j części danego zagadnien ia , zająć się m a m y n a j s amp rzó d d o c h o d z e n i e m 
znaczenia ca łek ( i ) w tym p r z y p a d k u , gdy punkt zaczepienia leży w przes t rzeni zewnętrznej w o b e c 
e lekt rycznej w a r s t e w k i na e l ipso ida lnym przewodn iku . Całki te, jak się niżej okaże, nie są w tak im 
razie = 0 , lecz m a j ą p e w n e od nap ięc ia e lektrycznego na elipsojdzie i od położenia względiem niej 
p u n k t u zaczepienia zależne war tośc i , k t ó r e n i e t r u d n o będzie oznaczyć, za t rzymawszy wszys tk i e wyżej 
użyte l i tery z o d p o w i e d n i e m im znaczeniem, do tego drugiego w y p a d k u zas tosowanem. 

Jeśli prze to r oznacza tu w ogólności od leg łość punktu zaczepienia od punktu działania, d o s t a w y 
a, p, 7 (jak to z figury, do wykreś l en ia nie t r u d n e j , na pierwszy rzut oka zaraz widać) ma ją w^artości: 

za tem 

a 

Równanie e l ipso jdy jes t teraz 

z niego leż o t r z y m u j e m y p o d o b n y m s p o s o b e m j ak wyżej na s t ępu jąco wyrażenie : 

k tórego b e z p o ś r e d n i o 
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okazuje się, z a t em 

Na dany e l ipso jdę p o m y ś l m y sobie teraz (jak kapelusz na g łowę) nałożony p o w i e r z c h n i ę s tożka , 
k tó rego w i e r z c h o ł e k jest zarazem p u n k t e m {x, y, - ) zaczepienia siły, pochodzące j od całej e lek t rycz-
ności , n a te j e l ipsojdzie rozpos ta r t e j , tudzież p o p r o w a d z o n e z tego p u n k t u l ini je p r o s t e do wszystkich 
e l e m e n t ó w e lek t ryczne j wa r s t ewk i . Na każdy z tych l inij z wyjy lk iem j e d y n i e wszys tk ich leżycych na 
samej p o w i e r z c h n i s tożkowej , będycych właśc iwie s lycznemi n a e l e k t r y z o w a n e j e l ip so jdy , p r zypada jy 
widocznie d w a e l e m e n t a e lek t ryczne j wa r s t ewk i , k tóre na punk t zaczepienia y, z) j e d n a k o w o 
i zgodnie działajy. Ca łkowe prze to war tośc i sk ładowych X, Y, Z działania war s t ewk i e lek t ryczne j na 
e l ipsojdzie sy t u złożone z dwóch r ó w n y c h części, w s k u t e k czego w o l n o n a m po łożyć : 

(r)) 

rozciygajyc c a ł k o w a n i a na wszystkie części powie rzchn i kuli , p r o m i e n i e m = 1 dokoła p u n k t u zacze-
pienia zak re ś lone j , k t ó r e ó w stożek styczny z te j ku l i s te j powierzchni wyc ina . 

Dla wyna lez i en ia tych g ran ic ca łkowania w y p a d n i e przedsięwziyć zmianę w s p ó ł r z ę d n y c h . Za-

t rzymujyc tedy powyższe znaczenie l i ter , oznaczmy dale j l i terami a' , S', y' d o s t a w y ky tów, które 

l inija pros ta r tworzy z n o w e m i , także p ros toky tnemi os iami w s p ó ł r z ę d n e m i , tak j e d n a k wzg lędem 

dawnie j s zych (na os iach el ipsojdy s a m e j po łożonych) d o b r a n e m i , aby w wyrażen iu p i e rwia s tkowe j 

ilości — LM pod znakiem ca łkowania w (5) wszystkie i loczyny dos t aw znik ły , za tem współ -

czynnikowc ich w y r a ż e n i a tamże mogły być k o l e j n o po łożone = 0 . W t y m ce lu n i e c h a j będz ie : 

gdzie 

i także 

W tak im razie 

a więc 

po w y k o n a n e j zaś należycie subs ty tucy i wyrażeń (G) za «, 3, y m a m y 
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Położywszy tedy 

O) 

i zważywszy, że iloczyny dos t aw a'-/', /3'v' nie m a j ą w ilości p i e rwia s tkowe j w y r a ż e ń (5) zna j -
d o w a ć się, zatem icłi w nawiasie zawar t e współczynniki za zera uważane być tu ma ją , j e s t widocznie 

(8) 

a więc owa ilość pod znakiem p i e rwias tkowym 

Z wyrażeń (7) i (8) o t r zymuje się bez t r u d n o ś c i 

Jeśli się zaś p ie rwsze z tych r ó w n a ń pomnoży przez 21', d rugie przez 21" a trzecie p rzez W " , 
po tem wszystkie trzy w ten sposób zmien ione razem z e s u m u j e i przy t e m uwzg lędn i , iiż w razie 
odnies ienia nowych prostokątnych osi współrzędnych ^o również p ros toką tnych osi e l ipsojdy , k<oniecznie 

i zarazem 

być m u s i , o t rzyma się bezpośredn io 

i podobn ie też 

To, cośmy tu w szczególności dla Q 'odnośn ie do 2t', 33', 6 ' znaleźli , m a r ó w n ą w a ż n o ś ć ca łk iem ogó l -
nie (jak to n ie t rudno udowodnić ) , dla każdego Q o d n o ś n i e do o d p o w i e d n i c h w s p ó ł c z y n n i k ó w 33, 
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Pods tawiwszy jeszcze war to śc i za A , E , F , będzie p rze to : 

czyli 

Położywszy dla skrócenia wyrażeń : 

m a m y , j ak się ł a two p r z e k o n a ć m o ż n a , 

(10) 

a pomnożywszy pierwsze z tych t r zech os ta tn ich r ó w n a ń przez drug ie przez trzecie przez c*z 

i z e sumowawszy wszystkie trzy n a s t ę p n i e , także bezpoś redn io : 

czyli ze w z g l ę d u n a r ó w n a n i e (0), na re szc ie 

(U) 

Wyrażen ie to , u w o l f i i o n e od u ł a m k ó w i u p o r z ą d k o w a n e , da je r ó w n a n i e t rzeciego s t o p n i a n i e -
znanej ilości Q, m a j ą c e Q ' , Q'', Q" ' za swe pierwias tk i , k tó re wszystkie są r z e t e l n e ; Q' jes t ilością 
dodatnią^ Q", Q"' zaś u j e m n e m i Skoro zaś Q jes t oznaczone, m a m y z wyrażeń pod (10) z u w z g l ę -
dn ien iem wyrażen ia 

na jp rzód 

(12) 

a p r zy t em zarazem b e z p o ś r e d n i o : 

(13) 

Możemy przeto ze względu na tę okol iczność, że + Q ' , — Q " , — Q " ' są p ie rwias tkami onego 
równan ia ( w e d ł u g Q) trzeciego s topn ia , położyć 

(1) Zobacz Crelle Journal fur reine wid angew. Mathematik;X. XX, str. 203-216. 
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a po w s t a w i e n i u le j os ta tn ie j war tośc i za K^ '—LM, tudzież war tośc i za ot, y z (6) w onych w y r a -
żeniach sk ł adowych X, Y, Z pod (5) nareszcie 

( U ) 

Dajnny na lo , że a ' = c o S ' ^ , j 5 ' = s in^cosy , y' = s in ' f s iny; wówczas e l e m e n t kul is te j powierzchni 
du> = ń n ( f . d ' f d v , a 

Gdy zaś dla tyoh r , k t ó r e leżą na powie rzchn i stycznego do e l ipsojdy s tożka, ilość p i e rwia s tkowa 
w ( l i ) oczywiście znika, zatem oznaczenie granic ca łkowania w e d ł u g du> tak m a tu być d o k o n a n e m , 
aby gran ica górna przez położenie tej ilości p i e rwia s tkowe j = 0 sama się wyłoni ła , gdyż dla wszys tk ich 
rzetelnych war tośc i tych ca łek koniecznie 

czyli 

a położywszy tę f unkcyę u ł a m k o w ą = : s inA^ s i n y < s i n ) . być mus i , więc p rzep rowadza jąc ca łko-
wania w wyrażen iach (14) dla X, Y, Z tylko takie ^ i v uwzględn iać należy, d la k tórych s i U ' / jes t 

O' ilością mniejsza lub co na jw ięce j równa onei funkcyi u ł a m k o w e j - , , — — — — - . Lecz dla 
" • Q ' - f Q' cosy- - f -0" ' s iny^ 

ilości V ods tęp możl iwych zmian leży pomiędzy g r a n i c a m i o i Stt, dla ilości zaś 'f, w e d ł u g t ego co 
właśnie powiedziano, między o i X, a wspó łczynn ik i 21', 21"' nie zawiera ją już żadnych ^ i v 
dla tego m a m y : 

i tym s a m y m sposobem także p o d o b n e wyrażen ia dla Y i Z. 
W y k o n a w s z y tu na jp rzód ca łkowan ie co do y i uwzględniwszy tę okol iczność , że os t a tn ie d w i e całki 

zchodzą os ta tecznie do zera , bo dla każdej war tośc i na v i w y p a d a j ą c e j przytern war tośc i na y zawsze się 
dwie r ó w n e a p rzec iwnemi znaczkami jakości opa t rzone ilości o l r zymuje , w i d a ć odrazu , iż w ł a ś c i w i e 
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