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Streszczenie 3

Streszczenie

Mechanika materiaªów niejednorodnych sªu»y przewidywaniu ich wªa±ciwo±ci
makroskopowych na podstawie badania ich mikrostruktury i mechanizmów de-
formacji. Nowe metody badawcze dostarczaj¡ informacji o zachowaniu si¦ ma-
teriaªów w skali mikroskopowej i nanometrycznej. Opis zªo»onego zachowania
si¦ materiaªów przy ró»nych obci¡»eniach wymaga wprowadzenia do modeli
konstytutywnych funkcji i parametrów materiaªowych, które trzeba okre±li¢
eksperymentalnie. Jednak nie dla wszystkich wielko±ci dysponujemy bezpo-
±rednimi danymi do±wiadczalnymi. Wszechstronne badania materiaªów przy
ró»nych obci¡»eniach s¡ zbyt kosztowne, a w wielu przypadkach niemo»liwe do
przeprowadzenia. Konieczne staje si¦, zatem dokonanie wyboru najistotniej-
szych efektów danego zjawiska, cech badanego materiaªu i okre±lenie w miar¦
prostego, ale wszechstronnego modelu konstytutywnego.

Podstawowym celem pracy jest opracowanie metody identy�kacji wykorzy-
stuj¡cej funkcj¦ strat odporn¡ na bª¦dy pomiarów oraz okre±leniu metod po-
równywania i wyboru najlepszego modelu z kilku nieliniowych modeli konsty-
tutywnych. Wykorzystanie miary odlegªo±ci informacyjnej Kullbacka-Leiblera
mi¦dzy modelami lub mi¦dzy odpowiedzi¡ modelu a danymi do±wiadczalnymi,
pozwala okre±li¢, który z modeli lepiej dopasowuje si¦ do danych rzeczywistych.
Opracowan¡ metod¦ u»yto w analizie zaawansowanych deformacji plastycz-
nych osiowosymmetrycznego rozci¡gania próbek cylindrycznych i jest tre±ci¡
rozdziaªu 9.

W pierwszej cz¦±ci rozprawy, w rozdziaªach 2-7 przedstawiono ró»ne spo-
soby opisu zªo»onego zachowania si¦ metali przy quasi-statycznych i dynamicz-
nych obci¡»eniach. Przedstawiono zagadnienie modelowania rozwoju mikrousz-
kodze« i mikropustek podczas deformacji ciaªa staªego. Przedyskutowano spo-
soby doboru modelu konstytutywnego i wpªyw metody identy�kacji na posta¢
u»ytych funkcji materiaªowych. Zbadano zjawisko zaawansowanych odksztaª-
ce« plastycznych i wpªyw rozwoju mikrouszkodze« na zachowanie materiaªu
jako agregatu (osnowa i cz¡stki drugiej fazy). Przedstawiono opis pªyni¦cia pla-
stycznego materiaªu z mikrouszkodzeniami. Zachowanie materiaªu w procesach
quasistatycznych opisano z wykorzystaniem modelu plastyczno±ci, w którym
uwzgl¦dniono izotropowe wzmocnienie plastyczne, a osªabienie opisano przez
ewolucj¦ mikrouszkodze«. Przeprowadzono systematyczn¡ analiz¦ numeryczn¡
quasistatycznego rozci¡gania próbek stalowych. Zbadano problem lokalizacji
odksztaªce« plastycznych w problemie dynamicznego skr¦cania rurki jako za-
danie adiabatyczne w ramach teorii lepkoplastyczno±ci. Zastosowano opis pªy-
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4 Streszczenie

ni¦cia plastycznego z pasmami ±cinania w numerycznej analizie procesu kucia
matrycowego.

Mody�kacj¦ klasycznej metody najmniejszych kwadratów do oszacowania
parametrów materiaªowych w celu uniezale»nienia si¦ od bª¦dów pomiarowych
przedstawiono w rozdziale 8. U»yto ró»nych odpornych funkcji celu do porów-
nania ich wpªywu na oszacowanie staªych materiaªowych dla ró»nych modeli
materiaªu z mikropustkami. Nast¦pnie przedstawiono zmody�kowan¡ metod¦
optymalizacji globalnej i opisano algorytmy obliczeniowe u»yte do identy�kacji
funkcji materiaªowych.

Zagadnienia opisane w pracy dotycz¡ dwóch dziedzin: mechaniki materia-
ªów ci¡gliwych z ewolucj¡ mikrouszkodze« oraz metod identy�kacji funkcji ma-
teriaªowych w modelach nieliniowych, z konieczno±ci¡ porównywania i wyboru
najlepszego modelu. Wspólne uj¦cie obu dziedzin w niniejszej rozprawie pozwo-
liªo na opracowanie narz¦dzi do prawidªowego modelowania konstytutywnego i
poszerzyªo zakres analizowanych opisów materiaªów z mikropustkami. Wspóln¡
cech¡ wszystkich analizowanych przypadków jest problem identy�kacji staªych
materiaªowych w oparciu o dane do±wiadczalne.

W pracy zbadano natur¦ powstawania mikrouszkodze« i wykazano, »e ewo-
lucja mikrouszkodze« oraz interakcje mi¦dzy pustkami maj¡ decyduj¡cy wpªyw
na przebieg deformacji oraz na lokalizacj¦ odksztaªce« plastycznych i sposób
zniszczenia. Wykorzystano przy tym modele obliczeniowe: jednowymiarowe,
dwuwymiarowe (osiowosymetryczne) i trójwymiarowe. Stwierdzono, »e ewolu-
cja mikropustek jest przyczyn¡ niejednorodnego stanu odksztaªcenia i napr¦-
»enia, która bez jakichkolwiek imperfekcji geometrycznych i termicznych pro-
wadzi do lokalizacji odksztaªce« plastycznych i przyczynia si¦ w ko«cowej fazie
do caªkowitego zniszczenia. Zbadano wpªyw parametrów konstytutywnych, lo-
kalnych zmian wªasno±ci mechanicznych materiaªu osnowy na przebieg defor-
macji, rozkªad stanu odksztaªcenia i napr¦»enia oraz rozwój strefy lokalizacji
odksztaªce« plastycznych w postaci 'szyjki'. Przedstawiono podstawowe cechy
zjawiska powstawania i wzrostu mikrouszkodze«, przyczyny ich kierunkowego
rozwoju i przeprowadzono analiz¦ wzajemnego oddziaªywania mikrouszkodze«.
Wykazano decyduj¡c¡ rol¦ struktury materiaªu osnowy i wynikaj¡cego z niej
losowego charakteru zjawiska zniszczenia.

Otrzymane wyniki w peªni potwierdzaj¡ konieczno±¢ u»ycia odpornych
funkcji celu do identy�kacji staªych materiaªowych w oparciu o do±wiadcze-
nie oraz potrzeb¦ stosowania testów statystycznych do wyboru najlepszego
modelu.
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Wa»niejsze oznaczenia i skróty

W mechanice

E � moduª spr¦»ysto±ci materiaªu
F � tensor gradientu deformacji
I � macierz jednostkowa
f � potencjaª plastyczny
P � wektor kierunku plastycznego pªyni¦cia
IP � operator spr¦»ysto-plastyczny
σ � tensor napr¦»enia Cauchy'ego
τ � tensor napr¦»enia Kircho�a
d � tensor pr¦dko±ci deformacji
E � tensor odksztaªcenia Lagrange'a
e � tensor odksztaªcenia Eulera
E � przestrze« Banacha
V � przestrze« sko«czona
x, y, z � poªo»enie punktu w ukªadzie materialnym
g � tensor metryczny w kon�guracji aktualnej
r � promie« próbki o przekroju koªowym
t � czas procesu deformacji
u � wektor przemieszczenia punktu materialnego
υ � wektor pr¦dko±ci punktu materialnego
x � poªo»enie punktu w ukªadzie przestrzennym
∆ � przyrost zmiennej
Ξ � macierz staªych materiaªowych wzrostu mikrouszkodze«
ϑ � temperatura
κ � parametr wzmocnienia�osªabienia materiaªu osnowy
ν � wspóªczynnik odksztaªcenia postaciowego
Tm � czas relaksacji
ρ � g¦sto±¢ materiaªu
ξ � mikroporowato±¢
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10 Oznaczenia

W statystyce
∼ � ma rozkªad
F, f � funkcja rozkªadu prawdopodobie«stwa i g¦sto±ci

prawdopodobie«stwa
f(z; θ) � g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa rozkªadu o

niewiadomym wektorze parametrów θ
Pr(A) � prawdopodobie«stwo zdarzeniaA o odpowiednim

rozkªadzie
ϑ(rM ) � funkcja strat
EZ, µZ � ±rednia (warto±¢ oczekiwana) zmiennej losowejZ

dla g¦sto±ci f(Z)
V (Z) � warto±¢ przeci¦tna funkcji (Z − µZ)2

varZ, σ2
Z � wariancja zmiennej losowej Z

corr(X, Y ), ρXY � korelacja mi¦dzy X i Y
cov(X, Y ) � kowariancja
X̄ � ±rednia z próby
x, θ � wektor parametrów
θ̂ � warto±ci oszacowane lub estymator wektora

parametrów θ
L(θ) � funkcja wiarygodno±ci próby
N (µ, σ2) � rozkªad Gaussa (normalny) ze ±redni¡µ i

wariancj¡ σ2

P(ω) � rozkªad Poissona z parametrem ω
rM � losowy bª¡d M pomiarów
mM � wielko±ci mierzone w M obserwacjach
f(y| θ) � warunkowa funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa

dla wektora pomiaru y wzgl¦dem wektora
parametrów θ

yM � wielko±ci obserwowane w M obserwacjach b¦d¡ce
sum¡ wielko±ci mierzonychmM i losowego
bª¦du pomiaru rM

‖rM‖l2 � norma wektora bª¦dów (ró»nic) w przestrzeni l2
d−→ � zbie»no±¢ z rozkªadem

AIC � kryterium informacyjne Akaike'a
BIC � kryterium informacyjne Schwarca
MNK � metoda najmniejszych kwadratów
ML � maksymalna (najwi¦ksza) wiarygodno±¢

http://rcin.org.pl



Wst¦p 11

1. Wst¦p
1.1 Przedmiot pracy
W nowoczesnych rozwi¡zaniach technicznych wytrzymaªo±¢ wielu metali kon-
strukcyjnych poprawia si¦ przez wprowadzanie kontrolowanej ilo±ci twardych
wtr¡ce« lub specjaln¡ obróbk¦ termiczn¡ b¡d¹ chemiczn¡ materiaªu. W za-
le»no±ci od metody, wtr¡cenia wprowadza si¦ równomiernie lub wymusza si¦
ich skupianie w newralgicznych miejscach. Uzyskiwany rozkªad wtr¡ce« w ma-
teriale mo»e by¢ bardziej lub mniej jednorodny. Modelowanie konstytutywne
materiaªów z uwzgl¦dnieniem ró»nego udziaªu obj¦to±ciowego wtr¡ce« stwarza
du»e mo»liwo±ci projektowania nowych materiaªów o po»¡danych cechach wy-
trzymaªo±ciowych. Jednak wªa±nie te wtr¡cenia jako ¹ródªa niejednorodno±ci s¡
przyczyn¡ powstawania mikrouszkodze«, mikropustek, podczas zaawansowa-
nych odksztaªce« plastycznych. Do zrozumienia procesu p¦kania materiaªów,
jego zapobiegania i w miar¦ mo»liwo±ci do jego kontrolowania, konieczny jest
wªa±ciwy opis procesu powstawania pustek i powi¡zania go z podstawowymi
parametrami opisu deformacji ci¡gliwych materiaªów metalicznych. Opis zja-
wiska powstawania pustek podczas prostych prób deformacji (rozci¡ganie, ±ci-
skanie, skr¦canie i ±cinanie) oraz scharakteryzowanie tego zjawiska w terminach
mechanicznych jest po»¡dane z praktycznego punktu widzenia. W zjawisku po-
wstawania pustek istotny jest proces formowania si¦ pustek, ich umiejscowienie
(np: wewn¡trz ziaren lub na granicy ziaren), ich geometria (ksztaªt, wielko±¢)
i deformacja materiaªu otaczaj¡cego wtr¡cenia. Obecnie jest wiele obserwacji
zwi¡zanych z powstawaniem pustek w ró»nych materiaªach dla ró»nych sta-
nów obci¡»enia. Przegl¡d bada« do±wiadczalnych mo»na znale¹¢ w pracach
np. Pardoen i inni (2003) [166], Ragab (2004) [202]. Analityczne modele po-
wstawania i wzrostu mikropustek oraz porównanie rezultatów eksperymentów
z przewidywaniami teoretycznymi przedyskutowano w rozdziaªach 2.5 i 2.6.
W pracy analizuje si¦ powstawanie i rozwój mikropustek dla jednego rodzaju
materiaªu, tzn. stali, rozwa»ania jednak obejmuj¡ wspólne cechy tych zjawisk
i dotycz¡ równie» innych materiaªów metalicznych.

Zjawisko mikroporowato±ci jako ¹ródªo mikrouszkodze« wyst¦puje w wielu
metalach. W wielu przypadkach nie stanowi ono pierwszoplanowego przed-
miotu bada«, jednak»e ma znaczenie dla poznania procesów mechanicznych
zachodz¡cych w materiaªach i elementach konstrukcji.

Niniejsza praca dotyczy zagadnienia mikrouszkodze« i zlokalizowanych od-
ksztaªce« plastycznych w ciaªach staªych poddanych obci¡»eniom quasistatycz-
nym. Nieodwracalne odksztaªcenie w ci¡gliwym metalu, któremu towarzyszy
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12 Wst¦p

trwaªe uwalnianie energii, zachodzi w ko«cowym etapie przenoszenia oddzia-
ªywa« mechanicznych. Zanim pojawi si¦ p¦kni¦cie, wyst¦puje faza osªabie-
nia materiaªu, w której zmniejszaj¡ si¦ warto±ci parametrów wytrzymaªo±cio-
wych. Od momentu osi¡gni¦cia maksymalnej zdolno±ci przenoszenia obci¡»e«
do chwili zniszczenia wyst¦puje zjawisko zlokalizowanych odksztaªce« plastycz-
nych. Umiejscowienie, ksztaªt i szeroko±¢ strefy zlokalizowanych deformacji s¡
specy�czne dla danego procesu. W pracy opisano zjawisko zlokalizowanych od-
ksztaªce« plastycznych w próbie rozci¡gania, ±ciskania i skr¦cania. Wskazano,
jakie czynniki wpªywaj¡ na wymienione cechy zjawiska zniszczenia i ustalono,
jaka jest ich wra»liwo±¢ na dobór parametrów materiaªowych, warunki brze-
gowe, pocz¡tkowe i parametry �zyczne.

Zagadnienia identy�kacji parametrów materiaªowych stanowiªy przedmiot
bada« przeprowadzonych w ramach projektów badawczych: KBN 3 P 404 031
07 Opis zjawiska lokalizacji i zniszczenia w procesach plastycznego pªyni¦cia
(1995-1997), KBN 7 T 07A 00616 Numeryczna symulacja procesów plastycz-
nego pªyni¦cia z uwzgl¦dnieniem lokalizacji i zniszczenia przy obci¡»eniach dy-
namicznych (1999-2001) kierowanych przez profesora Piotra Perzyn¦. Rezul-
taty zamieszczono w rozdziale 6 zostaªy uzyskane w ramach tych projektów.
Rezultaty przedstawione w rozdziale 7 zostaªy uzyskane w ramach projektu:
PBZ KBN-102/T08/2003: �Opracowanie podstaw nowej technologii ksztaªto-
wania wyrobów z funkcjonalnych materiaªów trudno odksztaªcalnych�, koordy-
nowanego przez doc. dr hab. Ryszarda B. P¦cherskiego oraz w czasie realizacji
zadania kierowanego w IPPT PAN przez profesora Wojciecha K. Nowackiego
projektu PBZ KBN-096/T08/2003: �Technologie wytwarzania wyrobów z me-
tali i stopów o strukturze nanometrycznej� koordynowanego przez profesora
Krzysztofa Kurzydªowskiego.

1.2 Cel i zakres pracy
Celem bada« prezentowanych w rozprawie jest ustalenie wpªywu powstawania
i rozwoju mikropustek na makroskopow¡ deformacj¦ materiaªów metalicznych
oraz okre±lenie metod identy�kacji parametrów materiaªowych wyst¦puj¡cych
w opisie plastycznego pªyni¦cia materiaªów ci¡gliwych.

W pracy wykazano, »e uwzgl¦dnienie wzajemnego oddziaªywania mikro-
pustek, zwªaszcza w procesach quasi-statycznych, odgrywa decyduj¡c¡ rol¦ w
powstaniu i rozwoju obszaru zlokalizowanych odksztaªce« plastycznych prowa-
dz¡cych do zniszczenia.

Sformuªowano teoretyczny opis pªyni¦cia plastycznego materiaªów z mi-
krouszkodzeniami oraz rozwa»ono przydatno±¢ powszechnie stosowanego mo-
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delu Gursona do analizy zlokalizowanych odksztaªce« plastycznych materiaªów
wra»liwych na ci±nienie hydrostatyczne.

Przyj¦cie losowej natury zjawiska mikrouszkodze« uzasadniono przez wyka-
zanie rozkªadu cz¡stek drugiej fazy i rozkªadu wielko±ci tych cz¡stek w o±rodku.
Omówiono ¹ródªa losowo±ci rozkªadu mikropustek, przedstawiono ich znaczenie
i rol¦ wyboru funkcji strat (jako±ci dopasowania) w przebiegu procesu identy-
�kacji.

Obliczono parametry materiaªowe i ustalono zmienne charakteryzuj¡ce zja-
wisko pªyni¦cia plastycznego i zlokalizowanego odksztaªcenia plastycznego. Wy-
niki przedstawiaj¡ powstawanie i rozwój mikrouszkodze«. Potwierdzaj¡ wa»-
no±¢ traktowania zadania opisu mikrouszkodze« jako zagadnienia probabili-
stycznego. Odzwierciedlaj¡ �zyczne proporcje procesu nukleacji i wzrostu mi-
krouszkodze«. W poszczególnych przykªadach numerycznych badano wpªyw
parametrów materiaªowych wyst¦puj¡cych w opisie pªyni¦cia plastycznego i
ich zmiany na wynik ko«cowy danego problemu pocz¡tkowo-brzegowego. Wy-
kazano wpªyw wªasno±ci materiaªu osnowy na charakter rozwoju mikropustek.
Rezultaty numeryczne uzyskano z wykorzystaniem jedno-, dwu- i trójwymia-
rowych modeli obliczeniowych. Zwery�kowano rozwi¡zania przez porównanie z
dost¦pnymi rezultatami do±wiadczalnymi i rozwi¡zaniami numerycznymi po-
rowato±ci podczas odksztaªce« plastycznych.

W rozdziale 2 omówiono wªasno±ci mechaniczne metali ci¡gliwych z mi-
krouszkodzeniami na podstawie literatury. W rozdziale tym odwoªano si¦ do
wyników testów mechanicznych oraz obserwacji metalogra�cznych. W oma-
wianych eksperymentach skupiono uwag¦ na znaczeniu podstawowych proce-
sów deformowania ciaª z mikrouszkodzeniami i zlokalizowanych odksztaªce«
plastycznych. Omówiono poj¦cie porowato±ci oraz ewolucj¦ mikrouszkodze«
w metalach. Podano kryteria powstawania i wzrostu mikouszkodze« dla pro-
cesu quasi-statycznego jak i dynamicznego. Rozwa»ono aspekty matematyczne
i �zyczne wyró»niaj¡ce losow¡ natur¦ zjawiska. Omówiono efekty nukleacji i
wzrostu mikropustek, charakterystyczne dla deformacji w obszarze 'szyjki' w
zadaniu pocz¡tkowo-brzegowym osiowego rozci¡gania. Przedstawione w tym
rozdziale zagadnienia stanowi¡ motywacj¦ wyboru modelu konstytutywnego.

W rozdziale 3 podano matematyczne sformuªowanie warunku uplastycznie-
nia materiaªu z mikropustkami. Przyj¦to spr¦»ysto-plastyczny model osnowy.
Osªabienie materiaªu zostaªo zde�niowane jako zmniejszenie wytrzymaªo±ci na
skutek istnienia lub zarodkowania mikroporowato±ci w wyniku powstawania
i wzrostu mikropustek.

W rozdziale 4, przedstawiono sposób okre±lania stanu napr¦»enia w obsza-

http://rcin.org.pl



14 Wst¦p

rze zlokalizowanych odksztaªce« w postaci 'szyjki'. Opis zmiany porowato±ci w
procesie plastycznego pªyni¦cia zapisano w postaci równa« ewolucji i przedsta-
wiono je w rozdziale 5. Podano warunki gwarantuj¡ce poprawne postawienie
problemu ewolucji.

W rozdziale 6 przedstawiono sposób rozwi¡zania zadania lokalizacji od-
ksztaªce« niespr¦»ystych dla próby skr¦cania cienko±ciennej rurki stalowej. Do
rozwi¡zania zadania zastosowano metod¦ elementów sko«czonych.

W rozdziale 7 przedstawiono równania plastyczno±ci z udziaªem pasm ±ci-
nania i wyniki identy�kacji tych równa« w zadaniu nieswobodnego ±ciskania w
pªaskim stanie odksztaªcenia. Przedstawiono w nim sposób wery�kacji opisu
konstytutywnego z zastosowaniem wyników bada« do±wiadczalnych procesu
kucia matrycowego.

W rozdziale 8 przedstawiono ogólne sposoby de�niowania i formuªowania
problemu identy�kacji parametrów konstytutywnych dla ró»nych funkcji strat
odpornych na bª¦dy pomiarów. Omówiono metody oszacowania parametrów
danego modelu przyj¦tego do identy�kacji. Problem identy�kacji sformuªowano
w zale»no±ci od miary mikrouszkodze« i omówiono metod¦ optymalizacji oraz
sposób caªkowania numerycznego.

Analizowane zjawisko du»ych odksztaªce« niespr¦»ystych ujawnia wªa±ci-
wo±ci wyboru funkcji i staªych modelu konstytutywnego. Zagadnienie wyboru
modelu stanowi tre±¢ rozdziaªu 9. Podano tam sposób przeprowadzenia ana-
lizy wyboru i porównywania modeli. Wprowadzono poj¦cia modeli zagnie»d»o-
nych i niezagnie»d»onych. Na przykªadzie zagadnienia osiowego rozci¡gania
cylindrycznych próbek stalowych pokazano wpªyw i konieczno±¢ stosowania
wªa±ciwych testów statystycznych. Na wst¦pie podano wspólne dla prezento-
wanych zada« informacje o parametrach materiaªowych. Przyjmowano zró»ni-
cowane funkcje materiaªowe. Poszczególne przypadki obliczono z ró»n¡ liczb¡
parametrów de�niuj¡cych rozwój porowato±ci materiaªu. Osobnej analizie pod-
dano równanie ewolucji parametru porowato±ci w trakcie procesu osiowego
rozci¡gania, zwªaszcza podczas formowania i rozwoju strefy zlokalizowanych
odksztaªce« plastycznych w obszarze 'szyjki'. Omówiono zalety ª¡czenia ana-
lizy wyników i testów statystycznych. Rozwa»ono numeryczne aspekty procesu
identy�kacji parametrów dla materiaªu z mikrouszkodzeniami.

W kolejnym rozdziale podsumowano prezentowane wcze±niej wyniki obli-
cze« numerycznych. Podkre±lono konieczno±¢ stosowania odpowiednich metod
doboru parametrów. W zako«czeniu przedstawiono wnioski wynikaj¡ce z pre-
zentowanych rozwa»a« wraz z uwagami dotycz¡cymi dalszych bada«. Podsu-
mowano te» oryginalne wyniki zamieszczone w rozprawie.
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1.3 Omówienie stanu bada«
Zagadnienia rozwa»ane w rozprawie maj¡ charakter interdyscyplinarny. Caªo±¢
cytowanej tu bibliogra�i mo»na podzieli¢ na trzy zasadnicze dziaªy dotycz¡ce:
podstaw �zykalnych powstawania mikrouszkodze«, zagadnie« modelowania po-
wstawania mikropustek i problemów lokalizacji odksztaªce« w ciaªach staªych
oraz problemów identy�kacji parametrów i wyboru najlepszego modelu. Zagad-
nienia powstawania pustek i rozwój odksztaªce« plastycznych wokóª wtr¡ce«
sa przedmiotem rozwa»a« teoretycznych stanowi¡cych podstaw¦ stosownych
modeli matematycznych.

1.3.1 Podstawy �zykalne�omówienie testów laboratoryjnych
Okres intensywnych bada« do±wiadczalnych dotycz¡cych przyczyn powsta-
wania caªkowitego zniszczenia lub p¦kania w metalach przypada na drug¡
poªow¦ XX wieku. Nale»y podkre±li¢ znacz¡cy wkªad w t¦ dziedzin¦ uczo-
nych rosyjskich zwªaszcza w pocz¡tkowym okresie bada«. Z po±ród wielu pio-
nierskich prac nale»y wymieni¢ prac¦ L.M. Kachanov'a (1958) [102](wersja
ang. [103]), który pierwszy podaª opis p¦kania w materiaªach w procesie peª-
zania. Nast¦pnie Puttick (1959) [201] opisuje p¦kanie polikrystalicznych mate-
riaªów ci¡gliwych. Praca McClintocka (1968) [134] podaªa kryterium p¦kania
materiaªów z otworami (pustkami). Rice i Tracy (1969) [203] opisali wzrost
pustki/pustek w metalach w trójosiowym stanie napr¦»enia. Badania ekspery-
mentalne Gurlanda (1972) [85] dotycz¡ deformacji materiaªów zawieraj¡cych
wtopione twarde cz¡stki drugiej fazy, i pokazuj¡ powstawanie mikrop¦kni¦¢
w powi¡zaniu z tymi cz¡steczkami. Zjawisko to pojawia si¦ w materiaªach
poddanych ró»nym typom deformacji. Pustki te pojawiaj¡ si¦ jako p¦kni¦cia
(szczeliny) w cz¡stkach drugiej fazy lub dekohezji poª¡czenia cz¡stka-osnowa.
Typ pustek (ksztaªt i wielko±¢) zale»y od wzajemnego oddziaªywania ró»nych
parametrów mikrostruktury oraz od lokalnego stanu deformacji. W bardzo czy-
stych materiaªach (srebro, nierdzewna stal) bez ¹ródeª mikropustek, pustki
powstaj¡ w wyniku gromadzenia si¦ defektów punktowych. W wysokich tem-
peraturach zaobserwowano pustki na granicy ziaren. Podczas peªzania powsta-
wanie pustki zaobserwowano w tak zwanych �punktach potrójnych� ª¡czenia
si¦ ziaren (ang. triple points) oraz w powi¡zaniu z cz¡steczkami drugiej fazy
mieszcz¡cych si¦ blisko granicy lub na granicy ziaren jako rezultat wysokich
napr¦»e«. Pustki mog¡ równie» tworzy¢ si¦ w wyniku procesów dyfuzyjnych
na granicy ziaren, polegaj¡cych na dyfuzji kierunkowej jako rezultat lokalnych
napr¦»e«. Nie wszystkie cz¡steczki drugiej fazy s¡ ¹ródªem pustek. Cytowane
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powy»ej przykªady powstawania pustek pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e w materia-
ªach powszechnego zastosowania, deformowanych w temperaturze pokojowej,
powstawanie pustek wi¡»e si¦ z niejednorodno±ciami wynikaj¡cymi z istnienia
wtr¡ce« lub cz¡stek drugiej fazy. Wi¦kszo±¢ bada« eksperymentalnych podaje
jedynie rezultaty jako±ciowe, potwierdzaj¡ce wpªyw wtr¡ce« na tworzenie si¦
pustek. Brak jest miar ilo±ciowych tworzenia si¦ pustek i ich ewolucji a» do
powstania zniszczenia (rozerwania próbek i powstania powierzchni zniszcze-
nia). Wi¦kszo±¢ prac po±wi¦cona jest badaniu wpªywu pustek na ci¡gliwo±¢
metali (warto±¢ odksztaªcenia do zniszczenia) bez ustalania czynników inicju-
j¡cych i kontroluj¡cych powstawanie pustek. W wielu pracach eksperymen-
talnych po±wi¦conych badaniom powstawania pustek ustalono, »e decyduj¡cy
wpªyw maj¡ wielko±¢ i ksztaªt cz¡stek drugiej fazy, stan lokalnego napr¦»enia
i odksztaªcenia plastycznego. Istotne te» s¡ temperatura badania oraz stopie«
umacniania si¦ materiaªu w otoczeniu pustek (osnowy). P¦kanie wtr¡ce« ma
wpªyw na rodzaj zniszczenia, mo»e to by¢ zniszczenie kruche lub ci¡gliwe.
Mikrop¦kni¦cia typu Gri�th'ca s¡ ¹ródªem rozwoju makroskopowej kruchej
szczeliny natomiast wzrost plastyczny szczelin skutkuje w ich ª¡czeniu i two-
rzeniu si¦ zniszczenia ci¡gliwego. Dekohezja w warstwie mi¦dzy fazami, tak jak
i p¦kanie cz¡stek, równie» wyst¦puje cz¦±ciej w powi¡zaniu z du»ymi cz¡stecz-
kami drugiej fazy. Argon, Im i Safoglu (1975) [7] zale»no±¢ t¦ tªumacz¡, dla
stali 1045, wpªywem oddziaªywa« pomi¦dzy cz¡steczkami wi¦kszymi ni» wy-
miar ±redni b¦d¡cymi na mniejszej odlegªo±ci ni» ±redni odst¦p mi¦dzy nimi.

1.3.2 Problemy stacjonarno±ci i jednoznaczno±ci rozwi¡zania
zadania z mikrouszkodzeniami

Problemy stacjonarno±ci i jednoznaczno±ci rozwi¡zania zadania niespr¦»ystych
deformacji z osªabieniem (materiaªowym lub geometrycznym) w literaturze
formuªowano w zale»no±ci od u»ytego opisu konstytutywnego zachowania si¦
materiaªu. Zadania wykorzystuj¡ce modele konstytutywne niezale»ne od pr¦d-
ko±ci odksztaªce« posiadaj¡ t¦ cech¦, »e ich rozwi¡zania s¡ wra»liwe na wielko±¢
przyj¦tej siatki podziaªu na elementy sko«czone w obliczeniach numerycznych.
Wyeliminowanie lub osªabienie takiego wpªywu na rozwi¡zanie wymaga regu-
laryzacji. W pracach Sluysa (1992) [222, 223], Wanga (1997) [246] oraz Wang
i inni (1996) [247], �odygowski (1995) [125], (1994) [124] zostaªy porównane
zregularyzowane rozwi¡zania plastyczne.
Zadania wykorzystuj¡ce spr¦»ysto-lepkoplastyczny model materiaªu okazaªy
si¦ nie posiada¢ takiej wra»liwo±ci. Sformuªowanie spr¦»ysto-lepkoplastyczne,
wykorzystywano w wielu pracach np.: Loret i Prevost (1990) [120], Prevost i
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Loret (1990) [200], Nemes i E�ts (1990) [149], (1993) [148], Duszek-Perzyna
i Perzyna (1994) [60], Needleman (1988) [140], (1989) [141], Perzyna (1994)
[177], (1998) [179], �odygowski i Perzyna (1997) [127], [126], Malek-Madani i
Raouf (1999) [129]. Model spr¦»ysto-lepkoplastyczny u»yto tak»e do opisu po-
wstawania p¦kni¦¢ pod wpªywem obci¡»e« cyklicznie zmiennych (Dornowski
(1999) [53], Dornowski i Perzyna (2002) [58], [57]).
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2. Mechaniczne wªasno±ci metali ci¡gliwych
z mikrouszkodzeniami. Przegl¡d literatury

2.1 Do±wiadczalne obserwacje powstawania pustek
Do±wiadczalne badania dotycz¡ce deformacji materiaªu zawieraj¡cego wtr¡ce-
nia cz¡stek drugiej fazy pokazuj¡, »e wtr¡cenia i cz¡stki drugiej fazy s¡ ¹ródªem
powstawania mikrop¦kni¦¢ lub mikropustek, gdy materiaª podlega ró»nym ty-
pom deformacji. Mikropustki pojawiaj¡ si¦ jako p¦kni¦cia w cz¡steczkach lub
jako zerwanie poª¡czenia mi¦dzyfazowego cz¡steczka-osnowa. Aktualna morfo-
logia pustek w materiale zale»y od zwi¡zków ró»nych parametrów mikrostruk-
tury jak równie» od lokalnego stanu deformacji. W wysoce czystych strukturach
metalicznych, gdy brak jest cz¡stek drugiej fazy stwierdzono inne mechanizmy
powstawania mikropustek. Bauer i Wilsdorf (1973) [16] badali pasma srebra
i stali nierdzewnej na rozci¡ganie. Du»e pustki obserwowano przed rozwija-
j¡cymi si¦ szczelinami, przy braku materiaªowych nieci¡gªo±ci. W obszarach
tych jednak obserwowano wysok¡ g¦sto±¢ dyslokacji. Ashby, Ghandhi i Taplin
w pracy (1979) [11] sklasy�kowali i omówili obserwowane formy zniszczenia
materiaªów ci¡gliwych w zale»no±ci od zwi¡zanego z danym zniszczeniem na-
pr¦»eniem lub odksztaªceniem i temperatur¡, tworz¡c wykresy mechanizmów
zniszczenia danego materiaªu. Na rys. 2.1 pochodz¡cym z pracy Ashby i inni
(1979) [11] przedstawiono mo»liwe mechanizmy zniszczenia w materiaªach ci¡-
gliwych. W klasie materiaªów ci¡gliwych, do których ograniczono si¦ w rozpra-
wie, Ashby, Ghandhi i Taplin (1979) [11] wyodr¦bniaj¡ mechanizm zniszcze-
nia ci¡gliwego, który przedstawiono na rys. 2.2. Zniszczenie ci¡gliwe wedªug
Ashby'ego, Ghandhi'ego i Taplina (1979) [11] jest wynikiem powstawania mi-
kropustek w czasie procesu odksztaªcania, wzrostu mikropustek i wzajemnego
ich ª¡czenia.

Gardner i inni (1977) [75] badaj¡c beryl i pojedyncze krysztaªy »elaza usta-
lili, »e p¦kni¦cia inicjuj¡ si¦ w strukturze dyslokacji rozwijaj¡cej si¦ na brze-
gach granicy ziaren. Podczas peªzania w wysokich temperaturach obserwowano
tworzenie si¦ pustek na granicach ziaren jako rezultat wysokich napr¦»e« wy-
nikaj¡cych z niezgodno±ci zwi¡zanych z po±lizgiem na granicy ziaren. Kolejn¡
przyczyn¡ powstania pustek s¡ procesy dyfuzyjne na granicach ziaren, które
s¡ ¹ródªem powstawania i zanikania wakansji z dyfuzj¡ kierunkow¡ jako rezul-
tat napr¦»e« lokalnych. W materiaªach wytwarzanych przemysªowo tworzenie
si¦ pustek podczas deformacji w temperaturach pokojowych, jest przypisywane
istnieniu niejednorodno±ci w postaci rozproszonych wtr¡ce« lub cz¡stek drugiej
fazy. Wczesne prace Putticka (1959) [201] , Rogersa (1960) [207] , Crussarda
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Rys. 2.1. Klasy�kacja mechanizmów zniszczenia dla materiaªów ci¡gliwych w
próbach quasi-statycznego pªyni¦cia w temperaturze T≤ 0.3 Tt (Tt jest tem-
peratur¡ topnienia) z pracy Ashby, Gandhi i Taplin (1979) [11].

Rys. 2.2. Mechanizm zniszczenia ci¡gliwego z powstawaniem, wzrostem i ª¡-
czeniem si¦ pustek z pracy Ashby, Gandhi i Taplin (1979) [11].
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i inni (1959) [49] byªy pierwszymi badaniami pokazuj¡cymi rol¦ wtr¡ce« jako
¹ródeª dla powstawania pustek. Po tym okresie wielu badaczy badaªo materiaªy
zawieraj¡ce cz¡stki innej fazy. Brak jest jednak w dalszym ci¡gu wszechstron-
nych rezultatów ilo±ciowych zwi¡zanych z powstawaniem pustek. W przeszªo±ci
efekt cz¡stek drugiej fazy na zniszczenie ci¡gliwe byª spostrzegany albo tylko
jako±ciowo, albo jako proces zniszczenia ale w uproszczony sposób. Mówi¡c o
procesie zniszczenia rozwa»ano jedynie wzrost mikropustek i ich ª¡czenie si¦
w momencie zerwania próbek. W badaniach tych dyskutuje si¦ efekt cz¡stek
na ogóln¡ ci¡gliwo±¢ (odksztaªcenie do zniszczenia), a bardzo maªo mówi si¦ o
czynnikach, które kontroluj¡ powstawanie pustek.

W badaniach przyczyn tworzenia si¦ mikropustek wyró»nia si¦ takie wiel-
ko±ci (zmienne) jak: 1) wielko±¢ i ksztaªt cz¡stek drugiej fazy; 2) efekt stanu
napr¦»enia; 3) efekt odksztaªcenia plastycznego. Innymi zmiennymi branymi
pod uwag¦ s¡: 4) temperatura badania, 5) temperatura topnienia materiaªu
osnowy w zwi¡zku ze zmianami energii powierzchniowej na granicy faz i 6)
umacnianie si¦ materiaªu osnowy. Pewne rezultaty z tych bada« zostan¡ po-
dane poni»ej.

P¦kanie cz¡stek wi¡»e si¦ z rozpocz¦ciem kruchego lub ci¡gliwego p¦kania
w skali makroskopowej. W pracy Gaugulee i Gurland (1967) [74] zauwa»ono,
»e du»e cz¡stki drugiej fazy maj¡ tendencj¦ do p¦kania lub oddzielania si¦ od
osnowy we wczesnych etapach deformacji przed maªymi cz¡steczkami. Argon
i Im (1975) [5] ustalili jednak maª¡ korelacj¦ mi¦dzy wielko±ci¡ cz¡stek i lo-
kalnym odksztaªceniem. Gurland ze wspóªpracownikami (Gurland i Plateau
(1963) [84], Gaugulee i Gurland (1967) [74]) badali p¦kanie cz¡steczek krzemu
osadzonych w osnowie z aluminium i ustalili, »e prawdopodobie«stwo p¦kni¦cia
danej cz¡stki drugiej fazy przy danym poziomie napr¦»enia jest proporcjonalne
do pierwiastka kwadratowego ze ±rednicy tej cz¡stki. Broek (1974) [30] ustaliª,
»e w aluminium du»e wtr¡cenia p¦kaj¡ a maªe s¡ ¹ródªem pustek jako wy-
nik dekohezji, nawet przy bardzo du»ych odksztaªceniach plastycznych. Wiele
prac eksperymentalnych po±wi¦cone jest p¦kaniu cz¡stek w¦glanu wapnia (kar-
bidu) w stalach. Ustalono, »e p¦kanie wtr¡ce« jest kontrolowane stanem na-
pr¦»enia lub jest rezultatem lokalnego odksztaªcenia plastycznego lub kom-
binacj¡ obydwu. S¡ jednak prace wskazuj¡ce na fakt, »e liczba pop¦kanych
cz¡stek jest funkcj¡ odksztaªcenia, a nie napr¦»enia (Ashby i inni (1979) [11],
Ashby (1970) [10]). W pracach Fishera i Gurlanda (1981) [69, 70] dla stali
sferoidalnej okre±lono, »e rozkªad pop¦kanych cz¡stek na powierzchni znisz-
czenia w minimalnym przekroju rozci¡ganych próbek jest rozkªadem jednoli-
tym i jednostajnym, co wskazuje na zale»no±¢ powstawania p¦kni¦¢ cz¡stek
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od napr¦»e« ±cinaj¡cych, a nie od napr¦»e« rozci¡gaj¡cych, które malej¡ na
przekroju próbki od ±rodka do brzegu. Barnby (1967) [12] wykazaª, »e wy-
dªu»one (cylindryczne) cz¡steczki w¦glików wapnia i chromu w stali nierdzew-
nej p¦kaªy jako rezultat skoncentrowanych lokalnych napr¦»e« w cz¡steczkach
wywoªanych krzy»owaniem si¦ linii po±lizgu w osnowie. Autor ten wnioskuje,
»e odksztaªcenie w osnowie, jest odpowiedzialne za utworzenie si¦ krytycz-
nego skoncentrowanego napr¦»enia w cz¡steczce prowadz¡cego do jej p¦kania.
Lindley i inni (1970) [118] stwierdzili, »e wspóªczynnik ksztaªtu cz¡stek byª
czynnikiem geometrycznym, który wpªywaª na p¦kanie cz¡stek karbidu usytu-
owanych na granicy ziaren.

Podczas gdy, p¦kanie cz¡stek jest powszechnie obserwowane w pªaskich
i wydªu»onych wtr¡ceniach (maj¡cych wspóªczynnik ksztaªtu wi¦kszy ni» 1)
oraz tak»e w cz¡steczkach o zªo»onych ksztaªtach (np. skupiska sferoidalne
w stali) to dekohezja poª¡czenia cz¡steczka�osnowa, jest cz¦sto zwi¡zana z
cz¡steczkami maj¡cymi bardziej równomiern¡ geometri¦ lub sªabe poª¡cze-
nia mi¦dzyfazowe. Dekohezja miedzyfazowa cz¦sto zachodzi podczas ostatnich
etapów deformacji przy rozci¡ganiu, po wyst¡pieniu niestabilno±ci w formie
'szyjki' a w pewnych materiaªach zjawisko to wyst¦puje tu» przed zniszcze-
niem (patrz Broek (1974)[30]). Tak jak w przypadku p¦kania cz¡stek dekohe-
zja poª¡czenia mi¦dzyfazowego nast¦puje cz¦±ciej dla du»ych cz¡stek. Praca
potrzebna na utworzenie powierzchni swobodnej (pustki) na granicy mi¦dzy-
fazowej wtr¡cenie�osnowa ma wpªyw na nukleacj¦ pustki (pustek). Zmiany
wªasno±ci mechanicznych w pewnych systemach stopów znacz¡co zmieniaj¡
prac¦ adhezji (energii potrzebnej na pokonanie siª mi¦dzycz¡steczkowego przy-
legania i utworzenie powierzchni swobodnej). Przez dodanie kobaltu do niklu
zawieraj¡cego 2, 5% tlenków glinu, Hancock i Mackenzie (1976) [89] stwierdziª,
»e energia wi¡zania miedzyfazowego znacz¡co maleje co powoduje mniejsze ge-
nerowanie si¦ pustek i wzrost ci¡gliwo±ci w porównaniu do tego samego stopu
bez kobaltu. Cialone i Asaro (1979) [44] mierzyli zmian¦ nukleacji pustek w
cz¡steczkach w¦gla w stali 1045 poprzez nasycanie wodorem co powodowaªo
wzrost energii adhezji mi¦dzyfazowej cz¡steczka�osnowa. Podejmowano rów-
nie» próby okre±lenia zwi¡zku mi¦dzy przyªo»onym napr¦»eniem lub odksztaª-
ceniem plastycznym a nukleacj¡ wewn¦trznych pustek. Argon i Im (1975) [5]
stwierdzili, »e pustki tworz¡ si¦ na granicy mi¦dzyfazowej cz¡steczka�osnowa w
stalach sferoidalnych, stopach mied¹-chrom i nierdzewnych stalach typu 'mara-
ging', gdy kombinacja napr¦»e« na granicy mi¦dzyfazowej cz¡stka i plastycznie
deformuj¡ca si¦ osnowa, osi¡gnie krytyczn¡ wielko±¢ przy lokalnym rozci¡ganiu
hydrostatycznym.
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LeRoy i inni w pracy z 1981 [117] badali pustki w stali sferoidalnej i ustalili,
»e wymagane jest osi¡gni¦cie krytycznej warto±ci odksztaªcenia plastycznego
dla utworzenia si¦ pustki na granicy faz.

Fisher w pracy z 1980 [68] i w pracy wspólnej z Gurlandem z 1981 [69]
opublikowali ilo±ciowe wyniki eksperymentalnych bada« wi¡»¡ce pomiary od-
ksztaªce« plastycznych z modelem powstawania (nukleacji) i wzrostu mikro-
pustek. Rezultaty te wykorzystano w rozdziale 5 i w rozdziale 8.

Podsumowuj¡c, ustalono »e przyczynami powstawania pustek s¡: dyslo-
kacje, p¦kanie cz¡stek drugiej fazy i dekohezja mi¦dzy cz¡steczk¡ a osnow¡.
Efekty te s¡ brane pod uwag¦ w ró»nych modelach powstawania pustek. Cha-
rakterystyczne wªasno±ci tych modeli s¡ omówione i dyskutowane w rozdziale
2.5.

2.2 Rola pustek w aktualnych teoriach zniszczenia
Zrozumienie mechanizmów zniszczenia ci¡gliwego wymaga bada« mikromecha-
nizmów dziaªaj¡cych we wczesnych stadiach powstawania pustek. Aktualne
modele zniszczenia próbuj¡ powi¡za¢ mikrostruktur¦ z warunkami krytycz-
nymi tworzenia si¦ pustek i mikroszczelin oraz ich wzrostu. Poniewa» cz¡stki i
wtr¡cenia s¡ ¹ródªem w procesach powstawania pustek, warto wi¦c wymieni¢
pewne teorie, które wi¡»¡ obecno±¢ niejednorodno±ci w materiaªach polikrysta-
licznych z ró»nym kryteriami zniszczenia. Ritchie, Knott i Rice (model RKR
z 1973) [206] zaproponowali model zniszczenia kruchego, w którym podali za-
le»no±¢ mi¦dzy krytycznym napr¦»eniem rozci¡gaj¡cymσc i wspóªczynnikiem
odporno±ci na p¦kanie KIc. W stalach kruche p¦kanie (ang. cleavage) za-
chodzi poprzez p¦kanie cz¡stek cementytu na granicy mi¦dzy ziarnami. Wiele
prac wskazuje na fakt, »e cechy mikrostruktury nale»y uwzgl¦dnia¢ jako cz¦±¢
kryterium zniszczenia. Rozwijanie modeli powstawania pustek zawieraj¡cych
szczegóªy opisu mikrostruktury i warunki lokalne deformacji stanowi¡ wa»ny
krok w ulepszaniu teorii zniszczenia.

2.3 Deformacje lokalne w cz¡steczkach drugiej fazy
Cz¡steczki p¦kaj¡ lub oddzielaj¡ si¦ od osnowy jako rezultat lokalnego stanu
deformacji, który istnieje w otoczeniu niejednorodno±ci przyczyniaj¡cej si¦ do
powstania mikropustki. Warto±¢ napr¦»enia i odksztaªcenia w samych cz¡st-
kach o ró»nej geometrii i w otoczeniu cz¡stek byªy okre±lane w literaturze dla
specy�cznych warunków obci¡»enia i charakterystyk materiaªowych. Do tego
celu postulowano zarówno modele kontynualne, jak i mikromechaniczne.
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Problem spr¦»ystych wtr¡ce« w spr¦»y±cie deformuj¡cej si¦ osnowie byª
wszechstronnie badany dla dwuwymiarowych cz¡stek kulistych np.: Toya (1974)
[239] oraz tak»e dla trójwymiarowych cz¡stek o elipsoidalnej geometrii np.
Yo�e (1974) [248]. Jednak takich rozwi¡zania nie mo»na wykorzysta¢ do okre-
±lania napr¦»enia i odksztaªcenia odpowiadaj¡cych nukleacji pustki generowa-
nej spr¦»yst¡ inkluzj¡ osadzon¡ w plastycznie deformuj¡cej si¦ osnowie. Ko-
nieczne jest uwzgl¦dnienie efektu niejednorodno±ci wynikaj¡cej z faktu nie-
kompatybilno±ci skªadników. Problem dwuwymiarowego spr¦»ystego kulistego
wtr¡cenia w spr¦»ysto-plastycznej osnowie poddanej czystemu poprzecznemu
±cinaniu zostaª rozwi¡zany przez Huanga (1972) [96] z zastosowaniem metody
ró»nic sko«czonych. Argon w pracy (1976) [8] okre±liª, »e maksimum napr¦-
»enia na granicy faz wyst¦puje odpowiednio pod k¡tami 17 i120 do kierunku
gªównych napr¦»e«. Argon, Im i Safoglu w pracy (1975) [7] zastosowali metod¦
elementów sko«czonych dla przypadku spr¦»ysto-idealnie-plastycznego konti-
nuum poddanego ±cinaniu ze sztywnym koªowym wtr¡ceniem i ustalili, »e mak-
symalne napr¦»enia mi¦dzyfazowe s¡ póªtora razy wi¦ksze od odlegªych od
wtr¡cenia napr¦»e« ±cinaj¡cych w kierunku okre±lonym przez gªówn¡ o± roz-
ci¡gania. Autorzy pracy [7], podsumowuj¡c stwierdzili, »e napr¦»enie hydro-
statyczne, mo»e by¢ dodane bezpo±rednio do takiego rozwi¡zania aby otrzyma¢
rezultaty dla ogólnego stanu obci¡»enia. Takie dwuwymiarowe modele mog¡
by¢ u»yte do przybli»onego okre±lenia stanu napr¦»enia wokóª rzeczywistej sfe-
roidalnej cz¡steczki podczas plastycznych deformacji.

Ashby w 1966 [9] zaproponowaª model dyslokacyjny do okre±lania napr¦-
»e« mi¦dzyfazowych, generowanych w sferycznych cz¡steczkach osadzonych w
plastycznej osnowie spowodowanych napr¦»eniami resztkowymi (ang. back
stresses) z pryzmatycznej p¦tli dyslokacyjnej, które s¡ generowane na gra-
nicy faz w celu dostosowania niedopasowania pomi¦dzy czasteczk¡ a osnow¡.
Brown i Stobbs (1971) [32] zaproponowali model mikromechaniczny dla okre-
±lenia napr¦»e« resztkowych, przyjmuj¡c, »e najpierw nast¦puje pierwotny sys-
tem po±lizgu a nast¦pnie relaksacja w cz¡steczkach drugiej fazy (krzemionka) w
miedzi. Chang i Asaro (1981) [39] rozwin¡ª ten model na przypadek wielokrot-
nych po±lizgów. Obydwa modele wykorzystuj¡ metod¦ Eshelby'ego (1957) [66],
aby obliczy¢ odksztaªcenia spr¦»yste wewn¡trz i wokóª cz¡steczek wynikaj¡-
cych z maksymalnych warto±ci napr¦»e« mi¦dzyfazowych wzdªu» gªównego kie-
runku napr¦»enia rozci¡gaj¡cego i jednolitego napr¦»enia wewn¡trz cz¡steczek.
Shibata i Ono (1978) [219] rozszerzyª to rozwi¡zanie na przypadek wtr¡ce« elip-
soidalnych (jako przeciwstawienie sferoidalnym). Koncentracja napr¦»enia we-
wn¡trz i w otoczeniu wydªu»onych lub nieregularnych ksztaªtem wtr¡ce«, mo»e
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by¢ znacznie wi¦ksza ni» dla niejednorodno±ci sferycznych co okre±lano anali-
tycznie i potwierdzono eksperymentalnie np.: Edmonds i Beevers (1968) [62].
Rozwi¡zania mikromechaniczne dla tych wydªu»onych lub nieregularnych cz¡-
stek nie jest ªatwe gdy» brakuje wiedzy o lokalnych procesach deformacji, które
zachodz¡ w takich cz¡steczkach. W pracy Ashby, Gandhi i Taplin (1979) [11]
zaobserwowano równie» wpªyw dyfuzji (transportu) materiaªu z powierzchni
cz¡stek w kierunku granicy mi¦dzyfazowej. Mechanizm transportu masy jest
zªo»ony, ale decyduj¡cym wydaje si¦ by¢, narastanie g¦sto±ci dyslokacji na
granicy ziaren lub w samych cz¡steczkach drugiej fazy. W miejscach takich po-
wstaj¡ i powi¦kszaj¡ si¦ mikropustki w wyniku przemieszczania si¦ materiaªu
do miejsc s¡siednich, co pokazano na rys. 2.3 z pracy Ashby, Gandhi i Taplin
(1979) [11].

Rys. 2.3. Mechanizm dyfuzyjnego wzrostu pustek z pracy Ashby, Gandhi i
Taplin (1979) [11].

Najpowszechniej jest stosowany model Changa i Asaro (1981) [39] jako
najbardziej realistyczny i praktyczny dla okre±lania deformacji w sferycznych
cz¡steczkach cementytu (w¦glik »elaza) w stalach. Model nukleacji pustek w
rozdziale 5 jest oparty na ich rezultatach.
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2.4 Kryteria powstawania pustek
Istniej¡ce modele nukleacji pustek, mo»na pogrupowa¢, ze wzgl¦du na u»yte
kryterium powstawania pustek, na trzy kategorie. Modele wykorzystuj¡ce kry-
terium energetyczne, kryterium krytycznego lokalnego napr¦»enia lub kryte-
rium krytycznego lokalnego odksztaªcenia. W literaturze spotyka si¦ równie»
modele zawieraj¡ce elementy z wi¦cej ni» jednego kryterium, i przez to two-
rz¡ce kryterium bardzo zªo»one. Modele wykorzystuj¡ce kryterium energe-
tyczne okre±laj¡ powstanie p¦kni¦cia lub pustki, gdy zgromadzona energia
spr¦»ysta w otoczeniu cz¡stek drugiej fazy lub wtr¡cenia, jest równa lub wi¦k-
sza ni» energia wymagana do utworzenia powierzchni pustki. To kryterium
jest traktowane jako warunek konieczny (nie jest to warunek wystarczaj¡cy)
powstania p¦kni¦cia, pustki (otworu).

Kryterium krytycznego lokalnego napr¦»enia mówi, »e pustki utworz¡ si¦
gdy napr¦»enia normalne wewn¡trz cz¡steczek lub na granicy faz cz¡steczka�
osnowa osi¡gnie pewn¡ krytyczn¡ warto±¢, która przewy»sza wytrzymaªo±¢ na
p¦kanie cz¡steczki lub wytrzymaªo±¢ poª¡czenia mi¦dzyfazowego.

Model nukleacji pustek bazuj¡cy na kryterium krytycznego lokalnego od-
ksztaªcenia, dotyczy koncentracji du»ego odksztaªcenia, które mog¡ si¦ tworzy¢
w niedeformuj¡cych si¦ cz¡steczkach drugiej fazy w pªyn¡cej plastycznie osno-
wie. Takim obszarom skoncentrowanego lokalnie odksztaªcenia mo»e towarzy-
szy¢ narastanie dyslokacji mniej lub bardziej jednolicie rozªo»one nieci¡gªo±ci
przemieszcze« na granicy faz cz¡steczka�osnowa.

W ka»dym przypadku mamy do czynienia z du»ymi napr¦»eniami lokal-
nymi, które prowadz¡ do uformowania si¦ pustki.

2.5 Modele analityczne nukleacji pustek
Trzy kryteria nukleacji pustek odnosz¡ si¦ do takich wielko±ci �zycznych jak :
napr¦»enie, odksztaªcenie, energia spr¦»ysta, które wpªywaj¡ na warunki sprzy-
jaj¡ce powstawaniu pustek.

W±ród modeli analitycznych nukleacji pustek w literaturze najcz¦±ciej spo-
tyka si¦ modele:

A. P¦kania twardych, kruchych cz¡stek drugiej fazy podczas plastycznie
deformuj¡cej si¦ osnowy (modele mikromechaniczne). Modele opracowane w
pracach McClintocka np.: (1971) [135] lub Argona (1976) [8].

B. Dekohezja poª¡czenia cz¡steczka�osnowa. Model ten zainicjowaª swo-
imi pracami Ashby (1970) [10] a nast¦pnie Brown i Embury w pracy (1973)
[33] oraz Argon ze wspóªpracownikami w pracach (1975) [5, 7] (na bazie prac
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Ashby'ego).
C. P¦kania cz¡stek sferycznych znajduj¡cych si¦ w pobli»u lub na granicy

ziaren. Modele takie rozwa»aª Fisher w pracy (1980) [68] jako model a) dla
sferoidalnej pustki w jednorodnej izotropowej osnowie oraz model b) dla sfero-
idalnej pustki na granicy ziaren.

2.6 Modele analityczne wzrostu pustki/pustek
2.6.1 Opis Rice'a i Traceya wzrostu pustek
Wzrost wyizolowanej pustki z uwzgl¦dnieniem zmian jej ksztaªtu, byª przed-
miotem analiz w wielu pracach np: Rice i Tracey (1969) [203], Budiansky i inni
(1982) [36] oraz McClintock (1968) [134].
W pracy Rice'a i Traceya [203] z 1969 roku szczegóªowo analizowano wzrost
pustki sferycznej lub cylindrycznej w próbie rozci¡gania. W pracy [203] rozwa»a
si¦ pojedyncz¡ wyizolowan¡ sferoidaln¡ lub cylindryczn¡ pustk¦ (istniej¡c¡ lub
reprezentuj¡c¡ sum¦ pustek o tej samej ª¡cznej obj¦to±ci) o powierzchniSV i
promieniach R1, R2 i R3 w kierunkach gªównych. Pustka znajduje si¦ w ciele
o du»ych rozmiarach (pustka bardzo maªa w porównaniu z wymiarami ciaªa)
z nie±ci±liwego sztywno-plastycznego materiaªu (bez wzmocnienia i ze wzmoc-
nieniem). W aktualnej chwili na materiaª dziaªa jednolite, oddalone od pustki,
pole pr¦dko±ci odksztaªcenia ε̇∞ij . Rozwa»a si¦ jedynie stan napr¦»enia i od-
ksztaªcenia oraz ksztaªt pustki posiadaj¡cy osiow¡ symetri¦ (pustki sferyczne
i cylindryczne). Zagadnienie formuªuje si¦ w sposób wariacyjny a na poszuki-
wane aktualne pole pr¦dko±ci w takim materiale, nakªada si¦ warunek nie±ci-
±liwo±ci i zgodno±ci z polem pr¦dko±ci odksztaªcenia ε̇∞ij oddalonym od pustki
wyra»onymi warunkami:

1
2
(u̇i,j + u̇j,i) = ε̇ij −→ ε̇∞ij gdy xixi −→∞

ε̇ii = 0.

Poszukuje si¦ zale»no±ci zmiany wymiarów pustki dla zaªo»onego pola ε∞ij .
Rozwi¡zanie szczególne otrzymuje si¦ stosuj¡c metod¦ Rayleigha-Ritza i ogra-
niczaj¡c si¦ do materiaªu sztywno-idealnie plastycznego przyjmuj¡c, »e odlegªe
od pustki pole pr¦dko±ci odksztaªcenia ε̇∞ij , naªo»one na ciaªo z pustk¡, powo-
duje jego rozci¡gni¦cie z pr¦dko±ci¡ ε̇∞11 = ε̇ w kierunku x1 i kurczenie si¦ z
pr¦dko±ciami ε̇∞22 = ε̇∞33 = −1

2 ε̇ w kierunku x2 i x3 , (tak jak to pokazano na
rysunku 2.4)
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Rys. 2.4. Pustka osiowosymetryczna w polu oddalonego napr¦»enia rozci¡ga-
j¡cego powoduj¡cego jej wzrost z pr¦dko±ci¡ ε̇1 = ε̇ wzdªu» osi x1 oraz z pr¦d-
ko±ciami ε̇2 = ε̇3 = −1

2 ε̇ w pozostaªych dwóch kierunkach gªównychx2 i x3

Aproksymacja wariacyjna przyj¦tego nie±ci±liwego pola pr¦dko±ci pozwala roz-
ªo»y¢ dowolne pole pr¦dko±ci na trzy cz¦±ci :

u̇i = ε̇∞ij xj + Du̇V
i + Eu̇S

i ,

gdzie D i E peªni¡ rol¦ staªych. Pierwszy wyraz powy»szej zale»no±ci reprezen-
tuje pole pr¦dko±ci b¦d¡ce rezultatem jednolitego pola pr¦dko±ci odksztaªcenia
ε̇∞ij , które speªnia warunki brzegowe na zewn¦trznej powierzchni ciaªa. Wyraz
drugi to pole pr¦dko±ci odpowiadaj¡ce zmianie obj¦to±ci pustki bez zmiany
ksztaªtu. Wyraz ostatni reprezentuje pole pr¦dko±ci, które zmienia ksztaªt
pustki bez zmiany jej obj¦to±ci i zanika z odlegªo±ci¡ od pustki. Cz¦sto wyko-
rzystywanym wnioskiem z tego rozkªadu, jest to »e pole pr¦dko±ci w otoczeniu
pustki mo»na rozªo»y¢ na cz¦±¢ zmieniaj¡c¡ ksztaªt pustki i cz¦±¢ zmienia-
j¡c¡ jego obj¦to±¢. W pracy Rice'a i Traceya (1969) [203] stwierdzono, »e dla
±rednich i du»ych napr¦»e« hydrostatycznych σ∞kk (σ∞kk > 1

2σy), gdzie σy jest
napr¦»eniem uplastycznienia materiaªu otaczaj¡cego pustk¦, decyduj¡cy jest
czªon obj¦to±ciowego wzrostu pustki. W przypadku ogólnym, wzgl¦dna pr¦d-
ko±¢ wzrostu pustki sferycznej o promieniuR w jednym z kierunków gªównych
daje si¦ wyrazi¢ w postaci

Ṙl

Rl
= Cε̇∞l + D ˙̄ε∞,

http://rcin.org.pl



Opis materiaªu z mikrouszkodzeniami 29

gdzie l = I, II, III, ˙̄ε∞ =
√

2
3 ε̇∞ij ε̇∞ij , C jest wspóªczynnikiem uwzgl¦dniaj¡cym

zwi¦kszon¡ pr¦dko±¢ powi¦kszania si¦ pustki w kierunku przyªo»onego pola
pr¦dko±ci odksztaªcenia ˙̄ε∞11 (zale»y od stosunku R33/R11) i wªasno±ci umac-
niania si¦ otaczaj¡cego pustk¦ materiaªu. C jest liczb¡ z przedziaªu <5

3 , 2>
( 5

3 dla du»ego wzmocnienia, 2 przy wysokim ci±nieniu trójosiowym i du»ym
wzmocnieniu) a D jest funkcj¡ napr¦»enia hydrostatycznegoσ∞kk i dla prostego
rozci¡gania wynosi

D = 0.283 exp

(√
3σ∞kk

2τ0

)
.

Natomiast dla materiaªu bez wzmocnienia i przypadku osiowego rozci¡gania
w pracy Rice'a i Traceya (1969) [203] otrzymano

D = 0.558 sinh

(√
3σ∞kk

2τ0

)
+ 0.008 cosh

(√
3σ∞kk

2τ0

)
,

gdzie τ0 jest napr¦»eniem pªyni¦cia przy ±cinaniu. Tak wi¦c z postaci równania
na Ṙl

Rl
otrzymanego przez Rice'a i Traceya (1969) [203] wida¢, »e wzgl¦dna

pr¦dko±¢ wzrostu pustki Ṙ/R wynika z naªo»enia si¦ efektu hydrostatycznego
rozci¡gania na odlegªe jednolite pole pr¦dko±ci deformacji plastycznych ε̇∞ij .
Z okre±lonej przez Rice'a i Traceya (1969) [203] zmiany wymiarów pustki, w
czasie deformowania si¦ ciaªa, mo»emy okre±li¢ zmian¦ jej obj¦to±ci

V̇

V
=

ṘI

RI
+ 2

ṘII

RII
.

W zagadnieniu wzrostu pustek wa»ny jest równie» efekt wzajemnego ich od-
dziaªywania. Jako±ciowo efekt ten byª okre±lany w pracach: Needleman (1972)
[138], Tracey (1971) [240], Nemat-Nasser i Taya (1977) [147], Andersson (1977)
[4] oraz wielu innych. W pracy Needlemana (1972) [138] badano numerycznie
efekt wzrostu wzajemnie oddziaªywuj¡cych dwukierunkowo rozªo»onych cy-
lindrycznych pustek. Przyj¦te przez Needlemana (1972) [138] dwukierunkowa
okresowo±¢ wyst¦powania pustek i symetria ksztaªtu pustek, pozwalaj¡ powy»-
szy problem dla caªego ukªadu pustek, zredukowa¢ do problemu jednej komórki
z pustk¡, która ma dwie osie symetrii. Autor pracy [138] dopuszcza takie de-
formacje, które nie deformuj¡ linii bocznych komórki oraz zachowuj¡ symetri¦
caªego systemu. Dla ka»dego przyrostu obci¡»enia poszukiwano pola pr¦dko±ci
minimalizuj¡cego funkcjonaª opisuj¡cy postawiony problem (kryterium jedno-
znaczno±ci Hilla) dla du»ych deformacji i �zycznej nieliniowo±ci. Rozwi¡za-
nia poszukiwano przy pomocy metody elementów sko«czonych. Wyniki pracy
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Needlemana (1972) [138] oraz prac: Tracey (1971) [240], Nemat-Nasser i Taya
(1977) [147], Andersson (1977) [4] wskazuj¡ na to, »e:

a) pustki przyspieszaj¡ moment osi¡gni¦cia przez obci¡»enie maksymalnej
granicznej warto±ci oraz redukuj¡ znacznie caªkowite odksztaªcenie;

b) analiza stanu odksztaªcenia i napr¦»enia wokóª pustki pozwala wyznaczy¢
obszary uplastycznienia materiaªu wokóª niej oraz stwierdzi¢ obszary od-
ci¡»ania;

c) wzajemne oddziaªywanie pustek przyspiesza ich wzrost;

d) stosowane metody opisuj¡ prawidªowo sam pocz¡tek zmiany odlegªo±ci
mi¦dzy pustkami wraz z odksztaªceniem i nie s¡ w stanie okre±li¢ mo-
mentu ª¡czenia si¦ pustek.

Model komórki z pustk¡ Rice'a i Traceya z 1969 mo»na wykorzysta¢ w
modelu komórkowym materiaªu porowatego Gursona. W przypadku prostego
rozci¡gania wzrost pustki/pustek w obj¦to±ci materiaªu, w funkcji promienia
pustki sferycznej wedªug Rice'a Traceya ma posta¢:

dR

R
= 0.283 exp

(
3ΣH

2Σe

)
dEp

e ,

gdzie R jest aktualnym promieniem pustki, ΣH , Σe i Ep
e s¡ odpowiednio od-

legªym od pustki napr¦»eniem hydrostatycznym, napr¦»eniem efektywnym i
efektywnym odksztaªceniem plastycznym w oznaczeniach Gursona (globalnych
dla agregatu).

Powy»sze równanie Rice'a Traceya na dR
R mo»na scaªkowa¢ i przyjmuj¡c,

»e obj¦to±¢ pustki V = 4
3πR3 przedstawi¢ je w postaci

ln
(

V

V0

)
= 3 · 0.283

∫ Ep
e

Ep
e0

exp
(

3ΣH

2Σe

)
dEp

e ,

gdzie V jest obj¦to±ci¡ pustki przy odksztaªceniu Ep
e a V0 jest pocz¡tkow¡

obj¦to±ci¡ pustki dla Ep
e0.

Dla komórki z pustk¡ parametr porowato±ci jest okre±lony z de�nicji jako
ξ = Vpustki

Vkomórki
a jego przyrost (ξ̇ = V̇pustki

Vkomórki
(1− ξ)) jest okre±lony w przybli»eniu

jako
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dξ ≈ dVpustki
Vkomórki

= 3ξ
dR

R
.

Podstawiaj¡c dR
R otrzymane z modelu Rice'a i Traceya do powy»szego otrzy-

mujemy

dξ = 0.849 ξ exp
(

3ΣH

2Σe

)
dEp

e .

Opracowano ró»ne mody�kacje modelu Rice'a i Traceya wzrostu pustek, dla
ró»nych przedziaªów ci±nienia hydrostatycznego, które okre±laj¡ ró»ne zwi¡zki
na dR

R . Model Rice'a i Traceya zmody�kowany przez np. Huanga (1991) [97]
pozwala okre±li¢ przyrost obj¦to±ci pustki wedªug zale»no±ci

dξ = 1.281 ξ
(

ΣH
Σe

) 1
4 exp(3ΣH

2Σe
)dEp

e dla ΣH
Σe

≤ 1;

dξ = 1.281 ξ exp
(

3ΣH
2Σe

)
dEp

e dla ΣH
Σe

> 1.

Porównuj¡c opis stabilnego wzrostu pustek zaproponowany przez Rice'a i Tra-
ceya z innymi modelami np. modelem Gursona lub zmody�kowanym modelem
Gursona-Tvergaarda-Needlemana mo»na stwierdzi¢ pewn¡ zgodno±¢ rezulta-
tów. Model Rice'a i Traceya jednak nie jest tak dokªadny jak modele oparte na
modelu Gursona. Prawdopodobnie jest to wynik pomijania efektu sko«czonej
obj¦to±ci komórki w modelu Rice'a i Traceya. Efekt ten ma znaczenie gdy wiel-
ko±¢ pustek jest wystarczaj¡co du»a w porównaniu z komórk¡. Przypadki takie
odbiegaj¡ od sytuacji zaªo»onej w modelu, »e pustki rosn¡ w o wiele wi¦kszym
ciele ni» pustka.

2.7 Modele ª¡czenia si¦ pustek
Ko«cowym etapem wzrostu s¡siaduj¡cych ze sob¡ pustek jest ich ª¡czenie. Brak
jest do tej pory peªnego wyja±nienia tego zjawiska. Jako kryterium ª¡czenia
s¡siaduj¡cych pustek przyjmuje si¦ kryterium krytycznej odlegªo±ci do której
zbli»aj¡ si¦ wzrastaj¡ce pustki (patrz np. prace: Ashby i inni (1979) [11] oraz
Brown i Embury (1973) [33]). Wtedy odksztaªcenie rzeczywiste potrzebne do
wytworzenia ª¡czenia si¦ pustek w przybli»eniu wynosi:

εc ' 1
C∗ ln

(
α

(
1√
ξ0

)
− 1

)
,
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gdzie C∗ jest liczb¡ okre±laj¡c¡ o ile pr¦dko±¢ wydªu»ania si¦ pustki osadzonej
w osnowie jest wi¦ksza od pr¦dko±ci wydªu»ania próbki, C∗ ∈< 1, 2 >, α
jest liczb¡ blisk¡ jedno±ci a ξc

0 stanowi wzgl¦dn¡ obj¦to±¢ cz¡stek drugiej fazy
(wtr¡ce«). Kryterium to wyprowadzono z analizy zachowania si¦ s¡siaduj¡cych
pustek w polu deformacji jednorodnych bez uwzgl¦dnienia wpªywu niestabil-
no±ci makroskopowych w formie szyjki lub pasma ±cinania, które znacz¡co
wpªywaj¡ na tworzenie si¦ pustek i ich wzrost, a zlokalizowane pasmo ±cinania
mo»e samo powodowa¢ ª¡czenie si¦ nawet maªych pustek. Tak wi¦c, zjawisko
ª¡czenia pustek wskazuje na silne sprz¦»enie efektów makro oraz efektów skali
mikro. Wzór powy»szy dla εc stanowi jednak dobre przybli»enie rezultatów
dla stopów ci¡gliwych, co stwierdzono w pracy Brown i Embury (1973) [33],
dla których w obszarze szyjki tworz¡ si¦ liczne i du»e pustki. W pracach
Brown i Embury (1973) [33], Goods i Brown (1979) [82] oraz Andersson (1977)
[4] stwierdzono, »e ª¡czenie pustek w materiaªach ci¡gliwych nast¦puje gdy
wzgl¦dna miara obj¦to±ciowa pustek ξ osi¡ga warto±¢ ξ = ξª¡cz z przedziaªu
( 0.15 - 0.25). Te warto±ci graniczne dla ξ uwzgl¦dniono przy mody�kacji mo-
delu Gursona dla materiaªu z pustkami w pracach np.: Tvergaarda (1982) [241,
242] i Tvergaarda z Needlemanem (1984) [243]. W tych pracach Tvergaard i
Needleman wprowadzaj¡ do modelu funkcj¦ porowato±ciξ∗ = f(ξ) (w pracach
Tvergaard (1982) [242], Tvergaarda z Needlemanem (1984) [243] oznaczon¡
jako f∗):

ξ∗(ξ) = ξ gdy ξ ≤ ξc i ξ∗(ξ) = ξc +
ξ∗u − ξ

ξF − ξc
gdy ξ > ξc,

gdzie ξc jest krytyczn¡ warto±ci¡ parametru dla której nast¦puje ª¡czenie
pustek co powoduje nagªe zmniejszenie zdolno±ci przenoszenia napr¦»e« przez
osnow¦ natomiast przez ξF oznaczono warto±¢ ξ przy caªkowitej utracie i braku
zdolno±ci przenoszenia napr¦»enia przez materiaª osnowy. Caªkowita utrata
zdolno±ci przenoszenia napr¦»enia przez ciaªo osi¡gana jest gdy

ξ∗ = ξ∗u =
2
3
.

W pracach Tvergaarda i Needlemana (1984) [243], Needleman i Tvergaard
(1984) [145] wzrost porowato±ci w wyniku ª¡czenia si¦ pustek modelowany
jest nie jako wydzielona cz¦±¢ w ewolucji porowato±ci lecz przez funkcj¦ li-
niow¡ nadwy»ki ponad porowato±¢ ξc (opis ª¡czenia pustek rozpoczyna si¦,
gdy ξ = ξc). Jest to warto±¢ progowa dla ξ, w której nast¦puje znaczny wzrost
pr¦dko±ci przyrostu porowato±ci a przez to, w punkcie tym nast¦puje zaªama-
nie krzywej: ξ − ε̄p, porowato±¢-ekwiwalentne odksztaªcenie plastyczne, co nie
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jest uzasadnione teoretycznie ani eksperymentalnie. Zmiana warto±ci porowa-
to±ci spowodowana ª¡czeniem si¦ pustek powinna wynika¢ w sposób gªadki z
prawa ewolucji pustek.

Zlokalizowanie si¦ pªyni¦cia plastycznego do obszaru mi¦dzy pustkami ozna-
cza pocz¡tek ª¡czenia si¦ pustek, gdzie efekty lokalnych oddziaªywa« decy-
duj¡ o reakcji globalnej. W celu opisu tych efektów, w wielu pracach, wybrano
wielko±¢ krytycznej porowato±ci, która ma zapewnia¢ zgodno±¢ przewidywa«
modelu ci¡gªego z przewidywaniami modeli komórkowych. Analiza tych prac
pozwala stwierdzi¢, »e wielko±¢ ξc zale»y od porowato±ci pocz¡tkowej ξ0, histo-
rii napr¦»enia, wªasno±ci umacniania si¦ materiaªu osnowy i rozkªadu pustek
w materiale. Obliczenia przeprowadzone w pracach: Becker i inni (1988) [18],
Koplik i Needleman (1988) [107], pokazaªy, »e krytyczneξc jest funkcj¡ porowa-
to±ci pocz¡tkowej ξ0, nie zale»y jednak w sposób istotny od trójosiowo±ci stanu
napr¦»enia lub wªasno±ci mechanicznych osnowy. Nale»y jednak podkre±li¢, »e
rezultaty Koplika i Needlemana (1988) [107] wskazaªy na fakt, »e warto±¢ξc sil-
nie zale»y od rozkªadu przestrzennego pustek, który jest okre±lany w tej pracy
przez wspóªczynnik ksztaªtu komórki. Podobne rezultaty otrzymano w pracy
Becker i inni (1988) [18], gdzie stosowano komórki sze±cienne, które nale»y
traktowa¢ jako reprezentuj¡ce jednolity (równomierny) rozkªad.

2.8 Efekt ksztaªtu cz¡steczek drugiej fazy i wzajemnego ich
oddziaªywania na powstawanie pustek

2.8.1 Wpªyw ksztaªtu cz¡stek drugiej fazy
P¦kaj¡ce cz¡steczki drugiej fazy (wtr¡cenia) s¡ dominuj¡c¡ form¡ tworzenia
pustek w stali o du»ej zawarto±ci w¦gla 1.05%C. W stalach o zawarto±ci w¦-
gla 0.17%C (stal B w eksperymencie Fishera (1980) [68] i Fishera i Gurlanda
(1981) [69]) cz¦±ciej jednak zachodzi zjawisko dekohezji. Pop¦kane cz¡steczki
charakteryzuj¡ si¦ tym, »e s¡ to cz¡steczki dªugie o nieregularnej geometrii.
Pªaszczyzna przeªomu jest zwykle prostopadªa do przyªo»onego kierunku roz-
ci¡gania. Dla cz¡stek niesferycznych, model nukleacji oparty na jednolitym
krytycznym napr¦»eniu relaksacyjnym na granicy faz, nie zawsze jest wªa±ciwy.
Odzwierciedla to skrajny przypadek dªugich cz¡stek. Dla takich cz¡stek w mo-
delach przyjmuje si¦ jawnie, »e caªkowita relaksacja napr¦»enia nast¦puje na
ko«cach cz¡stek, gdy nie ma relaksacji napr¦»enia wzdªu» cz¡stki, który ro-
±nie liniowo z odlegªo±ci¡ od ko«ców. W rzeczywisto±ci pewna relaksacja musi
zachodzi¢ wzdªu» granicy faz, lecz nie musi ona by¢ jednolicie równomierna
na dªugo±ci. Podobnie jest dla cz¡stek elipsoidalnych, relaksacja nie musi by¢
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równomierna a pola spr¦»yste w cz¡steczce i wokóª takich cz¡stek, mog¡ by¢
okre±lane na bazie rozwi¡za« Eshelby'ego dla którego zakªada si¦ jednolit¡
transformacj¦ stanu odksztaªcenia od ko«ców cz¡steczki do jej ±rodka (pola
spr¦»yste wewn¡trz cz¡steczki nie b¦d¡ dalej jednolite) a napr¦»enia b¦d¡ za-
le»aªy od szczegóªów relaksacji na poª¡czeniu cz¡steczka�osnowa. Przybli»one
kryterium p¦kania cz¡stek, bazuj¡ce na modelu stabilno±ci energetycznej, za-
proponowane dla dekohezji poª¡czenia mi¦dzyfazowego zakªada, »e caªkowite
maksymalne napr¦»enie osiowe na przekroju poprzecznym cz¡steczki wynika z
nast¦puj¡cych napr¦»e«: przyªo»onego napr¦»eniaσA

zz na brzegach i wewn¦trz-
nego napr¦»enia σS

zz, które powstaj¡ jako rezultat napr¦»e« resztkowych i prze-
kazywania obci¡»e«. Je»eli przyjmiemy, »e pªaszczyzna p¦kni¦cia w cz¡steczce
jest kolista o promieniu a0, wtedy energia wyzwolona przez p¦kni¦cie mo»e
by¢ okre±lona z postaci wspóªczynnika intensywno±ciKI dla pustki (szczeliny)
typu dyskowego 'ang. penny shaped'. Zjawisko p¦kania cz¡stek w porównaniu
z dekohezj¡ jest bardzo czuªe na wielko±¢ energii potrzebnej do utworzenia
nowej powierzchni wewn¡trz ukªadu. Dla maªych warto±ci energii poª¡czenia
cz¡steczka�osnowa, preferowana jest dekohezja, podczas gdy dla du»ych warto-
±ci przewidywane jest p¦kanie cz¡stek. Dla wydªu»onych i regularnych cz¡stek,
mo»liwo±¢ wyst¡pienia du»ych napr¦»e« wewn¦trznych wynikaj¡cych z przeno-
szenia obci¡»e« towarzysz¡cych niejednolitej relaksacji mo»e podwy»szy¢σS

zz

do warto±ci, które sprzyjaj¡ p¦kaniu cz¡stek. P¦kanie wzdªu» s¡siednich blisko
i podobnie zorientowanych granic faz pomi¦dzy cz¡steczkami, mo»e równie»
by¢ uprzywilejowane dzi¦ki temu, »e tym pªaszczyznom odpowiadaj¡ mniejsze
warto±ci powierzchniowej energii swobodnej cz¡stek, osnowy i poª¡czenia.

2.8.2 Oddziaªywanie wzajemne cz¡stek
Obserwacje opisane w pracy Cialone i Asaro (1979) [44] oraz w innych pracach
wskazuj¡ na fakt, »e wiele pustek jest zwi¡zanych z wi¦cej ni» z jedn¡ cz¡steczk¡
drugiej fazy. Nale»y bra¢ pod uwag¦ fakt, »e pewne pustki tworz¡ si¦, wzra-
staj¡c gwaªtownie, co jest wynikiem oddziaªywa« wzajemnych s¡siaduj¡cych
cz¡stek. Argon, Im i Safoglu w pracy (1975) [7] badaj¡ wzrost intensywno±ci
napr¦»enia na granicy miedzyfazowej cz¡stka�osnowa spowodowanej nakªada-
niem si¦ obszarów plastycznych blisko poªo»onych cz¡stek. Podobne rozwa»ania
mo»na zastosowa¢ do modeli nukleacji pustek w otoczeniu blisko s¡siaduj¡cych
cz¡stek. Jednak mechanizm relaksacji i samo pole deformacji musi uwzgl¦dnia¢
fakt, »e odst¦p mi¦dzy cz¡steczkami b¦dzie si¦ zmieniaª w zgodzie z przyªo-
»onymi odlegªymi odksztaªceniami na brzegach ciaªa. Mo»na wykaza¢, »e dla
cz¡stek blisko poªo»onych wzdªu» osi rozci¡gania próbki, odst¦py mi¦dzy cz¡-
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steczkami b¦d¡ wzrasta¢ z wi¦ksz¡ pr¦dko±ci¡ ni» powi¦kszanie si¦ obszarów
plastycznych s¡siaduj¡cych cz¡stek. Napr¦»enie pªyni¦cia w obszarze osnowy
pomi¦dzy s¡siaduj¡cymi cz¡steczkami mo»na okre±li¢ na dwa sposoby.

Tak jak w ksi¡»ce Hilla (1950) [92] (na stronie 277 przyjmuj¡c rozci¡ganie
zamiast ±ciskania) dla rozci¡gania cylindra o promieniur0 i wysoko±ci l (ma-
teriaª osnowy mi¦dzy kulistymi cz¡steczkami) poprzez dwa sztywne cylindry
(reprezentuj¡ce cz¡steczki) o zaªo»onym poª¡czeniu tych cylindrów z osnow¡
(cylinder ±rodkowy) poprzez tarcie z wspóªczynnikiem tarciaµ, przedstawio-
nych na rys.2.5.

Rys. 2.5. Materiaª osnowy (cylinder ±rodkowy) poddany rozci¡ganiu przez dwie
kuliste cz¡steczki (zast¡pione sztywnymi cylindrami o promieniur0) o zaªo»o-
nym poª¡czeniu cz¡steczek z osnow¡ poprzez tarcie;r�odlegªo±¢ od osi rozci¡-
gania, l wysoko±¢ obszaru poª¡czenia.
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Rozwi¡zanie dla napr¦»e« normalnychσl ma posta¢:

σl = σ0
y exp

(
2µ(r0 − r)

l

)
,

gdzie σ0
y reprezentuje napr¦»enie pªyni¦cia materiaªu osnowy dla danego od-

ksztaªcenia a l, r i r0 s¡ odpowiednio: wysoko±ci¡ obszaru oddziaªywania,
aktualnym promieniem w obszarze i maksymaln¡ warto±ci¡ promienia. W przy-
padku idealnego poª¡czenia cz¡stek z osnow¡ przyjmuje si¦µ = 0.5.

Ogólniejsze rozwi¡zanie podaª Fisher i Gurland (1981) [70] mody�kuj¡c
model dwóch s¡siaduj¡cych sferycznych cz¡stek. Równowaga siª w ukªadzie o
wspóªrz¦dnych (z − r) dla przypadku idealnego poª¡czenia cz¡stek z osnow¡,
i dla warunku uplastycznienia Hubera-Misesa, σ0

y = const (idealna plastycz-
no±¢) daje rozwi¡zanie dla napr¦»enia pªyni¦cia w obszarze mi¦dzy oddziaªy-
wuj¡cymi cz¡steczkami

ln σzz = −1
2

∫ cos Θ(
l

2r0
+ 1

)
− cosΘ

dΘ.

Warunek, »e σl = σ0
y dla Θ = 900 pozwala ostatecznie ustali¢ napr¦»enie

pªyni¦cia mi¦dzy cz¡steczkami, co przedstawiono na rys.2.6 pochodz¡cym z
pracy Fisher i Gurland (1981) [70](w pracy [70] Rys.15 str. 201).

Rezultaty Fishera i Gurlanda (1981) [70] pokazuj¡, »e pªyni¦cie plastyczne
w obszarze blisko s¡siaduj¡cych cz¡stek mo»e by¢ silnie ograniczone do tego
obszaru. Samo oddziaªywanie cz¡stek mo»e by¢ oszacowane przybli»onymi roz-
wi¡zaniami dla pojedynczego wydªu»onego obszaru spr¦»ystego (cz¡steczka) w
otoczeniu plastycznie deformuj¡cej si¦ osnowy. Mechanizm przekazywania ob-
ci¡»e« powoduje du»e napr¦»enia w obszarze poª¡czenia i na granicy osnowa�
cz¡stka. Trójosiowy stan napr¦»enia przy takich ograniczeniach s¡siaduj¡cych
cz¡stek, mo»e by¢ wystarczaj¡co du»y by speªni¢ kryterium energetyczne dla
stabilnego utworzenia pustki na poª¡czeniu cz¡steczka�osnowa przy deforma-
cjach znacznie poni»ej tych dla których nukleacja pustek w wyizolowanej cz¡-
steczce b¦dzie zachodzi¢.

2.9 Deformacja przy osiowo-symetrycznym rozci¡ganiu
2.9.1 Deformacja w stalach z mikrouszkodzeniami
Porównania danych eksperymentalnych zwi¡zanych z powstawaniem i wzro-
stem pustek z danym modelem wymaga okre±lenia lokalnego stanu deformacji
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Rys. 2.6. Zale»no±¢ napr¦»enia pªyni¦cia od zmiennej r�odlegªo±ci od osi po-
ª¡czenia cz¡stek dla ró»nych unormowanych warto±ci wysoko±ci obszaru poª¡-
czenia, l/r0. Rysunek z pracy Fishera i Gurlanda (1981) [70].
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w badanym obszarze w funkcji wielko±ci, które s¡ stosowane w modelach. W
rzeczywistych pomiarach nie jest mo»liwe okre±lenie warunków, które istniej¡
w ka»dym punkcie materialnym, z powodu lokalnych zmian w mikrostrukturze.
Jednak»e, mo»na okre±li¢ statystycznie uzasadnione wielko±ci u±rednione jak
dla kontinuum, o ile rozwi¡zanie dla deformacji wolno zmienia warto±ci na od-
legªo±ciach charakterystycznych dla danej mikrostruktury. Warunki istniej¡ce
w obszarze szyjki rozci¡ganych próbek, s¡ dogodne do pomiarów i ustalenia
wpªywu efektów deformacji na powstawanie pustek. W obszarze szyjki panuje
szeroki zakres zmian stanu deformacji, ale zmiany te s¡ maªe i zachodz¡ one
na odlegªo±ciach które s¡ du»e w porównaniu z istotnymi odlegªo±ciami mi-
krostruktury. Opis deformacji w rozci¡ganej stalowej próbce cylindrycznej od
pocz¡tkowego stanu spr¦»ystego do ko«cowego zerwania próbki dla stali sfero-
idalnej typu B podaª Fisher (1980) [68].

Rys. 2.7. Typowy wykres zale»no±ci siªa-wydªu»enie dla stali w eksperymencie
Fishera (1980) [68].

Na krzywej siªa�wydªu»enie z pracy Fishera (1980) [68], rys. 2.7, wida¢,
»e próbka deformuje si¦ spr¦»y±cie z punktu A do B. Pocz¡tkowo deforma-
cje plastyczne zachodz¡ w sposób jednorodny w caªej próbce. W punkcie C,
górnej granicy uplastycznienia pojawiaj¡ si¦ mikroplastyczne niejednorodno±ci
(front L¶dersa). Po tych quasi-jednorodnych deformacjach, caªa próbka pod-
lega deformacji z przyªo»on¡ pr¦dko±ci¡ odksztaªcenia, która powoduje wzrost
napr¦»enia (od F do G). Dalej zachodzi proces quasi-jednorodnych deformacji
plastycznych a materiaª osnowy umacnia si¦. W punkcie H pojawia si¦ inna
forma lokalizacji w wyniku niestabilno±ci geometrycznych, której rezultatem
jest tworzenie si¦ szyjki. Post¦puj¡cy proces odksztaªcenia (za punktem H)
przebiega ju» w sposób niejednorodny i to zarówno wzdªu» osi próbki po dªu-
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go±ci jak i na dowolnym przekroju prostopadªym do osi. Rozwijaj¡ca si¦ defor-
macja generuje zlokalizowane odksztaªcenia w obszarze szyjki i towarzysz¡cy
temu spadek siªy z deformacj¡ (od H do I) spowodowany, staªym zmniejsza-
niem si¦ pola przekroju próbki w obszarze szyjki. W wielu materiaªach w tym
ostatnim etapie deformacji powstaj¡ i rozwijaj¡ si¦ mikropustki. Na pewnym
poziomie deformacji (punkt I), warunki s¡ takie, »e pustki ª¡cz¡ si¦ b¦d¡c ¹ró-
dªem powstania promieniowego makrop¦kni¦cia (szczeliny), powi¦kszanie któ-
rej doprowadza do ko«cowego zniszczenia próbki. W zwykªych próbach, energia
spr¦»ysta uwolniona przez próbk¦ i maszyn¦ wytrzymaªo±ciow¡ na utworzenie
szczeliny powoduje jej niestabilny wzrost i zwykle zachodzi szybkie zniszczenie
próbki. Bluhm i Morrissey (1966) [22] zaproponowali urz¡dzenie do badania
próbek przy spadku siªy (od I do J) co odpowiada szybkiej redukcji pola prze-
kroju przenosz¡cego obci¡»enia, gdy nast¦puje wzrost szczeliny. W badaniach
Fisher wykorzystaª podobn¡ maszyn¦.

2.9.2 Napr¦»enie i odksztaªcenie w obszarze 'szyjki' dla próby
rozci¡gania osiowego

Szyjka reprezentuje krytyczny etap deformacji próbek rozci¡ganych, poniewa»
w tym etapie generuje si¦ trójosiowy stan napr¦»enia, który powi¦ksza si¦ z
rozwojem szyjki. Bridgman dokonaª analizy napr¦»e« w przekroju minimal-
nym próbki cylindrycznej z szyjk¡. Rozwi¡zuj¡c równania równowagi napr¦»e«
i przyjmuj¡c, »e odksztaªcenia s¡ jednorodne na przekroju (napr¦»enie upla-
stycznienia pozostaje staªe), mo»na okre±li¢ skªadowe napr¦»enia,σzz, σxx i
σyy w funkcji napr¦»enia pªyni¦cia σy, minimalnego promienia szyjki a oraz
promienia obrysu szyjki ρR, rys. 2.8.

W eksperymencie Fishera potwierdzono etap jednorodnego odksztaªcenia,
a» do redukcji pola przekroju 92%. Rezultaty rozwi¡zania analitycznego Bridg-
mana mo»na przedstawi¢ w postaci:

σxx = σyy = σy ln

(
a2 + 2aρR − r2

2aρR

)
,

σzz = σy

(
1 + ln

(
a2 + 2aρR − r2

2aρR

))
,

gdzie r jest poªo»eniem punktów wzdªu» promienia. Taki stan napr¦»enia otrzy-
mano przez superpozycj¦ jednolitego pola napr¦»enia uplastycznienia i pola
trójosiowego, które maleje w przekroju z oddalaniem si¦ od ±rodka (osi próbki)
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Rys. 2.8. Obrys szyjki, a) i konstrukcja do okre±lenia rozwi¡zania w analizie
Bridgmana, b)przedstawina np. w pracy Hilla (1950) [92].

do powierzchni próbki. W pracy Argon i inni (1975) [6] rozszerzono t¦ analiz¦
dla okre±lenia napr¦»e« i odksztaªce« wzdªu» osi próbki rozci¡ganej (dla r=0)
w funkcji odlegªo±ci z, od przekroju minimalnego szyjki. Skªadowe napr¦»enia
wzdªu» osi s¡ wyra»one nast¦puj¡co:

σxx = σyy = σy

[
ln

(
1
2

a

ρR
+ 1

)
− 2 ln

(
z2

a(a + 2ρR)
+ 1

)]
,

σzz = σy

[
1 + ln

(
1
2

a

ρR
+ 1

)
− 2 ln

(
z2

a(a + 2ρR)
+ 1

)]
.

Poniewa» ekwiwalentne odksztaªcenie plastyczne ε̄p dla danego przekroju jest
funkcj¡ zmiennej z nale»y uwzgl¦dni¢ zmian¦ napr¦»enia uplastycznieniaσy =
σy(ε̄p). A co wi¦cej, ze zmian¡ z napr¦»enia σzz mog¡ by¢ rozci¡gaj¡ce, ±ciska-
j¡ce i ponownie rozci¡gaj¡ce. Dla bardzo du»ychz w porównaniu z promieniem
szyjki a, w obszarze deformacji jednorodnych poza szyjk¡, σzz musi osi¡ga¢
warto±¢ σy(ε̄p). Wzory na stan napr¦»enia z pracy Argona i inni (1975) [6] nie
speªniaj¡ tych warunków brzegowych. Innego uogólnienia dokonano w pracach
Eisenberg i Yen (1983) [64] oraz Eisenberg (1985) [65]. W pracach tych przepro-
wadzono analiz¦ w podobny sposób jak Bridgman (dla materiaªu izotropowego
z szyjk¡ zachowuj¡c¡ osiow¡ symetri¦) ale dla materiaªu anizotropowego, dla
których pocz¡tkowo koªowe próbki cylindryczne miaªy po deformacji przekroje
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eliptyczne. Analiz¦ Bridgmana zastosowano równie» do ustalenia stanu napr¦-
»enia osiowo-symetrycznych próbek osªabionych karbem, któr¡ przedstawiono
np. w pracy Valiente (2001) [244].

Dokonano licznych analiz numerycznych dla okre±lenia stanu napr¦»enia
i odksztaªcenia w próbkach rozci¡ganych osiowo. Nale»y wymieni¢ prace:
Needleman (1972) [139], Chen (1971) [41], Saje (1979) [213] czy Norris i inni
(1978) [152]. W pierwszych trzech pracach zastosowano metod¦ elementów
sko«czonych do obliczenia ksztaªtu obrysu szyjki i stanu napr¦»enia i odksztaª-
cenia na bazie teorii pªyni¦cia plastycznegoJ2, dla ró»nych funkcji wzmocnie-
nia materiaªu. Norris i inni [152] wykorzystali ekperymentaln¡ krzyw¡ napr¦-
»enia pªyni¦cia z próby osiowego rozci¡gania i ustalili empiryczne prawo z
sze±cioma wspóªczynnikami dla stali A533, natomiast rozwi¡zanie dla stanu
napr¦»enia otrzymano z zastosowaniem metody ró»nic sko«czonych. Wszyst-
kie analizy numeryczne daj¡ porównywalne rezultaty i okre±laj¡ wi¦ksze na-
pr¦»enia trójosiowe ni» rozwi¡zania analityczne. Analiza w pracy Norris i inni
(1978) [152], okre±la równie» niejednorodne odksztaªcenia na pªaszczy¹nie prze-
kroju szyjki, co jest odmienne od zaªo»e« modeli analitycznych. Rozwi¡zania
numeryczne uwzgl¦dniaj¡ istnienie obszaru napr¦»e« ±ciskaj¡cych w osi próbki,
z dala od szyjki, wskazuj¡c na fakt, »e powierzchnia próbki musi przenosi¢ ob-
ci¡»enia rozci¡gaj¡ce dla tych przekrojów poprzecznych. Osiowe napr¦»enia
ponownie osi¡gaj¡ napr¦»enie uplastycznienia w du»ej odlegªo±ci od szyjki.
Na ocen¦ rezultatów numerycznych ma wpªyw wiele dodatkowych efektów. W
pracy Brünig (1998) [35] analizuje si¦ wpªyw warunków pocz¡tkowych i wa-
runków brzegowych na rezultaty oblicze« numerycznych z wyst¡pieniem szyjki
przy rozci¡ganiu. Bardzo istotny wpªyw na wynik ko«cowy, pomijaj¡c sam
algorytm rozwi¡zania, okazuje si¦ mie¢ to czy zakªada si¦ imperfekcj¦ geome-
tryczn¡ wywoªuj¡c¡ szyjk¦ czy nie. Przyj¦cie imperfekcji geometrycznej mo»e
prowadzi¢ tylko do pewnych oszacowa« (dolnych lub górnych) procesu defor-
macji i zachowania w obszarze szyjki. Dlatego nale»y podkre±li¢, »e rozwi¡za-
nie analityczne Bridgmana przedstawione w ksi¡»ce Hilla (1950) [92] (pierwsze
prace Bridgmana na ten temat s¡ z 1943 [26] i 1945 [27] a pó¹niej w ksi¡»ce
Bridgmana [29] z 1964) jest bardzo proste i dobrze zwery�kowane ekspery-
mentalnie dla ró»nych materiaªów, a w szczególno±ci dla stali. Rozwi¡zanie
analityczne Bridgmana wykorzystano w rozdziale 8.
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2.9.3 Próby dynamicznego rozci¡gania próbek cylindrycznych
W literaturze jest wiele prac eksperymentalnych, teoretycznych i numerycz-
nych po±wi¦conych próbom rozci¡gania dynamicznego. W próbach tych obser-
wowano pojawianie si¦ szyjek, tak jak w próbie quasistatycznej, ale ich umiej-
scowienie oraz liczba byªa zale»na od pr¦dko±ci pocz¡tkowej rozci¡gania oraz
od materiaªu. W pracy Nemes i Eftis [148] z 1993 r. rozwa»ono zagadnienie
deformacji spr¦»ysto-lepko-plastycznych w smukªym pr¦cie rozci¡ganym dyna-
micznie. Analiz¦ numeryczn¡ metod¡ elementów sko«czonych przeprowadzono
dla próbek z miedzi typu OFHC z nieliniowym wzmocnieniem izotropowym.

Proces wewn¦trznego mikrouszkadzania obejmuj¡cy powstawanie i wzrost
mikropustek lub mikroszczelin przy dynamicznych obci¡»eniach, o bardzo krót-
kich czasach trwania, zale»¡ od mechanizmów termicznej aktywacji. Ewolucj¦
mikroszczelin opisuje si¦ równaniem z progowymi warto±ciami w napr¦»eniach
a powstawanie mikropustek zale»y od: porowato±ci ξ, temperatury i ekwiwa-
lentnego odksztaªcenia plastycznego. Równania opisuj¡ce ten proces zostan¡
omówione w podrozdziale 2.12.

Peªen opis modelu konstytutywnego i dobór parametrów materiaªowych
zaprezentowano w pracy Nemes i inni (1990) [149]. Próbki rozci¡gano z jed-
nego ko«ca z ró»n¡ pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ w zakresie v = 10 − 100 m/s. W
pracach Nemes i inni (1990) [149] i Nemes i Eftis (1993) [148] wykazano, »e
przyczyn¡ powstawania szyjki/szyjek (lokalizacji deformacji niespr¦»ystych) w
ró»nych miejscach przekroju podªu»nego próbki jest proces falowy wzbudzany
dynamicznym obci¡»eniem zewn¦trznym. Nakªadanie si¦ frontów fal wzbudzo-
nych i odbitych od ko«ców próbki, powoduj¡ bardzo zªo»ony niejednorodny
stan napr¦»enia i odksztaªcenia. T¦ sam¡ analiz¦ dla miedzi przeprowadziª dla
podobnego opisu konstytutywnego metod¡ ró»nicow¡ Dornowski (1999) [53],
wskazuj¡c na ró»nice w otrzymywanej liczbie szyjek cho¢ rezultaty obydwu
prac byªy zbie»ne. Równie ciekawe z tej dziedziny s¡ prace: Nilsson (2004)
[150], Nilsson (2001) [151] oraz Shenoy i Freund (1999) [218], omawiaj¡ce mi¦-
dzy innymi efekt inercyjny przy dynamicznych obci¡»eniach.

2.10 Badania eksperymentalne Fishera dla stali w¦glowej
z mikrouszkodzeniami

2.10.1 Cechy materiaªu u»ytego do bada«
Do bada« eksperymentalnych Fisher i Gurland (1981) [69] przyj¦li trzy typy
stali w¦glowej: stal w¦glow¡ o 0.17%C wag. (typ B1, B2 i B3), stal w¦glow¡ o
0.44 %C wag. (typ W1, W2 i W3) oraz stal w¦glow¡ o 1.05%C wag. (typ H).
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W analizach przeprowadzonych w tej rozprawie wykorzystano dane dla stali
w¦glowej o 0.17 %C wag. (typ B1). Dane o skªadzie chemicznym oraz ±redni
wymiar cz¡stek cementytu oraz wymiar ziarna (ferryt) dla stali typuB1 jest
przedstawiony w tabeli 1.

Tabela 1. Skªad stali w¦glowej typuB1 w pracy Fisher i Gurland (1981) [69].
Stal Skªad, % wag. ±redni wymiar ±redni wymiar

cz¡stek ziarna
C Mn Si P S cementytu, µm (ferrytu), µm

B1 0.17 0.52 0.006 0.007 0.024 0.42 4.0

Stal dostarczona przez producenta zostaªa poddana obróbce termicznej,
tak aby uzyska¢ jednolity rozkªad sferoidalnych w¦glików »elaza (cementytu,
Fe3C) w osnowie »elaza α (ferryt). Materiaª trzymano w temperaturze o 50
0C powy»ej temperatury A3 przez 1.5 godziny. Nast¦pnie materiaª byª gwaª-
townie hartowany w wodzie z lodem w celu uzyskania drobnych pasm bainitu
lub struktury martenzytycznej. Zahartowane pr¦ty byªy nast¦pnie odpuszczane
w temperaturze 700 0C w kilku partiach: odpowiednio przez 1 godzin¦, lub
przez 24 godziny oraz przez 120 godzin w celu uzyskania ró»nych rozkªadów
wielko±ci cz¡stek cementytu. Z pr¦tów po obróbce termicznej przygotowywano
standardowe próbki na rozci¡ganie o bazie pomiarowej 0.0254 m dªugo±¢ i
±rednicy 0.0064 m. Wszystkie badania na rozci¡ganie byªy przeprowadzane w
temperaturze pokojowej a typowe wykresy zale»no±ci siªa�wydªu»enie przed-
stawiono na rysunku 2.9. Badania przeprowadzano w kilku seriach. Pierwsza
seria bada« dotyczyªa ustalenia krzywych siªa � przemieszczenie, które uzy-
skano na maszynie Instron, gdy pr¦dko±¢ deformacji odpowiadaªa pr¦dko±ci
trawersy 2.12 x 10−5 m/s. Drug¡ seri¦ bada« przeprowadzono a» do rozerwa-
nia próbek i w tej serii okre±lano redukcj¦ pola przekroju w przekroju mi-
nimalnym. Badania powtarzano do okre±lonej redukcji pola przekroju przed
zerwaniem próbek. Dla próbek ze stali typu B najmniejszy uzyskany przekrój
miaª ±rednic¦ 0.0033 m, co odpowiadaªo redukcji pola przekroju 73%. Prze-
prowadzono równie» seri¦ bada« w celu prze±ledzenia, w sposób kontrolowany,
wzrostu wewn¦trznego makroskopowego zniszczenia (szczeliny promieniowej) w
rozci¡ganych próbkach osiowosymetrycznych. Do tego celu wykorzystano spe-
cjanie zaprojektowan¡ �sztywn¡ maszyn¦�, podobnie jak w badaniach Bluhma i
Morrisseya (1966) [22].
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Rys. 2.9. Wykresy siªa�wydªu»enie w% dla stali w¦glowych w eksperymencie
Fishera i Gurlanda (1981) [69].

2.10.2 Obserwacje metalogra�czne

Próbki badano przed i po próbach rozci¡gania z wykorzystaniem mikroskopów
optycznych i elektronowych. Próbki niezdeformowane badano tylko w przekro-
jach poprzecznych, natomiast próbki zdeformowane w przekrojach poprzecz-
nych i podªu»nych tak jak to pokazano na rys. 2.10.

Przekroje podªu»ne wykonano wzdªu» osi gªównej próbki uwzgl¦dniaj¡c
zmian¦ wymiarów próbki w czasie operacji szlifowania i polerowania powierzchni
przekroju. Przekroje poprzeczne byªy przygotowane z wykorzystaniem specjal-
nego uchwytu, aby kontrolowa¢ pozycj¦ poszczególnych powierzchni poprzecz-
nych i utrzyma¢ próbki w odpowiedniej orientacji wzgl¦dem osi próbki, podczas
polerowania. Z ka»dej próbki wycinano seri¦ poprzecznych przekrojów odpo-
wiadaj¡cych maªym przyrostom odlegªo±ci wzdªu» osi poczynaj¡c od przekroju
minimalnego. Ka»da powierzchnia przekroju byªa polerowana, wytrawiana i
czyszczona chemicznie i ultradzwi¦kowo. Proces ten powtarzano zawsze czte-
rokrotnie. Parametry mikrostruktury okre±lano dla próbek zdeformowanych i
niezdeformowanych. Dla próbek zdeformowanych na przekrojach poprzecznych
okre±lano g¦sto±¢ powierzchniow¡ pustek ηA oraz okre±lano uªamek obj¦to-
±ci pustek ξ, stosuj¡c standardowe techniki metalogra�czne (patrz np. Russ
(1991) [211], Russ i Deho� (2000) [212]) z u»yciem mikroskopu elektronowego
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Rys. 2.10. Przekroje próbek w badaniach eksperymentalnych Fisher i Gurland
(1981) [69].

i powi¦kszeniem obrazu 2000 razy. Dla ka»dego przekroju poprzecznego wiel-
ko±ci ηA i ξ byªy okre±lane w trzech miejscach (wzdªu» promienia dla r=0, 0.5,
1.0).

2.10.3 Ogólne cechy mikrostruktury badanej stali przed i po
deformacji

Próbki przed deformacj¡.
Obróbka termiczna byªa przyczyn¡ jednolitego rozkªadu cz¡stek cementytu
w osnowie ferrytowej. Cz¡steczki cementytu byªy otoczone granicami ziaren.
Wi¦kszym wymiarom ±rednim cz¡stek odpowiadaªy wi¦ksze ±rednie wymiary
przekrojów ziaren. W przybli»eniu 70% cz¡stek byªo zwi¡zane z widocznymi
granicami ziaren, chocia» zmiany lokalne tej miary byªy du»e. Cz¡steczki umiej-
scowione poza granicami ziaren byªy mniejsze i bardziej sferyczne ni» caªa
populacja, podczas gdy cz¡steczki na granicach byªy i mniej regularne i ukie-
runkowane z maksymalnym wymiarem wzdªu» granicy ziarna. W przestrzeni
s¡ to sferoidy, których o± gªówna jest równolegªa do pªaszczyzny powierzchni
ziarna.
Próbki po deformacji.
A. Przekroje podªu»ne.
W obszarze szyjki gdzie deformacje s¡ maksymalne, mikrostruktura charakte-
ryzuje si¦ wydªu»onymi ziarnami w kierunku rozci¡gania. Z powodu du»ych de-
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formacji plastycznych, którym towarzysz¡ wysokie g¦sto±ci dyslokacji w osno-
wie ferrytowej, wytrawianie i okre±lenie granicy ziaren byªo tylko cz¦±ciowo
skuteczne. Obrazy mikroskopowe pokazuj¡ jednak, »e granice ziaren odgrywaj¡
istotn¡ rol¦ w nukleacji pustek. Poniewa» wysokiemu poziomowi deformacji to-
warzyszy powstawanie pustek i wydªu»enie ziaren, elipsoidalne brzegi cz¡stek
maj¡ tendencj¦ do wydªu»ania si¦ w kierunku rozci¡gania i pustki, które si¦
tworz¡ w powi¡zaniu z tymi cz¡steczkami s¡ zwi¡zane z powierzchniami ze-
wn¦trznymi cz¡stek. Uwidacznia si¦ wpªyw rozmiaru cz¡stek na tworz¡ce si¦
pustki. Obserwowano dekohezj¦ na powierzchni mi¦dzyfazowej (powierzchni
przylegania) dla cz¡stek wi¦kszych ni» wymiar ±redni cz¡stek. Byªy te» bardzo
nieliczne przypadki pustek powi¡zane z cz¡steczkami mniejszymi ni» wymiar
±redni.
B. Przekroje poprzeczne.
Obrazy mikroskopowe przekrojów poprzecznych próbek po deformacji wyka-
zuj¡ dwie istotne cechy. Pierwsza to taka, »e przekroje te posiadaªy pustki.
Druga cecha to taka, »e cho¢ ±rednie deformacje w kierunku promieniowym
s¡ izotropowe to deformacje poszczególnych granic ziaren nie byªy jednorodne
(obserwowano zakrzywion¡ lub wirow¡ deformacj¦ wokóª pewnych granic zia-
ren). Zaobserwowano, »e pustki maj¡ eliptyczne przekroje poprzeczne podobnie
jak cz¡steczki.

C. Trzeci typ przekrojów do bada« (typu poprzeczno�podªu»nego, patrz rys.
2.10.2) pokazaª, »e generalnie pustki s¡ sferoidalne i posiadaj¡ eliptyczne prze-
kroje poprzeczne prostopadªe do kierunku rozci¡gania. Bardzo wydªu»one w
kierunku rozci¡gania ksztaªty pustek umiejscowionych na granicach ziaren su-
geruje ich wzmo»ony wzrost przez rozdzielanie si¦ granic ziaren. Jednak nie
dawaªo by to elipsoidalnych pustek które si¦ obserwuje nie tylko na osi rozci¡-
gania ale równie» przy powierzchni próbek. Wynika z tego, »e decyduj¡cymi
czynnikami o wielko±ci i ksztaªcie pustek s¡: mechanizm i ksztaªt powstaj¡cych
pustek a nast¦pnie plastyczny ich wzrost.

2.10.4 Parametry mikrostruktury
Analizy ilo±ciowe przeprowadzano dla przekrojów poprzecznych próbek przed
i po deformacji. Dla ka»dej próbki ustalono nast¦puj¡ce wielko±ci:(NA)p ozna-
czaj¡ca liczb¦ przeci¦¢ cz¡steczek cementytu na jednostk¦ powierzchni bada-
nego przekroju; (NL)p oznaczaj¡ca liczb¦ przeci¦¢ cz¡steczek cementytu na
jednostk¦ dªugo±ci wybranej losowo linii na powierzchni badanego przekroju;
(NL)g oznaczaj¡ca liczb¦ przeci¦¢ granicy ziaren na jednostk¦ dªugo±ci wybra-
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nej losowo linii na powierzchni badanego przekroju. Przy pomocy tych wielko±ci
ustalono nast¦puj¡ce parametry:

• fp uªamek udziaªu obj¦to±ciowego cz¡steczek;

• r0 ±redni promie« cz¡steczek zakªadaj¡c ich sferoidalny ksztaªt;

• (NV )p liczba cz¡steczek na jednostk¦ obj¦to±ci ((NV )p = (NA)p/2r0);

• λp ±rednia odlegªo±¢ mi¦dzy cz¡steczkami (λp = (1− fp)/(NL)p);

• D ±rednia dªugo±¢ przekroju ziarna (D = 1
(NL)g

).

Wymienione parametry okre±lano dla wszystkich próbek przed deforma-
cj¡. Parametry dla próbek po deformacji okre±lano na przekroju minimalnym
szyjki, a parametru D nie okre±lano ze wzgl¦du na trudno±ci z okre±leniem
granicy ziaren. W pomiarach zaobserwowano ró»nice dla wielko±ci r0 i λp usta-
lonych z przekrojów przed i po deformacji. Ró»nice te nie s¡ jednak znacz¡ce.
Wyst¦puj¡ce ró»nice wynikaj¡ z obrotów cz¡steczek o wydªu»onych ksztaªtach
i ich ustawianiu si¦ wzdªu» osi rozci¡gania.

2.10.5 Losowy rozkªad przestrzenny cz¡stek drugiej fazy
W pracy Fishera [68] ustalono równie» losowy przestrzenny rozkªad cz¡ste-
czek w próbkach przed i po deformacji. Okre±lono eksperymentalnie prawdo-
podobie«stwo z jakim, ka»da kwadratowa komórka lub pªaski przekrój b¦dzie
zawieraª liczb¦ ω cz¡steczek. Prawdopodobie«stwo to ustala si¦ z zale»no±ci

Pr(ω) =
Liczba komórek zawieraj¡cych ω cz¡steczek
Caªkowita liczba sprawdzanych komórek .

Zastosowana przez Fishera [68] funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa Po-
issona dla rozkªadu losowego ma posta¢ (patrz równie» np. Ohser i Mücklich
(2000) [162])

P(ω) =
µω

ω !
exp(−ω),

gdzie µ jest ±redni¡ wielko±ci¡ liczbyω ze wszystkich zliczonych komórek. Wiel-
ko±¢ komórki wybrano tak aby µ ∼ 1. Przykªadowy wykres zale»no±ci P(ω) w
funkcji ω dla wielko±ci pomierzonych i obliczonych zaczerpni¦to z pracy Fishera
dla stali typu B i pokazano na rysunku 2.11.
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Rys. 2.11. Prawdopodobie«stwo, »e pªaski przekrój b¦dzie zawieraª okre±lon¡
liczb¦ ω cz¡steczek (rezultaty teoretyczne i eksperymentalne Fishera i Gur-
landa [69]).

Rozkªad przedstawiony na rys. 2.11 jest reprezentatywny równie» dla in-
nych materiaªów ci¡gliwych oraz jest wªa±ciwy, gdy analizujemy procesy z de-
formacj¡ i uwzgl¦dniamy efekt powstawania pustek. Istotne jest, co podkre±laª
Fisher, »e rozkªad cz¡stek pozostaje mniej lub bardziej losowy nawet przy
du»ych odksztaªceniach. Oznacza to, »e sam rozkªad cz¡stek, mniej lub bar-
dziej niejednorodny (wynikaj¡cy z ich zbierania si¦ w grupy lub pasma), nie
jest odpowiedzialny za lawinowy proces powstawania pustek dla bardzo za-
awansowanych deformacji. Fisher tak»e zaobserwowaª, »e liczba cz¡steczek na
jednostk¦ obj¦to±ci (NV )p jest staªa, a w zwi¡zku z tym, powstawanie i wzrost
liczby pustek w procesie deformacji nie jest powi¡zany z rozkªadem cz¡stek.

2.10.6 Losowy rozkªad wielko±ci cz¡stek drugiej fazy
W modelowaniu powstawania pustek istotnym czynnikiem jest efekt losowego
rozkªadu wielko±ci cz¡stek na powstawanie pustek. Krzywe rozkªadu wielko±ci
cz¡stek uzyskano dla wszystkich stali w eksperymencie Fishera i Gurlanda
[69]. W pracy Fishera i Gurlanda [69] przyj¦to dla materiaªów z wtr¡ceniami
drugiej fazy, nast¦puj¡c¡ funkcj¦ rozkªadu logarytmiczno-normalnego

y(d) =
1√

2π ln σg

exp


−1

2

(
ln d− ln dg

lnσg

)2

 ,
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gdzie d = 2r0, dg jest zwi¡zane ze ±rednim wymiarem cz¡steczki aσg jest po-
wi¡zane z szeroko±ci¡ rozkªadu. Zakªadaj¡c sferyczny ksztaªt cz¡steczek i przy
okre±lonej funkcji rozkªadu mo»na otrzyma¢ zale»no±¢ na logarytm ±redniego
wymiaru cz¡steczek, gdy znamy ustalone parametry(NA)p, (NV )p i (NL)p

ln dg = 2 ln
(NA)p

(NV )p
− 1

2
ln

2(NL)p

π(NV )p
.

Rezultaty Fishera i Gurlanda [69] dla stali typu B i W1 s¡ przedstawione na
rysunku 2.12.

Rys. 2.12. Rozkªad wielko±ci promienia cz¡stekr0 dla stali B i W1 w badaniach
eksperymentalnych Fishera i Gurlanda [69].

2.10.7 Zwi¡zek geometrii szyjki z lokalnym stanem deformacji
Dla powi¡zania danych eksperymentalnych dotycz¡cych powstawania i wzrostu
mikropustek z danym modelem analitycznym, konieczne jest szczegóªowe okre-
±lenie lokalnego stanu deformacji, w badanym obszarze. W literaturze znane s¡
rozwi¡zania analityczne i numeryczne stanu napr¦»enia i odksztaªcenia w ob-
szarze szyjki. Z rozwi¡za« tych mo»na okre±li¢ stan napr¦»enia i odksztaªcenia
w wybranych punktach próbki zdeformowanej dla warunków odpowiadaj¡cych
warto±ciom zmierzonym wzdªu» promienia przekroju minimalnego szyjki i pro-
mienia konturu szyjki. Warto±ci numeryczne i analityczne dla napr¦»e« mo»na
okre±li¢ dla dowolnych punktów wzdªu» osi próbki. Co do dokªadno±ci tych
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oblicze« mo»na stwierdzi¢, »e rozwi¡zania numeryczne daj¡ lepsze rozwi¡za-
nia dla du»ych warto±ci zmiennej z, narastaj¡cej od ±rodka szyjki wzdªu» osi
próbki, podczas gdy rozwi¡zania analityczne s¡ bardziej dokªadne dlaz = 0.
Warto±ci analityczne dla napr¦»e«σzz i σxx odpowiadaj¡ce pªaszczyznie mini-
malnego przekroju mo»na okre±li¢ ze wzorów Bridgmana. W rozwi¡zaniu tym
przyj¦to, »e w przekroju minimalnym szyjki napr¦»enie uplastycznieniaσy(ε̄p)
jest staªe dla caªego przekroju.

2.10.8 Ilo±ciowe pomiary parametru porowato±ci
Rezultaty bada« Fishera[68] i Fishera i Gurlanda [69] przedstawiono w postaci
wykresów dla zale»no±ci caªkowitej miary powierzchniowej pustek ηA, cz¦±ci
nukleacyjnej miary powierzchniowej pustek ηn

A oraz miary obj¦to±ciowej pu-
stek ξ w funkcji ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznego. Dla minimalnego
przekroju poprzecznego w obszarze szyjki wielko±ciηA i ξ byªy okre±lane rów-
nie» wzdªu» odlegªo±ci ρ znormalizowanej promieniem szyjki r = a. Rezultaty
te przedstawiono na rys.2.13 i 2.14.

Rys. 2.13. Obj¦to±ciowy udziaª pustek ξ w funkcji ekwiwalentnego odksztaª-
cenia plastycznego. Wyniki dla stali B i W w badaniach eksperymentalnych
Fishera i Gurlanda [69].
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Rys. 2.14. Obj¦to±ciowy udziaª pustek ξ dla minimalnego przekroju poprzecz-
nego w obszarze szyjki o szeroko±ci r = a w funkcji znormalizowanej odlegªo±ci
ρ
a . Wyniki dla stali B i W w badaniach eksperymentalnych Fishera i Gurlanda
[69].

2.11 Opis ewolucji porowato±ci w metalach�procesy
quasi-statyczne

W literaturze pierwsze propozycje równania ewolucji obj¦to±ciowego udziaªu
pustek ξ mo»na znale¹¢ w pracach Gursona (1975) [86] i (1977) [87].

Gurson w pracy (1975) [86] i w pracy wspólnej z Gurlandem (1977) [87] po-
daje posta¢ równania ewolucji obj¦to±ciowego udziaªu pustekξ̇, które obejmuje
dwa udziaªy: cz¦±¢ wynikaj¡ca z zarodkowania (powstawania, ang.nucleation)
mikropustek i cz¦±ci zwi¡zan¡ ze wzrostem (ang. growth) mikrouszkodze«, co
mo»na przedstawi¢ w postaci

ξ̇ = (ξ̇)n + (ξ̇)g .

2.11.1 Opis zarodkowania pustek
Ilo±ciowo cz¦±¢ zwi¡zan¡ z zarodkowaniem (ξ̇)n okre±la si¦ w oparciu o kry-
terium zarodkowania ustalane w oparciu o eksperyment. Gurland w pracy
(1972) [85] stwierdziª, »e zmiana procentowa cz¡stek pop¦kanych jest funk-
cj¡ odksztaªcenia ekwiwalentnego a zale»no±¢ ta jest bardzo bliska zale»no-
±ci liniowej i jest funkcj¡ jednorodn¡. Rezultaty takie otrzymano zarówno dla
rozci¡gania, ±ciskania oraz skr¦cania (poziom trójosiowo±ci napr¦»e« byª zbyt
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maªy i nie obserwowano istotnego wpªywu pierwszego niezmiennika napr¦»e«).
Gurson (1975) [86] w oparciu o rezultaty Gurlanda (1972) [85] zaproponowaª,
zale»no±¢

(ξ̇)n
∼= C1ε̇e ,

gdzie C1 jest staª¡ dla danego obj¦to±ciowego udziaªu cz¡stek drugiej fazy f̄p

(dla stali f̄p=0.15). W eksperymencie Gurland przyj¡ª, »e przyrost odksztaª-
cenia ekwiwalentnego w osnowie jest w przybli»eniu równe przyrostowi od-
ksztaªcenia ekwiwalentnego w reprezentatywnej obj¦to±ci (dεe ' dEe, w skali
mikro i skali makro). Wynikaªo to z faktu, »e w próbkach u»ytych do bada«
wzrost pustek byª maªo znacz¡cy i mo»na byªo go zaniedba¢ oraz porowato±¢
pocz¡tkowa ξ0 byªa zero. Gurson wprowadzaj¡c oznaczenie Pf dla procento-
wego udziaªu cz¡stek, które pop¦kaªy (Pf=0.06, stal z 1.05%C) dla danego εe

(εe=0.30), ustaliª zale»no±¢

C1 = f̄p
dPf

dεe
= 0.03

W badaniach Gurlanda (1972) [85] ustalono, »e du»e cz¡stki p¦kaj¡ jako
pierwsze i konieczne jest wprowadzenie wspóªczynnika korekcyjnego. Gurson
rozwa»aª równie» zmienno±¢C1 w zale»no±ci od obj¦to±ciowego udziaªu cz¡stek
niepop¦kanych f̄up. Mo»na zaªo»y¢, »e w przybli»eniu ta zale»no±¢ jest liniowa
dla maªych udziaªów f̄up. Dlatego mo»na przyj¡¢, za Gursonem, »e bardziej
uniwersaln¡ jest zale»no±¢

ḟup ' C∗
1 f̄updεe ,

gdzie C∗
1 jest maªo zmienne z f̄up.

Agron ze wspóªpracownikami (1975) [5, 7] badaª przypadki oddzielania si¦
twardych cz¡stek od osnowy. Ustalili oni, »e o dekohezji cz¡stek od osnowy de-
cyduje krytyczna warto±¢ napr¦»enia normalnego do powierzchni styku cz¡stecz-
ka-osnowa. Napr¦»enie mi¦dzygraniczneσi ma posta¢

σi = Aσ0 +
Σm

1− ξ
,

gdzie A jest wspóªczynnikiem zale»nym od wzmocnienia materiaªu osnowy a
Σm jest makroskopowym napr¦»eniem ±rednim. Napr¦»enieσi jest monotonicz-
nie rosn¡c¡ funkcj¡ lokalnej koncentracji cz¡stek c. Przyjmuj¡c, »e nukleacja
pustki nast¦puje gdy σi = σkryt

i osi¡ga warto±¢ krytyczn¡ oraz oznaczaj¡c

http://rcin.org.pl



Opis materiaªu z mikrouszkodzeniami 53

przez c∗ najmniejsz¡ warto±¢ lokalnej koncentracji cz¡stek c, Argon, Im i
Safoglu (1975) [7] wykazali, »e uªamek cz¡stek, które staªy si¦ ¹ródªem pustek
(oddzieliªy si¦ od osnowy) da si¦ okre±li¢ wedªug wzoru

(1− P) = 0.4412
∫ ∞

c∗
c̄

1
Γ(x + 1)

dx ,

gdzie P jest uªamkiem cz¡stek, które si¦ nie oddzieliªy, a c̄ jest ±rednim udzia-
ªem cz¡stek w rozpatrywanej jednostce materiaªu, natomiastΓ(x+1) jest funk-
cj¡ gamma Eulera. Mimo to, »e model ten korzysta z modelu statystycznego
dla losowego rozkªadu cz¡stek o takim samym ksztaªcie (cz¡stek kulistych),
zaobserwowano wyra¹ny wpªyw wzgl¦dnego wspóªczynnika wielko±ci cz¡stek.
Oznacza to, »e c jest wi¦ksze w otoczeniu du»ych cz¡stek ni» c w otoczeniu
maªych cz¡stek i dlatego jest bardziej prawdopodobne, »e c mo»e osi¡ga¢c∗.
Tak wi¦c zjawisko nukleacji zachodzi szybciej w powi¡zaniu z du»ymi cz¡stecz-
kami, co wykazuj¡ eksperymenty Gurlanda (1972) [85] i Gangulee i Gurland
(1967) [74]. Ró»niczkuj¡c powy»sze równanie na (1 − P) ze wzgl¦du na c∗

otrzymujemy
∂(1− P)

∂c∗
= − 0.4412

Γ
(

c∗
c̄ + 1

) 1
c̄

.

Zakªadaj¡c nast¦pnie, »e cz¡steczki oddzielone od osnowy zachowuj¡ si¦
jak pustki o tej samej obj¦to±ci otrzymujemy za Gursonem

dξn = − 0.4412
Γ

(
c∗
c̄ + 1

)dc∗.

Teraz pozostaje znalezienie dc∗, które mo»na okre±li¢ dla danego
σi = σkryt

i = A(c∗)σ0 + Σm
1−ξ . Wyra»enie dξn zale»y wi¦c od : c∗, c̄, A(c∗),

σi oraz od Σm ustalonego dla danego materiaªu osnowy, który mo»e ulega¢
jeszcze wzmocnieniu z odksztaªceniem. Okre±lenie dc∗ mo»na przeprowadzi¢,
gdy s¡ znane stosunki σi

σ0
, gdzie σ0 jest napr¦»eniem uplastycznienia materiaªu

osnowy, co pozwala okre±li¢ A(c∗) a nast¦pnie dA
dc∗ i c∗. Dla miedzi i »elaza,

Argon i Im (1975) [5] ustalili, »e 1 < σkryt
i
σ0

< 6.
Tak jak podano wcze±niej, s¡ te» prace w których nukleacja pustek oparta

jest na kryterium progowego odksztaªcenia. Taki opis nukleacji pustek jest
znacznie prostszy w u»yciu ni» w oparciu o kryterium progowego napr¦»enia.
Teoria ta zostaªa opracowana na bazie rezultatów Gurlanda, które dotycz¡
pr¦dko±ci p¦kania cz¡stek z odksztaªceniem, raczej ni», z predko±ci¡ oddzie-
lania si¦ cz¡stek od osnowy. Dane otrzymane przez Gurlanda uzyskano dla
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testu rozci¡gania osiowosymetrycznego, czyli tego samego co w eksperymen-
cie Fishera [68] wykorzystywany w obecnej pracy. Krzywa umocnienia mate-
riaªu w pracy Gurlanda jest opisana jako σy

σ0
=

(
ε̄
εy

)0.25
, σ0= 275.79 MPa,

ε̄y = 0.005, gdzie wykªadnik 0.25 obliczono dla poziomu napr¦»e« odpowia-
daj¡cych ε̄ = 0.05 i jest to wykªadnik umocnienia osnowy. C∗

1 okre±lone tak
jak powy»ej, jest funkcj¡ ustalonej geometrii cz¡stek i parametrów materiaªo-
wych, dlatego wydaje si¦ rozs¡dne przyjmowa¢ w obliczeniach zmienne tylko
c̄. Kryterium odksztaªceniowe zarodkowania pustek w przeciwie«stwie do na-
pr¦»eniowego ma natur¦ stopniowego narastania i nie obserwuje si¦ nagªego
spadku odksztaªcenia do zniszczenia (ci¡gliwo±ci). Ci¡gliwo±¢ wzrasta jak kon-
centracja cz¡stek drugiej fazy maleje, z mo»liwo±ci¡ osi¡gni¦cia w granicy wiel-
ko±ci niesko«czonej, gdy porowato±¢ pocz¡tkowaξ0 i c̄ osi¡ga zero. Gdy c̄ jest
zero ci¡gliwo±¢ stopniowo maleje ze wzrostem wykªadnika umocnienia osnowy.
Omawiany model zarodkowania dobrze przewiduje zachowanie si¦ agregatu gdy
wyst¦puj¡ w nim kruche cz¡steczki i mo»e by¢ interpretowany w zadawalaj¡cy
sposób. Dla bardzo maªych ξ0, obliczenia numeryczne s¡ w zadawalaj¡cym
stopniu w zgodzie z rezultatami bada« do±wiadczalnych. Rozbie»no±ci nara-
staj¡, ze wzrostem ξ0 i model wymaga ulepszenia lub poprawy.

Nale»y równie» rozwa»y¢ zaªo»enie zwi¡zane z izotropi¡. Przy du»ych od-
ksztaªceniach dewiatorowych zaªo»enie staªo±¢ ksztaªtu pustek nie jest wªa-
±ciwe. Wynika to z porównania warunku uplastycznienia dla pustek sferycznych
i cylindrycznych. Ksztaªt pustek ma równie» wpªyw na funkcj¦ uplastycznienia.

2.11.2 Opis wzrostu pustek w procesach quasi-statycznych

Model Rice'a i Traceya opisany w rozdziale 2.6.1, to znany i powszechnie stoso-
wany model w literaturze, patrz prace (Budiansky i inni (1982) [36], Needleman
i Rice (1978) [144]). Wynikaj¡ca z tego modelu zale»no±¢ ξ̇g = (1− ξ)tr(Dp)
zostaªa wyprowadzona przy pomini¦ciu wpªywu wielu istotnych efektów na
pr¦dko±¢ wzrostu pustek. Pomini¦to wi¦c wpªyw tworzenia si¦ nowych pustek
na pr¦dko±¢ wzrostu pustek ju» istniej¡cych, a tak»e wpªyw dyfuzji materiaªu
wewn¡trz ciaªa oraz efekt ª¡czenia si¦ pustek. Istotny te» wpªyw na pr¦dko±¢
wzrostu pustek wydaje si¦ mie¢ ewolucja ksztaªtu pustek i ich wzajemnego od-
dziaªywania w wyniku sko«czonych odlegªo±ci mi¦dzy nimi. Tak wi¦c zale»no±¢
ξ̇g = (1−ξ)tr(Dp) nale»y traktowa¢ jako pewne oszacowanie wzrostu pustek, a
sam opis wzrostu wymaga dalszych mody�kacji lub nowych propozycji. Jedn¡
z nich jest propozycja Perzyny (1984) [172], która zostanie przedstawiona w
rozdziale 5.1.3 i któr¡, wykorzystuje si¦ w rozdziale 8.7.
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2.11.3 Parametr osªabienia materiaªu

Uwzgl¦dnienie w zwi¡zkach konstytutywnych obj¦to±ciowego udziaªu pustek
ξ, zde�niowanego jako ξ = Vp

V (wedªug prac Gursona (1975) [86], (1977) [87]),
znalazªo uznanie wielu autorów. U»ywanie takiej skalarnej miary uszkodzenia
w wielu przypadkach budzi pytanie czy jest to odpowiednia miara osªabienia
materiaªu. Je»eli nawet ze wzgl¦du na prostot¦ i wygod¦ przyjmiemy, »e w
pewnych procesach miara taka jest dopuszczalna, to i tak w opisie rozwoju
osªabieniamateriaªu napotykamy wiele innych problemów. Jednym z nich jest
ustalenie kiedy mo»na traktowa¢ rzeczywist¡ pustk¦ tak samo, jak i jej po-
tencjalny odpowiednik w postaci wtr¡cenia lub cz¡stki doznaj¡cej p¦kni¦cia
lub dekohezji. Jak dot¡d, w opisie powstawania pustek, zakªada si¦ tak¡ rów-
nowa»no±¢. Jednak wyniki obserwacji mikroskopowych i niektórych rozwa»a«
teoretycznych wskazuj¡ na fakt, »e nie we wszystkich przypadkach podej±cie
takie jest sªuszne. Je»eli np. zarodkowanie pustki zwi¡zane jest z p¦kni¦ciem
cz¡stki, nie oznacza to, »e cz¡stka taka nie mo»e nadal przenosi¢ cz¦±ci obci¡-
»enia, zwªaszcza, »e nie nast¡piªa dekohezja na granicy z plastyczn¡ osnow¡.
Je»eli zarodkowanie polega na takiej wªa±nie dekohezji, to najcz¦±ciej nie do-
tyczy ona caªej powierzchni granicznej, a tylko jej fragmentu. Kikuchi i inni
(1981) [105] stwierdzili do±wiadczalnie i wykazali teoretycznie, »e pustki po-
wstaj¡ na ko«cach eliptycznych cz¡stek. W przypadku cz¡stki kulistej równie»
nie zachodzi caªkowita dekohezja. �wiadcz¡ o tym teoretyczne rozwa»ania Fi-
shera (1981) [70], po±wi¦cone problemowi zarodkowania tego typu pustki w
powi¡zaniu z cz¡steczkami sferycznymi. Fisher analizowaª pustki powstaj¡ce
na pewnej cz¦±ci powierzchni cz¡stki, w warunkach jednoosiowego rozci¡gania,
patrz rysunek 2.15. Je»eli w wyniku post¦puj¡cego odksztaªcenia plastycznego
nast¡pi jednak caªkowita dekohezja, to równie» nie oznacza ona, »e cz¡stka
nie mo»e ju» przenosi¢ »adnych obci¡»e«. Jak zauwa»aj¡ np. Perra i Finnie
(1977) [167], mo»e ona by¢ ±ciskana, poniewa», stanowi przeszkod¦ dla swo-
bodnej zmiany ksztaªtu pustki. Dopiero w obecno±ci du»ego napr¦»enia ±red-
niego σm, co ma miejsce np. w szyjce dla zaawansowanego procesu rozci¡gania,
nast¦puje wzrost pustki w kierunku poprzecznym i cz¡stka taka nie przenosi
ju» obci¡»enia. Tak wi¦c zaªo»enie o równowa»no±ci ksztaªtu nowo powstaªej
pustki i cz¡stki b¦d¡cej jej ¹ródªem, jest przynajmniej w fazie zarodkowania du-
»ym uproszczeniem. Istotny jest jednak sam sposób modelowania oddziaªywa«
mi¦dzy pustkami. Gurson rozwa»aª pustki w osnowie o geometrii wzajemnie
podobnej. Dla ciaª z du»¡ pustk¡ (du»e ξ) u»ycie geometrycznie podobnych
do ksztaªtu pustki, zewn¦trznych brzegów dla osnowy, ma wpªyw na oszaco-
wywanie zachowania caªo±ci jako agregatu i na stan pªyni¦cia plastycznego
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Rys. 2.15. Tworzenie si¦ pustki na fragmencie powierzchni granicznej przy roz-
ci¡ganiu z pracy Fisher i Gurland[70].

pomi¦dzy s¡siaduj¡cymi pustkami. Jest to widoczne w pracach, w których roz-
wa»a si¦ dwuwymiarowy agregat z periodycznym szeregiem pustek. Thomason
(1985) [238] poszukiwaª warunków sprzyjaj¡cych szyjkowaniu (skoncentrowane
pªyni¦cie plastyczne) pomi¦dzy pustkami. Needleman (1972) [138] pokazaª, »e
obszar plastyczny nigdy nie zajmuje caªej osnowy. Inny aspekt oddziaªywa-
nia pustek wyªania si¦, gdy rozwa»ymy pustki jako pustki losowo rozlokowane
w osnowie. Lokalna warto±¢ ξ mo»e wtedy ró»ni¢ si¦ od warto±ci ±redniej i
lokalne obszary mog¡ mie¢ ró»ne zachowanie plastyczne. Przewidywane zacho-
wanie agregatu mo»e wtedy ró»ni¢ si¦ od zachowania przewidywanego mode-
lem z jedn¡ pustk¡. Wpªyw opisu wzmocnienia materiaªu osnowy jest istotny.
Przede wszystkim nale»y rozwa»y¢ jednak mikrostruktur¦ materiaªu osnowy.
Jest to istotne, gdy» mikrostruktura osnowy sama w sobie, mo»e by¢ ¹ródªem
powstawania pustek, gdy inne przyczyny s¡ nieobecne (decyduj¡ mechanizmy
dyslokacyjne). Wa»ny jest tak»e sam sposób pomiaru udziaªu pustek. Je»eli
nie mo»emy okre±li¢ obj¦to±ciowego udziaªu pustekξ za pomoc¡ makroskopo-
wych pomiarów (np. zmian g¦sto±ci wzgl¦dnej), to jeste±my zdani na pomiary
mikroskopowe. Pomimo, zautomatyzowania procedur zliczania pustek, w dal-
szym ci¡gu wi¡»e si¦ to z wieloma problemami technicznymi. Russ (1991) [211]
i Russ i Deho� (2000) [212] wskazali na ró»nice w otrzymanych wynikach,
których przyczyn¡ s¡ ró»ne techniki przygotowania powierzchni do obserwa-
cji. Nale»y przy tym pami¦ta¢, »e obserwacje takie dopiero po odpowiednim
przeliczeniu daj¡ poszukiwan¡ miar¦ obj¦to±ciow¡ pustek, co mo»e by¢ ¹ró-
dªem dodatkowych bª¦dów. Fisher (1980) [68] wskazaª na trudno±ci zwi¡zane
z wyodr¦bnieniem g¦sto±ci powierzchniowej pustek, wynikaj¡cej oddzielnie z
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zarodkowania i wzrostu.

2.12 Opis ewolucji porowato±ci w procesach dynamicznych
W literaturze przyjmuje si¦, »e przy obci¡»eniach dynamicznych w materiale
powstaj¡ mikrouszkodzenia, które wynikaj¡ z mechanizmów powstawania i
wzrostu pustek 1.

Istotne jest, »e mechanizmy powstawania i wzrostu mikrouszkodze« przy
obci¡»eniach dynamicznych s¡ inne ni» w procesach quasi�statycznych. Rozwa-
»ania �zyczne przedstawione w pracach (np. Curran i inni (1987) [51], Perzyna
(1986) [173] lub Dornowski i Perzyna (2000) [55]) wskazuj¡ na fakt, »e powsta-
wanie mikropustek przy dynamicznych obci¡»eniach, które s¡ krótkotrwaªe,
zale»¡ od mechanizmów termicznej aktywacji. Na bazie tych spostrze»e« i
uwzgl¦dniaj¡c wpªyw temperatury i trójosiowo±ci stanu napr¦»enia na powsta-
wanie mikropustek (kryterium napr¦»eniowe) Perzyna (1986) [173] zapropono-
waª nast¦puj¡cy opis pr¦dko±ci zmian porowato±ci wynikaj¡cy z powstawania
nowych mikropustek w postaci:

(
ξ̇
)

n
=

1
Tm

h∗(ξ, ϑ)

[
exp

m∗(ϑ) | Ĩn − σn(ξ, ϑ, εp
e) |

kϑ
− 1

]
, (2.1)

gdzie k oznacza staª¡ Boltzmanna, h∗(ξ, ϑ) reprezentuje funkcj¦ materiaªow¡
powstawania pustek, wprowadzon¡ w celu uwzgl¦dnienia oddziaªywa« miedzy
pustkami,m∗(ϑ) jest zale»nym od temperaturyϑ wspóªczynnikiem,σn(ξ, ϑ, εp

e)
jest napr¦»eniem progowym powstawania pustek zale»nym od: porowato±ciξ,
temperatury i ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznego, natomiast

Ĩn = a1J̃1 + a2

√
J̃
′
2 + a3

(
J̃
′
3

) 1
3 (2.2)

okre±la niezmiennik intensywno±ci napr¦»enia dla powstania pustek. We wzo-
rze (2.2) wyst¦puj¡ staªe materiaªowe ai (i = 1, 2, 3), J̃1 oznacza pierwszy
niezmiennik tensora napr¦»enia, σ̃ = σ − α, J̃

′
2 i J̃

′
3 s¡ drugim i trzecim nie-

zmiennikiem dewiatora napr¦»enia σ̃
′
= (σ −α)

′ gdzie α oznacza napr¦»enie
resztkowe tak jak w opisie ze wzmocnieniem kinematycznym.

1Obserwacje eksperymentalne (np. Shockey i inni (1985)) pokazaªy, »e mechanizm ª¡cze-
nia mo»e by¢ traktowany jako proces powstawania i wzrostu pustek w mniejszej skali, co
znacznie upraszcza opis procesu wewn¦trznego uszkadzania bior¡c tylko w opisach mechani-
zmy powstawania i wzrostu uszkodze«. Korzystaªo z tego wielu autorów np.: Eftis (1996) [63],
Perzyna (1986) [173].
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Dla wzrostu mikropustek zamiast rozwi¡zania Gursona przyjmuje si¦ (tak
jak np. w pracach: Carroll i Holt (1972) [37], Johnson (1981) [101]; Perzyna
(1986) [174]; Perzyna (1990) [175]; Perzyna i Drabik (1989, 2006) [180], [181],
Perzyna i Nowak (1991) [184], Dornowski i Perzyna (2000) [55])

(
ξ̇
)

g
=

1
Tm

g∗(ξ, ϑ)√
κ0

[
Ĩg − σeq(ξ, ϑ, εp

e)
]
, (2.3)

gdzie Tm
√

κ0 oznacza lepko±¢ dynamiczn¡ materiaªu, g∗(ξ, ϑ) reprezentuje
funkcj¦ materiaªow¡ wzrostu pustek z uwzgl¦dnieniem oddziaªywania mi¦dzy
pustkami, σeq(ξ, ϑ, εp

e) jest napr¦»eniem progowym wzrostu pustki zale»nym
od: porowato±ci, temperatury i ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznego
oraz

Ĩg = b1J̃1 + b2

√
J̃
′
2 + b3

(
J̃
′
3

) 1
3 , (2.4)

okre±la niezmiennik intensywno±ci napr¦»e« potrzebnych dla wzrostu pustek a
bi (i = 1, 2, 3) s¡ staªymi materiaªowymi.

Równanie ewolucji dla porowato±ciξ w procesach dynamicznych ma posta¢

ξ̇ =
h∗(ξ, ϑ)

Tm

[
exp

m∗(ϑ) | Ĩn − σn(ξ, ϑ, εp
e) |

kϑ
− 1

]
+ (2.5)

+
g∗(ξ, ϑ)
Tm
√

κ0

[
Ĩg − σeq(ξ, ϑ, εp

e)
]
.

W teorii lepkoplastyczno±ci Perzyny wykorzystuj¡cej funkcj¦ nadwy»ki zwy-
kle zast¦puje si¦ funkcj¦ wykªadnicz¡ w czªonie opisuj¡cym powstawanie pu-
stek i funkcj¦ liniow¡ w opisie wzrostu pustek odpowiedni¡ funkcj¡ nadwy»ki
Φ okre±lan¡ do±wiadczalnie a równanie ewolucji dla parametru porowato±ci
przyjmuje posta¢

ξ̇ =
1

Tm
h∗(ξ, ϑ)〈Φ[

Ĩn

σn(ξ, ϑ, εp
e)
− 1]〉+ (2.6)

+
1

Tm
g∗(ξ, ϑ)〈Φ[

Ĩg

σeq(ξ, ϑ, εp
e)
− 1]〉.

2.12.1 Zaªo»enia co do funkcji materiaªowych w procesach
adiabatycznych

Pewne uproszczenia co do funkcji materiaªowych w dynamicznych procesach
adiabatycznych wprowadzono w pracy np. Dornowski i Perzyna (2000) [55].
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Dla funkcji potencjaªu plastycznego f w postaci tak jak w pracy Perzyna
(1984) [171] lub Shima i Oyane (1976) [220]

f =
{
J
′
2 + [n1(ϑ) + n2(ϑ)ξ] J2

1

} 1
2 (2.7)

gdzie
n1(ϑ) = 0, n2(ϑ) = n = const. (2.8)

Funkcja izotropowego wzmocnienia � osªabieniaκ jest zaªo»ona w postaci (np.
Perzyna (1986) [173] lub Nemes i Eftis (1993)[148])

κ = κ̂(εp, ϑ, ξ) = {κs(ϑ)− [κs(ϑ)− κ0(ϑ)] exp [−δ(ϑ)εp]}
[
1−

(
ξ

ξF

)β(ϑ)
]

,

(2.9)
gdzie

κs(ϑ) = κ∗s − κ∗∗s ϑ, κ0(ϑ) = κ∗0 − κ∗∗0 ϑ, (2.10)

δ(ϑ) = δ∗ − δ∗∗ϑ, β(ϑ) = β∗ − β∗∗ϑ, ϑ =
ϑ− ϑ0

ϑ0
.

ξF jest warto±ci¡ porowato±ci przy zniszczeniu aϑ0 i wszystkie pozostaªe staªe
z (·)∗ i (·)∗∗ s¡ opisane w pracy Perzyna (1986) [173].
Funkcj¦ nadwy»ki Φ

(
f
κ − 1

)
w pracy Perzyna (1986) [173] przyj¦to w postaci

Φ
(

f

κ
− 1

)
=

(
f

κ
− 1

)
. (2.11)

Wykorzystuj¡c równania (2.7, 2.9) równanie ewolucji dla parametru porowa-
to±ci ξ ma teraz posta¢

ξ̇ = ξ̇wzrost =
g∗(ξ, ϑ)
Tmκ0(ϑ)

[Ig − σeq(ξ, ϑ, εp
e)] (2.12)

gdzie (patrz Dornowski (1999) [54])

g∗(ξ, ϑ) = c1(ϑ)
ξ

1− ξ
,

Ig = b1J1 + b2

√
J2,

σeq(ξ, ϑ, εp
e) = c2(ϑ)(1− ξ) ln

1
ξ
{2κs(ϑ)− [κs(ϑ)− κ0(ϑ)]F (ξ0, ξ, ϑ)} ,

c1(ϑ) = const, c2(ϑ) = const, (2.13)

F (ξ0, ξ, ϑ) =
(

ξ0

1− ξ0

1− ξ

ξ

) 2
3
δ

+
(

1− ξ

1− ξ0

) 2
3
δ

.
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2.12.2 Funkcje materiaªowe w procesach izotermicznych
Kolejne uproszczenia uzyskano w pracach Perzyna i Dornowski (2002) [58, 56]
ograniczaj¡c opis rozwoju mikropustek do procesów izotermicznych, przyjmu-
j¡c, »e funkcja potencjaªu plastycznego ma posta¢

f =
(
J
′
2 + nξJ2

1

) 1
2 , (2.14)

a funkcje izotropowego wzmocnienia�osªabienia jest w postaci

κ = [κs − (κs − κ0) exp (−δεp)]

[
1−

(
ξ

ξF

)β
]

, (2.15)

co pozwala zapisa¢ równanie ewolucji parametru porowato±ci jak w równaniu
(2.7) dla którego mamy

g∗ = c1
ξ

1− ξ
, Ig = b1J1 + b2

√
J
′
2,

σeq(ξ, εp
e) = c2(1− ξ) ln

1
ξ

[2κs − (κs − κ0) F (ξ0, ξ)] , (2.16)

F (ξ0, ξ) =
(

ξ0

1− ξ0

1− ξ

ξ

) 2
3
δ

+
(

1− ξ

1− ξ0

) 2
3
δ

.

W tym przypadku równie» posta¢ funkcji nadwy»ki przyj¦to wedªug równania
(2.11).

2.13 Podsumowanie
2.13.1 Powstawanie mikropustek w metalach
Realistyczny opis teoretyczny powstawania pustek powinien korzysta¢ z ró»-
nych szczegóªów morfologii pustek otrzymywanych z bada« eksperymental-
nych. Du»o modeli zakªada w procesach quasi-statycznych deformacji, »e nast¦-
puje caªkowita dekohezja poª¡czenia mi¦dzyfazowego cz¡steczka�osnowa, pod-
czas gdy obserwacje pokazuj¡, »e w wielu przypadkach zachodzi dekohezja na
cz¦±ci poª¡czenia. Nie dotyczy to jednak procesów dynamicznych i nie odnosi
si¦ do równania (2.7). W procesach dynamicznych powstawaniu mikropustek
odpowiada zªo»ony stan napr¦»enia i powstaj¡ one w wyniku przekroczenia
warto±ci progowych. Dokonane obserwacje i proponowane wnioski zwi¡zane z
natur¡ pustek w metalach ci¡gliwych, w szczególno±ci w stalach w¦glowych,
stanowi¡ podstaw¦ analizy i wyboru modelu powstawania i wzrostu pustek w
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tej pracy. Obserwacje Fishera (1980) [68], Fishera i Gurlanda (1981) [69] oraz
innych (np. prace: Kwon i Asaro (1990) [114], Argon i Im (1975) [5]) mo»na
podsumowa¢ w kilku nast¦puj¡cych punktach:

• pustki powstaj¡ najszybciej w izolowanych cz¡steczkach sferoidalnego ce-
mentytu przez cz¦±ciow¡ dekohezj¦ poª¡czenia na granicy faz w otoczeniu
jednego z biegunów cz¡steczki okre±lanych przez o± rozci¡gania;

• pustki s¡, w wi¦kszo±ci przypadków, zwi¡zane z cz¡steczkami o wymia-
rach wi¦kszych ni» wymiar ±redni ustalony dla wszystkich cz¡steczek.
Bardzo rzadko si¦ zdarza, »eby tworzyªy si¦ one w bardzo maªych odizo-
lowanych cz¡steczkach, nawet dla bardzo zaawansowanych stanów defor-
macji, które istniej¡ w szyjce w ko«cowej fazie rozci¡gania próbek;

• cz¡steczki usytuowane na granicy ziaren, s¡ sprzyjaj¡cym miejscem dla
nukleacji pustek;

• pustki tworz¡ si¦ przez dekohezj¦ poª¡czenia cz¡stka�osnowa dla blisko
s¡siaduj¡cych cz¡stek le»¡cych wzdªu» osi rozci¡gania;

• znaczna dekohezja poª¡czenia cz¡stka�osnowa rozpoczyna si¦, przy za-
awansowanych deformacjach (w eksperymencie Fishera i Gurlanda od-
powiadaj¡cych ekwiwalentnemu odksztaªceniu plastycznemu ε̄p = 0.75,
dla stali typu B);

• w przekroju minimalnym szyjki w stalach w¦glowych ¹ródªem pustek
byªo 10− 40% cz¡stek drugiej fazy;

• pustki wydªu»aj¡ si¦ w kierunku rozci¡gania, lecz zachowuj¡ eliptyczne
przekroje poprzeczne;

• cz¡steczki cementytu o nieregularnych ksztaªtach, ulegaj¡ cz¦sto we-
wn¦trznym p¦kni¦ciom. P¦kni¦cia maj¡ tendencj¦ do ukªadania si¦ w
kierunku prostopadªym do kierunku rozci¡gania;

• pustki s¡ ªatwo rozró»nialne w przekrojach poprzecznych a gorzej w prze-
krojach podªu»nych rozci¡ganych próbek.

2.13.2 Kryteria nukleacji i modele analityczne
Zaproponowane w literaturze modele nukleacji pustek prowadz¡ do stwierdze-
nia, »e czynnikami sprzyjaj¡cymi powstawaniu pustek s¡:
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• cz¡steczki o du»ych wymiarach;

• maªa praca adhezji;

• wysokie napr¦»enie pªyni¦cia;

• wysoka trójosiowo±¢ stanu napr¦»enia;

• du»e odksztaªcenia plastyczne;

• maªy wymiar ziarna;

• cz¡steczki ulokowane na granicy ziaren.

Nale»y podkre±li¢, »e zachowanie materiaªu osnowy pomi¦dzy blisko s¡siaduj¡-
cymi cz¡steczkami jest szczególnie zªo»one. Pomi¦dzy cz¡steczkami, pªyni¦cie
plastyczne w osnowie prowadzi do wzrostu stanu trójosiowego napr¦»e« lokal-
nych. Odpowiedni wzrost zmagazynowanej energii spr¦»ystej sprzyja nukleacji
pustek dla niskich poziomów deformacji.

2.13.3 Rekomendacje dla dalszych bada«
A. Eksperyment:

1. Okre±lenie efektu rodzaju wtr¡cenia na chemi¦ powierzchniowych poª¡-
cze« cz¡steczka� osnowa. Z bada« spektroskopowych powierzchni znisz-
czenia.

2. Okre±lenie efektu wymiaru ziarna na nukleacj¦ pustek w próbkach ma-
j¡cych ekwiwalentny rozkªad wielko±ci cz¡stek.

3. Okre±lenie efektu trójosiowo±ci napr¦»e« na nukleacj¦ w próbach rozci¡-
gania przy ró»nych poziomach ci±nienia hydrostatycznego.

4. Badania zmiany porowato±ci dla ró»nych geometrii próbek w celu okre±le-
nia nukleacji dla dowolnych stanów napr¦»enia i gradientów deformacji.

B. Badania analityczne:

1. Analizy ilo±ciowe efektu wspóªdziaªania cz¡stek na zarodkowanie pustek.

2. Uwzgl¦dnienie efektów mikrostruktury w modelach, dla okre±lenia defor-
macji lokalnych w cz¡steczkach usytuowanych na granicy ziaren.
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3. Warunek plastyczno±ci oraz prawo plastycznego
pªyni¦cia materiaªu z mikrouszkodzeniami

W przedstawionym poni»ej opisie materiaªu z mikrouszkodzeniami zakªada si¦,
»e osªabienie przez tworzenie si¦ pustek jest bezpo±rednio zwi¡zane z uszko-
dzeniem mikrostruktury materiaªu i ma charakter izotropowy. Pustki maj¡
ksztaªt zbli»ony do kulistego i podczas deformacji zmieniaj¡ swoje wymiary
izotropowo. Skalarn¡ miar¡ mikrouszkodze« jest obj¦to±ciowy udziaª pustek,
który odgrywa rol¦ parametru osªabienia. Uplastycznienie ±ci±liwego o±rodka
jest mo»liwe przy dowolnym stanie napr¦»enia. Wynika z tego, »e powierzchnia
plastyczno±ci f(σij) = 0 w przestrzeni napr¦»e« powinna by¢ gªadka, wypu-
kªa i zamkni¦ta. Ponadto jej wymiary winny zale»e¢ od aktualnej porowato-
±ci ξ, a w przypadku uwzgl¦dnienia wzmocnienia - równie» od odksztaªce«,
f = f(σij , ξ, εe).

Punkty le»¡ce wewn¡trz powierzchni plastyczno±ci, f ≤ 0, odpowiadaj¡
stanom spr¦»ystym, punkty le»¡ce na powierzchni mog¡ przedstawia¢ stany
plastyczne lub spr¦»yste w zale»no±ci od tego, czy proces jest obci¡»eniem,
ε̇ij 6= 0 i ḟ = 0 lub odci¡»eniem ε̇ij = 0 i ḟ ≤ 0 lub stanem neutralnym
(ε̇ij = 0 i ḟ = 0). Równania ewolucji parametru ξ i εe musz¡ by¢ niezmiennicze
ze wzgl¦du na zmian¦ skali czas.
W literaturze warunek plastyczno±ci,f −κ = 0, materiaªu ci¡gliwego z mikro-
uszkodzeniami formuªuje si¦ w nast¦puj¡cych alternatywnych postaciach

(i) patrz Shima i Oyane (1976) [220] lub Perzyna (1984) [172], (1986) [173]

f =
J2

κ2
0

+ nξ

(
J1

κ0

)2

; (3.1)

(ii) patrz Gurson (1975) [86] lub Tvergaard i Needleman (1984) [243]

f = 3
J2

σ2
M

+ 2q1ξ cosh
(

q2
J1

σM

)
; (3.2)

gdzie κ0 oznacza napr¦»enie uplastycznienia materiaªu osnowy,n = n(ϑ) jest
funkcj¡ materiaªow¡ cz¦sto zale»n¡ od temperaturyϑ, σM oznacza efektywne
napr¦»enie uplastycznienia materiaªu osnowy przy rozci¡ganiu,q1 i q2 s¡ sta-
ªymi. Napr¦»enie σM jest funkcj¡ σM (εp

M , ϑ), to znaczy σM zale»y od ekwiwa-
lentnego odksztaªcenia plastycznego materiaªu osnowy εp

M i temperatury ϑ i
opisuje krzyw¡ umocnienia materiaªu osnowy.
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Dla izotropowego wzmocnienia�osªabienia materiaªu funkcj¦κ przyjmuje
si¦ w nast¦puj¡cych alternatywnych postaciach

(i) patrz Perzyna (1984) [172], (1986) [173] lub Nemes, Eftis i Randles
(1990) [149]

κ = κ2
0

{
κ1

κ0
+ (1− κ1

κ0
) exp [−h∗(ϑ)εp

e]
}2

[
1−

(
ξ

ξF

) 1
2

]
; (3.3)

(ii) patrz Gurson (1975) [86] lub Tvergaard i Needleman (1984) [243]

κ = 1 + q3ξ
2; (3.4)

gdzie κ0 i κ1 oznaczaj¡ napr¦»enie uplastycznienia i napr¦»enie nasycenia ma-
teriaªu osnowy (obydwa mog¡ by¢ zale»ne od temperatury),h∗ = h∗(ϑ) jest
funkcj¡ wzmocnienia zale»n¡ od temperatury dla materiaªu osnowy, natomiast
εp
e =

∫ t
0(2

3D
p : Dp)

1
2 dt jest odksztaªceniem ekwiwalentnym, ξF oznacza war-

to±¢ parametru porowato±ci dla którego rozpoczyna si¦ zniszczenie a q3 jest
staªym parametrem.

Równanie (3.1) przedstawia we wspóªrz¦dnych
√

J
′
2 i J1 elips¦ o póªosiach√

J
′
2/κ0 i J1/κ0 ze ±rodkiem w pocz¡tku ukªadu. Gra�czny obraz warunku

plastyczno±ci tego typu przedstawia poszczególne elipsy (od najmniejszej do
najwi¦kszej) odpowiadaj¡ce kolejnym warto±ciom porowato±ci (od najwi¦kszej
do najmniejszej) np.: ξ = ξ1, ξ2, ξ3... = 0.20, 0.15, 0.10..., dla danych funkcji
n(ϑ). Dla temperatury pokojowej obraz jednej czwartej omawianego warunku
plastyczno±ci dla ró»nych ξ i dla wybranych dwóch warto±ci np. n = 0.05
i n = 0.97 przedstawiono na rys. 3.1 i rys. 3.2. Warunek Hubera - Misesa
(ξ = 0) na rys. 3.1 i rys. 3.2 przedstawia prost¡ poziom¡ dla

√
J
′
2/κ0 = 1.

Przyjmijmy, »e obowi¡zuje nast¦puj¡ca posta¢ warunku plastyczno±ci:

f = f(J2, J1, ξ, εp
e) = 3J2 + a(ξ)J2

1 − b(ξ)κ2
0(ε

p
e) = 0, (3.5)

gdzie: J
′
2 = 1

2SijSij jest drugim niezmiennikiem dewiatora napr¦»enia Sij ,
J1 = σijδij = σkk jest pierwszym niezmiennikiem tensora napr¦»enia, a(ξ) i
b(ξ) s¡ funkcjami porowato±ci ξ.

Równanie (3.5) przedstawia w przestrzeni napr¦»e« gªównych (σ1, σ2, σ3)
obrotow¡ elipsoid¦, dla której o± symetrii jest równo nachylon¡ do osiσ1, σ2, σ3.
Warunek plastyczno±ci (3.5) mo»na tak»e przedstawi¢ w postaci:
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Rys. 3.1. Obraz warunku plastyczno±ci opisanej równaniem (3.1) dla ró»nych
porowato±ci ξ i n=0.05.

Rys. 3.2. Obraz warunku plastyczno±ci opisanej równaniem (3.1) dla ró»nych
porowato±ci ξ i n=0.97.
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J2

B2
+

J2
1

A2
= 1,

gdzie:

B =

√
b(ξ)
3

κ0(εp
e) A =

√
b(ξ)
a(ξ)

κ0(εp
e).

Jak wida¢ z warunku plastyczno±ci (3.5) lub warunku jak powy»ej, zmiany
powierzchni plastyczno±ci wywoªane zmianami porowato±ci nie maj¡ charak-
teru izotropowego. Gdy zachodzi symetria wzgl¦dem osi pionowej oznacza to,
»e znak J1 jest nieistotny, czyli materiaª ma te same wªasno±ci przy rozci¡-
ganiu jak i ±ciskaniu. Zaªo»enie to mo»na uzna¢ za poprawne dla materiaªów,
które nie posiadaj¡ defektów takich jak szczeliny pªaskie. Dla materiaªów z ta-
kimi defektami mo»na wprowadzi¢ do warunku uplastycznienia ograniczenie
J1 < 0. Mo»na tak»e dla o±rodków porowatych stosowa¢ inne warunki plastycz-
no±ci, znane z mechaniki proszków lub gruntów.
Ogólnie mo»na przyj¡¢, »e o±rodek porowaty skªada si¦ z osnowy i trójwy-
miarowych pustek, które nie zawieraj¡ »adnego materiaªu. Osnow¦ stanowi
materiaª nie±ci±liwy, wi¦c odksztaªcenia obj¦to±ciowe wynikaj¡ wyª¡cznie ze
zmiany obj¦to±ci pustek. Podczas odksztaªce« tworz¡ si¦ nowe pustki.
Przyjmuj¡c, »e powierzchnia plastyczno±ci f(σij) = 0 stanowi potencjaª dla
pr¦dko±ci odksztaªce«, otrzymujemy prawo pªyni¦cia stowarzyszone z warun-
kiem plastyczno±ci:

Dij = λ
∂f

∂σij
= λ(3Sij + 2a(ξ)J1δij), (3.6)

gdzie: λ jest dodatnio okre±lonym mno»nikiem plastycznym.
Ze wzgl¦du na ±ci±liwo±¢ tensorDij i dewiator tego tensoraD

′
ij = Dij− 1

3Dkkδij

nie s¡ to»same, Dkk = 6 · λ · a(ξ)J1 6= 0. Odksztaªcenie zast¦pcze osnowy
okre±limy z warunku równo±ci mocy odksztaªce« plastycznych na poziomie
mikroskopowym i makroskopowym:

(1− ξ)σ̄ ˙̄εp = σijD
p
ij .

Z równo±ci tej wynika, »e w przybli»eniu (uwzgl¦dniaj¡c lub nie wtr¡cenia
wewn¡trz pustek) nie ma strat energii na tworzenie powierzchni swobodnych
(nowych pustek).
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Nale»y podkre±li¢, »e powy»sze propozycje (3.1) - (3.4) dla funkcji upla-
stycznienia uwzgl¦dniaj¡ wpªyw napr¦»enia hydrostatycznego na uplastycznie-
nie, a tak»e speªniaj¡ warunek symetrii i warunek wypukªo±ci wymagane w
makroskopowej teorii plastyczno±ci izotropowego materiaªu z pustkami. Po-
równuj¡c poszczególne warunki plastyczno±ci mo»na stwierdzi¢, »e warunki te
ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ tylko ilo±ciowo. Powy»sze warunki plastyczno±ci dla
metali z mikrouszkodzeniami nie s¡ jedynymi. Najcz¦±ciej stosowanym dla me-
tali jest warunek Gursona, który staje si¦ równowa»ny warunkowi Hubera-
Misesa, gdy zaniedbujemy obecno±¢ pustek w metalach. Poszukuje si¦ nowych
sposobów ustalania zale»no±ci J2 = f(J1, ξ, εe), gdy» nie zawsze jest mo»liwe
dokonanie tego na drodze eksperymentalnej (pomiarów makroskopowych). Po-
wstawanie pustek, p¦kni¦¢, tworzenie si¦ szczelin, zachodzi intensywnie dopiero
pod koniec odksztaªce« i ma charakter lokalny. Pozostaje wi¦c droga analitycz-
nego lub numerycznego sprawdzania stosowalno±ci proponowanych warunków,
szczególnie w przypadkach zªo»onych, gdy np. uwzgl¦dniamy anizotropi¦.

Pewne mody�kacje warunku uplastycznienia Gursona budz¡ kolejne w¡t-
pliwo±ci. Warunek Gursona zmody�kowany przez Tvergaarda (1982) [241, 242]
oraz Tvergaarda z Needlemanem (1984) [243] przez wprowadzenie funkcji po-
rowato±ci ξ∗ nie daje gªadkiej krzywej ξ(εe) a» do zniszczenia, gdy» krzywa
ta ulega zaªamaniu dla ξ = ξc = 0.15. W innych pracach dotycz¡cych me-
tali z mikrouszkodzeniami osªabienie zde�niowane jest przez wielko±¢ skalarna
D = D(ξ, σm

σe
). Tak zde�niowane osªabienie zale»y nie tylko od obj¦to±cio-

wego udziaªu pustek ξ ale tak»e od trójosiowo±ci stanu napr¦»enia, wyra»ony
wska¹nikiem (σm

σe
) (ze wzrostem tego wska¹nika dla ±ciskania maleje D).

W ogólnie sformuªowanym warunku plastyczno±ci wyst¦puj¡ parametry
skalarne ξ i εe odpowiedzialne za osªabienie i wzmocnienie materiaªu. Przyj¦-
cie danej reprezentacji warunku uplastycznienia pozwala na identy�kacj¦ tych
parametrów, co b¦dzie tematem rozdziaªu 8.
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4. Stan napr¦»enia w próbkach rozci¡ganych
jednoosiowo z uwzgl¦dnieniem porowato±ci

4.1 Rozwi¡zanie Bridgmana
Dla nie±ci±liwego materiaªu plastycznego, stan napr¦»enia w punkcie central-
nym najmniejszego pola przekroju poprzecznego rozci¡ganej próbki cylindrycz-
nej, wyra»a si¦ wzorami Bridgmana

σ11 = σ33|r=a
· ln

(
a

2ρR
+ 1

)
;

σ22 = σ11;
σ33 = σ33|r=a

+ σ11;
σ33|r=a

= σy;

(4.1)

gdzie σ33, σ11 i σ22 okre±laj¡ skªadowe napr¦»enia w punkcie centralnym naj-
mniejszego pola przekroju próbki, σy jest napr¦»eniem pªyni¦cia materiaªu
osnowy a a oznacza minimalny promie« pola przekroju szyjki orazρR oznacza
promienia obrysu szyjki tak jak to pokazano na rys. 2.8 w rozdziale 2.9.2.

4.2 Rozwi¡zanie Bridgmana dla modelu Gursona ciaªa
porowatego

W celu wykorzystania rozwi¡zania Bridgmana dla materiaªów z pustkami mu-
simy przyj¡¢ proste przybli»enie, »e makroskopowe napr¦»enie pªyni¦cia ma-
teriaªu z pustkami Σ33 mo»na ustali¢ w oparciu o mikroskopowe napr¦»enie
pªyni¦cia materiaªu osnowy z zale»no±ci Σ33|r=a

= σy · (1 − ξ), gdzie ξ jest
parametrem porowato±ci. U»ycie wyra»enia(1− ξ) ma na celu, w sposób przy-
bli»ony, uwzgl¦dni¢ fakt, »e napr¦»enia w ciele porowatym s¡ przenoszone tylko
przez materiaª osnowy. Tak wi¦c stan makroskopowego napr¦»enia ciaªa zªo»o-
nego z osnowy i pustek b¦dzie

Σ11 = σy(1− ξ) · ln
(

a
2ρR

+ 1
)

;
Σ22 = Σ11.

(4.2)

Natomiast, Σ33 b¦dzie wyliczane tak by speªni¢ warunek uplastycznienia dla
ciaªa zªo»onego z osnowy i pustek.
Z warunku plastyczno±ci Gursona mamy

(
Σ33

σy
− Σ11

σy

)2

+ 2 · ξ · cosh

(
Σ11

σy
+

Σ33

2 · σy

)
− 1− ξ2 = 0. (4.3)
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Rozwi¡zanie tego równania ze wzgl¦du naΣ33 jest mo»liwe jedynie iteracyjnie.
Wykorzystuj¡c jednak rozwini¦cie funkcji cosh(x) w szereg pot¦gowy, zacho-
wuj¡c dwa pierwsze czªony cosh(x) ≈ 1 + x2

2 , warunek plastyczno±ci Gursona
ma posta¢

(
Σ33

σy
− Σ11

σy

)2

+ 2 · ξ ·

1 +

1
2

(
Σ11

σy
+

Σ33

2 · σy

)2

− 1− ξ2 = 0. (4.4)

Równanie (4.4) ma pierwiastki postaci

Σ33

σy
=

Σ11

σy

2− ξ

2(1 + 1
4ξ)

±
√4

2(1 + 1
4ξ)

, (4.5)

gdzie 4 =
(

Σ11
σy

)2
(2− ξ)2 − 4

(
1− 1

4ξ
) [(

Σ11
σy

)2
+ 2ξ + ξ

(
Σ11
σy

)2 − 1− ξ2

]
i

4 ≥ 0.
Nale»y teraz dokona¢ sprawdzenia, który z pierwiastków równania (4.5) speªnia
z wi¦ksz¡ dokªadno±ci¡ równanie (4.3).
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5. Równanie ewolucji parametru porowato±ci dla
procesów quasi-statycznych

W wielu pracach eksperymentalnych i teoretycznych (Fisher (1980) [68],
Gurland (1972) [85], Rice i Tracey (1969) [203], Needleman i Rice (1978)
[144]) wykazano, »e gdy obecne s¡ mikropustki w materiaªach ci¡gliwych, skªa-
dowa hydrostatyczna napr¦»enia mo»e powodowa¢ makroskopow¡ dylatacj¦
poprzez mechanizm rozwoju mikropustek. W powy»ej wymienionych pracach
([68], [85], [203], [144]) przyjmuje si¦, »e hydrostatyczna skªadowa napr¦»e-
nia sprzyja powstawaniu pustek wokóª wtr¡ce« poprzez ich udziaª w warto±ci
napr¦»enia mi¦dzyfazowego na styku wtr¡cenie-osnowa. Gurson badaª wªasno-
±ci materiaªu porowatego (zawieraj¡cego mikropustki). Model �zyczny takiego
materiaªu to jednostkowa komórka b¦d¡ca agregatem sferycznych lub cylin-
drycznych pustek i materiaªu osnowy. Taka komórka jest z de�nicji wystarcza-
j¡co du»a by statystycznie reprezentowa¢ wªasno±ci makroskopowe materiaªu
jako caªo±ci. Gurson bazuje na podej±ciu Berga (1969) [20], który traktuje kon-
glomerat osnowa+pustki tak samo jak Bishop i Hill (1951) [21] konglomerat
polikrystaliczny. To pozwala udowodni¢ speªnienie zasady maksimum pracy
plastycznej na poziomie makroskopowym o ile zasada ta jest speªniona na po-
ziomie mikroskopowym. Poj¦ciemakro odnosi si¦ do warto±ci ±rednich takich
�zycznych wielko±ci jak napr¦»enie, dysypacja, pr¦dko±¢ itp., które reprezen-
tuj¡ zachowanie materiaªu w caªo±ci. Poj¦ciemikro odnosi si¦ do wªasno±ci
w punkcie, takich jak napr¦»enie lub pole pr¦dko±ci w otoczeniu pustki. W
rozdziale 3 zostaª omówiony opis materiaªu z mikropustkami (osªabieniem)
wyra»ony odpowiednim warunkiem plastyczno±ci i prawem pªyni¦cia. Poni»ej
zaªo»ono, »e wielko±ci¡ makroskopow¡ bezpo±rednio zwi¡zana z uszkodzeniem
mikrostruktury materiaªu jest porowato±¢ξ i ma ona charakter izotropowy. W
podsumowaniu podkre±la si¦ jedynie konieczno±¢ uogólnienia takiego opisu w
celu uwzgl¦dnienia efektów anizotropowego rozwoju pustek. Przyj¦ta skalarna
miara porowato±ci jest zde�niowana, jako obj¦to±ciowy udziaª pustek w sto-
sunku do caªej rozpatrywanej obj¦to±ci ciaªa, który odgrywa rol¦ parametru
osªabienia.

5.1 Ewolucja obj¦to±ciowego udziaªu pustek
Wprzedstawionym w tym rozdziale opisie materiaªu z mikrouszkodzeniami mo-
del materiaªu to agregat materiaªu osnowy i pustek. Materiaª osnowy jest nie-
±ci±liwy a zmiana obj¦to±ci agregatu podczas deformacji wynika, ze zmiany ob-
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j¦to±ci pustek. Pierwsze propozycje równania ewolucji obj¦to±ciowego udziaªu
pustek ξ mo»na znale¹¢ w pracach Gursona (1975) [86], (1977) [87]. Propozycja
Gursona z 1975 [86] równania na ξ̇ obejmuje dwa udziaªy: cz¦±¢ wynikaj¡ca z
zarodkowania (powstawania, ang. nucleation) mikropustek i cz¦±ci zwi¡zanej
ze wzrostem (ang. growth) mikrouszkodze«. Równanie ewolucji naξ ma posta¢

ξ̇ = (ξ̇)n + (ξ̇)g .

Proces zarodkowania (tworzenia si¦) pustek zwi¡zany jest z obecno±ci¡ wtr¡-
ce« i cz¡stek innej fazy w materiale rodzimym. Mikropustki mog¡ powstawa¢
albo przez dekohezj¦ na styku osnowa-cz¡steczka drugiej fazy lub poprzez p¦-
kanie cz¡steczek drugiej fazy. W procesie deformacji obserwuje si¦ równie»
mikropustki w 'czystym' materiale bez udziaªu wtr¡ce«, gdy odksztaªcenia s¡
wystarczaj¡co du»e, dla dziaªania mechanizmu dyslokacji z tworzeniem si¦ wa-
kansów (patrz Bauer i Wisdorf (1973) [16]), ten mechanizm jednak zostanie
pomini¦ty w dalszej cz¦±ci rozprawy, poniewa» badania ograniczono do klasy
materiaªów ci¡gliwych w których wyst¦puj¡ cz¡steczki drugiej fazy.
Utworzone lub istniej¡ce pustki podlegaj¡ wzrostowi, który dokonuje si¦ przez
spr¦»yste i plastyczne deformacje w materiale osnowy.
Trzecia faza rozwoju pustek czyli ª¡czenie si¦ pustek prowadzi do lawinowego
rozdzielenia si¦ (zniszczenia) materiaªu i mo»e by¢ uwzgl¦dniona przez doda-
nie trzeciego czªonu (ξ̇)c jak w pracach Tvergaarda (1982) [242] lub Tverga-
arda i Needlemana (1984) [243]. Nieco inn¡ mody�kacj¦ zaproponowaª Perzyna
(1984) [172], która polegaªa na zaªo»eniu zbiegania(ξ̇) →∞ gdy ekwiwalentne
odksztaªcenie plastyczne w materiale osnowy d¡»y do pewnej krytycznej war-
to±ci.

5.1.1 Prawo zachowania masy
Poj¦cie porowato±ci jest de�niowane na podstawie analizy matematycznej roz-
wa»anego materiaªu przed i po deformacji w pracach Gursona [86, 87]. Zmiana
obj¦to±ci w o±rodku niespre»ystym jest w tym rozdziale analizowana wyª¡cznie
w odniesieniu do zagadnienia deformacji ci¡gliwych stopów i metali, które pod-
legaj¡ maªym deformacjom spr¦»ystym i du»ym deformacjom niespr¦»ystym.

Oznaczaj¡c przez ρ g¦sto±¢ materiaªu caªkowitego i przez ρM g¦sto±¢ nie-
±ci±liwego materiaªu osnowy, a przez ξ parametr porowato±ci otrzymujemy

ρ = (1− ξ)ρM =⇒ ρ̇ = −ξ̇ · ρM − ξ · ρ̇M . (5.1)
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Z zaªo»enia o nie±ci±liwo±ci materiaªu osnowy, ρ̇M = 0, otrzymujemy

ρ̇

ρM
= −ξ̇

a po podstawieniu do powy»szego zwi¡zku zale»no±ci(5.1)1 na ρM

− ρ̇

ρ
=

ξ̇

(1− ξ)
.

Masa materiaªu o pewnej obj¦to±ciΩ jest dana jako m(Ω) =
∫
Ω ρ(X, t)dΩ.

Z prawa równo±ci mass przed i po deformacji (przy braku wypªywu masy i
braku zamiany masy na energi¦) mamy

dm = ρdv = ρJdV =⇒ ˙dm = (ρ̇ · J + ρ · J̇)dV = 0 , (5.2)
gdzie dv i dV s¡ niesko«czenie maªymi elementami obj¦to±ci w kon�guracji
aktualnej i kon�guracji odniesienia odpowiednio, a J = det(F), gdzie F jest
gradientem deformacji.
Z równania (5.2) otrzymujemy zale»no±¢ w ogólnej postaci

ρ̇

ρ
= − J̇

J
= −tr(gradv) = −tr(ḞF−1). (5.3)

Wykorzystajmy multiplikatywny rozkªad gradientu deformacji, który jest wyj-
±ciowym zaªo»eniem opisu spr¦»ysto-plastycznych deformacji ciaªa staªego
F = Fe · Fp (Lee (1969) [115], Perzyna (1978) [170]). Gradient przestrzenny
pola pr¦dko±ci mo»na powi¡za¢ zL gdzie

L = (Fe)−1(gradv)(Fe), (5.4)
tak wi¦c

tr(gradv) = tr(L) = tr(Le) + tr(Lp) ≈ tr(Lp) = tr(Dp) = Dp
kk (5.5)

Podstawiaj¡c (5.5) i (5.2) do (5.1) otrzymujemy nast¦puj¡ce równanie pr¦dko-
±ciowe dla parametru porowato±ci opisuj¡ce caªkowit¡ zmian¦ obj¦to±ci pustek

ξ̇

(1− ξ)
= Dp

kk . (5.6)
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Przyjmuj¡c tak jak Gurson [86], »e ξ̇ = ξ̇g + ξ̇n i wykorzystuj¡c to w równaniu
(5.6) otrzymujemy

ξ̇g

(1− ξ)
+

ξ̇n

(1− ξ)
= Dp

kk . (5.7)

Na podstawie równania (5.7) jest zatem jasne, »e caªkowita pr¦dko±¢ dyla-
tacyjna deformacji niespr¦»ystych jest wynikiem dwóch udziaªów. Zakªadaj¡c,
»e ξ̇g = g(1 − ξ)Dp

kk, gdzie g jest pewn¡ staª¡ lub funkcj¡ materiaªow¡ oraz
dla cz¦±ci nukleacyjnej zgodnie z propozycj¡ Gurlanda (1972) [85] ξ̇n = h̃ ˙̄εp,
gdzie h̃ jest tak»e pewn¡ staª¡ lub funkcj¡ materiaªow¡, otrzymujemy

ξ̇

(1− ξ)
= gDp

kk +
h̃ ˙̄εp

(1− ξ)
= Dp

kk .

Korzystaj¡c z zasady równo±ci mocy plastycznej na poziomie mikro i makro

(1− ξ)σ̄ ˙̄εp = σijD
p
ij ,

mo»emy dokona¢ zamiany zmiennych i otrzymujemy

ξ̇

(1− ξ)
= gDp

kk +
h̃σijD

p
ij

(1− ξ)2σ̄
= Dp

kk ,

lub to samo ale w innej postaci

ξ̇ = (1− ξ)gDp
kk +

h̃σijD
p
ij

(1− ξ)σ̄
= (1− ξ)Dp

kk .

Posta¢ prawa zachowania masy (5.6)(równania ci¡gªo±ci) jest zale»na od po-
staci równania ewolucji na parametr porowato±ci ξ. Istotne jest samo zde�-
niowanie parametru porowato±ci ξ. Czy jest to stosunek obj¦to±ci pustek jako
pustek 'o obj¦to±ci bez wtr¡ce«' czy te» pustek o obj¦to±ci wypeªnionej mate-
riaªem cz¡stek drugiej fazy do caªkowitej obj¦to±ci rozpatrywanego elementu.
Rzutuje to na u»ycie miar do pomiaru porowato±ci; miara lokalna mikro (okre-
±lana przez udziaª powierzchniowy pustek) lub miara makro (u±redniona w
pewnej rozpatrywanej obj¦to±ci) okre±lana przez g¦sto±¢ materiaªu. Przez zde-
�niowanie parametru porowato±ci dokonujemy wyboru zmiennej do pomiaru i
opisu konstytutywnego oraz wyboru zmiennych jako zmienne wewn¦trzne lub
zewn¦trzne.
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5.1.2 Zarodkowanie pustek
Ilo±ciowo cz¦±¢ (ξ̇)n okre±la si¦ w zale»no±ci od kryterium zarodkowania. Jedno
to kryterium odksztaªceniowe a drugie to kryterium napr¦»eniowe. Wyniki eks-
perymentalne Gurlanda (1972) [85]) po±wi¦cone zjawisku p¦kania cz¡stek ce-
mentytu w sferoidalnej stali w¦glowej o zawarto±ci1.05%C ±wiadcz¡ o tym »e
liczba p¦kni¦tych cz¡stek jest proporcjonalna do odksztaªcenia ekwiwalentnego
oraz, »e wcze±niej p¦kaj¡ cz¡stki du»e (o ±rednicy wi¦kszej ni» wymiar ±redni).
W oparciu o te wyniki eksperymentalne Gurson (1975) [86]) zaproponowaª
nast¦puj¡cy zwi¡zek

(ξ̇)n = cξunε̇e , (5.8)
gdzie c jest staª¡ materiaªow¡, ξun jest obj¦to±ciowym udziaªem cz¡stek drugiej
fazy bez p¦kni¦¢ a εe jest odksztaªceniem ekwiwalentnym w materiale osnowy.

Formuªuj¡c zale»no±¢ (5.8) Gurson zaªo»yª, »e p¦kni¦te cz¡stki staj¡ si¦
pustkami o podobnych wymiarach. Gurson podaje równie» alternatywne okre-
±lenie ˙(ξ)n wykorzystuj¡c koncepcj¦ krytycznego napr¦»enia normalnego
σN=σkk + σy, potrzebnego do oddzielenia plastycznej osnowy od sztywnej
cz¡stki drugiej fazy. W swoich rozwa»aniach Gurson uwzgl¦dnia, dyskutowany
wcze±niej przez Argona z wspóªpracownikami ((1975) [5], [7]), statystyczny
rozkªad cz¡stek i krytyczn¡ ich koncentracj¦. Wyprowadzona przez Gursona
posta¢ odpowiedniego wyra»enia na ˙(ξ)n w oparciu o kryterium krytycznego
napr¦»enia jest bardzo zªo»ona i nie znalazªa w pó¹niejszych pracach zastoso-
wania. Bez jej przytaczania, nale»y jednak podkre±li¢, »e Gurson (1977) ([87])
jako pierwszy zwróciª uwag¦ na szereg problemów zwi¡zanych z przyj¦ciem kon-
cepcji powstawania pustek zale»nej od napr¦»enia. Okazaªo si¦ mi¦dzy innymi,
»e je»eli ˙(ξ)n zale»y od σ̇ij , to prawo plastycznego pªyni¦cia jest niestowarzy-
szone. Innym utrudnieniem, jest konieczno±¢ ±ledzenia przyrostów skªadowych
napr¦»enia σij i porównywania aktualnego napr¦zenia z warto±ci¡ napr¦»enia
krytycznego zarodkowania pustek i stwierdzenia, czy zarodkowanie jest konty-
nuowane, czy te» nie. Needleman i Rice (1978) [144] przedstawili proste uogól-
nienie obydwu koncepcji powstawania pustek (odksztaªceniowe i napr¦»eniowe)
i zaproponowali

(ξ̇)n = Aσ̇y + Bσ̇m . (5.9)

Równie» Perzyna (1986) [173] korzystaª z tego typu równo±ci, przeksztaªcaj¡c
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j¡ do postaci

˙(ξ)n =
Ah

(1− ξ)σy
σij ε̇ij + Bσ̇m . (5.10)

W równaniu (5.10) uwidacznia si¦ zale»no±¢ zarodkowania od jednostkowej
mocy plastycznej a wyra»enie Ah traktowane jest jako nowa funkcja charak-
teryzuj¡ca materiaª. Je±li w równaniach (5.9) i (5.10) przyjmiemy, »eB=0
to otrzymamy, podej±cie oparte na zarodkowaniu zale»nym od odksztaªcenia.
Przyj¦cie z kolei A = B prowadzi do zgodno±ci z koncepcj¡ napr¦»enia nor-
malnego. Chu i Needleman (1980) [43] podobnie jak w pracy Needleman i Rice
(1978) [144] rozpatrzyli oddzielnie zarodkowanie kontrolowane przez odksztaª-
cenie

˙(ξ)n = Aε̇e (5.11)
oraz zale»ne od napr¦»enia normalnego

˙(ξ)n = B(σ̇y + σ̇m) . (5.12)
Jednak ich oryginalnym wkªadem do opisu nukleacji pustek byªo stwierdze-

nie, »e istnieje pewna ±rednia warto±¢ odksztaªcenia ekwiwalentnegoεN
e (lub

±rednia warto±¢ napr¦»enia krytycznego), wokóª której zarodkowanie pustek
przebiega zgodnie z rozkªadem normalnym (Gaussa). Wielko±¢A uto»samia
si¦ z obj¦to±ciowym udziaªem wtr¡ce« i cz¡stek, które w wyniku odksztaªcenia
jednostkowego staje si¦ ¹ródªem pustek, i okre±la si¦ jako

A =
ξN

sN

√
2π

exp


−1

2

(
εe − εN

e

sN

)2

 , (5.13)

gdzie: ξN jest najwi¦kszym mo»liwym obj¦to±ciowym udziaªem pustek powsta-
j¡cych w wyniku zarodkowania, zgodny z obj¦to±ciowym udziaªem wtr¡ce« i
cz¡stek b¦d¡cych ich ¹ródªem, sN jest odchyleniem standardowym rozkªadu
normalnego a εN

e jest odksztaªceniem ekwiwalentnym zarodkowania pustek.

Podobnie mo»na zde�niowa¢B. W ogólno±ci zarówno A, jak i B mog¡ zale»e¢
od historii odksztaªcenia i obci¡»enia. Ich zale»no±¢ od statystycznych rozkªa-
dów wtr¡ce« i cz¡stek jest zapewne bardziej skomplikowana, ni» to wynika z
przyj¦tej idealizacji o której mówiono w rozdziale 2.11.1. Saje, Pan i Needleman
(1982) [214] przyj¦li ξN równe obj¦to±ciowemu udziaªowi wszystkich wtr¡ce«
i cz¡stek zmniejszonemu proporcjonalnie, zgodnie z maksymalnym ilo±ciowym
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udziaªem wtr¡ce« i cz¡stek b¦d¡cych ¹ródªem pustek. Badania Fishera (1980,
1981)) [68, 69] oraz LeRoy i inni (1981) [117] pokazaªy, »e udziaª takich cz¡stek
w przypadku sferoidalnych stali w¦glowych, poddanych jednoosiowemu rozci¡-
ganiu, nie jest wi¦kszy ni» 40% ich ogólnej liczby. Saje, Pan i Needleman [214]
równie» zwrócili uwag¦ na fakt, »e odksztaªceniu ekwiwalentnemy nukleacjiεN

e

odpowiada w tej koncepcji najwi¦ksza pr¦dko±¢ zarodkowania pustek.

5.1.3 Wzrost pustek
W celu okre±lenia cz¦±ci ˙(ξ)g, zwi¡zanej ze zjawiskiem wzrostu pustek, rozpa-
trzmy w pewnym punkcie ciaªa porowatego elementarn¡, ale reprezentatywn¡
obj¦to±¢ V. Obj¦to±¢ t¦ mo»na wyrazi¢ jako sum¦ obj¦to±ci pustek i udziaªów
obj¦to±ciowych skªadników stopowych osnowy:

V = Vm + Vwc + Vcp + Vp ,

gdzie: Vm jest obj¦to±ci¡ materiaªu litego osnowy otaczaj¡cego wtr¡cenia,
cz¡stki innej fazy i pustki (Vm=const, ze wzgl¦du na nie±ci±liwo±¢).Vwc jest ob-
j¦to±ci¡ wtr¡ce« i cz¡stek, które nie staªy si¦ jeszcze ¹ródªem pustek.Vcp jest ob-
j¦to±ci¡ wtr¡ce« i cz¡stek zwi¡zanych z pustkami (Vwc + Vcp = Vcz¡stek = V 0

wc).
Vp jest obj¦to±ci¡ istniej¡cych pustek orazVcp = V 0

wc−Vwc. Zgodnie z prezento-
wanym podej±ciem, podobnie jak w pracach Rosochowski [208], Rosochowski
i Olejnik (1988) [209], Perzyna i Drabik [180] oraz Perzyna i Nowak (1985)
[182] obj¦to±ciowy udziaª pustek ξ mo»e by¢ rozumiemy jako ξ = Vcp+Vp

V lub
ξ = Vp

V . Przy oznaczeniach jak poprzednio, odno±nie masy i g¦sto±ci, powy»sze
okre±lenia prowadz¡ do nast¦puj¡cych zale»no±ci:

ρ = (1− ξ)
m

Vm + Vwc
= (1− ξ)ρM lub ρ = (1− ξ)

m

Vm
. (5.14)

Je»eli ciaªo porowate traktujemy jak o±rodek ci¡gªy, to zmiana g¦sto±ci
wynika z zasady zachowania masy (równania ci¡gªo±ci)(patrz rozdziaª 5.1.1,
wzory (5.3) i (5.5))

ρ̇ + ρDp
kk = 0 . (5.15)

Podstawiaj¡c ρ z (5.14) i pr¦dko±¢ ρ̇ wynikaj¡c¡ z (5.14) do równania (5.15),
otrzymamy

ξ̇ = (1− ξ)Dp
kk −

Vwc

V
. (5.16)
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Pierwszy skªadnik wyra»a zmian¦ ξ spowodowan¡ ich plastycznym wzrostem,
natomiast drugi zwi¡zany jest z zarodkowaniem pustek, których ¹ródªem jest
p¦kanie lub dekohezja cz¡stek drugiej fazy. Porównuj¡c posta¢ równania (5.7)
i (5.16) i zakªadaj¡c, »e powstawanie nowych pustek nie wpªywa na wzrost,
mo»emy napisa¢

ξ̇ = ξ̇g = (1− ξ)Dp
kk . (5.17)

Zwi¡zek ten jest powszechnie wykorzystywany w pracach uwzgl¦dniaj¡cych w
opisie konstytutywnym obj¦to±ciowy udziaª pustekξ (np. prace: Becker i inni
(1988) [18], Tvergaard i Needleman (1984) [243]).
Perzyna w pracach z 1986 r. [173], [174] zaproponowaª bardziej ogólne okre±le-
nie ξ̇g, zgodnie z którym

ξ̇g = (1− ξ)ΞijDij , (5.18)
gdzie : Ξij jest staª¡ macierz¡ charakteryzuj¡c¡ materiaª. Je»eli Ξij = δij , to
(5.18) staje si¦ równe (5.17).

5.1.4 Zwi¡zek porowato±ci ze wzgl¦dn¡ zmian¡ g¦sto±ci
Uwzgl¦dnienie w zwi¡zkach konstytutywnych obj¦to±ciowego udziaªu pustek
ξ, zde�niowanego jako ξ = Vp

V jest stosowane przez wielu autorów. S¡ jed-
nak w¡tpliwo±ci, czy jest to odpowiednia miara osªabienia materiaªu. Cz¦-
sto krytykowane jest zaªo»enie o skalarnym charakterze parametru osªabie-
nia. Zakªadaj¡c, »e w pewnych procesach koncepcja taka jest dopuszczalna,
mo»na rzeczywist¡ pustk¦ traktowa¢ jak jej potencjalny odpowiednik w po-
staci cz¡stki drugiej fazy, doznaj¡cej wewn¦trznego p¦kni¦cia lub dekohezji
poª¡czenia cz¡stka-osnowa. Jednak wyniki obserwacji mikroskopowych (ju» w
pracach Gurlanda (1972) [85] czy Fishera i Gurlanda (1981) [69]) i niektóre
rozwa»ania teoretyczne (Fisher (1980) [68], Gurson (1975) [86]) wskazuj¡ na
fakt, »e powstawanie pustek jest bardziej zªo»one. W ró»nych materiaªach ob-
serwuje si¦ ró»ne sposoby tworzenia pustek w zale»no±ci od zawarto±ci cz¡stek
drugiej fazy. Dla przykªadu je»eli powstawanie pustki zwi¡zane jest z p¦k-
ni¦ciem cz¡stki drugiej fazy, nie oznacza to, »e cz¡stka taka nie mo»e nadal
przenosi¢ cz¦±ci obci¡»enia, zwªaszcza, »e nie nast¡piªa dekohezja na granicy z
plastyczn¡ osnow¡. Je»eli nawet zarodkowanie pustki polega na takiej wªa±nie
dekohezji, to najcz¦±ciej nie dotyczy ona caªej powierzchni granicznej, a tylko
jej fragmentu. Potwierdzaj¡ to np. obserwacje mikroskopowe w pracy Fisher z
Gurlandem (1981) [69]. Stwierdzili oni do±wiadczalnie i wykazali teoretycznie,
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»e pustki powstaj¡ na ko«cach eliptycznych cz¡stek na ich przeci¦ciu z granic¡
ziaren. Nawet w przypadku cz¡stki kulistej równie» nie zachodzi caªkowita de-
kohezja. W pracy Fishera i Gurlanda (1981) [69], rozwa»a si¦ powstanie pustki
(typu ang. hat, patrz rozdziaª 2.11.3) na kolistej cz¡steczce drugiej fazy i okre-
±la dla tego typu pustki wspóªczynniki intensywno±ci napr¦»e«, w warunkach
osiowego rozci¡gania.

Nawet gdy nast¡pi przypadek caªkowitej dekohezji, to nie oznacza to, »e
cz¡stka wewn¡trz pustki nie mo»e ju» przenosi¢ »adnych obci¡»e«. Du»ym pro-
blemem jest pomiar obj¦to±ci tworz¡cych si¦ pustek, których ¹ródªem s¡ cz¡stki
drugiej fazy lub wtr¡cenia. Powstaj¡ce 'puste' pustki bez wtr¡ce« maj¡ bez-
po±redni wpªyw na zmian¦ g¦sto±ci. W pracach Palmer i Mellor (1980) [164],
Rosochowski (1985) [208] i Rosochowski i Olejnik (1988) [209] u»yto obj¦to±cio-
wego udziaªu pustek ξ (ξ = Vp/V ). Zmiana w stosunku do ξ = (Vp + Vcp)/V
polega na pomini¦ciu obj¦to±ci Vcp, czyli obj¦to±ci wtr¡ce« i cz¡stek b¦d¡cych
¹ródªem pustek, tak wi¦c pustki s¡ pust¡ przestrzeni¡ bez wtr¡ce«. Oczywi±cie,
nie mo»na wykluczy¢, »e na etapie ª¡czenia si¦ pustek istnieje wpªyw obj¦to±ci
Vcp cz¡steczek na ewolucj¦ pustek i na osªabienie materiaªu.

W oparciu o de�nicj¦ ξ mo»na uzyska¢ zwi¡zek pomi¦dzy ρ i ξ

ρ = (1− ξ)
m

(Vm + Vwc + Vcp)
. (5.19)

Dla danego elementu obj¦to±ci materiaªu m = const, Vm = const,
Vwc +Vcp = const s¡ wielko±ciami staªymi i mo»naρ powi¡za¢ z ξ. W praktyce
korzysta si¦ ze zwi¡zku wzgl¦dnej miary g¦sto±ci zξ (patrz np. Rosochowski i
Olejnik (1988) [209])

ξ = 1− (1− ξ0)(1 +
∆ρ

ρ0
) , (5.20)

gdzie: ξ0 jest porowato±ci¡ pocz¡tkow¡ aρ0 jest g¦sto±ci¡ pocz¡tkow¡ okre±lon¡
analogicznie do równania (5.19).
Jak podkre±laj¡ Rosochowski i Olejnik (1988) [209] je»eli znamy porowato±¢
pocz¡tkow¡ ξ0 to mierz¡c wzgl¦dn¡ zmian¦ g¦sto±ci (−∆ρ

ρ0
) mo»emy znale¹¢

aktualn¡ warto±¢ parametru osªabienia ξ. Je»eli ξ0 = 0, to ξ równa si¦ bez-
po±rednio (−∆ρ

ρ0
). Tak wi¦c, za pomoc¡ pomiarów makroskopowych wzgl¦dnej

zmiany g¦sto±ci, mo»na okre±li¢ wielko±¢ uznawan¡ za parametr wewn¦trzny
materiaªu. Z punktu widzenia wery�kacji opisu konstytutywnego, jest to bardzo
wygodne. Jednak tak okre±lony parametr ξ nie mo»na nazywa¢ parametrem

http://rcin.org.pl



80 Równanie ewolucji parametru porowato±ci

wewn¦trznym, przyjmuj¡c de�nicj¦ parametrów wewn¦trznych zaproponowana
w pracach: Rice (1971) [204] lub Perzyny i Wojno (1976) [186]. Podstawow¡
jednak wad¡ tej metody jest jej nieskuteczno±¢ w pomiarach lokalnych co pod-
kre±laj¡ Rosochowski i Olejnik (1988) [209]. Wyniki s¡ ±redni¡ z caªej badanej
obj¦to±ci, dlatego te» wymagane s¡ próbki, które doznaªy tylko jednorodnego
odksztaªcenia. Dodatkowy problem stanowi tak»e okre±lenie porowato±ci po-
cz¡tkowej ξ0. Bez wzgl¦du jednak na trudno±ci wydaje si¦, »e zalety zwi¡zane z
przyj¦ciem porowato±ci ξ jako parametru osªabienia s¡ widoczne i praktycznie
uzasadnione. Jednak jak wynika z powy»szych rozwa»a«, przyrost obj¦to±ci pu-
stek spowodowany ich zarodkowaniem jest niemo»liwy do wykrycia za pomoc¡
pomiarów wzgl¦dniej zmiany g¦sto±ci materiaªu. Przyczyn¡ jest uto»samianie
nowo powstaj¡cych pustek z cz¡steczkami drugiej fazy lub wtr¡ceniami b¦-
d¡cymi ich ¹ródªem. Dopiero w wyniku dalszego plastycznego odksztaªcania
si¦ otoczenia pustki, czyli materiaªu osnowy wokóª pustki, pustki te doznaj¡
wzrostu, co objawia si¦ ju» zmian¡ g¦sto±ci materiaªu. Cenne i warto±ciowe s¡
wszelkie rezultaty eksperymentalne i te dla wzgl¦dnej zmiany g¦sto±ci, które
mo»na znale¹¢ w pracach: Palmer i Mellor (1980) [164], Rosochowski i Olejnik
(1988) [209] oraz w wielu innych.

5.2 Zarodkowanie pustek w stali sferoidalnej
Fizyczna interpretacja poszczególnych skªadników równania ewolucji (5.7) wy-
nika z dotychczasowych rozwa»a«. Sam czªon wzrostu ξg, powinien uwzgl¦d-
nia¢ wra»liwo±¢ na ci±nienie hydrostatyczne, tak jak w opisie Rice i Tracey
(1969) [203] i decyduje on o zmianie porowato±ci polegaj¡cej na rozwoju ju»
istniej¡cych pustek i zachodz¡cej w warunkach, gdy wska¹nik trójosiowo±ci
napr¦»enia σm

σe
6= 0. Dla okre±lenia tego wyra»enia potrzebna jest tylko znajo-

mo±¢ warunku plastyczno±ci i prawa pªyni¦cia. Drugi czªon w równaniu ewo-
lucji (5.7) decyduje o zmianie porowato±ci ξn zachodz¡cej niezale»nie od
wska¹nika trójosiowo±ci napr¦»enia i jest wywoªany samym odksztaªceniem
plastycznym (kryterium odksztaªceniowe powstawania pustek). Badania mi-
kroskopowe Gurlanda (1972) [85] oraz pomiary Olejnika (1986) [163] pokazuj¡,
»e obserwuje si¦ przyrost obj¦to±ci pustek nawet przy próbach skr¦cania ma-
teriaªu. Poniewa» tradycyjnie rozumiany rozwój pustek jest w tych warunkach
niemo»liwy, Gurland (1972) [85], Rosochowski i Olejnik (1988) [209] zaªo»yli,
»e jest on zwi¡zany z zarodkowaniem pustek. Zarodkowaniu pustek przy skr¦-
caniu towarzyszy po±lizg po granicach ziaren co powoduje p¦kanie i nast¦p-
nie przemieszczanie si¦ cz¡stek drugiej fazy usytuowanych na tych granicach.
Prawdopodobnie jest to przyczyna post¦puj¡cego wzrostu porowato±ci.
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Ró»niczkuj¡c zale»no±¢ na porowato±¢ ξ zde�niowan¡ za pomoc¡ ξ = Vp

V ,
otrzymamy dla danego elementu materiaªu (zakªadaj¡c V̇p = V̇ )

ξ̇ = (1− ξ)
V̇

V
. (5.21)

W rozdziale 5.1.1 okre±lono równanie ewolucji (5.6) dla porowato±ci ξ i wy-
nikaªo ono z równania ci¡gªo±ci (5.2). Równanie ewolucji dla ξ ma posta¢
(patrz wzór (5.6))

ξ̇ = (1− ξ)Dp
kk .

Pr¦dko±¢ dylatacji Dp
kk wynika z prawa plastycznego pªyni¦cia. Je»eli przyj-

miemy tak jak np. Rudnicki i Rice (1975) [210], Rosochowski i Olejnik (1988)
[209], Saje, Pan i Needleman (1982) [214], »e prawo to jest niestowarzyszone,
to powy»sze równanie mo»na zapisa¢ jako

ξ̇ = (1− ξ)(ĝ + ĥ)Ėe , (5.22)

gdzie ĝ jest wielko±ci¡ odpowiadaj¡c¡ za wzrost pustek, ĥ odpowiada po-
wstawaniu nowych pustek a Ee jest makroskopowym odksztaªceniem ekwi-
walentnym agregatu (osnowa+pustki) oznaczonym tak jak w pracy Gursona
(1975) [86] du»¡ liter¡.

Porównuj¡c wzory (5.21) z (5.22) oraz zakªadaj¡c ĝ = 0, mo»emy napisa¢

ĥ =
1
V

dV |ĝ=0

dEe
, (5.23)

gdzie dEe = dtĖe a Ėe jest makroskopow¡ ekwiwalentn¡ pr¦dko±ci¡ odksztaª-
cenia. W celu okre±lenia ĥ w (5.23) nale»y skorzysta¢ z upraszczaj¡cego zaªo-
»enia o proporcjonalno±ci pomi¦dzy przyrostem obj¦to±cidV |ĝ=0 i przyrostem
ilo±ci pustek dnp w rozpatrywanym elemencie materiaªu

dV |ĝ=0 = ψ1dnp , (5.24)

gdzie w danym elemencie:ψ1 ≥ 0 jest wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci (tak
jak w pracach: Gursona (1975)[86], Kwon i Asaro (1990) [114] lub Rosochowski
i Olejnik (1988) [209], zakªada si¦, »e jest on staªy dla danego materiaªu). W
równaniu (5.24) zaªo»ono, »e np = np(Ee) i jest to ilo±¢ pustek (ilo±¢ wtr¡ce«
i cz¡stek b¦d¡cych ¹ródªem pustek), która z zaªo»enia jest wynikiem zarod-
kowania zale»nego tylko od odksztaªcenia osnowy bez efektu wzrostu pustek
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wówczas mamy Ee = εe. Przeksztaªcaj¡c (5.23) i bior¡c pod uwag¦ de�nicj¦
ξ, mo»na okre±li¢ ĥ jako

ĥ = (1− ξ)ψ1
nc

V − Vp

d
[

np

nc
(Ee)

]

dEe
, (5.25)

gdzie w danym elemencie obj¦to±ci V : nc = const to ilo±¢ wszystkich wtr¡ce«
i cz¡stek o okre±lonej masie, nc

V−Vp
= const - g¦sto±¢ wszystkich wtr¡ce« i

cz¡stek w litym materiale, np

nc
(Ee) - udziaª pustek (udziaª wtr¡ce« i cz¡stek

b¦d¡cych ¹ródªem pustek).
Wielko±¢ ψ1nc/(V − Vp) zwykle tak jak w pracy Rosochowski (1985) [208]

mo»na traktowa¢ jako now¡ staª¡ materiaªow¡. Oznaczaj¡c j¡ jakoψ otrzy-
mamy

ĥ = (1− ξ)ψ
d

[
np

nc
(Ee)

]

dEe
. (5.26)

W tej propozycji uwzgl¦dnia si¦ w rozwa»aniach udziaª pustek wynikaj¡cy
z cz¡stek pop¦kanych lub oddzielonych od osnowy np

nc
(Ee). Tak jak w kilku

pracach: Argon i Im (1975) [5], Fisher (1980) [68], Kwon i Asaro (1990) [114]
mo»na znale¹¢ do±wiadczalne i teoretyczne wykresy np

nc
(Ee), daj¡ce wyobra-

»enie o przebiegu zjawiska. Wobec niezmienno±ci w czasie deformacji liczby
wszystkich cz¡stek lub wtr¡ce« nc, cenne s¡ równie» wykresy np(Ee) np. w
pracy Kwon i Asaro (1990) [114]. Podobnie jak w pracach cytowanych powy»ej
trzeba podkre±li¢, »e za pomoc¡ samych obserwacji mikroskopowych otrzymu-
jemy tylko wielko±ci odniesione do jednostki powierzchni, a nie do jednostki
obj¦to±ci. Rezultaty w wymienionych pracach dotycz¡ ró»nych materiaªów, ale
s¡ to rezultaty dla jednoosiowego rozci¡gania. Ustalone zale»no±ci np

nc
w funk-

cji makroskopowego odksztaªcenie ekwiwalentnegoEe lub mikroskopowego εe

s¡ liniowe, quasi-liniowe lub znacz¡co nieliniowe (cz¦sto w ksztaªcie ªagodnej
funkcji logistycznej lub w ksztaªcie funkcji przypominaj¡cej liter¦ S). W ró»-
nych pracach ustalono ró»ne najwi¦ksze warto±ci np

nc
i wynosz¡ one dla ró»nych

materiaªów od kilkunastu do okoªo 50% (dla stali).
W powy»szych rozwa»aniach wykorzystano opis powstawania pustek w

oparciu o kryterium krytycznego odksztaªcenia plastycznego. Jak pokazano w
rozdziale 5.1.2 i w oparciu o prace Chu i Needleman (1980) [43] lub
Needleman i Rice (1978) [144], mo»na wykaza¢, »e istnieje równowa»no±¢ po-
mi¦dzy napr¦»eniowym i odksztaªceniowym kryterium powstawania pustek.
Kryterium odksztaªceniowe jest prostsze od napre»eniowego i nie zachodzi po-
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trzeba sprawdzania, czy zarodkowanie pustek nast¡piªo czy te» nie, gdy» bez
wzgl¦du na przyrost napr¦»enia decyduj¡cym jest, zawsze dodatni przyrost od-
ksztaªcenia ekwiwalentnegoEe. Propozycja Rosochowski i Olejnik (1988) [209]
ma wiele wspólnych cech z koncepcj¡ opisu zarodkowania wedªug Chu i
Needlemana (1980) [43]. Natomiast jedna z wa»niejszych ró»nic polega na tym,
»e okre±la si¦ w niej obj¦to±ciowy udziaª pustek, a nie obj¦to±ciowy udziaª wtr¡-
ce« i cz¡stek b¦d¡cych ich ¹ródªem. Obydwa podej±cia ró»ni¡ si¦ argumentem,
którym w pracy Chu i Needlemana (1980) [43] jest wielko±ci¡ mikroskopow¡εe,
a w propozycji Rosochowski i Olejnik (1988) [209] wielko±ci¡ makroskopow¡Ee.
Zwi¡zek pomi¦dzy pr¦dko±ciami tych wielko±ci wynika z równowa»no±ci mocy.
Jak uzasadniaj¡ Rosochowski i Olejnik (1988) [209] z praktycznego punktu wi-
dzenia wygodniejsz¡ miar¡ jest odksztaªcenieEe, gdy» mo»e by¢ ono, okre±lone
za pomoc¡ pomiarów makroskopowych.

5.2.1 Równanie ewolucji porowato±ci stali niskow¦glowej opartej na
wzgl¦dnej zmianie g¦sto±ci

Najwa»niejsz¡ cech¡ równa« ewolucji (5.7) i (5.22) jest uwzgl¦dnienie zarod-
kowania pustek. Istotne jest pytanie czy mo»na okre±li¢ zarodkowanie pu-
stek z pomiarów wzgl¦dnej zmiany g¦sto±ci. W pracy Rosochowski i Olejnik
(1988) [209] przyj¦to zaªo»enie, »e w swojej 'czystej' postaci zarodkowanie ob-
jawia si¦ zmian¡ g¦sto±ci podczas skr¦cania, ale zachodzi, oczywi±cie, tak»e
w ka»dym innym procesie, maj¡c wpªyw na ostateczn¡ zmian¦ g¦sto±ci wy-
nikaj¡c¡ ze wzrostu pustek. Taka prosta koncepcja opisu zarodkowania jak w
pracy Rosochowski i Olejnik (1988) [209] za pomoc¡ wspóªczynnikaĥ jest nie-
w¡tpliwie tylko przybli»eniem. W pracy Rosochowski i Olejnik (1988) [209]
tak rozumiane zarodkowanie pustek zale»y od wielu szczegóªowych cech mi-
krostruktury materiaªu oraz od historii obci¡»enia (szczególnie od napr¦»e-
nia hydrostatycznego). O przydatno±ci propozycji opisu ewolucji porowato±ci
przez Rosochowskiego i Olejnika (1988) [209], tak jak w ka»dym innym przy-
padku mo»e za±wiadczy¢ jedynie porównanie opisu teoretycznego z pomiarem
do±wiadczalnym. Dzi¦ki bezpo±redniej zale»no±ci wyra»onej równaniem (5.20)
pomi¦dzy porowato±ci¡ ξ a wzgl¦dn¡ zmian¡ g¦sto±ci (−∆ρ/ρ0), Rosochowski
i Olejnik (1988) [209] badali czy istnieje taka zgodno±¢, wykorzystuj¡c wªa-
sne wyniki pomiarów (−∆ρ/ρ0) dla stali perlitycznej 0.1%C, jakie uzyskano w
próbie skr¦cania i rozci¡gania z walcowaniem (w celu wyeliminowania szyjko-
wania).

Ko«cowe rezultaty prac [208, 209] pokazuj¡, »e wzgl¦dna zmiana g¦sto±ci
wraz ze wzrostem odksztaªcenia charakteryzuje si¦ coraz wi¦kszym rozrzutem.
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Autorzy tªumacz¡ to tym, »e nawet maªe ró»nice w porowato±ci pocz¡tkowejξ0

powoduj¡ wielokrotnie intensywniejszy wzrost pustek. Okre±lenie porowato±ci
pocz¡tkowej, wyst¦puj¡cej w materiale wyj±ciowym na skutek procesów me-
talurgicznych i wcze±niejszej obróbki plastycznej na gor¡co lub na zimno, jest
trudne. W obliczeniach numerycznych do rozwi¡zania równania ewolucji−∆ρ

ρ0

dla skr¦cania Rosochowski i Olejnik przyj¦li ξ0 = 0.0012. Dodatkowo poczy-
niono pewne zaªo»enia co do charakteru i najwi¦kszej warto±ci osi¡ganej przez
udziaª pustek np/nc ≈ 0.33. Tak wi¦c, opis ewolucji pustek przy wykorzysta-
niu wzgl¦dnej zmiany g¦sto±ci daje zadawalaj¡ce wyniki o ile znamy przede
wszystkim wielko±¢ porowato±ci pocz¡tkowej ξ0 oraz wska¹nik trójosiowo±ci
napr¦»e« (dla bada« w pracy Rosochowski i Olejnik (1988) [209] σm

σe
≥ 0.27).

Podsumowanie

W rozdziale 5 dokonano przegl¡du istniej¡cych opisów ewolucji porowato±ci
materiaªu z mikrouszkodzeniami i analizowano rol¦ cz¡stek drugiej fazy lub
wtr¡ce« na plastyczne zachowanie si¦ materiaªów ci¡gliwych. Sztywne wtr¡ce-
nia, które s¡ ¹ródªem (miejscem) zarodkowania pustek wpªywaj¡ na sformuªo-
wanie modelu materiaªu i nale»y je uwzgl¦dni¢ w opisie. Mechanizm powsta-
wania pustek wpªywa na posta¢ funkcji uplastycznienia (kryterium odksztaªce-
niowe lub napr¦»eniowe). Materiaª osnowy oraz zachowanie agregatu jako caªo-
±ci idealizuje si¦ jako izotropowe. W opisie konstytutywnym zaproponowanym
przez Gursona (1975) [86] korzysta si¦ z wielu zmiennych niezale»nych takich
jak: parametr wzmocnienia, porowato±¢ pocz¡tkowa, udziaª wtr¡ce« i cz¡stek
b¦d¡cych ¹ródªem pustek (np

nc
) oraz makroskopowe pole pr¦dko±ci deformacji

Ė. Proces pªyni¦cia plastycznego materiaªu z pustkami zale»y od porowato±ci.
Posta¢ potencjaªu plastycznego posiada czªony, które s¡ funkcj¡ pierwszego
niezmiennika napr¦»enia, co dla agregatu oznacza jego plastyczn¡ zmian¦ ob-
j¦to±ci. Osnowa pozostaje nie±ci±liwa, a zmiana obj¦to±ci wynika w caªo±ci,
ze zmiany obj¦to±ci pustek. Deformacja agregatu zwi¡zana jest ze zjawiskiem
wzmocnienia osnowy, osªabienia wynikaj¡cego ze wzrostu pustek i osªabienia
zwi¡zanego z zarodkowaniem nowych pustek. Nawet wtedy gdy osnowa umac-
nia si¦ agregat (osnowa+pustki) mo»e si¦ osªabia¢.

Przewidywania teoretyczne i symulacje numeryczne wedªug modelu
Gursona porównuje si¦ z wynikami eksperymentalnymi a rozbie»no±ci tªuma-
czy si¦ niedoskonaªo±ci¡ opisu oddziaªywania pustek, zaªo»eniem izotropowo±ci
co przy du»ych odksztaªceniach plastycznych wi¡»e si¦ z pomijaniem wa»nych
efektów anizotropowych. Pomija si¦ tak»e mikrostruktur¦ materiaªu osnowy
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na tworzenie si¦ pustek. Pustki mog¡ powstawa¢ na granicy ziaren lub w miej-
scach narastania dyslokacji. Oddziaªywanie mi¦dzy pustkami i uwzgl¦dnienie
bardziej ogólnego ich ksztaªtu (oryginalna pustka sferyczna mo»e by¢ mode-
lowana jako wydªu»ona elipsoida) mo»e poprawi¢ t¦ zgodno±¢. Pustki mog¡
powstawa¢ przez dekohezj¦ materiaªu osnowy od cz¡stek lub p¦kanie cz¡stek.
Siªy przenoszone wcze±niej przez cz¡stki (wtr¡cenie) po ich p¦kni¦ciu lub od-
dzieleniu od osnowy s¡ uwalniane i wpªywaj¡ na funkcj¦ uplastycznienia. Ten
spadek wytrzymaªo±ci zwykle jest symulowany przez odpowiedni przyrost para-
metru porowato±ci. W pacy Becker i inni (1988) ([18]) zaªo»ono, »e wzrost tych
nowo utworzonych pustek mo»na zaniedba¢ a przyrost porowato±ci spowodo-
wany zarodkowaniem (nukleacj¡) pustek nie jest sprz¦»ony ze wzrostem pustek
opisanym w rozdziale 5. Wzrost nowo powstaªych pustek jest uwzgl¦dniany w
algorytmie numerycznym w nast¦pnym kroku obliczeniowym. Zarodkowanie
pustek mo»na uwzgl¦dni¢ na kilka sposobów i jest to szczególnie proste przy
powy»szych zaªo»eniach. W pracy Becker i inni (1988) [18] w celu unikni¦-
cia bª¦dów zwi¡zanych z potencjalnymi du»ymi zmianami w odsztaªceniach w
przedziale kroku caªkowania, pr¦dko±¢ nukleacji nie jest caªkowana numerycz-
nie, lecz wykorzystuje si¦ jej analityczn¡ form¦ caªkowania z u»yciem funkcji
bª¦dów, a przyrost funkcji nukleacji okre±la si¦, jako ró»nica mi¦dzy funkcjami
bª¦dów:

∆ξn =
1
2
ξN

[
erf

(
εe + ε̇e∆t− εN

εS

√
2

)
− erf

(
εe − εN

εS

√
2

)]

Modele zarodkowania pustek oparte o kryterium krytycznego odksztaªcenia
i krytycznego napr¦»enia zaproponowane przez Chu i Needlemana (1981)([43])
maja podobn¡ posta¢. Kryterium odksztaªceniowe powstawania pustek odnosi
si¦ do sytuacji gdy nukleacja powstaje w wyniku niezgodno±ci odksztaªcenia
(ich niedopasowania) pomi¦dzy cz¡steczk¡ drugiej fazy i osnow¡. Kryterium
to dotyczy równie» nukleacji pustek wynikaj¡cych z p¦kania cz¡stek. Kryte-
rium napr¦»eniowe bazuje na napr¦»eniu hydrostatycznym i uwzgl¦dnia deko-
hezj¦ lub p¦kanie cz¡stek w wyniku wysokich napr¦»e« rozci¡gaj¡cych na po-
wierzchni przylegania (mi¦dzyfazami) lub wewn¡trz cz¡stki. W wielu pracach
przyjmuje si¦, »e pr¦dko±¢ nukleacji przebiega zgodnie z rozkªadem normal-
nym, symetrycznym wzgl¦dem pewnego przedziaªu odksztaªcenia. Dla maªych
odksztaªce« nie obserwuje si¦ nukleacji. Dla du»ych warto±ci odksztaªce« pr¦d-
ko±¢ nukleacji ro±nie. Pr¦dko±¢ nukleacji spada, gdy odksztaªcenie przekracza
pewn¡ warto±¢ i gdy wi¦kszo±¢ cz¡stek, które mog¡ sta¢ si¦ ¹ródªem pustek
ju» nimi si¦ staªa. Parametrami w tak okre±lonym modelu nukleacji s¡:
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• uªamek pustek które maj¡ powsta¢, ξN ;

• warto±¢ ±rednia odksztaªcenia wzgl¦dem której nukleacja nast¦puje,εN ;

• odchylenie standardowe, εS ;

• zmienna okre±laj¡ca stan procesu nukleacji, εe.

Równanie ewolucji wzrostu pustek ju» istniej¡cych jest funkcj¡ zmiany pla-
stycznej dylatacji (plastycznej zmiany obj¦to±ci) i jest dane wzorem (5.17) lub
(5.18) (patrz Gurson (1975) [86], Perzyna (1986) [173]). Uªamek pustek powi¦k-
sza si¦ równie» dzi¦ki powstawaniu nowych pustek w wyniku p¦kania cz¡stek
drugiej fazy lub oddzielania si¦ cz¡stek od materiaªu osnowy. Powstaªe pustki
rosn¡ lecz nie ma plastycznych zmian obj¦to±ci zwi¡zanych ze zjawiskiem nu-
kleacji. Dla prostoty zwykle przyjmuje si¦ »e wzrost nowo powstaªych pustek
jest pomijalny w kroku obliczeniowym. Nowo powstaªe pustki wpªywaj¡ jed-
nak na funkcj¦ uplastycznienia ale nie wpªywaj¡ na zale»no±¢ opisuj¡c¡ wzrost
pustek. Poniewa» zarodkowanie nowo powstaªych pustek nie wpªywa na wzrost
pustek w tej samej chwili oblicze« (przyro±cie) model nukleacji wówczas mo»e
by¢ rozdzielony od modelu wzrostu pustek.

Zarodkowanie pustek oparte na kryterium progowego odksztaªcenia jest
znacznie prostsze ni» w oparciu o kryterium napr¦»eniowe. Opis zarodkowania
pustek opracowany na bazie rezultatów Gurlanda, dotyczy pr¦dko±ci p¦kania
cz¡stek drugiej fazy z odksztaªceniem oraz/lub dekohezji cz¡stek od osnowy.
W przeciwie«stwie do opisu wykorzystuj¡cego kryterium napr¦»eniowe, opis
oparty na kryterium progowego odksztaªcenia posiada cech¦ stopniowego na-
rastania i nie obserwuje si¦ nagªego spadku odksztaªcenia ko«cowego. Caªko-
wite odksztaªcenie do zniszczenia wzrasta jak koncentracja cz¡stek drugiej fazy
maleje, z mo»liwo±ci¡ osi¡gni¦cia du»ej warto±ci gdy porowato±¢ pocz¡tkowa i
koncentracja cz¡stek drugiej fazy maleje do zera. Zachowanie agregatu mo»e
by¢ interpretowane w zadawalaj¡cy sposób. Dla maªych zakresów porowato±ci
obliczenia numeryczne s¡ w zgodzie z rezultatami eksperymentalnymi. Rozbie»-
no±ci narastaj¡, ze wzrostem ξ i opis wymaga ulepszenia lub poprawy. Nale»y
rozwa»y¢ poczynione zaªo»enie zwi¡zane z izotropi¡ wªasno±ci agregatu. Do-
datkowo dla du»ych odksztaªce« dewiatorowych staªo±¢ ksztaªtu pustek staje
si¦ maªo odpowiednie. Co wynika z porównania warunku uplastycznienia dla
pustek sferycznych i cylindrycznych. Ksztaªt pustek ma silny wpªyw na proces
ich wzrostu. Istotny jest równie» sposób modelowania oddziaªywa« wzajem-
nych mi¦dzy pustkami. Gurson rozwa»aª pustki w geometrycznie podobnej
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osnowie. Dla du»ych ξ u»ycie geometrycznie podobnych zewn¦trznych brze-
gów dla osnowy mo»e mie¢ wpªyw na stan pªyni¦cia plastycznego pomi¦dzy
s¡siaduj¡cymi pustkami. Jest to widoczne w pracach dotycz¡cych dwuwymia-
rowych rozwi¡za« dla agregatów z periodycznym ukªadem pustek. Thomason
(1985) [238] poszukiwaª warunków wyst¦powania skoncentrowanego pªyni¦cia
plastycznego 'szyjkowania' pomi¦dzy pustkami. Needleman (1972) [139] po-
kazaª, »e obszary plastyczne nigdy nie obejmuj¡ caªej osnowy. Inny jeszcze
aspekt oddziaªywania pustek ujawnia si¦ gdy rozwa»ymy losowo±¢ rozkªadu
pustek w osnowie. Lokalna warto±¢ ξ mo»e wtedy ró»nic si¦ od warto±ci ±red-
niej a lokalne obszary mog¡ by¢ w ró»nie zaawansowanych stanach plastycznego
pªyni¦cia. Zachowanie agregatu mo»e by¢ odmienne od zachowania modelu z
jedn¡ pustk¡. Opis umacnianie si¦ materiaªu jest dodatkow¡ trudno±ci¡. W
opisie nukleacji pustek nale»y równie» uwzgl¦dnia¢ struktur¦ 'czystego' mate-
riaªu osnowy bez wtr¡ce« i cz¡stek drugiej fazy. Gdy inne ¹ródªa powstawania
pustek s¡ nieobecne (brak cz¡stek drugiej fazy) pustki mimo to powstaj¡ w
ziarnach i na granicy ziaren. Odpowiedzialny za to jest mechanizm dysloka-
cyjny.
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6. Lokalizacja odksztaªce« plastycznych w metalach
Wst¦p
Potrzeba zrozumienia i konieczno±¢ opisu zjawiska lokalizacji wynika z faktu, »e
lokalizacja zazwyczaj poprzedza proces ci¡gliwego zniszczenia materiaªów. W
tym rozdziale zostanie sformuªowany problem lokalizacji odksztaªce« plastycz-
nych z zastosowaniem spr¦»ysto-lepkoplastycznego modelu materiaªu. Rozwa-
»ono te» efekt osªabienia temperaturowego i wra»liwo±ci materiaªu na pr¦dko±¢
odksztaªcenia. Motywacja �zykalna zostosowania takiego modelu zostaªa po-
dana przez Perzyn¦ (1971) [169]. Celem naszej analizy jest identy�kacja staªych
materiaªowych w opisie powstawania zlokalizowanych pasm ±cinania.

6.1 Dynamiczne wªasno±ci metali
Od pocz¡tku lat 50-tych w literaturze pojawiªo si¦ wiele prac wskazuj¡cych
na fakt, »e zachowanie si¦ plastyczne materiaªu zale»y od pr¦dko±ci odksztaª-
cenia. Wszechstronny przegl¡d tych bada« przeprowadzono w ksi¡»ce Perzyny
(1987) [170]. Podczas obci¡»e« dynamicznych ulega podwy»szeniu granica pla-
styczno±ci materiaªu, która mo»e osi¡gn¡¢ warto±¢ kilka razy wi¦ksz¡ ni» war-
to±¢ przy obci¡»eniach quasi-statycznych. Istotnym efektem podczas deforma-
cji niespr¦»ystych (plastycznych, lepkoplastycznych) jest zmiana temperatury.
Wzrost temperatury (obserwowany i mierzony w eksperymentach) wynika z
wydzielania si¦ ciepªa podczas takich deformacji. W procesach dynamicznych
przebiegajacych bardzo szybko odpªyw ciepªa jest bardzo maªy a samo ogrze-
wanie wyst¦puje lokalnie w miejscach najwi¦kszych odksztaªce«. Uzasadnione
jest w wielu przypadkach przyj¡¢, »e proces termiczny w warunkach dyna-
micznych jest adiabatyczny. Podczas lokalizacji odksztaªce« niespr¦»ystych na-
st¦puje jeszcze szybszy wzrost temperatury z powodu wzrostu pr¦dko±ci od-
ksztaªcenia oraz dodatkowo w wyniku koncentracji napr¦»e« zwi¡zanych z nie-
jednorodno±ciami w materiale spowodowanymi mikrouszkodzeniami materiaªu.
Zmiany temperatury ró»nych materiaªów w ró»ny sposób odzwierciedlaj¡ we-
wn¦trzne zjawiska na poziomie mikrostruktury. W procesach adiabatycznych
lokalizacji odksztaªce« niespr¦»ystych wa»nym czynnikiem zachowania mate-
riaªu jest przemiana cz¦±ci pracy odksztaªcenia niespr¦»ystego na ciepªo. Prze-
miana ta nast¦puje dla ka»dego materiaªu w ró»nych proporcjach i ustala si¦
j¡ w oparciu o eksperyment. Wspóªczynnik przemiany cz¦±ci pracy odksztaª-
cenia na ciepªo jest przyjmowany jako u±redniona warto±¢. Dla metali ±rednio
80-90% pracy odksztaªcenia zamienia si¦ na ciepªo.
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6.1.1 Zachowanie si¦ polikrysztaªów
Badania do±wiadczalne wykonane na materiaªach polikrysztalicznych wyka-
zaªy, »e dominuj¡cym mechanizmem deformacji niespr¦»ystych jest mechanizm
termicznej aktywacji. W zakresie temperatur od 20 do 570oC i dla pr¦dko±ci
odksztaªcenia w zakresie od 10−3 do 10 4 s−1, wiele eksperymentów potwier-
dziªo lepki charakter mechanizmu niespr¦»ystego pªyni¦cia i konieczno±¢ u»ycia
w opisie konstytutywnym parametru (czasu relaksacji) okre±laj¡cego lepko±¢
materiaªu. Obserwowane do±wiadczalnie powstawanie pasma zlokalizowanego
±cinania zwykle ma sko«czony wymiar. Szeroko±¢ tego pasma ±cinania w przy-
padku próbek stalowych jest rz¦du od kilkuset do kilkudziesi¦ciu mikrometrów.
Przy czym porównanie przebiegu procesu deformacji w samym obszarze pasma
i poza nim wykazaªo ogromne zró»nicowanie. Odksztaªcenia w pasmie mog¡
przekracza¢ nawet 600% (stal 1018, Marchand i inni (1988) [131]), a pr¦d-
ko±¢ deformacji w tym obszarze osi¡ga wielko±ci rz¦du od 10 3 do 10 5 s−1.
Równie» sama temperatura i jej pomiar lokalny pokazaªy jej szybki wzrost
w ko«cowym etapie odksztaªcenia. Obserwacje mikrostruktury za pomoc¡ mi-
kroskopów pozwoliªy stwierdzi¢, i» termomechanicznemu powstawaniu pasm
±cinania towarzysz¡ mechanizmy mikrozniszcze«. W materiaªach ci¡gliwych
wzdªu» pasm ±cinania obserwuje si¦ mikrop¦kni¦cia i szybki wzrost s¡siadu-
j¡cych mikropustek a» do ich ª¡czenia si¦ w makrop¦kni¦cie co uznawano za
przyczyn¦ post¦puj¡cego zniszczenia próbek.

6.1.2 Charakterystyki materiaªowe
Próba dynamicznego rozci¡gania metali sªu»y do wyznaczania podstawowych
wªa±ciwo±ci mechanicznych w ró»nym zakresie pr¦dko±ci odksztaªcenia. Usta-
lenie odksztaªcenia do zniszczenia (ci¡gliwo±ci) dla danego materiaªu i miejsce
zerwania si¦ próbki jest podstawowym rezultatem oceny danego materiaªu.
Dla próbek cylindrycznych obserwuje si¦ powstawanie szyjki. W próbach dy-
namicznych istotnym efektem jest efekt bezwªadno±ciowy. Ma on wpªyw na
miejsce formowania si¦ szyjki i wyst¡pienie zerwania (szyjka wyst¦puje nawet
przy braku wewn¦trznych wad w materiale). Dla maªych i ±rednich pr¦dko±ci
odksztaªcenia, lokalizacja odksztaªcenia w formie szyjki powstaje gªównie z po-
wodu nawet minimalnych imperfekcji geometrycznych lub materiaªowych. Przy
du»ych pr¦dko±ciach odksztaªcenia przekraczaj¡cych 103 s−1 istotne znaczenie
maj¡ efekty bezwªadno±ciowe. Wynika to z dynamicznej natury zjawiska, któ-
remu towarzyszy propagacja fal napr¦»enia i powstaj¡ca niejednorodno±¢ stanu
napr¦»enia i deformacji (patrz Nowacki (1974) [154, 153], Nilsson (2001) [151]).
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Wnioski te potwierdzaj¡ badania przeprowadzone i opisane w pracach: Nilssona
(2001) [151], (2004) [150], Nemesa i Eftisa (1993) [148]. Badania te pokazaªy,
»e bior¡c pod uwag¦ wymiary próbek i ich proporcje (dªugo±¢, ±rednic¦) wy-
st¡pienie szyjki zale»aªo przede wszystkim od zjawisk falowych.

Inn¡ prost¡ prób¡ do badania zjawiska lokalizacji odksztaªcenia jest próba
skr¦cania dynamicznego. Najcz¦±ciej cytowane prace dotycz¡ce tej próby to
prace eksperymentalne Du�y'ego z jego wspóªpracownikami (1971) [59], (1987)
[91], (1988) [130]. Badania te przeprowadzano dla ró»nych metali poddawa-
nych dynamicznemu skr¦caniu z u»yciem zmody�kowanego pr¦ta Hopkinsona.
W testach tych prawie zawsze powstawaªa strefa pasm ±cinania. Pasma reje-
strowano kilkoma kamerami w caªym procesie skr¦cania co pozwala na usta-
lenie chwili zniszczenia próbek. Ustalono równie» szeroko±¢ pasma ±cinania i
pasmo to miaªo wymiar na tyle du»y, »e wewn¦trzne ±ci¦cie wynikaªo z pro-
pagacji makroszczeliny. Pomierzona szeroko±¢ pasma ±cinania, w zale»no±ci od
rodzaju stali wynosiªa 30�1000µm. Przebieg procesu trwaª zwykle 450�500µs.
W samym pa±mie ±cinania wielko±¢ odksztaªcenia narastaªa od 15%, zwykle
do 150�600%, a dla du»ych pr¦dko±ci skr¦cania odksztaªcenia osi¡gaªy na-
wet warto±ci 900 % w centrum pasma (stal HY100, Marchand i Du�y [130]).
Dodatkowo mierzono w czasie eksperymentu zmian¦ temperatury w pasmach
±cinania. Narastanie temperatury rozpoczynaªo si¦ wraz z deformacjami nie-
spr¦»ystymi a jej wyra¹ny lokalny wzrost obserwowano z chwil¡ uksztaªtowania
si¦ pasma ±cinania. Zaobserwowano wzrost temperatura od pocz¡tkowej war-
to±ci 20 ◦C do warto±ci z zakresu pomi¦dzy 200 a 575 ◦C. Dla pewnych stali
przy bardzo szybkich procesach skr¦cania mierzona temperatura, wynosiªa
748 ◦C (stal HY100, Marchand i Du�y [130]).

Badanie zjawiska zniszczenia ªatwo jest równie» przeprowadzi¢ w próbach
zderzenia dwóch metalowych pªytek (ang.plate impact). Dla ci¡gliwego alumi-
nium badania takie przeprowadzono w pracach Curran i inni np. (1977) [50],
(1987) [51]. W eksperymentach tych badano zniszczenie przez rozªupanie (roz-
dzielenie) (ang. spalling), uderzona pªytka ulegaªa rozdzieleniu na dwie cz¦±ci.
Odbijanie i nakªadanie si¦ fal w uderzonej pªytce tarczy przez pªytk¦ uderza-
j¡c¡, wytwarzaªo bardzo silny impuls powoduj¡cy wewn¦trzne nakªadanie si¦
fal i powstanie napr¦»e« rozci¡gaj¡cych. Caªkowite zniszczenie przez rozdziele-
nie dla stali (AISI 1008) zaprezentowaª w pracy przegl¡dowej Meyers i Aimone
(1983) [136]. Przykªad zniszczenia w w takim te±cie przedstawiono na rysunku
6.1 pochodz¡cym z pracy Meyers i Aimone (1983) [136].

Tego typu eksperyment dla zderzenia pªytek sªu»yª do wyznaczania para-
metrów materiaªowych w równaniach konstytutywnych przy du»ych deforma-
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Rys. 6.1. Przykªad zniszczenia w te±cie pªyta�pªyta z pracy Meyers i Aimone
(1983) [136].

cjach i pr¦dko±ciach odksztaªce« w pracy Cliftona (2000) [47].
Oprócz bada« do±wiadczalnych przeprowadzono wiele symulacji numerycz-

nych prób rozci¡gania, skr¦cania i zderzania dwóch pªytek. Analizy numeryczne
dla takich prób opublikowano w pracach: Batra (1998, 1994) [15, 14], Glema
i inni (1997) [79], �odygowski i Perzyna (1997) [127], a tak»e Zbib i Jurban
(1992) [249].

6.2 Lokalizacja jako niestabilno±ci procesu deformacji
W teorii plastyczno±ci lokalizacja odksztaªce« jest traktowana jako zagadnie-
nie niestabilno±ci procesu deformacji. Przyczyn¡ takiej niestabilno±ci s¡ nie-
jednorodno±ci w materiale. Przej±cie z obszaru jednorodnych odksztaªce« do
obszaru odksztaªce« niejednorodnych wykorzystuje si¦ w kryteriach matema-
tycznych wyst¡pienia lokalizacji jako niestateczno±ci materiaªowej. Pojawienie
si¦ obszaru niejednorodnych deformacji w opisie problemu brzegowego sprawia,
»e ukªad równa« ró»niczkowych opisuj¡cy zagadnienie lokalizacji odksztaªce«
plastycznych traci swój eliptyczny charakter dla zagadnie« statycznych. Na-
tomiast wyst¡pienie obszarów zlokalizowanego odksztaªcenia w zagadnieniach
dynamicznych skutkuje tym, »e problem pocz¡tkowo-brzegowy przestaje by¢
hiperboliczny.

Lokalizacj¦ odksztaªce« plastycznych okre±la si¦ przez ustalenie, kiedy na-
st¦puje zmiana typu ukªadu równa« ró»niczkowych opisuj¡cych spr¦»ysto-pla-
styczne ciaªo staªe tak jak w pracy Rice'a (1976) [205], Needlemana i Rice'a
(1987) [144] czy Rudnickiego i Rice'a (1975) [210]. Za kryterium lokalizacji
przyjmuje si¦ chwil¦ w której zostanie osi¡gni¦ty punkt bifurkacji zde�nio-
wany w nast¦puj¡cych pracach (Hill (1958) [93], Rice (1976) [205], Loret i
Prevost (1990) [120], Petryk (2000) [187]). Istot¡ metody bifurkacji jest rozwi¡-
zanie problemu wªasnego i okre±lenie stanu ukªadu w punkcie niestateczno±ci.
Nast¦pnie wylicza si¦ warto±ci i kierunki wªasne w tym punkcie co pozwala
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wyznaczy¢ miejsce i kierunki lokalizacji. Samo kryterium jest matematyczne i
przyjmuje, »e szeroko±¢ pasma mo»e zbiega¢ do zera co nie odzwierciedla �-
zycznie faktu, »e obszar lokalizacji jest w rzeczywisto±ci pasmem o sko«czonej
szeroko±ci. Dzi¦ki tej metodzie mo»na okre±li¢ sam pocz¡tek wyst¡pienia zja-
wiska i wpªyw ró»nych parametrów na jego wyst¡pienie. Taki opis lokalizacji
nie pozwala jednak ±ledzi¢ procesu a» do zniszczenia.

6.3 Zregularyzowane sformuªowanie zadania deformacji
niespr¦»ystych

Istnieje wiele sposobów matematycznej regularyzacji zagadnienia plastyczno-
±ci. W tej pracy wykorzystano regularyzacj¦ przez uwzgl¦dnienie lepkich wªa-
±ciwo±ci materiaªu. Przyj¦cie modelu materiaªu zale»nego od pr¦dko±ci defor-
macji sprawia, »e operator ukªadu równa« opisuj¡cy zachowanie ciaªa spr¦»ysto-
-lepkoplastycznego nie zmienia typu i problem jest poprawnie postawiony. Pa-
rametr lepko±ci jest bezpo±rednim parametrem regularyzuj¡cym (patrz prace
Perzyny (1994, 1995) [176, 178], Simo i Hughes [221]). Takie sformuªowanie de-
formacji niespr¦»ystych (plastyczno±¢ zale»na od pr¦dko±ci odksztaªcenia) daje
poprawne sformuªowanie matematyczne i poprawne rozwi¡zania numeryczne.
W problemach lokalizacji poprawno±¢ wynika z faktu, »e lepko±¢ stanowi we-
wn¦trzny parametr skali zjawiska lokalizacji odksztaªce« plastycznych. Takie
uj¦cie zjawiska pozwala na analiz¦ zaawansowanych deformacji, a rozwi¡zanie
zadania jest jednoznaczne.

W rozprawie przyjmuje si¦, »e zjawisko lokalizacji odksztaªce« niespr¦»y-
stych powstaje i rozwija si¦ w lokalnej stre�e o deformacjach, kilkakrotnie prze-
wy»szaj¡cych deformacje w obszarach s¡siaduj¡cych. Proces jest zregularyzo-
wany przez wprowadzenie zwi¡zku konstytutywnego zale»nego od pr¦dko±ci
odksztaªcenia.

6.4 Numeryczna symulacja adiabatycznych procesów
lokalizacji odksztaªcenia wzdªu» pasm ±cinania

6.4.1 Wst¦p
Rozdziaª ten jest po±wi¦cony numerycznej symulacji adiabatycznych proce-
sów lokalizacji odksztaªcenia wzdªu» pasm ±cinania. Problem opisuje si¦ stosu-
j¡c teori¦ termolepkoplastyczno±ci w ramach struktury materiaªów typu pr¦d-
ko±ciowego, z parametrami wewn¦trznymi (patrz: Duszek-Perzyna i Perzyna
(1994)[60]). Jako parametru regularyzacji u»yto czasu relaksacji Tm. Zakªa-
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daj¡c szczególny przypadek, »e czas relaksacji zmierza do zera, rozpatrzono
przypadek deformacji niezale»nych od pr¦dko±ci odksztaªce«. Taka procedura
regularyzacji przez parametr lepko±ci, zapewnia stabilno±¢ algorytmu caªkowa-
nia, przy korzystaniu z metody elementów sko«czonych co pokazano w pracy
�odygowski i Perzyna (1997)[127].

W wielu procesach technologicznego dynamicznego ksztaªtowania metali
proces zniszczenia jest wynikiem powstania i rozwoju zlokalizowanych adia-
batycznych pasm ±cinania. Pasma te s¡ wynikiem plastycznej niestabilno±ci
procesu deformacji na skutek termicznego osªabienia materiaªu oraz generowa-
niu si¦ wewn¦trznego mechanizmu mikrouszkadzania w czasie deformacji pla-
stycznych. Hartley, Du�y i Hawley (1987)[91], Marchand i Du�y (1988)[130],
Marchand, Cho i Du�y (1988)[131] oraz Cho, Chi i Du�y (1988)[42] opubliko-
wali wyniki obserwacji mikroskopowego powstawania i rozwoju pasm ±cinania
w czasie skr¦cania cienko±ciennych rurek stalowych przy pomocy skr¦tnego
pr¦ta Hopkinsona z pr¦dko±ciami odksztaªce« okoªo103s−1 i odksztaªceniami
±cinaj¡cymi wystarczaj¡cymi do wytworzenia pasm ±cinania. W pracach tych
badania przeprowadzono dla trzech ró»nych stali.
W obecnej pracy w sposób szczególny analizowano problem dobrego sformuªo-
wania problemu ewolucji oraz znalezienia jego rozwi¡zania numerycznego. Ob-
liczenia numeryczne przeprowadzono przy pomocy metody elementów sko«czo-
nych z wykorzystaniem systemu ABAQUS. Zregularyzowany model spr¦»ysto�
plastyczny rozwi¡zano numerycznie dla trójwymiarowych, adiabatycznych, de-
formacji cienko±ciennych rurek stalowych z nominalnymi pr¦dko±ciami od-
ksztaªcenia w zakresie od 103 do 104 s−1. Przez porównanie otrzymanych re-
zultatów, ze znanymi wynikami eksperymentalnymi dla takich samych prób,
okre±lono materiaªowe funkcje konstytutywne i staªe materiaªowe. Do tego celu
wykorzystano wªasne procedury identy�kacyjne pozwalaj¡ce w najlepszy spo-
sób opisa¢ próby skr¦cania i przybli»y¢ si¦ do bada« eksperymentalnych. W
czasie oblicze« obszar lokalizacji w postacji w¡skiego pasma ±cinania w cien-
kich skr¦canych rurkach podlega silnym odksztaªceniom oraz znacznemu ogrze-
waniu. Przebieg tego procesu symuluje si¦ numerycznie. Lokalne odksztaªce-
nia i lokalne temperatury dla nominalnych pr¦dko±ci odksztaªcenia od1000
s−1 do 1600 s−1 porównano z wynikami eksperymentalnymi opublikowanymi
przez Marchanda, Cho i Du�y'ego (1988)[131] oraz Marchanda i Du�y'ego
(1988)[130]. Ustalono, »e przy pomocy modelu lepkoplastyczno±ci prawidªowo
okre±la si¦ zasadnicze cechy procesu formowania si¦ pasm ±cinania dla mi¦kkiej
stali (AISI 1018 Cold Rolled Steel). Stwierdzono równie», »e gdy czas relaksa-
cji Tm maleje szeroko±¢ obszaru lokalizacji tak»e maleje. Obliczono, »e maksy-
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malny wzrost temperatury w pasmie lokalizacji dla mi¦kkiej stali, w procesie
dla nominalnych pr¦dko±ci odksztaªcenia 1500s−1, jest w zakresie 250−3800C,
a ±rednia szeroko±¢ pasma wynosi okoªo 0.3 mm.

Celem tego rozdziaªu jest zastosowanie teorii plastyczno±ci wra»liwej na
pr¦dko±¢ odksztaªcenia, do opisu procesu plastycznego pªyni¦cia z powstawa-
niem pasm zlokalizowanego dynamicznego ±cinania w cienkich próbkach rurko-
wych, w których generowane s¡ pr¦dko±ci odksztaªcenia o zakresie od 10−1

do 104 s−1 (patrz Perzyna (1994, 1995) [177, 178], �odygowski i Perzyna
(1996)[121] oraz �odygowski [123]).

W nast¦pnych rozdziaªach opisano i sformuªowano i zcharakteryzowano
proces adiabatycznego pªyni¦cia plastycznego, rozdziaªy 6.4.2 � 6.4.4. Rozwi¡-
zanie numeryczne problemu pocz¡tkowo�brzegowego (problem ewolucji) przed-
stawiono w rozdziale 6.4.5. Rozdziaª 6.4.6 po±wi¦cony jest analizie wyników
numerycznej symulacji powstawania zlokalizowanego pasma ±cinania. Próbk¦
z uchwytami do maszyny i jej wymiary przedstawiono w dalszej cz¦±ci pracy
na rysunku 6.2. Analizowana próbka ma dªugo±¢ 2.5 mm i ±rednic¦ wewn¦trzn¡
9.5 mm. Grubo±¢ ±cianki rurki jest równa 0.38 mm.

Sformuªowany problem pocz¡tkowo-brzegowy rozwi¡zano numerycznie przy
pomocy systemu ABAQUS metody elementów sko«czonych. W analizie nume-
rycznej skupiono si¦ w szczególno±ci na obszarze pasma ±cinania, w którym
obserwuje si¦ najwi¦ksze deformacje i najwi¦kszy wzrost temperatury. W dal-
szej cz¦±ci przedstawiono dyskusj¦ rezultatów i porównanie z dost¦pnymi ba-
daniami eksperymentalnymi.

Podsumowanie i wnioski ko«cowe przedstawiono w rozdziale 6.5.

6.4.2 Proces adiabatycznego dynamicznego pªyni¦cia plastycznego
dla cienkich rurek stalowych

Marchand, Cho i Du�y (1988) badali na skr¦canie próbki w ksztaªcie cien-
ko±ciennych rurek wraz z uchwytami w celu ich zamocowania. Skr¦canie w
zakresie wysokich pr¦dko±ci odksztaªcenia generowano stosuj¡c skr¦tny pr¦t
Kolsky'ego (ang. split-Hopkinson bar). Do analizy przyj¦to wyidealizowany
problem pocz¡tkowo�brzegowy zakªadaj¡c, »e próbka to cz¦±¢ centralna cien-
ko±ciennej rurki oraz rurka jest w spoczynku; rurka jest w jednolitym polu
temperatury i »e rurka jest wolna od napr¦»e« w ka»dym jej punkcie w chwili
pocz¡tkowej.

W obliczeniach numerycznych ró»ne staªe materiaªowe przyj¦to za prac¡
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Costin i inni (1979) dla mi¦kkiej stali (AISI 1018 CRS). Rurk¦ skr¦cano z
ró»nymi pr¦dko±ciami generuj¡c nominale pr¦dko±ci odksztaªce« ±cinaj¡cych
w zakresie 103 − 104s−1.

6.4.3 Sformuªowanie problemu adiabatycznego pªyni¦cia
plastycznego

Zde�niujmy proces adiabatycznego pªyni¦cia niespr¦»ystego w sposób nast¦pu-
j¡cy (patrz Perzyna (1994, 1995) [177, 178]). Wprowadzamy nast¦puj¡ce ozna-
czenia: u b¦dzie wektorem przemieszczenia,υ wektorem pr¦dko±ci, ρ g¦sto±ci¡
materiaªu w kon�guracji aktualnej, τ b¦dzie tensorem napr¦»enia Kircho�a,
Le b¦dzie macierz¡ moduªów spr¦»ystych i przez ϑ oznaczymy temperatur¦.
Nale»y znale¹¢ u, υ, ρ, τ oraz ϑ jako funkcje czasu t i x tak, aby
(i) ukªad równa«

u̇ = υ,

υ̇ =
1

ρM

(
τ

ρ
gradρ + divτ

)
,

ρ̇ = −ρdivυ,

(6.1)

τ̇ = [Le] : symgradυ + 2sym
(

τ :
∂υ

∂x

)
− [(Le + gτ + τg) : P]

· 1
Tm

〈(f − κs)
m〉,

ϑ̇ =
χ

ρcp
τ : P

1
Tm

〈(f − κs)
m〉;

(ii) warunki brzegowe

(a) przemieszczenieu jest wymuszone na cz¦±ci brzegu∂u obszaru ∂u(B)
a wektory napr¦»e« (τ ·n) s¡ wymuszone na cz¦±ci∂τ obszaru ∂u(B),
gdzie ∂u ∩ ∂τ = 0 i ∂u ∪ ∂τ = ∂u(B);

(b) strumie« ciepªa q · n = 0 jest zaªo»ony na powierzchni ∂u(B);

(iii) warunki pocz¡tkowe
u, υ, ρ, ϑ i τ s¡ dane w ka»dej cz¡steczce X ∈ B dla t = 0;

byªy speªnione.
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W ukªadzie równa« (6.1) ρ i ρM oznaczaj¡ g¦sto±¢ aktualn¡ i g¦sto±¢ w
kon�guracji odniesienia materiaªu osnowy, odpowiednio,gradυ oznacza prze-
strzenny gradient pr¦dko±ci, κs jest napr¦»eniem pªyni¦cia materiaªu z izotro-
powym wzmocnieniem, f jest funkcj¡ potencjaªu plastycznego dla materiaªu w
postaci f = J2 = 1

2τ
′abτ

′cdgacgbd, gdzie g oznacza tensor metryczny w kon�gu-
racji aktualnej, P = 1

2
√

J2

∂f
∂τ , q oznacza wektor ciepªa, oraz τ jest powi¡zany

z tensorem napr¦»enia Cauchy'egoσ (τ = Jσ, J jest jakobianem).
Dla procesów adiabatycznych (q = 0) równanie (6.1e) ma posta¢

ρcpϑ̇ = χ · τ : P
1

Tm
〈(f − κs)

m〉 = χ · τ : dp, (6.2)

gdzie χ jest wspóªczynnikiem odwracalno±ci, cp jest ciepªem wªa±ciwym ciaªa,
Tm jest czasem relaksacji a m jest wykªadnikiem funkcji nadwy»ki. Prawa
strona równania (6.2) reprezentuje pr¦dko±¢ wewn¦trznej dysypacji w wyniku
procesu plastycznego pªyni¦cia.

Z równania (6.2) mo»emy policzy¢ wspóªczynnik odwracalno±ciχ. Otrzymu-
jemy

χ =
ρcpϑ̇

τ : dp
. (6.3)

W przypadku modelowania termomechanicznego zachowania si¦ materiaªów
χ jest zwykle przyjmowane jako staªe o warto±ci z przedziaªu0.85−0.95 (prak-
tyka stosowana za prac¡ Taylor i Quinney z roku 1934 [237]).

Ostatnio jednak badania eksperymentalne przeprowadzone przez Masona,
Rosakisa i Ravichandrana (1994)[132] z u»yciem pr¦ta Kolsky'ego oraz szybkich
detektorów podczerwieni pokazaªy, »e te zaªo»enia nie s¡ sªuszne dla wszystkich
metali. Powód takiej rozbie»no±ci jest przedstawiony w pracy �odygowski i
Perzyna (1997)[122]. Autorzy ustalili, »e przyczyn¡ rozbie»no±ci dlaχ mo»e
by¢ mechanizm wewn¦trznego mikrouszkadzania w materiale.

Mason, Rosakis i Ravichandran (1994)[132] zaobserwowali, »e wspóªczyn-
nik odwracalno±ci χ zale»y od odksztaªcenia i pr¦dko±ci odksztaªcenia wyst¦-
puj¡cych w metalach. Ich obserwacje eksperymentalne maj¡ powa»ne implika-
cje w badaniu warunków poprzedzaj¡cych i rz¡dz¡cych procesem formowania
pasm ±cinania i ich ewolucji oraz na ustalenie kryteriów rz¡dz¡cych wybo-
rem postaci dynamicznego zniszczenia w materiaªach wra»liwych na pr¦dko±¢
odksztaªcenia.
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6.4.4 Podstawowe wªasno±ci mechaniczne modelu plastycznego
z wra»liwo±ci¡ na pr¦dko±¢ odksztaªcenia

Zjawisko lokalizacji odksztaªce« plastycznych w ciaªach spr¦»ysto�lepkoplasty-
cznych jest wynikiem odbicia i nakªadania si¦ fal napr¦»enia i ma zupeªnie inny
charakter dla materiaªów spr¦»ysto�plastycznych niewra»liwych na pr¦dko±¢
odksztaªcenia (patrz Perzyna (1994, 1995) [177, 178]). Wra»liwo±¢ na pr¦dko±¢
ma swoje odbicie w przestrzennym operatorze ró»niczkowym równa« opisu-
j¡cych problem. W przypadku dynamicznych problemów pocz¡tkowo � brze-
gowych napr¦»enia i deformacje b¦d¡ce wynikiem odbijania si¦ fal i ich na-
kªadania si¦ nie s¡ jednorodnie rozªo»one i taki rodzaj niejednorodno±ci mo»e
prowadzi¢ do lokalizacji odksztaªce«, przy braku jakichkolwiek imperfekcji geo-
metrycznych czy materiaªowych niedoskonaªo±ci. Taki rodzaj zjawisk lokaliza-
cji byª badany w pracach Nemes i Eftis (1993) [148] i Sluys i inni (1992) [222].

Poniewa» plastyczn¡ reakcj¦ materiaªu otrzymuje si¦ jako przypadek gra-
niczny, gdy czas relaksacji Tm zmierza do zera (porównaj Perzyna (1994,
1995)[177, 178]), teoria lepkoplastyczno±ci oferuje wªa±nie procedur¦ regula-
ryzacji dla rozwi¡zania dynamicznych problemów pocz¡tkowo�brzegowych z
lokalizacj¡ plastycznych deformacji.

6.4.5 Dynamiczne skr¦cania cienkiej rurki stalowej

6.4.5.1. Adiabatyczne skr¦canie

Cho, Chi i Du�y (1988) [42] badali na skr¦canie próbki rurkowe z wykorzy-
staniem skr¦tnego pr¦ta Kolsky'ego. W naszej pracy podobnie jak w pracy
Batra i Zhang (1993) [14] upraszczamy problem pocz¡tkowo brzegowy i do
oblicze« przyjmujemy centraln¡ cz¦±¢ próbki w ksztaªcie rurki cienko±ciennej,
patrz rysunek 6.2.

Warunki pocz¡tkowe przyjmujemy w postaci

u(x,0) = 0, υ(x,0) = 0, ρ(x,0) = ρM = ρ0
M,

τ (x, 0) = 0, ϑ(x, 0) = ϑ0 = staªe w B. (6.4)
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Rys. 6.2. Rodzaj próbki i jej wymiary w milimetrach w eksperymencie
Marchanda i Du�ego (1988) [131].
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To oznacza, »e ciaªo jest pocz¡tkowo w spoczynku, jest wolne od napr¦»e« i
ma jednolit¡ temperatur¦ ϑ0.

Jako warunki brzegowe, przyj¦to

τ · n = 0 na wewn¦trznej i zewn¦trznej powierzchni rurki,
q · n = 0 =⇒ gradϑ · n = 0 na powierzchniach zewn¦trznych,

υ(x1, x2, 0, t) = 0, υ(x1, x2,L, t) = ω∗(t)
(
x2

1 + x2
2

) 1
2 n∗, (6.5)

gdzie n jest jednostkow¡ normaln¡ do rozpatrywanej powierzchni,ω∗(t) jest
pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ na skrajnej powierzchnix3 = L dla rurki i n∗ jest jednost-
kowym wektorem stycznym do powierzchnix3 = L.
Przyj¦to równie», »e

ω∗(t) =





ω∗0 · t/40, 0 ≤ t ≤ 40µs,
ω∗0, 40 < t ≤ 400µs,
ω∗0(5− t

100), 400 < t ≤ 500µs,
0, t > 500µs.

(6.6)

Czas narastania impulsu jest 40 µs i jest typowy w próbach skr¦cania ( patrz
np.: Batra i Zhang (1993) [14], Marchand, Cho i Du�y (1988) [131]).

Wªasno±ci mechaniczne mi¦kkiej stali (1018 cold rolled steel) okre±lono dla
prób skr¦cania w pracy Costin i inni (1979) [48]. Krzywe eksperymentalne
dla quasi�statycznych i dynamicznych prób, pokazuj¡ce zale»no±¢ napr¦»e« i
odksztaªce« ±cinaj¡cych dla ró»nych temperatur, przedstawiono na rysunku
6.3.

Wykorzystuj¡c rezultaty pracy Costin i inni (1979) [48] przyj¦to do oblicze«
nast¦puj¡ce warto±ci parametrów materiaªowych (AISI 1018 cold rolled steel)

ρM = 7860 kg/m3, cp = 450 J/kg0K, G = 80 GPa,
E = 207. 47GPa, κ0

s = 305 MPa, χ = 0. 90, 0. 80, 0. 70,

m = 5 , Tm = 2. 802 · 10−2 − 2. 802 · 10−8 s (dla ϑ = 200C),
m = 4.7 , Tm = 4. 643 · 10−2 − 4. 643 · 10−8 s (dla ϑ = 1070C),
m = 4.7 , Tm = 6. 622 · 10−2 − 6. 622 · 10−8 s (dla ϑ = 2000C).

Warto±ci pocz¡tkowe m i Tm okre±lono, bazuj¡c na wynikach eksperymen-
talnych Marchanda, Cho i Du�y'ego (1988) [131]. Rezultaty Marchanda,
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Rys. 6.3. Krzywe eksperymentalne dla napr¦»e« i odksztaªce« ±cinaj¡cych dla
ró»nych temperatur w te±cie skr¦cania dla stali 1018 CRS z pracy Costin i inni
(1979) [48].

Cho i Du�y'ego (1988) [131] przedstawiaªy krzywe ±rednich napr¦»e« ±cina-
j¡cych τ avg

12 , w funkcji ±rednich odksztaªce« ±cinaj¡cych εavg
12 , i czasu t, dla

±rednich pr¦dko±ci odksztaªcenia ε̇avg
12 = 1500 i 1600s−1. W celu opisania

zachowania si¦ materiaªu wra»liwego na pr¦dko±¢ odksztaªcenia w procesie ±ci-
nania, napr¦»enie pªyni¦cia dla danej pr¦dko±ci odksztaªcenia i temperatury
okre±lano z nast¦puj¡cego wzoru

τ avg
12 = κs(ε

avg
12 )

[
1.0 + (Tm · ε̇avg

12 )
1
m

]
, (6.7)

gdzie κs(ε
avg
12 ) jest napr¦»eniem ±cinaj¡cym w próbie quasi�statycznej

(ε̇avg
12 ≈ 10−4s−1), ε̇avg

12 jest ±redni¡ pr¦dko±ci¡ odksztaªcenia ±cinaj¡cego
w próbce a Tm i m s¡ nieznanymi staªymi.

Przyjmujemy, »e równanie (6.7) najlepiej opisuje rezultaty eksperymen-
talne Marchanda, Cho i Du�y'ego (1988) [131] dla odksztaªce« ±cinaj¡cych,
εavg

12 w zakresie od 0.04 a» do odksztaªce« ±cinaj¡cych w chwili zniszczenia,
(τ avg

12 )z = 0.52, gdzie Tm and m maj¡ ±redni¡, staª¡ warto±¢ w próbce, które
powinny by¢ okre±lone dla danego materiaªu. Z równania (6.7) otrzymujemy
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log

(
τ avg

12

κs(ε
avg
12 )

− 1

)
=

1
m

(log (Tm) + log (ε̇avg
12 )) . (6.8)

Stosuj¡c t¦ zale»no±¢, wykorzystano metod¦ najlepszego dopasowania do krzy-
wych eksperymentalnych dla ±rednich napr¦»e« ±cinaj¡cych i ustalonej warto±ci
±redniego odksztaªcenia ±cinaj¡cego z ró»nym doboremTm i m. Poszukiwano
warto±ci Tm i m w przyj¦tych zakresachTm od 2. 802·10−2 do 6. 622·10−8 s oraz
m od 0 do 20, które daj¡ najlepsze dopasowanie. Maj¡c z eksperymentu zbiór
warto±ci napr¦»enia ±cinaj¡cego τ avg

12 w funkcji ±rednich odksztaªce« ±cinaj¡-
cych εavg

12 , dla ±redniej pr¦dko±ci odksztaªcenia ε̇avg
12 , w którym dwie wielko±ci

(cechy) Tm i m maj¡ pewien dwuwymiarowy rozkªad normalny. Je±li pewna
prosta o równaniu y = a + b jest prost¡ regresji drugiego rodzaju cechy m
wzgl¦dem cechy Tm, wówczas

a = corr(m, Tm)
σm

σTm

, b = E(m)− corr(m, Tm)
σm

σTm

E(Tm) ,

gdzie a jest wspóªczynnikiem regresji liniowej cechy m wzgl¦dem Tm, b jest
wspóªczynnikiem przesuni¦cia,σ2

m = E[(m−E(m))2] i σ2
Tm

= E[(Tm−E(Tm))2]
a corr(m,Tm) = cov(m,Tm)/σmσTm . Prosta y = a + b jest oszacowaniem
metod¡ najmniejszych kwadratów prostej regresji cechym wzgl¦dem cechy Tm

na podstawie pomiarów. Oznacza to, »e funkcja
n∑

i=1

[
mi − (α̃T i

m + β̃)
]2

=
n∑

i=1

d̃i
2

osi¡ga minimum, gdy α̃ = A = R sm
sTm

i β̃ = B = m̄ − AT̄m, gdzie R jest
wspóªczynnikiem korelacji liniowej z próby, sm i sTm s¡ estymatorami dla σm

i σTm z próby a m̄ i T̄m to warto±ci ±rednie dla m i Tm.
Estymatorem zgodnym wspóªczynnikacorr(m,Tm) jest wspóªczynnik korelacji
liniowej R z próby, którego warto±¢ r okre±la si¦ z wzoru

r =

1
n

n∑

i=1

miT i
m − m̄T̄m

√√√√( 1
n

n∑

i=1

mi2 − m̄2)(
1
n

n∑

i=1

T i
m

2 − T̄ 2
m)

.
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Proces ten jest powtarzany dla kolejnych wybranych warto±ci ±redniego od-
ksztaªcenia ±cinaj¡cego εavg

12 = 0. 05, 0. 10, 0. 15, 0. 20, 0. 25, 0. 40 and 0. 50.
Jednak»e, Tm i m tak okre±lone s¡ nieco ró»ne dla ka»dej warto±ciεavg

12 . Ko«-
cowe warto±ci dla 1

m i log Tm ustalono jako ±rednie warto±ci zwi¡zane z czte-
rema typowymi odksztaªceniami ±cinaj¡cymi εavg

12 = 0. 05, 0. 10, 0. 15, 0. 50.
Równanie (6.7) najlepiej opisuje wyniki eksperymentalne Marchanda, Cho i
Du�y'ego gdy

Tm = 3.872 ·10−4s i m = 4.8 .

W ten sposób, rezultaty dla ±rednich napr¦»e« ±cinaj¡cych, τ avg
12 , w funkcji

±redniego odksztaªcenia ±cinaj¡cego, εavg
12 , ustalone dla parametrów materia-

ªowych jak wy»ej, najlepiej przybli»aj¡ krzywe napr¦»enie�odksztaªcenie dla
mi¦kkiej stali (1018 CRS) opublikowane przez Marchanda, Cho i Du�y'ego
(1988) [131] dla ±redniej pr¦dko±ci odksztaªce« 1600s−1. �rednie napr¦»enie
±cinaj¡ce τ avg

12 jest zde�niowane jako τ avg
12 =

∫ z=L
z=0 τ local

12 (z, t) dz.

W przypadku trójwymiarowego stanu odksztaªcenia w szerokim zakresie pr¦d-
ko±ci odksztaªce« nale»y uwzgl¦dni¢ zale»no±¢ parametrów materiaªowych od
temperatury i pr¦dko±ci odksztaªcenia. Wpªyw tych efektów i sposoby mody-
�kacji opisu lepkoplastycznego ze wzgl¦du na te efekty przedstawiono w wielu
pracach dla ró»nych materiaªów np.: Batra i Kim (1990) [13],
Giovanola (1988) [77], [78], Clifton i inni (1984) [46], Clifton (2000) [47],
Lito«ski (1977) [119]. W obecnej pracy skupiono si¦ na zbadaniu wpªywu zmian
temperatury na czas relaksacji Tm = Tm(ϑ) i parametr m = m(ϑ) w równa-
niu (6.7) dla danej pr¦dko±ci odksztaªcenia. W oparciu o prace Perzyna i
Wierzbicki (1964) [185] i Perzyna (1978) [170] przyj¦to

τ avg
12 = κs(ε

avg
12 )

[
1.0 + (Tm(ϑ) · ε̇avg

12 )
1

m(ϑ)

]
. (6.9)

Do oblicze«, przyj¦to nast¦puj¡ce warto±ci parametrówTm i m w tempe-
raturze pokojowej (ϑ0 = 200C):

m(ϑ0) = 5, Tm(ϑ0)=2.8·10−2s, 2.8·10−4s, 2.8·10−6s, 2.8·10−8s.

Zale»no±¢ Tm i m od temperatury w tej pracy jest modelowane nast¦puj¡cymi
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zwi¡zkami (patrz Perzyna i Wierzbicki (1964) [185])

Tm (ϑ) =





2. 39 · Tm(ϑ0) ·
[(

1 + 2. 6 ·
(

220−ϑ
273

)2
)]−1

dla ϑ ≤ 2200C,

2. 39 · Tm(ϑ0) dla ϑ > 2200C,

(6.10)

m (ϑ) =

{
m(ϑ0)(1.064− 0. 003 · ϑ) dla ϑ ≤ 1070C,
m(ϑ0) dla ϑ > 1070C.

Rurk¦ poddano skr¦caniu z nominaln¡ pr¦dko±ci¡ odksztaªce«, ε̇avg
12 zmienia-

j¡cych si¦ w zakresie 103 − 104 s−1. Do prezentacji przyj¦to przypadek rurki
skr¦canej z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ o zmiennej amplitudzie opisanej wzorem (6.6),
gdy ω∗0 = 800 rad · s−1, tn = 40µs, ts = 400µs i tk = 500µs.

6.4.5.2 Metoda rozwi¡zania i obliczenia numerycznych dla rurki
stalowej

Sformuªowany powy»ej problem pocz¡tkowo-brzegowy rozwi¡zano stosuj¡c sys-
tem metody elementów sko«czonych ABAQUS (podobnie jak w pracach
�odygowski i Perzyna (1996)[121] oraz �odygowski i Perzyna (1997)[122]).

Próbka w postaci cienko±ciennej rurki cylindrycznej jest modelowana przy
pomocy trójwymiarowych elementów (C3D8R) w jedn¡ warstw¡ w kierunku
promieniowym.

Na obwodzie model zawiera 24 segmenty, ka»dy z nich ma 20 elementów
po wysoko±ci. W celu unikni¦cia odbijania si¦ fal w miejscu przyªo»enia im-
pulsu i aby modelowa¢ wpªyw pozostaªych cz¦±ci próbki (sze±ciok¡tne elementy
do zamocowania) zaªo»ono dodatkowe spr¦»yny a na nich elementy masowe.
Podziaª na elementy badanego obszaru próbki przedstawiono na rysunku 6.4.
Siatk¦ przed i po deformacji wybranego segmentu przedstawiono na rysunku
6.5.

Otrzymane rezultaty przedstawiono na rysunkach 6.6-6.11. Na rysunku 6.6
pokazano ewolucj¦ temperatury w ±rodku pasma ±cinania. Obliczone warto±ci
lokalnych odksztaªce« ±cinaj¡cych dla wybranych chwil procesu jako funkcja
poªo»enia na osi próbki pokazano na rysunku 6.7. Otrzymany rozkªad odksztaª-
ce« ±cinaj¡cych pozwala okre±li¢ szeroko±¢ obszaru lokalizacji, która wynosi
0.2−0.3 mm. Na rysunkach (rys. 6.8, 6.9, 6.10, 6.11) przedstawiono: rozkªady
ekwiwalentnego napr¦»enia Hubera-Misesa, lokalnego odksztaªcenia ±cinania i
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Rys. 6.4. Podziaª na elementy badanego obszaru próbki i przebieg zmiany pr¦d-
ko±ci skr¦cania w symulacji numerycznej eksperymentu Marchanda i Du�ego
(1988) [131].

Rys. 6.5. Siatka przed i po deformacji wybranego segmentu.
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lokalnego napr¦»enia ±cinania oraz lokalnej temperatury, na powierzchni jed-
nego segmentu dla ko«cowej chwili procesu t = 5 · 10−4s z czasem relaksacji
Tm(ϑ0) = 2. 8 · 10−4s i m(ϑ0)=5.

Rys. 6.6. Wykres zmiany temperatury w ±rodku pasma ±cinania w funkcji czasu
procesu.

Rys. 6.7. Rozkªady odksztaªce« ±cinaj¡cych dla wybranych chwil procesu jako
funkcja poªo»enia na osi próbki.
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Rys. 6.8. Rozkªad ekwiwalentnego napr¦»enia Hubera-Misesa na powierzchni
jednego segmentu próbki w ko«cowej chwili procesu t = 5. 0 ∗ 10−4s z czasem
relaksacji Tm(ϑ0) = 2. 8 · 10−4s i m(ϑ0)=5.

Rys. 6.9. Rozkªad odksztaªcenia ±cinaj¡cego na powierzchni jednego segmentu
próbki w ko«cowej chwili procesu t = 5. 0 · 10−4s z czasem relaksacji
Tm(ϑ0) = 2. 8 · 10−4s i m(ϑ0)=5.
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Rys. 6.10. Rozkªad napr¦»enia ±cinaj¡cego na powierzchni jednego segmentu
próbki w ko«cowej chwili procesu t = 5. 0 · 10−4s z czasem relaksacji
Tm(ϑ0) = 2. 8 · 10−4s i m(ϑ0)=5.

Rys. 6.11. Rozkªad temperatury na powierzchni jednego segmentu próbki w
ko«cowej chwili procesu t = 5. 0·10−4s z czasem relaksacjiTm(ϑ0) = 2. 8·10−4s
i m(ϑ0)=5.
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6.4.6 Analiza wyników i porównanie z rezultatami
eksperymentalnymi

Gªównym celem oblicze« numerycznych byªo okre±lenie w¡skiego obszaru pa-
sma lokalizacji odksztaªce«, które podlega znacznym deformacjom i wzmo»o-
nemu ogrzewaniu. W przypadku dynamicznego adiabatycznego procesu dla
cienkich próbek stalowych, obszar w¡skiego pasma ±cinania propaguje si¦
wzdªu» obwodu rurki. Ustalona szeroko±¢ pasma lokalizacji w procesie skr¦-
cania z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω∗0 = 800 rad/s dla stali 1018 CRS wynosi okoªo
0.2 - 0.3 mm. Rozkªady ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznego dla ró»nych
czasów relaksacji pokazuj¡ silny wpªyw czasu relaksacjiTm na szeroko±¢ pasma,
na charakterystyczne cechy procesu lokalizacji oraz na caªy proces propagacji
fal. Dla czasu relaksacji Tm(ϑ0) = 2. 8 · 10−4s i m(ϑ0)=5, przy pr¦dko±ci
ω∗0 = 800 rad/s, maksymalne lokalne odksztaªcenie ±cinaj¡ce jest rz¦du 70%, a
wzrost temperatury jest rz¦du 3800C. Ten czas relaksacji reprezentuje rzeczy-
wisty parametr struktury dla tego materiaªu (mi¦kka stal). Okre±lona szero-
ko±¢ pasma lokalizacji, zmiany temperatury i deformacji w pasmie s¡ w dobrej
zgodno±ci i wynikami eksperymentalnymi opublikowanymi przez Marchanda i
Du�y'ego (1988) [130] oraz Marchanda, Cho i Du�y'ego (1988) [131]. W czasie
oblicze« ustalono, »e szeroko±¢ pasma lokalizacji oraz warto±¢ temperatury w
pa±mie zale»y od przyj¦tej ±redniej pr¦dko±ci odksztaªcenia oraz zaªo»onego
czasu relaksacji (lub parametru lepko±ci). Szeroko±¢ pasma lokalizacji maleje
gdy czas relaksacji Tm maleje. Podczas oblicze« czas relaksacji miaª dominu-
j¡cy wpªyw na stabilno±¢ oblicze« (podobnie jak w pracy �odygowski i Perzyna
(1997) [122], a tak»e nawet dla bardzo g¦stych siatek elementów jak w pracy
Batra i Zhang (1993) [14]), a warunki stabilno±ci speªniano w ka»dej chwili w
caªym procesie.

6.5 Podsumowanie
Porównanie otrzymanych rezultatów z obserwacjami eksperymentalnymi wy-
ra¹nie pokazuj¡, »e u»yta teoria lepkoplastyczno±ci w sposób wªa±ciwy opisuje
proces lokalizacji odksztaªcenia. W warunkach dynamicznych obci¡»e« rozpa-
trywana propagacja deformacji w próbce, wykazuje niejednorodny rozkªad na-
pr¦»enia i odksztaªcenia powoduj¡c umiejscowienie si¦ niestabilno±ci i tworze-
nie pasma ±cinania. Te obszary zmieniaj¡ si¦ w zale»no±ci od zaªo»onej pr¦d-
ko±ci odksztaªcenia i zale»¡ od przyj¦tej warto±ci czasu relaksacji (lub parame-
tru lepko±ci). Uzyskane rezultaty pokazuj¡ przebieg deformacji i zachodz¡c¡ w
ko«cowym etapie lokalizacj¦ odksztaªce« plastycznych. Obliczone warto±ci od-
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ksztaªcenia ekwiwalentnego i wzrost temperatury w porównaniu z rezultatami
eksperymentalnymi Marchanda i Du�y'ego (1988) [130] wykazaªy jako±ciow¡ i
ilo±ciow¡ zgodno±¢. Uzyskany w obliczeniach wzrost temperatury, a zwªaszcza
porównanie go z danymi do±wiadczalnymi w miejscu lokalizacji odksztaªce«
plastycznych (pasmo przew¦»enia), potwierdziª sªuszno±¢ przyj¦tego zaªo»enia
o adiabatycznym charakterze dynamicznego procesu deformacji niespr¦»ystych.
Wyniki wykazuj¡ du»¡ wra»liwo±¢ wyst¡pienia lokalizacji odksztaªce« plastycz-
nych na pr¦dko±¢ deformacji. Miejsce lokalizacji zale»y od pr¦dko±ci deforma-
cji. Dla procesów quasi-statycznych (±rednia pr¦dko±¢ odksztaªce« plastycz-
nych ˙̄εp ≤ 10−3s−1) procesy ko«cz¡ si¦ lokalizacj¡ odksztaªce« plastycznych w
tym samym miejscu. Dla procesów z wi¦kszymi pr¦dko±ciami nast¦puje zmiana
miejsca lokalizacji. Jednak po przekroczeniu warto±ci krytycznej nast¦puje lo-
kalne, intensywne zniszczenie w bezpo±redniej okolicy przyªo»enia oddziaªywa«
zewn¦trznych. Sama warto±¢ krytyczna pr¦dko±ci skr¦cania zale»y od charak-
terystyki materiaªu i warunków pocz¡tkowo-brzegowych i wymaga okre±lenia
dla ka»dego materiaªu i danego zadania brzegowego.

W rozdziale tym parametry ustalano z dost¦pnej wiedzy i znajomo±ci pew-
nych staªych (np. staªe spr¦»ysto±ci) dla danego materiaªu. Pozostaªe para-
metry okre±lano wykonuj¡c szereg oblicze« z ró»nym zestawem parametrów i
okre±leniu najlepszych dopasowa«. Taki sposób identy�kacji parametrów w mo-
delu spr¦»ysto-lepkoplastyczno±ci jest uproszczon¡ metod¡ identy�kacji. Jed-
nak sposób ten jest wykorzystywany w wielu przypadkach i jest dopuszczalny
jako wst¦pny proces identy�kacji. Takie podej±cie ma jednak wiele wad. Wady
te wynikaj¡ z braku kryteriów doboru staªych materiaªowych i silnej zale»no-
±ci takiego sposobu identy�kacji parametrów od nagromadzonej wiedzy osoby
wykonuj¡cej tak¡ identy�kacj¦.
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7. Numeryczna identy�kacja i wery�kacja prawa
pªyni¦cia plastycznego z udziaªem mikropasm
±cinania

Wst¦p
Proces powstawania, wzrostu i ª¡czenia pustek jest silnie powi¡zany z lokalnym
stanem napr¦»enia i odksztaªcenia mikrostruktury w obszarze mi¦dzy pust-
kami. Obserwowano w tych obszarach powstawanie zlokalizowanych stref ±ci-
nania. Schematycznie zostaªo to przedstawione na rysunku 7.1 z pracy Speicha
i Spitziga (1982) [227].

Rys. 7.1. Schemat zlokalizowanych stref ±cinania mi¦dzy pustkami lub wtr¡ce-
niami z pracy Speicha i Spitziga (1982) [227].

W rozdziale tym przedstawiono równania plastyczno±ci z udziaªem pasm
±cinania, które zaproponowano w pracach P¦cherskiego ((1992) [188], [189],
(1996) [190], (1998) [193], [192], (2002) [194]). W przeprowadzonej w tym roz-
dziale analizie posªu»ono si¦ zadaniem nieswobodnego ±ciskania w pªaskim sta-
nie odksztaªcenia. Problem ten opisuje w przybli»ony sposób znany z literatury
test laboratoryjny zwany prób¡ kanalikow¡ (opisany w pracach Bronkhorst i
inni (1992) [31] i Anand i Kalidindi (1994) [3]). Dla tego zadania dokonano iden-
ty�kacji parametrów u»ytych w opisie. Do oblicze« numerycznych zastosowano
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program metody elementów sko«czonych ABAQUS/Standard (2001) [1]. Wy-
niki wspomnianej identy�kacji przedstawiono w pracach P¦cherski i
Nowak (1998) [196], (2000) [198], P¦cherski (1998) [193]. W pracy P¦cherski i
Nowak (2002) [194] zastosowano nowe algorytmy zaproponowane w pracach
Nowak i Stachurski (2001) [157] i (2002) [158], które posªu»yªy do rozwi¡zania
problemu nieliniowej regresji metod¡ globalnej optymalizacji. Wykorzystano
je do opracowania automatycznej procedury identy�kacji poszukiwanej funkcji
udziaªu pasm ±cinania. Podj¦to tak»e prób¦ wery�kacji proponowanego opisu
konstytutywnego z zastosowaniem wyników bada« do±wiadczalnych procesu
kucia matrycowego P¦cherski i Nowak (2002) [194], które byªy prezentowane
w pracy Kalidindi i inni (1992) [104].

7.1 Omówienie dost¦pnych wyników obserwacji
do±wiadczalnych oraz oblicze« numerycznych dla
próby kanalikowej

We wspomnianych pracach Bronkhorst i inni (1992) [31] i Anand i Kalidindi
(1994) [3] przedstawiono wyniki do±wiadczalne nieswobodnego ±ciskania w pró-
bie kanalikowej przeprowadzone dla polikrystalicznej miedzi. Badano ewolucj¦
tekstury oraz rozwój pasm ±cinania. Ksztaªt matrycy oraz schemat ilustruj¡cy
prób¦ kanalikow¡ przedstawiono na rys. 7.2.

Rys. 7.2. Schemat ilustruj¡cy nieswobodne ±ciskanie w próbie kanalikowej.
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Wymiary przyj¦tej do do±wiadczenia próbki s¡ nast¦puj¡ce:

• wysoko±¢ odpowiadaj¡ca kierunkowi ±ciskaniae3−6.35 mm,
• szeroko±¢ odpowiadaj¡ca kierunkowi swobodnego wypªywu materiaªu
e2−9.53 mm,
• dªugo±¢ odpowiadaj¡ca kierunkowi reakcji ±cianek matrycye1−14.73 mm.

Zarówno próbka, jak i matryca byªy pokryte te�onem w celu zminimalizowania
efektu tarcia. W zwi¡zku z tym w symulacji numerycznej badanego procesu
przyj¦to upraszczaj¡ce zaªo»enie, »e wpªyw tarcia mo»na pomin¡¢. W bada-
niach prezentowanych w pracach Bronkhorst i inni (1992) [31] oraz Anand i
Kalidindi (1994) [3], wykonano cztery serie do±wiadcze« nieswobodnego ±ci-
skania w matrycy, w których kolejne próbki zostaªy ±ci±ni¦te do poziomu: -
0,21; -0,52; -1,0 oraz -1,54 logarytmicznej miary odksztaªceniaε3 z pr¦dko±ci¡
0,001 s−1. Powierzchnie odksztaªconych próbek poddano obserwacjom meta-
logra�cznym. Rezultaty podsumowano w pracy Anand i Kalidindi (1994) [3],
str. 234, w nast¦puj¡cy sposób: �...na rysunku 10a przedstawiaj¡cym mikro-
struktur¦ wida¢, »e dla odksztaªcenia rzeczywistego- 0.52 ziarna s¡ spªaszczone
i w poszczególnych ziarnach wida¢ zlokalizowane pasma, które maj¡ grubo±¢
0.1 ÷ 0.5µm i s¡ odchylone o okoªo ∼ ±30 ÷ 400 w stosunku do powierzchni
horyzontalnej. Pasma te powstaj¡, gdy odksztaªcenia rzeczywiste s¡ w przedziale
od −0.21 do −0.52. Intensywno±¢ tych mikropasm ±cinania narasta z rozwojem
deformacji i dla odksztaªce« rz¦du−1.00 powstaj¡ makropasma ±cinania, które
przecinaj¡ granice ziaren�, (tªumaczenie wªasne).

Obserwacje do±wiadczalne, omówione szerzej w pracy habilitacyjnej
P¦cherskiego (1998) [193], wykazuj¡, »e deformacji plastycznej polikrystalicz-
nych metali mo»e towarzyszy¢ silna koncentracja odksztaªcenia postaciowego w
formie cienkich transkrystalicznych warstewek o grubo±ci rz¦du 0.1µm, które
nazywa si¦ mikropasmami ±cinania. Obserwuje si¦ tak»e, »e mikropasma ±ci-
nania dziaªaj¡ w maªym przedziale czasu, propaguj¡c si¦ z du»¡ pr¦dko±ci¡
w obszarach obejmuj¡cych wiele ziaren, a potem nie wnosz¡ ju» aktywnego
udziaªu do odksztaªcenia plastycznego, staj¡c si¦ biernym elementem struk-
tury. Udziaª aktywnych mikropasm ±cinania w caªkowitym odksztaªceniu pla-
stycznym ro±nie na ogóª ze wzrostem odksztaªcenia plastycznego, zmieniaj¡c
si¦ jednak w czasie procesu do±¢ nieregularnie. Istniej¡ce w literaturze informa-
cje na temat odksztaªcenia, przy którym obserwuje si¦ pierwsze mikropasma
±cinania s¡ fragmentaryczne i niepeªne. Sytuacj¦ komplikuje fakt, »e inicjacja
oraz udziaª aktywnych mikropasm ±cinania zale»¡ bardzo silnie od drogi od-
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ksztaªcenia oraz przyj¦tego schematu obci¡»enia. Dla obci¡»e« monotonicznych
obserwuje si¦, »e pierwsze mikropasma ±cinania wyst¦puj¡ przy stosunkowo
du»ej warto±ci odksztaªcenia. Badania Bochniaka i Korbla, prezentowane np.
w pracach (1995) [108], (2003) [23], wykazuj¡ jednak, »e mikropasma ±cinania
mo»na generowa¢ praktycznie przy dowolnym odksztaªceniu przez odpowiednio
sterowan¡ zmian¦ drogi odksztaªcenia, co legªo u podstaw nowych technologii
ksztaªtowania plastycznego metali opracowanych przez tych autorów.

7.2 Identy�kacja prawa pªyni¦cia z zastosowaniem
numerycznej analizy próby kanalikowej

Konstytutywny opis pªyni¦cia plastycznego z udziaªem pasm ±cinania zapropo-
nowano w pracy P¦cherski (1992) [188] oraz (1997) [191]. W pracach P¦cherski
i Nowak (1998) [196], Nowak i P¦cherski (2002) [156] przedstawiono identy-
�kacj¦ modelu oraz jego wery�kacj¦. Istota modelu proponowanego przez
P¦cherskiego (1998) [193], (2002) ([194], [156]) polega na addytywnym roz-
kªadzie tensora pr¦dko±ci deformacji plastycznej, który zostaª wyprowadzony
dla makroskopowej miary pr¦dko±ci deformacji z udziaªem wielopoziomowej
hierarchii pasm ±cinania w pracy P¦cherski (1997) [191], na cz¦±¢ generowan¡
przez krystalogra�czne po±lizgi Dp

s i cz¦±¢ generowan¡ przez pasma ±cinania
Dp

SB,

Dp = Dp
s + Dp

SB , (7.1)

oraz na wprowadzeniu skalarnej miary udziaªu pasm ±cinania w pr¦dko±ci od-
ksztaªcenia plastycznego, Kowalczyk�Gajewska i inni (2005) [110]:

fSB =
‖Dp

SB‖
‖Dp‖ . (7.2)

Identy�kacj¦ modelu, która polega na wyznaczeniu nieznanego udziaªu
pasm ±cinania fSB w funkcji ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznego εp

e,
przeprowadzono dla zadania nieswobodnego ±ciskania w pªaskim stanie od-
ksztaªcenia. Stosuj¡c program elementów sko«czonych ABAQUS/ Standard
(2001) [1], wykonano numeryczne obliczenia procesu jednorodnego ±ciskania
w pªaskim stanie odksztaªcenia, który modeluje prób¦ kanalikow¡. Przyj¦to
pªaski element o±miow¦zªowy typu CPE8.

Do oblicze« zastosowano uproszczone równanie prawa pªyni¦cia z udziaªem
symetrycznego ukªadu mikropasm ±cinania, które wykorzystano do sformu-
ªowania nast¦puj¡cej postaci pr¦dko±ciowych równa« spr¦»ysto-plastyczno±ci
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przy zaªo»eniu maªych odksztaªce« spr¦»ystych:

◦
σij = CijklDkl, Cijkl = 2G

(
δikδjl +

ν

1 + ν
δijδkl − 1

ασ2
Y

σ
′
ijσ

′
kl

)
, (7.3)

gdzie α = 2
3

[
1 + h̄(1−fSB)

3G

]
, σij , σ

′
ij oznaczaj¡ odpowiednio skªadowe tensora

napr¦»enia i dewiatora tensora napr¦»enia Cauchy'ego w ukªadzie kartezjan-
skim, natomiast h̄ jest moduªem plastycznym w aktualnym stanie umocnie-
nia, który wyznacza si¦ z zadanej charakterystyki materiaªu. Zauwa»my, »e
udziaª mikropasm ±cinania fSB ∈ [0, 1) uwzgl¦dniony jest w parametrzeα, po-
przez który wpªywa na tensor moduªów spr¦»ysto-plastycznych, a zatem mo»e
wpªywa¢ na zmian¦ macierzy sztywno±ci analizowanego schematu obliczenio-
wego. Symbol ◦σij oznacza skªadowe pochodnej obiektywnej tensora napr¦»enia
Cauchy'ego, która w tym wypadku ma posta¢ pochodnej Zaremby-Jaumana.

W obliczeniach wykorzystano przewidzian¡ w programie ABAQUS/Stan-
dard (2001) [1] mo»liwo±¢ mody�kacji procedury materiaªowej UMAT. W pro-
cedurze UMAT stosuje si¦ prost¡ wersj¦ znanego algorytmu odwzorowania po-
wrotnego, tzw. algorytmu (ang. radial return) (powrotu po promieniu), który
jest typowy dla caªkowania równa« konstytutywnych spr¦»ysto-plastyczno±ci
z warunkiem Hubera-Misesa (por. np. Simo i Hughes (1998) [221] , Kleiber
(1995) [106], cz. II rozdz. 6). Obliczenia wykonano dla pot¦gowej aproksyma-
cji charakterystyki materiaªu otrzymanej do±wiadczalnie w próbie swobodnego
±ciskania wykonanej przez Bronkhorsta i inni (1992) [31] (przedstawionej w tej
pracy na str. 450, Rys. 2). Przyj¦to nast¦puj¡c¡ formuª¦

σ = σY

(
E

σY
εp

) 1
m

, (7.4)

gdzie granica plastyczno±ci σY = 0.02 GPa, moduª Younga E = 126 GPa,
m = 2.93.

Posta¢ poszukiwanej funkcji udziaªu pasm ±cinaniafSB, która daje dopa-
sowanie z dokªadno±ci¡ okoªo 5% do punktów do±wiadczalnych krzywej napr¦-
»enie ±ciskaj¡ce odksztaªcenie logarytmiczne otrzymanej w próbie kanalikowej.
Funkcja ta jest wyra»ona równaniem

fSB (εp) =
fSB0

1 + exp (a− b |ε3|) , (7.5)

gdzie fSB0 = 0.95, a = 7.5, b = 13.6.
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Rys. 7.3. Porównanie wyników prostej identy�kacji z zadan¡ funkcj¡ (7.5) z
wyznaczonymi staªymi fSB0 = 0.95, a = 7.5, b = 13.6 � krzywa 1, z rezul-
tatami automatycznej metody identy�kacji iteracyjnej � punkty odpowiadaj¡
wynikom oblicze«, a aproksymuj¡ca je krzywa 2 odpowiada funkcji (7.5) ze
staªymi fSB0 = 0.975, a = 12.5, b = 25 .
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Taka metoda identy�kacji polegaªa si¦ na intuicyjnym doborze postaci funk-
cji i dopasowaniu wyst¦puj¡cych w niej staªych przez wielokrotne obliczenia
procesu jednorodnego ±ciskania w pªaskim stanie odksztaªcenia. Procedur¦ t¦
mo»na zautomatyzowa¢, stosuj¡c metod¦ iteracyjn¡. Na pocz¡tku zakªada si¦
pewn¡ startow¡ warto±¢ udziaªu pasm ±cinania np. fstart

SB , a nast¦pnie wyko-
nuje si¦ seri¦ oblicze« omawianego problemu ±ciskania w pªaskim stanie od-
ksztaªcenia. Na ka»dym kroku wyznaczonym przez zadany przyrost odksztaª-
cenia ∆ε sprawdza si¦ czy warto±ci napr¦»enia σ33, obliczone dla ró»nych
wielko±ci fSB ∈ [0, 1), le»¡ odpowiednio blisko warto±ci wzi¦tych z krzywej do-
±wiadczalnej. Iteracyjnie sprawdza si¦, czy ich ró»nica jest mniejsza od zadanej
wielko±ci. Przyj¦to, »e zakres bª¦du wynosi 5%. Zmniejszenie tej wielko±ci po-
woduje silny wzrost liczby iteracji i wydªu»enie czasu oblicze«. Do opracowania
automatycznej procedury identy�kacji zastosowano algorytmy zaproponowane
w pracach Nowak i Stachurski (2001) [157] i (2002) [158], które posªu»yªy do
rozwi¡zania problemu nieliniowej regresji metod¡ globalnej optymalizacji. Tak
zde�niowane zadanie identy�kacji polega na poszukiwaniu warto±ci nieznanych
parametrów dla zadanej postaci funkcjifSB oraz znanych danych wej±ciowych
i wyj±ciowych. Zadanie takie jest nazywane problemem odwrotnym. Podej±cie
takie w modelowaniu procesów ksztaªtowania plastycznego metali stosowano w
pracach: Kusiak i inni (1996) [113], Szyndler i inni (2000) [233], Szeliga i inni
(2002) [232], Kowalski i inni (2006) [111]. Przegl¡d osi¡gni¦¢ w rozwi¡zywa-
niu problemów odwrotnych zwi¡zanych z plastyczn¡ przeróbk¡ metali mo»na
znale¹¢ np. w pracy Szyndler (2001) [234].

Na rys. 7.3 przedstawiono zbiór punktów odpowiadaj¡cych obliczonym war-
to±ciom fSB, które speªniaj¡ zadany warunek zgodno±ci z wynikami do±wiad-
czalnymi. Pokazano tak»e krzyw¡ aproksymuj¡c¡ te punkty. Mo»na zauwa»y¢,
»e proponowana do identy�kacji funkcjafSB(εp) niewiele odbiega od punktów
uzyskanych w automatycznej metodzie identy�kacji.

7.3 Wery�kacja modelu na przykªadzie procesu kucia
matrycowego

Wyznaczenie funkcji udziaªu pasm ±cinania pozwala stosowa¢ prawo pªyni¦-
cia plastycznego do rozwi¡zywania problemów brzegowych opisuj¡cych pro-
cesy ksztaªtowania metali. Otwartym problemem pozostaje jednak okre±lenie
wpªywu zmiany drogi obci¡»enia lub odksztaªcenia na posta¢ zidenty�kowa-
nej funkcji fSB(ε). Wery�kacj¦ proponowanego modelu opisanego równaniami
(7.1-7.5) przeprowadzono w zastosowaniu do numerycznej symulacji pªaskiego
procesu kucia matrycowego w pracy P¦cherski i inni (2000) [197] oraz Nowak
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i P¦cherski (2002) [156]. Przyj¦to podobn¡ geometri¦, warunki brzegowe oraz
typ elementu jak w pracy Kalidindi i inni (1992) [104]. Na rys. 7.4 przedsta-
wiono zaªo»ony podziaª na elementy sko«czone i siatk¦ zdeformowan¡.

1

2

3

Rys. 7.4. Zaªo»ony podziaª na elementy sko«czone, przed i po deformacji
próbki.

Obliczenia numeryczne wykonano, stosuj¡c program ABAQUS/Standard
(2001) [1], dla klasycznego modelu Prandtla-Reussa z izotropowym wzmocnie-
niem oraz dla modelu pªyni¦cia plastycznego z udziaªem pasm ±cinania. Do pre-
zentacji wyników wybrano wykres zmian siªy przyªo»onej do stempla w funkcji
przemieszczenia stempla z górn¡ powierzchni¡ deformowanej próbki pokazany
na rys. 7.5. Wykres z zaczernionymi trójk¡tami odpowiada punktom do±wiad-
czalnym, natomiast wykres z trójk¡tami niewypeªnionymi reprezentuje wyniki
oblicze« numerycznych przytoczone z pracy Kalidindi i inni (1992) [104].
Mo»na zauwa»y¢, porównuj¡c zebrane na rys. 7.5 wyniki, »e model plastycz-
no±ci z identy�kowanym udziaªem pasm ±cinania zapewnia dobr¡ zgodno±¢ z
danymi do±wiadczalnymi oraz rezultatami symulacji numerycznej Kalidindi i
inni (1992) [104] otrzymanymi dla znacznie bardziej skomplikowanego modelu,
który wymaga du»o wi¦kszego czasu oblicze«. Wida¢ tak»e, »e powszechnie
stosowany model Prandtla-Reussa prowadzi do du»ych rozbie»no±ci wyników
oblicze« i danych do±wiadczalnych. Na rys. 7.6 przedstawiono rozkªad warto-
±ci udziaªu pasm ±cinania fSB w ko«cowym etapie deformacji. Peªn¡ analiz¦
rezultatów podano w pracy Nowak i P¦cherski (2002) [156].
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Rys. 7.5. Wykresy siªy przyªo»onej do stempla w funkcji przemieszczenia stem-
pla z górn¡ powierzchni¡ deformowanej próbki.

 

(Ave. Crit.: 75%)
FSB

0.0000e+00
+2.578e-02
+1.591e-01
+3.439e-01
+5.288e-01
+7.137e-01
+8.985e-01
+1.000e+00

1

2

3

Rys. 7.6. Rozkªad warto±ci udziaªu pasm ±cinania fSB w ko«cowym etapie
deformacji próbki.
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7.4 Wnioski
Analiza wyników oblicze« numerycznych i do±wiadczalnych, które zostaªy ze-
brane na rys. 7.5, prowadzi do spostrze»enia, »e zastosowanie prostego modelu
zadanego przez równania (7.3�7.5), który oparty jest na prawie pªyni¦cia dla
symetrycznego ukªadu pasm ±cinania daje dobr¡ zgodno±¢ z do±wiadczeniem.
Dobra zgodno±¢ z eksperymentem obliczonej zale»no±ci siªy nacisku na stemplu
w funkcji przemieszczenia, pozwala stwierdzi¢, »e lokalne obroty osi gªównych
tensora napr¦»enia i tensora pr¦dko±ci napr¦»enia mieszcz¡ si¦ w zakresie do-
puszczaj¡cym stosowanie prostej postaci prawa pªyni¦cia. Konieczne s¡ dalsze
studia polegaj¡ce na numerycznej symulacji badanych do±wiadczalnie procesów
ksztaªtowania plastycznego, które pozwol¡ okre±li¢ klas¦ procesów do których
mo»na stosowa¢ proponowany opis konstytutywny.
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8. Zagadnienie identy�kacji parametrów w modelach
materiaªu z mikrouszkodzeniami

Wst¦p
Rozdziaª ten po±wi¦cony jest:

• Okre±leniu problemu identy�kacji odpornej (maªo wra»liwej) na bª¦dy
pomiarowe.

• Sformuªowaniu problemu identy�kacji dla ró»nych miar porowato±ci z
ró»nymi funkcjami materiaªowymi.

• Okre±leniu metody i algorytmu optymalizacji oraz sposobu caªkowania
równa« ró»niczkowych w celu rozwi¡zania problemów identy�kacji.

8.1 Problem identy�kacji w mechanice
Przez poj¦cie identy�kacja rozumie si¦ uto»samianie pewnego modelu z rze-
czywistym obiektem. W mechanice ciaªa staªego przez identy�kacj¦ rozumie
si¦ proces ustalania zale»no±ci mi¦dzy ukªadem rzeczywistym a modelem. Rze-
czywistym ukªadem jest badane ciaªo, które podlega pewnym obci¡»eniom i z
którego otrzymujemy dane o jego zachowaniu. Model natomiast sªu»y do wy-
generowania podobnej zbie»nej z rzeczywisto±ci¡ reakcji. Identy�kacja jest re-
lacj¡ zgodno±ci mi¦dzy danymi z ukªadu rzeczywistego a danymi wygenerowa-
nymi przez model. Wmechanice modele powinny mie¢ wªasno±¢ powtarzalno±ci
tzn. dane generowane z modelu odpowiadaj¡ danym z ukªadu rzeczywistego.
Idealny model generuje tak¡ sam¡ reakcj¦ jak badany obiekt i odzwierciedla
sposób, w jaki system rzeczywisty dziaªa. Z praktycznego punktu widzenia
akceptujemy modele, które posiadaj¡ t¦ wªasno±¢, »e pary wej±cie-wyj±cie mo-
delu s¡ zgodne w sensie przyj¦tego kryterium z parami wej±cie-wyj±cie obiektu
rzeczywistego dla danego typu eksperymentu. Dla innego eksperymentu dany
model mo»e okaza¢ si¦ nieodpowiedni. Tak wi¦c rodzaj i przebieg ekspery-
mentu okre±la nam warunki, w których dokonywana jest identy�kacja. Model
musi by¢ na tyle ogólny, aby zapewniaª uzyskanie wszystkich badanych reakcji
obiektu rzeczywistego. W praktyce nie korzysta si¦ z modelu, który zawiera
niesko«czon¡ ilo±¢ informacji. Natomiast korzysta si¦ z uproszczonego zbioru
informacji odpowiadaj¡cych okre±lonemu eksperymentowi. Wybór elementów
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daj¡ model opisuj¡cy tylko najwa»niejsze, z punktu widzenia bada«, wej±cia i
wyj±cia. Sam proces upraszczania modeli wynika z teorii modelowania i opiera
si¦ na zaªo»eniu, »e nie wszystkie efekty s¡ jednakowo wa»ne w okre±laniu rezul-
tatów. W±ród modeli mechanicznych wyró»nia si¦ modele deterministyczne i
probabilistyczne. W modelach deterministycznych zasady opisuj¡ce wzajemnie
relacje mi¦dzy elementami ukªadu s¡ okre±lane zmiennymi opisowymi. Modele
probabilistyczne to takie, w których relacje mi¦dzy elementami s¡ okre±lone
reguªami probabilistycznymi i s¡ nazywane zmiennymi losowymi. Sam proces
identy�kacji uzale»niony jest od stopnia wiedzy o badanym obiekcie jeszcze na
etapie wst¦pnym, przed rozwi¡zaniem problemu. Rozwi¡zaniu i analizie ró»-
nych problemów identy�kacji po±wi¦cono wiele prac, np.: Söderström i Stoica
(1989) [226], Nelles (2001) [146], Sobczyk (1986) [224], Mahnken i Stein (1996)
[128], Springmann i Kuna (2003) [228].

Okre±leniem struktury modelu konstytutywnego zaj¦to si¦ w poprzednich
rozdziaªach. Okre±lenie parametrów modelu jest przedmiotem tego rozdziaªu.
Proces identy�kacji w mechanice ciaªa staªego skªada si¦ z nast¦puj¡cych eta-
pów:

• zaplanowania eksperymentu: wybór wielko±ci do pomiaru, wybór cz¦sto-
tliwo±ci próbkowania, ustalenie dokªadno±ci i rozkªadu bª¦dów;

• skorzystania z dobrego oprogramowania w procesie zbierania danych: in-
teraktywnego, z mo»liwo±ci¡ robienia wykresów, �ltrowania, identy�kacji
nieparametrycznej z analiz¡ korelacji, z wst¦pn¡ wery�kacj¡, z mo»liwo-
±ci¡ transformowania prostych modeli do ró»nych reprezentacji;

• okre±lenia struktury modelu: test F dla sprawdzenia czy model opisuje
nasze zjawisko, modele przeparametryzowane (zb¦dne komplikacje), mo-
dele niedoparametryzowane (maªa dokªadno±¢);

• ustalenia pocz¡tkowych warto±ci parametrów modelu (znanych i niezna-
nych);

• ustalenia celu identy�kacji: identy�kacja wst¦pna, dokªadna (do wery�-
kacji modeli teoretycznych);

• minimalizacji funkcji strat (jako±ci): estymacja parametrów okre±lona
jako minimum globalne;

• zastosowania estymacji parametrów odpornej na bª¦dy pomiarowe;

http://rcin.org.pl



Problem identy�kacji 123

• sprawdzenia, porównania i wyboru najlepszego modelu: testy statystyczne
FPE (ang. �nal prediction error), AIC (ang. Akaike information crite-
rion), Vuonga (1989) [245] (testy AIC i FPE opisane s¡ np. w ksi¡»ce
Söderström i Stoica (1989) [226]).

Modelem matematycznym ciaªa staªego jest ukªad równa« ró»niczkowych lub
algebraicznych, które mo»na wyprowadzi¢. Modele takie mo»na podzieli¢ na
ci¡gªe i dyskretne. Modele ci¡gªe to modele o parametrach rozªo»onych w spo-
sób ci¡gªy. Oznacza to, »e wªasno±ci ukªadu zale»¡ od wspóªrz¦dnych danego
punktu. Modele ci¡gªe lub dyskretne, dzieli si¦ z kolei na liniowe i nieliniowe.
Przyczyn¡ nieliniowo±ci jest nieliniowo±¢ geometryczna i �zyczna. Ukªady nieli-
niowe mo»na podzieli¢ na ukªady liniowe lub nieliniowe ze wzgl¦du na parame-
try (parametry zale»¡ lub nie zale»¡ od stanu ukªadu). W zale»no±ci od stanu
obiektu modele mog¡ by¢ statyczne (stan ukªadu nie zmienia si¦ w czasie)
lub dynamiczne. W przypadku modeli losowych, losowo±¢ parametrów ukªadu
mechanicznego wynika z losowo±ci wªasno±ci materiaªów. W praktyce mode-
lowania, przyjmuje si¦ jednak, »e wªasno±ci materiaªu s¡ zdeterminowane, a
za warto±ci staªych materiaªowych przyjmuje si¦ warto±ci ±rednie. W samym
procesie modelowania popeªnia si¦ pewne bª¦dy wynikaj¡ce z nieznajomo±ci
wszystkich zjawisk �zycznych zachodz¡cych w obiekcie (bª¦dy modelowania),
bª¦dy przybli»enia rzeczywistego ukªadu modelem liniowym lub sªabo nieli-
niowym (bª¦dy linearyzacji), bª¦dy zwi¡zane z pomini¦ciem niektórych, mniej
znacz¡cych zjawisk �zycznych (bª¦dy redukcji), bª¦dy dyskretyzacji tzn. zast¡-
pienia przebiegu ci¡gªego dyskretnym ci¡giem warto±ci. Trzeba podkre±li¢, »e
w procesie modelowania istotny jest wybór struktury modelu. Przez struktur¦
modelu rozumie si¦ posta¢ równa« ró»niczkowych opisuj¡cych zachowanie si¦
modelu z dokªadno±ci¡ do parametrów. Wyboru struktury dokonuje si¦ we-
wn¡trz pewnej klasy struktur dopuszczalnych w rozpatrywanym problemie.
Wyboru tego dokonuje si¦ przy okre±lonym celu bada« i ogranicze« na podsta-
wie wiedzy a priori, jak równie» na podstawie dost¦pnych wyników ekspery-
mentów. Ka»dy model opisuj¡cy dany materiaª podlegaj¡cy identy�kacji musi
by¢: mo»liwy do obserwowania, sterowania i identy�kowania (obserwowalny,
sterowalny i identy�kowalny). Proces jest sterowalny (ang. controllability)
je»eli mo»na znale¹¢ taki zbiór zmiennych steruj¡cych, które sprowadzaj¡ ukªad
z dowolnego stanu pocz¡tkowego do pewnego, okre±lonego z góry stanu ko«co-
wego w sko«czonym czasie. Natomiast proces okre±la si¦ obserwowalnym (ang.
observability), je±li na podstawie pomiarów sygnaªu wyj±ciowego mo»na okre±li¢
stan wcze±niejszy lub aktualny procesu. Szersze okre±lenie tych poj¦¢ mo»na
znale¹¢ w ksi¡»ce Nellesa (2001) [146]. Identy�kowalno±¢ ukªadu jest zwi¡zana
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z mo»liwo±ci¡ okre±lenia optymalnej struktury i estymacji parametrów modelu
przy wykorzystaniu wiedzy a priori o obiekcie i danych z eksperymentu na tym
obiekcie. Mo»na to poj¦cie okre±li¢ równie» w ten sposób, »e system jest mo»-
liwy do zidenty�kowaia dla danej grupy modeli je»eli odpowiednie oszacowane
parametry s¡ zgodne. Nale»y podkre±li¢, »e wªasno±¢ identy�kowalno±ci zale»y
od struktury modelu, metody identy�kacji i warunków przeprowadzenia ekspe-
rymentów. W literaturze ró»nie rozumie si¦ poj¦cie identy�kowalno±ci parame-
trów modelu o znanej strukturze, patrz np. Söderström i Stoica [226], Holnicki
i inni (2000) [94] lub Nelles (2001) [146]. Du»¡ grup¦ stanowi¡ prace w których
poj¦cie identy�kowalno±ci zwi¡zane jest z asymptotycznym zachowaniem si¦
estymatorów (oszacowa«) parametrów. Oznacza to, »e ci¡g estymatorów jest
zbie»ny do warto±ci dokªadnych parametrów. W pracach z tej grupy stosuje si¦
zbie»no±¢ prawdopodobie«stwa, zbie»no±¢ z pewno±ci¡1, zbie»no±¢ ze ±rednim
kwadratem. Tak si¦ post¦puje gdy struktura badanego ukªadu i wybranego mo-
delu s¡ jednakowe co spotyka si¦ rzadko. Inna grupa prac dotycz¡cych identy-
kifowalno±ci parametrów oparta jest na przewidywaniu (przepowiadaniu, ang.
prediction) wªasno±ci modelu. Tak rozumian¡ identy�kowalno±¢ mo»na zde�-
niowa¢, dysponuj¡c dowoln¡ miar¡ ró»nic pomi¦dzy sygnaªami wyj±cia modelu
i obiektu oraz niepustym zbiorem warto±ci parametrów modelu takim, »e w gra-
nicy, gdy liczba pomiarów ro±nie do niesko«czono±ci, miara ró»nic jest równa
zero. Dokªadniej poj¦cie to jest zde�niowane w ksi¡»ce Söderström i Stoica
(1989) [226] w rozdziale 6.4. Stwierdzenie, »e dany ukªad jest nieidenty�ko-
walny oznacza, »e nie ma mo»liwo±ci, na podstawie posiadanych informacji,
dokona¢ identy�kacji modelu rozwa»anego ukªadu.

Proces identy�kacji wymaga: okre±lenia funkcji jako±ci dopasowania, co jest
tre±ci¡ rozdziaªu 8.2, okre±lenia danych eksperymentalnych wykorzystywanych
do oszacowania parametrów wyst¦puj¡cych w modelu, co jest tre±ci¡ rozdzia-
ªów 8.3�8.7, ustalenia metody okre±lania minimum funkcji dopasowania (me-
toda optymalizacji) przedstawionej w rozdziale 8.8 oraz sposobu rozwi¡zywania
równa« ró»niczkowych rozwa»anego problemu, co jest tematem rozdziaªu 8.9.

8.2 Problem identy�kacji wykorzystuj¡cej odporne funkcje
strat

W konwencjonalnej metodzie identy�kacji gªównym celem jest:

• znalezienie warto±ci parametrów modelu zapewniaj¡cych minimaln¡ war-
to±¢ funkcjonaªu ±redniokwadratowego obliczon¡ jako warto±¢ stosownej
funkcji strat (jako±ci) f zale»nej od nieznanych parametrówx, co mo»na
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zapisa¢ w postaci

min
x∈V

f(x) =
M∑

i=1

{Yi −F(ε̄pi , x)}2 =
M∑

i=1

{ri(x)}2, (8.1)

gdzie V ⊂ IRn oznacza zbiór warto±ci dopuszczalnych parametrów (n jest liczb¡
nieznanych parametrów do zidenty�kowania), Yi s¡ wielko±ciami obserwowa-
nymi, F(ε̄pi , x) s¡ wielko±ciami obliczonymi. F reprezentuje przyj¦ty model i
wi¡»e warto±ci wej±ciowe niezale»nej zmiennej, ε̄pi , z warto±ciami wyj±ciowymi,
Yi, x oznacza wektor nieznanych parametrów a ri(x) = Yi − F(ε̄pi , x), gdzie
i = 1, 2, . . . , M a M jest liczb¡ obserwacji. Przez ri(x) rozumiemy warto±ci
residuów.
Oznacza to, »e poszukiwane parametry uzyskuje si¦ w wyniku minimalizacji
funkcji celu, która odzwierciedla rozkªad bª¦dów wynikaj¡cych z procesu mo-
delowania przy z góry okre±lonych zaªo»eniach. Najcz¦±ciej przyjmuje si¦, »e
bª¦dy maj¡ rozkªad normalny a estymacj¦ przeprowadzana jest metod¡ naj-
mniejszych kwadratów ró»nic. Optymalno±¢ metody najmniejszych kwadratów
jest warunkowa i zale»y od wªasno±ci bª¦dów. Je»eli bª¦dy s¡ niezale»ne, iden-
tyczne i maj¡ rozkªad normalny otrzymujemy nieobci¡»on¡ i efektywn¡ esty-
macj¦ parametrów dla naszego systemu w sensie estymacji najwi¦kszej wiary-
godno±ci (ang. maximum likelihood estimation). Powstaje jednak trudno±¢ w
sytuacjach, gdy bª¦dy nie speªniaj¡ powy»szych zaªo»e« a priori.

Zwykle w danych do±wiadczalnych wyst¦puj¡ pewne pomiary obarczone
bª¦dami lub zupeªnie bª¦dne wielko±ci spowodowane na przykªad przez zakªó-
cenia przy przetwarzaniu pomiarów. Punkty pomiarowe znacznie odbiegaj¡ce
od pozostaªych (pomiary oddalone, ang. outliers) uwidaczniaj¡ si¦ jako 'piki'
na wykresach residuów ri(x), i maj¡ wpªyw w sposób istotny na identy�ko-
wany model poprzez funkcj¦ strat (jako±ci).
W literaturze jest wiele prac po±wi¦conych sposobom mody�kowania, uzupeª-
niania lub usuwania znacznie odbiegaj¡cych punktów pomiarowych ze zbiorów
z danymi do±wiadczalnymi. Pewne wskazówki takich dziaªa« podano równie»
w ksi¡»kach: Söderström i Stoica (1989) [226] i Eadie i inni (1989) [61] oraz
w wielu publikacjach np. w pracy Mugglestone i inni (2000) [137]. Najcz¦±ciej
dziaªanie takie polega na:

• u»yciu testów na wyszukiwanie pomiarów oddalonych i nast¦pnie ich
usuni¦cie;

• zast¡pieniu pomiarów oddalonych nowymi warto±ciami u±rednionymi lub
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przewidywanymi;

• osªabienie wpªywu pomiarów oddalonych poprzez u»yciu specjalnych
funkcji strat.

Nawet dla jako±ciowo dobrych danych do±wiadczalnych rozkªad bª¦dów nieko-
niecznie jest rozkªadem normalnym. Mo»na nawet stwierdzi¢ ogólnie, »e po-
miary rzeczywiste w swej naturze maj¡ rozkªady inne ni» rozkªady normalne.
Nieuniknione bª¦dy pomiarowe zwykle dzieli si¦ na: bª¦dy przypadkowe, syste-
matyczne (staªe w danych warunkach pomiarowych) i nadmierne (wynikaj¡ce
z faªszywych odczytów), patrz np.: B¡k (1989) [17], Taylor (1999) [236]. Pod-
stawowym ¹ródªem wymienionych bª¦dów w procesie pomiarowym s¡:

− nie±cisªo±ci w de�nicji wielko±ci mierzonej i jej zale»no±¢ od innych wiel-
ko±ci lub warunków np. otoczenia;

− bª¦dy samego sprz¦tu pomiarowego, jego wskaza« i czuªo±ci;

− bª¦dy odczytów wskaza« przyrz¡dów (bª¦dy ludzkie);

− bª¦dy metody (niewªa±ciwe narz¦dzia dla badanego obiektu, oddziaªywa-
nie narz¦dzi na obiekt);

− bª¦dy ±rodowiskowe (warunki otoczenia: temperatura, ci±nienie, drgania,
uderzenia, zapylenie);

− bª¦dy obliczeniowe (zaokr¡glenia i uproszczenia).

Ró»nice lokalne wªasno±ci materiaªu u»ytego do bada« oraz bª¦dy pomiarowe
s¡ przyczyn¡ nieraz znacznych rozrzutów w danych do±wiadczalnych. Charak-
ter bª¦dów pomiarowych w istotny sposób zale»y od metody przeprowadzenia
pomiaru. Wyró»nia si¦ metody bezpo±rednie i po±rednie. Ró»nym rodzajom
pomiarów odpowiadaj¡ ró»ne metody analizy bª¦dów, patrz np. Taylor (1999)
[236]�metody standardowe, lub Kotulski i Szczepi«ski (2004) [109]� metody
zaawansowane prezentuj¡ce wektorowe funkcje zmiennych losowych.

Do chwili obecnej tylko niewiele prac po±wi¦conych jest badaniu wpªywu
rozrzutów danych na identy�kacj¦ parametrów w modelach nieliniowych. W
pracach Seibert i inni (2000) [216] oraz Harth i inni (2004) [90] bada si¦ wpªyw
rozrzutów w danych do±wiadczalnych na proces identy�kacji parametrów w
nieliniowym modelu materiaªu Bodnera i Partoma w wersji rozrzeszonej zapre-
zentowanej w pracy Chan i inni (1988) [38]. W pracach tych problem estymacji
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parametrów traktowano jako problem stochastyczny wymagaj¡cy du»ej liczby
danych do±wiadczalnych. Pomierzone zbiory danych do±wiadczalnych powi¦k-
szano generuj¡c komputerowo du»¡ liczb¦ nowych danych. W obecnej pracy
zakªada si¦, »e zbiór danych do±wiadczalnych jest dany, zamkni¦ty i zawiera
tylko wielko±ci pomierzone. Takie dane obserwowane wykazuj¡ efekt losowo±ci
i posiadaj¡ rozrzuty. Gdy rozkªad bª¦dów danych do±wiadczalnych nie jest nor-
malny (gaussowski) oszacowane parametry nie s¡ wówczas nieobci¡»one (staj¡
si¦ zale»ne od rozkªadu bª¦dów) na co wskazaª Huber (1977) [98]. W takich
przypadkach konieczne jest u»ycie metod identy�kacji parametrów odpornych
na rodzaje bª¦dów (ang. robust identi�cation methods). Celem identy�kacji od-
pornej (niewra»liwej) jest opracowanie takiej metody identy�kacji parametrów,
która b¦dzie okre±la¢ parametry nieobci¡»one zarówno w przypadku gdy bª¦dy
w pomiarach s¡ liczne i znacz¡ce i maj¡ znany rozkªad (niekoniecznie rozkªad
normalny) lub, gdy bª¦dy te s¡ niewielkie, ale ich rozkªad odbiega od dosko-
naªo±ci (np. nie wykazuje symetrii). Do zaprezentowania istoty tej metody,
posªu»ymy si¦ sformuªowaniem problemu identy�kacji opisanym wzorem (8.1).

Metoda najmniejszych kwadratów pozwala nam okre±li¢ wektor parame-
trów x w wyniku minimalizacji sumy kwadratów ró»nic. W wielu pracach pa-
rametry otrzymuje si¦ po prostu, jako warunek konieczny, rozwi¡zania ukªadu
k równa«, które otrzymujemy w wyniku ró»niczkowania wyra»enia∑M

i=1 {Yi −F(ε̄pi , x)}2 (patrz wzór (8.1)) ze wzgl¦du na wektor parametrów
x i przyrównaniu tych pochodnych do zera:

M∑

i=1

∂

∂xj
{Yi −F(ε̄pi , x)}2 = 0 , j = 1, 2, . . . , n ,

gdzie wektor x oznacza zbiór parametrów od 1 do n a M jak poprzednio jest
liczb¡ obserwacji.
Je±li bª¦dy maj¡ rozkªad normalny, estymacje metod¡ najmniejszych kwadra-
tów s¡ estymacjami najwi¦kszej wiarygodno±ci, a estymacje maj¡ najmniejsze
wariancje (rozbie»no±ci) w sensie statystycznym.

W przypadku, gdy w zbiorze danych do±wiadczalnych s¡ liczne bª¦dne po-
miary lub nawet pojedyncze lecz znacznie odbiegaj¡ce od innych obserwacji
wielko±ci, parametry okre±lone metod¡ najmniejszych kwadratów s¡ niewªa-
±ciwe, a konwencjonalna metoda identy�kacji minimalizuj¡ca sum¦ kwadratów
odchyle« okazuje si¦ nieskuteczna. Do opracowania metody, która b¦dzie od-
porna na rodzaj i rozkªad bª¦dów, zwykle wykorzystuje si¦ podej±cie znane w
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statystyce jako podej±cie M-estymatorów. W takim podej±ciu jawn¡ funkcj¦
kwadratow¡ w wyra»eniu (8.1) nale»y zast¡pi¢ ogólniejsz¡ funkcj¡ ϑ(ri(x)).
Jak podano w ksi¡»ce Seber i Wild (1989) [215] przez analogi¦ z odporn¡ regre-
sj¡ liniow¡, M-estymatorem x̃ parametrów x jest rozwi¡zanie równania (patrz
Huber (1977) [98])

M∑

i=1

∂F(ε̄pi , x̃)
∂xj

ϑ

(
Yi −F(ε̄pi , x)

σ̃

)
= 0 ,

gdzie ϑ jest odpowiedni¡ funkcj¡, która zostaªa zde�niowana poni»ej, aσ̃ jest
oszacowaniem dyspersji (rozrzutu). Wi¦cej szczegóªów o podej±ciu zapropono-
wanym przez Hubera jako szczególny podzbiór rodziny M-estymatorów i o wªa-
sno±ciach ró»nych funkcji ϑ podano równie» w ksi¡»ce Lehmanna (1991) [116]
(rozdziaª 5.6 str. 353). Gªównym powodem wprowadzenia M-estymatorów byªa
potrzeba skonstruowania oszacowa« parametrów odpornych na odst¦pstwa roz-
kªadu bª¦dów od rozkªadu normalnego, szczególnie wtedy, gdy faktyczne roz-
kªady s¡ rozkªadami o szerokich (tªustych) zako«czeniach. W podej±ciu tym
de�niuj¦ si¦ odporno±¢, krzyw¡ wpªywu oraz punkty zaªamania, poj¦cia wpro-
wadzone przez Humpela 1968, 1971, 1974 (patrz np. Lehmann (1991) [116],
rozdziaª 5.6). Istotny wkªad do rozwoju teorii estymacji odpornej miaªy prace
Tuckeya, np. praca z (1960) a nast¦pnie prace Hubera z (1964), a syste-
matyczny wykªad teorii estymacji odpornej znajduje si¦ w ksi¡»ce Hubera
(1981) [99].

Inne odst¦pstwa od klasycznych zaªo»e«, np. odst¦pstwa od zaªo»enia o nie-
zale»no±ci pomiarów (niezale»nych, ale nie jednakowo rozªo»onych obserwacji)
uwzgl¦dniaª w swoich pracach Beran (1982) oraz Caroll i Ruppert (1982). Jesz-
cze inne odst¦pstwa, np. wzajemn¡ zale»no±¢ pomiarów, któr¡ badaª Portnoy
(1977), omówiono i podano referencje wymienionych prac w ksi¡»ce Lehmanna
(1991) [116] (rozdziaª 5.6). Podstawowym zaªo»eniem w pracach po±wi¦conych
odporno±ci jest zaªo»enie o symetryczno±ci rozkªadu (bez tego w takim podej-
±ciu trudno jest nawet zde�niowa¢, co si¦ estymuje). Alternatywne podej±cie
bez zaªo»enia o typie rozkªadu podaª Huber (1981) [99]).

Dla standardowej funkcji strat V (x) =
∑M

i r2
i (x), jak ju» wspomniano,

estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci jest asymptotycznie statystycznie efek-
tywny i maksymalizuje logarytmiczn¡ funkcj¦ wiarygodno±ci (zde�niowan¡ w
rozdziale 9)

lnL(x) = ln p(ε̄p1 , ε̄p2 , . . . , ε̄pM | x) ,
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gdzie p(ε̄p1 , ε̄p2 , . . . , ε̄pM | x) jest warunkow¡ funkcj¡ rozkªadu prawdopodo-
bie«stwa zmiennej ε̄pi , i = 1, . . . ,M .
Stosuj¡c zaªo»enie, »e ri(x) jest biaªym szumem o g¦sto±ci rozkªadu normal-
nego N (ri) = 1√

2πλ
exp (−1

2
r2

λ2 ), mo»emy policzy¢ logarytm takiej funkcji

− lnN (ri) = r2(x) + skªadowa niezale»na od x .

Oznacza to, »e w przypadku rozkªadu normalnego bª¦dów (gaussowskiego)
optymalna funkcja strat sprowadza si¦ do standardowej funkcji sumy kwa-
dratów odchyle«. W przypadku danych do±wiadczalnych z obserwacjami nie-
typowymi, funkcja g¦sto±ci rozkªadu reszt (odchyle«) zwykle maleje wolniej
wraz z |ri| ni» funkcja rozkªadu normalnego. Tak wi¦c w standardowej funkcji
strat du»e warto±ci reszt s¡ w niej uwzgl¦dniane w wi¦kszym stopniu i bª¦dy
w pomiarach maj¡ znacz¡cy wpªyw na funkcj¦ strat.

Jest wiele sposobów jako±ciowej mody�kacji standardowej funkcji strat i
otrzymania ró»nych funkcjiϑ(ri(x)) patrz np. Söderström i Stoica (1989) [226]
str. 498. Funkcja ϑ(ri(x)) jest to zwykle funkcja wypukªa, rz¦du, który zapew-
nia jednoznaczne rozwi¡zanie i posiada ci¡gª¡ pochodn¡ ψ = ϑ

′
(ri(x)). Ró»ne,

nawet proste propozycje na funkcj¦ ϑ daj¡ funkcje ψ = ϑ
′ , które powoduj¡,

»e rozwi¡zanie procesu minimalizacji (estymacji parametrów) musi by¢ prze-
prowadzone numerycznie w ogólno±ci z zastosowaniem zwykle procesu itera-
cyjnego. U»ycie funkcji ψ wynika z koncepcji Hampela funkcji wpªywu (patrz
np. Hampel i inni (1986) [88]), który badaª wpªyw pojedynczych residuów na
oszacowania parametrów. I tak, gdy funkcjaψ przybiera nieograniczone war-
to±ci, to oznacza, »e bª¦dy ri(x) maj¡ niesko«czenie du»y wpªyw na estymacj¦
parametrów. Dlatego, najwa»niejszym wymogiem dla uzyskania odporno±ci na
bª¦dy pomiarowe jest, aby ψ byªa ograniczona. Funkcja ψ powinna mie¢ maªe
warto±ci tam, gdzie residua s¡ du»e. W rzeczywisto±ci warto±ciom funkcjiψ
odpowiada wra»liwo±¢ na bª¦dy. Funkcja ta aproksymuje wpªyw bª¦dnych po-
miarów lub pomiarów znacz¡co odbiegaj¡cych od innych, o ustalonej wielko±ci
odchyle«, na warto±¢ estymowanych parametrów (w sposób przybli»ony). Po-
dej±cie Hubera byªo i jest inspiracj¡ dla wielu opracowa« identy�kacji odpornej
na bª¦dy pomiarowe, a wªasno±ci funkcji wpªywu Hampela s¡ heurystyk¡ po-
zwalaj¡c¡ okre±li¢ funkcje ψ. W celu otrzymania odpornych estymatorów, ich
funkcje wpªywu, charakteryzowane przezψ, musz¡ by¢ ograniczone, gdy obser-
wowane residua ri(x) sa du»e lub zbiegaj¡ do∞, i to bez znaczenia dla jakich to
jest rozkªadów bª¦dów ri. Dla estymacji metod¡ najmniejszych kwadratów, gdy
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jako funkcji ϑ u»ywamy funkcji kwadratu bª¦dów,ϑ = ri
2, funkcja wpªywu jest

wówczas ψ = 2 ·ri. Maj¡c du»o obserwacji odlegªychri →∞, ψ b¦dzie rosªo do
∞, co oznacza, »e pomiary oddalone maj¡ du»y wpªyw na estymacj¦ parame-
trów. Z tego punktu widzenia, estymacja parametrów metod¡ najmniejszych
kwadratów jest wra»liwa na bª¦dy w pomiarach, gdy» ka»da wielko±¢ pomie-
rzona jest traktowana równowa»nie i ma t¦ sam¡ wag¦. W metodzie identy�-
kacji odpornej nie mo»emy traktowa¢ wszystkich pomiarów do±wiadczalnych
z t¡ sam¡ wiarygodno±ci¡, jak w metodzie najmniejszych kwadratów. Nale»y,
wprowadzi¢ ograniczone (zwykle maªe) wagi dla bª¦dnych lub bardzo oddalo-
nych obserwacji lub wr¦cz zerowe wagi, aby pomija¢ ich wpªyw na estymacj¦
parametrów.

8.2.1 Ró»ne funkcje strat (jako±ci dopasowania)

Parametry materiaªowe s¡ ustalone w wyniku minmimalizacji ró»nic mi¦dzy
danymi do±wiadczalnymi a odpowiedzi¡ modelu. W tym celu wykorzystuje si¦
funkcje odlegªo±ci, które s¡ funkcjami skalarnymi parametrów dla których sys-
tem równa« okre±lony przez nasz model i histori¦ obci¡»enia ma jednoznaczne
rozwi¡zanie. W optymalizacji funkcje takie nazywane s¡ funkcjami celu.
W przeprowadzonej analizie wykorzystamy nast¦puj¡ce funkcje strat:

1. Standardowa funkcja kwadratu ró»nic.
Kwadratowa funkcja strat (jako±ci)

min
x∈V

f(x) = F1(x) =
M∑

i=1

r2
i (x), (8.2)

gdzie

ri(x) = Yi −F(ε̄p
i ,x), (8.3)

V ⊂ IRn jest zbiorem dopuszczalnych warto±ci parametrów do identy�kacji, n
jest liczb¡ nieznanych parametrów do identy�kacji iM jest liczb¡ obserwacji
(pomierzonych warto±ci przyczyn (wej±¢) i odpowiednich reakcji (wyj±¢)). W
równaniu (8.3) F(ε̄pi , x) oznacza wyliczon¡ reakcj¦ modelu podczas, gdy Yi

jest pomierzon¡ warto±ci¡ zmiennej badanej (porowato±¢) w danym punkcie
dla danego ekwiwalentnego edksztaªcenia plastycznego ε̄pi .

W tym przypadku funkcja celu jest funkcj¡ϑ1(ri) = (ri)2. W takiej meto-
dzie identy�kacji (metoda najmniejszych kwadratów) wszystkie obserwacje s¡
traktowane jednakowo, maj¡ t¦ sam¡ wag¦.
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Nast¦pne trzy funkcje strat (jako±ci) pozwalaj¡ osªabi¢ wpªyw du»ych odchyle«
albo ich odrzucenie. Maj¡ one ró»ne postacie funkcji strat i funkcji wpªywu.

2. Odporne funkcje strat.
Funkcja strat P.J. Huber'a

F2(x) =
M∑

i=1

ϑ2

(
ri(x)

χ

)
, (8.4)

gdzie

ϑ2(t) =

{
t2, |t| ≤ A,
2A|t| −A2, |t| ≥ A.

(8.5)

ϑ̇2(t) =

{
2t, |t| ≤ A,
2A, |t| ≥ A.

(8.6)

ϑ̈2(t) =

{
2, |t| ≤ A,
0, |t| ≥ A

(8.7)

i χ jest pewn¡ miar¡ dyspersji okre±lon¡ przez

χa ≈ 1
M

M∑

i=1

|ri(Θa)|, (8.8)

gdzie Θa jest przybli»eniem do estymowanegox.
Funkcja P.J. Hubera (1977, 1981) [98, 99] pozwala na redukcj¦ lub pomini¦cie
wpªywu odlegªych (ekstremalnych) pomiarów powoduj¡cych wzrost odchyle«
(residuów) ponad zaªo»one warto±ci progowe.

Funkcja strat Beatona i Tuckeya F3(x)
F3(x) jest taka sama jak funkcja P.J. HuberaF2(x), lecz ϑ(t) jest zde�nio-

wane odmiennie

ϑ3(t) =





1
3A2

[
1−

[
1− (t/A)2

]3
]
, |t| ≤ A,

1
3A2, |t| ≥ A.

(8.9)

ϑ̇3(t) =





2t
[
1− (t/A)2

]2
, |t| ≤ A,

0, |t| ≥ A.
(8.10)

ϑ̈3(t) =

{
2

[
1− (t/A)2

] [
1− 5 (t/A)2

]
, |t| ≤ A,

0, |t| ≥ A.
(8.11)
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Funkcja strat normy l1

F4(x) =
M∑

i=1

|ri(x)|. (8.12)

W tym przypadku funkcja celu ϑ ma nast¦puj¡c¡ posta¢

ϑ4(t) = |t|. (8.13)

Minimalizacja funkcji strat normy l1 zde�niowanej wzorem (8.12) osªabia, po-
dobnie jak wcze±niejsze funkcje strat, wpªyw du»ych odchyle« w porównaniu
do podej±cia najmniejszych kwadratów. Funkcja wpªywu (ψ = ϑ′4) ma war-
to±ci −1 gdy t jest ujemne a +1 gdy t jest dodatnie i jest nieokre±lone gdy
t = 0. Tak wi¦c speªnia wymagania odpornej funkcji wpªywu, która musi by¢
ograniczona, gdy liczba obserwacji t zbiega do niesko«czono±ci.

8.2.2 Problem identy�kacji dla odpornych funkcji strat
Problem identy�kacji parametrów materiaªowych jest problemem znalezienia
takich parametrów, które zapewniaj¡ minimalne warto±ci jednej z funkcji strat
opisanych w rozdziale powy»ej. Problem matematycznie daje si¦ zapisa¢ jako

min
x∈V

Fi(x) =
M∑

j=0

ϑi(rj(x)), i = 1, . . . , 4 , (8.14)

gdzie V ⊂ IRn oznacza zbiór dopuszczalnych parametrów (n jest liczb¡ po-
szukiwanych parametrów). Wektorx oznacza nieznane parametry. Natomiast
rj(x) = Yj − Ỹj jest ró»nic¡ pomi¦dzy warto±ciami obserwowanymiYj , a od-
powiednimi wyliczonymi warto±ciami Ỹj(Ỹj = F(ε̄p

j , x)). Wielko±¢ F(ε̄p
j , x)

reprezentuje przyj¦ty model i wi¡»e ze sob¡ wprowadzane warto±ci zmien-
nej niezale»nej ε̄p

j z warto±ciami wyprowadzanymi ξ. Podstawiaj¡c zwi¡zek
Ỹj = F(ε̄p

j , x)) do równania (8.14), otrzymujemy

min
x∈V

M∑

j=1

ϑi

(
Yj −F(ε̄pj ,x)

)
, i = 1, . . . , 4 . (8.15)

Drugi czªon w równaniu (8.15) reprezentuje obliczone warto±ci Ỹj , a M jest
liczb¡ obserwacji. W rzeczywisto±ci rozwi¡zujemy cztery ró»ne problemy iden-
ty�kacji. Ka»dy problem odpowiada innej funkcji stratϑi(t), i=1, 2, 3, 4.
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8.3 Dane eksperymentalne Fishera u»yte do oszacowania
parametrów

Dane eksperymentalne u»yte do oszacowania parametrów zostaªy dokªadnie
opisane w rozdziale 2. Nale»y podkre±li¢, »e

• dane uzyskano dla próbek cylindrycznych, a pomiary dokonano w tem-
peraturze pokojowej.

Do dalszej analizy przyj¦to wyniki uzyskane w pracy Fishera (1980) [68] i
Fishera i Gurlanda (1981) [69] dla obj¦to±ciowej miary porowato±ci caªkowitej
ξ, nukleacyjnej ξn i wzrostu ξg przedstawionej na rys. 8.1.
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Equivalent plastic strain,  ε−p

 *  total void volume fraction,  ξ
+  nucleation void volume fraction,  ξn

o  growth void volume fraction,  ξg

 ξ

 ξn

 ξg

Total, nucleation and growth void volume fractions, Fisher‘s data (1980)[68]

Rys. 8.1. Porowato±¢ caªkowita ξ oraz cz¦±¢ nukleacyjna ξn i wzrostu ξg w
funkcji ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznego ε̄p (dane z pracy Fishera
(1980) [68] dla stali typu B1).

W opisie ewolucji pustek wykorzystano nast¦puj¡ce rezultaty eksperymentu
Fishera:
• Pustki powstaj¡ generalnie w powi¡zaniu z cz¡steczkami drugiej fazy o

rozmiarach wi¦kszych ni» ±redni wymiar cz¡steczki z caªej populacji. Rzadko
formuj¡ si¦ pustki w bardzo maªych, odizolowanych cz¡steczkach, nawet dla
zaawansowanego stanu deformacji, który istnieje w obszarze 'szyjki' w prób-
kach rozci¡ganych.
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• Pustki tworz¡ si¦ przez dekohezj¦ poª¡czenia cz¡stka�osnowa dla blisko
s¡siaduj¡cych cz¡stek le»¡cych wzdªu» osi rozci¡gania.
• Znaczna dekohezja poª¡czenia cz¡stka�osnowa rozpoczyna si¦ przy zaawan-

sowanych deformacjach (w eksperymencie Fishera z Gurlandem odpowiadaj¡-
cych ekwiwalentnemu odksztaªceniu plastycznemuε̄p = 0.75, dla stali typu B).
• Na przekroju minimalnym w obszarze szyjki w stalach w¦glowych ¹ródªem

pustek byªo 10− 40% cz¡stek drugiej fazy.
• Cz¡steczki cementytu o nieregularnych ksztaªtach ulegaj¡ cz¦sto wewn¦trz-

nym p¦kni¦ciom. P¦kni¦cia maj¡ tendencj¦ do ukªadania si¦ w kierunku pro-
stopadªym do kierunku rozci¡gania.

8.4 Model materiaªu z mikrouszkodzeniami
8.4.1 Zwi¡zek konstytutywny dla materiaªu spr¦»ysto-plastycznego

z mikrouszkodzeniami
Zachowanie si¦ materiaªu z mikrouszkodzeniami opisano z wykorzystaniem teo-
rii plastyczno±ci i modelu konstytutywnego zaproponowanego przez
Rudnickiego i Rice'a w pracy z 1975 [210] wªa±ciwego dla materiaªów dyla-
tacyjnych, wykorzystanego równie» przez Gursona (1975) [85] dla materiaªów
ci¡gliwych z pustkami. Posta¢ tego zwi¡zku jest nast¦puj¡ca

Dp
ij =

1
H

PijQkl
5
σkl , Pij =

∂φ

∂σij
, Qkl =

∂φ

∂σkl
, (8.16)

gdzie 5
σ jest pochodnej Zaremby-Jaumann'a tensora napr¦»enia Cauchy'go,Dp

oznacza tensor pr¦dko±ci deformacji plastycznej,H jest moduªem plastycznym
ciaªa z pustkami i φ jest potencjaªem plastycznym. Dla plastycznych ciaª z mi-
krouszkodzeniami i z warunkiem uplastycznienia typu Gurson'a (np. Gurson�
Tvergaard�Needleman z parametrami q1 i q2 = q1

2) i potencjaªem φ o postaci

φ(σ, ξ, σ̄) =
3
2
SijSij

σ̄2 + 2q1ξ cosh
(σkk

2σ̄

)− 1− (
q1

2ξ
)2 = 0 (8.17)

zwi¡zek konstytutywny (8.16) da si¦ przedstawi¢ jako

Dp
ij =

1
H

(
3Sij

σ̄2
+

α

σ̄
δij

)
Qkl

5
σkl , (8.18)

gdzie Sij = σij − 1
3σkkδij i α = q1ξ sinh(σkk

2σ̄ ).
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8.4.2 Równanie ewolucji miary obj¦to±ciowej mikrouszkodze«

Porowato±¢ de�niujemy tak jak w rozdziale 5. przez parametr mikrouszkodze«
ξ = Vv

V = 1 − ρ
ρM

, gdzie Vv to obj¦to±¢ pustek w rozwa»anej obj¦to±ci V o
g¦sto±ci ρ. Symbol V oznacza obj¦to±¢ osnowy o g¦sto±ci ρM a symbol Vv

obj¦to±¢ pustek.
Równanie ewolucji dla parametru mikrouszkodze« przyj¦to w postaci
(Needleman i Rice (1978)[144], Perzyna (1984)[172] oraz patrz rozdziaª 5):

ξ̇ = ξ̇n + ξ̇g

= h(ε̄p,x) 1
1−ξ tr(σDp) + g(ε̄p, x)(1− ξ)tr(Dp) ,

(8.19)

gdzie h(ε̄p, x) i g(ε̄p, x) s¡ funkcjami materiaªowymi, ε̄p jest ekwiwalentnym od-
ksztaªceniem plastycznym. Przyj¦to, »e funkcje materiaªoweh(ε̄p, x) i g(ε̄p, x)
zale»¡ tylko od ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznegoε̄p i nieznanych pa-
rametrów x.

8.4.3 Prawo zachowania masy
Rozwój mikrouszkodze« jest zgodny z równaniem ewolucji i zachodzi w zgo-
dzie z prawem zachowania masy. Tak jak w rozdziale 5.1.1 przyj¦to, prawo
zachowania masy w postaci

h(ε̄p, x) 1
(1−ξ)2

tr(σDp) + (g(ε̄p, x)− 1)tr(Dp) = ρ̇M
ρM

= 0 . (8.20)

8.4.4 Równanie ewolucji dla porowato±ci w obszarze 'szyjki'
Przyj¦to, »e w punkcie centralnym szyjki o wspóªrz¦dnych jak na rysunku 8.2
sªuszne jest nast¦puj¡ce równanie ewolucji dla parametru porowato±ci

ξ̇
˙̄εp

=
[
h

1
1− ξ

(
λ1

σxx

σzz
+ λ2

σyy

σzz
+ 1

)
+ g(1− ξ)(λ1 + λ2 + 1)

]
1√
λ∗

, (8.21)

gdzie ε̄p jest ekwiwalentnym odksztaªceniem plastycznym,h = h(ε̄p, a1, b1, c1)
i g = g(ε̄p, a2, b2, c2) s¡ funkcjami materiaªowymi do identy�kacji.
Wprowadzamy oznaczenia

λ1 =
Dp

xx

Dp
zz

, λ2 =
Dp

yy

Dp
zz

i λ∗ =
2
3
[(λ1)2 + (λ2)2 + 1] .
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Rys. 8.2. Wspóªrz¦dne punktu centralnego w obszarze szyjki.

Wykorzystuj¡c zwi¡zek konstytutywny (8.18) mo»emyλ1, λ2 wyrazi¢ jako

λ1 = λ2 =
3Sxx + σ̄α

3Szz + σ̄α
, (8.22)

Sxx = σxx − 1
3σkk , Szz = σzz − 1

3σkk , σkk = σxx + σyy + σzz .

8.5 Stan napr¦»enia w 'szyjce'
Wykorzystajmy rozwi¡zanie Bridgmana (1952) [28] dla stanu napr¦»enia w
punkcie centralnym minimalnego przekroju próbki cylindrycznej omówione w
rozdziale 2.9.2. Wzory na stan napr¦»eniaσxx, σyy, σzz dla punktu centralnego
szyjki (x, y, z = 0) podano w rozdziale 4.

Wyra»enia analityczne dla napr¦»enia w obszarze 'szyjki' zale»¡ odσ̄, na-
pr¦»enia pªyni¦cia materiaªu osnowy i od wielko±ci de�niuj¡cych geometri¦
'szyjki', to znaczy R/ρR, gdzie R oznacza promie« najmniejszego pola prze-
kroju w obszarze 'szyjki', a ρR jest promieniem konturu (krzywizny zewn¦trz-
nej) szyjki. Wªasno±ci mechaniczne materiaªu szyjki opisuje si¦ zale»no±ci¡
pot¦gow¡ w postaci σ̄ = σy· (ε̄p/εy)N. W zale»no±ci tej σy jest granic¡ plastycz-
no±ci materiaªu osnowy przy osiowym rozci¡ganiu,εy jest odksztaªceniem od-
powiadaj¡cym pocz¡tkowej granicy uplastycznienia materiaªu osnowy iN jest
wykªadnikiem w prawie umocnienia materiaªu osnowy. Dla rozpatrywanego
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materiaªu, czyli stali w¦glowej, przyj¦toσy=175.0 MPa, εy= 0.001 i N = 0.18.
Podobnie jak w pracy Saje, Pan i Needleman (1982) [214] zakªada si¦, »e

R

ρR
= 0.0, for ε̄p < 0.18

R

ρR
= 0.833(ε̄p − 0.18), for ε̄p ≥ 0.18 .

(8.23)

Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±¢ (8.23) w rozwi¡zaniu Bridgmana dla rozci¡gania
osiowosymetrycznego otrzymujemy

σxx

σzz
=

σyy

σzz
= λ , (8.24)

gdzie

λ = ln
(

1
2

R

ρR
+ 1

)
/

(
1 + ln

(
1
2

R

ρR
+ 1

))
. (8.25)

Ponadto, przyj¦to zwi¡zek konstytutywny materiaªu z mikropustkami w
postaci (8.16) proponowanej przez Gurson (1977) [87]. Wykorzystuj¡c ten
zwi¡zek mo»na okre±li¢ λ1 i λ2

λ1 = λ2 = (3Sxx + σ̄α)/(3Szz + σ̄α) . (8.26)

W sposób analogiczny post¦pujemy wykorzystuj¡c rozwi¡zanie stanu napr¦»e-
nia przedstawione w rozdziale 4.2.

8.6 Sformuªowanie problemu identy�kacji w zale»no±ci od
miary mikrouszkodze«

W pracy Fishera przedstawiono rezultaty pomiarów dla caªkowitej i rozdzie-
lonej miary mikrouszkodze«. Poni»ej zaproponowano dwa sformuªowania pro-
blemu identy�kacji dla miary caªkowitej mikropustek i dla miary z rozdzielo-
nym udziaªem wzrostu i zarodkowania mikropustek.

8.6.1 Sformuªowanie problemu identy�kacji dla modelu z caªkowit¡
miar¡ nukleacji i wzrostu mikrouszkodze«

Naszym celem jest znalezienie parametrów materiaªowych w równaniu ewolucji
(8.19) dla porowato±ci ξ jako miary caªkowitej wzrostu i zarodkowania pustek
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dla okre±lonej funkcji strat. W modelu z caªkowit¡ miar¡ mikrouszkodze« wy-
liczamy odpowied¹ modelu jako rezultat caªkowania równania ró»niczkowego,
gdy po lewej stronie mamy pochodn¡ ze wzgl¦du na zmienn¡ wprowadzan¡ε̄p.
Prawa strona równania ró»niczkowego zale»y natomiast od wprowadzanych i
otrzymywanych zmiennych i od nieznanych parametrów. Parametry te wcho-
dz¡ przez proponowane funkcje materiaªoweh(ε̄p, a1, b1, c1) i g(ε̄p, a2, b2, c2).
Mamy zatem:

ξ̇ = h(ε̄p,a1, b1, c1) 1
1−ξ tr(σDp) + g(ε̄p,a2, b2, c2)(1− ξ)tr(Dp) ,

(8.27)
gdzie h(ε̄p, a1, b1, c1) i g(ε̄p, a2, b2, c2) s¡ funkcjami materiaªowymi z poszu-
kiwanymi parametrami. Pozostaªe oznaczenia s¡ opisane przy omawianiu rów-
nania (8.19). Sumujemy warto±ci funkcji strat (jako±ci) obliczone ª¡cznie dla
zarodkowania i dla wzrostu

min
x∈V




M∑

j=1

ϑi

(
ξ̄j − ξ(ε̄pj , x)

)

 , i = 1, . . . , 4 , (8.28)

gdzie ξ̄ i ξ(ε̄pj , x) oznaczaj¡ warto±ci eksperymentalne i obliczeniowe porowa-
to±ci, dla danych parametrów x.

8.6.2 Sformuªowanie problemu identy�kacji dla modelu
z rozdzielonymi miarami nukleacji i wzrostu
mikrouszkodze«

Zakªadaj¡c, »e dysponujemy rezultatami dla porowato±ci z rozdzielonymi udzia-
ªami (tak jak np. w eksperymencie Fishera), konieczne jest inne sformuªowanie
problemu identy�kacji. Model identy�kacji ma teraz posta¢ dwóch rozdzielo-
nych równa« ewolucji. Jedno opisuje zarodkowanie nowych pustek a drugie
opisuje wzrost ju» istniej¡cych pustek. Obydwa te równania s¡ ze sob¡ powi¡-
zane przez wprowadzenie caªkowitej miary porowato±ci do ich prawych stron:

ξ̇n = h(ε̄p, x) 1
1−ξn−ξg tr(σDp) ,

ξ̇g = g(ε̄p,x)(1− ξn − ξg)tr(Dp) .

(8.29)

Wyst¦powanie miary caªkowitej po prawych stronach oznacza, »e zacho-
wujemy zaªo»enie addytywno±ci, ξ = ξn + ξg. Model reprezentowany przez
równania (8.291 i 8.292) nie jest matematycznie równowa»ny modelowi repre-
zentowanemu przez równanie (8.27). Przez takie sformuªowanie modelu mamy

http://rcin.org.pl



Problem identy�kacji 139

te» inne sformuªowanie funkcji strat. Sumujemy teraz warto±ci funkcji strat
obliczone oddzielnie dla zarodkowania i oddzielnie dla wzrostu, a mianowicie

min
x∈V




M∑

j=1

ϑi

(
ξ̄n
j − ξn(ε̄pj ,x)

)
+

M∑

j=1

ϑi

(
ξ̄g
j − ξg(ε̄pj ,x)

)

 , i = 1, . . . , 4 ,

(8.30)
gdzie ξ̄n i ξn(ε̄pj , x) oznaczaj¡ warto±ci eksperymentalne i obliczeniowe poro-
wato±ci (dla danych parametrów x) wynikaj¡ce z zarodkowania nowych pu-
stek, a ξ̄g i ξg(ε̄pj ,x) oznaczaj¡ warto±ci eksperymentalne i obliczeniowe po-
rowato±ci wynikaj¡ce ze wzrostu istniej¡cych pustek, odpowiednio. Obliczone
warto±ci ξn(ε̄pj , x) i ξg(ε̄pj , x) uzyskano w wyniku caªkowania numerycznego
ró»niczkowych równa« ewolucji (8.291 i 8.292). W obliczeniach u»yto tych sa-
mych zestawów funkcji materiaªowych, jak w przypadku modelu z caªkowit¡
miar¡ mikrouszkodze«.
Prawo zachowania masy dla tego modelu ma posta¢

h(ε̄p, x) 1
(1−ξn−ξg)2

tr(σDp) + (g(ε̄p, x)− 1)tr(Dp) = ρ̇M
ρM

= 0 . (8.31)

W powy»szym modelu zachowano jednak dodatkowe zaªo»enie, »e ξ = ξn +ξg.

8.7 Funkcje materiaªowe
W literaturze znana i stosowana jest funkcja rozkªadu normalnego dla nu-
kleacyjnej funkcji mikrouszkodze«h (Chu i Needleman (1980) [43]).

Przy wyborze funkcji materiaªowych h = h(ε̄p, a1, b1, c1) i
g = g(ε̄p, a1, b1, c1) uznano, »e nale»y si¦ kierowa¢ nast¦puj¡cymi zasadami:

• Nale»y preferowa¢ funkcje o znanej interpretacji mechanicznej.

• Wybiera¢ funkcje najprostsze.

Do analizy wybrano:

h1(ε̄p, a1, b1, c1) =
a1

b1

√
2π

exp

(
−1

2

[
ε̄p − c1

b1

]2
)

, (8.32)

gdzie a1,b1,c1 s¡ nieznanymi parametrami. a1 oznacza maksimum parametru
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mikrouszkodze«, b1 jest szeroko±ci¡ rozkªadu mikroszkodze« (odchylenie stan-
dardowe), c1 reprezentuje warto±¢ ekwiwalentnego odksztaªcenia plastycznego
ε̄p w momencie gdy nukleacja mikrouszkodze« osi¡ga swoj¡ maksymaln¡ wiel-
ko±¢ (warto±¢ oczekiwana).

Badano równie» nast¦puj¡ce funkcje materiaªoweh:

h2 = a1(ε̄p)b1exp(c1ε̄p) , (8.33)
h3 = a1[1 + tanh(b1ε̄p + c1)]. (8.34)

Po wst¦pnych badaniach pomini¦to h2 poniewa» dawaªa gorsze wyniki ni» h1

i h3.
Funkcja wzrostu g opisuj¡ca wzrost mikrouszkodze« musi by¢ równa1 gdy

nie ma nukleacji nowych i ª¡czenia mikrouszkodze«. Efekty te s¡ powi¡zane i
do analizy przyj¦to, »e funkcja g nie musi by¢ staªa.
Jako pierwsz¡ posta¢ przyj¦to do analizy (Perzyna i Nowak (1987 [183]))

g1(ε̄p, a2, b2, c2) = a2 exp [b2 (ε̄p)
c2 ] . (8.35)

Przyj¦to do analizy tak»e:

g2 = a2

√
(ε̄p)2 + b2(ε̄p) + c2, (8.36)

g3 =
a2

b2 − ε̄p
, (8.37)

g4 = 1, (8.38)
g5 = a2, (8.39)
g6 = a2 + b2 · ε̄p. (8.40)

Modele z ró»nymi funkcjami materiaªowymi g i h w przypadku caªkowitej
miary porowato±ci oznaczono jak w Tab.1a, natomiast modele z rozdzielonymi
miarami jak w Tab.1b. Litera (A lub C) w oznaczeniach w Tab.1a okre±la mo-
del dla funkcji materiaªowejh a liczba okre±la funkcj¦ materiaªow¡g. Podobnie
w Tab.1b litery (DA, DC) okre±laj¡ model dla funkcji materiaªowejh a liczba
okre±la odpowiedni¡ funkcj¦ materiaªow¡g.
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Tabela 1a. Oznaczenia dla modelu z caªkowit¡ miar¡ porowato±ci.

funkcja g
g1 g2 g3 g4 g5 g6

h1 A1 A2 A3 A4 A5 A6
h3 C1 C2 C3 C4 C5 C6

Tabela 1b. Oznaczenia dla modelu z rozdzielonymi miarami porowato±ci.

funkcja g
g1 g2 g3 g4 g5 g6

h1 DA1 DA2 DA3 DA4 DA5 DA6
h3 DC1 DC2 DC3 DC4 DC5 DC6

8.8 Metoda optymalizacji
Do rozwi¡zania problemu identy�kacji przedstawionego w rozdziaªach 8.2.2 i
8.6 u»yto metody optymalizacji globalnej. Wybrana metoda optymalizacji glo-
balnej (Boender i inni (1982) [24]) w tej analizie identy�kacji zostanie przed-
stawiona przy zaªo»eniu, »e rozwa»amy nast¦puj¡ce zadanie optymalizacji

min
x∈V⊂IRn

M∑

j=1

ϑi

(
Yj −F(ε̄pj ,x)

)
, i = 1, . . . , 4 , (8.41)

gdzie: ϑi oznacza funkcje celu zde�niowane w rozdziale (8.2.1), wektor
xT =(a1, b1, c1, a2, b2, c2 ) (xT oznacza transpozycj¦ wektora kolumnowego
x), V oznacza zbiór mo»liwych (realnych, prawdopodobnych) warto±ci para-
metrów a n = 6 (czasami 3 albo 5). Minimalizujemy odpowiednie funkcje strat
okre±lone jako ró»nice mi¦dzy warto±ciami obliczonymi i obserwowanymi para-
metru porowato±ci (patrz wzory (8.28), (8.30)). Minimalizujemy odpowiednie
funkcje strat f(x) = Fi=1...4(x), co daje si¦ przedstawi¢ w tradycyjnej postaci
jako

min
x∈V⊂IRn

f(x) . (8.42)

Wiele problemów identy�kacji nieliniowej oraz wªasne do±wiadczenia z mode-
lem porowato±ci (prace Nowak i Stachurski (2001) [157], (2003) [159]) pokazaªy,
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»e w nieliniowym zadaniu identy�kacji istnieje wiele minimów lokalnych. Dla-
tego do oblicze« zastosowano implementacj¦ (w standardowym j¦zyku ANSI
C) globalnej metody minimalizacji Boender, Rinnoy Kan, Timmer i Strougie
w formie przedstawionej w pracy Törn i �ilinskas (1989) [235] opracowanej
przez A. Stachurskiego. Pewne szczegóªy tej metody s¡ przedstawione w pracy
Nowak i Stachurski (2001) [157], a ogólny przegl¡d metod optymalizacji mo»na
znale¹¢ np. w pracy Findisen i inni (1980) [67] lub Stachurski i Wierzbicki
(2001) [229].
Ogólnie metody optymalizacji lokalnej mo»na podzieli¢ na dwie grupy:

− metody bezgradientowe;
− metody gradientowe.

Metody bezgradientowe s¡ to metody, w których w ka»dej iteracji wykorzy-
stywane s¡ informacje tylko o warto±ciach funkcji strat modelu, obliczanej na
ka»dym kroku. Metody bezgradientowe dzieli si¦ na dwa rodzaje:

− metody poszukiwa« prostych (do tych metod nale»¡ metody Rosenbrocka,
Hooke'a-Jeevesa, Neldera-Meada, metoda poszukiwa« losowych (Monte
Carlo));

− metody z ninimalizacj¡ w kierunku (do nich zalicza si¦ metody np.:
Gaussa-Seidela, Powella).

Do metod gradientowych zalicza si¦ metod¦ najwi¦kszego spadku, metod¦ gra-
dientu sprz¦»onego i zmiennej metryki, patrz np. Findesen i inni (1980) [67].
Algorytm tych metod skªada si¦ najcz¦±ciej z dwóch etapów:

− etapu wyszukiwania kierunku, w którym prowadzona b¦dzie
optymalizacja,

− minimalizacja kierunkowa, najcz¦±ciej jeden krok oblicze«.

Etap wyszukiwania kierunku wykonuje si¦ w ka»dym kroku iteracji. W lite-
raturze opisano szereg metod minimalizacji w kierunku. Do najwa»niejszych
nale»¡ :

− metody geometryczne (zªotego podziaªu);

− metody gradientowe (metoda ±rednich, stycznych, reguªa falsi);

− metody aproksymacyjne (aproksymacji kwadratowej, bisekcji, aproksy-
macji sze±ciennej).
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Wykorzystywane w tej rozprawie metody aproksymacyjne w obliczeniach zo-
stan¡ przedstawione w dalszej cz¦±ci.
W rozprawie zastosowano metod¦ optymalizacji globalnej (Boender i inni
(1982) [24]), która jest kombinacj¡ :

• losowego próbkowania,

• grupowania,

• lokalnego przeszukiwania wykorzystuj¡c minimalizacj¦ kierunkow¡.

Lokalnie u»yto metod¦ BFGS (metoda quasi-newtonowska z numerycznym
oszacowaniem gradientów). Metoda BFGS (Broyden (1970) [34], Fletcher (1970)
[72], Goldfarb (1970) [81], Shanno (1970) [217]) jest metod¡ optymalizacji bez
ogranicze«, jednak»e w naszym problemie wprowadzamy ograniczenia proste
(kostkowe) na parametry, co oznacza, »exmin ≤ x ≤ xmax. Dla znalezienia lo-
kalnych minimizerów wykorzystuje si¦ metod¦ minimalizacji kierunkowej ª¡cz¡-
cej trzy ró»ne podej±cia: z wykorzystaniem kwadratowej aproksymacji wzdªu»
kierunku przeszukiwa«, sze±ciennych aproksymacji i bisekcj¦ przeszukiwanego
przedziaªu. Opublikowane wcze±niej prace Nowak i Stachurski (2001) [157],
Nowak i Stachurski (2003) [159] przedstawiaj¡ metod¦ minimalizacji kierun-
kowej, dlatego metoda ta jest skrótowo przedstawiona w rozdziale 8.8.5. Wy-
mogi co do zapewnienia specy�cznych wªasno±ci niewypukªo±ci jednokierunko-
wej funkcji aproksymuj¡cych wymusza u»ycie nowego warunku wyboru mi¦dzy
trzema wy»ej wymienionymi podej±ciami.

8.8.1 Metoda gradientowa poszukiwania kierunków poprawy
W algorytmach optymalizacji bez ogranicze«, szczególnie w algorytmach gra-
dientowych, wykorzystuje si¦ ide¦poszukiwania wzdªu» kierunku(po wspóªrz¦d-
nych lub wzdªu» bardziej ogólnego kierunku, 'line search algorithm'), patrz np.
Stachurski i Wierzbicki (2001) [229].

Punktem wyj±cia w tych metodach jest okre±lenie punktu pocz¡tkowego
poszukiwa« x0. Nast¦pnie w ka»dej iteracji wyznacza si¦ kolejny kierunek po-
szukiwa« (w ró»ny sposób dla ró»nych metod) i przeszukuje kierunek w celu
znalezienia punktu minimum wzdªu» kierunku, tzn. punktu o mo»liwie naj-
lepszej warto±ci funkcji celu, poªo»onego na prostej wyznaczonej przez aktu-
alne przybli»enie rozwi¡zania optymalnego xk i kierunek poszukiwa« dk. Je±li
funkcja celu jest minimalizowana, to jest to punkt, w którym jej warto±¢ jest
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najmniejsza, lub jego przybli»enie. Tym, co ró»ni poszczególne metody, jest
sposób wyznaczania nowego kierunku poszukiwa« i zastosowana metoda mini-
malizacji kierunkowej.

Przebieg typowej k-tej iteracji metody realizuj¡cej ide¦ poszukiwania
wzdªu» kierunku, u»ytej w obliczeniach jest nast¦puj¡cy:

1. Okre±l kierunek poszukiwa« dk.

2. Znajd¹ αk minimalizuj¡ce f̄(α) = f(xk + αdk) ze wzgl¦du na α.

3. Podstaw xk+1 = xk + αkdk.

Je±li w etapie 2 wyznaczamy minimum w kierunku dokªadnie, to mówimy o
dokªadnej minimalizacji w kierunku; najcz¦±ciej jednak korzystamy z niedo-
kªadnej minimalizacji w kierunku. Je±li funkcja celu jest ró»niczkowalna, to
dokªadna minimalizacja wzdªu» kierunku oznacza znalezienie punktu, w któ-
rym pochodna kierunkowa przyjmuje warto±¢ zero

df̄

dα
(αk) = 0, ⇒ ∇f(xk+1)Tdk = 0 .

Metody realizacji minimalizacji w kierunku i generowania kolejnych kierunków
zostan¡ dokªadniej omówione w kolejnych podrozdziaªach.
W tzw. gradientowych metodach spadku poszukiwanie minimum w kierunku
mo»na ograniczy¢ doα ≥ 0, poniewa» df̄

dα(α = 0) < 0, je±li xk nie jest punktem
stacjonarnym, a kierunek jest tzw. kierunkiem poprawy.
Najcz¦±ciej do okre±lania kierunku stosuje si¦ nast¦puj¡ce dwa sposoby gdy
przyjmuje si¦, »e:

• dk = −pk i jest to metoda najszybszego spadku (MNS); metoda ta jest
wolna i zawodna oraz oparta na liniowym modelu funkcji,

• dk = −(Gk)−1pk i jest to metoda Newtona; metoda ta charakteryzuje si¦
kwadratowym rz¦dem zbie»no±ci i jest oparta na kwadratowym modelu
funkcji,

gdzie p(x) oznacza wektor gradientu, natomiast przezpk oznaczono gradient
minimalizowanej funkcji f(x) w punkcie xk a G(x) jest macierz¡ hesjanu funk-
cji f(x) w punkcie x.
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8.8.2 Ogólny algorytm kierunków poprawy z poszukiwaniem
w kierunku

Algorytmy kierunków poprawy powinny si¦ realizowa¢ tak, aby speªni¢ nast¦-
puj¡c¡ wªasno±¢ (wªasno±¢ spadku)

(pk)Tdk < 0, ∀k

gdzie dk oznacza kierunek poszukiwa« w k-tej iteracji. Zwykle w obliczeniach
stosuje si¦ cz¦±ciow¡ minimalizacj¦ w kierunku, tak by zapewni¢ spadek war-
to±ci funkcji

fk+1 < fk .

Konieczne jest wówczas zapewnienie dostatecznie du»ej redukcji warto±ci, aby
punkty skupienia ci¡gu warto±ci funkcji celu{fk}∞k=0 byªy warto±ciami w punk-
tach minimów lokalnych. W zwi¡zku z tym nale»y unika¢ przesuni¦¢α zbyt
bliskich skrajów przedziaªu, w którym

(0, αm) =
{
α ∈ IRn : f(xk + αdk) < fk

}
. (8.43)

Jako kryterium STOP-u w niedokªadnej minimalizacji kierunkowej, zapew-
niaj¡cym zbie»no±¢ metod jednostajnych kierunków poprawy, w u»ytym w ob-
liczeniach algorytmie wykorzystano tzw. test Armijo

|(pk+1)Tdk| ≤ −σ(pk)Tdk , (8.44)

gdzie parametr σ musi nale»e¢ do przedziaªu (0, 1). W takim sformuªowaniu
tego testu, mo»na zauwa»y¢, »e reguªa Armijo (8.44) w przypadku granicznym
σ = 0 wymaga dokªadnej minimalizacji w kierunku. Poci¡ga to wyliczania
nast¦pnego gradientu w ka»dym punkcie podczas optymalizacji w kierunku.

W literaturze np. ksi¡»ce Findisen i inni (1980) [67] lub Stachurski i
Wierzbicki (2001) [229], najcz¦±ciej wykorzystuje si¦ nast¦puj¡ce dwie pod-
stawowe metody spadku:
Metoda Newtona

Metod¦ Newtona w wersji podstawowej wyprowadza si¦ przy wykorzysta-
niu modelu kwadratowego minimalizowanej funkcji. Model taki otrzymujemy z
rozwini¦cia w szereg Taylora drugiego rz¦du w punkcie aktualnego przybli»enia
rozwi¡zania xk

f(xk + δ) ≈ fk + (pk)T δ +
1
2
δTGkδ = qk(δ) . (8.45)
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Symbol qk(δ) oznacza aproksymacj¦ kwadratow¡ funkcji f w punkcie xk, na-
tomiast symbol δ = x− xk przyrost argumentu funkcji.
W podstawowej wersji metody Newtona

xk+1 = xk + dk ,

gdzie dk minimalizuje aproksymacj¦ kwadratow¡ qk(δ).
Aproksymacja qk(δ) ma jednoznacznie okre±lone minimum, gdy hesjan Gk

jest ±ci±le dodatnio okre±lony. Wówczas dk znajdujemy z warunku zerowania
si¦ pierwszej pochodnej

∇qk(dk) = 0 .

Je»eli minimalizowana funkcja jest dwukrotnie ci¡gle ró»niczkowalna, ele-
menty hesjanu speªniaj¡ warunek Lipschitza, patrz np. Stchurcki i Wierzbicki
(2001) [229], dla wszystkichx, y w pewnym otoczeniu punktu optymalnego x̂,
wówczas macierz Ĝ = G(x̂) jest ±ci±le dodatnio okre±lona i punkt pocz¡tkowy
x0 jest dostatecznie blisko punktu x̂, to metoda Newtona jest dobrze okre-
±lona dla wszystkich k i zbiega do punktu optymalnego z szybko±ci¡ drugiego
rz¦du. W wersji podstawowej metody Newtona nie przewiduje si¦ minimaliza-
cji w kierunku i w rezultacie metoda ta jest zbie»na tylko lokalnie, gdy punkt
pocz¡tkowy jest dostatecznie blisko optymalnego x̂.
Zmody�kowana metoda Newtona

Do rozwi¡zywania ogólnych nieliniowych zada« optymalizacyjnych nie na-
le»y stosowa¢ metody Newtona z nast¦puj¡cych z nast¦puj¡cych dwóch powo-
dów, (patrz np. Stachurski i Wierzbicki (2001) [229])

• Gk mo»e nie by¢ dodatnio okre±lona, gdyxk jest daleko od rozwi¡zania,

• b¡d¹ je±li Gk jest ±ci±le dodatnio okre±lona, to zbie»no±¢ równie» mo»e
nie wyst¡pi¢, a ci¡g warto±ci funkcji{fk}∞k=0 mo»e nawet nie by¢ ci¡giem
malej¡cym.

W celu unikni¦cia tego ostatniego problemu w u»ytym do oblicze« algoryt-
mie wprowadzono minimalizacj¦ w kierunku. Uzyskano w ten sposób zwi¦k-
szenie obszaru zbie»no±ci. W wersji metody Newtona przedstawionej w ksi¡»ce
Stachurski i Wierzbicki (2001) [229] z poszukiwaniem w kierunku, poprawka
Newtona jest stosowana do generacji kierunku poszukiwa«. Wówczas

dk = −(Gk)−1pk

natomiast
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xk+1 = xk + αkdk ,

gdzie αk znajduje si¦ jako punkt minimalizuj¡cy (w przybli»eniu) funkcj¦
f̄(α) = f(xk + αdk) ze wzgl¦du na α ≥ 0.

Najbardziej wygodn¡ metod¡ rozwi¡zania równaniaGkdk = −pk, w celu
znalezienia kierunku poszukiwa« dk, jest faktoryzacja hesjanu Gk = LDLT

(patrz np. Stachurski i Wierzbicki [229]) i rozwi¡zanie trzech pomocniczych
ukªadów równa« (odpowiednio z macierz¡ trójk¡tn¡ górn¡, macierz¡ diago-
naln¡ i macierz¡ trójk¡tn¡ doln¡).

Algorytmy opracowane na bazie tej metody maj¡ istotne problemy ujaw-
niaj¡ce si¦ gdy hesjan Gk nie jest ±ci±le dodatnio okre±lony. Wówczas punkt
stacjonarny funkcji aproksymuj¡cej nie jest punktem minimalizuj¡cym dla tej
aproksymacji.

Proste wyj±cie z takiej sytuacji jest omówione np. w ksi¡»ce Satchurski i
Wierzbicki (2001) [229] na str. 108. Mo»liwe s¡ inne podej±cia do rozwi¡zania
tego problemu a szczegóªy mo»na znale¹¢ równie» w ksi¡»ce Findisen i inni
(1980) [67].

8.8.3 Metody quasi-newtonowskie
W metodach quasi-newtonowskich wykorzystuje si¦ informacje o pochodnych
drugiego rz¦du. Ich zalet¡ w porównaniu z metod¡ Newtona jest to, »e nie
wyst¦puje w nich konieczno±¢ wyliczania dodatkowych pochodnych. Wykorzy-
stywana jest wyª¡cznie informacja o pochodnych pierwszego rz¦du w aktu-
alnym punkcie xk oraz kolejnym po nim nast¦puj¡cym xk+1. W metodach
quasi-newtonowskich wykorzystuje si¦ mo»liwo±¢ aproksymacji funkcji nieli-
niowej bez jawnego wyliczania macierzy hesjanu. Szczegóªy takiego podej±cia
mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce Stachurski i Wierzbicki (2001) [229].

W metodach tych aproksymujemy b¡d¹ toGk (przez macierz, któr¡ ozna-
czymy symbolemBk), b¡d¹ te» jej odwrotno±¢ (Gk)−1 (któr¡ oznaczymy sym-
bolem Hk). Na pocz¡tku k-tej iteracji dysponujemy macierzami Bk i Hk.
W pierwszym przypadku kolejny kierunek poszukiwa« wyznaczamy rozwi¡-
zuj¡c równanie

Bkdk = −pk ,

a w drugim przypadku w nast¦puj¡cy sposób

dk = −Hkpk .
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Je±li nie ma »adnej dodatkowej informacji, to zwykle przyjmujemyH0 = I
(B0 = I), gdzie I oznacza macierz identyczno±ciow¡.

Po znalezieniu kolejnego przybli»enia rozwi¡zania, czyli punktu xk+1

(np. przez minimalizacj¦ kierunkow¡), mody�kuje si¦ odpowiednio macierzHk

albo Bk. Dla aproksymacji na przypadek macierzyHk post¦puje si¦ nast¦pu-
j¡co.

Przyjmuje si¦, »e
Hk+1 = Hk + Uk ,

gdzie Uk jest poprawk¡ wyznaczan¡ na podstawie przyrostów zmiennych nie-
zale»nych

sk = xk+1 − xk = αkdk

i przyrostów gradientu
rk = pk+1 − pk .

Nast¦pnie konstruuje si¦ poprawk¦ w ten sposób, by kolejna macierz speªniaªa
tzw. warunek quasi-newtonowski

Hk+1rk = sk . (8.46)

Warunek (8.46) wynika i zachodzi w sposób naturalny w metodzie Newtona.
W metodach quasi-newtonowskich znanych w literaturze rozwa»a si¦ w za-

sadzie wyª¡cznie poprawki Uk pierwszego i drugiego rz¦du, uzyskuj¡c od-
powiednio metod¦ WBD (metoda Wolfe'a, Broydena, Davidona, patrz np.
Findeisen i inni (1980) [67]) lub metod¦ DFP (Davidon (1968) [52], Fletcher i
Powell (1963) [71]), patrz np. Stachurski i Wierzbicki (2001) [229]. Najcz¦±ciej
stosowan¡ metod¡ quasi-newtonowsk¡ jest metoda BFGS, któr¡ przedstawiono
w nast¦pnym podrozdziale 8.8.4.

8.8.4 Lokalna metoda minimalizacji
Do poszukiwania lokalnych minimów u»yto zmody�kowanego wariantu metody
BFGS optymalizacji bez ogranicze« (dokªadnie metoda BFGS jest opisana np.
w: Fletcher (1987) [73], Findeisen i inni (1980) [67] lub Stachurski i Wierzbicki
(2001) [229]).

U»yty w tej pracy, tak jak i w pracach np. Nowak i Stachurski (2001, 2003) [157,
159], algorytm przebiega w sposób nast¦puj¡cy:

Krok 0. Okre±l ograniczenia xL i xU na zmienne. Wybierz mo»liwy punkt po-
cz¡tkowy x0 speªniaj¡cy ograniczenia. Okre±l parametry dokªadno±ci
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� εBFGS > 0, ω ∈ (0, 1). Oblicz warto±ci gradientów p0 i warto±¢
funkcji f0 w punkcie pocz¡tkowym x0. Przyjmij H0 = I gdzie I jest
macierz¡ jednostkow¡, k := 0.

Krok 1. Oblicz bie»¡cy kierunek poszukiwa« wedªug wzoru:

dk = −Hkpk.

Krok 2. Znajd¹ τ ≤ 0 takie, »e reguªa Armijo wielko±¢ kroku jest speªniona,
to znaczy

|(∇f(xk + τkdk))Tdk|
−(∇f(xk))Tdk

≤ ω.

Krok 3. Oblicz nast¦pny punkt

xk+1 = xk + τkdk,

i gradient pk+1 w nast¦pnym nowym punkcie.

Krok 4. Sprawd¹ kryterium stopu (warunki Kuhn'a-Tucker'a). Je±li kryterium
stopu jest speªnione, wtedy STOP.

Krok 5. Oblicz gradient rk = pk+1 − pk i ró»nice zmiennych niezale»nych
sk = xk+1−xk. Uaktualnij przybli»on¡ warto±¢ odwrotno±ci Hessianu
stosuj¡c wzór (8.48).

Krok 6. Przyjmij xk+1 = xk, pk+1 = pk. Zwi¦ksz indeks iteracji k o jeden.
Oblicz f(xk). Wró¢ do Kroku 1.

Metoda BFGS w oryginalnej postaci startuje z punktux0 i realizuje typowe
dla optymalizacji bez ogranicze« na gradienty nast¦puj¡ce kroki

xk+1 = xk + τk · dk, (8.47)

gdzie dk = −Hk∇f(xk) jest kierunkiem przeszukiwanym a τk jest wspóªczyn-
nikiem zale»nym od wielko±ci kroku wybranym w minimalizacji kierunkowej
funkcji. Metoda ta wykorzystuje gradienty i ró»nice zmiennych niezale»nych,
w celu uaktualnienia przybli»onych warto±ciHk odwrotno±ci drugich pochod-
nych

(
∇2f(xk)

)−1
minimalizowanej funkcji zgodnie z nast¦puj¡cym wzorem:
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Hk+1 = Hk +
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(8.48)
gdzie rk = pk+1 − pk, sk = xk+1 − xk i pk = ∇f(xk).

Iteracje lokalnego minimizera s¡ zatrzymywane, kiedy norma gradientu (po-
chodnej) funkcji f jest mniejsza ni» dana dokªadno±¢εBFGS > 0. W minimaliza-
cji kierunkowej u»yto kolejno kwadratowych przybli»e« funkcji
f̄(τ) = f(xk + τ · dk). Przeszukiwanie wzdªu» kierunku jest zako«czone, kiedy
speªniona jest tak zwana reguªa Armijo wielko±ci kroku, ang.Armijo step-size
rule, to znaczy (kryterium Armijo)

|df̄(τk)|
−df̄(0)

=
|(∇f(xk + τkdk))Tdk|

−(∇f(xk))Tdk
≤ ω, dla pewnych ω ∈ (0, 1). (8.49)

Parametry εBFGS i ω s¡ okre±lone przez u»ytkownika.
Ten ogólny schemat minimializacji zostaª zmody�kowany, przez uwzgl¦d-

nienie ogranicze« kostkowych na zmienne. Oznacza to, »e w naszych zadaniach
minimalizujemy funkcje z ograniczeniami kostkowymi czyli rozwi¡zujemy na-
st¦puj¡cy problem

minx∈IRn f(x)
przy ograniczeniach xL

i ≤ xU
i , dla i = 1, . . . , n.

(8.50)

Obecna implementacja charakteryzuje si¦ nast¦puj¡cymi cechami:

• Zachowujemy istnienie odwrotno±ci aproksymacji Hessianu w caªym
obszarze;

• Generujemy kierunki spadku w caªym obszarze;

• Przeprowadzamy minimalizacj¦ kierunkow¡ w okre±lony sposób.

To odró»nia zasadniczo to podej±cie od typowej metody aktywnych zbiorów
dla zada« z liniowymi ograniczeniami.

Koniecznym okazaªo si¦ te», zmody�kowanie kryterium stopu. Warunki ko-
nieczne optymalno±ci Kuhn'a - Tucker'a w przypadku ogranicze« kostkowych
przyjmuj¡ posta¢:
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(i) Nast¦puj¡ce nierówno±ci powinny zosta¢ speªnione na brzegach

je±li xk+1
i = xLi wtedy pk+1

i ≥ 0,

je±li xk+1
i = xUi wtedy pk+1

i ≤ 0,
dla i = 1, . . . , n.

(ii) Norma gradientu w podprzestrzeni zmiennych, które nie s¡ na ich brze-
gach w nowym punkcie xk+1 powinna by¢ równa 0. Oczywi±cie, w prak-
tyce sprawdzamy jedynie, czy s¡ one wystarczaj¡co maªe.

8.8.5 Minimalizacja w kierunku
Zadanie minimalizacji funkcji celu f w kierunku d polega na znalezieniu war-
to±ci przesuni¦cia α̂ takiego, »e funkcja f̄(α) = f(xk + α d) osi¡ga warto±¢
minimaln¡ w punkcie α = α̂. Cz¦sto wystarczaj¡ce jest znalezienie minimum
lokalnego funkcji f̄(α).

Poszukuj¡c minimum w kierunku tak jak wskazano to równie» w ksi¡»ce
Stachurski i Wierzbicki (2001) [229] i np. w pracy Nowak i Stachurski (2001)
[157], wykonujemy zwykle jedn¡ lub kilka nast¦puj¡cych operacji:

1) znalezienie przedziaªu (α1, α2) akceptowalnych warto±ci dªugo±ci kroku
α,

2) redukcja przedziaªu (α1, α2),

3) wykonanie pewnej interpolacji w celu znalezieniaα bliskiego optimum.

Post¦powanie jest przy tym ró»ne w zale»no±ci od dost¦pno±ci informacji
o pochodnych minimalizowanej funkcji. W zadaniach, w których dost¦pna jest
pochodna, staramy si¦ j¡ zwykle wykorzysta¢.

Struktura typowego gradientowego algorytmu poszukiwania
minimum w kierunku

W metodach gradientowych optymalizacji bez ogranicze« zakªada si¦ zwy-
kle, »e generowany kierunek poszukiwa« d jest kierunkiem spadku, tzn. »e
tworzy z kierunkiem minus gradientu w punkcie xk (α = 0 odpowiednio) k¡t
mniejszy od π

2 . Wówczas mo»na przyj¡¢ jako lewy kraniec przedziaªu poszuki-
wa« w minimalizacji kierunkowejα1 = 0.

Typowy gradientowy algorytm minimalizacji kierunkowej jest opisany w
ksi¡»ce Stachurski i Wierzbicki (2001) [229]. Jego struktura oparta jest na
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poj¦ciach kwadratowej interpolacji oraz ekstrapolacji minimalizowanej funk-
cji wzdªu» kierunku d. Poj¦cia te s¡ wytªumaczone w ksi¡»ce Findeisen i inni
(1980) [67] i zostan¡ pomini¦te.
Konieczno±¢ minimalizacji funkcji f wzdªu» kierunku dk w ka»dej iteracji po-
lega na rozwi¡zaniu nast¦puj¡cego problemu (patrz np. Nowak i Stachurski
(2001) [229]):

min
τ≥0

f̄(τ) = f(P (xk + τdk)) , (8.51)

gdzie P reprezentuje operator rzutowania na realny zbiór punktów okre±lonych
przez przej¦te ograniczenia kostkowe. Funkcjaf̄(τ) nie musi by¢ koniecznie wy-
pukªa. Typowy algorytm gradientowej minimalizacji kierunkowej wykorzystuje
kwadratow¡ albo sze±cienn¡ (trzeciego stopnia) aproksymacj¦ funkcjif̄ . Zwy-
kle aproksymacje te bazuj¡ na

• w przypadku aproksymacji kwadratowej � na warto±ciach funkcji w dwóch
punktach i warto±ci gradientu tej funkcji w jednym z tych punktów

• w przypadku aproksymacji sze±ciennej (na warto±ciach funkcji i
warto±ciach gradientu w dwóch punktach)

Aproksymacje te s¡ dokªadne o ile nie s¡ one zbyt blisko aproksymacji li-
niowej. Je±li drugi punkt τ jest bardzo blisko linii stycznej do wykresu funkcji
f̄ w pierwszym punkcie τL, wtedy najlepsz¡ aproksymacj¡ kwadratow¡ lub
sze±cienn¡ jest aproksymacja liniowa. Natomiast, gdy f̄ jest funkcj¡ wypukª¡
to dla τ ≥ τL bliskiego τL najlepsz¡ aproksymacj¡ jest aproksymacja kwadra-
towa w przypadku przeciwnym najlepsz¡ jest aproksymacja sze±cienna. Dla-
tego w u»ytym algorytmie sprawdza si¦ poªo»enie punktu τ i f̄(τ) wzgl¦dem
wspomnianej linii stycznej do f̄ . W przypadku, gdy punkt τ, f̄(τ) le»y znacz-
nie powy»ej linii stycznej stosujemy aproksymacj¦ kwadratow¡, natomiast w
przypadku przeciwnym (punkt le»y znacznie poni»ej linii stycznej) stosujemy
aproksymacj¦ sze±cienn¡, a w przypadkach nie nale»¡cych do wymienionych
stosujemy bisekcj¦ (podziaª przedziaªu na dwie cz¦±ci). Dlatego wybór aproksy-
macji zale»y od wzajemnej relacji mi¦dzy warto±ciami funkcji w nowym punkcie
próbnym τ i warto±ci funkcji zlinearyzowanej na lewym skraju przeszukiwa-
nego przedziaªu w punkcie τL i obliczonej w tym samym punkcie τ (τ > τL),
czyli stosujemy

• aproksymacj¦ sze±cienn¡ je±li
f̄(τL) + (1 + ρ)τ f̄ ′(τL) > f̄(τ) ; (8.52)
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• bisekcj¦ (podziaª na dwie cz¦±ci) je±li

f̄(τL) + (1 + ρ)τ f̄ ′(τL) ≤ f̄(τ) ≤ f̄(τL) + (1− ρ)τ f̄ ′(τL) ; (8.53)

• aproksymacj¦ kwadratow¡ je±li

f̄(τ) > f̄(τL) + (1− ρ)τ f̄ ′(τL) . (8.54)

Skalar ρ ∈ (0, 1/2) jest ustalonym parametrem. W praktyce przyjmuje si¦
ρ = 1/10 lub mniej. Opisany sposób doboru aproksymacji jest bardzo podobny
w jego geometrycznej interpretacji do znanych warunków Goldsteina stosowa-
nych jako kryterium stopu w wielu algorytmach przeszukiwania kierunków.
Jednak w testach Goldsteina dwa liniowe przeci¦cia s¡ powy»ej linii stycznej i
sªu»¡ zupeªnie innemu celowi, a mianowicie ograniczeniu jako kryterium stopu
minimalizacji kierunkowej. Jako kryterium stopu w omawianym i zastosowa-
nym w tych obliczeniach algorytmie minimalizacji kierunkowej wykorzystano
tzw. reguª¦ wielko±ci kroku Armijo okre±lon¡ wzorem (8.49) i omówion¡ w roz-
dziale 8.8.4.

Bezgradientowe metody minimalizacji w kierunku
Je»eli minimalizowana funkcja nie jest ró»niczkowalna ani ci¡gªa w sensie

Lipschitza, to pozostaj¡ do dyspozycji tzw. metody poszukiwa« prostych, ina-
czej metody bezgradientowe. W przypadku tych metod przeszukuje si¦ kolejno
pewne dane kierunki, np. przy wykorzystaniu kierunków wersorów osi wspóª-
rz¦dnych tak jak w metodach Rosenbrocka lub Hooke'a-Jeevesa (patrz np.
Hooke-Jeeves (1961) [95], Kuester i Mize (1973) [112]). Brak jest ogólnej teo-
rii dotycz¡cej bezgradientowej metody minimalizacji w kierunku. Jak podaje
Stachurski i Wierzbicki (2001) [229] typowe dla wi¦kszo±ci stosowanych algo-
rytmów jest przyj¦cie zaªo»enia o unimodalno±ci funkcji f̄(α) = f(xk + αdk).
Ze sformuªowania unimodalno±ci funkcji wynika, »e w przedziale [a, b] musi
istnie¢ jedyne ±cisªe minimum, a ponadto na lewo od tego punktu funkcja
musi by¢ malej¡ca, a na prawo rosn¡ca. Zaªo»enie unimodalno±ci pozwala
zaw¦zi¢ przedziaª, w którym powinien znajdowa¢ si¦ punkt minimum. Pod-
staw¡ post¦powania w takim przypadku jest twierdzenie 3.4 w ksi¡»ce Sta-
churski i Wierzbicki (2001) [229]. Istnieje wiele metod opartych na podziale
przedziaªu [a, b] na cz¦±ci i odrzucaniu jednej z nich. Jest to mo»liwe dzi¦ki
zaªo»eniu unimodalno±ci. Jak podaje Stachurski i Wierzbicki (2001) [229] ta
sama wªasno±¢ wyst¦puje równie», je±li zamiast unimodalno±ci zaªo»ymy tzw.
±cisª¡ quasi-wypukªo±¢ funkcji f̄ (tzn. dla dowolnych x1, x2 nale»¡cych do
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dziedziny funkcji f̄ i dowolnego punktu z ∈ (x1, x2) zachodzi nierówno±¢
f̄(z) < max(f̄(x1), f̄(x2)). Ró»ne s¡ sposoby okre±lania punktówα1 i α2 speª-
niaj¡cych warunek a < α1 < α2 < b, co okre±la szereg metod. Szczegóªowo
metody takie s¡ przedstawione w ksi¡»ce Stachurski i Wierzbicki (2001) [229].

8.8.6 Metoda optymalizacji globalnej Boendera i inni
Metoda optymalizacji globalnej Boennder i inni (1982) [24] charakteryzuje si¦
zbie»no±ci¡ z prawdopodobie«stwem jeden. Jest to typowa wªasno±¢ wszyst-
kich metod wykorzystuj¡cych elementy stochastyki. Ogólnie, wykorzystanie
stochastycznych elementów zapewnia namabsolutn¡ gwarancj¦ uzyskania suk-
cesu. Mo»emy otrzyma¢ rezultat tylko wtedy, gdy prawdopodobie«stwo wy-
boru punktu w s¡siedztwie globalnego optimum x∗ zbiega do 1, je±li liczba
punktów próbki na etapie minimalizacji globalnej jest rosn¡ca. Pod poj¦ciem
's¡siedztwo' rozumiemy tutaj nast¦puj¡cy zbiór punktów:

Aε(x∗) = {x ∈ V ; ‖ x− x∗ ‖≤ ε} dla pewnego ε > 0. (8.55)

Rezultat ten jest sªuszny, co jest udowodnione przy sªabych zaªo»eniach co do
minimalizowanej funkcji i co do rozkªadu losowego badanych punktów. Je±li
rozkªad tych punktów (próbek) jest jednolity wV i funkcja f jest ci¡gªa, wtedy
rezultat jest nawet mocniejszy. Mianowicie, sprawdzany punkt z najni»sz¡ war-
to±ci¡ funkcji zbiega do punktu z minimaln¡ warto±ci¡ funkcji z prawdopodo-
bie«stwem 1. Wynika z tego, »e minimalizacja globalna mo»e asymptotycznie
zagwarantowa¢ sukces. Jednak»e, ka»da metoda ograniczona tylko do pobiera-
nia próbek mo»e by¢ bardzo czasochªonna i mo»e by¢ nieefektywna. Wªa±nie
zwi¦kszenie efektywno±ci przy zachowaniu asymptotycznie zagwarantowanego
sukcesu, jest jednym z wyzwa« w optymalizacji globalnej. W metodach sku-
pie« (klasteringu) próbuje si¦ zwi¦kszy¢ efektywno±¢ przez uwzgl¦dnianie etapu
lokalnego przeszukiwania.

Dla wygenerowania grupy (klastra), mo»e zosta¢ u»yty pewien rodzaj me-
tody najbli»szego s¡siada. Wybierane losowo punkty, nie b¦d¡ce w grupie s¡
dodane do klastra, inicjowane przez punkt zarodek albo wX+ albo w X(1),
je±li odlegªo±¢ tego punktu do jakiego± punktu w klastrze jest mniejsza ni» 'a
priori' dana odlegªo±¢ εCl. St¡d, odpowiednio, stwierdzenie x ∈ X+ i x w
X(1) powinno by¢ rozumiane w ten sposób. W wyniku tego, gromadzimy lo-
kalne minimizery (X+) i punkty prowadz¡ce do punktów minimalizuj¡cych w
X(1).
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Jako kryterium stopu wymagamy speªnienie jednego z nast¦puj¡cych warun-
ków:

• wszystkie punkty przeksztaªconej próbki mog¡ zosta¢ sklasy�kowane;

• albo liczba znalezionych lokalnych minimów, albo liczba punktów prowa-
dz¡cych do minimum jest wi¦ksza, ni» ich maksymalna dozwolona liczba;

• albo liczba znalezionych minimów globalnych, albo liczba globalnych
punktów zarodków (to jest punktów próbki prowadz¡cych do globalnego
minimum) jest wi¦ksza ni» zde�niowana przez u»ytkownika � maksy-
malna warto±¢.

Szczegóªowa struktura algorytmu jest nast¦puj¡ca:

Krok 0. Wybierz N�liczb¦ sprawdzanych wygenerowanych punktów w pierw-
szym etapie i cz¦±¢ γ liczby punktów sprawdzanych o najmniejszych
warto±ciach funkcji. Oznacz przez X+ � komplet wszystkich lokal-
nych minimów znalezionych dotychczas; przezX(1) � oznaczymy kom-
plet punktów prowadz¡cych do minimumx ∈ X+. Wybierz parametr
εCl > 0 stosowany w klasteryzacji.

Krok 1. Wybierz N losowo generowanych punktówx1, x2, . . . ,xN ∈ V . Zakªa-
damy, »e f i = f(xi) dla i = 1, . . . , N .

Krok 2. Dokonaj przeksztaªcenia próbki bior¡c cz¦±¢ γ najmniejszych punk-
tów bie»¡cej próbki (ich numery s¡ równeN+), przeprowadzaj¡c je-
den krok metody najszybszego spadku (ang. steepest descent method)
i zast¦puj¡c te punkty przez punkty otrzymane. Reszt¦ punktów po-
mijamy.

Krok 3. Zastosuj procedur¦ grupowania (klasteryzacji) do przeksztaªconej
próbki. Elementy X+ (zbiór globalnych punktów � lokalne minima
znalezione do tej pory) s¡ wybierane najpierw jako punkty zarodki
(ang. seed points) po znalezieniu elementów X(1) (zbiór punktów
próbki, które prowadz¡ do minimum x ∈ X+).
Je±li wszystkie punkty x1, x2, . . . ,xN+ s¡ zakwali�kowane wtedy
STOP, w przeciwnym razie przej±cie do nast¦pnego kroku.

Krok 4. Dla i = 1, . . . , N+ wykonaj, je±li xi nie jest zaklasy�kowany ani do
X+ ani do X(1) wtedy
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a) nale»y u»y¢ procedury lokalnego przeszukiwania (ang. local se-
arch), zaczynaj¡c od xi w celu otrzymania xi+,

b) je±li xi+ ∈ X+ wtedy dodawa¢ xi do X(1) (nowy punkt zarodek
prowadz¡cy do istniej¡cego minimum),

c) je±li xi+ 6∈ X+ (xi+ jest nowym lokalnym minimum) wtedy do-
da¢ xi+ do X+ i xi do X(1).

Krok 5. Powrót do Kroku 1.

8.9 Metoda Rosenbrocka caªkowania numerycznego
Kolejnym istotnym aspektem oblicze« byªo zastosowanie niezawodnej metody
rozwi¡zywania otrzymanych równa« ró»niczkowych zwyczajnych. Równania
te zawieraj¡ osobliwo±ci, które utrudniaj¡ lub uniemo»liwiaj¡ w sposób kla-
syczny ich numeryczne caªkowanie. Metody Runge-Kutta ze zmiennym wybo-
rem kroku ulegaªy zatrzymaniu bez wyniku lub zap¦tleniu (pracowaªy w nie-
sko«czonym cyklu). Dlatego wybrano metod¦ Rosenbrocka wªa±ciw¡ do rozwi¡-
zywania ¹le uwarunkowanych równa« ró»niczkowych. Algorytm i opis metody
mo»na znale¹¢ np. w ksi¡»ce: Numerical Recipes in C (1993) [199]:The Art of
Scienti�c Computing.

8.10 Podsumowanie rozdziaªu 8
Sformuªowany problem identy�kacji z odpornymi funkcjami strat dla przed-
stawionych modeli materiaªu ci¡gliwego z mikouszkodzeniami daje liczny zbiór
oszacowanych parametrów dla modeli o podobnym bª¦dzie dopasowania rz¦du
10−7 dla modelu z caªkowit¡ miar¡ mikrouszkodze« i z bª¦dem dopasowania
rz¦du 10−6 dla modeli z rozdzielonymi miarami mikrouszkodze«. W oblicze-
niach ka»dy przypadek odpowiada ró»nym kombinacj¡ funkcji materiaªowych
g i h i byª liczony z czterema funkcjami strat ϑi, i = 1, . . . , 4 (patrz rozdziaª
8.2.1). Rezultaty te przedstawiono w opublikowanych pracach Nowak i Stachur-
ski (2001-2003) [157], [158], [159]. Konieczne jest dokonanie selekcji i wyboru
modelu najlepszego. Do tego celu posªu»ono si¦ testami statystycznymi, które
omówiono w rozdziale 9.
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9. Metody porównywania oraz wyboru najlepszego
modelu w zagadnieniach identy�kacji

Rozdziaª ten po±wi¦cony jest :

• Okre±leniu kryteriów selekcji najlepszego modelu w±ród modeli z ró»n¡
liczb¡ parametrów.

• Dokonaniu selekcji i znalezieniu najlepszego modelu w±ród modeli opi-
suj¡cych dane zjawisko (na przykªadzie modeli powstawania i wzrostu
mikrouszkodze« w ciaªach plastycznych).

Podstawowe okre±lenia i oznaczenia
W rozdziale tym wykorzystuje si¦ nast¦puj¡ce okre±lenia i oznaczenia:

x oznacza wektor nieznanych parametrów modelu a jego elementami s¡ liczby
rzeczywiste. Pomiary s¡ obarczone bª¦dami a okre±lone warto±ci parame-
trów na podstawie tych pomiarów nazywa si¦oszacowaniami.

x̂ oznacza oszacowane warto±ci parametrów x. Oszacowany wektor parame-
trów x̂ jest pewn¡ funkcj¡ pomiarów i nazywa si¦ go równie»estymatorem
parametrów. Oszacowanie jest tym samym co warto±¢ estymatora dla
ustalonych warto±ci pomiarów.

x∗ oznacza prawdziwe warto±ci parametrów.

Warto±¢ oczekiwana parametru lub wektora parametrówx oznaczamy nast¦-
puj¡co E(x̂) i je±li speªniona jest równo±¢
E(x̂) = x∗ ,

gdzie E jest operatorem warto±ci oczekiwanej, to estymator o tej wªasno±ci
nazywa si¦ estymatorem nieobci¡»onym.

Przez wariancj¦ estymatora rozumiemy wyra»enie
var(x̂) = E[x̂− E(x̂)]2

Macierz kowariancji natomiast to
cov(x̂) = E[x̂− E(x̂)][x̂− E(x̂)]T
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Rozrzut oszacowa« wokóª warto±ci prawdziwych mo»na scharakteryzowa¢ za-
le»no±ci¡
E(x̂− x∗)2 = [E(x̂)]2 + var(x̂)

Dla sko«czonej liczby pomiarówM , nie s¡ znane metody prowadz¡ce do esty-
matorów nieobci¡»onych. Jednak mo»na przyj¡¢, »e wªa±ciwo±ci asymp-
totyczne b¦d¡ w przybli»eniu prawdziwe dla sko«czonej, cho¢ du»ej liczby
pomiarów. Estymatory b¦d¡ asymptotycznie nieobci¡»one, gdy
lim

M→∞
E(x̂M ) = x∗.

Przez estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci rozumiemy
x̂ = arg max

x
lnL(y,x)

gdzie L(y,x) = f(y|x) jest funkcj¡ wiarygodno±ci a f(y|x) jest
warunkow¡ funkcj¡ g¦sto±ci prawdopodobie«stwadla wektora pomiaru y
wzgl¦dem wektora parametrów x.

Wielko±ci obserwowane yM s¡ sum¡ wielko±ci mierzonych mM w M obser-
wacjach i losowego bª¦du pomiaru rM

yM = mM + rM

Zwykle zakªada si¦, »e r1, r2, . . . , rM s¡ zmiennymi niezale»nymi o rozkªadzie
normalnym f(rM ) = N (0, σ2) z zerow¡ warto±ci¡ ±redni¡ i jednakow¡
wariancj¡ σ2.

Dla takiego rozkªadu normalnego wektora pomiarówyM mamy

f(yM ) = 1

(2πσ2)
M
2

M∏

n=1

e−
(yn−mn)2

2σ2 ,

a zast¦puj¡c σ2 przez estymator s otrzymujemy logarytmiczn¡ funkcj¦
wiarygodno±ci w postaci

ln L(yM ,x, s) = −M
2 ln(2π)− M ln s− 1

2s2

M∑

n=1

(yn −mn)2 .

Po zró»niczkowaniu ln L(yM ,x, s) po nieznanych parametrach x i s oraz po
wyznaczeniu estymatora najwi¦kszej wiarygodno±ci wariancji bª¦dówŝ2

(z równania ∂ ln L(yM ,x,s)
∂s = 0) i po podstawieniu do ln L(yM ,x, s) za-

miast s, logarytmiczna funkcja wiarygodno±ci przyjmuje posta¢
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ln L(yM ,x, s) = −M
2 ln(2π) + M ln M − M ln[

M∑

n=1

(yn −mn)2]− M

2
.

Logarytmiczna funkcja wiarygodno±ci ln L(yM ,x, s) przyjmuje maksimum,
gdy
M∑

n=1

(yn −mn)2 = ϑ2 funkcja strat osi¡ga minimum.

Funkcja ϑ2 jest kwadratem normy wektora bª¦dów (ró»nic) rn w przestrzeni
l2.

Dla normy l1, czyli oszacowanie parametrów metod¡ sumy warto±ci
bezwzgl¦dnych mamy

ϑ1 =
M∑

n=1

|rn| .

9.1 Uwagi wst¦pne
W statystyce matematycznej odmiennie ni» w rachunku prawdopodobie«stwa,
nie zakªada si¦ peªnej znajomo±ci rozkªadu zmiennej losowej, interpretowanej
w praktyce jako cecha statystyczna elementów badanego zjawiska. Punktem
wyj±cia badania statystycznego jest przeprowadzenie do±wiadcze« i ustalenie
(wylosowanie) z caªej populacji badanego zjawiska pewnej sko«czonej liczby
M elementów i zbadanie ich ze wzgl¦du na zmienn¡ losow¡ (cech¦)Y . Uzy-
skane w ten sposób warto±cimi, . . . , mM badanej cechy Y s¡ zaobserwowanymi
warto±ciami M−elementowej próbki. W statystyce matematycznej na podsta-
wie wyniku badania próbnego, staramy si¦ wyci¡gn¡¢ wnioski dotycz¡ce ba-
danej cechy. Celem wnioskowania statystycznego jest oszacowanie nieznanych
parametrów b¡d¹ ich funkcji, które charakteryzuj¡ (rozkªad) badanej cechy
badanego zjawiska (danej populacji) oraz wery�kacja (badanie prawdziwo±ci)
przyj¦tych hipotez statystycznych (co do modeli matematycznych opisuj¡cych
dane zjawisko). Wnioskowanie statystyczne, jako oparte na cz¦±ciowej informa-
cji dostarcza jedynie wniosków wiarygodnych - a nie absolutnie prawdziwych.
Dowolne dwie M -elementowe próbki z tej samej populacji s¡ na ogóª ró»ne.
Ci¡g liczbowy mi, . . . , mM nale»y traktowa¢ jako realizacj¦ ci¡gu Yi, . . . , YM ,
gdzie Yi, i = 1, . . . ,M jest zmienn¡ losow¡, której zbiorem mo»liwych warto-
±ci s¡ warto±ci i-tego spo±ród M pomierzonych elementów. Ci¡g tych zmien-
nych losowych m1, . . . , mM b¦dziemy nazywa¢ M -elementow¡ próbk¡ losow¡.

http://rcin.org.pl



160 Metody wyboru najlepszego modelu

Funkcj¦ f(Y1, . . . , YM ) b¦d¡c¡ funkcj¡ próby losowej m1, . . . , mM nazywamy
statystyk¡ testow¡. Ka»d¡ statystyk¦ Θ̂M (Y1, . . . , YM ), której warto±ci przyj-
mujemy jako oszacowanie nieznanego parametru θ nazywamy estymatorem
parametru θ. Otrzyman¡ na podstawie jednej konkretnej realizacji próby war-
to±¢ estymatora nazywamyoszacowaniem (ocen¡) tego parametru. Dla danego
parametru θ mo»na utworzy¢ wiele estymatorów Θ̂M (Y1, . . . , YM ), ale dla
uzyskania estymatora o mo»liwie �optymalnych� wªasno±ciach jest po»¡dane,
»eby miaª on z góry narzucone pewne wªasno±ci (estymator zgodny i nieobci¡-
»ony). Je±li istnieje warto±¢ oczekiwana E(Θ̂M ), lecz E(Θ̂M )6= θ, to Θ̂M na-
zywamy estymatorem obci¡»onym parametru θ, a ró»nic¦ E(Θ̂M )−θ = BM (θ)
obci¡»eniem estymatora. W przypadku gdy limM→∞ BM (θ) = 0 estymator
Θ̂M nazywamy estymatorem asymptotycznie nieobci¡»onymparametru θ. Esty-
mator Θ̂M nieobci¡»ony parametru θ, który ma najmniejsz¡ wariancj¦ spo±ród
wszystkich nieobci¡»onych estymatorów danego parametruθ wyznaczonych z
prób M -elementowych, nazywamy estymatorem efektywnym.

Klasyczna estymacja parametrów zakªada, »e funkcja g¦sto±ci prawdopo-
dobie«stwa ma znan¡ posta¢. Je±li nie znamy ±ci±le funkcji g¦sto±ci rozkªadu,
lub znamy posta¢ funkcji g¦sto±ci rozkªadu, któr¡ okre±lono w oparciu o ob-
serwacje zawieraj¡ce równie» pomiary wadliwe (odlegªe), to estymatory para-
metrów ustalone dla takich rozkªadów nazywa si¦ w literaturzeestymatorami
odpornymi . Okre±lenie odporno±¢ oznacza maª¡ wra»liwo±¢ na niewielkie od-
chylenia rozkªadu od rozkªadu ±cisªego. Estymacja odporna ma du»e znaczenie
praktyczne przy problemach identy�kacji. Je±li prawdziwy rozkªad badanej ce-
chy oraz typ estymatorów jakie rozwa»amy, mog¡ by¢ ograniczone do pewnych
ogólnych klas, to b¦dzie mo»na wyznaczy¢ estymatory �optymalnie odporne�.
Istnieje ±cisªy zwi¡zek mi¦dzy metodami estymacji odpornej i niezale»nymi od
rozkªadu testami hipotez opisanymi w nast¦pnych podrozdziaªach rozdziaªu
9. W szczególno±ci mimo, »e odporne estymatory parametrów jak i testy hi-
potez mo»na opisa¢ w sposób niezale»ny od rozkªadów, to wariancja takich
estymatorów i moc takich testów zale»¡ od rozkªadów. Estymatory metody
najmniejszych kwadratów s¡ optymalne dla warto±ci ±redniej o ile rozkªad bª¦-
dów pomiarowych jest rozkªadem normalnym o sko«czonej wariancji.
Warunkiem koniecznym dla testów statystycznych jest, aby rozkªad statystyki
testu (poziom istotno±ci obszaru odrzucenia) byª znany lub mo»liwy do wyzna-
czenia bez jawnego odwoªywania si¦ do jakiegokolwiek rozkªadu wyst¦puj¡cego
w konkretnych testowanych hipotezach. Testy te nazywa si¦ testami niezale»-
nymi od rozkªadu, co oznacza, »e rozkªad statystyki testu zale»y tylko od tego,
czy hipoteza jest prawdziwa, oraz zwykle od liczby dost¦pnych danych, ale
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nie zale»y od samych hipotez. Testem takim jest np. testχ2 Pearsona. Przyj-
muje si¦, »e obserwacje Y maj¡ rozkªad o funkcji g¦sto±ci f(Y|θ) zale»nej od
wektora parametrów θ, które nale»¡ do przestrzeni V . Wykorzystuj¡c funkcj¦
najwi¦kszej wiarygodno±ci mo»na zde�niowa¢ iloraz najwi¦kszej wiarygodno±ci
(patrz np. Brandt (1998) [25] lub Eadie i inni (1989) [61])

λ =
max L(Y|θ)θ∈ ν

max L(Y|θ)θ∈(V− ν)
,

a warto±¢ λ jest z przedziaªu 0 ≤ λ ≤ 1.

9.2 Miara odlegªo±ci mi¦dzy modelami
Aby zwery�kowa¢ poprawno±¢ przewidywa« danego modelu, musimy porów-
na¢ wskazania tego modelu z odpowiednimi wskazaniami (charakterystykami)
otrzymanymi z do±wiadczenia. Interesuje nas tak»e porównanie kilku modeli
danego zjawiska. W takich sytuacjach konieczne jest okre±lenie wªa±ciwej miary
rozbie»no±ci mi¦dzy wskazaniami modelu a obserwacjami lub mi¦dzy wskaza-
niami dwóch ró»nych modeli. Miara rozbie»no±ci (odlegªo±ci) jest dobrze okre-
±lona w statystyce matematycznej. S¡ ró»ne propozycje tych miar w zale»no±ci
od podej±cia. W tej pracy wykorzystano podej±cie oparte na teorii informacji
(patrz np. Sobczyk i Spencer (1996) [225], rozdziaª 7). Podstawowe wªasno±ci
takich miar omówiono w podrozdziaªach 7.2 i 7.3 tej ksi¡»ki [225]. Zaªó»my, »e
mamy dwa ci¡gªe rozkªady prawdopodobie«stwa F̌1 i F̌2, o g¦sto±ciach f1(Y )
i f2(Y ), odpowiadaj¡ce odpowiednio modelomM1 i M2. Rozbie»no±¢ mi¦dzy
dwoma modelami M1 i M2 b¦dziemy okre±la¢ zgodnie z de�nicj¡ odlegªo±ci
Kullbacka-Leiblera:

d(M1,M2) =
∫ ∞

−∞
f1(Y ) ln{f1(Y )

f2(Y )
}dY ,

gdzie f1(Y ) i f2(Y ) s¡ funkcjami g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennej Y
a wielko±¢ f1(Y )

f2(Y ) nazywana jest ilorazem wiarygodno±ci (patrz Brandt (1998)
[25]).

Miar¦ t¦ mo»na równie» wykorzysta¢ jako kryterium informacyjne jako-
±ci modeli. Jako±¢ modelu mo»na scharakteryzowa¢ przez pewien funkcjonaª
(patrz np. Sobczyk i Spencer (1996) [225] podrozdziaª 7.4).

9.3 Kryteria wyboru modeli
Jedn¡ z metod oceny modelu matematycznego danego zjawiska �zycznego jest
porównanie jego przewidywa« z eksperymentem. Model, który daje najlepsze
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dopasowanie (np. najmniejsze odchylenie standardowe) jest preferowany. Zwy-
kle model z wieloma swobodnymi parametrami daje lepsze dopasowanie do
danego zbioru danych, ni» model z kilkoma parametrami.

Celem tego podrozdziaªu jest przedstawienie kryteriów wyboru jednego mo-
delu, z grupy modeli opisuj¡cych nasze zjawisko, który mimo prostej struktury,
dobrze dopasowuje badane zjawisko do danych eksperymentalnych spo±ród mo-
deli o ró»nej strukturze (podobnej lub zupeªnie odmiennej) z ró»n¡ liczb¡ pa-
rametrów. Nale»y znale¹¢ model zapewniaj¡cy kompromis pomi¦dzy prostot¡
i najlepszym dopasowaniem. Konieczne jest jednak dokonanie wyboru w gru-
pie modeli zagnie»d»onych i niezagnie»d»onych. Pierwsza grupa modeli jest
omawiana w rozdziale 9.5 a druga grupa modeli w rozdziale 9.6.

Modele matematyczne zjawisk �zycznych s¡ cz¦sto porównywane mi¦dzy
sob¡ przez ocen¦ jak dobrze ka»dy z nich dopasowuje dane wygenerowane z
danymi z eksperymentu. Dokonanie wyboru modelu oznacza okre±lenie mo-
delu najlepiej dopasowuj¡cego si¦ do danej próbki danych do±wiadczalnych
dla danego procesu. Takie porównanie ma sens, gdy zakªada si¦, »e modele te
odtwarzaj¡ dane do±wiadczalne. Do oceny takiego dopasowania zwykle wyko-
rzystuje si¦ miar¦ dobroci dopasowania (ang. goodness of �t). Jest to precy-
zja z jak¡ model dopasowuje przykªadowe dane do±wiadczalne. Przewidywania
modelu porównuje si¦ z danymi obserwowanymi. Ró»nice (brak dopasowania)
pomi¦dzy obserwowanymi i wygenerowanymi rezultatami s¡ mierzone w ró»ny
sposób, na przykªad obliczaj¡c pierwiastek z ±redniego bª¦du kwadratu ró»nic
mi¦dzy nimi. Istot¡ takiego wyboru jest zaªo»enie, »e najlepszy model to taki,
który zapewnia najlepsze dopasowanie dla wszystkich danych i musi by¢ naj-
lepszym przybli»eniem rozpatrywanego procesu spo±ród rozwa»anych modeli.
Taki wybór najlepszego modelu jest rozs¡dny o ile pomiary zostaªy wykonane
w ukªadzie wolnym od bª¦dów. Pomiary jednak nie s¡ bezbª¦dne (o ¹ródªach
bª¦dów pomiarowych mówiono w rozdz. 8.2). Dane z bª¦dami czyni¡ metod¦
dobroci dopasowania metod¡ maªo zadawalaj¡c¡ (ubog¡) dla celów porów-
nywania modeli. Metoda ta mo»e prowadzi¢ do wyboru modelu, który mo»e
nie by¢ modelem najlepiej aproksymuj¡cym badany proces. Poniewa» nie jest
mo»liwe wyeliminowanie bª¦dów w pomiarach do±wiadczalnych, nale»y ulep-
szy¢ sposób wyboru modelu. Jednym z nich jest uogólnienie metody dobroci
dopasowania modelu do danych obserwowanych przez uwzgl¦dnienie zªo»ono-
±ci modelu (ang. generalizability). Takimi uogólnionymi miarami uwzgl¦dniaj¡-
cymi liczb¦ wolnych parametrów w modelu s¡ kryteria informacyjne Akaike'a
(AIC) i Bayesa (BIC).

Procedury porównywania modeli oparte na kryteriach wyboru modelu
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(AIC, FPE, BIC) pozwalaj¡ porównywa¢ wiele modeli jednocze±nie, tak »e
je±li mamy K mo»liwych modeli, wtedy mamy K mo»liwych decyzji: wybra¢
model 1, . . ., wybra¢ model K. Takie procedury wyboru s¡ traktowane jako
procedury dobroci dopasowania. W praktyce s¡ sytuacje, kiedy nie ma wystar-
czaj¡cych przesªanek na wybór któregokolwiek spo±ród wielu modeli.

Testy statystyczne wyboru najlepszego modelu s¡ to takie testy specjalnie
przygotowane by zbada¢ hipotez¦ zerow¡ która mówi, »e wszystkie mo»liwe
modele dopasowuj¡ dane do±wiadczalne równie dobrze. Omawiane w obecnej
rozprawie procedury testów statystycznych do wyboru modelu ograniczaj¡ si¦
do porównywania tylko dwóch modeli równocze±nie, podczas gdy procedury
oparte na kryteriach (AIC, FPE, BIC) nie s¡ w ten sposób ograniczone. Oczy-
wi±cie mo»na opracowa¢ test do porównania równoczesnego wielu modeli wy-
korzystuj¡c szereg testów dla poszczególnych par modeli, lecz wtedy szybko
narastaj¡ bª¦dy dopasowa«. W takich przypadkach mamy doczynienia z du»¡
liczb¡ kombinacji par modeli do sprawdzenia i metodologia procedur opartych
na kryteriach wyboru (AIC, FPE, BIC) jest o wiele prostsza. Testy staty-
styczne Cox'a i Vuonga (omówione w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu) ró»ni¡ si¦
w zasadniczy sposób od testów dobroci dopasowania. Test dobroci dopasowania
jest zwi¡zany z testowaniem idealistycznej hipotezy zerowej, która stwierdza
»e dany model dopasowuje dost¦pne dane obserwowane. W testach Cox'a i
Vuonga mamy sytuacj¦ przeciwn¡, gdy» testy te s¡ zwi¡zane z bardziej prag-
matyczn¡ hipotez¡ zerow¡ mówi¡c¡, »e dane dwa modele umo»liwiaj¡ równie
efektywnie opis tych danych do±wiadczalnych nawet w sytuacjach, gdy »aden
z modeli w rzeczywisto±ci nie jest w peªni odpowiedni.

W literaturze pierwsze powa»ne próby porównywania oraz wyboru najlep-
szego modelu i okre±lenia testu statystycznego do takich celów mo»na zna-
le¹¢ w pracy Wilksa z 1938 roku (Wilks S.S., The large sample distribution
of the likelihood ratio for testing composite hypotheses, Annals of Mathe-
matical Statistics, 9, 60-62, 1938), który zaproponowaª uogólniony test ilo-
razu wiarygodno±ci. Wilks testowaª hipotez¦ zerow¡ stwierdzaj¡c¡, »e dwa
w peªni zagnie»d»one modele s¡ równowa»ne. Bardziej wspóªcze±nie Vuong
(1989) [245] zaproponowaª test do porównywania modeli niezagnied»onych.
Podej±cie Vuonga byªo mody�kacj¡ propozycji White'a (1982) i Linharta (1988)
w pracach cytowanych przez Goldena (1995) [80]. Istot¡ teorii Vuonga jest po-
ª¡czenie metody uogólnionego ilorazu wiarygodno±ci i metody Linharta dla mo-
deli niezagnie»d»onych. Metod¦ Vuonga stosowaª i dokonaª pewnego jej uogól-
nienia w szeregu swoich prac Golden. Test Vuonga zostanie przedstawiony w
rozdziale 9.6
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Po analizie i wyborze najlepszego modelu nale»y dokona¢ jeszczeko«cowej
ocenymodelu i przeprowadzi¢ analiz¦ dost¦pnych wykresów oraz przeprowadzi¢
testy niezale»no±ci reszt. Ocena jako±ciowa modelu wymaga:

• Porównania zachowania si¦ modelu i modelowanego procesu oraz zgod-
no±ci modelu z wiedz¡ o procesie.

• Wyja±nienia niezgodno±ci wynikaj¡cych z:
- niepoprawnej struktury modelu,
- zatrzymania si¦ algorytmu estymacji w lokalnym optimum,
- bª¦dów numerycznych,
- bª¦dów pomiarowych,
- przeoczenia zjawisk, które wpªyn¦ªy na proces w trakcie
pomiarów.

• Przeprowadzenie analiza wykresów prezentuj¡cych gra�cznie jako±¢ do-
pasowania i sprawdzenie niezale»no±ci reszt:
- reszty powinny by¢ nieskorelowane ze sob¡ a tak»e z sygnaªem
wej±ciowym,

- przyjmuje si¦, »e reszty s¡ uporz¡dkowane wzgl¦dem pewnej zmiennej
(pomocne jest przeprowadzenie testu korelacji wªasnej reszt, test
Durbina-Watsona, patrz np. Brandt (1998) [25]).

9.4 De�nicje modeli zagnie»d»onych i niezagnie»d»onych
W tym rozdziale zde�niujemy poj¦cia modeli zagnie»d»onych i niezagnie»d»o-
nych, najpierw w potocznym rozumieniu tych sªów, a nast¦pnie w sposób mate-
matyczny. Dwa modele okre±lamy jako zagnie»d»one lub niezagnie»d»one, gdy
jeden model jest przypadkiem szczególnym modelu drugiego. Tak wi¦c dwa
modele s¡ zagnie»d»one je±li jeden model mo»e by¢ zredukowany do drugiego
przez naªo»enie pewnych ogranicze« na wektor parametrów.

W przypadku modeli zagnie»d»onych zwykle porównujemy dwa modele
M1 iM2, które charakteryzuj¡ si¦ t¡ sama postaci¡ funkcyjn¡ i t¡ sam¡ struk-
tur¡ bª¦dów. Modele te ró»ni¡ si¦ zwykle liczb¡ parametrów oraz dokªadno±ci¡
dopasowania do danych do±wiadczalnych. Je±li, dla przykªadu, okre±limy nasze
modele jako:

M1: Y= β1 + β2ε1 + r0 ,

M2: Y= β1 + β2ε1 + β3ε
2
1 + r1 ,
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gdzie β1, . . . , βn, n = 1, . . . , 3 s¡ parametrami, ε1 jest zmienn¡ w naszym mo-
delu a r0 i r1 s¡ bª¦dami pomiarów modelu M1 i M2, to modele te s¡ za-
gnie»d»one poniewa» przez naªo»enie ograniczenia, »e β3=0 model M2 staje
si¦ modelemM1. Innymi sªowami,M2 zawieraM1. Rozró»nienie mi¦dzy tymi
modelami wymaga zbadania ogranicze« ze wzgl¦du naβ3.

Dwa modele s¡ niezagnie»d»one, w peªni albo tylko cz¦±ciowo, je±li jeden
model nie mo»e by¢ zredukowany do drugiego modelu przez naªo»enie pewnych
ogranicze« na wektor parametrów. I tak, gdy modele s¡ okre±lone jako:

M1: Y= β1 + β2ε1 + β3ε
2
1 + r0 ,

M2: Y= β3ε
2
1 + β4ε

3
1 + β5ε

4
1 + r1 ,

to modele te s¡ niezagnie»d»one poniewa» nawet je±li naªo»ymy ograniczenie,
»e β4=0 i β5 = 0, to model M2 nie staje si¦ modelemM1. Powy»sze modele
s¡ cz¦±ciowo zagnie»d»one, poniewa» maj¡ czªon zβ3 wspólny. Je±liM1 i M2

nie zawieraj¡ tego czªonu, to modele:

M1: Y= β1 + β2ε1 + r0 ,

M2: Y= β4ε
3
1 + β5ε

4
1 + r1

s¡ ±ci±le (dokªadnie) niezagnie»d»one.
Poj¦cie modeli zagnie»d»onych i niezagnie»d»onych w terminach statystycz-

nych wymaga u»ycia kryterium informacyjnego Kullbacka-Leiblera (patrz pod-
rozdziaª 9.2). U»ycie kryterium Kullbacka-Leiblera ma t¦ zalet¦, »e posiada
analityczn¡ prostot¦ i wa»ne wªasno±ci. Kryterium to jest niezmiennicze na
zmian¦ wektora parametrów i jest nieujemne, ma wªasno±¢ addytywno±ci dla
niezale»nych zjawisk losowych i jest równe zero, gdy f1(Y ) i f2(Y ) (funkcje
g¦sto±ci prawdopodobie«stwa modeluM1 i M2) s¡ identyczne. Stosuj¡c kry-
terium Kullbacka-Leiblera mo»na zde�niowa¢ kiedy dwa modele s¡ zagnie»-
d»one, cz¦±ciowo niezagnie»d»one lub ±ci±le niezagnie»d»one. Przyjmuj¡c, »eθ0

1

jest warto±ci¡ rzeczywist¡ parametruθ1 dla modeluM1 oraz, »e θ0
2 jest rzeczy-

wist¡ warto±ci¡ parametru θ2 dla modelu M2, kryterium Kullbacka-Leiblera
dla rozró»nienia rozkªadów f1(Y ) i f2(Y ) jest postaci

If1f2(θ1, θ2) = E0[ln f1(Y, θ1)− ln f2(Y, θ2)] ,

które ma minimum dlaθ∗2(θ0
1), gdzie θ∗2 jest pseudo-rzeczywist¡ warto±ci¡, która

oznacza, »e jest to warto±¢ któr¡ przyjmie θ2 gdy f1 jest rzeczywistym mode-
lem dla naszych danych. Blisko±¢ modeluM1 w stosunku do M2 jest wtedy
wyra»ona

http://rcin.org.pl



166 Metody wyboru najlepszego modelu

Cf1f2(θ
0
1) = If1f2{θ0

1, θ
∗
2(θ

0
1)} .

Wykorzystuj¡c poj¦cie blisko±ci informacyjnej, mo»na zde�niowa¢ nast¦puj¡ce
poj¦cia.

• ModelM1 jest zagnie»d»ony wewn¡trz modeluM2 wtedy i tylko wtedy,
gdy Cf1f2(θ

0
1) = 0 dla wszystkich dopuszczalnych warto±ci parametruθ0

1.
Podobnie, model M2 jest zagnie»d»ony wewn¡trz modeluM1 wtedy i
tylko wtedy, gdy Cf2f1(θ

0
2) = 0 dla wszystkich dopuszczalnych warto±ci

parametru θ0
2.

• Model M1 i M2 s¡ ±ci±le niezagnie»d»one je±li Cf1f2(θ
0
1) i Cf2f1(θ

0
2) s¡

obydwa ró»ne od zera dla wszystkich dopuszczalnych warto±ciθ0
1 i θ0

2.

• ModelM1 i M2 s¡ cz¦±ciowo niezagnie»d»one je±li Cf1f2(θ
0
1) i Cf2f1(θ

0
2)

s¡ obydwa ró»ne od zera dla pewnych lecz nie dla wszystkich dopuszczal-
nych warto±ci θ0

1 i θ0
2.

Zwi¡zki pomi¦dzy modelami opisanymi powy»ej równaniami i ich katego-
riami okre±lonymi w oparciu o poj¦cie blisko±ci informacyjnej Cf1f2(θ

0
1) wyni-

kaj¡ bezpo±rednio z warunku czy Cf1f2(θ
0
1) = 0, lub czy Cf1f2(θ

0
1) 6= 0 oraz

czy Cf2f1(θ
0
2) 6= 0.

9.5 Kryteria wyboru dla modeli zagnie»d»onych
Teoria testowania hipotez statystycznych to problem okre±lenia czy dana hipo-
teza statystyczna (dotycz¡ca modelu) jest zgodna lub nie z rozkªadem praw-
dopodobie«stwa charakteryzuj¡cym zbiór danych obserwowanychY. Badan¡
hipotez¦ nazywamy hipotez¡ zerow¡ i jest ona oznaczana przezH0. W uzu-
peªnieniu do hipotezy H0, zwykle jeste±my zainteresowani zbadaniem jednej
lub kilku hipotez, odmiennych do hipotezy H0, które nazywa si¦ hipotezami
alternatywnymi i oznaczanych H1,H2 itd. Zwykle hipoteza zerowa i hipotezy
alternatywne nie maj¡ tych samych zaªo»e«.H0 jest hipotez¡ dobrze okre±lon¡,
podczas, gdy hipotezy alternatywne np. H1, H2 maj¡ na celu tylko wskaza-
nie w jaki sposób odchodzimy od H0. Kluczowym problemem w klasycznym
testowaniu hipotez jest fakt, »e testowanie nie dostarcza kryterium wyboru
poziomu testu. Takiego problemu nie ma je±li testowanie hipotez formuªujemy
jako problem, który nie ma na celu okre±lenie parametrów lub zbioru ograni-
cze« parametrów rozkªadu, lecz który ma odpowiedzie¢ na pytanie jak wybra¢
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w±ród dost¦pnych modeli jeden, który jest najlepszy przy okre±lonych celach
naszej analizy. Rozwa»aj¡c ró»ne powi¡zane modele, które dotycz¡ tych samych
danych i maj¡ ustalon¡ struktur¦ (niestochastyczn¡) mo»emy zastosowa¢ do
ich porównywania kryteria informacyjne. Nasze modeleM1 i M2 ró»ni¡ce si¦
wektorem parametrów nale»¡ do pewnej rodziny parametrycznej. Dla danego
rozkªadu parametrycznego Υθ = {f(Y; θ), θ ∈ θ}, rozkªadu zªo»onego dla da-
nych obserwowanychY, miar¡ dokªadno±ci przewidywa« uzyskanych z modelu
M1 dla Y jest index ró»nicy (odmienno±ci)

K(θ, f0) = E0[ln f0(Y)]− E0[ln f(Y; θ)],

gdzie pierwsza warto±¢ oczekiwana jest wzgl¦dem rzeczywistych g¦sto±ci praw-
dopodobie«stwa f0 dla danych Y. Akaike (1974) [2] zaproponowaª jako miar¦
ró»nicy wielko±¢ 2K(θ, f0), gdy» f0 jest aproksymacj¡ elementu rodziny roz-
kªadów parametrycznychΥθ. W szczególno±ci, je±li f0(Y) jest aproksymowane
przez f(Y; θ̂), gdzie θ̂ = θ̂(Y) jest estymatorem najwi¦kszej wiarygodno±ci
parametru θ, wtedy ró»nica takiego porównania jest

r(θ̂, f0) = 2 · K(θ̂, f0) = 2E0[ln f0(Y)]− 2E0[ln f(Y; θ̂)],

gdzie warto±¢ oczekiwana jest wzgl¦dem rozkªadu dla zbioru Y. Najlepszy
model to ten, dla którego r(θ̂, f0) jest najmniejszy. Poniewa» pierwszy czªon
E0[ln f0(Y)] nie zale»y od parametru, jest wi¦c taki sam dla wszystkich po-
równywanych modeli, wówczas procedura ta sprowadza si¦ do porównywania

r̃(θ̂, f0) = −2E0[ln f(Y; θ̂(Y))],

dla ró»nych modeli. Jako przybli»enie estymatora nieobci¡»onego dlar̃, Akaike
zaproponowaª kryterium informacyjne

AIC(θ̂) = −2L̂ + 2n ,

gdzie L̂ = L(θ̂) oznacza maksymaln¡ warto±¢ logarytmicznej funkcji wiarygod-
no±ci z próby, a n oznacza liczb¦ parametrów modelu. Procedura najlepszego
dopasowania przy wykorzystaniu AIC wybiera model, dla którego AIC jest
najmniejsze.

Rozwa»my dwa modele z liczbami parametrówn1 i n2, : model M1 z n1 i
model M2 z n2, n2 > n1.
Niech

V ∗
M (x̂) =

M∑

i=1

(
Yi − Ỹi

)2
, (9.1)
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b¦dzie warto±ci¡ wska¹nika estymacji w optimum dla modeluM1 i analogicz-
nie V ∗

2 dla modeluM2, obliczonych dla tych samych obserwacji o dªugo±ciM .
Warto±¢ V ∗

M maleje gdy liczba stopni swobody ro±nie (zbiór punktów mini-
malizuj¡cych). Porównanie modeli to badanie czy nast¦puje zmniejszanie si¦
warto±ci V ∗

M gdy liczba elementów wektora parametrów x̂ ro±nie.
Wska¹nik V ∗

M (x̂) ulega zmniejszeniu, gdy nast¦puje rozbudowa modelu o
nowe czªony i zmiany te s¡ istotnie du»e (wybór modelu przez minimalizacj¦
wska¹nika V ∗(x̂)).
W wielu pracach zmody�kowano ten wska¹nikV ∗

M (x̂) przez wzbogacenie go o
czªon wzrastaj¡cy, gdy zwi¦ksza si¦ liczba estymowanych parametrów modelu.
Wska¹nik V ∗

M (x̂) wykorzystuj¡ znane kryteria informacyjne: Akaike'a (AIC)
lub kryterium informacyjne BIC Akaike'a oraz kryterium ko«cowego bª¦du
przewidywania (FPE). Poni»ej przedstawiono wzory do wyliczania warto±ci
tych kryteriów.

• Kryterium ko«cowego bª¦du przewidywania (ang.�nal prediction error)
(FPE) (Söderström i Stoica (1989) [226], str. 444)

FPE = V ∗
M (x̂) · 1 + n/M

1− n/M
, (9.2)

gdzie: M jest liczb¡ obserwacji, x̂ jest wektorem parametrów modelu, n
oznacza ich liczb¦ i V ∗

M (x̂) jest kwadratowa funkcj¡ strat.

• Kryterium informacyjne AIC Akaike'a (Peracchi (2001) [168], Söder-
ström i Stoica (1989) [226], str. 442)

AIC = M · lnV ∗
M (x̂) + 2 · n . (9.3)

Dla poprawy wªa±ciwo±ci asymptotycznych zaproponowano:

• Kryterium informacyjne BIC Akaike'a (kryterium SC Schwartza)

BIC = M · lnV ∗
M (x̂) + n · lnM . (9.4)

9.6 Test Vuonga dla rozró»niania pomi¦dzy rywalizuj¡cymi
modelami niezagnie»d»onymi

W klasycznym testowaniu hipotez, hipoteza zerowaH0 jest zawarta wewn¡trz
hipotezy alternatywnejH1, to znaczy hipotezaH0 mo»e by¢ uzyskana przez na-
ªo»enie zbioru ogranicze« na parametry hipotezyH1. Dwie hipotezyH1 i H2 s¡
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niezagnie»d»one, o ile, aniH1 nie zawiera si¦ wH2, ani H2 nie jest zagnie»d»one
wewn¡trz H1. Hipotezy niezagnie»d»one mog¡ wynika¢ z faktu uwzgl¦dnienia
nowych nie zale»nych cech w modelu, lub kiedy sama posta¢ funkcjonalna mo-
delu mo»e by¢ odmienna, np. wedªug pewnej teorii jeden model mo»na przyj¡¢
jako liniowy wzgl¦dem Y , inny ma natomiast zale»no±¢ wykªadnicz¡. Testy
hipotez modeli niezagnie»d»onych ró»ni¡ si¦ od tych rozpatrywanych w roz-
dziale 9.5 z dwóch powodów. Po pierwsze mamy peªn¡ symetri¦ w traktowaniu
dwóch badanych hipotez. Po drugie, w przeciwie«stwie do testów z rozdziaªu
9.5, które daj¡ dwie mo»liwe odpowiedzi, a mianowicie �odrzucenieH0� i �nie
odrzucenie H0�, w przypadku testów dla hipotez niezagnie»d»onych mo»liwe
s¡ cztery nast¦puj¡ce odpowiedzi:

• odrzuci¢ H1 lecz nie H2,

• odrzuci¢ H2 lecz nie H1,

• odrzuci¢ zarówno H1 oraz H2,

• nie odrzuca¢ ani H1 ani H2.

S¡ dwa alternatywne podej±cia do sposobu testowania hipotez niezagnie»-
d»onych. Mo»emy testowa¢ hipotez¦H1 wzgl¦dem H2 lub odwrotnie. Podej±cie
pierwsze jest wystarczaj¡ce, gdy» testowanieH2 wzgl¦dem H1 jest symetrycz-
nie zde�niowane.

Istniej¡ nast¦puj¡ce testy statystyczne do rozró»niania modeli niezagnie»-
d»onychM∗

1 i M∗
2:

(patrz Granger i inni (1995) [83], Clarke (2000) [45], McAleer (1995) [133],
Vuong (1989 [245])

• test Cox'a,

• test Vuonga ,

• czynników Bayesa,

• test F ,

• test J ,

• test JA.
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170 Metody wyboru najlepszego modelu

W obecnej rozprawie rozwa»ono u»ycie testów Cox'a i Vuonga. Bogata
literatura w zakresie testów statystycznych do porównywania i wyboru lepszego
z dwóch modeli niezagnie»dzonych wynika z prac Davida Cox'a z roku 1962 i
1963 (patrz np. Granger i inni (1995) [83]).

Istot¡ testu Cox'a jest fakt, »e prawdziwy model powinien by¢ w stanie
przewidywa¢ zachowanie innych szczególnych alternatywnych modeli (zawie-
ra¢ je w sobie). Celem testu Cox'a jest porównanie przewidywa« modelu alter-
natywnego H1 ze spodziewanym przewidywaniem modelu alternatywnegoH2

jako hipoteza zerowa. Z matematycznego punktu widzenia innowacja Cox'a
polega na uogólnieniu znanej statystyki testu ilorazu wiarygodno±ci (de�ni-
cja testu patrz np. Eadie i inni (1989) [61]). Zmody�kowana statystyka Cox'a
jest ró»nic¡ mi¦dzy ilorazem logarytmicznej funkcji wiarygodno±ci a warto-
±ci¡ oczekiwan¡ ilorazu logarytmicznej funkcji wiarygodno±ci jako hipoteza ze-
rowa. Obydwa modele musz¡ speªnia¢ hipotez¦ zerow¡. To znaczy, je±liLM

f1
(θ̂1)

jest warto±ci¡ maksymaln¡ funkcji wiarygodno±ci z próby o liczebno±ciM dla
przyj¦tego modelu M∗

1, a LM
f2

(θ̂2) jest warto±ci¡ maksymaln¡ funkcji wia-
rygodno±ci próby o liczebno±ci M dla przyj¦tego modelu M∗

2, wtedy iloraz
logarytmicznych funkcji wiarygodno±ci jest

l̂f1f2 = lnLM
f1

(θ̂1)− ln LM
f2

(θ̂2) .

Licznik statystyki testowej Cox'a jest ró»nic¡ mi¦dzyl̂f1f2 , a warto±ci¡ ocze-
kiwan¡ ilorazu logarytmicznych funkci wiarygodno±ci jako hipoteza zerowa

Tf = l̂f1f2 − E(l̂f1f2) .

Statystyka Cox'a jest tak okre±lon¡ ró»nic¡, jak w równaniu powy»ej, do-
datkowo normalizowan¡. Statystyka ta jest oceniana jako statystyka ze±rodko-
wanego ilorazu wiarygodno±ci dla którego

Tf√
V (Tf )

∼ N (0, 1) ,

ma standardowy rozkªad normalny, a V jest variancj¡. Najwi¦ksza trudno±¢
jaka powstaje przy zastosowaniu statystyki Cox'a do modeli nieliniowych jest
zwi¡zana z obliczeniem warto±ci oczekiwanej ilorazu logarytmicznej funkcji
wiarygodno±ci. T¦ warto±¢ oczekiwan¡ mo»emy okre±li¢ w sposób przybli-
»ony stosuj¡c kryterium informacyjne Kullbacka-Leiblera, miar¡ blisko±ci. Gdy
kryterium Kullbacka-Leiblera nie mo»e by¢ okre±lone analitycznie, konieczne
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jest podej±cie symulacyjne w celu okre±lenia oszacowania pseudo-maksymalnej
funkcji wiarygodno±ci. Wykonanie symulacji nie jest trudne, jednak jest cza-
sochªonne. Rezultaty testu Cox'a cz¦sto nie s¡ jednak jednoznaczne. Istnieje
mo»liwo±¢ odrzucenia obydwu modeli bez wskazania co zrobi¢ dalej (krytyka
testu Cox'a jest przedstawiona w pracy Granger i inii (1995) [83]). Testem
który sprawdza si¦ i w takich sytuacjach okazaª si¦ test Vuonga.
Test Vuonga wymaga jedynie policzenia ró»nicy logarytmicznych funkcji wia-
rygodno±ci dla naszych modeli i pewnej normalizacji (patrz Clarke (2001) [45]).
Nie wymaga on jednak ani symulacji ani »adnych wst¦pnych informacji. Test
Vuonga zawsze daje rozstrzygni¦cie, który model jest lepszy. Pozwala wybra¢
najlepszy model nawet w±ród sªabych modeli.

Zerowa hipoteza H0 w te±cie Vuonga oznacza, »e modeleM∗
1 iM∗

2 s¡ rów-
nowa»ne. Mo»na to przedstawi¢, podobnie jak w pracy Clarke'a (2001) [45], w
nast¦puj¡cy sposób

H0 : E0

[
lnf1(Yi|Xi; x̂1

M )
f2(Yi|Xi; x̂2

M )

]
= 0.

Alternatywnymi hipotezami s¡:

H1 : E0

[
lnf1(Yi|Xi; x̂1

M )
f2(Yi|Xi; x̂2

M )

]
> 0 ,

H2 : E0

[
lnf1(Yi|Xi; x̂1

M )
f2(Yi|Xi; x̂2

M )

]
< 0.

Hipoteza H1 oznacza, »e modelM∗
1 jest lepszy od modeluM∗

2.
Hipoteza H2 oznacza, »e modelM∗

1 jest gorszy od modeluM∗
2.

Warto±¢ oczekiwana dla powy»szych hipotez nie jest znana. Jednak tak, jak w
pracy Vuonga (1989) [245] i innych pracach np. Clarke (2001) [45], dla caªko-
wicie ogólnych warunków, warto±¢ oczekiwana mo»e by¢ odpowiednio oszaco-
wana poprzez wykorzystanie statystyki ilorazu wiarygodno±ci, gdy policzymy
LRM (x̂1

M , x̂2
M )(patrz obja±nienia poni»ej wzoru (9.7)) i pomno»ymy to wyra-

»enie przez 1
M , co mo»na zapisa¢ w postaci

1
M

LRM (x̂1
M , x̂2

M ) −→ E0

[
lnf1(Yi|Xi; x̂1

M )
f2(Yi|Xi; x̂2

M )

]
.
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Test Vuonga mo»na zapisa¢ teraz w postaci:

H0 :
LRM (x̂1

M , x̂2
M )

(
√

M) · ω̂M

d−→ N (0, 1) , (9.5)

H1 :
LRM (x̂1

M , x̂2
M )

(
√

M) · ω̂M

d−→ +∞ , (9.6)

H2 :
LRM (x̂1

M , x̂2
M )

(
√

M) · ω̂M

d−→ −∞ , (9.7)

gdzie

LRM (x̂1
M , x̂2

M ) ≡ LM
f1

(x̂1
M )− LM

f2
(x̂2

M ) , (9.8)

ω̂2
M ≡ 1

M

M∑

i=1

[
lnf1(Yi|Xi; x̂1

M )
f2(Yi|Xi; x̂2

M )

]2

−
[

1
M

M∑

i=1

lnf1(Yi|Xi; x̂1
M )

f2(Yi|Xi; x̂2
M )

]2

. (9.9)

LM
f1

(x̂1
M )(LM

f2
(x̂2

M )) s¡ maksymalnymi warto±ciami logarytmicznych funkcji
wiarygodno±ci, gdy postulowana jest hipoteza H1(H2), f1(Yi|Xi; x̂1

M )
(f2(Yi|Xi; x̂2

M )), gdzie i = 1, . . . , M oznaczaj¡ funkcje g¦sto±ci prawdopodo-
bie«stwa warunkowego Yi gdy Xi dla pierwszego (drugiego) modelu z parame-
trami równymi x̂1

M (x̂2
M ) � warto±ci estymowane parametrów x1 (x2).

Rozwa»ane modele maj¡ ró»ne liczby parametrów dlatego zgodnie z prac¡
Clarke (2001) [45] przyj¦to skorygowan¡ statystyk¦ ilorazu logarytmicznej funk-
cji wiarygodno±ci.

L̂RM (x̂1
M , x̂2

M ) = LRM (x̂1
M , x̂2

M )−
[(

n1
2

)
ln(M)−

(
n2
2

)
ln(M)

]
, (9.10)

gdzie n1 i n2 to liczby parametrów w modeluM∗
1 i M∗

2. Ostatecznie, wzór na
wyliczanie warto±ci w te±cie Vuonga ma posta¢

$ =
L̂RM (x̂1

M , x̂2
M )

(
√

M) · ω̂M

. (9.11)
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9.7 Zasady selekcji modeli stosowane dla ka»dej funkcji strat
F1, F2, F3 i F4

Wykorzystajmy omawiane testy statystyczne do selekcji i znalezienia najlep-
szego modelu dla problemów identy�kacji przedstawionych w rozdziale 8. Pro-
ces selekcji przeprowadzono tak samo jak w pracy Nowak i Stachurski (2006)
[160] post¦puj¡c w nast¦puj¡cy sposób:

• dla wybranej funkcji h, na bazie kryteriów Akaike'a i FPE znajdowano
najlepsze modele z grupy modeli zagnie»d»onych (g ≡ 1, g estymowane i
g liniowe, dla przykªadu A4, A5 i A6),

• na bazie kryterium Vuonga znajdowano najlepszego reprezentanta z da-
nej grupy modeli niezagnie»d»onych (ró»ne funkcjeh i ró»ne funkcje g,
dla przykªadu A1, A2, A3 i A6),

• wybrane modele w powy»szych krokach, niezale»nie (w danej klasie mo-
deli z caªkowit¡ miar¡ mikrouszkodze« lub miar¡ rozdzielon¡) s¡ nast¦p-
nie porównywane parami przy pomocy testu Vuonga.

W przypadkach odpowiadaj¡cych modelom z rozdzielonymi miarami nu-
kleacji i wzrostu pustek (oznaczonych pierwsz¡ liter¡ �D�) wszystkie wielko±ci
statystyczne, ª¡cznie z kryterium Akaike'a i FPE s¡ obliczane dla przypad-
ków rozdzielonych. W celu porównania tych modeli z modelami z caªkowit¡
miar¡ porowato±ci traktujemy je jako model caªkowity (to znaczy po zsumo-
waniu danych wyj±ciowych). Kryteria te sa zastosowane do rozró»niania modeli
zagnie»d»onych konkuruj¡cych ze sob¡. Nale»y podkre±li¢, »e tylko kilka mo-
deli tworzy tak¡ grup¦ modeli zagnie»d»onych. Dlatego tylko cz¦±¢ wchodzi do
analizy.

9.8 Analiza uzyskanych oszacowa« parametrów materiaªowych
W tym rozdziale przedstawiono rezultaty oszacowanych parametrów materia-
ªowych i wska¹ników statystycznych dopasowania poszczególnych modeli do
danych eksperymentalnych. Prezentacj¦ wyników ograniczono tylko do jednego
minimum odpowiadaj¡cego aktualnej warto±ci funkcji strat. Inne znalezione lo-
kalne minima pomini¦to. Szersza analiza wyników jest przedstawiona w pracy
Nowak i Stachurski (2006) [160]. Celem analizy ró»nych postaci funkcji ma-
teriaªowych byªo uzyskanie �optymalnego� modelu, który pasuje do danych
eksperymentalnych, zapewniaj¡c najmniejsze warto±ci funkcji strat, równania
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(8.28) lub (8.30). We wszystkich przypadkach nakªadamy ograniczenia na pa-
rametry, aby zapewni¢ ich wªa±ciw¡ mechaniczn¡ interpretacj¦ i aby pomin¡¢
nadmiar w obliczeniach (w szczególno±ci dla funkcjig). W obliczeniach przyj¦to
nast¦puj¡c¡ strategi¦:

• w ka»dym przypadku dla danej funkcji strat rozpoczynano obliczenia,
zakªadaj¡c na pocz¡tku szeroki zakres prawdopodobnych parametrów.
Na przykªad, dla przypadków A1, A2 i A3 i funkcji strat F1 parametry
podano poni»ej,

• w nast¦pnym kroku przyjmowano maªe przedziaªy parametrów zawiera-
j¡ce poprzednio znalezione wielko±ci,

A1: 0.01 ≤ a1 ≤ 0.05, 0.1 ≤ b1 ≤ 0.6, 0.9 ≤ c1 ≤ 1.3
1.0 ≤ a2 ≤ 1.5, 0.01 ≤ b2 ≤ 0.3, 0.01 ≤ c2 ≤ 0.6

A2: 0.01 ≤ a1 ≤ 0.1, 0.1 ≤ b1 ≤ 0.5, 1.0 ≤ c1 ≤ 1.3
0.1 ≤ a2 ≤ 0.6, 0.5 ≤ b2 ≤ 1.2, 0.8 ≤ c2 ≤ 1.8

A3: 0.01 ≤ a1 ≤ 0.1, 0.1 ≤ b1 ≤ 1.0, 1.0 ≤ c1 ≤ 1.3
1.5 ≤ a2 ≤ 3.0, 2.5 ≤ b2 ≤ 5.0

We wszystkich przypadkach identy�kacji znajdowano wiele optimum lokalnych.
W±ród nich byªy i takie które zawieraªy parametry b¦d¡ce ich granicznymi
wielko±ciami. Dlatego do oblicze« u»yto minimalizacji z ograniczonym zakre-
sem zmienno±ci parametrów. Pozwala to na dogª¦bne zbadanie zakresu pa-
rametrów, którym jeste±my szczególnie zainteresowani. Drugim i szczególnie
istotnym powodem takiej strategii oblicze« byªo ograniczenie du»ego nakªadu
oblicze« i du»ej pami¦ci w celu zachowania wielu minimów lokalnych i zachowa-
nia punktów prowadz¡cych do tych minimów co nie jest mo»liwe dla nadmiernie
szerokiego zakresu parametrów. Kolejny powód, nie mniej istotny to kªopoty z
numerycznym caªkowaniem równa« ró»niczkowych. Ich prawa strona zawiera
osobliwo±¢ i jest bardzo wra»liwa nawet na wzgl¦dnie maªe zmiany pewnych
parametrów. Czasami nie byªo mo»liwe speªnienie wymaganej dokªadno±ci na-
wet przy obliczeniach w arytmetyce o podwójnej precyzji na komputerze typu
stacja robocza. W obliczeniach ka»dy przypadek odpowiada ró»nej kombinacji
funkcji materiaªowych h i g. Ka»dy przypadek byª obliczany z czterema ró»-
nymi funkcjami strat ϑi (patrz rozdziaª (8.2.1). W obliczeniach funkcji strat
F2 (Hubera) i F3 (Beaton i Tuckey) u»yto warto±ci progowejA = 10−8.

Okre±lone wska¹niki informacyjne zostaªy przedstawione w nast¦pnych roz-
dziaªach. Wska¹niki te pozwalaj¡ na wybór najlepszego modelu ze znalezionych
za pomoc¡ ka»dej z poszczególnych funkcji strat ϑi. Wybór modelu przepro-
wadzono wedªug reguª opisanych w rozdziale (9.7). Wyniki zaprezentowano w

http://rcin.org.pl



Metody wyboru najlepszego modelu 175

nast¦pnych rozdziaªach. Ze wzgl¦du na brak miejsca pomini¦to pewne tabele
dla modeli z rozdzielon¡ miar¡ mikrouszkodze«. Ogólnie rzecz bior¡c rezultaty
dla modeli z rozdzielon¡ miar¡ s¡ gorsze ni» te odpowiadaj¡ce przypadkom
modeli z caªkowit¡ miar¡ w tym sensie »e bª¡d dopasowaniaf jest gorszy.

9.8.1 Rezultaty testów AIC i FPE dla modeli z caªkowit¡ miar¡
mikrouszkodze«

Rezultaty testów s¡ przedstawione w nast¦puj¡cych tabelach. Tabela 2a pre-
zentuje wyniki identy�kacji dla modelu z caªkowit¡ miar¡ porowato±ci z funk-
cjami materiaªowymi wzrostu pustek.
Tabela 2a. Zidenti�kowane parametry i bª¦dy dopasowania dla przypadków
A1�A3, A6, C1�C3, C6. h - funkcja materiaªowa nukleacji z parametramia1,
b1 i c1; g - funkcja materiaªowa wzrostu z parametramia2, b2 i c2.

Miara Model a1 b1 c1 a2 b2 c2 f
F1 0.0172 0.2974 1.0958 1.1350 0.1382 0.4934 1.6571e-7
F2 A1 0.0187 0.3007 1.1140 1.1180 0.1225 0.4090 2.3707e-7
F3 0.0154 0.2850 1.0695 1.1576 0.1526 0.4818 1.6567e-7
F4 0.0143 0.2758 1.0471 1.0413 0.2750 0.4417 1.6660e-3
F1 0.0211 0.3049 1.1176 0.5775 1.0912 1.6879 1.6524e-7
F2 A2 0.0244 0.3478 1.1626 0.5883 1.1231 1.3453 3.6439e-7
F3 0.0304 0.3422 1.2110 0.5214 1.0554 1.2481 1.7068e-7
F4 0.0180 0.2846 1.0753 0.6526 0.8496 1.4448 1.6643e-3
F1 0.0244 0.3170 1.1514 2.4568 3.3547 1.6599e-7
F2 A3 0.0260 0.3294 1.1585 1.5513 2.5871 2.5069e-7
F3 0.0238 0.3112 1.1415 2.2490 3.1683 1.6715e-7
F4 0.0220 0.2995 1.1140 1.7755 2.7043 1.6637e-3
F1 0.0226 0.3178 1.1438 0.7770 0.3454 1.6647e-7
F2 A6 0.0284 0.3951 1.2581 0.9505 0.2235 7.3475e-7
F3 0.0214 0.3116 1.1295 0.8143 0.3332 1.6738e-7
F4 0.0159 0.2741 1.0558 0.9093 0.3628 1.6740e-3
F1 0.0207 2.9505 -2.5947 0.9867 0.0371 0.1728 1.7786e-7
F2 C1 0.0153 2.8486 -2.3422 0.9969 0.1980 0.2487 5.0016e-7
F3 0.0180 3.1582 -2.6648 1.0511 0.0376 0.2425 1.6992e-7
F4 0.0215 3.0560 -2.6839 0.9334 0.0386 0.1997 1.7693e-3
F1 0.0261 2.8124 -2.5663 0.4395 0.7644 1.5244 1.8223e-7
F2 C2 0.0290 2.5598 -2.4443 0.4249 0.7486 1.6472 2.3876e-7
F3 0.0247 2.8514 -2.5650 0.4520 0.7332 1.6671 1.8154e-7
F4 0.0331 2.7081 -2.6111 0.3348 0.8829 1.6361 1.8791e-3
F1 0.0375 2.5392 -2.5653 1.8899 4.1247 2.1265e-7
F2 C3 0.0284 2.3832 -2.2774 1.3934 2.7816 5.0255e-7
F3 0.0379 2.5518 -2.5799 1.8705 4.1585 2.1427e-7
F4 0.0199 3.5184 -2.9051 1.7428 2.9687 1.7325e-3
F1 0.0262 2.8163 -2.5648 0.4191 0.3686 1.8121e-7
F2 C6 0.0288 2.5698 -2.4557 0.5190 0.2792 2.2995e-7
F3 0.0262 2.7437 -2.5387 0.6325 0.2074 1.8790e-7
F4 0.0251 2.8978 -2.6144 0.5976 0.2328 1.8116e-3
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Dla ka»dego przypadku (odpowiadaj¡cemu wybranym funkcjom materiaªowym
h i g) okre±lone s¡ cztery linie odpowiadaj¡ce czterem ró»nym postaciom funk-
cji jako±ci. Ka»da linia zawiera okre±lone parametry materiaªowe funkcji ma-
teriaªowych i odpowiadaj¡ce warto±ci funkcji jako±ci.
Tabela 2b. Zidenti�kowane parametry i bª¦dy dopasowania dla przypadków A4,
A5, C4, C5. h - funkcja materiaªowa nukleacji z parametramia1, b1 i c1; g -
staªa funkcja materiaªowa wzrostu z parametrema2 = 1 oraz a2 estymowanym

Miara Model a1 b1 c1 a2 f
F1 0.0361 0.3729 1.2950 1.0 1.8809e-7
F2 A4 0.0329 0.3474 1.2536 1.0 3.9949e-7
F3 0.0361 0.3729 1.2948 1.0 1.8810e-7
F4 0.0327 0.3523 1.2540 1.0 1.7803e-3
F1 0.0238 0.3373 1.1866 1.1919 1.7539e-7
F2 A5 0.0156 0.2918 1.0896 1.3856 4.0086e-7
F3 0.0149 0.2862 1.0686 1.3841 1.6597e-7
F4 0.0131 0.2717 1.0394 1.4377 1.6808e-3
F1 0.0219 2.8618 -2.5637 1.0 1.8181e-7
F2 C4 0.0233 2.6711 -2.4721 1.0 2.3204e-7
F3 0.0218 2.8755 -2.5710 1.0 1.8127e-7
F4 0.0205 3.1207 -2.7077 1.0 1.7671e-3
F1 0.0222 2.8517 -2.5641 0.9921 1.8257e-7
F2 C5 0.0187 2.7608 -2.4088 1.1217 2.6622e-7
F3 0.0221 2.8230 -2.5420 1.0 1.8479e-7
F4 0.0268 2.8219 -2.6292 0.8458 1.8377e-3

U»yte statystyczne kryteria informacyjne tzn. Akaike'a i FPE wskazuj¡
zgodnie te same modele. Dlatego poni»ej do prezentacji wyników wybrano je-
dynie warto±ci kryterium FPE. Warto±ci z kryterium FPE przedstawiono w
postaci sªupków na rys.9.1.

9.8.2 Rezultaty testów AIC i FPE dla modeli z rozdzielon¡ miar¡
mikrouszkodze«

Dla modeli z rozdzielon¡ miar¡ mikrouszkodze« bª¡d dopasowania, czyli suma
odchyle« dla modelu nukleacji i modelu wzrostu pustek. W tym przypadku
bª¡d ten jest wielko±ci 10−6. Wska¹niki statystyczne s¡ tak»e wzgl¦dnie dobre.
Wska¹niki Akaike'a i FPE pokazaªy, »e liniowe zale»no±ci dla g (tzn. DA6
i DC6) s¡ najlepsze we wszystkich grupach. Pomini¦to prezentowanie tabel
warto±ci z rezultami dla modeli z rozdzielon¡ miar¡ mikrouszkodze«, a wyniki
przedstawiono jedynie na wykresie sªupkowym rys.9.2.
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Rys. 9.1. Warto±ci kryterium informacyjnego FPE (dla ró»nych przypadków
odpowiadaj¡cych poszczególnym funkcjom jako±ci) dla modeli z ogóln¡ miar¡
porowato±ci.
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Rys. 9.2. Warto±ci kryterium informacyjnego FPE (dla ró»nych przypadków
odpowiadaj¡cych poszczególnym funkcjom jako±ci) dla modeli z rozdzielon¡
miar¡ porowato±ci.
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9.8.3 Rezultaty dla testu Vuonga dla modeli z caªkowit¡ miar¡
mikrouszkodze«

Analiza danych na rys.9.2 pozwala stwierdzi¢, »e model A5 ( funkcjah�posiada
rozkªad normalny a g�jest staª¡ wyestymowan¡) jest najlepszy w grupie modeli
powi¡zanych (zagnie»dzonych) A4, A5 i A6 (stwierdzenie sªuszne dla funkcji
strat F1 i F3). Dla funkcji strat F2 i F4 najlepszy jest model A4 (z funkcj¡
h która ma rozkªad normalny i g ≡ 1). Podobnie jest na rys.9.3 gdzie C4 (z
funkcj¡ h�jako funkcj¡ tangens i g ≡ 1) jest najlepsze w±ród C4, C5 i C6.
Stwierdzenie to jest prawdziwe dla wszystkich funkcji strat. Najlepsze modele
okre±lone przy pomocy testów Akaike'a i FPE dla danej grupy byªy nast¦p-
nie porównywane z wykorzystaniem testu Vuonga z modelami niezagnie»dzo-
nymi (rozdzielonymi). Rezultaty testu Vuonga s¡ przedstawione gra�cznie na
rys.9.4. Rys.9.4 zawiera warto±ci testu Vuonga z wzajemnego porównania mo-
deli A2, A3, A5, C2, C3, C4 uzyskanych dla funkcji stratF1. Na rysunkach tych
przedstawiono sze±¢ grup sªupków odpowiadaj¡cych sze±ciu modelom, które s¡
porównywane. Ka»da grupa przedstawia warto±ci testu Vuonga, jako wynik
badania hipotezy, która mówi, »e aktualny model jest lepszy, w porównaniu z
innymi. Na przykªad pierwsza grupa na rys.9.3 przedstawia rezultaty z porów-
nania modelu A2 z modelami A3, A5, C2, C3, C4. Sªupki powy»ej poziomo
zerowego wskazuj¡ na fakt, »e aktualny model jest lepszy ni» model z nim po-
równywany (np. pierwsza grupa pokazuje, »e A2 jest lepsze ni» C2 i C3 jest
gorsze ni» inne modele A3, A5 i C4).

9.8.4 Rezultaty dla testu Vuonga dla modeli z rozdzielon¡ miar¡
mikrouszkodze«

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale rezultaty testu Vuonga dla modeli
z rozdzielon¡ miar¡ mikrouszkodze« przedstawiono gra�cznie na rys.9.4. Kry-
terium FPE okre±la model DA6 jako najlepszy z grupy modeli DA4, DA5,
DA6 natomiast model DC6 jako najlepszy z DC4, DC5, DC6. Wniosek ten jest
sªuszny dla wszystkich funkcji strat (F1−F4) i dlatego model DA6 porówny-
wano z DA2 i DA3 (natomiast DC6 z DC2 i DC3). Rys.9.4 zawiera rezultaty
wzajemnego porównania modeli DA2, DA3, DA6 i DC2, DC3, DC6.

9.9 Analiza rezultatów identy�kacji parametrów
Rozdziaª ten zawiera analiz¦ rezultatów przedstawionych w rozdziale 9.8 dla
modeli z caªkowit¡ i rozdzielon¡ miar¡ mikrouszkodze«. Poniewa» przeprowa-
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Rys. 9.3. Warto±ci wska¹nika $ w testach Vuonga dla najlepszych modeli w
poszczególnych grupach (cztery ró»ne przypadki odpowiadaj¡ce poszczególnym
funkcjom jako±ci) dla modeli z caªkowit¡ miar¡ porowato±ci.
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Rys. 9.4. Warto±ci wska¹nika $ w testach Vuonga dla najlepszych modeli w
poszczególnych grupach (cztery ró»ne przypadki odpowiadaj¡ce poszczególnym
funkcjom jako±ci) dla modeli z rozdzielon¡ miar¡ porowato±ci.
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dzono dwa niezale»ne warianty oblicze« numerycznych dla modeli z caªkowit¡
miar¡ mikrouszkodze«, wyniki zamieszczono w tabeli 2a i 2b. Pierwszy wariant
dotyczy przypadków gdy funkcje materiaªoweg i h maj¡ zmienny ksztaªt i wy-
niki s¡ zamieszczone w tabeli 2a (funkcjag ma posta¢ g1, g2, g3 i g6, wzory 8.35-
8.37 i 8.40). Drugi wariant dotyczy staªych funkcji materiaªowychg (badano
dwa typy � pierwszy z g ≡ 1 i drugi z g staªe o warto±ci oszacowanej), a rezul-
taty s¡ w tabeli 2b. Ka»d¡ wybran¡ posta¢ funkcjig liczono z funkcjamih1 i h3.
Dlatego te dwa warianty zawieraj¡ wiele podklas. W obliczeniach otrzymano
wiele lokalnych ninimów w czasie ka»dego przebiegu programu identy�kacji.
W tabelach 2a i2b przedstawiono jednak jedynie najlepsze wyniki. Ka»dy wy-
bór funkcji h i g jest reprezentowany przez cztery linie odpowiadaj¡ce ró»nym
funkcjom strat F1−F4. W tabelach 2a i2b s¡ te» zamieszczone warto±ci wska¹-
ników informacyjnych FPE dla tych modeli. Wska¹niki te u»yto do wyboru
najlepszego modelu w grupie modeli zagnie»d»onych. Funkcje materiaªoweh1

(funkcja rozkªadu normalnego wzór 8.32) i h3 (funkcja przesuni¦ty tangens
hiperboliczny, wzór 8.34) daj¡ równie dobre wyniki. Jednak jedynie parame-
try funkcji materiaªowej h1 posiadaj¡ prost¡ interpretacj¦ mechaniczn¡. Du»a
liczba lokalnych minimów we wszystkich przypadkach z tej grupy nieliniowych
modeli, prowadzi do wniosku, »e konieczne jest zbadanie prostszych funkcji
np. dla funkcji materiaªowej wzrostu pustek g ≡ 1 (to jest g rozwa»ane przez
Gursona) i g b¦d¡c¡ staª¡ wyznaczan¡ (oszacowan¡). Rezultaty dlag = const
przedstawione w tabeli 2b pokazaªy, »e bª¡d dopasowania jest tego samego
rz¦du jak w odpowiednich przypadkach gdyg byªo funkcj¡ zmienn¡. Wyniki w
tabeli 2b pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e najlepszym wyborem jest staªa funkcjag ≡ 1
u»yta ª¡cznie z funkcj¡ nukleacji h3. Ten wniosek jest sªuszny dla wszystkich
funkcji strat F1, F2, F4 poza F3 dla której przypadek A5 jest lepszy. Test Vu-
onga dla miarF1 i F3 wybiera model A5 z funkcj¡ rozkªadu Gaussa jako funkcja
materiaªowa nukleacji oraz oszacowana staªa funkcja wzrostug (spo±ród A2,
A3 i A5) ale za najlepsz¡ ze wszystkich wybraª model C4. Taki wniosek wynika
równie» z rys. 4. Jednak»e, co jest interesuj¡ce, bª¡d dopasowania (warto±¢f
w tabeli 2b) uzyskany dla przypadku A5 z h1 i g5 dla miar F1, F3 i F4 jest
lepszy ni» dla modelu C4. Dla miarF2, F3 i F4 ponownie jako najlepszy okazaª
si¦ model C4. Jest to zgodne z rezultatami opublikowanymi w pracy Nowak
i Stachurski (2003) [159] dla identy�kacji przeprowadzonej w oparciu o me-
tod¦ najmniejszych kwadratów. Oznacza to, »e odrzucenie �rozrzutów� osªabia
wpªyw obserwacji wi¦kszych ni» dana warto±¢ progowa.
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Tabela 3. Najlepsze modele.
Model z caªkowit¡ miar¡ mikrouszkodze«

Miara Model Wybrane funkcje materiaªowe
f kryterium Akaike'afunkcja g funkcja h

F1 C4 g4 h3 1.81809e-7 -581.5833
F2 C4 g4 h3 2.32036e-7 -574.0211
F3 C4 g4 h3 1.81270e-7 -581.6753
F4 C4 g4 h3 1.76710e-3 -296.9444

Model z rozdzielonymi miarami mikrouszkodze«
Miara Model Wybrane funkcje materiaªowe

f kryterium Akaike'afunkcja g funkcja h
F1 DA3 g3 h1 1.74197e-6 -507.5290
F2 DA6 g6 h1 1.79088e-6 -506.6705
F3 DA6 g6 h1 1.78623e-6 -506.7511
F4 DC4 g4 h3 1.76082e-3 -297.0548

Obliczenia i analiza modeli z rozdzielon¡ miar¡ mikrouszkodze« przepro-
wadzono niezale»nie. Najlepsze modele z obydwu wariantów, jak poprzednio,
porównano przy pomocy testu Vuonga. Porównanie wyników, pokazaªo prze-
wag¦ modeli z caªkowit¡ miar¡ mikrouszkodze«.

9.10 Podsumowanie rozdziaªu 9
Otrzymane rezultaty pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e:

• Dla modelu z caªkowit¡ miar¡ mikrouszkodze« ka»da funkcja strat okre-
±la inny 'najlepszy model'. Dla modelu z rozdzielon¡ miar¡ mikrouszko-
dze« posta¢ najlepszego modelu jest taka sama dla prawie wszystkich
funkcji strat. Zmienia si¦ tylko zbiór parametrów. Oznacza to, »e u»y-
cie odpornych funkcji strat ma wpªyw na wybór modelu a nie tylko na
oszacowanie parametrów materiaªowych, w zale»no±ci od wyeliminowa-
nia wpªywu obserwacji z du»ymi rozrzutami (ang.outliers).

• Najlepsz¡ funkcj¡ strat okazaªa si¦ funkcja strat Beaton Tuckey'a.

• Najlepsz¡ funkcj¡ wzrostu g jest wyestymowana funkcja staªa. Wszyst-
kie funkcje strat wskazuj¡, »e funkcje nukleacjih1 i h3 s¡ równie dobre.
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Prost¡ interpretacj¦ mechaniczn¡ ma jednak tylko funkcja rozkªadu nor-
malnego h1.

• Model z caªkowit¡ miar¡ mikrouszkodze« lepiej dopasowuje si¦ do
danych eksperymentalnych.

• Funkcje materiaªowe zostaªy okre±lone przy zaªo»eniu, »e materiaª osnowy
jest plastycznie nie±ci±liwy (ρ̇M = 0 gdzie ρM jest g¦sto±ci¡ materiaªu
osnowy) oraz Dij = Dp

ij .

• Wszystkie wnioski dotycz¡ tylko jednego materiaªu (stal B(0.17%C)).

• Przy wyborze i wery�kacji nieliniowych modeli konieczne jest u»ycie
kryteriów informacyjnych i innych testów statystyki matematycznej.

• Dla wyznaczenia wªa±ciwej struktury modelu nale»y ª¡czy¢ analiz¦
wykresów z pomiarów i oszacowa« modelu z wynikami testów (porównu-
j¡c warto±ci funkcji strat odpowiadaj¡ce ró»nym modelom).

• Wery�kacja modeli jest tym lepsza im wi¦ksza jest liczba dost¦pnych
rezultatów. Uniezale»nienie si¦ od liczebno±ci próby jest mo»liwe i zostaªo
omawiane np. w pracy Chapelle i inni (2002) [40].

• Metody wyznaczania 'poprawnego' modelu opieraj¡ si¦ na zaªo»eniu sta-
tystycznym, »e pomiary pochodz¡ z rzeczywistego systemu mieszcz¡cego
si¦ w rozwa»anej klasie modeli.

Nale»y podkre±li¢, »e nie nale»y przecenia¢ znaczenia testów statystycznych
i nie nale»y caªkowicie zast¦powa¢ badania wykresów wielko±ci mierzonych i
wyj±¢ modelu opartego na zdrowym rozs¡dku samymi testami statystycznymi.
W wi¦kszo±ci praktycznych przypadków testy statystyczne s¡ dobrymi wska¹-
nikami poprawno±ci modelu. Spo±ród dwóch modeli które opisuj¡ dobrze do-
st¦pne dane do±wiadczalne, wybieramy ten, w którym wyst¦puje mniej para-
metrów. Nale»y kierowa¢ si¦ zasad¡ oszcz¦dno±ci która pozostaje ze zdrowym
rozs¡dkiem: �Nie wprowadzamy dodatkowych parametrów do opisu je±li nie
s¡ one niezb¦dne�. Teoretyczne uzasadnienie tej zasady omówione zostaªo w
ksi¡»ce Söderström i Stoica (1989) [226] w dodatku C 11.1.

Wyznaczenie struktury i sprawdzenie modelu s¡ wa»nymi etapami proce-
dury identy�kacji. Przy wyznaczaniu wªa±ciwej struktury modelu konieczne
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jest u»ycie testów statystycznych i zbadanie wykresów sygnaªów wyj±ciowych
otrzymanych z bada« do±wiadczalnych i z modelu. W rozdziale tym opisano
testy porównuj¡ce warto±ci funkcji strat odpowiadaj¡cym ró»nym strukturom
modelu. Testy te wymagaj¡ stosowania metody bª¦du dopasowania. Przykªa-
dem takiego testu jest test AIC. Mo»na go stosowa¢ do sprawdzenia, czy ma-
lej¡ce funkcje strat spowodowane powi¦kszeniem struktury modelu jest zna-
cz¡ce. Inne, omówione w rozdziale 9 testy tego rodzaju, wykorzystuj¡ infor-
macj¦ o strukturze modelu w celu naªo»enia kary na zmniejszanie si¦ funkcji
strat spowodowane powi¦kszaniem si¦ struktury. Testy te s¡ ±ci±le zwi¡zane z
testem χ2. Testy AIC, FPE dostarczaj¡ reguª selekcji modeli zagnie»d»onych.
Pewne uogólnienia tych testów podano w pracy Stoica i inni (2004) [231]. W
metodzie bª¦du dopasowania dokonuje si¦ estymacji parametrów wyznaczaj¡c
minimum globalne funkcji strat. Z algorytmów minimalizacji musimy zastoso-
wa¢ taki, który nie zatrzyma si¦ na minimum lokalnym gdy» tak otrzymanego
modelu (okre±lonego przez znalezione parametry) dopasowanie b¦dzie niewªa-
±ciwe. Zaªo»ono równie», »e struktura modelu zawiera system rzeczywisty a
wszystkie minima dla naszego procesu s¡ minimami globalnymi. Je±li rz¡d mo-
delu zostaª wybrany prawidªowo, to minimum jest jednoznacznie wyznaczone.
W przypadku, gdy otrzymany model sªabo, lub ¹le pasuje do danych do±wiad-
czalnych to próbujemy kolejnej minimalizacji funkcji strat zaczynaj¡c poszu-
kiwanie numeryczne od innego punktu. Tak, jak podaje Söderström i Stoica
(1989) [226] w rozdziale 12.8 standardowe metody optymalizacji (np. metoda
Gaussa-Newtona), s¡ na ogóª zbie»ne do minimum globalnego.

W niniejszej rozprawie do wyboru najlepszego modelu wykorzystuje si¦
reguªy statystyki klasycznej, a nie reguªy teorii podejmowania decyzji. Oka-
zuje si¦ wtedy, »e dowolna optymalna reguªa statystyki klasycznej jest jak¡±
reguª¡ bayesowsk¡. Tak wi¦c w metodzie klasycznej musimy dokona¢ wyboru
spo±ród ró»nych mo»liwych reguª decyzyjnych (pewna nieokre±lono±¢), z któ-
rych ka»da jest optymalna dla pewnych nieznanych warto±ci parametrów. T¦
nieokre±lono±¢ w metodzie klasycznej pozostawia si¦ na poczet post¦powania
obiektywnego i opisania danych eksperymentalnych w taki sposób, aby wydo-
by¢ z nich jak najwi¦cej informacji o nieznanych parametrach, a nie decydowa¢
o warto±ci samych parametrów i ich rozkªadzie statystycznym. Dlatego do es-
tymacji parametrów wykorzystano sposób oparty na teorii informacji zamiast
metody bazuj¡cej na teorii podejmowania decyzji.
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10. Wnioski

W pracy przedstawiono zagadnienie identy�kacji staªych materiaªowych w mo-
delach pªyni¦cia plastycznego i lokalizacji odksztaªce« plastycznych w ciele sta-
ªym. Badano zachowanie metali ci¡gliwych zarówno poddanych quasi-statycz-
nym jak i dynamicznym procesom obci¡»ania w zaawansowanych stanach pla-
stycznych. Pierwszorz¦dne znaczenie dla powstawania i rozwoju lokalizacji od-
ksztaªce« plastycznych maj¡ wszelkie ¹ródªa osªabienia materiaªowego, które
s¡ zwi¡zane z wewn¦trzn¡ struktur¡ ciaªa. W ramach kontynualnego opisu
porowatego materiaªu spr¦»ysto-plastycznego dokonano najpierw ogólnej cha-
rakterystyki tego materiaªu, zwracaj¡c uwag¦ na takie elementy opisu jak:
osªabienie przez rozwój porowato±ci, wra»liwo±¢ na ci±nienie hydrostatyczne,
dylatacj¦ plastyczn¡ czy te» prawo plastycznego pªyni¦cia.

Przedstawiona propozycja modelu konstytutywnego uwzgl¦dnia w opisie
materiaªu ewolucj¦ mikrouszkodze« zde�niowanych jako obj¦to±ciowy udziaª
pustek w analizowanej obj¦to±ci materiaªu. Jako parametr osªabienia przyj¦to
porowato±¢, któr¡ mo»na okre±li¢ z bada« mikrostruktury za pomoc¡ obser-
wacji mikroskopowych. Porowato±¢ okre±li¢ mo»na te» z pomiarów wzgl¦dnej
zmiany g¦sto±ci materiaªu. Przy pomiarach g¦sto±ci niemo»liwe jest rozró»-
nienie obj¦to±ci p¦kni¦tych i oddzielonych od osnowy wtr¡ce« lub cz¡stek.
Pomiary takie jednak s¡ bardzo przydatne, gdy» z punktu widzenia osªabienia
materiaªu nie ma ró»nicy pomi¦dzy pustk¡ a wtr¡ceniem (cz¡stk¡), które mog¡
jeszcze w dalszym procesie odksztaªcania przenosi¢ pewne obci¡»enia. Za pa-
rametr wzmocnienia przyj¦to odksztaªcenie ekwiwalentne materiaªu osnowy.
Przybli»one równanie ewolucji tego parametru okre±lono na podstawie znajo-
mo±ci krzywej umocnienia materiaªu, wyznaczonej w procesie nie sprzyjaj¡-
cym rozwojowi pustek, np. w próbie jednoosiowego ±ciskania. Mikrouszkodze-
nia jako rezultat deformacji plastycznych metali ci¡gliwych s¡ spowodowane
tworzeniem si¦ mikropustek, które powstaj¡ jako wynik p¦kania lub oddzielania
si¦ kruchych wtr¡ce« (inkluzji, cz¡stek drugiej fazy) od ci¡gliwego rodzimego
materiaªu osnowy. Post¦puj¡cy wzrost istniej¡cych mikropustek i tworzenie
si¦ nowych pustek z narastaniem odksztaªce«, pomniejsza zdolno±¢ materiaªu
do przenoszenia obci¡»e«, a w konsekwencji do jego caªkowitego zniszczenia.
Podstaw¡ przewidywania kiedy i przy jakich odksztaªceniach materiaª osi¡ga
ko«cowe zniszczenie (efekt w skali makroskopowej) wynika z prawidªowego mo-
delowania mikromechanizmów.

Problem lokalizacji odksztaªce« plastycznych sformuªowano jako zadanie
adiabatyczne w ramach teorii lepkoplastyczno±ci. Zastosowano model mate-
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riaªu w postaci zwi¡zków konstytutywnych Perzyny. Model ten stanowiª pe-
wien element sformuªowania zadania identy�kacji staªych w opisie deforma-
cji niespr¦»ystych, które rozwi¡zano numerycznie metod¡ elementów sko«czo-
nych. Rozwi¡zanie jest stabilne i jednoznaczne, a jego poprawno±¢ zapewniaj¡
przyj¦te zaªo»enia, w tym lepko±¢ materiaªu. Model spr¦»ysto-lepkoplastyczny
materiaªu wi¡»e aspekty mechaniczne i falowe lokalizacji odksztaªce« plastycz-
nych. Lepko±¢ zapewnia poprawno±¢ analizy dla szerokiego zakresu odksztaªce«
dla materiaªów ci¡gliwych, regularyzuje proces, eliminuje numeryczny problem
zale»no±ci wyników od siatki podziaªu. Zadanie lokalizacji odksztaªce« przy
skr¦caniu rurek rozwi¡zano metodami analizy dynamicznej z wykorzystaniem
pakietu elementów sko«czonych ABAQUS. Okre±lono wszystkie poszukiwane
wielko±ci jako funkcje zmiennych przestrzennych i czasu. Uzyskano caª¡ histori¦
zmian takich wielko±ci jak: przemieszczenia, pr¦dko±ci, odksztaªcenia, napr¦»e-
nia i temperatury. Prezentowane w postaci rysunków wyniki odksztaªce«, tem-
peratury odnosz¡ si¦ do wybranych chwil i wybranego miejsca w próbce. Funk-
cje zale»ne od zmiennych przestrzennych przedstawiono w postaci rysunków.
Zmienno±¢ zjawiska lokalizacji odksztaªce« w czasie, pokazana na wykresach,
uzupeªnia obraz stanu ko«cowego skr¦cania z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ω∗0=800 rad/s.
Wyniki wskazuj¡ na losowy charakter badanego zjawiska. Rozprzestrzenianie,
odbicia i interakcje fali deformacji w obszarze próbki oddaje obraz rozprze-
strzeniania si¦ zaburze« i lokalizacji odksztaªce«. Obraz stanu odksztaªcenia i
stanu pr¦dko±ci punktów materialnych wykazuje wspóªzale»no±¢ ich rozkªadu
przy wyst¡pieniu lokalizacji odksztaªce« plastycznych. Propagacja frontu fali w
próbce wywoªuje niejednorodny stan zmiennych od samego pocz¡tku procesu.
W ka»dym przypadku obliczeniowym (dla ró»nych pr¦dko±ci skr¦cania) wy-
st¦puje zró»nicowanie stanu ju» w spr¦»ystym zakresie zachowania materiaªu,
zanim front fali przebiegnie dªugo±¢ próbki i nast¡pi jej odbicie od zamocowa-
nego ko«ca próbki. Poszczególne chwile procesu pokazuj¡, »e skutki przyªo»enia
oddziaªywa« zewn¦trznych nie powstaj¡ natychmiast. Ko«cowy stan deforma-
cji jest wra»liwy na przebieg procesu falowego. Rozprzestrzenianie, odbicia i
interakcje fali decyduj¡ o miejscu lokalizacji odksztaªce« plastycznych. Wynik
tej interakcji istotnie zale»y od warunków pocz¡tkowo-brzegowych zadania. W
ka»dym z analizowanych przypadków obliczeniowych z ró»n¡ pr¦dko±ci¡ skr¦-
cania, dla danych warunków pocz¡tkowo-brzegowych, rozwój deformacji prze-
biega w przypadkowo (losowo) umiejscowionych strefach lokalizacji. Szeroko±¢
tej strefy ma sko«czony wymiar, a przemiany zachodz¡ w niej w sposób ewolu-
cyjny, stosownie do aktualnego stanu odksztaªcenia i napr¦»enia. Ustalono, »e
ze wzrostem lepko±ci materiaªu maleje szeroko±¢ strefy lokalizacji. W prezento-
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wanym przykªadzie geometria rurki, zamocowanie i obci¡»enie próbki s¡ bardzo
uproszczone. Mimo to, zmienno±¢ parametrów materiaªowych wpªywa na roz-
wój niejednorodno±ci. Dodatkowo geometria próbki, warunki brzegowe próbki
i pr¦dko±¢ procesu skr¦cania powoduj¡ ª¡cznie powstanie i szybki rozwój nie-
jednorodnych deformacji, a wi¦c równie» lokalizacji odksztaªce« plastycznych.
Analiza przebiegu procesu potwierdza, i» lokalizacja odksztaªce« plastycznych
zachodzi bez jakichkolwiek materiaªowych, temperaturowych, geometrycznych
i numerycznych imperfekcji. Tak wi¦c lokalizacja odksztaªce« plastycznych za-
chodzi przede wszystkim w wyniku propagacji i interakcji fali napr¦»enia.

Uzyskane rezultaty dla procesu skr¦cania pokazuj¡ przebieg deformacji i za-
chodz¡c¡ w ko«cowym etapie lokalizacj¦ odksztaªce« plastycznych. Obliczone
warto±ci odksztaªcenia ekwiwalentnego i wzrost temperatury w porównaniu
z rezultatami eksperymentalnymi Marchanda i Du�y'ego (1988) [130] wyka-
zaªy jako±ciow¡ i ilo±ciow¡ zgodno±¢. Uzyskany w obliczeniach wzrost tem-
peratury, a zwªaszcza porównanie go z danymi do±wiadczalnymi w miejscu
lokalizacji odksztaªce« plastycznych (pasmo przew¦»enia), potwierdziª sªusz-
no±¢ przyj¦tego zaªo»enia o adiabatycznym charakterze dynamicznego procesu
deformacji niespr¦»ystych. Wyniki wykazuj¡ du»¡ wra»liwo±¢ wyst¡pienia lo-
kalizacji odksztaªce« plastycznych na pr¦dko±¢ deformacji. Miejsce lokalizacji
zale»y od pr¦dko±ci deformacji. Dla procesów quasi-statycznych (±rednia pr¦d-
ko±¢ odksztaªce« plastycznych ˙̄εp ≤ 10−3s−1) procesy ko«cz¡ si¦ lokalizacj¡
odksztaªce« plastycznych w tym samym miejscu. Dla procesów z wi¦kszymi
pr¦dko±ciami nast¦puje zmiana miejsca lokalizacji. Jednak po przekroczeniu
warto±ci krytycznej nast¦puje lokalne, intensywne zniszczenie w bezpo±redniej
okolicy przyªo»enia oddziaªywa« zewn¦trznych. Sama warto±¢ krytyczna pr¦d-
ko±ci skr¦cania zale»y od charakterystyki materiaªu i warunków pocz¡tkowo-
brzegowych i wymaga okre±lenia dla ka»dego materiaªu i danego zadania brze-
gowego.

Analiza zachowania si¦ materiaªu pod ró»nymi obci¡»eniami wymaga zna-
jomo±ci parametrów materiaªowych. Dane dla danego materiaªu s¡ uzyskiwane
z dost¦pnych do±wiadcze«. Parametry s¡ okre±lane dla specy�cznych warun-
ków eksperymentu (proste rozci¡ganie, ±ciskanie, skr¦canie). Przy przenoszeniu
warto±ci zidenty�kowanych w tych próbach staªych materiaªowych do innych
zada« o odmiennej geometrii i dla innych stanów napr¦»enia zakªada si¦ obiek-
tywno±¢ tych warto±ci i uznaje si¦, »e nie s¡ one zale»ne od warunków, w jakich
byª prowadzony eksperyment. Najnowsze badania z zakresu mechaniki mate-
riaªów prowadzone s¡ w coraz mniejszej skali przestrzennej, co poci¡ga za sob¡
analiz¦ zjawisk w mniejszej skali. Konieczne wydaje si¦ do okre±lania wªasno-
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±ci materiaªu stosowanie analizy w wielu skalach (patrz np. prace: Hutchinson
(2000) [100], Needleman (2000) [142], Ghosh, Nowak i Lee (2001) [76]).

Przedstawione rezultaty numeryczne zadania identy�kacji parametrycznej
i selekcji modeli w mechanice stanowi¡ oryginalne, wªasne wyniki autora. Przy-
j¦te z literatury elementy sformuªowania zagadnienia, model materiaªu, czyn-
niki i ewolucja osªabienia, jak równie» wªa±ciwo±ci sformuªowanego zadania i
rozwi¡zania zostaªy poª¡czone w caªo±¢ z elementami optymalizacji i selekcji
modeli. Opracowan¡ oryginaln¡ metod¦ identy�kacji dla spr¦»ysto-plastycznych
materiaªów ci¡gliwych z mikrouszkodzeniami (rozdz. 8) i wery�kacji modeli
konstytutywnych przedstawion¡ w rozdz. 9 mo»na zastosowa¢ do peªnej i szcze-
góªowej identy�kacji modeli w ka»dym innym problemie. Metoda ta daje mo»li-
wo±¢ identy�kacji staªych w procesach dynamicznych o których mowa w rozdz.
2.12 i 6 oraz w problemach z powstawaniem pasm ±cinania (rozdz. 7), co jest
celem nast¦pnych prac autora (np. Nowak i inni [155]).

Problem identy�kacji parametrów materiaªowych w mechanice, to problem
bardzo zªo»ony, wyst¦puje w opisie du»o parametrów, badania eksperymentalne
s¡ skromne a rezultaty maja charakter statystyczny. Najlepszy model materiaªu
bez identy�kacji mo»e by¢ bezu»yteczny. Rozprawa nie wyczerpuje obszernej
problematyki dotycz¡cej wyboru najlepszego modelu konstytutywnego w me-
chanice ciaªa staªego. Przedstawione przykªady obliczeniowe potwierdzaj¡ wy-
st¦powanie problemu wyboru struktury modelu konstytutywnego. Odmienne
warunki geometryczne, wiele skªadników materiaªowych, a tak»e warunki ob-
ci¡»enia sprawiaj¡, »e ogólne sformuªowanie generuje nowe zagadnienia badaw-
cze.

Celowe jest wi¦c podj¦cie dalszych bada« dotycz¡cych:

• opisu wzrostu pustek w osnowie z materiaªu ze wzmocnieniem uwzgl¦d-
niaj¡cy istnienie wewn¡trz pustek sztywnych cz¡steczek o pewnej masie,
przenosz¡cych cz¦±¢ obci¡»e« i ograniczaj¡cych ich swobodny wzrost,
szczególnie dla stanów napr¦»enia o wska¹niku trójosiowo±ci napr¦»e«
0.3 < σm

σe
< 0.7 (zakres panuj¡cy w obszarze szyjki) co podkre±lono rów-

nie» np. w pracach: Steglich i Brocks (1997) [230] i Pardoen i Delannay
(1998) [165],

• opracowania modelu wzrostu pustek dla reprezentatywnego elementu ob-
j¦to±ci jako kombinacja dwóch obszarów: materiaªu rodzimego i mate-
riaªu porowatego o losowym rozkªadzie wielko±ci i ksztaªtu pustek (dla
pustek sferycznych patrz praca Ohno i Huchinson (1984) [161]),
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• wery�kacja modelu mikromechanicznego ª¡czenia si¦ pustek w osnowie ze
wzmocnieniem z wyst¡pieniem zlokalizowanych pasm ±cinania i zidenty-
�kowania parametrów materiaªowych w tym modelu dla ró»nych stanów
obci¡»enia,

• okre±lenia wpªywu rozkªadu pustek o dowolnym ksztaªcie na sposób ich
ª¡czenia si¦ i pr¦dko±¢ przebiegu tego procesu a» do zniszczenia

• analizy oddziaªywania ró»nych populacji mikopustek z uwzgl¦dnieniem
anizotropii materiaªu w obszarze mi¦dzy pustkami,

• opracowania nowych konstytutywnych modeli wieloskalowych dla mate-
riaªów z mikrouszkodzeniami i metod identy�kacji parametrów materia-
ªowych u»ytych w tych modelach z wykorzystaniem pomiarów ekspery-
mentalnych,

• identy�kacji odpornej i uwzgl¦dnienie w procesie identy�kacji testów
statystycznych wspomagaj¡cych wybór struktury modelu i optymalnej
liczby parametrów.
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