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CZESC PIERWSZA.

Liczby niewymierne. Pojecie granicy.
Ciagi. Szeregi i iloczyny nieskonczone.

Liczby nmicwymierne.
Okreslenia zasadnicze.

1. Podstawg wszystkich naszych dalszych rozwazan jest
pojecie liczby. Pojecie liczby tworzy sig przez kolejne uogol-
nienie. Najprostszym zbiorem liczb jest zbiér liczb catko-
witych dodatnich, przy pomocy ktérych tworzymy nastgpnie
liczby utamkowe, przyczem, jak wiadomo, do utworzenia
jednej liczby utamkowej postugujemy sig¢ parg liczb cat-
kowitych. Dzigki liczbom utamkowym staje si¢ mozliwe
z jednej strony dzielenie dwoch jakichkolwiek liczb catko-
wityeh dodatnich, a z drugiej strony mierzenie odcinkow,
spofmiernych z odcinkiem jednostkowym. Odejmowanie
za$ staje sie dzialaniem zawsze mozliwem, jak wiadomo,
w zakresie liczb wzglednych, t. j. dodatnich i ujemnych,
co stanowi nowe uogdlnienie pojecia liczby. Liczbom wzgle-
doym odpowiadajg odcinki o dwéch zwrotach przeciwnych
na prostej. Tak wigc kazde uogdlnienie pojecia liczby po-
zwala nam wykonaé takie dziatania, ktére nie byty mozliwe
do wykonania przed tem uogdlnieniem. Oczywiscie, mozli-
wos$é wykonania tych dziatan jest uwarunkowana ich
okresleniem, tak iz przy kazdem nowem rozszerzeniu po-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 1
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jecia liczby muszg by¢ podane definicje réwnosci i nie-
réownosci tych liczb, sumy, roéznicy i t. d. Okazuje sig
przytem, iz zasadnicze wiasnosci dziatan, ktdre sg spelnione
dla liczb calkowitych, zachodzg takze i dla tych mowych
liczb, jako to prawo przemiennosci, fgcznosci, rozdziel-
nosci i t. d. Na tem wlasnie polega zasada zachowania
(permanence) praw formalnych. W matematyce elemen-
tarnej spotykamy mnéstwo przykiadéw zastosowania tej
zasady. Przeksztalcajgc wzory, w ktérych wchodzg liczby,
wyrazone literami a, b, ¢ i t. d, nie potrzebujemy si¢
troszczyé o to, czy a, b, ¢ sg liczbami catkowitemi, czy
ulamkowemi, dodatniemi czy tez ujemnemi, gdyz np.
(a4 b)?*=a*+ 2ab -+ % niezaleznie od tego, jakiemi sg
liczby a i b.

Liczby, o ktérych mowiliSmy dotychczas, sg to liczby
wymierne; zbiér liczb wymiernych tworzg liczba zero

i liczby dodatnie i ujemne ksztattu %L, gdzie m i n sg do-

wolnemi liczbami calkowitemi, przytem o # mozemy zaw-
sze zalozyé, iz jest liczbg catkowita dodatnig.

Nowem uogolnieniem pojecia liczby jest liczba nie-
wymierna.

2. Liczby niewymierne okreslamy przy pomocy nie-
skonczonej liczby liczb wymiernych, (a wige przy pomocy
nieskonczonej liczby liczb catkowitych, gdyz kazda liczba
wymierna utworzona jest z dwoch liczb calkowitych). Dla
wyjaénienia mozemy najprzéd wykaza¢, w jaki sposob
liczba wymierna moze by¢ okreslona przy pomocy nieskon-
czonej liczby liczb wymiernych. Zauwazymy przedewszyst-
kiem, ze gdy dana jest liczba wymierna w, to tem samem
dane sg wszystkie liczby wymierne mniejsze od w i wszyst-
kie liczby wymierne wigksze od w; odwrotnie, gdy znane
sg wszystkie liczby wymierne wigksze od w i wszystkie
liczby wymierne mniejsze od w, to tem samem dana jest
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i liczba w. Na to, by znang byla liczba w, zresztg, nie ko-
niecznie muszg byé¢ dane wszystkie liczby mniejsze od w
i wszystkie wigksze od w; wystarczy, by danych bylo
nieskonczenie wiele wigkszych od w, z tym warunkiem
jeszcze, by miedzy liczbami wigkszemi i liczbami mniej-
szemi od w, byly liczby, ktérych réznica jest mniejsza
od dowolnie malej liczby. Tak, np. liczbe % mozna
okresli¢ zapomocg ulamka okresowego 0,(6); nalezy to
rozumieé w ten sposéb, iz liczba okreslona przez 0,(6) jest
wieksza od wszystkich liczb ciggu 0; 0,6; 0,66; 0,666;
0,6666;.... i t. d., a mniejsza od wszystkich liczb ciggu:
1. 0,7; 0,67; 0,667; 0,6667;.... i t. d. Istotnie, jedynie tylko
liczba % spelpia te warunki, t. j. jest jednoczesnie wigksza

~od wszystkich liczb pierwszego ciggu, a mniejsza od wszyst-

kich liczb drugiego ciagu; gdyby byly dwie liczby ¢ i ¢/,
spelniajgce oba te warunki, to stad wynikatoby, iz
le—¢'| < {4n, przytem nieréwnos$¢ powyzsza bylaby spet-
niona dla kazdej wartosci catkowitej wyktadnika 7, co jest,
oczywiscie, mozliwe tylko o ile ¢ ¢.

3. Przekrdj. Przekrojem nazywamy podziat wszystkich
liczb wymiernych na dwie klasy, z zachowaniem nastgpu-
jacych warunkow:

19 Kazda liczba klasy pierwszej jest mniejsza od kazdej
liczby klasy drugie;j.

2° Ani jedna klasa nie jest pusta; (klasa jest pusta,
gdy nie zawiera zadnej liczby).

3% Kazda liczba wymierna musi nalezeé bgdz do pierw-
szej badz do drugiej klasy, t. j. obie klasy razem wzigte
stanowig zbiér wszystkich liczb wymiernych; zadna liczba
nie moze naleze¢ do dwdch klas jednoczesnie.

Pierwsza klase nazywamy rowniez klasg nizszg, a drugg
klasg — klasg wyisza.

Dwie s3 mozliwosci:

1° Migdzy liczbami wymiernemi pierwszej klasy jest
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liczba wieksza od wszystkich innych liczb tej klasy, albo
tez miedzy liczbami wymiernemi drugiej klasy jest liczba
mniejsza od wszystkich liczb tej klasy; wtedy przekroj
okresla t¢ wlasnie liczbe wymierng odpowiednio najwigkszg
z posréd liczb pierwszej klasy lub ewentualnie najmniejszg
z posréd liczb drugiej klasy. Eatwo sig przekona¢, ze nie
moze sie zdarzyé, by jednoczesnie byta liczba najwigksza a
w pierwszej klasie, a jednoczesnie byla liczba najmniejsza 4
w drugiej. Dowéd przez sprowadzenie do sprzecznosci;
gdyby bowiem takie liczby @ i A istniaty jednoczesnie, to
at+ A
2

< 4, i wskutek tych nieréwnosci liczba wymierna

a<
a+ 4

nie nalezataby do 2zadnej z. dwéch 'klas, co jest

niemozliwe.

2° W pierwszej klasie niema liczby najwigkszej, ani
w drugiej niema liczby najmniejszej; w tym przypadku
przekrdj okresla liczbg niewymierng.

Istniejg przekroje obu wymienionych tylko co typow,
co wykaza¢ mozna na przykladach. Zaliczmy do pierwszej
klasy wszystkie liczby wymierne, mniejsze od liczby wy

miernej %, a do drugiej klasy wszystkie liczby wymierne

wigksze od -7-7:-; liczbe zas %’: zaliczymy dowolnie do klasy

pierwszej lub drugiej. Oto jest przyktad przekroju pierw-
szego rodzaju. . :

Damy teraz przykiad przekroju drugiego rodzaju. Jesli
a i b oznaczaja dwie dowolne liczby wymierne, to musi
zachodzi¢ jedna z trzech zaleznosci: a=10, a<b, a>b.
Podnieémy teraz dowolng liczbg wymierng w do kwadratu
i porownajmy w? z liczbg, dajmy na to 2. Rownos¢ tu
jest wykluczona, gdyz nie istnieje, jak wiadomo, liczba
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wymierna %, ktorej kwadrat réwnalby si¢ 2. Moze wigc

by¢ tylko:
w0?*>2 lub w?<2:

Mozemy podzieli¢ teraz wszystkie liczby wymierne na
dwie Kklasy. Do pierwszej zaliczymy wszystkie liczby
ujemne, liczbe zero i liczby wymierne dodatnie, ktorych
kwadrat jest mniejszy od 2; do drugiej klasy zaliczymy
wszystkie pozostate liczby wymierne, t. j. te liczby dodatnie,
ktorych kwadrat jest wigkszy od 2. Przekrdj zostat wigc
okreslony, kazda bowiem liczba wymierna nalezy do jednej
z dwoch klas, zadna klasa nie jest pusta, przytem kazda
liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej liczby dru-
giej klasy. W rzeczy samej, oznaczywszy dowolng liczbe
pierwszej klasy przez w,, a dowolng liczbe drugiej klasy
przez wyy, jesli wy < 0, poniewaz w;; zawsze >0, to, oczy-
wiscie, wtedy w; <wyr.

Pozostaje wige do rozpatrzenia przypadek, gdy w; >0;
poniewaz w;2<2, a w;’>2, wiec w; <wy? czyli
w—wi <0, t j. (wr— wn) (wr + wi) <0, poniewaz
wy -+ wyr > 0, wnioskujemy stad, iz w;— wy <0, t. ). ze
wy<wjy, co bylo do okazania.

StwierdziliSmy, ze podany przez nas podzial na dwie
klasy jest przekrojem. Udowodnimy teraz, ze w pierwszej
klasie niema liczby najwigkszej, ani w drugiej liczby naj-
mniejszej

Niech a>(0 bedzie dowolng liczbg wymierng pierw-
szej klasy, to jest a®<{2; nalezy udowodni¢, iz jezeli
liczba dodatnia e jest dostatecznie mata, to i (a{¢€)?<<2,
t. j. a-}-€>a nalezy tez do pierwszej klasy. Wystarczy
w tym celu wybraé¢ liczbe wymierng dodatnig ¢, by spet-

2
niala obie nierownosci: £ <a, £ < 2_; W rzeczy samej

v
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(a4 e)i=a’{-2ae+-el=a’4e(2a+ &) <a*+Bas<a'+

2 .
+3a E ;aa , czyli (a4 ¢€)?<2, co byto do okazania.

Tak samo udowodnimy, ze i w klasie drugiej niema
tu liczby najmniejszej.

Istniejg wiec przekroje drugiego rodzaju.

Zbior wszystkich liczb, okreslonych za pomocg prze-
krojow nazywamy zbiorem liczb rzeczywistych. Zbiér liczb
wymiernych jest, oczywiscie, cze¢scig zbioru liczb rzeczy-
wistych. Poniewaz kazdej liczbie wymiernej w odpowia-
daja dwa przekroje, mianowicie jeden, w ktéorym klasa
pierwsza posiada liczbe najwiekszg w i drugi przekrdj,
w ktorym klasa druga posiada liczbe najmniejsza w, to,
dla unikniecia nieporozumien, umdéwimy sie, iz na przysztosé
rozwazaé bedziemy tylko takie przekroje, w ktorych klasa
nizsza nie zawiera liczby najwiekszej.

Skoro rozszerzyliSmy nasze pierwotne pojecie liczby,
nalezy w odpowiedni sposob rozszerzy¢ pojecia réwnosci,
nierdwnosci, dodawania, mnozenia tych liczb i t. d. Do-
poki ' tego nie uskutecznimy i nie okazemy, iz na mocy
rozszerzonych definicji dziatan, wszystkie zasadnicze prawa
dziatan nad liczbami wymiernemi sg prawomocne dla no-
wych liczb, to samo rozszerzenie pojecia liczby nie ma dla
nas wartosci. £

4. Rownosé © mierdownosé liczb rzeczywistych.

Niech bedg dane dwie liczby rzeczywiste o i 8 Liczbie
o« odpowiada przekrdj, w ktorym dowolna liczbg klasy niz-
szej oznaczymy przez ¢, zas dowolng liczbe klasy wyzszej
przez A; same zas klasy przez (a) i (4), tak iz (a), nprz,
oznacza zbior wszystkich liczb a, (4) zas oznacza zbior
wszystkich liczb 4. Liczbe B wyznacza przekréj, w ktérym -
dowolng liczbg klasy nizszej niech bedzie b, a dowolng
liczbg klasy wyzszej B; same zas klasy (b) i (5). Moze sig
" zdarzyé, ze oba przekroje sg identyczne, t. j. (a)=(b),
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a w takim razie i (4) = (B), t.j. zbior wszystkich liczb a
jest identyczny ze zbiorem wszystkich liczb 2, a zbior
wszystkich liczb A jest identyczny ze zbiorem wszystkich
liczb B. W takim razie powiemy, ze liczba rzeczywista «
réwna si¢ liczbie rzeczywistej B 1 napiszemy o =p. Gdy
przekroje nie sg identyczne, to o == B; to znaczy, iz nie
kazde @ jest zarazem b, lub ze nie kazde A jest B; mo-
zemy wiec odrézni¢ dwa przypadki: 1° kazda liczba klasy
(@) nalezy do klasy (4), w takim razie powiemy, iz o <@;
20 kazda liczba A klasy (4) nalezy do klasy (B), w takim
razie powiemy, iz o> 3.

Przyklad: niech o bedzie liczbg wyznaczong przez prze-
kroj, w ktorym do klasy wyzszej nalezg liczby dodatnie
wymierne A4, ktérych kwadrat jest wigkszy od 3, a do
klasy nizszej nalezg pozostate liczby wymierne a; dalej
niech B bedzie liczbg, wyznaczong przez przekrdj, w kto-
rym do klasy wyizszej nalezg liczby dodatnie wymierne 5,
ktorych kwadrat jest wigkszy od 5, a do klasy nizszej po-
zostale liczby wymierne b; w takim razie o <@, ponie-
waz kazda liczba wymierna, dodatnia, ktorej kwadrat jest
mniejszy od 3, podniesiona do kwadratu da liczbg, mniej-
szg od 5.

Jesli liezby o i 3 sg wymiernemi, to podane tylko co
okreslenia réwnosci i nieréwnosci przy pomocy przekrojow
wyrazajg to samo, co elementarne okreslenia rownosci
i nierownosci w teorji liczb wymiernych; innemi stowy,
to co jest okresleniem w przypadku liczb niewymiernych
jest twierdzeniem %atwem do udowodnienia w przypadku,
gdy a i p s3 liczbami wymiernemi. ‘

Z podanych tylko co okreslen wynika, oczywiscie, ze
kazda liczba o, wyznaczona przez przekroj, jest wigksza
od kazdej liczby a klasy nizszej tego przekroju; przytem,
jesli « jest liczbg niewymierng, to jest takze mniejsza od
kazdej liczby A klasy wyzszgi=rero=preekrofu—jrzerzasjes

KSIEGOZBIOR

JANA SZYCA

(kat. inw.)

Liczba biez. | @ & ‘5% :
I

WWW G5 - B



8

liczbg wymierng, to rowna si¢ najmniejszej liczbie klasy (4),
a wiec jest mniejsza od wszystkich pozostatych.

Liczba o jest dodatnia, jezeli nizsza klasa (a) zawiera
choé jedng liczbe wymierng dodatnig, (zawiera ich wtedy
nieskonczenie wiele). Liczba o jest ujemna, jesli jej klasa
wyzsza (B) zawiera choé¢ jedng liczb¢ wymierng ujemng.
Liczba o jest zero, jesli jej klasa nizsza (@) nie zawiera
ani jednej liczby dodatniej, a klasa wyzsza (4) ani jednej
liczby ujemne;. :

5. Liczby przeciwne (symetryczne) i odwrotne.

Przypus¢my, iz liczba o jest wyznaczona przez prze-
kréj, w ktérym klasg nizszg jest (a), a klasg wyzszg jest (4).
Tworzymy nowy przekrdj, zaliczajac do klasy nizszej wszyst-
kie liczbhy — 4, a do klasy wyzsze] wszystkie liczby — a;
(dlaczego ten podzial na dwie klasy jest przekrojem?)-
W ten sposob vtworzony przekréj wyznacza pewng liczbe (.
Eatwo sprawdzié, iz, jesli o jest liczba dodatnig, to B jest
liczbg ujemng i odwrotnie, jesli zas a jest zerem, to i 8
jest zerem. Takie dwie liczby nazywaé bedziemy przeciw-
nemi (lub symetrycznemi), co wyrazimy, piszac, ze § = — .
Kazda liczba' ma swoja przeciwng; jedna tylko liczba zero
réwna sig swojej przeciwnej (dlaczego?). Jezeli o nie jest zero,
to z dwoch liczb o i — o jedna jest dodatnia; tg¢ ktéra
jest dodatnia, nazywamy wartosciag bezwzgledng lub mo-
dutem liczby o i oznaczaé bedziemy przez |af; jesli a=0,
to |a| oznaczaé bedzie zero; liczby o i — o majg wige zaw-
sze t¢ samg warto§¢ bezwzgledng. Zauwazmy, iz, jesli po-
stapimy z liczbg — «, tak jak z liczbg o, to okaze sig, iz liczbg
przeciwng do — « jest liczba a, co dowodzi, ze — (— a)=o.

Niech bedzie a >0, okreslona przez przekrdj, w kté-
rym a i A majg to samo znaczenie, co poprzednio; utwérz-
my nowy przekr6j, w ktorym do klasy nizszej zaliczymy
wszystkie liczby wymierne ujemne, liczbe zero i wszystkie

-

P
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liczby ksztaltu %; do klasy wyzsze] zaliczymy wszystkie

pozostale liczby wymierne, ktore, oczywiscie wszystkie s3
dodatnie. Liczbe B wyznaczong przez ten drugi przekroj

nazywamy odwrotnoscig liczby o 1 oznaczamy przez é. Jesli
teraz a <0, to é okreslamy jéko liczbe przeciwng wzgle-
dem odwrotnosci liczby — «, czylié bedzie wtedy ozna-
czaé liczbe —_*_l—a, (gdzie — a.>0). Jesli wreszcie a =70,

A i |
to odwrotowosci (1; nie dajemy zadnego okreslenia, t. . %

dla 0. =0 jest wyrazeniem, pozbawionem sensu.

6. Migdzy dwoma liczbami w; i w,, przyczem, np 5
w, < w,, istnieje nieskonczenie wiele liczb niewymiernych.
W rzeczy samej, wystarczy okresli¢ liczbg o zapomocg prze-
kroju, w ktérym do klasy nizszej (¢) zostata zaliczona liczba
w,, do klasy za$ wyzszej (4) liczba w,. Mozna to, oczywiscie,
uczynié nieskonczenie wielu sposobami. Jezeli chodzi spe-
cjalnie o liczby niewymierne, to dla wyznaczenia liczby o
mozna postapi¢'w sposob nastepujgcy: niech w oznacza liczbg
wymierng, spelniajgcg warunek w;®<<w <w,?i nie bedacy
kwadratem zadnej liczby wymiernej, (jeéli w; = 7—;—:1, a w, :g-,

gdzie — i 2 utamki nieskracalne, to w rowna sig, np.,
(L q

e
n?

liczbie

) przyczem zaktadamy, iz w; > 0. Do wyz-

szej klasy zahczymy liczby wymierne, ktorych kwadrat
jest wigkszy od w, a do klasy nizszej wszystkie pozostate
- liczby wymierne; jasna rzecz, ze wtedy liczba w, (dodatnia)
bedzie nalezata do klasy nizszej, a liczba w, do klasy wyz-
szej, przyczem w klasie nizszej nie bedzie liczby najwigkszej,
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Jezeli teraz w, <0, to okreslimy liczbg « jak poprzednio dla
liczb —w, i — w,, ktére obie s3 dodatnie; liczba — o
bedzie zgdang. Jesli teraz w, <0, a w, >0, to zastapimy
liczbe w, dowolng liczbg wymierna w,’ dodatnia mniejszg
od w, i utworzymy liczbe « dla liczb w,” i w, jak po-
przednio; liczba o bedzie zgdana. :

Jesli <3, to istnieje nieskonczenie wiele liczb wy-
miernych w wigkszych od o, a mniejszych od B, czyli, jak
czgsto mowié bedziemy, zawartych miedzy o i 8. W rzeczy
samej jedna taka liczba w istnie¢ musi, bo inaczej oba
przekroje, t. j. przekroj, okreslajgcy o i przekrdj, okresla-
jacy B, bylyby identyczne, whrew zatozeniu, ze o <. Tak
" wiec jest a <<w <B. Liczba B jest okreslona przez przekrdj,
w ktérym klasa nizsza jest (b); mozemy wigc powiedzie¢,
ze liczba w nalezy do klasy (b); lecz w klasie (&) niema
liczby najwigkszej, (chociazby liczba B byla wymierng),
czyli istnieje liczba w’>>w, a nalezgca takze do klasy (d);
wskutek tego o <w <w’' <B. Miedzy liczbami w i w’ mamy
w -+ w"

nieskonczenie wiele liczb wymiernych, np. w” = >

W'Y ___ﬂi_._’."’,, i t. d. Wszystkie te liczby sg wigksze od «,

a mniejsze od B. Cel nasz zostal wigc osiggnigty.
Zestawiwszy oba tylko co otrzymane wyniki, mozemy
powiedzie¢, iz miedzy dwoma liczbami rzeczywistemi nie-
rownemi a i 3 istnieje nieskonczenie wiele liczb rzeczy-
wistych posrednich y, to jest spetniajgcych nierdwnosé
a<y<B, jesli, np., a«<B; $réd tych liczb y jest nieskon-
czenie wiele wymiernych i nieskonczenie wiele niewy-
miernych. ’ :
Latwo udowodni¢, iz nieréwnosci a<<B i B <y w za-
kresie liczb rzeczywistych, tak jak dia liczb wymiernych,
pociggajg za sobg nierownos¢ a<y. W rzeczy samej, we-
dtug udowodnionego poprzednio, jesli « <P, to istnieje

www.rcin.org.pl
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liczba wymierna u, spelniajgca warunek o <<w <<B; tak
samo istnieje liczha wymierna v, spetniajgca warunek
B<w<y; liczba B jest okreslona przez przekrdj, w ktérym
klase nizszg oznaczymy, jak zwykle, przez (b)), a klasg
wyzszy przez (B); z tylko co napisanych nieréwnosci wy-
nika, iz # nalezy do (b), a v nalezy do klasy (B), jest
wiec w<<v; poniewaz liczba v nalezy do klasy nizszej
przekroju, okreslajgcego liczbe y, a w <o, to w nalezy
takze w tym przekroju do klasy nizszej. Tak wigc liczba u
nalezy do klasy wyzszej w przekroju, wyznaczajacym liczbe
a, a do klasy nizszej w przekroju, wyznaczajacym liczbe y.
Stad wniosek, iz a<<y.

7. Wartosci preyblizone liczby niewymiernej.

Jesli « jest liczbg niewymierng, to liczby wymierne
pierwszej klasy stanowig wartosci przyblizone z niedomia-
rem, a liczby drugiej klasy — warto$ci przyblizone z nad-
miarem. Wartoscig przyblizong liczby o z doktadnosciag do

p

(glee % jest liczbg wym1erna> z niedomiarem nazywa

si¢ najwigksza wielokrotno$¢ ufamka 2—) muoiejsza od o.

W rzeczy samej, istnieje taka liczba catkowita m, iz

1) P ca<m+1)Z;
Jt g
aby sie¢ o tem przekona¢, utwérzmy postep arytmetyczny
_®wp  3p 2p p P 20 3p p
s 8 e R SRR R e DR

o réznicy g; wszystkie liczby tego postepu (podwdjnie nie-

ograniczonego) nie mogg naleze¢ do jednej i tej samej
klasy w przekroju, wyznaczajgcym liczbe o, gdyz w prze-
ciwnym razie jedna z dwdch klas bylaby pusta. Stad wy-
nika, ze istniejg dwie liczby kolejne w postepie, z ktérych
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poprzedzajaca nalezy jeszcze do klasy pierwszej, a naste-
pujgca nalezy juz do klasy drugiej; otrzymujemy w ten

spos6b dwie kolejne liczby postepu fmq i m+1) spetl-

niajgce nieréwnosé (1).

Im liczba 2 jest mniejsza, tem, mowimy, doktadnosé

jest wieksza.

Tak wiec z pojecia przekroju wynika, ze mozna zna-
lez¢ dwie liczby nalezgce do réznych klas, i réznigce sig
miedzy sobg tak mato, jak sie¢ to nam podoba.

; R ; j i

Nadajmy liczbie 4 szereg wartosci 1,‘;, i 8
gdzie n jest liczbg catkowitg dodatnig. Otrzymamy kolejno
wartosci przyblizone z dokfadnoscia do jednosci cic-1,

c+c—1ni1,zd

: 1 et c
z doktadnosciag do por mianowicie, c—l-r”‘ i o-

ktadnoscia do 7—12, mianowicie ¢ Cn‘—]——r% i c—}—%—]—(—.“’?—;}:—l
i t. d., gdzie ¢, ¢, ¢y,..., s3 liczbami catkowitemi, przy-
czem liczby ¢;, ¢, ¢;,... i t. d. s3 mniejsze od liczby n,
t. j. réwnajg sig¢ jednej z liczb: 0, 1, 2, 3,...., n—1. Mo-
zemy proces tylko co opisany rozwija¢ do nieskonczonosci,

o ile liczba « jest niewymierna. Otrzymamy w ten sposob
dwa ciggi liczb:

c, C_*_ﬁl,‘ c—|—€l+'—c'—i, it + +
Ty cl—{—l + +c —{-1 + cd—|—1’m

nis
Ciggi te pos1adaja nastepujace wlasnosm. Kazda liczba
pierwszego ciggu jest mniejsza od liczby nastepujacej tegoz
ciggu lub conajwyzej jej rowna; kazda liczba drugiego
ciggu jest wieksza od nastgpnej lub conajmniej jej rowna.
Kazda liczba pierwszego ciggu jest mniejsza od kazdej
liczby drugiego ciagu. Jakkolwiek malg jest liczba do-

E
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datnia €, mozna znalezé takie dwie liczby (a nawet nie-
skonczenie wiele takich par), z ktérych wigksza nalezy
do drugiego ciggu, a mniejsza nalezy do pierwszego ciggu
i ktérych réznica mniejsza jest od liczby e. Wszystkie te
wlasnosci wynikajg bezposrednio ze struktury (budowy)
tych ciggéw, a dowody, nie przedstaWIa]ace trudnoscei, zo-
stawiamy czytelnikowi.

Wskazemy jeszcze na nastgpujace wiasnosci tych cig-
gbw (zbioréw przyblizen): niech a oznacza dowolng liczbe
wymierng pierwszej klasy w przekroju, wyznaczajacym
liczbg a; w takim razie istnieje w pierwszym eiggu t. j.
w ciggu:

@ ek ekt N4
c—|—;—|— + +71’

(gdzie 0 <ax<n—1, dla k=1, 2, 3,...),
liczba, wigksza od @. W rzeczy samej, poniewaz a nie jest
najwiekszg liczbg klasy pierwszej (gdyz takiej niema),
istnieje liczba wymierna a’, wigksza od a, nalezgca takze
do klasy nizszej; niech & oznacza llczbg calkowna dodat.

nig, taky, ze 7%<a — a; wiedy c—{— -{— + + +
—{—%> a’, gdyz liczba po stronie lewej ostatnie] nierow-
nosci nalezy do klasy drugiej; a wigc c-}—%—}—;g-{—
1 1 1
—l— > lecz z a —a> ,\\ymka a’ ————> U
nk

tak iz ostatecznie c—|—— -J,—’f2_+ vlTl>a co nalezalo

udowodnic,
Tak samo, jezeli 4 oznacza dowolng liczbg wymierna
klasy drugiej, to istnieje w ciagu:
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@) c+1; 6+c‘+l;c+%+(’:21—’1;.‘.;

n
Cisiithy /1.-—~|—J i : 5378
C+n e . DA, -+ e liczba mniejsza od A4.

Kazda liczba wymierna o jest wigc zrédtem, z ktorego
wynikajg ciggi nieskonczone liczb wymiernych (2) i (2)
o podanej strukturze i posiadajgce wyszczegdlnione tylko
co wiasnosci. Odwrotnie, mozemy a priori zalozyé¢, iz dany
jest cigg (2) lub (2’); kazdy taki cigg okresla liczbe rze-
czywisltg o. Niech, np., dany bedzie ciag (2); utwérzmy
przy jego pomocy przekroj w sposob nastgpujgcy: dowolng
liczbg wymierng 7 zaliczymy do klasy nizszej lub wyzszej
zaleznie od tego, czy w ciggu (2) istnieje czy nie istnieje
liczba nie mniejsza od », t. j. wigksza lub rowna.

Niech o oznacza liczbe wyznaczong przez ten przekroj.
Mozemy utworzyé dwa ciggi liczb wymiernych z wartosci
przyblizonych liczby a z doktadnoscig odpowiednio do 1,

1 1

do =, do —, ... i t. d, z niedomiarem dla pierwszego
n' n?

ciggu, z nadmiarem dla drugiego. Czytelnik udowodni
z latwoscia, ze te "dwa ciagi, otrzymane tg drogg, sg iden-
tyczne z ciggami (2) i (2), przy pomocy ktérych wyzna-
czyliSmy liczbe o.

Postugujemy si¢ zazwyczaj ukiadem dziesigtnym; dla-
tego tez wybieramy czesto n=10; okreslamy wtedy liczbg o
przy pomocy wartosci przyblizonych z dokfadnoscig do
jednej dziesigtej, do jednej setnej i t. d.; powstaje wtedy
rozwiniecie liczby « na ulamek dziesigtny.

Dziatania nad liczbami rzeczywistems.
8. Dodawanie.
Sumg dwoéch liczb rzeczywistych o i B nazywamy
liczbg, ktérg oznaczamy przez a-}-f i ktdra jest okreslona
za pomocg dwoch nastepujacych wiasnosci:
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1° o B jest liczbg'rzeczywista wigkszg od sumy a4 b
dwoch dowolnych liczb wymiernych a i 4, mniejszych od-
powiednio od sktadnikéow o« i B, t. j. spelniajgcych waru-
nek a<a, 5<<B, (albo inaczej a nalezy do klasy nizszej
przekroju, wyznaczajgcego liczbe «, & za$§ nalezy do klasy
nizszej przekroju, wyznaczajgcego ).

20 oo+ 3 jest liczbg mniejszg od sumy 4 4 B dwdich
dowolnych liczb wymiernych 4 i B, z ktorych 4> a,
B>, (t.j. Ai B sg liczbami nalezgcemi do klas wyzszych
odpowiednich przekrojow).

Nalezy okaza¢, ze te dwa warunki istotnie wyznaczajg
liczbe rzeczywistg i tylko jedna.

W tym celu zaliczmy do pierwszej klasy wszystkie
liczby wymierne ksztattu a4, t. j. liczby wymierne, ktére
mo?na utworzyé dodajgc do siebie sktadniki mniejsze od-
powiednio od o« i mniejsze od B. Do drugiej klasy zali-
czymy wszystkie liczby ksztattu 4 4 B, gdzie 4> a, B> f;
kazda liczba wymierna » mniejsza od a-}- b jest tegoz sa-
mego typu, gdyz r — a<<0b czyli r —a=25" jest liczhg
mniejszg od b, a wigciod B; r=(r—a)ta=a+V.
Tak samo, jesli R> A+ B,to R=(R—A)+A4=4+4 75,
gdzie B'=—= R — A > B>]3. Jezeli wigc istnieje jakas liczba
wymierna w, nie objeta tylko co przytoczong klasyfikacja,
to ta liczba w musi spelniaé nastgpujgce nieréwnosci.
3) at+b<w<A-+ B,
przy wszystkich wartosciach wymiernych a, b, 4, B, spet-
niajgeych nieréwnosci a <o <4, b<B<B; bo gdyby
w > A+ B, to nalezalaby do klasy wyzszej. Ta liczba w
spetnia wiec warunek (3), ktory stanowi okreslenie sumy
o+ B; taka liczba w moze byé tylko jedna, bo gdyby ja-
ka$ inna liczba w’ nie nalezala do naszej klasyfikacji, to
takze mieliby$my a b <w’'< A -+ B; poniewaz w' = w,
niech wigc bgdzie np. w’ <w, wtedy mamy
a+b<w <w<A+ B, czyli w—w' <A+ B—(a+b),
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czyli 0 <w —w' <(A—a)+4 (B —b); jakkolwiek malg jest -

liczba dodatnia &, mozna tak wybra¢ 4ia, by 4 —a< %, tak

€

samo wybra¢ mozna B i b tak. by B-—b<2, w_ takim
razie 0<w—w’<%+%:e; niech & <w — w’, w takim

razie otrzymamy w — w’' <w —w' t. j. dochodzimy do
sprzecznodci, co dowodzi, iz nasze zalozenie w % w' bylo

falszywe; tak wigc jest w=w’, czyli jedna tylko liczba.

najwyzej moze nie naleze¢ do naszego podziatu na klasy;
ta liczba, o ile istnieje, jest wlasnie réowna sumie o B.
Jesli chcemy, by nasz podzial na klasy byt przekrojem,
trzeba, by kazda liczba wymierna nalezata do jednej
z dwéch klas, wigc o ile liczba wymierna w nie nalezy
ani do liczb ksztaltu @b, ani do liczb ksztaltu 4 B,
to my te liczbg zaliczymy do klasy wyzszej, ktora bedzie
wtedy posiadaé liczbg najmniejszg; otrzymamy w ten spo-
sob przekréj okre§li nam wiasnie te liczbg wymierng
w=a-+B.

Jezeli takiej liczby wymiernej w niema, to kazda liczba
wymierna nalezy do jednego z dwd6ch typoéw a—-b lub 4+ B,
tak iz podzial na liczby ksztaltu a-}- 4 z jednej strony, ksztattu
A 4 B zdrugiej, stanowi przekréj. W klasie nizszej niema
wtedy liczby najwigkszej, w klasie drugiej liczby najmniej-
szej, bo zawsze istnieja liczby a’, ', A’, B’, spelniajace
warnnki a<a'<A'< A, <V <BL<B' LB, tak ‘it
a+v'>a+b, A+ B'< A+ B. Taki przekr6j wyznacza
liczbe niewymierng y; poniewaz zawsze

a+bo<y<A+ B,

wiec ta liczba y jest wiasnie sumg a - B; ze ta liczba jest
wyznaczona w spos6b jednoznaczny, udowodnimy, jak po-
przednio, przez sprowadzenie do sprzecznosci.

www.rcin.org.pl
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Suma o 3 w zakresie liczb rzeczywistych posiada te
same wfasnosci zasadnicze co i suma w- dziedzinie liczb
wymiernych, mianowicie: o jest zawsze liczbg okreslong
jednoznacznie; o+ 3=p-+}«, czyli ma miejsce prawo
przemiennosci; («—3)-+y=a-+ (B +7Y), czyli zachodzi
prawo fgcznosci; jezeli >y, to a4 B8>a-+tv, czyli jest
spelnione prawo monotonji; dalej a-0= o, czyli zero
jest modutem dodawania.

Poprzednio (1. 5), okresliliSmy liczby przeciwne czyli
symetryczne oo i — a; tatwo udowodnié, ze suma dwéich -
takich liczb réwna sig¢ zeru, t. j. a4 (— a)=0.

Co do prawa przemiennosci, zauwazymy, ze przekroje,
okreslajgce a3 i B o sg identyczne, stad sumy te sg
rowne. To samo tyczy si¢ i prawa lgcznosci.

Dowdd prawa monotonji. Niech e <a< 4; 8 <B<B;
c<y<C; gdzie a, b, ¢ sg liczby nalezgce do klas nizszych
odpowiednich przekrojow; A4, B, C nalezg do klas wyz-
szych. Poniewaz y <(, mozna tak dobraé C i b, by spet-
nione byty nierdwnosci y < U <4 <3; obierzmy nastgpnie
aid tak, by A—a<b— C, co jak wiadomo, jest moz-
liwe (. 7); wtedy A4 C<a-}b; dalej a5 nalezy do
klasy nizszej przekroju wyznaczajacego liczbe a-B, wige
a+b<a-4 B, podobniez o+ y << A4 C; poniewaz
A+ C<a+b, mamy a+y<Ad+C<atbd<aiB,
czyli a4y <a-3; co trzeba bylo udowodnié.

Udowodnimy jeszcze, ze o + (— o) = 0. Uzywajgc tych
samych znakowan, mozemy napisaé

a<a< 4
—4d'<—a<—a,
gdzie @ i o' nalezg do klasy nizszej, 4 i A’ za$ do klasy
wyzszej w przekroju wyznaczajgcym liczbe o; wskutek
tego A’>a i A>a’; liczha a-(— ) jest wigksza od
wszystkich liczb ksztattu @ — 4’> 0, a mniejsza od wszyst-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 5 2
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kich liczb ksztattu 4 — a’>0, przytem jest jedyng liczbg,
posiadajgcg te wlasnos¢; widzimy wiec, iz liczba o (—a)
jest okreslona przez przekréj, w ktérym do klasy nizszej
nalezg wszystkie liczby wymierne ujemne, do klasy dru-
giej wszystkie liczby wymierne dodatnie i zero. Jest wigc

a—+t(—a)=0.

9. Odejmowanie.

Réznice liczb o i B okreslamy jako rozwigzanie row-
nania B+ 2=a; latwo udowodni¢, ze zawsze istnieje
liczba 2 taka, iz dodana do liczby danej 8 da sume¢ dang .
W rzeczy samej takg liczbg jest z—=a 4 (— ). Wynika to
z prawa przemiennosci i 1gcznosci przy dodawaniu; w rze-
czy samej, podstawiajagc w B -2z na miejscu z liczbg
a4 (—B) otrzymamy Bz =3+ [a+ (—=B)]=[B+ (=B +
~+ a=0-+4 a=a. Ze dzialanie w ten sposéb okreslone jest
jednoznaczne, wynika to z prawa monotonji przy dodawa-
niu; gdyby bowiem byta inna liczb y & x, taka, iz B +y=a,
to albo >z, a wtedy na zasadzie monotonji § +y>8 -+
+ z=aq, czyli B}y >a, albo y <z, ale wtedy g™y <8
+2z=aqa, czyli 8 +y <« i dochodzimy do sprzecznosci.
Tak wiec liczba z, spetniajgca rownanie B | 2 =a, a ktérg
oznaczamy przez o« — f jest tylko jedna, przyczem o —f =

=a+(—B).

10. Mnozenze.

Okreslimy mnozenie najprzod gdy czynniki sg licz-
bami dodatniemi. Iloczynem dwdch liczb rzeczywistych
dodatnich « i B jest liczba rzeczywista, ktorg oznacza¢
bedziemy przez «.B, i ktéra okreslona jest przez nastgpu-
jace dwa warunki:

19 «.B jest liczbg rzeczywistg wigkszg od iloczynu a &
dwoch dowolnych liczb wymiernych dodatnich a i b, z kto-
rych pierwsza mniejsza jest od «, druga zas mniejsza jest
od B; (e nalezy do klasy nizszej przekroju, wyznaczajgcego
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iczbg o, b za$ nalezy do klasy nizszej przekroju, wyznacza-
jgcego liczbe B.
2° Liczba «.p jest mniejsza od iloczynu 4.B kazdych
woch liczb wymiernych 4 i B, z ktorych pierwsza jest
igksza od liczby «, druga wigksza od liczby B.
Nalezy wykazaé, ze te dwa warunki wyznaczajg liczbg
i tylko jedng.
W tym celu zaliczmy do klasy pierwszej liczby ujemne,
iczbg zero i liczby, ktére sg iloczynami liczb dodatnich a i b,
rzytem 0 <a<a, 0<<6<B. Do drugiej klasy zaliczymy
iczby, ktére sg iloczynami liczb 4 i B, przyczem A > a,
> B. Jezeli jaka$ liczba nalezy do klasy pierwszej, to kazda
iczba wymierna od niej mniejsza bedzie takze nalezata do
lasy pierwszej; jezeli jaka$ liczba nalezy do klasy wyz-
zej, to kazda liczba wymierna od niej wigksza bedzie
akze naleze¢ do klasy wyzszej. Jedli wigc jest liczba wy-
ierna » nie objeta naszg klasyfikacjg, to musi spefniaé
arunek ab<r<AB; ale taka liczba moze byé¢ tylko
dna, bo gdyby byta druga »/, mniejsza, np. od 7, to
<r'<r<A4AB i 0<r—r'<AB—ab=(4—a)b+
(B —bt)a+(A—a)(B—1b); otéz moina tak wybra¢é
czby A, B, a i b, by rétnica AB—ab byla mniejsza
dowolnie matej liczby dodatniej €; wystarczy w tym
lu tak wybraé liczby 4 i a, by 4—a bylo mniejsze od

i jednoczesnie mniejsze od liczby ¢, ktérej kwadrat jest
niejszy od %; tak samo wybieramy 7B i b, tak by B—1

€

3a

ylo jednoczesnie mniejsze od i od liczby dodatniej e.

%—l—% + % =e&. By dojs$¢ do sprzecznosci, wystarczy uczy-

9+
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ni¢ ¢ <r—7’; wtedy z nieréwnosci 0 <r — "< AB—ab<
<e<r—r' wynika, ze » — 7' <r—1r’, czyli sprzecznos¢.

Stagd wynika, Ze nasze przypuszczenie o istnieniu dwoch
liczb wymiernych 7 i 7/, nieobjetych naszg klasyfikacjg,
jest fatszywe. Czy nasz podzial na klasy stanowi przekréj?
Oczywisdcie tak, o ile niema ani jednej liczby wymiernej r
nie nalezgcej do jednej z dwoch klas; w przeciwnym ra-
zie dotgczymy do poprzednio okreslonej klasy wyzszej te
liczbe wymierng r, ktéra pozostala nieobjgta naszg klasy-
fikacja. Z tem zastrzezeniem dodatkowem nasz podziat na
klasy da nam zawsze przekroj. Liczba y, okreslona przez ten
przekroj, bedzie wtasnie iloczynem «f. Eatwo sprawdzig,
2e y spetnia oba warunki, ktore podaliSmy, jako okresle-
nie iloczynu «B. Ze niema innej liczby Y’, spelniajacej te
same warunki, udowodnimy w ten sam sposéb, jak po-
przednio przy ustaleniu, i2 niema dwdch liczb wymiernych
r i 7/, nieobjetych naszg klasyfikacja, czyli opieramy si¢
na nieréwnosci |y — Y'|< 4B —ab<e.

Tak wigc iloczyn o.p istnieje i jest okreslony jedno-
znacznie, gdy o >0, B8 >0. Aby przejs¢ teraz do przypadku
ogolnego, gdy liczby o« i B sg zupetnie dowolne, damy
nastgpujace okreslenie: jezeli jeden z czynnikéw o lub 3
jest zero, to iloczyn jest takze zero; jesli zaden z czynni-
kow nie jest zero, to iloczyn rdéwna si¢ iloczynowi war-
tosci bezwzglednych liczb o i 3 ze znakiem -+ albo —,
zaleznie od tego, czy czynniki s3 tego samego znaku, czy
roznego znaku.

Iloczyn a.3 w zakresie liczb rzeczywistych posiada te
same wilasnosci zasadnicze, co i iloczyn w dziedzinie liczb
wymiernych, mianowicie a.3 jest zawsze liczbg okreslong
jednoznacznie; spelnione sg rowniez prawa przemiennosci
i tgcznodei, t. j. a.p=B.a, (a.B).y =a.(3.Y); dalej jed-
no$¢ jest modulem mnozenia, t. j. «.1=a; wreszcie pra-
wo monotonji: jezeli <y, a a>0, to ag<ay; jesli <y,
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0 <0, to ap > ay. Wszyslkie te wlasnodci tatwo udowodnié
przy pomocy przekrojow. W dziale o réwnosci i nie-

“rownosci liczb rzeczywistych 1. 5, okres$liliSmy liczbe al
odwrotng wzgledem liczby o; teraz z tatwoscig mozemy
dowodnié, ze iloczyn takich dwoéch liczb (odwrotnych)

rowna si¢ jednosci, t. j. a.é =1; (dowod?).

11. Dzielenie.
Ilorazem liczb o i B nazywamy liczbe 2, czynigcg za-
dosé rownaniu Bz =, przyczem zaktadamy B & (0. Taka
iczba x istnieje i jest tylko jedna. Aby si¢ przekonaé
p istnieniu liczby x, wystarczy sprawdzié, ze liczba (x.l

B

spetnia réwnanie Jxz=a«, t. j. po pomnozeniu przez {3
daje «; w rzeczy samej B.(u. 1) B. (l-.oc)=(5.l) R
B, p B

1.c= o na zasadzie praw #gcznosci i przemiennosci.
{a mocy prawa monotonji przy mnozeniu wnioskujemy,
drugiej liczby, czynigcej zado$¢ temu samemu okresle-

u niema.’ Tak wigc iloraz, ktéry oznaczamy % jest okres-
f

(64

bny jednoznaczaie. Dla B =0 symbol 3
!

nie posiada zad-

ego sensu,

12. Pierwiastkowanie.

Przejdzmy teraz do réwnania z?=2. W zakresie liczb
ymiernych réwnanie to rozwigzania nie posiada. Oka-
2emy, ze w zakresie liczb rzeczywistych rozwigzanie istnieje,
2e nawet ich jest dwa; rozwigzania réwnania z?=2 be-
iemy nazywali pierwiastkami z dwdch i oznaczali sym-
bolami 2 i — 2.

Utwérzmy w tym celu przekrdj, ten sam, o ktérym
byta mowa poprzednio (I. 3). Do nizszej klasy zaliczymy
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liczbe zero, liczby ujemne i liczby dodatnie wymierne,
ktérych kwadrat jest mniejszy od dwoch, do klasy wyz-
szej liczby wymierne, ktérych kwadrat jest wigkszy od
dwdch. Niech o bedzie liczba, wyznaczong przez ten prze-
kréj. Liczba « spelnia réwnanie x#*=2, czyli o® réwna
si¢ 2; aby to udowodnié, zauwazymy, ze liczba a*=oc.c,
wedtug okreslenia iloczynu jest wyznaczona przez przekrdj,
w ktéorym do klasy nizszej nalezg liczby ujemne, liczba
zero i liczby dodatnie, ktdre sg typu a.a’, gdzie 0 <a <«
i 0<a’'<o, do klasy wy2szej zas nalezg liczby ksztattu
A. A", gdzie A> 0o, A'>a, a oprécz tego do klasy wyz-
szej nalezy liczba wymierna »>>0, spelniajgca warunek
a.a' <r<A4.A, o ile taka liczba istnieje, przyczem a i a’
wybieramy tu z posréd liczb dodatnich pierwszej klasy.

Ot6z tatwo widzie€, ze takg liczbg r jest w tym wy-
padku liczba 2; mianowicie a.a' jest zawsze mniejsze od 2,
a 4.4’ wigksze od 2; w rzeczy samej, jesli a’'=a, to
a'.a=a® a wigc na mocy okreslenie,t. . poniewaz a na-
lezy do klasy pierwszej, aa’ jest mniejsze od 2; jesli zas a’+-a,
to niech np. a’<a, wtedy aa’ <a®<2. Tak samo 4 .4'>2.
Widzimy wigc, ze liczba o jest wyznaczona przez przekroj,
w ktorym do klasy niZszej nalezg liczby wymierne mniej-
sze od 2, do klasy wyzszej nalezg liczby wymierne wieksze
od 2 i liczba 2, ktora jest w tym przypadku najmniejszg
liczbg dru'giéj klasy. Ale taki przekrdj jest identyczny
z przekrojem, wyznaczajgcym liczbg 2; tak wige «®*=2.
Latwo teraz udowodnié, ze liczba przeciwna (symetryczna),”
& =— o spetnia to samo réwnanie z?=2.

Przejdzmy teraz do okreslenia pierwiastka n®° stopnia
z liczby rzeczywistej dodatniej B, czyli do rozwigzania
réwnania 2" — . Poniewaz réwnaniami algebraicznemi bg-
dziemy si¢ zajmywaé w innym dziale tej ksigzki, wigc tu
okreslimy tylko pierwiastek dodatni. W tym celu podzie-
limy liczby wymierne na dwie klasy, przyczem do klasy
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izszej zaliczymy liczby wymierne ujemne, liczbe zero
liczby wymierne dodatnie, ktérych »t* potega jest mniej-
za od liczby dodatniej 8; do klasy wy2szej zaliczymy liczby
odatnie ktérych n'* potega jest wigksza od liczby B. Udo-
adniamy dalej, ze ta klasyfikacja obejmuje wszystkie
iczby wymierne, z wyjatkiem najwyzej jednej, co ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy liczba rzeczywista 8 jest
iczbg wymierng, rowng n'® potgdze innej liczby wymier-
nej; dopelniwszy wigc ewentualnie naszg klasyfikacje, otrzy-
mamy przekréj, ktéory wyznacza nam pewng liczbe rze-
zywistg o, Teraz trzeba udowodnié¢, ze o = .« ... =3,
rzeczy samej, jezeli jakas$ liczba wymierna dodatnia jest
niejsza od «, to jej nf potega jest mniejsza od B. Jesli
igc utworzymy podzial na dwie klasy, podzial, jaki na-
ezy utworzy¢ dla okreslenia liczby o, to ten podziat
kaze si¢ identyczny z podzialem, okreslajacym liczbe B;
tgd wniosek, iz o*=p. Szczegély dowodu czytelnik do-
efni sam. W poprzedniem rozumowaniu liczba § byta
owolng liczbg dodatnig rzeczywista, a wigc mogta byé
czbg wymierng. Pierwiastkowanie okreglilismy tu tylko
la wykfadnika n catkowitego.

13. Rozpatrywalismy dotychczas wynik jednego dzia-
ania, wykonanego nad liczbami niewymiernemi; mozemy
eraz rozpatrywaé wynik calego szeregu dziatan nad licz-
ami niewymiernemi, mianowicie dodawania, odejmowania,
nozenia, dzielenia, potegowania i pierwiastkowania, byle
iczba tych dziatan byta skoriczona i nie byfo $réd nich
zielenia przez zero. Mozemy sprawdzié, ze zasadnicze
rawa i wynikajgcego z nich prawidta, ktére sg prawdziwe
dla liczb wymiernych, sg takze prawomocne dla liczb nie-
wymiernych, czyli dziedzina ich prawomocnos$ci obejmuje
zbiér liczb rzeczywistych; wykonujgc wiee przeksztatcenia
nad liezbami oznaczonemi przez litery, nie potrzebujemy
sig troszczy¢ o to, czy litery oznaczajg liczby wymierne
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czy niewymierne. Pod tym wzgledem wazne jest prawo
rozdzielnosci czyli prawo mnozenia sumy,

6) (e+B).y=0ay+By,

gdyz prawo rozdzielnosci stosujemy bardzo czesto przy
dowodzeniu bardzo wielu wzoréw algebraicznych. Dowaod
tozsamosci (3) nie przedstawia trudnosci i polega na stwier-
dzeniu, iz przekréj, wyznaczajgcy liczbe (o4 3)y jest
identyczny z przekrojem, wyznaczajgcym liczbe vy - 3.
W gruncie rzeczy mamy tu do czynienia z faktem naste-
pujgcem: warto$¢ przyblizong liczby (o 3)y z dowolng
dokfadnoscig otrzymamy, zastepujgc liczby o, B, y war-
tosciami przyblizonemi a, 4 i ¢, i wykonujgc nad niemi
te same dziatania, byle tylko liczby a, & i ¢ roznily sie
dostatecznie mato odpowiednio od liczb «, 3, y.

Niech f(c, B) oznacza wynik jakichkolwiek dziatan nad
liczbami niewymiernemi « i 3, z wyfgczeniem dzielenia
przez zero. Mozemy otrzymaé liczbg tak mato roézniacy
si¢ od f(«,B) jak si¢ podoba, jesli zastapimy o i B
liczbami wymiernemi a i 4 i wykonamy nad a i b te sa-
me dzialania, co da nam f(a,bd), byle tylko liczby a i b
roznity si¢ dostatecznie mato od liczb o« i 3. Mozemy te
samg tres¢ wyrazi¢ w sposob nastepujacy: niech & ozna-
cza dowolnie matg liczbe dodatnig; w zaleznosci od ¢
wyznaczy¢é mozna dwie liczby &’ i B’ takie, ze skoro tylko
lieczby wymierne @ i b spelniaja nieréwnosci:

< o<TA IS b B
(2, B) — e <f(a, b)) <[(a,B) +-,
czyli inaczej: [f(et, B) — f(a, b)| <.

Podobne twierdzenie zachodzi, oczywiscie, i w tym
przypadku, gdy ilo$é liczb niewymiernych jest wieksza od
dwoch, byle tylko byla ich liczba skoniczona. Czytelnik
moze sprawdzié¢ stusznos$¢ tylko co wypowiedzianego twier-
dzenia na poszczegolnych przykladach; mozna bytoby daé
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owod ogolny, oparty na indukcji, ale dla nas to jest zby-
eczne, gdy? w innem miejscu wrécimy do tego samego
ematu, mianowicie w dziale o cigglosci funkcji. Udowo-
nimy, 2e jesli funkcja jest ciggla i jesli znamy jej war-
$ci dla wartosci wymiernych zmiennych, to tem samem
yznaczone mamy i wartosci tejze funkeji dla wartosci
iewymiernych' zmiennych. Wtasnos¢, o ktérej mowa byta
tym ustepie, jest wigc tylko przypadkiem szczegolnym
golniejszej wlasnoécf ktéra jest wynikiem cigglosci. Nie
omingliSmy jednak milczeniem tej sprawy w rozdziale
liczbach niewymiernych z powodu jej waznosci w za-
tosowaniach, mianowicie przy wyliczeniach liczbowych.

14. Prezekrdj w dziedzinie liczb rzeczywistych.

Jasna rzecz, 2e mozemy tworzy¢ przekroje w dziedzi-
ie liczb rzeczywistych zupelnie w ten sam sposob, jak
dziedzinie liczb wymiernych. W tym celu wystarczy zbior
szystkich liczb rzeczywistych podzieli¢ na dwie klasy,
zachowaniem tych samych trzech warunkow:

1) Kazda liczba rzeczywista nalezy do pierwszej lub
o drugiej klasy.

2) Zadna klasa nie jest pusta.

3) Kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kaz-
ej liczby drugiej klasy. '

Zbadajmy, co nam daé¢ moze taki przekréj. Przede-
szystkiem nie moze by¢ jednoczesnie liczby najwiekszej o
pierwszej klasie, i liczby najmniejszej 3 w drugiej klasie,

dyz wtedy liczba rzeczywista et

2
3
<q__§‘~<ﬁ, nie nalezalaby do zadnej klasy.

, spetniajgce nierow-

Zbadajmy teraz, czy pierwsza klasa moze nie mieé
ostatniego elementu, t. j. najwigkszej liczby i jednoczesnie
klasa druga nie mie¢ pierwszego, t. j. nie zawieraé na]-
mniejszej liczby.
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Oznaczmy dowolng liczbe pierwszej klasy przez o,
dowolng liczbe drugiej klasy naszego przekroju przez B,
a same klasy przez (o) i (8), tak iz liczby zbioru («) wig-
cej liczby zbioru (8) stanowig zbiér wszystkich liczb rze-
czywistych., W zwigzku z danym przekrojem utwérzmy
nowy przekréj w zakresie liczb wymiernych, przyczem do
nizszej klasy zaliczymy kazdg liczb¢ wymierng a, ktéra na-
lezy do klasy poprzednio wspomnianej (c), do klasy wyzszej
zaliczymy kazda liczb¢ wymierng b, ktéra nalezy do klasy

(B). Jasna rzecz, ze ten podzial na klasy obejmuje ogot wszyst- -

kich liczb wymiernych, bo kazda liczba wymierna r, bedgc
jednoczednie elementem zbioru liczb rzeczywistych, jako
taka musi naleze¢ w pierwszym przekroju badz do klasy («),
bgdz do klasy (8), a wiec w drugim przekroju do klasy (@)
lub do klasy (4). Przekroj w dziedzinie liczb wymiernych,
w ktéorym klasg nizszg jest klasa (a), klasg zas wyiszg (),
jak kazdy przekroj w dziedzinie liczb wymiernych, wy-
znacza nam pewng liczbe rzeczywistg 8. Liczba §, jak
kazda liczba rzeczywista musi naleze¢ bgdz do klasy (o),
badz do klasy (B). Jezeli 8 nalezy do klasy (), to jest,
powiadam, najwigkszg liczbg tej klasy. Dowdd przez spro-
wadzenie do sprzecznosci; gdyby jakas liczba o, nalezgca
do («), byla wigksza od §, t. j. gdyby 6 <a, to mozna
bytoby znalez¢é liczbg wymierng r, zawarta miedzy o i «,
t. j. spetniajgcg nierdwnodé 6 <» <a; lecz liczba r, jako
mniejsza od liczby «, musi naleze¢ do klasy (@) w pierw-
szym przekroju, a wigc do klasy (¢) w drugim; lecz w ta-
kim razie nie moze mie¢ miejsca nierdwnos$¢ » >0, gdyz
zadna liczba klasy nizszej (@) nie moze byé¢ wieksza od
liczby 8, okreslonej przez odpowiedni przekrdj. Doszli$my
wigc do sprzecznosci. Tak samo udowodnimy, ze, jesli &
nalezy do klasy (8), to musi byé najmniejsza liczbg tej
klasy.

Tak wigec udowodniliSmy, ze w przekroju utworzonym
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dziedzinie liczb rzeczywistych, albo w pierwszej klasie
st liczba najwigksza, albo w drugiej klasie liczba naj-
niejsza.

Tu wige zaznacza si¢ wyrazna roéznica migdzy prze-
rojami w zakresie liczb wymiernych, a w zakresie liczb
eczywistych. Otrzymany wynik jest bardzo wazny; mozna
o wyrazié¢ krotko, méwige, iz przekrdj w dziedzinie liczb
zeczywistych nie moze mieé¢ ,luki“. Widzieli$my, iz prze-
ré6j w dziedzinie liczb wymiernych moze da¢ ,luke*; takie
tasnie przekroje daly nam mo2znosé rozszerzenia zakresu
czb wymiernych przez wprowadzenie liczb ogdlniejszej
atury; w ten sposéb ,luka“ jakgdyby zostata zapelniona.
dyby cos podobnego zachodzito w dziedzinie liczb rze-
ywistych, t. j. gdyby i tu mozliwa byla ,luka“, mogli-
ysSmy mieé otwartg droge do nowego rozszerzenia pojecia
czby i do utworzenia liczb ogélniejszych od liczb rzeczy-
istych; udowodnili$my, 2e tak nie jest.

Pozostajg wige dwie mozliwosei, albo w klasie nizszej (o)
t liczba najwigksza, albo w klasie wyzszej (B) jest liczba
jmniejsza. Obie te ewentualno$ci mogg si¢ zdarzyé. By
"o tem przekonaé, rozpatrzymy odpowiedni przyklad.
klasy ni2szej («) zaliczymy wszystkie liczby rzeczywiste
niejsze od liczby 6, do klasy drugiej wszystkie liczby
czywiste wigksze od 6, samg zad liczbg & zaliczymy do
asy ni2szej czy wy2szej, zaleznie od tego, czy chcemy
ie¢ przyklad pierwszej mozliwosci czy drugiej.
Otrzymany wynik mozemy streéci¢é w nastgpujgcem
ystowieniu: jezeli utworzymy przekrdj w dziedzinie liczb
czywistych, to ten przekrdj wyznacza nam pewng liczbe
eczywista 8, posiadajgca t¢ wlasnodé, ze kazda liczba
eczywista od niej mniejsza nalezy do klasy nizszej (o),
azda za$ liczba rzeczywista, wigksza od 6 nalezy do klasy
y2szej (8). Sama za$ liczba 6 moze nalete¢ do klasy (o),
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bgdz do klasy (8). Liczba 8 jakby ,oddziela“ jedng klase
od drugiej. '

Okredlenie. Zbior wszystkich liczb rzeczywistych (wy-
miernych i niewymiernycb) nazywamy continuum liczbo-
wem lub arytmetycznem.

15. Interpretacja geometryczna.

Dla nadania naszym rozwazaniom wigkszej poglado-
wosci bez ujmy dla $cistosci bedziemy czesto postugiwaé
si¢ interpretacjg geometryczng. Interpretacja geometryczna
oparta jest na odpowiednio$ci doskonatej migdzy conti-
nuum liczhowem a continuum linjowem geometrycznem,
przyczem continuum linjowem nazywamy zbiér wszystkich
punktow prostej (p). Pod odpowiednoscig doskonalg rozu-
miemy odpowiedno$é, w ktérym kazdemu elementowi
pierwszego zbioru odpowiada zawsze jeden i tylko jeden
element drugiego zbioru i odwrotnie; w danym przypadku
znaczy to, ze kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada na
prostej (p) jeden tylko punkt i, odwrotnie, kazdemu punk-
towi prostej (p) odpowiada tylko jedna liczba rzeczywista;
jesli prosta (p) jest, np. osig odcigtych, to liczba, odpo-
wiadajgca dowolnemu punktowi tej osi nazywa su; odciety
tego punktu i oznacza sig¢ przez z.

Wskutek tej odpowiedniosci doskonatej mozemy po-
stugiwaé sie przy wystawianiu twierdzen analitycznych
jezykiem geometrycznem; kazdej zaleznosci analitycznej
miedzy liczbami odpowiada zaleznosé¢ $cisle okreslona mie-
dzy punktami i odwrotnie. Dzigki temu mozna polgczyé
obrazowos¢ jezyka geometrycznego ze $cistoscig analityczna,
przyczem poje¢cia geomelryczne sg tylko obrazami odpo-
wiednich poje¢ analitycznych, tak i2 pomimo postugiwania
si¢ terminami geometrycznemi, rozwazania podane w tej ter-
minologji nie sa wcale oparte na geometrji; czyli tak zw.
arytmetyzycja matematyki daje si¢ doskonale pogodzi¢ z uzy-
waniem wystowienia geometrycznego. Mozna na zasadzie
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powiedniosci doskonatej sporzgdzi¢ sobie stowniczek dla
miany terminéw analitycznych na odpowiednie nazwy
metryczne i odwrotnie. Tak wige punkt, to liczba rzeczy-
ista, prosta nieograniczona (of), to zbiér wszystkich liczb,
eczywistych, odcinek ograniczony punktami 4 i # ozna-
a zbiér liczb, skladajgcy si¢ z liczb a i 4, odpowiadajg-
ch punktom 4 i 7 i ze wszystkich liczb rzeczywistych z,
wartych migdzy liczbami @ i &; innemi stowy, odcin-
owi AFB odpowiada zbiér punktow z, spelniajgcych nie-
wnosci a <"z <_b, jesli a<<bh. Ten zbiér punktéw ozna-
amy krétko symbolem (a,b) i nazywamy przedziatem;
6wimy: punkt nalezy do przedziatu, nie nalezy do prze-
iatu i t. d. Punkt 4 le2y na lewo od punktu 5, na
rawo od punktu 7 lub zlewa si¢ z nim, zaleznie od tego,
y a<b, czy tez a> b, lub wreszcie a=25. Diugosé od-
nka A7 jest to liczba dodatnia | — &/ i t. d. Inne przy-
ady spotkamy pozniej.

Odpowiednio$¢ doskonalg migdzy continuum liczbo-
m, a continuum linjowem geometrycznem przyjmujemy
jako pewnik. Jasna rzecz, 2e przy pomocy odpowiedniego-
tadu pewnikéw geometrycznych mozna istnienie takiej
powiednosci udowodnié. Lecz rozwazania tego rodzaju
biegajg daleko od naszego przedmiotu i nalezg do dzie-
iny badan nad podstawami geometrji, dokgd odsylamy
teresujgeych sie tg kwestjg.*)

Idge dalej w tym samym kierunku, mozemy ustalié
powiednio$é migdzy parami z,y liezb rzeczywistych.
punkiami na plaszezyznie. Zbiorowi wszystkich takich
ar z,y odpowiada¢ bedzie w sposéb doskonaly zbior
szystkich punktéow plaszczyzny. Parg liczb rzeczywistych

*) »Encyclopédie des sciences mathématiques* tome IIi, premier
olume, ,Principe de la geométrie“ par F. Enriques. Tam wskazana.
est i literatura przedmiotu.
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z,y nazywamy z tego powodu punktem, albo punktem
analitycznym na plaszezyznie. Tak samo-przyjmiemy od-
powiednio$¢ doskonaty migdzy tréjkami z, ¥, 2 liczb rze-
czywistych a punktami przestrzeni; takg tréjke liczb rze-
czywistych nazywaé¢ bedziemy takie punktem, albo inaczej
punktem analitycznym w przestrzeni. Zbiory utworzone z p
liczb rzeczywistych z,, #,,..., @, bedziemy nazywali zbio-
rami punktéw analitycznych w przestrzeni p wymiarowej.

16. Wr6émy do continuum liczbowego. Wiemy, ze
zbiér ten zawiera liczby rzeczywiste, t. j. liczby wymierne
i niewymierne; z posrod liczb niewymiernych znamy i za

pomocg osobnych symboli Va oznaczamy te liczby niewy-
mierne, ktore powstajg z pierwiastkowania, gdzie liczba
podpierwiastkowa a jest wymierna i dodatnia; takie liczby
sg pierwiastkami rownan ksztattu 2" = a. Idgc tg samg drogg,
mozemy okresli¢ liczby niewymierne, ktére powstajg w ten
sam sposob, ale przez polgczenie catego szeregu dziatan tego
rodzaju, t. j. te, ktore oznaczamy symbolami, zawierajgcemi
skonczong ilos¢ dziatan, miedzy ktéremi sg pierwiastko-
wania. Takg jest np. liczba a‘=§/2—\/3——;\‘/2+\/3. Czy
zbioér wszystkich liczb tego rodzaju, t. j. liczb niewymier-
nych, utworzonych w ten sposéb, wyczerpuje wszystkie
liczby niewymierne? Zobaczymy pézniej, ze pierwiastki
rownan algebraicznych stopnia #%° o spéiczynnikach wy-
miernych stanowig klas¢ obszerniejszg od klasy liczb okres-
lonych przy pomocy skonczonej liczby pierwiastkowan
i innych dziatan algebraicznych, wykonanych nad liczbami
wymiernemi, o ile »>>4. Ale i ta obszerniejsza klasa liczb,
ktére nazywamy liczbami algebraicznemi, nie wyczerpuje
wszystkich liczb rzeczywistych. Podamy pézniej okreslenie
liczb n i e; mozna udowodnié, ze te liczby nie mogg byé
pierwiastkami rdéwnania algebraicznego jakiegokolwiek
stopnia o wspéiczynnikach wymiernych (albo o wspélezyn-
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kach algebraicznych, co wychodzi na jedno). Na takie
czby, jak e i n, zwane przestgpnemi, nie nalezy sig za-
atrywaé jako na jakies wyjgtki; przeciwnie. Do conti-
uum powrécimy poézniej i w zwigzku z tem wrécimy
cze raz do poruszonego w tym miejscu pytania,

Ciggi. Granica ciqgu.

47. Okreslenie ciqgu.

Ciggiem nazywamy zbiér liczb, danych w pewnym
kreslonym porzgdku, tak iz kazda liczba, zwana wyrazem
iggu, posiada swoje okreslone miejsce w ciggu, i odwrotnie
azdy wyraz jest okreslony w zaleznosci od swego polo-
nia wéréd innych liczb ciggu. Istnieje wige w ciggu wy-
z pierwszy, ktory oznacza¢ bedziemy przez a,, wyraz
ugi a,, wyraz trzeci a, it. d.; wyraz, zajmujgcy miejsce

liczge od poczgtku, oznaczaé bedziemy przez a, i t. d.
czbe n w symbolu a, nazywamy wskaznikiem. Kazdy
raz ciggu jest funkcjg liczby calkowitej dodatniej n
kaznika), ktéra wskazuje numer porzgdkowy tego wy-
u, niezaleznie od tego, czy znamy czy nie znamy wzoru,
razajgcego t¢ zaleznoséé funkcjonalng. Ogodlna postaé ciggu
t wige nastgpujgca:

[V AR NS AR et

Wyraz a, nosi nazwe¢ wyrazu ogolnego.

Zajmowaé si¢ bedziemy ciggami nieskonczonemi, t. j.
kimi, w ktérych liczba wyrazow przewyzsza dowolnie
ielkg liczbe catkowitg dodatnig n.

Cigg skonczony jest dany, jesli znamy wszystkie wy-
y tego ciggu; o ciggu nieskonczonym moéwimy, ze jest
ny, oczywiscie, w nieco odmiennem znaczeniu, gdy2
szystkich wyrazéw takiego ciggu napisa¢ i wyczerpaé nie
ozemy. Termin ten dla ciggéw nieskonczonych oznacza,
e dawszy sobie z gory dowolnie wielkg liczbg calkowitg
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dodatnig 7, znamy wszystkie wyrazy od «, do a, i mogli-
bySmy te wyrazy po kolei napisaé. Moze si¢ to sta¢ dzieki
temu, iz znamy prawo tworzenia si¢ wyrazéw tego ciggu;
prawo to moze byé¢ dane za pomocg zwigzku miedzy wy-

: AT L 1
razem a, i wskaznikiem n w postaci wzoru, np. a, i lub

an=(—1)"n~+mn, lub a, =n+4 (-5 i t. p; kladgc
w tych wzorach na mlejscu n po kolei liczby ciggu na-
turalnego: 1, 2, 3,.... otrzymamy wyrazy kolejne odpo-
wiednich ciggow :

ok Lkl oond
- P OSE s
0,408,012 0,...., (—1)"n—+mn,....
—4, 29, —116, 641,...,. , 7t (—=5)",....

Cigg moze byé dany i bez pomocy takiego wzoru.
Niech, np. cigg bedzie okreslony w nastgpujacy sposéb:
a, -réwna sig¢ liczbie dzielnikow liczby n, wigczajac jeden
i samg liczbg n. Otrzymujemy cigg:

152,028, 2 i Bt

Inny przyktad ciggu: pierwsze dwa wyrazy rownajg
si¢ jednodci, t. j. @y =1, a,=1, kazdy za$§ nastepny wy-
raz rowna si¢ sumie dwéch poprzedzajgcych wyrazéw,
t. j. u, =y + u, o Jest to tak zwany cigg Fibonac-
ci’ego: :

1,152 8,78, 8, 13,25 3475

Oto jeszcze pare przyktadéw ciggow:

n-+41
+@m+1) sin’%ﬂ; a.=(n+1) cos’(l—;z—l)ﬁ;
a, = e st Y s najwigkszemu dzielnikowi
cos’%It ~+ msin? 5 "
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ieparzystemu liczby n; a, = E yn), gdzie E(z) oznacza
ajwigkszg liczbg catkowitg nie wiekszg jednak od liczby @,
yli mieszczgeg sig w liczbie .

Czytelnik napisze wedlug wskazanych praw pewng
czbe wyrazow odpowiednich ciggéw.

18. Monotonicznym nazywamy cigg, w ktérym dwa
olejne wyrazy a, i @41 $§ ze sobg w zwigzku, wyraza-
cym si¢ zawsze, t. j. dla kazdego n, jedng albo drugg
dwoch nieréwnosei @, << @ui1, lub @y > @uq, OCZywiscie,
dng z nich zawsze z wykluczeniem drugiej. Jako przypadek
zczegolny, ciggiem monotonicznym jest cigg, w ktorym
szystkie wyrazy sg rowne, np. cigg a, =1, t. j.

; e 0 B DR S ARGy i

Wiréd ciggéw monotonicznych zastugujg na uwage
iggi (stale) rosngce i ciggi malejgce. Ciggiem rosngcym
azywamy cigg, w ktorym kazdy wyraz jest mniejszy od
stgpnego wyrazu, t j. w ktérym ay < y4q3 Ciggiem ma-
jgcym nazywamy cigg, w ktérym kazdy wyraz jest wigkszy
nastepnego, t. j. @y > @.4y. Tak np. ciggi a, =n* lub

n— . : : : 1
b sy ciggami rosngcemi, a ciggi an =5 lub
= 2" s3 ciggami malejgcemi. Przykladem ciggu mono-
nicznego jest cigg: a,.-—-nsin”%‘—{—(u—{—l)cos”-tg, i
igg:
158 B 000 15 vouvid

téry jednak nie jest rosngcy, bo w nim dwa kolejne wy-
y mogg by¢ sobie rowne.

iqgi, ograniczone od gory, i ciqgi ograniczone od dotu.
Cigg jest ograniczony od gory, jezeli wéréd liczb rze-
czywistych M istnieje cho¢ jedna, wigksza od wszystkich

Rachunek rogniczkowy i calkowy. 8
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liczb danego ciagu, t. j. taka, %e nieréwno$¢ a, < M jest
spefniona nieskoriczong ilo$¢ razy dla kazdej bez wyjatku
wartosci  wskaznika 7; oczywidcie, iz, jezeli jest jedna
taka liczba M, to istnieje ich nieskoniczenie wiele, bo
kazda liczba M’'> M moze jg zastgpié. Cigg jest ograni-
czony od dotu, jesli istnieje liczba 7 mniejsza od wszyst-
kich liczb danego ciggu, t. j. taka, Ze nieréwno$é a, > m
jest spetniona dla kazdej bez wyjgtku wartosei wskaz-
nika n. ;

Cigg moze by¢ ograniczony od dotu i od gory; wtedy
cigg, utworzony z wartodci bezwzglednych wyrazéw danego
ciggu, jest ograniczony od gory. Cigg, w ktérym wszystkie
wyrazy sg dodatnie, jest juz przez to samo ograniczony
od dotu; cigg, w ktérym wszystkie wyrazy sg ujemne,
jest oczywiscie ograniczony od géry. Tak samo cigg ros-
ngcy jest zawsze ograniczony od dolu, a cigg malejgey od
gory.

Przyktady: Cigg a, = — n®-20n jest ograniczony od
gory, gdyz a, <101 dla kazdego »; nie jest natomiast ograni-

czony od dotu. Cigg a”‘=nsin27;—ﬂ——100 jest ograniczony

od dotu, gdyz a,>—101 dla kazdego n, nie jest nato-
; : : S

miast ograniczony od gory; w rzeczy samej nsin® - — 100

bedzie liczbg wigkszg od dowolnie wielkiej liczby dodatniej
M., o ile n bedzie liczbg nieparzystg wigkszg od M - 100.
¢ 0. —1)
Ciag 10000 {ln—f—(” 1)}

i od dotu, gdyz tu
—2<a, <10001.

=an jest ograniczony od goéry

Tak samo cigg: a,=5— 10 sin22—n, czyli: 0, —5, 0,45,

0, —5, 0,... jest ograniczony od gory i od dotu; gdyz dla
kazdego n jest |a, | <6.
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19. Granica ciggu.

Niech bedzie dany cigg: a,, a;; ag;...; @n ;...
Zbadajmy wyrazy tego ciggu pod wzgledem pewnej wias-
nosci (W), t. j. zbadajmy, czy liczby naszego ciggu te
wlasnos¢ (W) posiadajg, czy tez nie. Wynik tego badania
moze by¢ trojaki:

1° Wszystkie liczby ciggu z wyjgtkiem moze skonczo-
nej ilosci liczb te wlasnos¢ posiadajg; bedziemy krotko
wyrazali t¢ okolicznos¢, mowigce, ze ,prawie“ wszystkie
wyrazy ciggu te wilasnos¢ posiadajg.

2° Wszystkie liczby ciggu z pominigciem moze skon-
czonej liczby wyjatkéw tej wlasnosci nie posiadajg, czyli,
powiemy, ,prawie“ zadna liczba ciggu tej wlasnosci nie
posiada.

3% Ani 1° ani 2° nie jest prawda, czyli jest w ciggu
nieskonczenie wiele wyrazow, t¢ wtasnos$é¢ (1) posiadaja-
cych; i nieskonczenie wiele wyrazéw, ktore tej wilasnosci
liczbowej (1¥) nie posiadaja.

Przykiady: Niech dany bedzie cigg:

s 1000 {1 + (— 1)}

n

»liczba z jest mniejsza od jednosci“. Utozsamijmy « z liczba-
mi naszego ciggu: 0, 1000, 0, 509, 0, %09,
siada 2gdang wlasno$é, a, jej nie posiada, a, posiada i t. d;
zastanowiwszy si¢ chwile, przyjdziemy do przekonania, e
wbrawie“ wszystkie wyrazy danego ciggu posiadajg zgdang
wlasnos¢ (W), gdyz tej wlasnodci nie posiadajg tylko te
wyrazy ciggu, ktorych wskaznik jest parzysty i mniejszy
od 2000, czyli jest liczba skonczona wyjgtkow.

| Niech dany bedzie ten sam cigg, a wlasnoscig (W)
niech bedzie: ,liczba z jest wieksza od 10¢. Utozsamijmy
Z z kolejnemi liczbami ciggu. Jasna rzecz, ze ,prawie
zadna liczba ciggu tej wlasnosci nie posiada, gdyz warun-

, a wlasnoscig liczbowg (V) bedzie:

0, 250,.; a, po-

3‘
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kowi zgdanemu czynig zado$¢ tylko te wyrazy ciggu, ktd-
rych wskaznik jest parzysty i mniejszy od 200.

Niech dany bedzie cigg a,=mn, t. j. ciagg 1, 2, 3, 4,
5,...,m,..., a whasnoscig (1) niech bedzie: ,liczba z jest
parzysta“ i sprobujmy utozsamié¢ liczbe x z wyrazami na-
szego ciggu. Okazuje sig, Ze jest nieskonczenie wiele wy-
razOw naszego ciggu, czynigcych zado$¢ zgdanemu wa-
runkowi, ale jest takie nieskonczenie wiele wyrazow,
ktore nie spetniajg tego warunku. Zdanie wiec: ,prawie®
wszystkie wyrazy danego ciagu sg parzyste, byloby fatszywe.
Tak samo falszywe byloby zdanie: ,prawie“ wszystkie
wyrazy naszego ciggu s3 nieparzyste.

Jezeli zachodzi przypadek 1° t.j. jezeli ,prawie
wszystkie wyrazy naszego ciggu dang wilasnos¢ posiadajg,
to zawsze istnieje pewien wskaznik 7,, taki, ze wszystkie
wyrazy o wiekszym wskazniku (t. j. dalsze) t¢ wlasnos¢ bez
wyjatku posiadajg: gdy n >n,, to a, posiada wtasnos¢ ().
W rzeczy samej, z zalozenia wynika, Ze istnieje skonczona
liczba wyjatkow, np. £ wyrazéw wyjatkowych o wskazni-
.kach rosngcych ny, n,,..., m, tak iZ2 @y, Guy,...., Gu, 53
jedynemi wyrazami danego ciggu, nie spefniajgcemi wa-
runku (W). Wystarczy wzigé n, =mn;; dla n>n,, a, spet-
nia¢ bgdzie warunek (W),

20. Przypusémy, ze cigg nasz posiada wilasno$é na-
stepujaca: jakkolwiek wielkg liczbe M/ wybierzemy, ,pra-
wie“ wszystkie wyrazy naszego ciggu sg od M wigksze;
innemi stowy, poczgwszy od pewnego miejsca, wyrazonego
wskaznikiem n,, wszystkie wyrazy ciggu sg liczbami,
wigkszemi od M. Jesli to zachodzi, mowimy krotko, ze
cigg dgzy do nieskonczonodci lub rosnie nieograniczenie,
co oznaczamy, piszgc a,—>oco, gdy m — oo.

Uwaga. Nie mozemy traktowaé ,nieskonczonosci*
i symbolu co na réwni z innemi liczbami. Chociaz czgsto
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bedziemy uzywali terminu ,nieskonczono$é“ dla wiekszej
wyrazistosci i dla skrdécenia, to jednak uzywaé bedziemy
tego terminu tylko w pewnych zupetnie okreslonych zda-
niach, ktdrych sens zostal uprzednio ustalony przy pomocy
osobnej definicji, tak iz kazde zdanie, zawierajgce termin
,nieskonczono$é¢“ lub symbol co, mozemy na mocy tylko
co wspomnianej definicji zastgpi¢ przez inne zdanie, nie za-
wierajgce tego terminu. Poprzednio juz uzywaliSmy wyrazu
,nieskonczono$c” w zdaniu takiem jak: ,liczba wyrazow
ciggu jest nieskonczona“; to znaczy, jak wiemy, ze liczba
wyrazow jest wigksza od 7, jakkolwiek wielkg jest liczba
catkowita dodatnia n. Teraz nauczyli$émy si¢ uzywaé ter-
minu ,nieskonczonos$é¢“ w zdaniu takiem, jak: ,a, dazy do
nieskonczonodci wraz z n, jesli @, =n?¢. Jest 1o skrocone
i symboliczne wystowienie, majgce zastapic nastgpujace
dtuzsze zdanie: Jakkolwiek wielkg wybiore liczbe //, moge
do niej dobraé takg liczbe m,, e, poczawszy od wyrazu
o wskazniku n,, wszystkie wyrazy ciggu sg od M wigksze.
Fakt ten stwierdzamy, oczywiscie, przez dyskusje odpo-
wiedniej nier6wnosci; tutaj np. nalezy stwierdzi¢, ze nie-
rownosé
=l

jest spetniona ,prawie“ dla wszystkich wartosci n; w rze-
czy samej, na to, by n?> M, trzeba, by n>\M; wystar-
czy, oczywiscie, wzigé za m, najwigkszg liczbe calkowits,
zawartg w (M, czyli E(JM); wszelka liczba catkowita n,
wigksza od takiej liczby n, = E ({ M), bgdzie réwniez wigksza
od JM, a wiec warunek zgdany bedzie speiniony, gdyz
liczba #%?= a, bedzie wigksza od M, skoro tylko #n>n,.

Cigg, ograniczony od géry, nie moze, oczywiscie, dg-
2y¢é do nieskonczono$ci; jesli ciag nie jest ograniczony od
gory, to moze dgzy¢ do nieskonczonosci, ale nie koniecznie;
tak, np. cigg, przytoczony poprzednio jako przyktad ciggu,
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ktory nie jest ograniczony od gory, mianowicie cigg

s W TZe-

an =nsin? o
e 2
czy samej, jesli n jest liczbg parzysta, to a, = — 100.

Przyktady: Jezeli an=mnsin? +(n+1)cos’ z §

a,—> o dla n—> co; wystarczy zauwazyc, e an>n
: n®
Jezeli an = 100~
2e a,> M, skoro tylko n>n,, gdzie
ny = 50 -+ E {2500 - 100 M}.

n, to a, — co; wystarczy zauwazyé,

n
Jezeli an =n? sm“’ —]—ncos’ 5 to a,—> co; wystar-
czy zauwazy¢, 2e tu a, }n.

21. Granica zero.

Dajmy na to, ze cigg nasz posiada nastgpujacg wias-
nos¢: jakkolwiek mata jest liczba dodatnia e, ,prawie”
wszystkie wyrazy ciggu majg warto$é bezwzgledng, mniej-
szg od ¢, t. j. kazdej liczbie £ >0 odpowiada pewien wskaz-
nik #,, taki 2e, skoro tylko n>n,, to |a,|<e; ten
wskaznik n, zalezy wogodle od &, dlatego tez zamiast n,
piszemy czesto n,(e). Jezeli taka wlasnosé¢ zachodzi, to mo-
wimy krétko, ze cigg dazy do zera, i piszemy a,—> 0 dla
n->co, lub lim a, =0; to samo wyrazamy, méwiac, 2e

n-—>co

granicg ciggu jest zero.

, to lima, =0; w rzeczy sa-

n—>0

Przyktady: Jezeli a,=

| —3!—‘

mej, }2<8, skoro tylko n > ~; jesli wigc n, = (é), przy-

czem zakladamy e<1, to »>mn, pocigga nier6wnosé

a, <se, gdy2 !a,,,:1s/ : lecz no—+—1>l czyli

\\n_’_l’
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1
ng—+ 1

wynika |a,| <e, co trzeba bylo wykazaé.

<8 z dwoch nieréwnosci ]a,,[

il
T

Jezeli an=nlz, to lima,=0; wystarczy tu przyjaé

n—>co

ng 8 E(\/;—) dla £<1.

dezelieg — l sin 2% {0 lim Tn—0; wystarczy zauwazye,

2
z n—>oo

e |ay| \<%; dalej jak w przykfadzie pierwszym.

Jezeli @, = (—1)* n—{—— : , tolim @, =0; wystarczy zau-

n—>co

T 2
wazyé, iz |a.| < =
&

Jezeli a,,—\/ {14 (—1)*}, to lim a,=0; wystarczy

2
zauwazyé, ze |a,| < ﬁ, a wigc, jezeli m, tak obierzemy, by

(5 (é), to n>mn, pociggnie |a,|<e <1.

22. Granica g (dowolna).
Symbol a,—>g dla n—>co lub lima,=g oznacza,

n—>co

e a, —g dgzy do zera. Méwimy wtedy, ze granicg ciagu

@5 @y @,..., @Qn,... jest liczba g; orzeczenie takie jest
rownoznaczne z orzeczeniem, Ze granica ciggu a;—g,
4—¢, @3 —G,..., Gn—¢g,.... jest zero. A wiec ,prawie*

Wszystkie wyrazy tego ostatmego ciggu sa, co do wartosci
bezwzglednej, mniejsze od e, gdzie € jest dowolnie matg
liczbg dodatnig.

Mozemy wigc nasze pierwotne okreslenie przeksztalcié
W sposob nastgpujacy: jezeli kazdej liczbie dodatniej do-
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wolnie malej odpowiada- taka liczba 7, (€), iz nier6wnosé¢
n>mn, () pocigga nierdwnosé |a, — g| <e, to wtedy i tylko

wtedy lim a,=g.

Uwaga. Zastrzezenie, ze n, ma by¢ catkowite, nie po-
siada bynajmniej znaczenia zasadniczego i moze byé na-
wet zupelnie pominigte, o ile przez n, oznaczamy nie ko-
niecznie wskaznik, lecz wogdle liczbe, posiadajacg t¢ wlas-
nos¢, ze wyrazy ciggu o wskazniku n, wigkszym od n,,
posiadajg zadang wilasnosé.

Przyktad: Jezeli a":n—-?—l’ to yl'i_l>n:31”= 1. W rzeczy
samej l—n-_T_T—m, a, bedzie sig¢ roznilo od 1 mniej,
niz o ¢, jesli n>é.

Jezeli an=n—2—|;—1, to lima, =14; w rzeczy samej
pEr Lo i iy :

g e czyli |a, —%1—27—1, czyli skoro tylko

1
> g0 10 o —4I<e.

Jezeli a, =\/n—|—\/ﬁ— Vn, to lim a, = 4; w rzeczy sa-

. n—>00
mej’ Ay = — vn b i i ,.\/,Zl,i—ﬂ R0 «}Z A%,

R L 2+ ynyn|

o e s L L e ]
3 —ad < i ——4—]\11—{—\/7—&—1]; wystarczy te-

/ 1
raz zbadaé¢ nieréwnosé \/1 + \/—ﬁ —1<4¢, ktéra daje nam

1 1 1

"> Gaai (11200 POIETAL Lo > BTt 2

e wiec wi-

dzimy, ze n> 0417 pocigga nieréwnos¢ |} —a,<e, co
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1 1

byto do okazania. Jezeli, np., &= 100" to T e 106:20:

wystarczy wzigé n> 156, by a, roznito si¢ od } juz mniej,
niz o 135; jezeli, np.,, n=13% to a, = V182 — 13=10,4907...
i réznica § — a, =0,0092.... jest istotnie mniejsza od 1}

Okreslilismy wigc, co znaczy, ze a,— ¢, a,— 0, a,— oo,
gdy » rosnie nieograniczenie. Pozostaje jeszcze do wyjas-
nienia znaczenie symbolu a, > — co; oznacza to po-
prostu, ze — a,—> oo, gdy n rosnie nieograniczenie. Tak,
np., a,—> — oo, jezeli a,=1000n — n?

23. Zobaczymy, ze sg ciggi, ktore nie daza do zadnej
granicy, ani do co, ani do — co. Zanim podamy odpo-
wiednie przyklady, udowodnimy nastgpujace:

Twierdzenie. Jezeli lim a, istnieje, to jest, jesli ciag

n—>co
a,, @y,..., Gn,... posiada granice, to poczawszy od pew-
nego miejsca warto$¢ bezwzglgdna roznicy dwoch jakich-
kolwiek wyrazow ciggu jest mniejsza od e. Czyli inaczej:
jakkolwiek matg jest liczba dodatnia &, istnieje wskaznik
n, taki, ze jezeli n>n, i m>m,, to |a,— an| <e.
Méwige, ze cigg dgzy do granicy, tem samem wyklu-
czamy przypadek, gdy a,—> co lub a,— — co. Tak wigc,
na mocy zatozenia, jest @, — g, gdy n— co. Istnieje wige

taki wskaznik 7, ze skoro tylko n >mn,, to |a.—g| <%; je-

zeli wige i m>n,, to i |am—g|<%; lecz z tych dwéch

nierdwnosci wynika |a, — ax| <e; wystarczy bowiem zau-
wazyé, 2e @, — Gn==0ay— g +9— an="_(an— 9)+ (g — an)
1 napisaé ze [z y| < |z|+|y|, t. j. 2e warto$¢ bezwzglgdna
sumy jest mniejsza od sumy wartosci bezwzglednych sktad-
nikéw, lub conajwyzej tej sumie réwna; utozsamijmy
T Z Gn—g, Y Z g — anm; nieréwnos¢ |z yl <|z|+y|
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daje wlasnie a,— an <la,—g|+|an—9 < 3 S 12 %a czyli,

rzeczywiscie, |a, — an/ <e¢, co bylo do okazania.

Stagd wniosek nastgpujgcy: jezeli istnieje okreslona
liczba dodatnia o taka, iz dla dowolnie wielkich wskaznikow
n i m jest |@a, —a,|>a, to nasz cigg nie posiada granicy;
nalezy to rozumie¢ w ten sposob, iz wsréd par wskaznikow
n, i m, takich, ze |a,, — a,,| > o istniejg takie, dla ktérych
i ny i m; wigksze sg od liczby m, dowolnie wielkiej. Tak
wigc nie znaczy to wcale, by nieréwnosé |a, — a.,| > o byla
spetniona dla wszystkich wskaznikow » i m wiekszych
od n,, wystarczy, by nieré6wno$é |a, — a|> o, zachodzita
dla niektérych tylko par n,, m,, byle tylko wsréd tych par
wskaznikéw n, i m; byly takie, w ktérych i n, i m, prze-
wyzszaja dowolnie wielkg liczbe,

Dowéd przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech
e=o; jezeli istnieje granica, to mozna znalez¢ liczbeg n,,
taky, ze, skoro tylko #>mn,i m>n,, to |a,— a.|<e=q;
wybierzmy wskazniki »# i m z pos¢réd tych par n,, m,,
przy ktérych |a, —amn|>a, z zachowaniem warunku
n, >mn, i my > n,, co, jak wiemy, jest mozliwe; jesli teraz
n=mn, i m=m,, to mamy |a, — @n|<c, bo n, >mn,,
m, >mn,, ale jednoczesnie takze |a,, — a,, > «a; doszliSmy
wige do sprzeczno$ci, co dowodzi, Ze istnienie granicy jest
niemozliwe, o ile spetnione sg warunki zalozenia.

Przypu$¢my, ze dany jest cigg: a,=cosx(n — 1), t. j.
cigg: 1, —1, -1, —1,....; albo inaczej a,=1, jeteli
wskaznik jest liczbg nieparzystg, a,= —1, jezeli n jest
liczbg parzystg. Poniewaz cigg ten jest ograniczony od
gory i od dotu, nie moze tu ani a@,—> oo, ani a,-—> — oo,

Cigg ten nie dgzy réwniez do zadnej granicy g; w rze-
czy samej, jezeli o oznacza dowolng liczbg dodatniag mniej-
szg od 2, to |a, — a,/>a dla wszystkich tych par wskaz-
nikow n, i m,, dla ktérych n, 4-m, = liczbie nieparzystej,
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gdyz w tym przypadku |a,, — a,,|=2; cigg granicy nie
posiada.

AN
Drugi przyktad: e¢,=(—1)" (Z_I_}) 3 @op— Q41 =

aiNie FoN? 2 2
- |y Y ATSa ol L s e
e (1 P+%) ; (1 9+1) T
jezeli p>4 i ¢>4, to |azy —agg+1|>1, skad wniosek, 7e
cigg granicy nie posiada.

24. Jezeli nieskoficzenie wiele wyrazow ciggu réwna
sic jednej i tej samej liczbie @ i jesli cigg zmierza do gra-
nicy g, to g—=ua.

Dowo6d przez sprowadzenie do sprzeczno$ci. Niech
g % a; poczgwszy od o, t.j. dla n>mn, jest |a, —g|<Ee;
wybierzmy z pos$réd wskaznikéw wiekszych od n, wskaznik
n,, ktéremu odpowiada wyraz a,, réwny a, co jest, oczy-
wiscie, mozliwe, bo gdyby takich wskaznikow 7, wigkszych
od n, nie byto, to liczba wyrazéw ciggu, réwnych a by-
taby skonczona, wbrew zalozeniu; otrzymamy |a., —g|=
=l|a —g| <&, gdzie ¢ dowolnie mata liczba dodatnia; wy-
starczy wzigé e=|a — g/, by sprzecznos¢ uwidoczni¢.

25. Jednoznacznos$é granicy. Cigg moze nie posiadac
granicy, lecz jedli posiada, to tylko jedng.

Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech dwie
liczby ¢ i g, przyczem g = g;, beds granicami jednego
i tego samego ciggu: @y, @y, @s,..., n,.... Liczba g jest
granicg, to znaczy, iz liczbie dodatniej € odpowiada wskaz-
nik 7, taki, ze nieréwno$¢ n>>n, pocigga nierdwnosc
\a,—g|<e; liczba g, jest granica, wigc, o ile n>n,, to
la,—g,| <e. Niech v oznacza wigkszg z dwdch liczb
n,in,; dla n>v spelnione sg obie nierownosci las — 9| <&
i la,— gy|<e; lecz g — g, = (9 — @) + (a. —g,); przecho-
dzgc do wartosci bezwzglednych, otrzymamy :
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9 — 91| <|g — an| 4 |9,— a.), czyli dla n>v, |g—g,|<2¢; -
wystarczy wybra¢ e ={ |g — g,|, by sprzeczno$é¢ uwidocznié.

Cigg, ktéry posiada granicg, nazywamy zbieznym.
Cigg, ktéry nie posiada granicy lub zmierza do + o lub
do — oo, nazywamy rozbieznym.

26. O ciggach, utworzonych z wyrazéw ciggu danego.
Wyjasnijmy, co znaczy utworzyé cigg z wyrazéw
ciggu:

D ERAC R e R 4)
Utwoérzmy cigg:
U s e S e )

w nastgpujgcy sposéb: u, wybieramy zupetnie dowolnie
z posrod wyrazéw ciggu (4); niech, np., w, =ax; u, wy-
bieramy z posréd pozostatych wyrazéw ciggu (4) po od-
rzuceniu wyrazu a;, =u,; niech w,=ay; u, wybieramy
z posrod pozostalych wyrazéw ciggu (4) po odrzuceniu
wWyrazow ay =u; i ay,=mu, i t. d. W ten sposéb zaden
wyraz ciggu (4) nie moze by¢ wzigty dwa razy. By powstat
cigg nieograniczony (5) musimy wybieraé wyrazy wedtug
pewnego prawa, lecz prawo to musi byé tego rodzaju, by
zaden wyraz nie byl wziety dwa razy, zgodnie z tylko co
podanem wyjasnieniem. Jezeli to zastrzezenie bedzie spel-
nione, to w ciggu (5) mogg byé wyrazy réwne, (t. j. réwne
jednej i tej samej liczbie), tylko w tym przypadku, gdy
i w ciggu pierwotnym (4) sg wyrazy réwne.

Cigg, utworzony z wyrazéw ciggu zbieznego jest zbiezny
i zmierza do tej samej granicy.

Poniewaz cigg (4) zmierza do g, wiec nieréwnosé
\an—g| >, gdzie o jest dowolng liczbg dodatnig, moze
by¢ spetniona tylko dla skonczonej liczby wyrazéw a,, na-
tomiast ,prawie“*) zawsze zachodzi nieréwno$é przeciwna.

*) Wyrazu ,prawie“ uzywamy zawsze w znaczeniu, ktére zo-
stalo poprzednio $cisle okreslone.
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Zbadajmy teraz nier6wnos¢

o — g| > o (6)
Poniewaz wyrazy u, zostaly wybrane z posréd wyrazéw
a, ciggu (4), wigc nier6wnos¢ (6) moze by¢ spetniona takze
tylko dla niektorych wartos$ci wskaznika m; ,prawie“ zaw-
sze wiec musi byé spetniona nieréwnos¢ przeciwna

|u“ e ql & &,
a zatem Upn—> G.

Rozumowanie powyzsze stosuje sig¢ i w tym przypadku,
gdy wyrazy ciggu (5) wyczerpujg wszystkie wyrazy ciggu
4), t. j. gdy kazdy wyraz a, ciggu (4) zostal wigczony
w sktad ciggu (5). Méwimy wtedy, ze ciggi (4) i (5) roznia
si¢g tylko porzadkiem.

Jezeli zmienimy porzadek wyrazéow ciggu zbieznego,
to otrzymamy nowy cigg zbiezny, ktéry bedzie zmierzat
do tej samej granicy.

27. Podamy teraz szereg wlasnosci, ktérych dowod jest
bardzo latwy i ktére wynikajg odrazu z okreslenia granicy.

Jezeli a,— g, to |a,|— |g|;
dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze

[l — lgl| < lan—gl.

Jezeli a,—> g, to —c,—>—g;

dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze:
|— @ — (—g) [=lan — 4.

Jezeli a,— oo, to 1 — 0.
n

W rzeczy samej, dla dowolnie malego &>0, nieréw-

; 1 ; x L : g

nos¢ a, > = spetniona jest ,prawie” zawsze, a wigc ,prawie
zawsze spefniona jest nmieréwnos¢

:—<e, co dowodzi, ze b — 0.

n

Jezeli a,— — 00, to —1— — 0.

n
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— 0, ale

W rzeczy samej, — a, — -+ o0, a wiec

by 7 )
w takim razie i . —>0 i l—»O.
] an
Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe.
" Naprzyklad: an—_—(:nQ»O, lecz (—l]— nie dgzy ani do

-+ oo, ani do — oo,

Jezeli ay,—¢, bn—-g', i jeteli g>g', to ,prawie*
zawsze a, > b,.

Poniewaz a, — g, to ,prawie“ zawsze a,>g — €; po-
niewaz b, - g’, to ,prawie“ zawsze b,<g -} €. Istnieje
wiec taki wskaznik v, ze dla »>v obie powyzsze nierow-
nosci 6, <g'-+ei a,>g—e sg spetnione; jesli e<}(¢g—g'),
to g +e<g—e; a wiee 4, <g'+e<g—e<a, to jest
(1 s P

Jezeli ,prawie“ zawsze a, > by, i jezeli a, —> g, by — ¢/,
to g > 9', czyli lim a, > lim b,. Dowdd przez sprowadzenie

n —>» oo n—> 00
do sprzecznosci.

Wnioski: jezeli a,—g i g>0, to ,prawie* zawsze
ay >0; jezeli ,prawie“ zawsze a, >0 i jezeli a, —> g, to
g>0; jeteli a,—g i g<0, to ,prawie“ zawsze «, <O0;
jezeli ,prawie“ zawsze a, <0 i jezeli a,—>g, to ¢g<0;
jezeli w ciggu a,, a,, as,.. a,,... nieskonczenie wiele
wyrazow jest dodatnich i nleskonczeme wiele u1emnvch
i jezeli a,—g, to g=0.

Jezeli ,prawie“ zawsze a,,<b,,<cn, i jezeli a,— g,
by—>g', cn—>g", to gL g' L g”

Jezeli ,prawie“ zawsze a, <0, <c, i jezeli a, >0,
¢ —>0, to i b, —0. W rzeczy samej, dla dowolnego £ >0
~prawie“ zawsze |a,/<e i [c,/<e, a wigc takze ,prawie®
zawsze |b,| <g, co dowodzi, ze b, — 0. :

Jezeli ,prawie“ zawsze a,<0,<c, i jezeli a, > g,
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¢, > g, to b, —>g. Stosujemy poprzednie twierdzenie do
a, - 9<b,—g<c,—g; poniewaz (a,—g)—>0, (c,—g)—> 0,
to i (bn —g)— 0, skad 0, —>g.

Jezeli ,prawie“ zawsze a, <b, <c,, jezeli b, —>g i je-
zeli (e, —a,)—>0, to a,—g, ¢, —>g. W rzeczy samej,
e —9=0Cn—bn+bn— g=(cs — bu) 1+ (bn—9), ltn—g| <
Lew — bu| 4 |bn — 9| <|en — au| + |, — g|; poniewaz ,pra-
wie“ zawsze [c, — ay <e, |b, — g|<e na mocy zalozenia,
wigc ,prawie“ zawsze |c, — g| <2¢, skad ¢, —>g.

28 Granica sumy, rdznicy, iloczynu 1 ilorazu.
Jezeli a, — 0, to La,—>0, gdzie £ jest liczbg stalg.
Albo inaczej; jezeli ciag ay, a,, a,,..., au,... dazy do zera,
to cigg kay, ka, kas,....; ka,,... takie dgzy do zera.
W rzeczy samej, dla dowolnego € >0, nierownosé
@ <g

jest spetniona ,prawie“ zawsze. Stgd wynika, ze nierdwnosé
kan <e

jest takze spetniona ,prawie“ zawsze; a wigc ka, — 0.

Jezeli wigc wyrazy ciggu, dazgcego do zera, pomno-
zymy przez t¢ samg liczbe %, to granicg nowego ciggu
bedzie réwniez zero.

Jezeli a, — g, b, — g, to a, + b, — g+g¢'; albo ina-
czej: jezeli ciag ay, a,, as,..., Gn,... zmierza do granicy g,
a ciag by, by, by,...., by, ... zmierza do granicy ¢’, to cigg
a by, a,+b,, ag+by,...., an—+b,,.... zmierza do gra-
nicy g+ 9¢'..

Z zalozenia wynika, ze nier6wnos¢ (a,— g/ <§ jestspeiniona

nPrawie“ zawsze, t. j. dla »>p, a nier6wnos¢ b, — ¢'| <§

takze  prawie“ zawsze, t. j. dla %>>v; niech n, oznacza
wigkszg z dwdéch liczb p i v. Jezeli n>n,, to obie po-
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przednio napisane nieréwnosci bedg spelnione. Na zasadzi
twierdzenia o sumie wartosci bezwzglednych mozemy na
pisac:

(an — )+ (bn — g') < law — 9| + b0 — ¢'| <6,

albo inaczej
(@n ) — (9 + 9)| <,
skoro tylko n>mn,, t. j. ,prawie“ zawsze; a wiec
(an +b0)—>g+9'
czyli lim (a, + 4,)=1im a,, + lim b,.

n—>cQ n—>00 n—>co
A zatem granica sumy rowna si¢ sumie granic, zalo
zywszy oczywiscie, ze skladniki granice posiadajg.
W podobny sposéb udowodnié¢ mozna, Ze
lim (¢, — b,)=1lim a, —lim b,,; zreszta wynika to wpro
z poprzedniego, bo lim (a, — b,) = 11m {a,. —+ (— bw)} :

7n—>00

=lim a, + lim (— §,) = lim @, — lim bm o ile te granic

n—> oo n—>oc n—>co n—>co
istniejg.

Stagd wniosék: jezeli lim @, =1lim b,, to lim (a, — & )__‘
n—>»ec n—>co n—>co

=lima, —1imb, =0.

n—>co n —> oo

Jezeli a, — 0, a |b,|< M dla kaidego n, to a, b, —+0;

t. j. jezeli cigg
"R A PSR 2 e

zmierza do zera, a ciag
b T TN
jest ograniczony od gory i od dotu, to cigg
Bk als, Gleis s s Ony
utworzony z iloczynéw odpowiednich wyrazow dwoéch de
nych ciggéw, zmierza takze do zera.

W rzeczy samej, nierownosé¢ ]a,.|<]% zachodzi ,pré

wie“ zawsze, nierownosé zas |b,| < M dla kazdej wartosci 7
ztagd wynika, ze nieréwnosé¢
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[an.bnl<%‘.M, czyli |a,.b,|<e

jest. spetniona , prawie“ zawsze, co oznacza, %e granicg
ay.b, jest istotnie zero. ;

Jezeli @, -0 i b, — 0, to a,b, — 0. Dowdd podobny
do poprzedniego.

Jezeli a,— g, b,—¢’, to @,.b,—g.g', t. ., jezeli ciag
@i, @s, Day.eis ny-.ovo dgzy do granicy . g, a cigg b, s,
bgy...y by,... zmierza do granicy g’, to ciag a;b;, a,b,,
a3bgy...y Anby,... zmierza do granicy gg'.

Mozemy napisaé a,=g -+ u,, b,=g' + v., gdzie
Up =ay, —g i v,=0b, — g’ na mocy zalozenia zmierzajg
do zera; b, =99 + gv. + g’ u, +u,v,

anby — 99" = gVn 9" tn + Un O,

lecz lim (gv, + ¢’w, + w,v,) = lim gv, + lim g’w, +

W= os n—>co

n —=> oo

+ limw,v, = 0; tak wigc lim (a.b,— gg’) =0, skad

n—> oo
lima,b, =gg’, co piszemy takze a,b, —>gg'.

A zatem granica iloczynu réwna sig iloczynowi granic,
przy zalozeniu, 2e granice czynnikow istnieja.

Cwiczenie. Udowodnié to samo twierdzenie bezposred-
nio przez badanie réznicy a,b, — gg’.

Wniosek. Jezeli a,— g, to ka,— kg; wynika to z po-
przedniego, przy zalozeniu, ze b, — k& dla kazdego n; % jest
liczbg stalg.

Jezeli a, — g, przyczem ¢ =+ 0, to %—*3, t. j. jezeli
cigg ay, a,, as,..., a,... dazy do granicy g 3 0, to ciag

utworzony z liczb odwrotnych l, Ll l zmierza

Bt
e
do granicy "

Poniewaz g & 0, to od pewnego miejsca, t. j. dla n>n,
2aden z wyrazéw a, nie réwna sig¢ zeru; jezeli dla n 1,

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 4
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zdarzy sie, ze a, =0, to odpowiadajgcy mu wyraz w ciggu dru-
gim opuszczamy; opuszczonych miejscbedzieliczbaskonczona.
Poniewaz a,— g, to dla n>yp,

i 1gl <la.|<$lgl,

Ja] = |an — g| < 131,
G2 e
skad e e ey
’ LEPIRNFRRNFL
zauwazmy, %e 8 N 7/ N ;
19 anl gl el = gl lad
11 1) jual 2 2wl

a wiec —— — H
. g~ @l gl ol T 9P

poniewaz u,=a,— g — (0, wigc istnieje taka liczba v, ze
dla n>v, |u,|<}l|g|®.e; jezeli teraz m, oznacza wigksza
z dwoch liezb p i v, to dla n>n,

2
’__"'<‘Igl“’ e 5=,

lgl®
: 5 1] 1 1,
czyli ,prawie“ zawsze | — — — <<e, a wigc lim —=—;

g an] n—>o0c0 An
1 1 e D s e R
albo inaczej lim — = _—— o ile lim a, istnieje i nie row-
n—>co @y lima, n—>oco

na si¢ zeru*)
Jezeli a,— g, by—>¢g' £ 0, to %—>§, t. j. jezeli cigg

@y, @y, QAg.., Gu,... dgzy do granicy g, a cigg by, by, bs,...,
byy... do granicy g’ przyczem ¢’ 4 0, to ciag ilorazéw

g .

a a’ af v: - .
12 2 zmierza ku granicy 7

= o S el
R

SN 1= o g ;
Istotnie: -~ =gay.~—; lim —* = lim (an ")—
B b n Nn—>0co bn n—>co b

n
g 3 1 limta,
=3im.a ~li —=1 =3 —. A
R "n_l:l:o b n_flooa" limb,  limb, g i
7.—~> o

*) Zamiast lim @, bedziemy czasami pisali wprost lim ax, o ile to
n —> 0o

nie pociaga dwuznacznosci.
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granica ilorazu réwna si¢ ilorazowi granic, o ile granice
dzielnej i dzielnika istniejg i ta druga granica nie réwna
sie zeru.

E3czgc twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i t. d.,
mozemy otrzymaé bardziej ztozone wyniki; tak, np. o ile
n—>g, bu—=g's cn—>=9", to (an+ bu)en— (9+g")g". W ten
sposob dojdziemy do nastgpujgcego ogolniejszego twier-
dzenia o granicach:

Jezeli an—>g, bu—>g', ca—>g”, to R(an, bu, s) >
— K (9,9',9"), gdzie R(x,y,2) oznacza funkcje wymierng,
t. J. iloraz dwéch wielomianéw wzgledem z, y i 2, przy-
czem twierdzenie si¢ stosuje o ile mianownik w wyrazeniu
R (an, b, c,) nie zdgza do zera.

OczywiScie, zamiast trzech ciggéw i trzech granic,
mogtoby ich byé wiecej, byle tylko liczba skonczona.

e : . ndP+5m+7
Preyktady: Znalezé granice wyrazenia P T

gdy n—> co.

5 7
wfbnidy gt

Bl danym wypadku mamy

2034+10n—5" 10
s
do czynienia z funkcjg typu:
s 3o
B o 23

granice zmiennych —11&, nl”’ % réwnajgsigzeru; tu £ (0,0,0)=4,

nibomit7
2n*4+10n—5 = ?
Znalez¢ granice wyrazenia
Ayn? - Ant' 4 Ane2 . A, n| 4,
Bon? 4+ Bin?1+ Bn*—2+ ...+ B, n+ B,
tj.ilorazudwoch wielomiandéw stopnia p wzglgdem n, przyczem
Aoy Ayyey By, By, 53 spolezynnikami liczbowemi; B, = 0.

a wiec

4*
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c ‘ 1 1
1 Aot A 4451
Mamy tu R(%)z 1 ]
By+Bi—+ By ...

tim 2 () = R ) =2

0
Amn? 4 Ayne14 . 44, 1n+ Ap_> 4,
Byn?~4 Bint—' 4 ..+ B, 1n+ B,

Jezeli licznik jest wielomianem stopnia nizszego niz
mianownik, to w poprzedniem 4,=0, R(0)=0 i granica
naszego wyrazenia jest zero. .

Jezeli stopien licznika jest wigkszy od stopnia mia-
nownika, nie mozemy stosowa¢é tego samego rozumowania,
gdyz przypadek B, =0 jest wykluczony.

tak wiec

Wtedy
1
Anr+ A, nr—+ Anr—24 . p_qu+An+A _|'
Bnit Bni— + B2 4. . " 1
o BO+B,;+32772+...

przyczem p>gq, a By 4+ 0, 4, & 0. Roztozylismy nasze wy-
razenie na dwa czynniki, z ktérych pierwszy n?—¢ dazy

do nieskonczonosci, a drugi zmierza do o =I:0 stad bar-

dzo latwy juz wniosek, Ze nasze wyrazeme dazy do nie-
skonczonosci.

29. Zbadajmy jeszcze c:gg (postep geometryczny)

L R

Rozréznimy kilia przypadkow:

1°2>1. W takim razie cigg rosnie nieograniczenie,
czyli a"—- co, gdy n-—> co. Udowodnimy, ze poczawszy
od pewnego miejsca wyrazy jego sg wszystkie wieksze od
dowolnie wielkiej liczby M. ‘

Niech z=1-d, gdzie d>0;
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r=>0Fd"*=14n d—|— ik 1)d2—|— .+nd+4+dr>
>1-nd, poniewaz wszystkle sktadniki poprzedniej sumy
sg dodatnie; tak wugc 2 >1--nd, gdzie d=2—1>0;
jezeli teraz n> p e ,to 14nd>M; a wiec tem bar-
dziej o> M, t. j. 2" — oo, bo ,prawie“ wszystkie wyrazy
naszego ciggu sg w tym przypadku wigksze od dowolnie
wielkiej liczby M.

20 z=1; wtedy 2" = 1; wszystkie wyrazy ciggu rowne
s3 jednosci, a wiec lim w"——l

n—>0oo

B2l Wprowadzmy liczbe odwrotng y = }c;

y>1; w takim razie x":g1~ lecz y,—> oo, gdy n— oo,

)
2 1 2
a wiec ﬁ—+ 0, t joan—0.

4° z=0; wtedy z"= 0, wszystkie wyrazy ciggu rowne
sg zeru, limz"=20.

5° —1<x<(0. WprowadZmy liczbg przeciwng y=— ;
wtedy 0 <y <1, a*=(— 1)".y"; ale y"— 0, wige [2"|=(y"
réwniez zmierza do zera, a zatem z"—- 0.

6° << —1. Wprowadzmy liczb¢ przeciwng y —=—u,
wtedy y > 1, y" —> oo, "= (— 1)"y"; ciag czgsciowy, utwo-
rzony z wyrazow parzystych, dazy do 4 co; ciag czesciowy,
utworzony z wyrazéw nieparzystych, dazy do — co; w rze-
czy samej, jezeli n=2p, to z?=y* i x¥ > oo, gdy
p—> oo; jeteli n=2p + 1, to a¥+1= — y?r+1, ¥+ —oo,
gdy p—> oo. Nasz cigg' w tym wypadku granicy nie po-
siada; cigg, jak méwig niektoérzy, wykonywa wahania nie-
skonczone.

70 x=—1, wtedy a"=(—1), a¥*=1, 2+ =—1,
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wyrazy sg kolejno +11i —1; jest to cigg o ktérym mowa
byla poprzednio (1. 23). Granicy nie posiada.

Otrzymane wyniki dadzg sie¢ stresci¢é przy pomocy
nastepujacej tablicy:

[ 2<—1 | z=—1 |-1<z<0z=0]0<a<l[e=1] z>1

3 n * 5 .
lim 2 niema niema 0 0 0 1 niema
”n—> co

wykonywa | wykonywa
" wahania wahania i) —>0| >0 [|[—>1|—> +00
nieskonczone| - skoriczone

30. Ciqg monotoniczny ograniczony.
Zatozenie: ciag jest niemalejgcy i ograniczony od gory
albo nierosngcy i ograniczony od dotu, czyli

1) G Oy <Ay i
: an <M dla kazdego n; albo
2] @i >0y >0y o i

ay,>m dla kazdego wskaznika .

Whniosek (teza): cigg jest zbieiny, t. j. lim a, istnieje.

Poniewaz oba zawarte w tem wyslowieniu twierdzenia
mozna udowodnié¢ w sposéb zupelnie podobny, podamy
tu dowdd tylko dla ciggu niemalejgcego, t. j. przy zaloze-
niu: g Loy Loy <oy ag << Y.

Podzielmy wszystkie ~liczby rzeczywiste  na dwie
klasy; do klasy niZszej zaliczymy kazdg liczbe z;, ktdéra
albo jest rowna jakiemus wyrazowi naszego ciggu albo
mniejsza przynajmniej od jednego wyrazu ciggu, t. j. jezeli
x=x1,’ to musi istnie¢ taki wskaznik %, ze

Zr <
do klasy drugiej zaliczymy kazdg liczbe z;;, nie czynigcg
zado$¢ tylko co wystowionemu warunkowi, t. j. wigksza
od wszystkich wyrazéw ciggu, czyli

%11 > an, (dla kazdego wskaznika n=1, 2, 3,...)
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Ten podzial na dwie klas: jest przekrojem w dzie-
dzinie liczb rzeczywistych, bo:

1° Kazda liczba rzeczywista z nalezy badz do klasy
pierwszej, badz do klasy drugiej.

2° Zadna z dwéch klas nie jest pusta, gdyz, np. liczba
a, nalezy do pierwszej klasy, liczba M do drugiej.

3° Kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kaz-
dej liczby drugiej klasy ;. jezeli 21 jest dowolng liczbg pierw-
szej klasy, to, na mocy okreslenia tej klasy, istnieje wy-
raz ay, taki, ze xr < ax; jezeli x;; jest dowolng liczbg dru-
giej klasy, to z;>ax, bo tego rodzaju nieréwnos¢ jest
spetniona przy wszystkich wartosciach wskaznika; z zesta-
wienia tych dwoch nieréwnosci wynika:

xr < Zrr

Przekrdj ten jak kazdy przekroj w dziedzinie liczb
rzeczywistych, wyznacza pewng okreslong liczbe g, ktdéra
jest, jak wiemy, albo najwigkszg liczbg pierwszej kiasy,
albo najmniejszg liczbg drugiej. Ta liczba g wiasnie jest
granicg ciggu. W rzeczy samej, jakkolwiek matg jest liczba
dodatnia €, g— ¢ nalezy do klasy pierwszej, a g-+¢ do
klasy drugiej, wskutek czego, jak bylo wyjasnione przed
chwilg, musi istnie¢ wyraz a,, naszego ciggu, spetniajgcy
nierownos¢:

g—e<an<g-+s
jezeli n>ny, to auy < au, lecz zawsze a, <g - ¢, wskutek
czego
g—e<ay<a<g-e,

czyli |g — a,| <e ,prawie“ zawsze, to jest dla kazdego n
wigkszego, od n,. A wigc a,—> ¢g. Jasna rzecz, ze zaden wy-
raz ciggu nie moze przewyzszaé liczby g, tak, ze nieréw-
nos¢ a, < g -+ € mozna zastgpi¢ przez a, < g, a nawet przez
nier6wnos$é a,<g, o ile w ciggu niema nieskonczenie wiele
liczb réwnych miedzy sobg (a wigc réwnych g); w rzeczy
samej, gdyby ar=g, to i a;41=g; nie moze bowiem by¢
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ar+1<g=ay;, bo cigg jest niemalejgcy; nie moze by¢ takze
Q41> 9, bo apyq nalezy do klasy pierwszej, a liczby klasy
pierwszej nie mogg byé wigksze od g. Jezeli wigec ar =g,
to i wszystkie nastgpne wyrazy ciggo, czyli ,prawie®
wszystkie rownajg si¢ g; w tym przypadku szczegdlnym
liczba g nalezy do klasy nizszej naszego przekroju.

Dla ciggu niemalejgcego jest zatem zawsze a,<Clim a,,
71 —> 00

jezeli zas cigg jest stale rosnacy, to a, <lim a,.

Jezeli cigg monotoniczny nie jest ograniczony od gory,
co moze si¢ zdarzy¢ tylko przy ciaggu monotonicznym nie
malejgcym, to a,— co. Istotnie, wedle zalozenia, niema
takiej liczby M, ktdra bytaby wigksza od wszystkich wy-
razow ciggu; dla kazdej liczby M mozna znalez¢ wskaznik
ng, taki, ze

Qoo ot
jezeli n>mn,, to a,> a,,>M; a wiec ,prawie‘ wszystkie
wyrazy ciggu sg od dowolnie wielkiej liczby M wieksze;
dowodzi to, ze cigg dazy do — co.

Jezeli cigg monotoniczny (oczywiscie nie rosngcy) nie
jest ograniczony od dotu, w takim razie dazy do — oo,
czyli a, > — .

31. Preykiad: lim(l —{—%)nz e.

Przy pomocy tylko co uzasadnionych twierdzen mo-
zemy udowodnié, ze cigg:

W ln
2,g,g%,...,(1+;)

zmierza do granicy.
Udowodnimy przedewszystkiem, ze ten cigg jest rosngcy.

3 bl 1 n(n—1 1

n(n—1)...(n—p 1) L+ +n(n—l)(n—2)...3.2.1 At
1.2.3:p T o 1.23..(n-Dn  n*

S5
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jest to wzér Newtona, rozwinigcie n® potegi dwumianu,
dla n calkowitego dodatniego. Przy pomocy elementarnych
przeksztalcen otrzymamy: '

m=1+ 1+ (1= Y+ (=2+

n

TS (e = TR WAL

p! oznacza 1.2.3...p, t. j. iloczyn p kolejnych liczh sze-
regu naturalnego; n!=1.2.3...n.

Otrzymali$my na a, sumg¢ n - 1 sktadnikéw dodatnich.
Przypusémy, ze rozwingliSmy zupetnie w ten sam sposéb
nastgpny wyraz ciggu, t. j. a.41; mozna to rozwinigcie
otrzyma¢ odrazu, zastgpujac w ostatnim wzorze n przez
n-1. Nowa suma sktadaé si¢ bedzie z n 42 sktadnikow
dodainich, dwa pierwsze sktadniki pozostang bez zmiany,
wszystkie nastgpne skladniki powigkszg si¢; np. sktad-

nik %(1—%\) zostanie zastgpiony przez skiadnik wigkszy

%(1—-—, n_—li—_l) i t. d.; ponadto przybedzie jeden nowy sktad-

nik; widzimy wigc, ze suma, wyrazajaca (n -+ 1)szy wyraz
ciggu, jest wigksza od sumy, wyrazajgcej n-ty wyraz;
a zatem:

a2 ay;
nasz cigg jest rosngcy.

Dwie sg mozliwosci: albo cigg ro$nie nieograniczenie,
albo jest ograniczony od gory i posiada granicg. Przeko-
namy sie, ze zachodzi tutaj druga ewentualno$¢: liczba 3
jest wieksza od wszystkich wyrazow ciggu. W wyraZeniu

(7) kazdy z czynnikow (1—%)’ (1_%)’“.,(1__7;—1) jest
mniejszy od jednosci; gdy wigc te czynniki we wzorze (7)
zastapimy przez jedno$é, to suma si¢ powigkszy, a wiegc
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an<1+1+%+%+....l
s oyl @ <14 (14 5 +22+ +2,, )
_1+2(1-—)<3 ‘

Cigg jest zatem rosngcy, bo @.i(>a, i ograniczony
od gory, bo dla kazdego n jest a, <3, t. j. wszystkie wy-
razy sg muiejsze od 3. Cigg zmierza wiec do granicy; gra-
nicg te¢ przyjeto oznaczaé liczbg e; jest to liczba przestgpna.
Mozna byloby liczbe e obliczy¢ w sposéb przyblizony z do-
wolng doktadnoscia przy pomocy naszego ciggu, ktérego
wyrazy s3 wartosciami przybliZonemi liczby e z niedomia-
rem, lecz musielibySmy wprzéd utworzy¢ inny ciag, ma-
lejacy, ktéryby zdgzat do tej samej granicy; wyrazy tego
drugiego ciggu bylyby wigksze od e. Taki cigg utworzymy *),
zastgpujac n przez — n w wyrazie ogélnym naszego ciggu;
wyraz og0lny nowego ciggu niech bedzie b,,_(l = —1—) g

s i e LS L M +]_
__( ) _(l—|— ).(1—-|— ),awnechmbn_,

n n—>co

_llm(1+ )H_hm(l—{- ) nm(1+ )

n-—>co n —>co n-—>co

Lecz obliczenie wartosci przyblizonych liczby e tg droga
jest w prakiyce niewykonalne, gdyz otrzymane ciagi sa
bardzo wolno zbiezne; przypusémy, np., ze chcemy obli-
’ 1

czy¢ e z doktadnosciag do —1 w takim razie b, — a, <W

10%
: 1 ; !
poniewaz &, — a, l—{—; , wiee b, —a,= 0 skad

sl i
10%’ 10%°
n>e.10k~1; tak, np., by obliczy¢ ¢ z dokladnoscig do

czyli n>a, 10¥; poniewaz n,>e— wiec

*) Patrz éwiczenie N. 36,
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155, to 2 W (l+ ;11—) nalezy wzigé wieksze od 270. To tez do

obliczenia estuzg inne metody, o ktérych bedzie mowa pozniej.
Udowodnilismy mimochodem, ze nie tylko

lim (l—f—%)”:e, ale takze lim (1—[—%),‘:3, przyczem

n—>-o00 n—>—00

lim (1 -+ %)” oznacza poprostu lim (1 — %)—”. Doktadniej-

n—>—co n—>c0

sze metody dajg: ¢=2,718281828459045......

Jako zastosowanie teorji granic, udowodnijmy jeszcze,
dla przykladu, ze %n—r oo, gdy n— co, dla a>1.

W rzeczy samej :

a=1-d, gdzie d>0; a»=(14d>

aofnsd)ie o fn-=1) 3, T ¥
—ex 2—d,gdy%—>oo,—2 d—»oo,awxec1;—>oo),

nin—1) .,
_T—d

32. Granica jest liczbg, wyznaczong przez nieskonczony
zbiér liczb danego ciagu. Granica zalezy wigc od liczb
danego ciggu, ale zalezno$¢ ta jest specjalnego rodzaju,
mianowicie granica nie zalezy od poszczegélnych liczb
ciggu, nie zalezy od skonczonej ilosci tych liczb; w ciggu
mozemy usungé skonczong liczbe wyrazéw, mozemy do-
laczyé skonczong liczbg wyrazow, wreszcie wykonaé obie
te czynnosci jedna po drugiej, t. j. zastgpi¢ skonczong
liczbe wyrazow ciggu innemi liczbami, nie wplynie to na
granice, o ile cigg jest zbiezny; jesli te zmiany przeprowa-
dzimy w ciggu rozbieznym, to i nowo otrzymany ciag
bedzie rozbiezny. Granica zalezy od nieskonczonej liczby
wyrazéw ciggu; zmiana nieskonczonej liczby wyrazéw moze
mie¢ wplyw na granicg; naprzykiad, w ciagu 1,4, §, £ios

v a‘n
*) W ten sam sposob mozna byloby udowodnié, ze ﬁ_”o’ gdy

n—>co, gdzie p jest liczbg calkowits dodatnia stala.
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7—2%1,..., ktory zmierza do jednosci, zastgpmy kazdy setny
wyraz zerem; nowo otrzymany cigg juz nie jest zbiezny.

Aby uchwycié¢ dlaczego tak jest, zauwazymy, ze gra-
nica jest okreslona przez pewne warunki (niero6wnosci
|an, — g| <€), ktére powinny by¢ spetnione ,prawie“ zawsze,
t. j. dla wszystkich wyrazéw poczawszy od pewnego wskaz-
nika. Otéz zmiana skonczonej liczby wyrazow ciggu na te
warunki niema zadnego wplywu, gdyz przy zmianie skon-
- czonej liczby wyrazdw, zaczawszy od pewnego wskaznika
- zaden wyraz nie ulegt zmianie, a wiec, poczawszy od tego
wskaznika te same warunki (nierownosci |a, — g| <€) po-
zostaja spetnione, czyli granica si¢ nie zmienila. Inaézej
przy zmianie nieskonczonej liczby wyrazéw; jakkolwiek
wielkg jest liczba n,, istnieja wyrazy a, o wskazniku 7
wiekszym od n,, ktore ulegly zmianie.

Uogdlmienie pojecia granicy.
Pewne pojecia z teorji mnogos$ci.

33. Moc zbioru. Pojecia zbioru czyli mnogosci okreslaé
nie bedziemy, gdyz jest to pojecie pierwotne, nie dajgce
si¢ sprowadzi¢ do poje¢ prostszych, bardziej zrozumialych.
Zajmowaé si¢ bedziemy przewaznie zbiorami liczb lub
punktow; liczby lub ewentualnie punkty, z ktérych zbior
si¢ sklada, bedziemy nazywali jego elementami.

Przykiady mnogosci: 1) zbiér liczb calkowitych do-
datnich; 2) zbidr liczb wymiernych; 3) zbiér liczb rzeczy.
wistych; 4) zbior liczb wymiernych, zawartych w pewnym
przedziale, np. w przedziale (0,1); 5) zbior liczb rzeczy-
wistych, zawartych w pewnym przedziale, np. w przedziale
(0,1); 6) zbior liczb bedgcych wyrazami danego ciggu, np.

ciggu, ktorego wyraz ogolny an=—"1; b de
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Zbiory mogg by¢ skonezone i nieskonczone. Zbior jest
nieskonczony, jesli zawiera wigcej niz n elementéw réznych,
jakkolwiek wielka jest liczba calkowita dodatnia n. Cigg
bedziemy uwazali za zbiéor wyrazow tego ciggu; tak, np,
cigg a,=(—1)", zawiera dwie tylko liczby +1 i —1,
ale jako cigg, jest zbiorem nieskonczonym wyrazéw, z kté-
rych kazdy odpowiada pewnej liczbie szeregu naturalnego
15 2.3, 00 g0

Wisréd elementéw zbioru skonczonego liczb musi byé,
oczywiscie, liczba najwigksza i liczba najmniejsza. Nato-
miast zbiory nieskonczone liczb mogg nie zawieraé liczby
najmniejszej (lub najwiekszej). Tak, np., $réd liczb zbioru
1,44 4 %,..., t. j. $r6d liczb, ktére s3 wyrazami ciggu

@, =, niema, oczywiscie, liczby najmniejszej. Zbior liczb

wymiernych klasy nizszej przekroju, wyznaczajgcego liczbg
niewymierng, np. \2, jest zbiorem nie zawierajgcym liczby
najwiegkszej.

Gdy dany jest zbiér skonczony, mozemy jego elementy
policzy¢; dla zbioru nieskonczonego pojecie liczebnosci jest
niezrozumiale, gdyz wszystkich elementdéw jego przeliczyé
nie mozna. Jednakowoz istnieje pojecie ogdlniejsze, ktére
obejmuje pojecie liczby dla zbioru skonczonego, ale stosuje
si¢ takze i do zbioréw nieskonczonych; jest to pojecie
,mocy“, a wlasciwie rownej mocy. Aby latwiej dojs¢ do
tego pojecia, zastané6wmy si¢ nad tem, co znaczy orzecze-
nie, ze dwa zbiory skonczone zawierajg jednakowsg liczbg

elementéw; to znaczy, ze migdzy elementami obu zbior6w

mozna ustali¢ odpowiednio$é doskonalg, t.j. taks, ze kai-

demu elementowi pierwszego zbioru odpowiada jeden tylko

element drugiego zbiorui odwrotnie, kazdemu elementowi
drugiego jeden tylko element pierwszego. Policzy¢ pewien

www.rcin.org.pl

"]



62

zbiér skonczony, jest to ustali¢ odpowiednio$é doskonalg
migdzy elementami tego zbioru, a elementami zbioru skon-
czonego, utworzonego z kolejnych liczb szeregu naturalnego,
dajmy na to od 1 do ». Takg odpowiednio$¢ doskonalg
mozna ustali¢ niekiedy migdzy elementami dwéch zbioréw
nieskonczonych; méwimy wtedy, ze sg jednakowej ,mocy*.

Okreslenie. Dwa zbiory sg réwnej ,mocy“, kiedy mig-
dzy ich elementami mozna ustali¢ odpowiednio$¢ doskonalg.

Dwa zbiory réwnej mocy z trzecim sg, oczywiscie,
takze réwnej mocy (przechodniosé).

Przyktady. Poréwnajmy dwa nast¢pujgce zbiory liczb:

1 20s 4 50 5 e 8)
508 0. 28 9

Sa one réwnej mocy; kazdej liczbie % zbioru (8) od-
powiada liczba 2% zbioru (9), kazdej za$ liczbie m zbioru
m
2
wej mocy, chociaz pierwssy zbiér sklada sig ze wszystkich
liczb catkowitych dodatnich, a zbiér drugi zawiera tylko
liczby parzyste, czyli liczby drugiego zbioru stanowia
tylko cze$é liczb zbioru pierwszego.

Jednakowej mocy sg np. dwa nastepujgce zbiory: zbiér
liczb rzeczywistych przedzialu (0,1) i zbior liczb rzeczywis-
tych przedzialu (a,b); w rzeczy samej, jesli 2 jest dowolna
liczbg pierwszego zbioru, t. j. liczba spetniajgcg warunek
0< 21, a y dowolng liczbg drugiego zbioru, t. j. spet-
niajgcg warunek a <y < b, to odpowiednio$¢ doskonaty
miedzy liczbami 2 i y ustalimy np. przy pomocy wzoru
y—_—a—{—(b—a).x.

34. Zbiory przeliczalne. Najprostszym zbiorem nie-
skonczonym jest zbior liczb catkowitych dodatnich, ktéry
dany jest nam w postaci ciggu naturalnego: 1,2, 3,..., n,...
Kazdy zbidér, jednakowej z nim mocy, nazywamy prze-

(9) odpowiada liczha — zbioru (8). Sa one wigc jednako-
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liczalnym. Zbiér (Z) jest wigc przeliczalny, jesli mozna
ustali¢ mi¢dzy jego elementami a liczbami ciggu natural-
nego odpowiednio$¢ doskonaly, wskutek czego kazdy ele-
ment @ zbioru (Z) odpowiada pewnej liczbie ciggu natu-
ralnego i, odwrotnie, kazdej liczbie n ciggu naturalnego
jest podporzadkowany pewien element a naszego zbioru
(Z); ten element mozemy oznaczyé przez a,; tak wiec
element, odpowiadajgcy liczbie 1 bedzie a,, element, od-
powiadajgcy liczbie 2, bedzie @, i t. d. Zbiér jest wiec
przeliczalny, jezeli mozna jego elementy ponumerowaé,
czyli z elementéw jego utworzyé cigg, tak, by zaden ele-
ment nie zostal opuszczony, t. j. nie zostal bez wskaznika.
Kazdy cigg jest przykladem zbioru przeliczalnego i, od-
wrotnie, zbidr jest przeliczalny, jezeli z jego elementéw
mozna utworzy¢ ciag, tak by kaidy element zbioru miat
swoje okreS§lone w nim miejsce (wskaznik).

Stad wynika, Ze zbidér, utworzony z poltgczenia ele-
mentéw dwoéch zbiorow przeliczalnych, jest takze przeli-
czalny; albowiem jesli w;, u,, u,,.., .. oznaczaja ele-
menty pierwszego zbioru, a v, v,, ¥;,..., Un... elementy
drugiego zbioru, to mozemy zbiér, powstaly z polgczenia
elementéw tych dwéch zbioréw, napisaé w postaci w,, v,,
Uy, Vgyersy Uny Unye..y tak iz element w, jest poporzgdkowany
liczbie 2n — 1 ciggu naturalnego, a v, liczbie 2n. Taki
sam. wynik otrzymaliby$my dla trzech, czterech, i, wogdle,
dla skonczonej liczbu ciggéw, tak iz zbiér, ktory powstaje
przez potgczenie elementow skonczonej liczby zbioréw prze-
liczalnych, jest przeliczalny. Co wigcej, zbiér, ktory po-
wstaje przez potgczenie w jeden zbior przeliczalnej liczby
zbioréw przeliczalnych, jest przeliczalny; wygodnie nam
bedzie przy dowodzie tego twierdzenia uzywaé dwoéch
wskaznikow; pierwszy bedzie oznaczal, do ktérego zbioru
dany wyraz nalezy, a drugi wskaznik bedzie oznaczat
miejsce tego wyrazu w odpowiednim ciggu; np., wyraz
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u,,» bedzie nalezat do zbioru o numerze p i bedzie zaj-
mowal w tym zbiorze, ustawionym w cigg, miejsce %.
Napiszmy po kolei dane zbiory, w pierwszym wiersze
pierwszy, w drugim drugi i t. d.
Uty1s Wises Utsgs Ugsgs Uy Ut leyees
Ugy1y Upygy Ugygy Ugyysens U T—15:00
M?nl; Usg, 25 u3a3;--'; u3,lc—2;---
Ugy1; Uygygs o5 Wil —85eee
u5,1;...; Us, ko — 430

By podporzgdkowaé wyrazy tej tablicy kolejnym licz-
bom ciggu naturalnego, wystarczy ustawi¢ je w nastgpu-
jacym porzgdku:

Uy,1; U2y Ugi; Ui3; Uge; Us1; Uys; Uz Uy Ul
pierwsze miejsce zajmuje wyraz, dla ktérego suma wskaz-
Hikéw p +q=2, nastgpuje grupa dwoéch wyrazéw, dla
ktérych p-+ ¢=3, potem grupa wyrazéw, dla ktoérych
p-+q=4, it d; w kazdej za$ grupie porzagdkujemy wy-
razy wedlug rosngcych wskaznikéw pierwszych. Eatwo
stwierdzi¢, ze wyraz u, ; zajmuje w tylko co napisanym
ciggu miejsce n=34(p+%t—1)(p+k—k+41

Cigg o dwoch wskaznikach nazywa sig ciggiém po-
dwéjnym; w ciggu podwojnym kazdy wyraz u,,; jest wy-
znaczony przez par¢ liczb catkowitych dodatnich p, %;
tylko co podany dowdéd polegat wlasciwie na ustaleniu
odpowiednio$ci doskonalej miedzy parami liczb p, % i licz-
bami ciggu naturalnego. Mozna wigc poprzednio otrzymany
wynik wypowiedzie¢ jeszcze w sposob nastgpujacy: zbior
wszystkich par liczb catkowitych dodatnich p, % jest prze-
liczalny; mamy tu przyktad zbioru, ktérego elementem nie
jest liczba, lecz para liczb. :

Mozemy w ten sam sposéb rozwazaé zbidr, utworzony -
ze wszystkich trdjek liczb catkowitych dodatnich p, %,
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lub, co na jedno wychodzi, ciggi potrdjne, t. j. o trzech
wskaznikach; wyrazem ogélnym takiego ciggu bedzie u, .
Zbior w ten sposob okreslony bedzie przeliczalny. To samo
sig stosuje do ciaggow o dowolnej; byle skonczone] liczbie
wskaznikow.

Kazdy zbiér nieskonczony, ktéry jest czescia zbioru
przeliczalnego, sam jest przeliczalny. Zakladamy, ze (Z)
jest zbiorem przeliczalnym, a kazdy element zbioru nie-
skonczonego (Z,) nalezy do (Z); elementy zbioru (Z) mo-
zemy przedstawié w postaci ciggu

Wi Ustln iyl ..

Niech u,, oznacza pierwszy z kolei wyraz tego ciggu,
nalezgcy do (Z,), u., drugi z kolei, u,, trzeci z kolei i t. d;
oczywiscie By <1, <1, <...; Ci88 Uu, Uny, Ung-.. WYCZET-
puje wszystkie elementv zbioru (Z,); zbidr (ZI) jest wiec
przeliczalny.

Whniosek. Zbiér wszystkich liczb wymiernych jest
przeliczalny.

Mozemy sig ograniczyé do liczb wymiernych dodatnich;

kazda taka liczba jest ksztattu %', gisie mx=f. 2 -3

m=1, 2, 3,..., a zbiér wszystkich liczb powyzszego ksztattu
jest tej samej moey, co i zbior wszystkich par liczb, t. j.
jest przeliczalny. Kazda liczba wymierna dodatnia zajmuje
okreslone miejsce w ciggu liczb:
%v %a %’ %* %’ % "}Z’ %» %7 *41’1 ';"T' %' g’a

Mozemy z powyiszego ciggu usungé wszystkie ulamki
skracalne, a zostawié¢ tylko nieprzywiedlne (t. j. nieskra-
calne), otrzymamy cxag

1? 2 T’ 2, 13’ 3 i’ 3 %a ’ %"-'a
utworzony ze wszystkich liczb wymiernych dodatnich;
zbior ten jest czescig poprzedniego, a wigc takze przeli-
czalny. Liczby wymierne ujemne tworzg taki sam cigg

(=1}

Rachunek rdéznieczkowy i calkowy.
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=]y g i 5 —3, '—Ev—%v—%_‘l,—'%a---
Stad juz prosty wmosek, ze zbior wszystkich liczb wy-
miernych jest przeliczalny.

35. Zbiory nieprzeliczalne.

Zjawia sie teraz pytanie, czy wszystkie zbiory nieskon-
czone s3 przeliczalne. Odpowiedz na to pytanie jest prze-
czgca. Nieprzeliczalnym np. jest zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych przedzialu (a,b), czyli punktéw odcinka.
Poniewaz zbiér wszystkich liczb rzeczywistych dowolnego
przedziatu (a,b) jest tej samej mocy, co, np. zbidr liczb
przedzialu (0,1), to mozemy poprzesta¢ przy dowodzie na
przedziale (0, 1). Dowéd przez sprowadzenie do sprzecznosci.
Przypuszczamy, e zbidr liczb przedziatu (0,1) jest przeli-
czalny; niech u, oznacza t¢ liczbe przedziatu (0,1), ktora
odpowiada liczbie #; w takim razie cigg

Uyg; Usgy Chyy Uyniins Usiy i (10).
wyczerpuje wszystkie liczby przedziatu (0,1), t. j.,, jezeli
0 < x <1, to istnieje wskaznik % taki, ze = w;. Liczby
przedziatu (0, 1) s3 wiec uporzgdkowane dwoma sposobami,
wedtug wielkosci i wedlug kolejnosci w ciggu; wedlug wiel-
kosci  poprzedza v, jezeli z <y; wedtug kolejnosci w ciggu
x poprzedza y, jezeli x=wu;, a y=wu; i k<l. Niech u,, ozna-
cza pierwszy z kolei wyraz naszego ciggu, zawarty co do wiel-
koéci miedzy w, i u,; niech bedzie, np., u, <u,, tak, iz
U S U wyrazy, ktérych wskazniki s3 mniejsze od
ns, znajduja si¢ poza przedziatem (u,, u,). Niech u,, ozna-
cza pierwszy z kolei wyraz ciggu (10), zawarty migdzy
Ung 1 Uy, tak, iz n >ng; wny <w,, <u,; wyrazy, ktorych
wskazniki sg mniejsze od m, znajdujg si¢ poza przedzia-
fem (u., w,). Niech u,; oznacza pierwszy z kolei wyraz
ciggu po wyrazie u,, zawarty co do wielkosci liczbowej
migdzy dwoma poprzedniemi, t. j. migdzy w,g i wy,, tak, iz
Ny >, Ung < Uy <Upy; Wyrazy, ktorych wskazoiki sg
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mniejsze od 75 znajdujg sig poza przedzialem (Ungy Uny). W ten
sam sposob okreslamy u,,, w,, i t. d. Tak wiec Uy, OZDA-
cza pierwszy z kolei numeréw wyraz ciggu (10), nastepu-
jacy po wyrazie w,, , i zawarty co do wielkosci miedzy
Uy, 1 Un, o tak, iz m3>n;_y, a jednoczednie:

Unj,_y < Uy <Un;,_o 8lDO w,, <u,, < tay s

zaleznie od tego, czy % jest liczbg parzysta czy nieparzyst.
Taka liczba u,, istnieje, gdyz migdzy liczbami Uy | Uy
jest nieskonczenie wiele liczb i kazda z nich ma wskaznik
wiekszy od 7, _4; liczby, ktérych wskazniki sg mniejsze
od 7, znajdujg si¢ wszystkie poza przedziatem (g, _ g9 Uny,_,)-
Liczby uy, gy Ung, Ung, ..., Uny,... tworzg cigg nieskonczony
malejgcy, liczby zas wi, g, Ung, Ungyery Uiy, ,,... Cigg TOS-
ngcy. Ciagi te zmierzajg do granicy, gdyz s3 monotoniczne
i ograniczone od gory i od dotu; niech y oznacza granice
pierwszego ciggu, z granice¢ drugiego; poniewaz kazda liczba
pierwszego ciggu jest wieksza od kazdej liczby drugiego
ciggu, to z <{y. Liczba 2 nalezy do przedziatu (0,1), a wigc
powinna naleze¢ i do ciggu (10); niech np. z=u,. Ponie-
waz wskazniki 7; rosng nieograniczenie, wiec, o iie & jest
dostatecznie wielkie, to 7#;>p; z dwoch wyrazéw ciggu
o wskaznikach 7, i 7y jeden nalezy do ciggu rosngcego,
drugi do ciggu malejgcego, tak, iz liczba z czyli u, jest za-
warta miedzy liczbami w,, i Un,y,; lecz jest to niemozliwe,
gdyz wszystkie liczby, ktérych wskazniki sg mniejsze od n;
(a wlasnie p<<n;), sg zawarte zewngtrz przedziatu (u,,, u,, _H).
Doszlismy wiec do sprzecznosci. Zbior liczb przedziatu
(0,1) nie jest przeliczalny.

Poniewaz zbiér liczb przedzialu (0, 1) nie jest przeli-
czalny, wiec mamy mozno$¢ przyjecia tego zbioru jako
pierwowzoru zbioréw mocy réznej od mocy ciggu natural-
nego liczb. Kazdy zbior tej samej mocy, co zbior liczb

5‘
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przedziatu (0, 1), bedziemy nazywali zbiorem mocy conti-
nuum, A wiec zbior wszystkich liczb rzeczywistych do-
wolnego przedziatu (a,t) jest mocy continuum; tak samo
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich i ujemnych.
Zbiér mocy continuum otrzymamy takie, usuwajac ze
zbioru £ mocy continuum przeliczalng mnogos¢ elemen-
tow; pozostalo$¢ stanowi zbiér Z’, ktéry oczywiscie nie
moze byé przeliczalnym, gdyz dwa zbiory przeliczalne,
dodane do siebie, nie mogg daé zbioru nieprzeliczalnego Z.
Jednakowoz nie mozna stgd jeszcze wnioskowaé, Zze mno-
gos¢ £’ jest mocy continuum; wniosek taki bytby stuszny,
gdyby$my umieli udowodnié¢, ze kazdy zbiér liczb jest
badz przeliczalny, bgdZ mocy continuum; poniewaz udo-
wodnié tego nie umiemy, wiec nalezy dowdéd nasz oprzeé
bezposrednio na moznosci ustalenia odpowiedniosci des-
konatej migdzy elementami zbioru £’ i zbioru mocy con-
tinuum, Zauwazmy przedewszystkiem, iz z kazdego zbioru
nieskonczonego mozemy wydzielié nieskonczong liczbe ele-
mentoéw, stanowigcych zbiér przeliczalny, (nawet tak, by
pozostaly zbiér byl takze nieskonczony). Jezeli bowiem
jaki$ zbior Z jest nieskonczony, to na zasadzie okreslenia,
zawiera wigcej niz » elementow, gdzie » jest dowolng liczbg
catkowitg dodatnig; usungwszy ze zbioru % elementy wu,, u,,
Ug, ...y Uy, DNie Wyczerpiemy zbioru Z, czyli pozostanie w Z
przynajmniej jeden element, ktéry nrazwiemy wu,4;, usu-
nawszy u,,i, pozostanie w Z znowu przynajmniej jeden
element u,49 i t. d. Tak wigc przeliczalny zbiér elemen-
tow, stanowigcych cigg nieskonczony u,, Us, U, ..., Uny..
jest sktadowg czescia zbioru Z. GdybysSmy usungli z £
przeliczalng mnogos¢ elementow u,, U3, U,... Ugtry... tO
z pewnoscig pozostanie w £ nieskonczony zbiér elemen-
tow. Symbolicznie mozemy to przedstawi¢ w sposob na-
stgpujgey:
E=D+ F,
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gdzie £ jest zbiér dany, D zbiér przeliczalny, a £’ ozna-
cza zbior pozostaly po usunigciu ze zbioru Z elementéw,
nalezgcych do zbioru D; czyli inaczej znak - oznacza, ze
zbiér £ powstaje przez potgczenie zbioréow 1D i £’ bez ele-
mentéw wspdlnych. Ale do £’ mozemy zastosowaé rozklad
podobny, czyli
E/ — DI + E/I’

gdzie D’ oznacza znowu zhiér przeliczalny; tak wigc

E=D4+D' +EY=D+ D)+ E'=D"+ E",
gdzie D", jako suma dwéch mnogosci przeliczalnych, jest
zbiorem- przeliczalnym. Migdzy Z i Z' mozemy ustanowié
nastgpujacg odpowiedniosé doskonalg. Poniewaz

E:DII+E/I, a EI:DI+E/I,
wigc kazdy element zbioru Z, nalezgcy do £”, bedzie od-
powiadal samemu sobie, gdyz jest jednoczesnie elementem
drugiego zbioru, czyli Z’; kazdy element zbioru Z, nie na-
lezgcy do £”, nalezy do D” i jako taki bedzie odpowiadat
pewnemu elementowi zbioru /), réwnej z nim mocy, przy-
czem ta odpowiednio$¢ bedzie tez doskonalg.

Jezeli z mnogosci mocy continuum usuniemy skon-
czong * albo przeliczalng mnogos¢ elementéw, otrzymamy
nowy zbiér takie mocy continuum.

Egczac ze sobg razem elementy skonczonej liczby zbio-
ré6w mocy continuum, otrzymamy nowy zbior takze mocy
continuum. Mozemy bowiem podporzgdkowaé elementy
pierwszego zbioru liczbom przedziatu (0, 1), elementy dru-
giego zbioru liczbom przedzialu (1,2) elementy trzeciego
zbioru liczbom przedziatu (2,3) i t. d., wreszcie elementy

* Zbiér wezystkich liczb przedzialu (0,1) i zbiér wszystkich liczb
tegoz przedzialu bez liczby 0, np., sg tej samej mocy. Niech X' ozna-
cza pierwszy, B’ drugi zbiér. E'=D + E”, E= D'+ E", gdzie D
jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, a I’ oznacza zbiér D wigce]
jeden element 0. £ i E’ s wigc tej samej mocy.
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ostatniego, dajmy na to mte&° zbioru, liczbom przedziatu
(n — 1, %), w takim razie mnogos¢, utworzona z polfgczenia
elementéw tych wszystkich mnogosci,* jest podporzadko-
wana liczbom przedziatu (0,7), a wigc mnogosé ta jest mocy
continuum. Niech n rosnie do nieskonczonosci; z jednej
strony otrzymamy wtedy zbiér Z, powstaly z potgczenia
elementéw nieskonczonej przeliczalnej mnogosci zbioréw
mocy continuum Z= &, + By -+ E;+ ...+ Ey.+ ..., z dru-
giej za$ strony otrzymamy podporzgdkowany zbiorowi A
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich; ten zbidr
jest mocy continuum, a wigc takze i zbior £.

Lgczgc w jeden zbior elementy nieskonczonej przeli-
czalnej mnogosci zbioréw mocy continuum, otrzymamy
nowy zbiér takze mocy continuum.

Zbiér mocy continuum otrzymamy, dodajgc nieprze-
liczalng mnogosé zbioréw, mocy continuum kazda; pod
mnogoscig nieprzeliczalng rozumiemy tutaj mnogos¢ mocy
continuum. Jest to stynne twierdzenie Cantora. Mozna
temu twierdzeniu daé¢ nastepujgce brzmienie: zbior wszyst-
kich par liczb z,y, gdzie 0 <x <1 i 0 <y <1, jest mocy
continuum, czyli zbiér wszystkich takich par liczbowych
mozna podporzgdkowaé w sposéb doskonaly liczbom prze-
dziatu (0,1). Pare liczbowg z,y nazywamy punktem na
plaszczyznie, przyczem z i y nazywamy spéirzednemi od-
powiadajgcego punktu. Zbiér punktéw, ktérych spotrzgdne
x,y czynig zado§¢ warunkom 0<Lz <1, 0Ly, sta-
nowi kwadrat; a wiec zbiér punktow kwadratu jest tej
" samej mocy, co zbiér punktéw odcinka, np., jednego z bo-
kow tego kwadratu.™

* Patrz uwage poprzednia.
#* Dla dowodu odsylamy do dziel, poswigconych teorji mnogosci;
patrz, np. ,Zarys teorji mnogosci“ W. Sierpitiskiego.
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Punkty skupienia.

39. Pojecie mocy oparte jest na pojeciu zbioru i od-
powiedniosci; nie zalezy wiec od natury elementéw zbioru,
czyli moze by¢ zastosowane do jakichkolwiek zbioréw;
tak, np., zbiér punktéw moze byé jednakowej mocy ze
zbiorem funkcyj pewnej klasy it. p. Jesli mowa byla po-
przednio zawsze o zbiorach, utworzonych z liczb, to dla
tego jedynie, ze te mnogosci wlasnie sg podstawg wszyst-
kich naszych dalszych rozwazan. Rozwazania nastepnych
rozdzialéw, przeciwnie, sg Scis$le zwigzane z naturg ele-
mentéw zbioru. Naprzéd mowa bedzie o zbiorach, utwo-
rzonych z liczb rzeczywistych, lub, jak inaczej powiemy,
z punktéw na prostej; nastepnie zajmiemy si¢ zbiorami,
ktérych elementy stanowig pary liczbowe, czyli punkty na
plaszczyznie, trojki liczbowe, czyli punkty przestrzeniit.d.

37. Zbiory utworzone z liczb rzeczywistych, ceyli zbiory
punktowe linjowe. Otoczenie punktu. Punkt skupienia.
Otoczeniem punktu (liczby) @ nazywamy zbiér (punk-
tow) liczb rzeczywistych x, spetniajgcych warunek
a<z<a+te lub a—eLz<a,

gdzie & jest dowolnie malg liczbg catkowita dodatnig; in-
nemi sfowy otoczeniem punktu e nazywa si¢ przedzial
(a — ¢, a-}€), przyczem sam punkt @ do otoczenia nie
nalezy, czyli punkt @ z tego przedziatu usuwamy. Nieraz
wygodnie jest odrozni¢ zbiér punktéw x, spelniajgcych
warunek @ — ¢ <« <a, od zbioru punktéw z, okreslonych
przez a<x <_a-¢; pierwszy z tych dwoch przedziatow
nazywamy otoczeniem lewostronnem, drugi — otoczeniem
prawostronnem.

Punkt @ nazywamy punktem skupienia zbioru (Z),
jezeli istnieja punkty x. tego zbioru, speilniajgce warunek
a—e<z,<a lub a<z,<a-+e, jakkolwiek matg jest
liczba dodatnia €. W takim razie w otoczeniu punktu a
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mamy nieskonczenie wiele punktéw zbioru (Z); w rzeczy
samej, gdyby w przedziale (¢ — ¢, a4 ¢) znajdowata sig
tylko skonczona liczba punktow zbioru (Z), to mozna
byloby, oczywiécie, wyznaczyé takg liczbe dodatnig €', by
nie byto ani jednego punktu x., spelniajgcego warunek
a—¢ <x,<a lub a<z. < a-}¢. Mozna wigc poprzednie
okreslenie zastapi¢ nastgpujacem: punktem skupienia zbioru
(Z) nazywamy kazdy punkt, w dowolnie matem otoczeniu
ktérego znajduje si¢ nieskonczenie wiele punktéw zbioru
(Z); to okreslenie punktu skupienia mozemy rozszerzyc,
biorge w ostatniem okresleniu ,otoczenie w znaczeniu
.szerszem®, t.j. zaliczajgc sam punkt do owego otoczenia.
Takie rozszerzenie jest niezbedne, jezeli nieskonczenie wiele
elementéw zbioru (Z) sg liczbami réwnemi, co moze mieé
miejsce, gdy elementem zbioru sg wyrazy ciagu (patrz ni-
zej ,uwaga“). Jezeli wiec nieskonczenie wiele elementéw
zbioru (Z) réwna sig¢ liczbie @, to na zasadzie tej dodatko-
wej umowy liczba @ bgdzie punktem skupienia.

Punkt skupienia moze do zbioru (Z) naleze¢, ale takze
moze do zbioru (Z) nie naleze¢. Punki skupienia jest natu-
ralnem uogdlnieniem pojecia granicy, dlatego tez punkty
skupienia nazywamy czasem punktami granicznemi. W do-
wolnie matem otoczeniu granicy muszy znajdowa¢ sig ,pra-
wie“ wszystkie punkty zbioru (Z), t. j. wszysikie punkty z wy-
jatkiem skonczonej liczby; w dowolnie za§ matem otoczeniu
punktu skupienia musi sig znajdowaé nieskonczenie wiele
punktéw zbioru (Z), ale niekoniecznie ,prawie“ wszystkie.
Tak, np. jezeli zbidr (Z) jest ciggiem, to punkt a bedzie
punktem skupienia, jezeli w dowolnie malem otoczeniu
punktu @ znajduje sig nieskonczenie wiele punktéw ciggu
o wskaznikach np. parzystych, gdy tymczasem punkty ciggu
(Z) o wskaznikach nieparzystych mogg do otoczenia punktu a
wecale nie nalezeé; jasna rzecz, ze taki punkt a, cho¢ jest punk-
tem skupienia, nie jest granicg. Tak, np. zbior punktéw (liczb),
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ciggu: an=% (n—1) sin”%n—l—sinzg(n— 1) i, czyli ciggu

0,14 % 1 % %,... posiada punkt skupienia 0, gdyz w do-
wolnie malem otoczeniu tego punktu znajduje sig nie-
skonczenie wiele punktéw zbioru, mianowicie ,prawie“
wszystkie punkty o wskaznikach parzystych; zero jednak
granicg tego ciggu nie jest. Punkt 1 jest takze punktem
skupienia powyzszego ciagu, gdyz w dowolnie matem oto-
czeniu punktu 1 znajduja si¢ ,prawie“ wszystkie punkty
o wskaznikach nieparzystych. Punkt skupienia 0 do zbioru
nalezy, natomiast punkt skupienia 1 do zbioru nie nalezy.
Z tego zestawienia poje¢ granicy i punktu skupienia wy-
nika, ze granica zawsze jest punktem skupienia, punkt
skupienia natomiast moze nie byé granicg. Punkt skupie-
nia rozszerza wigc pojecie granicy. Jak widzieliSmy na
przytoczonym tylko co przyktadzie, zbiér moze posiadac
wiecej niz jeden punkt skupienia, gdy tymczasem granica,
jak wiemy, moze by¢ tylko jedna.

Przyktady: 1) Zbiér wyrazéw ciggu podwojnego:

al,_,,,=%.(l+2im)v (gdzie n=1,2,3,...; m=1,2,3,...) po-
siada nieskonczenie wiele punktéw skupienia, mianowicie
punktami skupienia sg wszystkie punkty zln gdzie n=1,

2, 3,... i punkt 0. Punkty skupienia danego zbioru tworzg
nowy zbiér nieskonczony; taki zbidr nazywa si¢ zbiorem
pochodnym. Punktem skupienia tego zbioru pochodnego

jest tu punkt 0.
1

1
+7z—{—m
(gdzie n=1, 2, 3,...; m=1,2,3,...); zbiér ten jest prze-
liczalny; mozemy np. wypisaé jego wyrazy wediug naste-
pujgcego tatwego do uchwycenia prawa 144, 144, ++1,
2+§a +B" +4’ %‘*‘(1, 3 1, 3 iv 1+ el ’+G’ 7%‘_""%"

2) Zbiér wyrazéw ciggu podwojnego a,, .=
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1+4, 4+, s4H8 1+ 43 348, 53, 144, Punk-

tami skupienia s3 punkty: 0, 1, %, %, %,.., ;1‘—, ..... ; tworzg
one mnogos¢ pochodng; ta mnogos¢ pochodna ma jeden
tylko ‘punkt skupienia, mianowicie punkt 0.

3) Zbiér wszystkich liczb wymiernych przedziatu (0,1).
Zbior ten jest przeliczalny. Punktami skupienia sg wszyst-
kie liczby rzeczywiste (wymierne i niewymierne) przedziatu
(0,1); w rzeczy samej, w dowolnie matem otoczeniu kaz-
dego punktu przedziatu (0,1) znajduje si¢ nieskonczenie
wiele liczb wymiernych. Mnogos¢ pochodna utworzona jest
ze wszystkich punktéw przedziatu (0,1), jest wigc mocy
continuum.

4) Zbioér utworzony ze wszystkich wyrazow ciggu
a, = (— 1)*; zbiér ten posiada dwa punkty skupienia -1
i—1.

Uwaga. Przyklad ten pokazuje, ze nalezy odrdzniaé
zbiér, utworzony z wyrazéw ciggu, od zbioru wartosei licz-
bowych tego ciggu. Tak, np., zbiér, ktérego elementami
sg wyrazy ciggu a,—(—1)", jest zbiorem nieskonczonym,
gdyz zawiera nieskonczenie wiele roznych elementow; tak,
np., element @, jest rézny od elementu a,, chociaz wartos¢
liczbowa jest jednakowa, rowna jednosci. Tymeczasem zbidr,
ktérego elementami sg wartosci liczbowe danego ciggu, jest
zbiorem skonczonym, gdyz zawiera dwa tylko elementy
-+1 i —1. Pochodzi to stad, ze wyrazy ciggu roznig sie
miejscem, ktore zajmujg, tak, iz dwa wyrazy, majace réozne
wskazniki, stanowig dwa elementy roézne, chociazby ich
warto$ci liczbowe byly jednakowe.

38. Kazdy punkt a zbioru (Z), ktéry nie jest zarazem
punktem skupienia, nazywamy punktem odosobnionym.
Jezeli punkt @ nie jest punktem skupienia zbioru (Z), to
istnieje takie otoczenie* punktu a, ktore nie zawiera zadnego

* ,Otoczenie“ w znaczeniu wezszem.
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punktu zbioru (Z); jezeli np. zbior (Z) sktada sig z liczb,
to mozna znalez¢ takg liczbe dodatnig €, iz zadna z liczb
z, spetniajgcych warunek a<z<a-}e lub ¢ —e<z<a,
nie nalezy do (Z). Odwrotnie, jezeli mozna znalezé taki
przedzial (@ — e, a-}€), wewnatrz ktorego jest tylko skon-
czona liczba punktéw (elementéw), nalezgcych do zbioru
(Z), to punkt @, oczywiscie, jest punktem odosobnionym.

Zbior, ztozony z samych tylko punktéw odosobnionych,
jest przeliczalny; takim np. jest zbiér 1, §, .., %, Po-
niewaz rozne elementy zbioru (Z) mogg byé réwnemi licz-
bami, wezmy pod uwage zbior (4), utworzony ze wszystkich
réznych liczb zbioru (Z). Kazdej liczbie a zbioru (4) mozemy
podporzgdkowaé pewien przedzial 8., wewnatrz ktorego
znajduje sie¢ jedna tylko liczba a zbioru (4). W ten sposéb
ustalimy odpowiednio$¢ doskonatg migdzy liczbami e zbioru
(4) i przedziatami 5, pewnego zbioru przedzialéw na pros-
tej. Mozemy przyjaé, iz dwa jakiekolwiek nasze przedzialy
8¢ i 8, nie maja zadnego punktu wspdélnego. Wystarczy
wiec udowodnié, ze zbiér naszych przedzialow jest przeli-
czalny. Te z posrdd naszych przedzialéow &, ktore stamo-
wig odcinek wigkszy od % lub réwny %, (co oznaczaé be-
dziemy przez 8, > A, gdzie 7 jest zupetnie dowolne >0),
tworzg zbiér Z przeliczalny; gdyz w przedziale (— n, -} n)

takich przedzialéw 0§, mamy najwyzej 2/—?, a wigc dla po-

numerowania ich wystarczy skonczona liczba wskaznikéw;
poniewaz kazdy przedziat 8, bedzie si¢ miescit w odcinku
(—mn, +n), o ile #» dostatecznie wielkie, wigc, kazdy prze-
dzial 8a> % bedzie podporzadkowany pewnemu numerowi
k, co dowodzi przeliczalno$ci odpowiedniego zbioru Z. Po-
niewaz kazdy przedziat 8, bedzie spelniat warunek 6,> A,
o ile % jest dostatecznie malte, wigc wystarczy wzigc pod
uwage, dajmy na to, cigg malejacy wartodci hA=1, h=14.
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=5 h:':_f it d. Te z posrod odcinkéw &, ktore

:spelniaja warunek 8,> 1, stanowig zbiér przeliczalny Z;
te, ktére spetniajg warunek 1> 3, > }, stanowig zbidr prze-

1
>6a>%’

liczalny Z,,...; te, ktore spelniajg warunek i

stanowig zbidr przeliczalny Z,, i t. d.

Zbiér wszystkich odcinkéw 8, stanowi zbidr £, 4 £,
~+Ey..+E,+ .. t j. sumg zbioréw poszczegélnych £,
Eyyoy Eyy... 1 t. d.; a wige, jako suma przeliczalnej liczby
zbioréw przeliczalnych, jest zbiorem przeliczalnym. Tak
wigc zbiér (A4) jest przeliczalny, skad wynika, ze i zbidr
(Z) jest takze przeliczalny, albowiem kazdej liczbie a zbioru
(4) odpowiada najwyzej skonczona liczba elementow
zbioru (Z). :

39. Punkty skupienia zbioru (Z) tworzg nowy zbidr,
ktéry nazywamy zbiorem pochodnym i oznacza¢ bedziemy
przez (Z'). Zbiér pochodny (Z') moze zawiera¢ nieskon-
czenie wiele elementéw i posiada¢ takie swoje punkty
skupienia, ktére tworzg zbiér pochodny zbioru pochodnego,
czyli zbidr pochodny drugiego rzedu (Z”), i t. d.

Jezeli zbiory (Z) i (Z') nie majg zadnego punktu
(elementu) wspdlnego, to zbiér Z nazywa sig.zbiorem od-
osobnionym, gdyz, jak latwo sprawdzi¢, sktada sig¢ tylko
z punktéw odosobnionych.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z’) jest jednoczesnie punk-
tem zbioru (Z), t. j. nalezy do (Z), to zbiér (Z) nazywa
sig zamkniety albo domkniety. Wszystkie punkty skupienia
zbioru domknigtego nalezg do tegoz zbioru.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z) nalezy do zbioru po-
chodnego (Z’), to zbiér (Z) nazywa sie¢ gesty w sobie;*
kazdy punkt takiego zbioru jest zarazem punktem skupie-

*) Od pojecia zbioru gestego w sobie nalezy odrézniaé pojecie
zbioru gestego w przedziale (mi,n). Zbiér punktéw, nalezacych do
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nia; zbiér gesty w sobie nie zawiera wcale punktow od-
osobnionych.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z) nalezy do (Z’) i od-
wrotnie, kazdy punkt zbioru (Z’) nalezy do (Z), t. j. jezeli:
zbiér jest domknigty i ggsty w sobie, to nazywa si¢ dosko-
natym. Zbiory (Z) i (Z’) s3 wtedy identyczne.

/Przyklady. Zbior 1, %, 4, 1., %, nie jest dom-
knigty, gdyz liczba 0 nalezy do (Z’), ale nie nalezy do (Z).
Zbiér 0, 1, 4, %,.., »,... natomiast jest domknigty. Zbiér
ten nie jest gesty w sobie.

Zbiér wszystkich liczb wymiernych przedziatu (0.1)
jest gesty w sobie, natomiast nie jest zamkniety, gdyz (Z')
zawiera wszystkie liczby (wymierne i niewymierne) prze-
dziatu (0,1).

Zbior wszystkich liczb x przedziatu (0,1), t. j. wszyst-
kich liczb, spetniajgcych warunek 0-<{x <1, jest dosko-
naly; natomiast zbiér wszystkich liczb z, spelniajgcych
warunek a <z <b, nie jest zbiorem doskonalym, gdyz nie
jest domknigty, albowiem punkty @ i & nalezg do (Z),
a nie do (Z); taki zbior punktéw bgdziemy nazywali prze-
dziatem niewlasciwym; przedzialem niewlasciwym bedzie-
my nazywaé takze przedzialy a <z <b i a<z <0, ktére

przedzialu (m,n) nazywa siq gestym w tym przedziale, jezeli w kaz-
dym dowolnie malym przedziale, stanowiacym cze$é przedzialu (m,n),
istniejg zawsze punkty, nalezace do zbioru. Jasna rzecz, ze zbiér Z
gesty w przedziale (m, n) musi byé gesty w sobie, gdyz z okreslenia
zbioru gestego w (m,m) wynika, Ze wszystkie punkty przedzialu
(m, n) naleza do zbioru pochodnego Z’. Odwrotnie, zbiér gesty w so-
bie moze, oczywidcie, nie byé gestym w przedziale (m, n); wystarczy
dla przykladu wzia¢é pod uwage zbiér, otrzymany ze zbioru wszyst-
kich punktéw przedzialu (m,n) Drées Wy]ch z tego zbioru punktéw
nalezacych do dowolnego przedis . ive -

dziatu (m, n). KSIEGOZB'OR
JANA SZYCA

Liczba bleft. 9 f% :
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nie s3 domkniete; dla odrézunienia za$ przedziat a <z b
bedziemy nazywali przedzialem wlasciwym.

40. Zbior pochodny jest zbiorem domknietym. Niech
{(Z) oznacza dowolny zbior, (Z’) zbidr pochodny, t. j. zbidr
wszystkich punktéw skupienia zbioru (Z); przez a ozna-
cza¢ bedziemy elementy zbioru (Z), przez a’ elementy
" zbioru (Z’); niech m bedzie punktem skupienia zbioru (Z’).

Jakkolwiek matg jest liczba dodatnia e, w przedziale
{m—e¢, m-}¢) mieéci si¢ nieskonczenie wiele punktow
zbioru (Z’); niech a’ oznacza jeden z takich punktow;
poniewaz &’ jako element zbioru (Z’) jest punktem sku-
pienia zbioru (Z), wiec w przedziale (@’ — ¢, o’ 4 €) znaj-
-duje sie¢ nieskonczenie wiele punktéw a. Przedzial (¢’ — e,
-a’ +¢) jest catkowicie zawarty wewnatrz przedziatu (m—2e,
m -+ 2¢), a wigc w przedziale (m — 2e, m -} 2€) miesci sig
takze nieskonczenie wiele punktéow a. Stad wniosek, ze
punkt m jest punktem skupienia zbioru (Z), czyli nalezy
«do (Z’); tak wiec kazdy punkt skupienia m zbioru (Z)
nalezy do (Z’). Zbiér (Z’) jest domknigty, co trzeba byto
udowodnié.

Wniosek. Jeteli zbior (Z) jest gesty w sobie, to zbidr
pochodny (Z’) jest doskonaty.

Zauwazmy przedewszystkiem co nastepuje: jezeli zbidr
(Z) jest czescig zbioru (Z), to zbiér pochodny (Z’) jest
-czg$cig zbioru pochodnego (Z").

Jezeli zbior (Z) jest gesty w sobie, to wszystkie ele-
menty zbioru (Z) nalezg do zbioru pochodnego (Z'=FE);
.a wiec zbior Z’ posiada punkty skupienia, ktdre tworzg
nowy zbior (Z”); (Z) jest czescig (Z’), a wiec (Z') jest
-czgsdcig zbioru (Z”), czyli ze zbior (Z’) jest gestv; ponie-
waz jest domknigty, wiec jest doskonaly, czyli Z/ = Z".

Przyktad. Zbior (Z) wszystkich liczb wymiernych
;przedziatu (0,1) jest niedomknigty, ale gesty; zbior po
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chodny (Z’) zawiera wszystkie liczby przedziatu (0, 1); jest
domkniety i gesty, czyli doskonatly.

41. Zbior ograniczony. Krarice. Kres gorny i dolny.

Zbior liczb (punktéw) jest ograniczony od goéry, jezeli
wszystkie jego elementy sg liczbami mniejszemi od pewnej
liczby M (lezg na lewo od punktu M). Zbiér jest ograni-
czony od dotu, jesli wszystkie elementy sg liczbami, wiek-
szemi od pewnej liczby m. Jezeli zbioér jest ograniczony
od gory i od dotu, to musza istnieé¢ takie dwie liczby m i M,
iz kazdy element z zbioru (Z) spetnia warunki m <z <M,
Liczby m i M bedziemy nazywali krancami zbioru ogra-
niczonego (Z); jezeli M, > M, m,<m, to liczby M, i m,
bedg, oczywiscie, takze krancami dla zbioru (Z). Jezeli
liczby m i M s3 krancami, to kaidy punkt z zbioru (Z2)
nalezy do przedzialu (m, M), a wiec i do przedzialu
'(mlle)-

Stajemy wobec pytania, czy istnieje dla zbioru (Z2),
ograniczonego (od gory i od dotu), najmniejszy przedziat,
wewngtrz ktorego zawarte sg wszystkie liczby zbioru. Jezeli
zbiér (Z) zawiera conajmniej dwie liczby roézne, to, jasna
rzecz, przedziatl (m,M), zawierajgcy zbidr, nie moze by¢
dowolnie maly. Odpowiedz na powyzsze pytanie w semsie
twierdzgcym daje pojecie kresu gérnego K i kresu dolnego
k. Kresem gérnym nazywamy najmniejszg liczbg, od kto-
rej zadna liczba zbioru (Z) nie jest wigksza; kresem dol-
nym nazywamy najwiekszg liczbe, od ktérej zadna liczba
zbioru (Z) nie jest mniejsza.

Kres gérny posiada wiec dwie nast¢pujgce wiasnosci,
ktére t¢ liczbg A najzupelniej wyznaczajg:

1) Kazda liczba 2 zbioru (Z) jest mniejsza albo co-
najwyzej rowna K, czyli # < K dla wszystkich elementéow
zbioru.

2) Istniejg elementy zbioru (Z) wigksze od liczby K —¢,
gdzie € jest dowolnie matlg liczbg dodatnig. %

N
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Pozostaje udowodnié, ze taka liczba K istnieje. Mamy
wiec twierdzenie: kazdy zbidr, ogramiczony od gdry, po-
stada kres gorny. i

Dowéd przy pomocy przekroju. Do klasy wyZszej za-
liczymy kazdg liczbe rzeczywista, wigkszg od WSzystkic'h
liczb z zbioru (Z); do klasy nizszej zaliczymy wszystkie
pozostale liczby rzeczywiste. Ten podzial na klasy jest
przekrojem, gdyz czyni zado$¢ odpowiednim warunkom;
zadna klasa nie jest pusta, gdyz, naprzyklad, dowolna
liczba 2 zbioru (7) i kazda liczba od niej mniejsza nalezy
do klasy pierwszej; kraniec gorny M, ktéry na mocy za-
lozenia (zbiér ograniczony od gory) istnieje, nalezy do
klasy drugiej. Kazda liczba rzeczywista nalezy bgdz do
klasy pierwszej, bgdz do klasy drugiej. Wreszcie kaida
liczba klasy nizszej jest mniejsza od kazdej liczby klasy
wyzszej; w rzeczy samej, jezeli liczba /; nalezy do klasy
pierwszej, to istnieje taki element 2’ zbioru (2), iz [, < 2';
jezeli I, nalezy do klasy wyiszej, to @’ <l, a wige [, </l,.
Przekréj ten wyznacza pewng liczbe K, ktéra jest albo
najwigkszg liczbg klasy pierwszej, albo najmniejszg klasy
drugiej. Ta liczba K jest wlasnie kresem gérnym. W rze-
czy samej, 2adna liczba z zbioru (Z) nie moze by¢ wigksza
od K, bo gdyby 2> K, to 2> K-4e>K, o ile liczba ¢
jest mniejsza od z — K; lecz liczba K¢, jako wigksza
od K nalezy do klasy wy#szej, a wigc nierownosé
x> K -} £ =1, jest niemozliwa, jako sprzeczna z okresleniem
liczb drugiej klasy. Musi wigc byé z < A z drugiej strony
liczba K — ¢, jako mniejsza od A, nalezy do klasy pierw-
szej, z czego wynika, iz istniejg liczby «’ zbioru (Z), spel-
niajgce nieréwnos¢ «/ > K —e=1,. A wigc liczba K, wy-
znaczona przez nasz przekrdj, jest kresem gornym.

W podobny spos6b mozna udowodni¢ twierdzenie:
jezeli zbiér (Z) jest ograniczony od dolu, to posiada kres
dolny £.
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Liczba % ]est wyznaczona przez dwie nastepujgce wias-
nosei:

1) Kazda liczba z zbioru (Z) jest wigksza lub conaj-
mniej réwna k.

2) Istniejg liczby «’ zbioru (Z) mniejsze od liczby
ke, gdzie ¢ jest dowolnie malg liczbg dodatnig. :

Dowéd zapomocg przekroju. Szczegoly zostawiamy
czytelnikowi.

Zapomocg sprowadzenia do sprzeczmosci latwo jest
sprawdzi¢, ze dla danego zbioru, ograniczonego od goéry,
moze by¢ tylko jedna liczba K. Tak samo dla zbioru,
ograniczonego od dotu, kres dolny % jest wyznaczony jedno-
znacznie; gdyby bowiem byly dwie liczby % i %, (przy-
czem k = k,), spelniajgce tylko co wyszczegélnione wa-
runki, to doszlibysSmy do sprzecznosci; szczegély pozosta-
wiamy rowniez czytelnikowi.

Przyktady. 1) Zbiér (Z) wszystklch liczb catkowitych
dodatnich jest ograniczony od dotu, kresem dolnym jest
liczba jeden, nalezgca do (Z). Zbiér tem nie jest ograni-
czony od gory.

2) Zbioér (Z) wszystkich liczb rzeczywistych (punktéw)
przedziatu wilasciwego (0,1), t. j zbior wszystkich liczb,
spetniajgcych warunek 0 <z < 1; kresem dolnym jest 0,
kresem gornym 1; obie te liczby nalezg réwniez do (Z).

3) Zbior wszystkich liczb z przedzialu niewlasciwego
0<z<1; kresem dolnym jest 0, kresem gérnym 1, lecz
kresy £ i K nie nalezg w tym przypadku do (Z).

4) Zbiér wszystkich liczb niewymiernych przedziatu
(0,1); kresami sg réwniez O i 1 i nie nalezg do (2)

9) Zbioér wszystkich liczb wymiernych przedzialu wias-
ciwego (0,1); kresami sg tu rowniez 0 i 1, lecz nalezg
do (Z).

6) Zbior liczb 1, 4, §,..., %, ...; kresami sg tu liczby 0
11, przyczem K =1 nalezy do (Z), a £ =0 nie nalezy do (Z).

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 6
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Z tych przyktadéw wynika, ze kres zbioru (Z) moze
do zbioru (Z) naleze¢, ale moze do zbioru nie nalezeé.

Jezeli kres £ lub A nie nalezy do zbioru (Z), to musi
naleze¢ do zbioru pochodnego (Z), czyli byé punktem sku-
pienia zbioru. Gdyby bowiem punkt X nie byl punktem
zbioru (Z) ani,punktem skupienia tego zbioru, to w dos-
tatecznie matem otoczeniu punktu A nie byloby ani jed-
nego punktu zbioru (Z), tak ze w przedziale (K —e, K &)
nie byloby ani jednego elementu z zbioru (Z), co jest
sprzeczne z okresleniem kresu K.

Jezeli £ i K sg kresami zbioru (Z), to kazdy element
x zbioru spetnia warunek £ <z < K, t.j. nalezy do prze-
dziatu wlasciwego (k, K). Kazda liczba M wieksza od K
bedzie krancem goérnym zbioru, kazda liczba m, mniejsza
od % bedzie krancem dolnym zbioru.

Jezeli k= K, to zbidr (Z) zawiera tylko jedng liczbe;
jezeli elementami zbioru (Z) sg wyrazy pewnego ciggu, to
wyrazéw tych moze byé nieskonczenie wiele, ale w tym
przypadku wszystkie majg te sama wartosé¢ liczbows.

Jezeli zbior (Z) jest domknigty, i jezeli posiada kres
K (ewentualnie %), to kres A (ewentualnie %) nalezy do
(Z); w rzeczy samej, stwierdziliSmy przed chwilg, ze K,
o ile nie nalezy do (Z), musi naleze¢ do (Z'); ot6z dla
zbioru domknigtego kazdy element zbioru (Z’) nalezy do
(Z), co dowodzi naszego twierdzenia.

42. Najwigksza z granic (punktow skupienia), naj-
mniejsza z grawic (punkitow skupienia).

Przypu$émy, iz dany jest jaki§ zbior liczb rzeczywis-
tych (punktéw) (Z). Zbiér pochodny (Z’), o ile nie jest
pusty, moze takze posiada¢ swoéj kres gérny i kres dolny;
bgdzie to miato z pewnoscig miejsce, gdy np. zbiér (Z)
jest ograniczony od gory albo od dotu, jak si¢ o tem mo-
2emy przekonaé, rozumujgc przez sprowadzenie do sprzecz-
nosci.
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Przypusémy, ze (Z) jest ograniczony od goéry i od dotu
i ze (Z') nie jest zbiorem pustym; wiec (Z’) jest takze
ograniczony, a wigc posiada kres gorny i kres dolny.
Niech G oznacza kres gorny zbioru pochodnego (Z’), a ¢

jego kres dolny. Poniewaz zbidr (Z’) jest domknigty, wiec &
i g nalezg do (Z'), ezyli Gi g sg punktami skupienia zbioru
(Z—). Zadna liczba I, wigksza od G, nie moze by¢ punktem
skupienia zbioru (Z); gdyby bowiem I> @, to liczba /,
nalezgca do zbioru pochodnego (Z’), bylaby wieksza od
kresu gérnego G tego zbioru (Z’). Tak samo udowodnimy,
ze zadna liczba mniejsza od g nie moze by¢ punktem sku-
pienia zbioru (Z). Tak wiec G jest najwiekszg z granic
uogdlnionych, t. j. punktéw skupienia, a g jest najmniejszg
z granic (punktow skupienia). Wszystkie punkty skupienia
zbioru (Z) nalezg wigc do przedzialu wlasciwego (g, &)

Liczba @ posiada nastepujgce wlasnosci, ktore J—a w zu-
petnosci wyznaczaja: :

1) , Prawie“ wszystkie elementy zbioru (Z) (ograniczo-

nego od géry) sa mniejsze od G+, t. j. tylko skonczona
liczba elementéw zbioru (Z) przewyzsza liczbg G-}-¢.*
2) Dowolnie mate otoczenie punktu & zawiera nieskon-
czenie wiele elementow zbioru (Z), t. j. nieskonczenie
wiele liczb zbioru (Z) jest wigkszych od ¢ — ¢, jakkolwiek
matg jest liczba dodatnia e. :
Jezeli istnieje liczba (, spefniajgca powyisze dwa wa-
runki, to, popierwsze, zbiér (Z) jest ograniczony od géry;

wigkszych od G-+, to w przedziale (G-+¢, K) musialoby sig znajdo-
waé nieskoriczenie wiele elementéw zbioru, a wige, na mocy twier-
dzenia l. 43, musiatby istnieé¢ punkt skupienia, ktéry, naturalnie, bylby

wigkszy od G, wbrew zalozeniu.

6®
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powtére (7 jest punktem skupienia zbioru (Z); potrzecie
G=G, t. j. ( jest najwiekszg z granic.

Liczba g posiada nastgpujgce dwie wiasnosci, ktdre jg
w zupelnosci wyznaczajg: v

1) ,Prawie“ wszystkie elementy zbioru (Z) (ograniczo-
nego od dotu) sg wigksze od ¢ — &, t. j. tylko skonczona liczba
elementéw zbioru (Z) jest mniejsza od g —&.

2) Dowolnie male otoczenie punktu g zawiera nieskon-
czenie wiele elementéw zbioru (Z), a. wiec jest nie-
skonczenie wiele elementéw zbioru (Z) mniejszych od G
jakkolwiek matg jest liczba dodatnia &.

Jezeli istnieje liczba g, spelniajgca powyzsze dwa wa-
runki, to popierwsze zbiér (Z) jest ograniczony od dofu;
powtére g jest punktem skupienia zbioru (Z); potrzecie
g=uyg, t. j. g jest najmniejszg z granic.

Liczby g i G sy wyznaczone przez powyisze warunki
jednoznacznie; dowéd przez sprowadzenie do ‘sprzecznosci.

Jezeli zbiér (Z) nie jest ograniczony od goéry, to niema,
oczywiscie, takiej liczby @, gdyz z dwéch warunkéw, okres-
lajgcych liczbg (, pierwszy nie moze byé spelniony.

Jezeli zbiér (Z) nie jest ograniczony od dotu, to niema,
oczywiscie, takiej liczby g, gdyz z dwéch warunkéw, okres-
lajacych liczbg g, pierwszy nie moze byé spelniony.

Jezeli g =G, to zbiér (Z') zawiera jeden tylko punkt,
zbiér (Z) za$ jest ograniczony i posiada jeden tylko punkt
skupienia. Odwrotnie, jesli (Z) jest ograniczony (od gory
i od dolu) i posiada jeden tylko punkt skupienia, to
T ,
2 Poréwnajmy ze sobg okreslenia gornego kresu K inaj-
wigkszej z granic .

Jezeli kres gorny K jest punktem odosobnionym zbioru
(2), to oczywiscie K > (7; jezeli kres gorny K jest punktem
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skupienia zbioru (Z), to jest, oczywiscie, najwiekszg z gra-
nic; dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci. A wigc
w tym przypadku G =K. Poniewaz K moze byé¢ tylko
albo punktem odosobnionym albo punktem skupienia
zbioru (Z), wige przytoczone dwa przypadki wyczerpujg
wszystkie mozliwosci; nigdy nie moze byé K< @. Tak samo
mozna poréwna¢ kres dolny % z najmniejsza z granic g.
Jezeli % jest punktem odosobnionym, to k< g; w przeciwi
nym razie k=g. Liczby (punkty) g i @ mgga do zbioru
(Z) naleze¢ lub nie nalezeé. %

43. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

Kazdy zbiér nieskoniczony, ograniczony od géry i od
dotu, posiada przynajmniej jeden punkt skupienia.

Przypusémy, ze wszystkie punkty zbioru (Z) nalezg
do przedziatu (m,M), gdzie m i M sg kraficami zbioru
ograniczonego (Z), przytem m mozemy tak wybraé, by
punkt ten nie naleat do (Z). Katdy punkt (liczbe) X
przedziatu (m, M) zaliczymy do klasy pierwszej lub dru-
giej, zaleznie od tego, czy w przedziale (m, X) mamy skon-
czong lub nieskonczong liczbg elementéw zbioru (Z). Punkt
m nalezy do klasy pierwszej; punkt M/ do klasy drugiej,
bo w przedziale (m, M) s3 wszystkie punkty zbioru (2),
a jest ich nieskonczenie wiele. Kazdg liczbe mniejszg od m
zaliczymy do klasy pierwszej, kazda liczbe wigkszg od M
do klasy drugiej; a wigc kazda liczba rzeczywista nalezy
do jednej z dwéch klas. Kazda liczba X; pierwszej klasy
jest mniejsza od kazdej liczby X drugiej klasy; jezeli
X7<m lub Xz > M, to rzecz jest oczywista; jezeli X;i Xy
nalezg do przedziatu (m, M), to, zaktadajgc X;> X, do-
szliby$my do sprzecznosci. A wigc musi by¢ zawsze X; <X,
Nasz podziat liczb rzeczywistych na dwie klasy jest wiec
przekrojem. Przekro6j ten wyznacza liczbe, ktorg oznaczymy
przez g. Liczba g— ¢ nalezy do klasy nizszej, liczba g} ¢
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do klasy wyzszej. W przedziale (m,g—¢) mamy zatem
skonczong liczbe elementéw zbioru (Z), w przedziale zas
(m, g +¢), przeciwnie, liczbg nieskonczong tych elementow;
stad wniosek, iz przedzigt (g —e, g+ ¢) zawiera nieskon-
czenie wiele elementéw zbioru (Z); a wiec punkt g jest
punktem skupienia zbioru (Z). Twierdzenie zostato udo-
wodnione.

Punkt skupienia, ktérego istnienie zostalo stwierdzone
przez tylko co przytoczone rozumowanie, jest wlasnie naj-
mniejszg z granic, t. j. y=g; W rzeczy samej, w przedziale
(m, g — €) znajduje si¢ skonczona liczba elementéw zbioru
(Z), czyli niema tam ani jednego punktu skupienia na-
szego zbioru; poniewaz &>0 jest liczbg dowolnie matg,
wiec nie moze by¢ g <g. UdowodniliSmy ze:

Kazdy zbiér nieskonczony, ograniczony od géry i od
dolu, posiada najmniejszg granicg g * :

Twierdzenie Weierstrassa mozna wyglosi¢ jeszcze
w sposéb nastgpujgcy: jezeli zbior (Z) jest nieskonczony
i ograniczony od géry i od dolu, to zbiér pochodny (Z')
nie jest pusty. :

Jezeli zbiér pochodny nie jest pusty, to muszg istnieé¢
granice najwieksza i najmniejsza ¢ i G.

Uwaga. By wystowienie twierdzen uprosci¢ i ujednos-
tajni¢, wygodnie jest wprowadzi¢ nastgpujacg umowg: je-
zeli zbiér (Z) nie jest ogramiczony od géry, to fakt ten
wyrazimy, moéwige, iz zbiér posiada miejsce skupienia
(granice uogélniong) w punkcie niewlasciwym - co; zda-
nie ,zbiér (Z) posiada miejsce skupienia w punkcie nie-
wlasciwym — co“ bedziemy uwazali za réwnoznaczne ze
zdaniem: ,zbioér (Z) nie jest ograniczony od dotu“. Oto-
czeniem punktu niewltasciwego - co jest zbior wszystkich

* (Ozytelnik w sposéb podobny udowodni istnienia najwigkszej

z granic G.
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liczb z, wigkszych od dowolnie wielkiej liczby M; otocze-
niem punktu niewfadciwego — co jest zbior wszystkich
liczb #, mniejszych od dowolnie malej liczby m; tak, np.,
zbior liczb #>1 stanowi otoczenie punktu niewlasciwego
- co, zbiér liczb <100 stanowi otoczenie punktu nie-
wladciwsgo — co. Zdania: ,zbiér (Z) nie jest ograniczony
od gory“ i ,w dowolnem otoczeniu punktu niewlasciwego
—+ oo znajduje si¢ nieskonczenie wiele elementéw zbioru
(Z)“ posiadajg tg¢ samg tres¢. W ten sposéb twierdzeniom,
odnoszgcym si¢ do zbioréw ograniczonych, i twierdzeniom,
odnoszgcym si¢ do zbioréw nieograniczonych, bedziemy
mogli nada¢ brzmienie jednakowe. Tak np., twierdzenie
Weierstrassa bedzie brzmiato: kazdy zbior, zawierajgcy
nieskonczenie wiele elementéw (liczb, albo punktéw na
prostej), posiada przynajmniej jeden punkt skupienia.
Jezeli zbior jest ograniczony od gory i od dotu, to
wszystkie punkty skupienia sg punktami wlasciwemi; jezeli
zbiér nie jest ograniczony od goéry, to punkt niewtasciwy
-+ oo jest punktem skupienia, ale, oczywiscie, nie koniecznie
jedynym. Tak samo, jezeli zbiér nie jest ograniczony od
dotu, to musi posiada¢ przynajmniej jeden punkt skupie-
nia, mianowicie punkt niewlasciwy — co. Tak naprzyktad,

zbiér liczb ciggu naturalnego posiada jeden punkt skupienia,
i

punkt niewltasciwy - co; zbiér: 2, &, 3, 4, 4, 1,... 1, ...
ma dwa punkty skupienia, jeden w punkcie wtasciwym
0, drugi w punkcie niewlasciwym - co; zbidr wszystkich
liczb catkowitych dodatnich i ujemnych posiada dwa
punkty skupienia, oba niewlasciwe —oco i - co.

Twierdzeniom o najwiekszej i najmniejszej z granic
mozna nadaé¢ brzmienie nastgpujgce: jezeli zbiér posiada
nieskonczenie wiele elementéow, to posiada granice naj-
wigkszg G i granice najmniejsza g.

Jezeli zbidr jest ograniczony od géry i od dotu, to ¢
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i G sg punktami wladciwemi;- jezeli zbiér nie jest ogra-
niczony od géry, to G jest punktem niewlasciwym - oo;
jezeli zbidr nie jest ograniczony od dotu, to ¢ jest punktem
niewlasciwym — oo, g

Jezeli g= G, to zbiér posiada jeden tylko punkt sku-
pienia; tak np., jezeli zbiorem (Z) jest zbior liczb ciagu
naturalnege, to najmniejsza i najwigksza granica sg sobie
réwne, gdy2 g jak i G zlewajg sie z punktem niewtasci-
wym -} oco.

Konsekwentnie musimy takze rozszerzyé pojecie zbiez-
nosci ciggu; mianowicie, jezeli ciag iyt Wosiaey TyyinejO8E
ciggiem dgzgcym do nieskonczonodci, to powiemy, ze po-
siada granicg niewlasciwg, Ze zmierza do granicy niewlas-
ciwej - oo; tak samo, jezeli an—> — o, to powiemy, iz cigg
nasz zmierza do granicy niewlasciwej — co. Jezeli ciag zmie-
rza do granicy niewlfasciwej, to ,prawie“ wszystkie wyrazy
ciggu nalezg do otoczenia tego punktu niewladciwego.

43. Kryterjum Cauchy zbieznosci ciggu.

Przypus¢my, ze dany jest pewien cigg; niech (%) ozna-
cza zbior, ktérego elementami sy wszystkie wyrazy tego
ciggu; (Z) za$ niech oznacza zbiér wartodci liczbowych
danego ciggu, tak iz dwa rézne elementy zbioru (Z) sg
dwoma réznemi liczbami, co niekoniecznie musi mieé
miejsce dla zbioru (Z£). Zbiér (Z) moze zawieraé skon-
czong liczbe punktéw tylko wiedy, gdy w ciggu danym
nieskonczenie wiele wyrazéow sg liczbami réwnemi. Cigg
bedziemy, jak zwykle, nazywali zbieznym, jezeli posiada
granice wilasciwg.

Twierdzenie. Jezeli cigg jest zbiezny, to jest ograni-
czony (od géry i od dotu) i posiada jeden tylko punkt
skupienia.

Uwaga. Punktami skupienia ciggu bgdziemy nazywali
punkty skupienia odpowiedniego zbioru liczb, jak réwniez
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punkty, ktérym odpowiada nieskonczenie wiele rownych
wyrazéw ciggu.

Zatozenie. Cigg a,, a,, as,.
Gy —>9.

JPrawie“ wszystkie wyrazy ciggu spelniaja warunek
|a, — g| < &, czyli zewngtrz przedzialu (9 —e, g | €) znaj-
duje si¢ skonczona liczba wyrazdéw ciggu; niech a@,;, @us,...
«» @y, begdg temi wyrazami, spelniajgcemi jedng z dwéch
nierownosci z<<g —e lub 2> g -} &; wszystkie inne spel-
niajg nierowno$¢ g —e < x < g+ ¢. Niech M oznacza naj-
wigkszg z liczb |aw|, |@ulsery |@nyl |9 —€|, |9 + €. Wszystkie
wyrazy ciggu spelniajg nier6wnosé |a.| <M, czyli wszystkie
wyrazy ciggu sa zawarte w przedziale (— M, 4 M), czyli
cigg jest ograniczony.

Punkt ¢ jest, oczywiscie, punktem skupienia ciggu;
latwo stwierdzi¢, ze jest on jedynym punktem skupienia
ciggu. Gdyby bowiem by} drugi punkt skupienia ciggu g,
to ,prawie* wszystkie wyrazy ciggu musialyby spelniaé
warunek |a,—g;| <e, czyli ,prawie“ wszystkie wyrazy
ciggu bylyby zawarte w przedziale (g, — e, g, +¢); otdz,
jezeli 0<e<< ﬁ_g_._ﬂ_, to przedzialy (¢g—e, g+¢)i (9,—¢,
g, + €) nie majg ani jednego punktu wspolnego, a wigc nie
moga byé ,prawie* wszystkie wyrazy tego samego zbioru
i w przedziale (g—e, g-}-¢) i w przedziale (g, — ¢, g;1¢€);
gdyz jezeli ,prawie* wszystkie wyrazy sg wewngtrz (g — ¢,
g+ ¢€), to zewnatrz tego przedzialu, a wigc i w przedziale
(9, —#&, g, +¢) musi si¢ ich znajdowa¢ skonczona liczba
a nie ,prawie“ wszystkie, skgd sprzecznose.

Twierdzenie odwrotne. Jeteli cigg jest ograniczony
i jezeli posiada jeden tylko punkt skupienia, to cigg jest
zbiezny, t. j. posiada granicg wlasciwg.

Jezeli g jest punktem skupienia ciggu, to znaczy, iz
nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu znajduje sig¢ w prze-

Sl @y - jest zbiedny:
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dziale (g9 — ¢, g+ ¢), jakkolwiek jest malg liczba dodatnia ¢.
Jezeli cigg jest ograniczony i nie posiada innego punktu
skupienia po za punktem g, to po za przedzialem (g — &,
g -+ ¢) mamy tylko skonczong liczbg wyrazéw ciggu. Niech
m i M bedg krancami naszego ciggu; (liczby m i M istniejg,
bo cigg jest ograniczony). Gdyby nieskonczenie wiele wy-
razow ciggu spetniato nieréwnosdé m <a, <g— e, to w prze-
dziale (m, g — ¢) musialby si¢ znajdowaé¢ przynajmniej je-
den punkt skupienia ¢, & g tego ciggu. W rzeczy camej,
wynika to z twierdzenia Weierstrassa, jezeli wartosci licz-
bowe owych wyrazéw a, stanowig zbiér nieskonczony;
w przeciwnym razie musi byé nieskonczenie wiele wyra-
z6w réownych tej samej liczbie /; ale w takim razie ta
liczba / jest punktem skupienia, nie zbioru (Z) wartosci
liczbowych wprawdzie, ale ciggu. Tak, w obu przypadkach
musiatby istnie¢ punkt skupienia po za punktem g, co
jest sprzeczne z zalozeniem. Tak samo udowodnimy, ze
tylko skonczona liczba wyrazow ciggu spelnia warunek
g+e<a, <M. ,Prawie“ wszystkie wyrazy ciggu znajdujg
si¢ wigec w przedziale (g —¢, g¢€), t. j. ,prawie* wszyst-
kie wyrazy ciggu spetniajg nieréwnosé
g—e<a,<g-+cs;

poniewaz liczba dodatnia ¢ moze byé dowolnie mala, cigg
a, jest zbiezny i zmierza do granicy wlasciwej g.

Tak wige, warunkiem koniecznym i dostatecznym
zbieznosci ciggu jest ograniczonos$¢ ciggu i istnienie jednego
tylko punktu skupienia,

Uwaga. Czytelnik sprawdzi, 2e przez wprowadzenie
granic niewlasciwych mozemy twierdzeniom, dotyczgcym
ciggéw ograniczonych i nieograniczonych, nadaé jednakowe
wyslowienie, mianowicie:

Jezeli cigg posiada tylko jeden punkt skupienia (wias-
ciwy czy niewlasciwy), to punkt ten jest granicg, do ktérej
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cigg zmierza. Granica ta jest granicg wtasciwg albo niewtas.
ciwg, zaleznie od tego, czy cigg jest ograniczony czy nie.

Odwrotnie. Jezeli cigg zmierza do granicy (wlasciwej
lub niewlasciwej), to ta granica jest jedynym punktem
skupienia ciggu.

Klasa ciggéw o jednym punkcie skupienia i klasa
ciggéw, posiadajgcych granice, — to jedno i to samo.

Na podstawie tylko co przytoczonych rozwazat mo-
zemy poda¢ prosty dowoéd podstawowego w teorji granic
twierdzenia Cauchy’ego, stanowigcego tak zwane ogélne
kryterjum zbieznosci.

Zeby cigg byl zbiezny (t. j. posiadal granice wilasciwg),
trzeba i wystarcza, by kazdej liczbie dodatniej (dowolnie
matej) € mozna bylo podporzadkowaé takg liczbe catkowitg
n,, 2e¢ warto$¢ bezwzglgdna réznicy dwdch jakichkolwiek
wyrazow ciggu o wskaznikach wigkszych od 7, byta zawsze
mniejsza od e.

Warunek wystowiony w tym twierdzeniu jest konieczny,
t. j. jezeli cigg:

ag, a,,...., dy,..
jest zbiezny, to |a, —a, <e, dla n>n, i m>n,; dowdd
podaliSmy w ustepie 1. 23.

Pozostaje wigc do udowodnienia tylko, ze omawiany
warunek jest warunkiem dostatecznym, t. j. jezeli do kazdej
liczby dodatniej € mozna dobraé taki wskaznik n,(e),* iz
n>mn, i m>mn, pociggajg nier6wnosé
: |a, — an| <e,
to cigg jest zbieiny.

Dowéd. Zauwazmy przedewszystkiem, ze cigg a, a,,...,
@,,..., jest ograniczony od géry i od dotu; w samej rzeczy,
niech M oznacza najwigkszg, a m najmniejszg z posrod
liczb a,, a,, a,,... @ny @uy 41+ €, @n. 11— €. Z zatoZenia wy-

*) Piszemy n (¢) zamiast n,, by uwidocznié fakt zasadniczy, po-
legajacy na tem, iz liczba n, zalezy od liczby e.
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nika, iz a,<a,,414¢€ i a,>a,1—e dla kazdego n> n,,
t. j. ze wszystkie wyrazy ciggu o wskazniku wigkszym od
n, znajdujg si¢ w przedziale (@.,1—¢, @,,+1-¢); tak wige
m < a, <M dla kazdej warto$ci wskaznika n, t.j. wszyst-
kie wyrazy ciggu s3 liczbami, nalezgcymi do przedziatu
{m, M); cigg wigc jest ograniczony od gory i od dotu.

Jako dalszy wniosek z zalozenia, mozemy udowodnié,
7e cigg ay, Gs,..., Qn,... posiada tylko jeden punkt skupie-
nia; w rzeczy samej punkty skupienia naszego ciggu mogsa
znajdowac si¢ tylko w przedziale (a,, 11— ¢, a@,, 1+ €), gdyz
zewngtrz tego przedziatu znajduje sie tylko liczba skon-
czona wyrazéw, mianowicie nie wigcej niz n,. Przypusémy,
iz dwa rézne punkty g, i g, sg oba punktami skupienia
ciggu; w takim razie g, i g, muszg miedci¢ si¢ w prze-
dziale (@,,+1— &, @, 11+ €); poniewaz wyniki naszego ro-
zumowania sg prawdziwe przy kazdej (dowolnie matej) war-
tosci e, doszliSmy wiec do sprzecznosci, bo, o ile e<} |g,— g5/,
z nieréwnosci @, —e < 9 <9y < An41—€ Wynika
lg1 — 95| < 26, ezyli |9, — g,| <|g; — 94|, co jest niemozliwe.
Tak wiec dwoch punktow skupienia byé nie moze; nato-
miast musi byé przynajmniej jeden punkt skupienia, na
mocy twierdzenia Weierstrassa (. 43).

UdowodniliSmy wiec, Ze nasz ciag jest ograniczony
od gory i od dolu i posiada jeden tylko punkt, skupienia.

Stad wnioskujemy, ze cigg jest zbiezny i 2e wzmian-
kowany punkt skupienia jest jego granicsg.

45. Jezeli liczba « jest punktem skupienia (7), to mozna
utworzy¢ cigg cz¢sciowy z wybranych elementéw zbioru (Z2)
w ten sposéb, by utworzony cigg by! zbiezny i granica
jego byta liczba o. W rzeczy samej, niech €, €,, &,..., €,,..
oznacza dowolny cigg malejgcy o elementach dodatnich
i o granicy zero; mozna np. wzigé enz%.

Niech z; oznacza element zbioru (Z), zawarty w prze-
dziale (ad —¢,, a4 ¢,), niech 2, oznacza element zbioru
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(Z), rézny od z, i zawarty w przedziale (a—e,, o &,),
i t. d.; niech. z, oznacza element zbioru (Z), rézny od z,,
Zgyey Tp—y 1 zawarty w przedziale (a — e,, a¢,). Z okres-
lenia punktu skupienia wynika, ze taki element z, istnieje
dla kazdego p. Utworzy si¢ w ten sposob cigg nieskon-
CZONY Xy, Ty, Lygy..., Tp,...; WYrazy tego ciggu zostaly wybrane

z po$rod elementéw zbioru (Z). Otéz lim z,— a. W rzeczy
p—>co0

samej, niech e oznacza dowolng liczbe dodatnig; poniewaz
e,—> 0, istnieje wigc wskaznik =, taki, ze £,<e, skoro
tylko n>mn,. Stad wynika, ze nieréwnos¢ n>n,, pociaga

nieréwnosé¢ |o — z,| <e,<e, czyli, rzeczywiscie, lim z = a,
n—>00

Czytelnik udowodni w sposéb podobny, ze jezeli zbior
(Z) nie jest ograniczony, np. od goéry, to mozna wybraé
z posrdd jego elementow cigg czeSciowy z;, %y, %5,y Ty
taki, 2ze x,— oo.

Szeregs.

46. Istota i okreSlenia zasadnicze teorji szeregow.

Do teorji szeregow dochodzimy w sposdb zupelnie na-
turalny przez uogélnienie pojecia sumy w przypadku, gdy
liczba sktadnikéw jest nieskonczona. Wyobrazmy, iz dany
jest nieskonczony ciagg liczb a,, a,, a,,..., @,,..; teorja sze-
regéw ma na celu podanie okreslenia -sumy nieskonczonej
lieczby sktadnikow:

(1) a,+a,+...+ a4 ..

Gdyby liczba sktadnikéw byta skonczona, otrzymali-
by$my sume¢ wszystkich sktadnikéw dodajac dwa pierwsze,
nastgpnie do sumy dwéch pierwszych — trzeci, do sumy
trzech pierwszych sktadnikéw — czwarty i t. d.,, az do
wyczerpania. Gdy liczba sktadnikéw jest nieskonczona,
okreslenie powyzsze niema sensu, gdyz wszystkich sktadni-
kéw wyczerpaé nie mozemy; przeciwnie, proces dodawania
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kolejnych sktadnikéw jest nieskonczony; otrzymamy tak
zwane sumy czesciowe:
8, =ay =0+ a,, S = a0 8, = a1+a2+a3+a4,
ol 7 Dl T {1 o s s PR
Sumy czgéclowe szeregu (1) tworzg cigg meskonczony

(2) S e TS e

»

Okre$lenie zasadnicze.
Jezeli cigg (2) sum cze$ciowych dazy do granicy, to
te granicg nazywamy sumg szeregu (1).
Jezeli zatem

lims,—s: {0
n—> 0o

s jest sumg szeregu (1), co wyrazamy, piszgc

a,+ag+a;+....Fa+...=s

Jezeli szereg (1) posiada sume, czyli gdy ciag (2), utwo-
rzony z jego sum czesciowych, dazy do granicy, to szereg
(1) nazywamy szeregiem zbieznym. W przeciwnym razie
mowimy, Ze szereg jest rozbiezny.

Znajgc wyrazy szeregu (1), mozna, oczywiscie, znalezé
sumy czeSciowe, a wigc utworzy¢ cigg (2); odwrotnie, gdy
znamy ciag, jaki tworzg sumy cze$ciowe, mozemy znalezé
wszystkie wyrazy odpowiadajgcego szeregu. W samej rzeczy,
poniewaz

Sn=1a; + a3+ a,+ ... + @piy + ay,
Sn—1 =0y Oy + a5 + ... - an_y,
wige ° s, —8_s=a,, tak iz a;=s, ag=38,—3,,
Ay =83~ Sgiv U ==8 = 8 1,
Przypus$é¢my, np., iz wiadome jest, ze
21 —1
St g
W takim razie
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‘11=31=%; a2=sﬂ—31=%—%=i—;,,,

e gl
Ay =8p— Sp—1=— — -

on Yn—1 2_n

Sumg szeregu
1
i+t mt
n+4-1 . =
jest him's, = lim2h1=lim' (2—1) =2

7®.—> 00 n—>oco 2" . NEPBO 2"

Przyklad‘.?‘gi.

n
Przypusémy, ze s,— ———: w takim razie
yp ys n %+1’
-
P g LY e S350 Sy L e e g LA
UG=8 =% G=8—8=F3—3=%; @y=8—8,=3—§=4,...
n [ e Rt |

a"=n—[—1_ n ~ namnt+l1)
Szukany szereg jest wigc nastepujgcy:

1 1 1 1
Poniewaz

lims,=}lm-——=—%lim-——=—
% —» 00 n-»oon'{"l n—>ool—|—%

wigc szereg jest zbiezny; jego sumg jest liczba 1.
Przyktad 3-ci. -
Rozwazmy teraz szereg, bgdgcy postgpem geometrycz-
nym:

1,

atag+tag’+ag’+...+ag'+ag"+..
Jego sumami czgSciowemi s3:
s;=a; ss,=a-taq; s,=a-+aqg+ag?;..
_a—ag”_ a S
s B e (S S (RS )
Nalezy rozpatrze¢ oddzielnie kilka przypadkéw, za-

leznie od wartoéci wyktadnika g¢.
1) ¢>1.
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W tym przypadku, jak wiemy (. 29),

gr—> o0,
a wigc wartos¢ bezwzgledna s, — q_gﬁl(q"—-l) takze ros-

nie nieograniczenie, jak i ¢”, t. j. |s,|—> co. Wobec tego
szereg nasz jest w tym wypadku rozbiezny.

2) —1<g¢g<1.
W takim razie lim ¢" =0, wigc
limsn=1—i—qlim(l-—q")=liq.
Szereg zatem jest zbiezny; jego suma
a
$ie 7
=1
Ten przypadek rozpada si¢ na dwa podrzedne:
@) g=1; :
wowczas S, =mn.a i |s,|—> oo; szereg jest rozbiezny.
b e==1 :

wowczas sy, =0, So,11==a; zatem i tutaj granica nie ist-
nieje; szereg jest rozbiezny.

4) g<—1.

Poniewaz w tym przypadku ¢ granicy nie posiada,
wiec szereg jest rozbiezny,

A zatem szereg, kidry jest postgpem geometrycznym,
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wykladnik ¢
jest zawarty w przedziale pomigdzy —1 a -+ 1, z wyklu-
czeniem krancéw przedziatu (przedzial niewlasciwy).

Jezeli szereg

@5 a+a,+a;,+..... +a,+...
jest zbiezny, to wyraz og6lny @, musi dgzyé do zera, gdy
wskaznik jego nm ro$nie nieograniczenie. Istotnie

Ay = 8y — 8y—1,
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gdy n rosnie nieograniczenie, to lims,—=lims,_;—=s,
n—>oo n—>oo

a poniewaz lim @, =1lim s» — lim s,,_;, wiec
nFco n—>00 n—>00

s ==,
n—>co

Jest to warunek konieczny, lecz nie dostateczny zbiez-
nosci szeregow: istniejg bowiem szeregi rozbiezne, ktérych
wyraz ogdlny a, dazy do zera. Zbadajmy dla przyktadu
tak zwany szereg harmoniczny:

®3) Rt e nBE AL

tnidn= i— i lima,=0; udowodnimy, ze szereg (3) jest roz-

n—>0oco

biezny. W tym celu utworzmy i zbadajmy sumy czesciowe.

si=1, =1+t s,=1F 3+ G+ D1+ 4FG LD

a wiec s,>1-+1-1; podobnie
=8, +GF+F+++ D1+ G134, eyl
>0+ 4+1+4

Nastgpnie s,;=s, +(} ++..+ 1) >1+ 5+ 1+ 4+
F s ), s> bR 4,

Udowodnili$my wige, ze s@y >1-42 45 so>143.4;
8(24)>1+4.%. :

Zapomocg indukcji udowodnimy z fatwoscig, ze
Sy > 14 k.4,

Poniewaz wyrazu szeregu (3) s3 wszystkie dodatnie,
to sumy czeSciowe tworzg cigg rosngcy; jezeli wige n > 2
to s, > sk > 1+ k.4, czyli

spn>1+4+ E(lg,n). 4,

gdzie £'(lg,m) oznacza, jak zwykle, najwigkszg liczbe cat-
kowitg nie wigksza od lg,n.

Gdy n— o, to lg,n, a wiec i £ (lg,n) rosng do nie-
skonczonosci, wskutek czego s,—> co; szereg harmoniczny
jest rozbiezny.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 7

www.rcin.org.pl



98

47. Warunek konieczny i dostaleceny zlbieznosci sze-
regu.
Niech bedzie dany szereg

(1) a+Fa+ta+...+a,+ ...
Utworzmy cigg sum czesciowych
(2 R R s

Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci ciggu
(pairz 1. 44) jest nastgpujgcy: trzeba i wystareza, by do
kazdej liczby €>0 mozna byto dobra¢ taki wskaznik n,, ze
gdy n>mn, to

Sutp— S| <&
dla kazdego p > (.
Poniewaz

Sntp = S0 == Onta+ Unga+ . 1 gy,
wiec warunek konieczny i dostateczny zbieznosci szeregu
przyjmuje posta¢ nastepujgcg: trzeba i wystarcza, by kazdej
liczbie dodatniej e mozna byto podporzadkowaé takg liczbe
n,, by dla n>,

g+ @upo+ .. F @y <&

dla kazdego p > 0.

Jezeli to kryterjum jest spetnione, to wynika zen, iz np.
przy stalym p

(4) lim (an_H + (/ PE) + e (l“_;_p) ==4{)
n—>00
czyli lima, =0, lim(a,- a,11'=0.
n—>co n—>co
lim ((In —f* Unt1 + (ln_|_2) = (), ot P
n—>o0

Mamy wigc tu nieskoficzenie wiele warunkéw (p=1,2,...),
ktére wszysikie sg spetnione, o ile szereg jest zbiezny; kazdy
z tych warunkéw, poszczegdlnie wzigty, nie jest warunkiem
wystarczajgcym; aby sie o tem przekonaé, wystarczy po-
wroci€¢ do szeregu harmonicznego. Dla szeregu harmonicz-

L )
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nego warunek (4) jest spelmiony; w rzeczy samej, przy
stalym p

: 1 | 1
nli>"c’(,¢+1+n+_>+ +n—|—p>=0’

co czytelnik z fatwoscig udowodni. Mozna nawet udowod-

nié, ze nl_i}moo(” ! 1+7;—1"|j2++"7;|1‘~1") jest zero, nawet
wtedy, gdy p rosnie wraz z », o ile tylko stosunek £ dazy
do zera.

Tak wiec z tego, 2e przy pewnych stalych wartosciach

p (1 nawet zmiennych) wyrazenie

®) AntiF Quiat ...+ Gpip

dazy do zera gdy n— oo, nie mozna jeszcze wnioskowaé,
ze szereg (1) jest zbiezny. W tym celu nalezatoby wprzéd
stwierdzi¢, ze to zmierzanie ku zeru ma miejsce zawsze,
niezaleznie od tego, wediug jakiego prawa zmienia si¢ p
w zaleznosci od n.

Gdyby jednak wyrazenie (5) przy stalym p nie dazyto
do zera, gdy m—> oo, to na tej zasadzie mielibySmy prawo
wnioskowac, iz szereg (1) jest rozbiezny.

Z tych wyjasnien wynika, iz pomimo swej teoretycz
nej prostoty, ogdlne kryterjum zbieznosci, kiére podaliSmy
przed chwilg, moze by¢ w zastosowaniach bardzo ucigzliwe,
przyczem trudnosci mogg by¢ nieraz nie do przezwycigze-
nia. Wskutek czego stosujemy w praktyce cechy' prostsze.
ale mniej ogdlne, gdyz wyrazajgce tylko warunki dosta-
teczne, ale juz nie konieczne zbieznosci szeregow. O tych
kryterjach bedzie mowa pozniej.

Uwaga. Réznicy Suip— Su= i1+ Qnpot ...+ Onjp
oznacza¢ bedziemy symbolem Z7,,,; gdy szereg jest zbiezny,
roéznicg s — s, oznaczal bedziemy przez R,; nazywamy ja
resztg; tatwo udowodnié, ze R, =y 1 t Guyot ...+ Gugpt.o,
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t. j. ze rowna si¢ sumie szeregu, ktéry otrzymamy, odrzu-
cajac w szeregu (1) n pierwszych wyrazow. Wynika to
z rownosci -

Sntp = Sn = In41 _I" Ani42 "I" + Antp,
przez przejécie do granicy dla p—>oco. W rzeczy samej

lim (8,4, — S») =8 — S, = [?n; z drugiej zad strony

2> 0

lim (@ny; + @nyo + .. + Guyp) =sumie szeregu a1 + anpot..
p—>0c0

R a"+1)+

48. Nalezy teraz zbada¢, czy szeregi zbiezne, jako sumy
nieskonczonej liczby skladnikéw, posiadajg te same za-
sadnicze ,wlasnosci, co i suma skonczonej liczby wyrazow.

Nalezy wigc przedewszystkiem zbadaé, czy suma sze-
regu zbieznego zalezy czy nie zalezy od porzadku sktadni-
k6w (prawo przemiennodci); nastgpnie, czy suma si¢ zmieni
czy sie nie zmieni, gdy sktadniki bedziemy tgczy¢ w grupy
i otrzymane grupy sumowaé (prawo tgcznosci); nalezy
takze zbadaé, czy czynnoé¢ odwrotna do poprzedniej wplywa
na warto$¢ sumy, t. j. czy mozemy roztozyé pojedyncze
wyrazy szeregu na sumy dwoch lub trzech np. skfadnikow
bez wplywu na wartos¢ sumy szeregu.

Na razie nie mozemy daé wyczerpujgcej odpowiedzi
na pierwsze pytanie; okaZzemy niebawem, Ze prawo prze-
miennosci nie stosuje si¢ do szeregéw, t. j. 2e suma sze-
regu zbieznego moze si¢ zmieni¢ ze zmiang porzgdku sklad
nik6w; ze nawet szereg zbiezny staé si¢ moze ze zmiang
porzagdku sktadnikéw rozbieznym. Jednocze$nie wydzielimy
z posrod szeregdw zbieznych pewng klasg szeregéw, mia-
nowicie tak zwane szeregi bezwzglednie (albo bezwarun-
kowo) zbiezne, dla ktérych prawo przemiennosci jest spel-
nione.

Co do drugiego pytania, mozemy nan odpowiedzie¢
odrazu, mianowicie prawo 1gcznosci jest dla szeregow spet-
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nione. W rzeczy samej, przypusémy, iz dany jest szereg
zbiezny

(1) a+a,+a;+a,+. .+ a,+4 .. =s

i niech w, =0+ as, ug—as—ta,,..., Uy =09y 1 g, ..
Tworzymy szereg

(6) u, +u,++ ...+ up 4 ... czyli

(a; + ag)—{— as —|—a4) + —|— (;ag_p,,l—i—'(lgp) +
Szereg (6) jest zbiezny i sumg jego jest takie s; w rzeczy

samej, niech s;, 8;,.., Su,... oznaczajg, jak zwykle, sumy
czesciowe szeregu (1), a o, G,,..., G,, .. sumy czesciowe sze-
regu (6). Z zatoienia wynika ze

Hins, == i eug =8 T =8 6L =80

n —>co
tak, iz ciag o,, 6, G, ., Gp.. jest utworzony z wyrazéow
ciggu zbieznego s,,... 5,, .. 8;,. Sp,... 1 stanowi czgs¢ tego ciggu.
Lecz z teorji granic wynika, ze cigg 6,, 6,, G;,..., Gp... musi
byé takze zbiezny i posiada t¢ samg granicg s (patrz ustep
1. 26). Tak wigc szereg (6) jest zbiezny i sumg jego jest
liczba s. Dla ustalenia uwagi tgczyliSmy wyrazy po dwa;
czytelnik z latwoscia zauwazy, ze podany dowod stosuje
sig i do kazdego innego przypadku. Samo przez si¢ sie ro-
zumie, Ze przy fgczeniu w grupy nie zmieniamy porzgdku
wyrazow, t. j. wykluczamy z pod naszych rozwazan ugru-
powania w rodzaju nastepujgcego:

(a, + a5) + (@5 + a) 1 (a5 + aq) + ... + (1221 az) +
" (0gp1 = doppi) -

Tak samo tatwo jest odpowiedzie¢ na pytanie e;
ale w tym przypadku odpowiedZ jest przeczgca. Aby to
okazaé, wystarczy da¢ odpowiedni przyktad; w tym celu
wezmy pod uwage, np. szereg, ktorego kazdy wyraz (skiad-
nik) jest zero; taki szereg jest, oczywiscie, zbiezny, gdyz
wszystkie sumy cze$ciowe sg tu rowne zeru, a wigc i ich
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granica rowna sie 0. Zastagpmy kazdy wyraz zero przez
sumg¢ liczb przeciwnych +1 i — 1. t. j. zamiast szeregu .
04+0+0+..+0-4. napiszmy (1— 1)+ (1—1)4(1—1)+..
..+(1—1)4... O ile teraz usuniemy nawiasy, otrzymamy
szereg
T—14+1— 14 (= )

ktory jest rozbiezny. Czytelnik sam znajdzie dowolng liczbeg
podobnych przyktadow.

Jezeli do szeregu (1) dopiszemy jeszcze jeden skladnik,
np. a, to otrzymamy nowy szereg
@) ata+ay+ ..+ a+ ...,
ktory bedzie zbieiny w razie zbieznosci szeregu (1) i suma
jego bedzie s-} a. Istotnie, gdy oznaczymy sume n -1
wyrazow szeregu (7) przez s, to 8,1 =a-} s, a wiec,
przechodzgc do granicy ;

lims’,y=a+4 lims,=a-s

n—>oo N —» 00

Podobnie zamiast jednego, moglibySmy doda¢ do sze-
regu (1) kilka wyrazow (ale zawsze tylko liczbg skonczong),
przyczem otrzymany szereg bylby tez zbiezny.

Stad wynika rowniez, ze od szeregu (1) mozna odjg¢,
t. j. usungé pewng liczbg wyrazow; szereg nadal pozosta-
nie zbiezny, a suma jego zmniejszy si¢ o sume¢ odjetych
wyrazoéw, np.:

PR e

A zatem mozna w szeregu zbieznym zmieni¢ skon-
czong liczbg wyrazow (t. j. usungé pewne wyrazy, a na
ich miejsce wprowadzi¢ inne); otrzymany nowy szereg
bedzie tez zbiezny.

Okolicznos¢ ta jest bardzo wazna; wynika stgd wnio-
sek, ze zbieznos$¢ lub rozbiezno$é szeregu jest wilasnoscig
graniczng, t. j. zalezng nie od skonczonej, lecz od nieskon-
czonej liczby wyrazéw szeregu. Wilasnos¢ t¢ mozna wyra-
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zi¢ jeszcze inaczej, mianowicie, w sposob nastepujacy:
zbieznos¢ szeregu pocigga za soba zbieznos$¢ wszystkich
jego reszt R,; odwrotnie, jezeli ktérakolwiek reszta R, jest
zbiezna, to i szereg jest zbiezny. Jezeli szereg jest rozbiezny,
to i wszystkie reszty 2, sg rozbiezne; odwrotnie, jesli ktora-
kolwiek reszta R, jest rozbieina, to i szereg dany jest
rozbiezny. Oczywiscie, porzagdek wyrazow w R, powinien
byé taki sam, jak w szeregu danym.

Stad wniosek, ze przy badaniu zbieznosci szeregu, mo-
zemy ograniczy¢ si¢ do badania zbieznosci reszty R,

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu zbieznego (1) pomno-
zymy przez te samg liczbe £, to otrzymany nowy szereg
@®) ka, +ka, +-ka,+ ...+ ka, + ...
bedzie zbiezny i jego sumg bedzie £.s. Oznaczmy sume
czgsciowg n wyrazow szeregu (8) przez s',; oczywiscie

S — 718,74 wiee

s =lims',=klims,=k.s, co trzeba bylo udowodnié.
n—>co n—>oco :

49. Szeregi o wyrazach dodatnich.

Szeregi, ktérych wyrazy sa od pewnego miejsca wszyst-
kie tego samego znaku, sg pod wielu wzgledami fatwiejsze
do zbadania od innych, dlatego tez najprz6d zajmiemy sig
wiasnie tg klasg szeregdw. Dla uproszczenia bedziemy
w dalszym ciggu tego rozdziatu zakladali, ze wszystkie
wyrazy, zaczgwszy od pierwszego, sg np. dodatnie; lecz
wszystkie wyniki, otrzymane dla takich szeregéow bedg, na
zasadzie rozwazan rozdzialu poprzedniego, stosowac sig
i do szeregdw, w ktorych nie wszystkie, lecz ,prawie“
wszystkie wyrazy sg tego samego znaku; przyczem termin
»prawie* bedzie oznaczal ,wszystkie z wyjatkiem skon-
czonej liczby* albo inaczej, co na jedno wychodzi, ,wszyst-
kie, zaczgwszy od pewnego wskaznika*.

Przypusémy wige, ze w szeregu (1) wszystkie wyrazy
sg dodatnie, t. j. @, >0 dla katdego n Poniewaz s, =s,t a,,
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wige 8,41>>8,, czyli cigg utworzony z sum czesciowych
jest rosngcy. A zatem, jesli dla kazdego =» jest spetniony
warunek, ze s, <M, t. j. jezeli sumy cze$ciowe sg ograni-
czone od goéry, to szereg jest zbiezny, bo cigg rosnacy,
ograniczony od gory posiada granicg (patrz 1. 30). Analo-
gicznie dla szeregdw, ktorych wyrazy sa ujemne, wtedy
$np1< 8, 1 cigg jest malejgcy. A zatem, jezeli w takim sze-
regu dla kazdego n spelniona jest nieréwnosé¢ s, >m, t. j.
jesli sumy czesciowe sg ograniczone od dotu, to szereg
jest zbiezny. -

Twierdzenie pomocnicze o pordwnywaniu dwich sze-
regow o wyrazach dodatnich.

Jezeli wyrazy szeregow
(D a+a,+a, ..+ a,+ ...
) b+ by + byt
sg wszystkie (albo ,prawie“ wszystkie) dodatnie lub w kaz-
dym razie nie ujemne i jesli przy wszystkich (albo ,pra-
wie“ wszystkich) warto$ciach wskaznika # mamy b, < a,
i jezeli szereg (1) jest zbiezny, to i szereg (9) jest zbiezny.

W toku rozumowania przyjmujemy, Ze wystowione
warunki sg spetnione zawsze. Na zasadzie uwagi koncowej
rozdziatu poprzedniego czytelnik sam da sobie rade z do-
wodem w przypa lku, gdy te warunki sg spelnione ,pra-
wie“ zawsze.

Sume¢ czesciowa n wyrazow szeregu (1) oznaczmy
przez s,, zas szeregu (9) przez s’,; wowczas, na zasadzie
zatozenia, mamy
(10) S
Poniewaz szereg (1) jest zbiezny, a cigg s, s;,.., 8,... jest
rosngcy, wiec s,<s, gdzie s=—lims,; a zatem na mocy
(10) zachodzi takze nieréwnosé¢

(1) Lired X
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lecz cigg 'y, §'gy.ey S'my... jest rosngey; z (11) wynika, 2e
jest ograniczony od gory, a wigc szereg (9) jest zbieiny.

Analogiczne twierdzenie mozna udowodnié¢ i dla sze-
regébw rozbieznych. Jezeli wyrazy szeregdw (1) i (9) sg
wszystkie dodatnie, jezeli szereg (1) jest rozbiezny, i jezeli
dla kazdej wartosci »

. by > an,

to i szereg (2) jest rozbiezny. Dowdd, zupeinie tatwy, zo-
stawiamy czytelnikowi.

Przykiady.

Udowodnié¢, ze szereg

by 1 1
ptatgt .ttt
jest zbiezny. Poréwnujemy wyrazy szeregu

2 2+3 3+ 4, 4+ + +
odpowiednio z wyrazami szeregu
1 1 1 1
1—2+é‘.§+ﬂ+...+(———n_l)'—n+...
Warunki ostatniego twierdzenia o poréwnaniu dwdéch:
szeregdw sg tu spelnione. Wystarczy przyjaé
AL 1 b PAERL 1 .
"= T )Y
stwierdzamy, ze: a,>0, 5,>0, b,<a,; wreszcie, Ze szereg,
ktérego wyrazem ogoélnym jest a, jest zbieiny (patrz 1. 46),
a wiec i szereg, ktérego wyrazem ogolnym jest &,, takze
jest zbiezny.
Udowodnié¢, ze szereg

1 1 1
7 B T |

jest rozbiezny. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢€, 2e
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1
lgn
nym, ktéry jest rozbiezny.

Jezeli dany szereg (9) o wyrazach dodatnich i jezeli
chcemy sprawe jego zbieznosci rozstrzygngé przy pomocy
twierdzenia o poréwnywaniu dwoch szeregéw, powinni$my
szukaé szeregu zbieznego (1), ktorego wyrazy sg ,prawie“
zawsze wieksze od wyrazow szeregu danego. Taki szereg
bedziemy nazywali szeregiem przewyzszajacym szereg dany
(majorante). Mozemy wigc twierdzenie o poréwnywaniu
dwoéch szeregow wypowiedzie¢ w sposob nastgpujacy: sze-
reg dany jest zbiezny, jesli istnieje szereg przewyzszajacy
zbiezny.

1
2 i porowna¢ dany szereg z szeregiem harmonicz-

50. Szeregi o wyrazach dodatnich. Kryterjum zbiez-
nosci Cauchy. Kryterjum d’ Alembert'a.

Na mocy rozwazan poprzedniego rozdzialu mozemy
by¢ pewni zbieznosci kazdego szeregu, dla ktdérego szere-
giem przewyiszajgcym jest szereg geometryczny 1-}-r -
+r24r*+..4rm-+.. o wykladniku » dodatnim mniej-
szym od jednosci. Postgpujgc w ten sposob otrzymamy
kryterjum Cauchy.

Jezeli dla wszystkich wartosci n>n, jest spelniony

warunek \a,<r<1, to szereg ) ay+a,+a,+ . +a+...
o wyrazach dodatnich jest zbiezny.* W rzeczy samej, z (/ a,<r
wynika, ze a, <" ma miejsce dla wszystkich wskaznikow
n>mn, czyli ,prawie” zawsze. Tak wigc szereg geometryczny
zbiezny 1+ r-+»>4 ...+ 7"+ ... jest wdanym przypadku
szeregiem przewyZszajgcym, co dowodzi zbieznodci szeregu
danego.

Kryterjum Cauchy mozna takze wystowi¢ w nastgpu-
jacy sposob. Utworzmy cigg

* r oznacza liczbe stala, niezalezna od n,
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(12) a’l’ \/;;’ ?{/a_ﬁ? lt/;l;!"-a tja—u,

Jezeli istnieje liczba stala » mniejsza od jednosci,
taka, 2e ,prawie“ wszystkie wyrazy ciggu (12) sg od niej
mniejsze, to szereg (1) jest zbiezny.

Przypusémy, ze cigg (12) jest ograniczony od gory

i niech G bedzie najwigkszg z granic tego ciggu, czyli
najwigkszg liczbg zbioru pochodnego, co oznaczamy piszac

lim \a,=@.

Liczba @ posiada nastgpujgcg wiasnosé, (kitora jg wy-
znacza); nieskonczenie wiele wyrazow ciggu (12) przewyz-
sza kazdg liczbe G —e, gdzie & jest dowolng liczbg do-
datnia, natomiast  prawie“ wszystkie wyrazy ciggu (12) s3
mniejsze od kazdej liczby ksztaltu G4 e.

Jezeli wiee G > 1, to w ciggu (12) jest nieskonczenie
wiele wyrazow, wigkszych od kazdej liczby » mniejszej od
jednosci. Jezeli natomiast G'<1, to kazda liczba 7, spel-
niajgca warunek ¢ <r <1, jest wigksza od ,prawie“ wszyst-

kich wyrazéow ciggu (12). Wlasnosci liczby G wylozone
byly w rozdziale 42

Widzimy stad, ze dla danego szeregu (1) szereg geo-
metryczny zbiezny jest szeregiem przewyiszajagcym, wiedy
i tylko wtedy, gdy najwieksza z granic ciggu (12) jest
mniejsza od jednodci. W tym wigc przypadku szereg (1)
jest zbiezny na mocy kryterjum Cauchy.

Natomiast, jezeli @ > 1, to nieskonczenie wiele wyrazow

ciggu (12) jest wigkszych od jednosci; lecz jesli ’{/ak>l, to
i m:>1; wnioskujemy stagd, ze w tym wypadku nieskon-
czenie wiele wyrazow ciggu (1) przewyzsza liczbg jeden,
a wigc warunek lim @,=0 nie jest spefniony i szereg (1)

n-—>0co

jest rozbiezny.
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O ile G=1, to nie mozemy utworzyé szeregu geo-
metrycznego zbieznego, przewyzszajgcego szereg dany, ale
nie mozemy tez twierdzi¢, Ze szereg jest rozbiezny, chyba,
ze w jaki$ sposéb udowodnimy, iz w ciggu (12) jest nie-
skonczenie wiele wyrazow wigkszych od jednosci lub réow-
nych jednosci. Jezeli ,prawie“ wszystkie wyrazy w (12) sg
mniejsze od jednosci i =1, to stad nic o zbieznosci lub
rozbieznosci szeregu (1) wnioskowaé nie mozemy.

Jezeli cigg (12) posiada granice g, to, jak wiemy,
granica ta jest jednocze$nie najwiekszg z granic G; tak
wiec, jesli granica g jest mniejsza od jednosci, to szereg
(1) jest zbiezny, jesli g>1, to szereg (1) jest rozbiezny.
Wypadek watpliwy bedzie miatl miejsce gdy g=1.

Wytozone tu kryterjum Cauchy jest bardzo dogodne
, w zastosowaniach, ale jak widzieliSmy nie jest ogoélnem;
jest to warunek dostateczny, ale nie konieczny ; stosuje sig
tylko do szeregow, ktore dajg si¢ poréwnaé z szeregiem
geometrycznym.

Jezeli porownywaé bedziemy stosunek dwdch kolej-
nych wyrazéow szeregu danego (1) ze stosunkiem dwdch
wyrazow kolejnych postepu geometrycznego, to otrzymamy
kryterjum zbieznosci d’Alembert’a. Kryterjum to jest na-

B T e e i

stepujace:
| Jezeli istnieje taka liczba dodatnia » <1, iz dla wszyst-
\3 kich wartosci n>#,, czyli ,prawie“ zawsze, spetniony jest
! warunek

(13) 5’-’;11<r< i

to szereg (1) jest zbiezny. W rzeczy samej, z warunku (13)
wynikajg nieréwnosci :
Oty . Onts an . Gnii

<r; Py <y S

Anyt1 Anet-2 Ay -1 an
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pomnézmy przez siebie stronami powyzsze nieréwnosci
(jest ich » —n;). Otrzymamy:

an+| B n—ne-
a’flu+1

stad Ayt =t ”‘—,’j'l a,

no—l—l

Oznaczmy stala — ' — przez k; w taklm razie a,1 < kr™.

Iloczyn %r™ jest wyrazem ogélnym postgpu geometrycznego
zbieznego: k -+ kr + kr*+ ...+ kr" 4 ...; a zatem, na mocy
twierdzenia o poréwnywaniu dwodch szeregow, musi by¢
zbiezny i szereg (1). A

Odpowiednia cecha rozbieznosci jest nastepujgca: jesli
istnieje taka liczba » > 1, iz ,prawie“ zawsze a"+l>r, to

n

szereg (1) jest rozbiezny. Dowod zostawiamy czytelnikowi.

Wnioski. Jezeli C—I"Ttl dazy do granicy mniejszej od

Uy
jednosci, to szereg jest zbiezny; jezeli % dazy do granicy

wigkszej od jednosci, to szereg jest rozbiezny.
Zakres zastosowalno$ci kryterjum Cauchy jest szersze,
niz'd’Alembert’a, t. j. gdy kryterjum oparte na stosunku

@ntl daje ozgdany wynik, to i kryterjum oparte na ";1;
= je p YWy y

nie zawodzi; odwrotnie jest inaczej; zdarzyé sig bowiem
moze, ze kryterjum d’Alembert’a zawodzi, gdy kryterjum
Cauchy daje si¢ zastosowaé z powodzeniem.

Obok ciggu (12) mozemy wzigé pod uwage cigg (14)*

a a, a A1
(14) =
a,’ a, a3 ay

30 oo

Oznaczmy przez gc i (/, najmniejszg i najwigkszg z gra-

* Zakladamy, ze a,>0 dla kazdego n.
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nic ciggu (12), a przez g, i G, odpowiednio najmniejszg
i najwigkszg z granic ciggu (14). Czytelnik udowodni, ze
migdzy-temi liczbami zachodza* nastepujgce zwigzki:
0o < o e Sl
_ Stgd wynikajg wnioski nastepujgce: i) Jezeli G,<1, to
i ¢.<1, a wigc przy tem zatozeniu szereg jest zbieiny;
jezeli g.>1, to i G.>1, a wiec przy tem zatozeniu szereg
jest rozbiezny. Pozostaje watpliwym przypadek, gdy &, > 1,
gdy tymczasem g, < 1.
2) Jezeli istnieje taka liczba dodatnia »<<1, iz ,pra-
wie“ zawsze a—ztl<r, t. j., jezeli kryterjum zbieznosci

d’Alembert’a daje si¢ zastosowaé, to G, <1, a wiec takze
i G.<1, co dowodzi, ze w tym przypadku kryterjum Cauchy
takze nie zawodzi.

Jezeli Go=ga, to i G,=g., czyli jesli Jim &t 1 jstnieje,

n-—>co Un

to musi istnie¢ takze lim \/a,,, i granica ta rowna sie po-

n—>co
przedniej, t. j. lim \a, = lim 2"+,
n—>oo n—>oco lUn
Przyktady.

I) Dany jest szereg:
(15) 1 +22+432 - dz* + ..+ (n+ 1) an ...

Zastosujemy kryterjum d’'Alembert’a

”_nﬂ_ﬂl_)i”_( 1)
RN T 1_’_n 2

O ile z jest liczbg dodatnig mniejszg od jednosci, to mozna
znalez¢é takg liczbe » i taki wskaznik n,, ze dla n>mn,,
TEL 1, i szereg jest zbiezny. W rzeczy samej, niecb r

an

** Patrz éwiczenie N.. 3.
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oznacza dowolng liczbe dodatnig, spetniajaca warunek
z<r<|; wtakim razie wystarczy wzigé¢ 1@0>£, albo-

wiem wtedy
x(}+l)<r(ln+l (l—'— )r<(|+l)x<r.
N, an Ny’
Zauwazmy, iz w danym przypadku
1
nept 70 G| iy
i e ()=

A wigc mozna byto bdrazu wnioskowag¢, iz dla <1, szereg
(15) jest zbiezny, dla x#>1, rozbiezny. Gdy =1 szereg

jest takze rozbiezny, gdyz wyrazy jego sg wtedy wigksze
od jednosci. Gdyby$my chcieli stosowaé kryterjum Cauchy,

& e, a ok hice ¢ q/
musielibySmy Z—H zastgpic przez 'Uan czyli przez x.Vn—{—l
n
mozna udowodni¢ bezposrednio, ze

limn\m—|——1 =lim’\‘/;.’{/l+%=1im ’\/; lim”\/l_’_%:

NP0

ni— ; . .
=lim \n=1. Lecz mozemy si¢ oprze¢ na twierdzeniu,
n->co

udowodnionym przed chwilg, ze lim \/an_hm ~"+1, o ile

n—>0c0 an

ta druga granica istnieje; poniewaz w danym wypadku

£ Apiq 5 " e i = S S | S A
Iim ;+, jak widzieliSmy, istnieje i rowna si¢ z, wigc

n->00 n

i Iim'{/a,, czyli z.lim l{;u—}—l =528 WIEC lim{/u—}—l:l.

II) Niech bedzie dany szereg :
ety

Zastosu1emy i tuta_] kryter_]um d'Alemberta.

i R A
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niech 2 oznacza dowolng liczbg dodatnig i ustalmy liczbe
catkowity m, zapomocg warunku 17, < z<n,|1. W ta-
kim razie dla kazdego wskaznika » > », stosunek po pra-
wej stronie réwnosci (17) bgdzie mniejszy od liczby mniej-
szej od jedno$ci, co dowodzi zbieznosci szeregu. Tak wige
szereg (16) jest zbiezny dla kazdej dodatniej wartosei z;
zobaczymy poézniej, Ze pozostaje zbieznym i przy ujemnych
wartosdciach liczby 2.

Kryterjum Cauchv sprowadza si¢ w danym przypadku

n I'l @
do badania wyrazenia V =
Vn
N * 'InH s A
oniewaz lim =& lim ——=(), wigc, na mocy twier-
i @, n- >_on+l 3 b ¥
dzenia, ktoresmy stosowali przed chwilg, mhm =Ux

”—>oo"

czyli V)/! ro$nie do nieskonczonosci wraz z n.

Chociaz zakres zastosowalno$ci kryterjum d’Alembert’a
jest mniej szeroki, jednak w praktyce kryterjum to ma
czgstsze zastosowanie, niz kryterjum Cauchy, dla tego zZe

(/RS

- w wigkszosci przypadkow wyrazenie jest prostsze od

wyrazenia ’\,/a,,
51, Szer'egi 0 wyrazach dodatnich malejgcych.
Dotychczas zakladalismy tylko, ze wyrazy szeregu (1)
1) a,+a,+ ag+... 4 a, 4
sq dodatnie; teraz wprowadzimy procz tego nowe zaloze-
nie, mianowicie, i2 od pewnego miejsca, t. j. ,prawie®
zawsze, wyrazy maleja, t. j., 2e istnieje wskaznik n, taki,
2e przy kazdym »>n, mamy a,; < a,.

' Twierdzenie Abela. Jezeli szereg (1) jest szeregiem
bieznym o wyrazach dodatnich malejgcych, to lim 7a,=0.
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Dowé6d przez sprowadzenie do sprzeczno$ci. Zaprze-
czamy tezie, t. j. przypuszczamy, e na, nie dgzy do zera.
W takim razie, jakkolwiek wielkg jest liczba N, istniejg
wskazniki n> N takie, ze na, > 5, gdzie 8 jest odpowied-
nio dobrang (dostatecznie malg, ale zupeilnie okreslong)
liczbg dodatnig. Niech n, bedzie jedng z tych wartosci
wskaznika n, niech n, bedzie inng wartoscig wskaznika,
wiekszg od 2n,, dla ktorej takze n,a,>08; ny>2n,,
n,>2n,,... i t. d.; liczby #,, n,. n,,... stanowig nieskon-
czony cigg takich wartosci wskaznika n, dla ktorych
na,>3S. Z zalozen wynika, ze n.,—n1>%2,
N1

T

&

n3~n2>7‘z—;‘...., Nppy — N > Poniewaz a, jest tem
mniejsze, im 7 jest wigksze, wigc
;zo-|—al—|— R S B B S B B e i o Pk T
RIS e Sl o M Y L O —{—a,,,__>'g I, >
Ay 1+ o+ Oyt > Oy Oy ooy

, g ’ : ny
lecz ta ostatnia suma rowna sig (1, — 72,) t,; lecz ny, —n,> o,

. 7, L
wiec a,,+ @1+ .—{—a,,s_,}(n“——ne)a,”>7" a,,:,>r;2 itid,

Z tych nierownodci wynikajg nast¢pujgce:

S AR
sn,71>6; s)l.g—]>6+ 2_; S'lu‘1>8+§+2; K g

8
Sup1 > 8+ — D35

Stad wniosek, ze sumy cze$ciowe rosng nieogranicze-
nie, czyli, ze szereg (1) jest rozbiezny, whrew zalozeniu;
doszlismy wigc do sprzecznosci.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 8
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Kryterjum zageszczenia (Cauchy).

Dany jest szereg (1) o wyrazach malejgcych dodatnich;
utwérzmy szereg

(18) a,+2a,+4a,+48a,+16a,5+ ...+ 2kay ...
Szereg (1) jest zbiezny albo rozbiezny zaleznie od tego,
czy szereg (18) jest zbiezny lub rozbiezny.
Zalézmy, ze szereg (1) jest zbiezny i miech s oznacza
jego sume; wtedy
a,=a;; 2a,=2a,; 4a,<2a,-+2a,;
8a,<2a5+2a,+2a;,4 2da;. ..

9k < 9 e . 3
ax<2a 2a e 20 o L
2 a< QkIll_\L 2@124- T 2055

Oznaczmy przez o,, 6, G, ..., G,,... sumy czesciowe
szeregu (18); orpi=a,+2a,+ da,+ ...+ 2*ay < a,+
+2a,+2a,+2a,+2a,+ ...+ 2a,:<2s; tak wigc sumy
czgsciowe szeregu (18) sg wszystkie mniejsze od 2s; ponie-
waz cigg ten jest ciggiem rosngcym, wigc posiada granice
i wskutek tego szereg (18) jest zbiezny.

A wigc zbieznosé szeregu (1) pocigga za sobg zbieznosé
szeregu (18). Udowodnimy teraz, ze, odwrotnie, zbiezno$é¢
szeregu (18) pocigga za sobg zbieznos¢ szeregu (1).

Zalézmy wigc, ze szereg (18) jest zbiezny, i niech o
oznacza jego sume. Napiszmy nierownosci, kidre, oczywis-
cie, sg prawdziwe:

ay=a;; a4 0;<20,; a,+ a,+a;+ a,<4a,;...

ag+a,~+ ...+ a,,+ a,;<8a,....
Ok~ ity + ...+ Cgighsg) + Barpigr—1)< 2% agi;

Dodajgc do siebie te nieréwnosci stronami, otrzymamy
8okt1, <0k41<0; stgd wnioskujemy, iz wszystkie sumy czes-
ciowe szeregu (1) s3 mniejsze od liczby o, t. j., ze te sumy
czgéciowe stanowig cigg ograniczony od géry. Poniewaz
oprocz tego tworza one cigg rosngcy, wiec sumy cze$ciowe
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szeregu (1) stanowig cigg zbiezny, a wigc i szereg (1) jest
zbieiny. _

Twierdzenie to ma wielkg donioslo$¢, gdyz na pod-
stawie tego kryterjum mozemy udowodnié z Zlatwoscia
zbiezno$¢ lub rozbieznosé szeregéw w przypadku, gdy po-
przednio podane kryterja nie dadzg sig¢ zastosowaé. W ten
sposob mozemy otrzymac coraz to nowe kryterja; w rze-
czy samej, niech Z¢, oznacza szereg, ktérego zbieznosé moze
by¢ ujawniona przy pomocy cechy zageszczania, ale nie
wynika z poprzednich kryterjow Cauchy i D’Alembert’a.
Szereg zbiezny Zc, jest szeregiem przewyzszajgcym dla catej
klasy szeregéw zbieznych; stosujgc twierdzenie o porowny-
waniu dwoéch szeregéw, z ktérych jeden jest szereg Te,,

n

otrzymamy nowe kryterjum zbieinosci. Stosujac tg metode,
dojdziemy do catego szeregu coraz dalej idgcych, coraz
subtelniejszych kryterjow.

Przedewszystkiem przy pomocy cechy zaggszczania
mozemy zbadaé¢ szereg

1 1 ] 1

(19) 1+2—3+3—3+47 o e it
wystarczy ograniczy¢ si¢ do przypadku, gdy s>0; gdyz
dla s 0 szereg jest, oczywiscie, rozbiezny.

Na zasadzie cechy zageszczenia szereg (19) jest zbiezny
lub rozbiezny, zaleznie od tego, czy szereg zageszczony

iy 1 gk

(20) 1+22';+4-;1;‘|‘8-§+-'-+2 .2ks—l—...

jest zbiezny lub rozbiezny; lecz szereg (20) mozemy na-
pisa¢c w postaci nastepujace;j:

1 1 1 1
1 + 92s—1 + 92(s—1) o 98(s—1) it Ok (s—1) +...
Widzimy wige, ze szereg (20) jest poprostu postepem geo-

metrycznym, ktorego wyktadnikiem jest liczba 2%_1 Sze-

8"
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reg (20) jest wigc zbiezny, gdy s>1, bo wtedy wyktadnik
q=2»31—_1 jest mniejszy od jednosci; gdy zas s <1, to sze-
reg (20) jest rozbiezny; to samo tyczy si¢ wiec szeregu (19).

Twierdzenie. Szereg, kiorego wyrazami sg odwrotnosci
styek poteg kolejnych liczb szeregu naturalnego, jest zbiezny,
gdy wkiadnik potegi s jest >1, rozbiezny zas, gdy s<1.

52. Dalsze kryterja zbiesnosci.

Przy pomocy kryterjum, opartego na zbadaniu '\'/a,,
nie moglibysmy uwidocznié zbieznosci ciggu (19) dla s>1
i jego rozbiezno$ci dla s <1; w rzeczy samej, dla szeregu

n l s n il
(19) jest an:—.<,{/ ) . W tym przypadku mamy lim \/an=
n n—>00

= lim (,rl-’-)s..—_l i ,prawie* wszystkie wyrazy s3 mniejsze
n—>00 n
od jednego.

Jest to wlasnie, jak widzieliSmy (I. 50), okolicznosé,
ktéra nie pozwala przy pomocy tego kryterjum rozstrzygnaé
sprawe zbieznosci lub rozbieznosci szeregu.

Otrzymamy kryterjum dalej idace przez poréwnanie
szeregu badanego z szeregiem (19) jako przewyzszajacym,
mianowicie: )

Jezeli istnieje liczba p>1, taka, ze ,prawie“ zawsze *
@1) ‘°gal

lognn>p’ (e > 0)
to szereg (19) jest szeregiem przewyzszajgcym dla szeregu
danego (1) i szereg dany jest zbiezny.

Z nieréwnosci (21) otrzymamy:

1 1 1
loga—>}xlogn, a—>’nP‘, a,,<’—/—t—‘;;

* Okreslenie i wlasnosci logarytmu beda podane pdzniej.
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a wiec dla szeregu danego Eah=a1—|¥(12+...—|-an+..‘.
n

szereg (19) jest szeregiem przewyzszajagcym; poniewaz z dru-
giej strony s=p>1, to w tym przypadku szereg (19) jest
zbiezny, a wiec i szereg Z a,.

n
Jezeli istnieje liczba p. <1, taka, ze ,prawie“ zawsze

1
loga—

n t S . AR :
Toun < p, to szereg > ay jest rozbiezny

W rzeczy samej, wtedy, a, > a poniewaz s=p <1,

p.’
szereg (19) jest rozbiezny; szereg > a, poczgwszy od pew-
nego miejsca ma wyrazy wigksze od odpowiednich wyra-
zOw szeregu rozbieznego, wiec sam jest rozbiezny.

Mozemy, jak i poprzednio, zaja¢ si¢ blizszem zbada-
niem ciggu*

(22)

—lga, —lga, — lga,

PR T T R R
kiorego wyrazy sg ,prawie‘ wszystkie dodatnie, poniewaz
a, —>0.

Czytelnik udowodni, ze szereg Za, jest zbiezny, jezeli
najmniejsza z granic (22) jest wigk:za od jednosci; jezeli
za$ najwieksza z granic tego ciggu jest mniejsza od jednosci,
to szereg > a, jest rozbiezny.

Przez ponowne zastosowanie Kryterjum zaggszczenia
mozemy udowodni¢ ze szereg

1 1
2(1og2)e»+ 3(log3)» +-'-+magﬁ)y i
jest zbiezny dla p>1 i rozbiezny dla p<1; stad drogg po-
rownania, t. j. przyjawszy dany szereg jako przewyzszajgcy,
otrzymamy nowe kryterjum; w ten sposéb dojdziemy do
nieskonczonego faticucha coraz dalej idgcych kryterjow. Ze
kazde nastepne kryterjum jest silniejsze od poprzedniego,

* Przypuszczamy, %Ze WYT8ZY @y, Qoy... dn,.. SZeTegu s3 rézne (ﬁ
zera; gdyby ktéry réwny byl zeru, moglibysmy ten wyraz opuscié.
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udowodnimy * poézniej, gdyz do tego przedmiotu wrécimy
jeszcze raz, gdy zapoznamy si¢ blizej z funkejg logaryt-
miczng.

Zmiana porzqdku wyrazéw w szeregu. Szeregi
bezwzglednie zbiezne.

33. Musimy przedewszystkiem ustali¢ doktadnie, co
znaczy orzeczenie, iz dwa szeregi
(23) a+a,+a,+...+a,+...
(29) by+b,+b,+...+b.+...
roznig si¢ tylko porzadkiem wyrazow. Znaczy to, ze kaz-
demu wskaznikowi n odpowiada zupelnie okreslony wskaz-
nik »’, taki, ze @, réwna si¢ 4,- i odwrotnie, kazdemu
wskaznikami m’ drugiego szeregu odpowiada wskaznik m
pierwszego szeregu, taki, iz b,, — a,; odpowiednio$¢ mie-
dzy wskaznikami n i n’ pierwszego i drugiego szeregu jest
tu wigec odwracalnie jednoznaczna. Taka odpowiednio$é
nazywa si¢ inaczej doskonatg. Mozna wige krétko powie-
dzie¢: dwa szeregi (23) i (21) roznig sig tylko porzadkiem
wyrazow, jezeli miedzy wskaznikami tych dwéch szeregéw
mozna ustali¢ odpowiednio$¢ doskonaty, takg, ze odpowia-
dajgce sobie w tem podporzgdkowaniu wzajemnem dwa
wyrazy sg rowne. Zmieni¢ porzgdek wyrazéow szeregu —
znaczy to, majgc szereg dany, utworzyé nowy szereg, roz-
nigcy si¢ od danego tylko porzgdkiem wyrazow.

Bedziemy moéwili, ze dwa szeregi (23) i (24) rozma
si¢g tylko zmiang porzgdku skonczonej liczby wyrazéw, jezeli
mozna tak wustali¢ wspomniang powyzej odpowiednio$é
migdzy wskaznikami » i #/ dwéch wyrazéw obu szere-
86w, ze, zaczgwszy od pewnego miejsca, zawsze n=n'; wtedy
»prawie“ zawsze s,— o, = o,, gdzie s, i ¢, oznaczajg sumy
czgsciowe odpowxedmo szeregow (93) i (24) Jezeli w1gc szereg

» Patrz éwn zeuie N. 38b.
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(23) jest rozbiezny, to i szereg (24) bedzie rozbiezny; jezeli
szereg (23) jest zbiezny i suma jego jest s, to i szereg (24)
jest zbiezny i suma jego jest s. Otrzymany wynik wyrazié
mozna wsposob nastgpujgcy: zmiana porzgdku skonczonej
liczby wyrazow szeregu nie wplywa na zbieznosé szeregu.
Gdy taka okoliczno$é bgdzie zachodzié¢, powiemy inaczej,
ze ,wolno“ zmieni¢ porzadek wyrazéw“\; szeregu.

Celem naszym jest dojs¢ do podzialu wszystkich sze-
regow zbieznych na dwie klasy, na klase szeregow, w kto-
rych ,wolno“ zmieniaé porzadek wyrazow, i na klasg ta-
kich szeregdw, w ktorych ,unie wolno® zmieniaé porzadku
wyrazow. Zanim poznamy najobszerniejszg klase szeregow,
w ktérych ,wolno“ zmieniaé porzgdek wyrazéw, udowod-
nimy, ze szeregi, w ktdorych wszystkie wyrazy sg tego sa-
mego znaku, t. j. badZz wszystkie dodatnie, bgdZz wszystkie
ujemne, nalezg do tej szukanej klasy szeregéw.

Twierdzenie. Jezeli w szeregu zbieznym wszystkie wy-
razy sg dodatnie, to ,wolno“ w nim zmieni¢ porzgdek
wyrazow.

Zadozenie: Szeregi (23) i (21) roznig si¢ tylko porzad-
kiem wyrazow; szereg (23) jest zbiezny. Wyrazy tego sze-
regu sg dodatnie.

Teza: Szereg (24) jest takze zbiezny i suma jego est
rowna sumie szeregu (23).

Dowdd: Niech s, oznacza sume czgsciowa n wyrazow
szeregu (23), a o,, sume czesciowg m wyrazow szeregu (24).
Na mocy zalozenia lim s, =s, przyczem cigg s,, Sz, S5,..ey Suye..

n —>»o0
jest rosngey. Kazdemu sktadnikowi b, sumy o, =b, 4 b,
~+ b5+ ...+ b, odpowiada, na mocy zatozenia, réwny mu
wyraz a, nalezgcy do pierwszego szeregu; gdy £ przybiera
wszystkie warto$ci catkowite od K=1 do £ =m, wskaznik
k' przybiera pewne wartosci, z ktorych niech n bedzie naj-
wieksza. Jasna rzecz, ze w takim razie s,—a,+a,+ ...} a,
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zawiera wszystkie te skfadniki, ktére wchodzg w sklad
sumy G,; poniewaz zawiera¢ moze oprécz tego i inne
skfadniki, a skladniki sg dodatnie, wigc o, <s,<s; cigg
Oy5 Gy Ogyey Om,... jest ciggiem rosngcym, ograniczonym od
gory, bo 6, <s dla kazdego m; taki cigg posiada granice

lim 6,, = o, przyczem o< s.
m —>co

UdowodniliSmy wiec, ze szereg (24) jest zbiezny. Spoj-
rzawszy na zalozenie, widzimy teraz, iz (24) spefnia te
wszystkie warunki, ktére zalozyliSmy co do szeregu (23).

Mozemy powtdérzyé powyzsze rozumowania, zmieniwszy
rolg szeregow (23) i (24); zamiast nieréwnosci 5,,<s, otrzyma-

my teraz, oczywiscie, s,<oc, skad li_r)n Sn< 0, a wiee s<o.
m (o]

Zestawiajgc nieréwnosci o <s i s<o, wnioskujemy,
Ze musi byé c=s.

Wniosek 1. Ten sam dowéd stosuje sig w przypadku,
gdy wszystkie wyrazy s3 ujemne. Twierdzenie mozemy
wige uwaza¢ za udowodnione w przypadku, gdy ,prawie
wszystkie wyrazy szeregu sg tego samego znaku.

Whniosek 11. Jezeli w szeregu ,prawie® wszystkie wy-
razy s tego samego znaku i jezeli szereg jest rozbiezny,
to przy kazdem innem uporzgdkowaniu wyrazow tego sze-
regu otrzymamy szereg rozbiezny. Dowdd przez sprowa-
dzenie do sprzecznosci.

34. Szeregi bezwzglednie zbiezne.

Szereg nazywa si¢ bezwzglednie zbieznym, jezeli inny
szereg, utworzony z jego wartosci bezwzglednych, jest
zbiezny. :

Twierdzge, ze szereg a,~+a,+ a;+ ...+ a, -+ ... jest
bezwzglgdnie zbieznym, nie zakladamy wecale, e posiada
on sumeg, zaktadamy tylko, ze inny szereg, mianowicie
\a,| + |ag| + |ag| + ... 4 |ay| 4 ... posiada sume, czyli jest
zbiezny; okazuje sie atoli, ze to zalozenie pocigga za sobg
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istnienie sumy i dla szeregu a, +a,+a, 4 ... Fa. ...
W rzeczy samej, poniewaz szereg X |a,| jest zbiezny, do
kazdej dowolnie malej liczby dodatniej & mozna tak do-
bra¢ liczbe m,, by dla m»,>n,>n, zachodzita zawsze nie-
réwnosé:

;a"‘1| =+ |a"1+1| + lanrl-‘-?* e la"2|<8;
lecz |@u,t g1t Gupat... £8n | <|n |+ | Onipa| F| Bnpro

stgd lan, + 1+ Onpo ..+ an | <e,
skoro tylko m,>n,>n,; a zatem szereg Za, jest zbiezny
na mocy ogdlnej zasady zbieznosci (patrz 1. 45).

Do tego samego wniosku doj$¢ mozemy na innej dro-
dze. Niech

G 1 A b

un=14{laal+-an}, ta=1{lan —a};

gdy U S to ==t Gy — )
gdy ol 10 =0 o=l
W szeregachss ettty il Uy, 0 A

I TR e

opusémy wyrazy, rowne zeru; otrzymamy wtedy dwa nowe:
szeregi, kiérych wyrazy stanowig odpowiednio wyrazy do-
datnie i warto$ci bezwzgledne wyrazow ujemnych szeregu
danego Xa, w tym uporzadkowaniu, w jakiem nastepujg
po sobie w szeregu X a,.

Niech s,, s’y i s”, oznaczajg odpowiednio sumy czes-
ciowe n wyrazow szeregow Xa,, XU, i X0, a G, sume
cze$ciowg n wyrazéw szeregu X la,|.

W takim razie:

2 Sn==5n—s"y

) O =887,

Rozrozni¢ mozemy teraz trzy przypadki.

1) Oba szeregi o wyrazach nie ujemnych u, i 2o,
sg zbiezne.

2) Jeden z tych szeregow jest zbiezny, drugi rozbiezny..

3) Oba szeregi ~u, i v, s rozbiezne.
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W pierwszym przypadku mamy lims, = s’, lims] = s",

n —> oo n —>00
a ze wzorow-(25) wynika, i2 :
lim s, e=g==gt 3%
n—>00
limo,=oc=s"+5"
n—>0c0

Z ostatniej rowno$ci wnioskujemy, ie szereg X|a, jest
zbiezny, czyli otrzymalismy twierdzenie nastgpujgce:

Jezeli dwa szeregi, utworzone odpowiednio z wyrazow
dodatnich i z wyrazéw ujemnych szeregu X a,, sg zbiezne,
to szereg Za, jest bezwzglednie zbiezny.

Twierdzenie odwrotne jest takie prawdziwe: jezeli
szereg jest bezwzglednie zbieiny, to zbieznemi sg réwniez
dwa szeregi, utworzony jeden z dodatnich jego wyrazdw,
drugi z ujemnych.

Z zatozenia wynika bowiem, ze 6,<c, a z (25) wynika,

2e $,<0,<c i s,<0,<0; ciggi s, i s s3 monotoniczne,

wigc granice lim s, i lims] istniejg, co nalezato udowodnié.
n—>» 00 n—>oco

Udowodnimy teraz, ze dowolne przestawienie wyrazéw
szeregu bezwzglednie zbieznego nie ma zadnego wplywu
ani na jego zbieznos¢, ani na sume szeregu.

Na mocy zatozenia szeregi Za, i 2b, roznig si¢ tylko
uporzgdkowaniem wyrazéw. Utwérzmy szeregi Xz, i Zy,,
analogiczne do szeregéw w, i Zv,, postugujgc sie¢ szere-
giem X, zamiast Za,, to jest, kladgc @,=}{/b. - 0.},
Yn="=%{|bs| — bn}. Niech p, i p. oznaczajg sumy czeiciowe
n wyrazow szeregow Xz, i Xy, a p, — sume czgsciowg
n wyrazow szeregu 2b,. Mamy wtedy

Pn =P, — P,

Szeregi Xz, i Zu,, o ile uwzglednimy tylko wyrazy
rozne od zera, skfadajg si¢ z tych samych wyrazow do-
datnich, tylko porzgdek ich jest inny; tak samo szeregi

2y, i Zv,; stad wniosek, iz lims, =limp, =+’
. . ” . ” . ”_’m ”_>w
i lims, =limp =s"; poniewaz za$
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=8, — 8
Bu=p, — D
wigc, przechodzgc do granicy, lim s, =lim s'— lim P ey

lim p, =lim p, — lim p| =" — s”; ostatecznie wiec
n —>0co n—>co n—>0c0

limp,—=1lims,—s
n—>co n—>00

55. Udowodnilismy, Zze w szeregach bezwzglednie zbiez-
nych ,wolno® zmienia¢ porzgdek wyrazéow. Udowodnimy
teraz, 2e tylko szeregi bezwzglednie zbiezne posiadaja te
wiasnos¢. W tym celu wré¢my do szeregow Zuw, i So,.
Wiemy, iz zbiezno$¢ obu tych szeregéw pocigga za sobg
bezwzgledng zbieznos¢ szeregu Xa, i odwrotnie. Mamy
jeszcze dwie mozliwosci: jezeli jeden z tych szeregow jest
zbiezny, a drugi rozbiezny, to szereg dany Za, jest, oczy-
wiscie, rozbiezny, gdyz wtedy wartos¢ bezwzgledna sumy
czgsciowej s, tego szeregu na zasadzie (25) dazy do nie-
skonczonosci. Taki szereg rozbiezny bedziemy nazywali
bezwzglednie rozbieznym i zadna zmiana porzadku wyra-
z0w nie moze przeksztalci¢ go na szereg zbieiny.

Jezeli wreszcie oba szeregi Zu, i v, s3 rozbiezne,
a szereg 2 a, jest zbiezny, to szereg X|a,| jest, oczywiscie,
rozbiezny. a ze zmiang porzgdku wyrazow szeregu, jak za
chwilg zobaczymy, zmienia¢ si¢ bedzie suma szeregu Xa,,
przyczem mozna nawet otrzymac t3 drogg szereg rozbiezny.

W tym celu udowodnimy twierdzenie nastgpujace:

Jezeli w szeregu Za, mamy lim a,=0, a szeregi Zu,
fn—>00

i Zv, sg oba rozbiezne, to mozna zawsze znalezé takie
uporzgdkowanie wyrazow tego szeregu, by suma szeregu
rownala si¢ dowolnej liczbie o, danej zgory, Nie zakladamy
tutaj nawet zbieznosci szeregu Za,.

Niech « bedzie liczbg dang. Utwérzmy szereg z wy-
razow szeregu Xa, w sposéb nastgpujacy. W szeregu Su,
opus¢my wyrazy rowne zeru; otrzymamy wtedy zbiér
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Cis Coy C3y.eey Cmy... Wyrazow dodatnich szeregu Xa,; w sze-
regu 2o, opuscimy rowniez wyrazy rowne zeru; otrzymamy
wtedy zbiér d,, d,, d,,..., d,,... wartosci bezwzglednych
wyrazow szeregu >a, Szereg Xa, sklada si¢ z wyrazéw
¢n I —duw, polgczonych ze sobg w pewnym blizej nas nie
obchodzgcym porzgdku. Nowy szereg utworzymy z liczb
¢n i —d,y W sposéb nastepujgcy: niech

W s o v T o
niech teraz p, oznacza taka liczbe, by

Gt Fey—di—dy—.. — dyy <L q,

lecz

gttt toy—d—dy—dy—.. —dy_1>a,
co jest, oczywiscie, zawsze mozliwe. Niech p, oznucza takg
liczbg, by

Cl+ C2+...+ 0#1_‘11_’12_--- _(].“"_)+ (“u1+1+ C.,,1+§3+...+ c/‘1+.’"3> o,
lecz
ettty —di—dy—..—duy TGt ey ot F Gy 1K

w ten sposob postepujgc dalej, dojdziemy do szeregu nieskon-
czonego, w ktérym po p, wyrazach (¢) nastepuje p, wyrazow
(d), potem p, wyraziéw (c), potem p, wyrazéw (d) i t. d.
Niech §; oznacza sume czesciowg % wyrazéw otrzy-
manego szeregu nieskonczonego, Szereg ten sktada sig z tych
samych wyrazéw, co i szereg Za,, przyczem uporzgdko-
wanie jest takie, ze speilnione sg warunki
1 >0, Sugus < Spypg1>0at
Sus-+ug+us > 85 Sy tng-tug—1 < O Sug-ugtug s <3
St +ug+ug+ug—1>>0
Sus-+ugtugtia-tus >3 Sugtugugtugtus—1 < @ i t, d.
Stagd wynika, ze
0L o—Suyuy <dyg
0 < Sus+ug-+us — €L Cugpug
0< 00— 8yt ug-tug-tig <dugtug
0 < Sus+ug-+ug-+uatus — &< Cuytugtus
it d A wiee
lSk g Ct‘
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dazy do zera, gdy % rosnie do nieskonczonodci, przybiera-
jac wartosci ciggu:

(C15) R O P o U P o P o PP P o R o R e

Tak wige limS,=oa, o ile & dazy do nieskonczonosci,
przybierajgc cigg tylko co wskazanych wartosci. Jezeli te-
raz k nie nalezy do wspomnianego ciggu (26), to mozna
znalez¢ w tym ciggu (26) dwa wskazniki kolejne /i p
takie, ze

(27) Sz<Sk<Sp lub Sz>Sk>Sp,

zaleznie od tego, czy ! zajmuje w (26) miejsce parzyste
lub nieparzyste; gdy £ —- oo, to /i p zmierzajg do nieskon-
czonosci S;— o i §,— o; stgd wniosek, ze lim S, =, co

n—>co

trzeba bylo udowodnié.

W poprzedzajgcych rozumowaniach o miato wartosé
stalg; zamiast tego mozna wziaZé szereg wartoéci, stano-
wigcych cigg o, o,..., oy,... Dla udowodnienia, ze przy
odpowiedniem uporzgdkowaniu wyrazow z szeregu da-
nego a, mozna otrzymaé szereg rozbiezny, wystarczy
zatozy€, ze ciag o,, o,, O4.., .. jest rozbiezny, i rozu-
mowaé jak poprzednio. Szczegdly dowodu zostawiamy czy-
telnikowi.

Jezeli szereg jest zbieiny, ale nie jest bezwzglednie
zbiezny, to nalezy do ostatniej z trzech rozpatrywanych
kategorji szeregow, t. j. do szeregow, ktérych suma zalezy
od porzgdku sktadnikéw.

Zatem tylko szeregi bezwzglednie zbiezne maja sume,
wyznaczong przez wyrazy, niezaleznie od uporzagdkowania,
Stad wynika, jak wazng klas¢ stanowig szeregi bezwzgled-
nie zbiezne; tylko dla tych szeregow pojecie sumy jest
analogiczne do sumy skonczonej liczby skladnikow.

56. Szeregi zliezne, kiore nie sq bezwzglednie zbiezne.

Szeregi takie nazywamy niekiedy warunkowo zbiez-
nemi, majac na mysli, iz tym warunkiem jest stosowne
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uporzagdkowanie wyrazéw. Badanie tych szeregéw jest da-
leko trudniejsze od badania szeregow bezwzglednie zbiez-
nych. W tym rozdziale dany przyktad tworzenia niektd-
rych szeregéw warunkowo zbieznych; w tym celu podamy
na poczgtku pare twierdzen pomocniczych.

Twierdzenie pomocnicze pierwsze.

Jezeli szereg o wyrazach dodatnich Ta, jest zbiezny
i jesli liczby w,. u,, u,,.., Uy,,... stanowig cigg ograniczony
od gory i od dotu, to szereg Ta,u, = a,u, + ayu, + azu, ...
.o @uu, -+ ... jest zbiezny.

Z zalozenia wynika, %e |u,|<M dla kazdego m i ze
kazdej dowolnie mate; dodatniej liczbie € mozna podpo-
rzgdkowaé taki wskaznik n,, iz dla #>», i dowolnego p

Ot s Gao o g <37

Stad
|t ten + Gug1 oo - By Un | <| O - Cnp1 F- o F Oy | M<E
A wigc na mocy ogolnej zasady zbieznosci (patrz 1. 47),
szereg a,u, - ayut, + a;u, + ...+ a,u, + ... jest zbiezny, co
trzeba bylo udowodnié.

Uwaga. Czytelnik wyprowadzi jako wniosek z tylko
co udowodnionego twierdzenia, ze szereg jest zbiezny, je-
zeli szereg, utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazéow
szeregu danego jest zbiezny. Wystarczy uczynié liczby ciggu
Uy, Uy, U,,... odpowiednio rownymi -}-1 albo —1.

Twierdzenie pomocnicze drugie.
Jezeli u,, u,, u,,..., Uy,. stanowi cigg malejgcy, taki,
iz limu,=0, i jes$li sumy cze¢sciowe szeregu Za, stanowig

n—>co
cigg ograniczony od gory i od dotu, to szereg
2 @ty = a,u, + ayu, -+ ... jest zbiezny.
Wychodzimy z tezsamosei:
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Oy Uy - Oy + .. = Gty = 83Uy (3, — 8,) Uy

(28) +(ss—s)ug+... + (80 — Su_)ttn =5, (0, — uy) -+
8 (g —1g) -85 (g — w,) .. -8, (U — Un) - SnUn,
gdzie, jak zwykle $y—=a,+ a,-+ a, -+ ... + @, a wiec
(U = Sk — Syp_1.
Zauwazmy teraz, ze szereg

(uy — vg) + (g — wg) 4 oo + (U1 — )+ ...
jest zbiezny, poniewaz suma czgéciowa n jego wyrazéw
réwna sie %,— 1y, a lim Wi ==

n—> o0

Na mocy zalozenia istnieje taka liczba M, iz |s,|<M
dla kazdej wartosci m. Na zasadzie wigc twierdzenia po-
mocniczego pierwszego, szereg
(29) s,y ug)Fs,(ug—ug)+ sy (y—w ) F ... 801 (Un_y—u,)+...
jest zbiezny.

Lecz z (28) wynika, 2e suma czgéciowa » wyrazow
szeregu Xa,u, réwna si¢ sumie czgsciowej n — 1 wyrazéw
szeregu zbieznego (29) wigcej wyraz s,u,. Na mocy zalo.
zenia u, — 0, jak rowniez s,u, — 0, a zatem a,u, -+ a,u,4-...
..+ Oyu, dazy do tej samej granicy, co szereg zbieiny
(29), czyli szereg Za,u, jest zbiezny, jak to trzeba bylo
udowodnié.

Uwaga. Tylko co udowodnione twierdzenie stoi w bliz-
kim zwigzku z tak zwanem twierdzeniem pomocniczem
Abela:

Jezeli liczby dodatnie w,, wuy, u, ..., u,,... tworzg ciag
malejgcy i jezeli wszystkie sumy czesciowe szeregu
Zap=a,~+ a,+ a,+...a, ... s zawarte migdzy liczbami

n
4 i B, to sumakEelLkak czyli w,a,+ uya,+ ... 4w, a, spetnia
nieré6wnosé

Au1<l;‘3ukak<b’u1

A=1
W rzeczy samej,
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(30) vty @y -ty gty . = By = (U — ) ;- (Ug—1U5) S+
—+ (uy— ) S5+ or - (Un—1 — Un) Suy ~+ UnSn,

gdzie s,=a,, s;==0,} Ggrecy =0+ G+ .. O
poniewaz ciag u,, Us,. ., Un,... jest malejacy, wszystkie roz-
nice u, — Uy, Uy— Uy, Ug— Uy, Un—1— Un $3 dodatnie, a wigc
z (30)

Uy Oy Uy Ayt oo U O B (4, —45) + (ug—ug) +(Ug—u) ..

e (U=t 1) ), t. Jo w1y 00+ ... - tin O < Bu,.

Tak samo wynika z (30), ze

Uy Oy~ Uy O+ > A {(g— ) - (ug—g) + (Us—2,) ..
woe = (U — 1) + U},
czyli uy @+ Ugly - oo - U 0> Aoy

Wniosek: Jezeli wyrazy szeregu sg kolejno dodatnie
i ujemne, a ich wartosci bezwzgledne tworzg cigg male-
jacy, dazgcy do zera, to szereg jest zbieiny.

Wystarczy zastosowaé twierdzenie pomocnicze drugie,
przyczem bierzemy a,=(— 1)"t1; sumy cz¢sciowe szeregu
Ya, s§ w tym przypadku ograniczone od goéry i od dotu.
Jezeli liczby dodatnie u;, Uy, Ug,..., Un,... tworzg cigg male
jacy i limw, =0, to jak wiemy, szereg Za,u, jest zbiezny;

n—>
poniewazwa,,z(— "t wige Za,u, daje nam szereg:

Uy — Uy + Uy — By + oo - Up 1 — Ugp + o

Taki szereg nazywajg niekiedy przemiennym.

Zbiezno$¢ szeregu przemiennego, gdy spetnione sg
wspomniane tylko co warunki, ustali¢ mozna takze i bez-
posrednio.

Sap = (uy — tg) + (g — ) + ... + (Uap—1 — Ugp)}
poniewaz roznice w nawiasach sg wszystkie dodatnie, wige
(31) 598, <8< 0 e K Sp<S52p+2< v 01
czyli sumy czgéciowe o parzystych wskaznikach tworzg
cigg rosngcy.

Sapr1 = Uy — (tg — Uy) — (Uy — tg) — ... — (Ugp — Uap+1);
wiec :
«(32) Sl>83>35>...>52p._1>82p+1>...7
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czyli sumy czgsciowe o wskaznikach nieparzystych tworzg
cigg malejgcy. Zauwazymy dalej, ze
@33 Sop < 82p—1 <8
(34) ; Sap1>>52p > Sy
Na zasadzie (33) cigg rosngcy (31) jesl ograniczony od

gory, posiada wigc granice li_)m s9p =15; tak samo na mocy
p (o]

(34) cigg malejacy (32) jest ograniczony od dotu, posiada
wiec granicg lim sy, 11 =0. Lecz S0 11— Sop =9, 11; przecho-
p—>oc0 :
dzac do granicy, mamy:
lim s9pq — lim s, = lim %)1)+1,

p—>co p—>co P>
poniewaz lim sy, =0, lim sy, =s, 11m Ugprs =05 wiec
p—>co p—>co p=—>00

c—s=0, czyli c=s.
Przy pomocy twierdzenia o zbieznosci szeregu prze-
. miennego fatwo uzasadnié nastgpujace przyklady na sze-
regi warunkowo zbiezne. :
Przyktady:
1

1 s o AT g
1) Szereg i—§+§~71+5 _|_( )

jest zbiezny, brr"jest to szereg przemienuny, W ktor)m war-
tost bezwzgledna skltadnikow tworzy cigg malejgcy, datacy

-1

do zera, gdyz wartos¢ bezwzgledna ogdlnego wyrazu jest %
Szereg ten nie jest jednak bezwzglednie zbiezny, gdyz ciag,
utworzony z wartosci bezwzglgdnych wyrazow tego szeregu,
%—I— % —-l—%—l——}-— ;IL -+ ... jest rozbiezny; istotnie, jest to
szereg harmoniczny (I. 44).
1 1 1 (— 1+t
”’:+'_:l'_'7t_ . e O T T e o T
Vo N
jest zbiezny na tej samej podstawie, co poprzednio; ponie-
1

waz w szeregu l-—}— l_—l— ,—L-{» L_—}—...—I—t-{—...

PN v \n

Rachunek rézniczkowy i calkowy. 9

2) Szereg ,IT__
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wyrazy sg, poczgwszy od drugiego miejsca, wigksze od odpo-
wiednich wyrazéw szeregu harmonicznego, wigc ten drugi

szereg jest rozbiezny.

1 1 1
3) Szereg E=1 - Bl —+ Bo1 Br1 +...

—}—\/5}_1—\77:_1—{—... jest rozbiezny, gdyz sumy czgs-
: L ittty St :
ciowe sy = (5 v’§+1)+<\/3—1 ¢§+1)+"
1 1
(vp+1—1 ¢p+1+1) l+ + = ;

pomimo, ze to jest szereg przemienny, w ktérym warto$é
bezwzgledna wyrazu ogolnego dgzy do zera; nie powinno
to nas dziwi¢ gdyz cigg
1 1 1 1 1 1
V2—1 {241 §3=1" y34+1 Jya—1 yat1
nie jest malejagcy. Gdybysmy liczby tego ciggu uporzadko-
wali w ten sposob, by otrzymaé cigg malejgcy i nastgpnie
utworzyli szereg przemienny
1 1 1 1
= — = = —— e
V2—1 33— 1+\/4—1 V=1
1 1 1 1 g
6 e SRRt Gt retoii AR 00
vi1—1 {241 \/12-+1 Y A J3+1+
to otrzymalibysmy szereg warunkowo zbiezny.
4) Szereg
1 1 1 1 1
dad s VR S Sy 5 — 1)t
Foales aheouatied
jest rozbiezny, gdy s<0; jest warunkowo zbiezny, gdy
wykiadnik s spelnia warunek 0<s<1; jest bezwzglednle
zbiezny, gdy s>1.
Uwaga. Szeregi przemienne, ktéremi zajmowalismy
si¢ przed chwilg, nalezg do kategorji szeregéw, w ktérych

LT

nS
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warto$¢ bezwzgledna reszty mniejsza jest od wartosci bez-
wzglednej -ostatniego uwzglednionego wyrazu. W rzeczy
samej, niech s oznacza sume szeregu przemiennego u, — u, -+
+uy —u, ..., w ktorym w, S u, > u, > .. 1 limw, =0.

n—>co
Jak widzieliSmy s jest zawarte miedzy dwoma kolejnemi
sumami czeSciowemi So, i So,4q, t. J. 89,>8>89,1; dla kaz-
dej wartosci p. Stad
0<S2p—1 — §<S9p-1— Sap, lecz $9p—1 — Sgp = Uy,
0<s —59,<S9p11—50,, l€CZ Sopy1 — Sy =gy 1y,
czyli
Sop—1 — Ugp<S<S2p—1
» Sop<$ < Szp ~+ Ugp i1,
albo inaczej:
ST=Uy — Uy Uy — U, . Uap g — O Uy
§ =y — Uy Uy — Uy + ... —Ugp+ 0. Ugp iy,

gdzie O oznacza liczbg, zawartg miedzy 0 a 1,t.j. 0 <6< 1.

Wprowadzajgc reszte (patrz 1. 47), mozemy otrzymany
wynik wyrazi¢ jeszcze w sposéb nastegpujacy: kladac
$ = Sn—t Bn, |Bn|<tny1, czyli |R,|=0.uny, niezaleznie od
tego, czy n jest liczbg parzystg, czy nieparzysta. Innemi
stowy, jezeli zamiast sumy szeregu wezmiemy sume jego
n pierwszych wyrazow kolejnych (t. j. sumg czgsciowa s,),
to popetnimy btad R,, ktory co do wartosci bezwzglednej
jest mniejszy od w,.i, a wigc tembardziej mniejszy od u,,
t. ] od wartosci bezwzglednej ostatniego z kolei sktadnika
sumy S.

57. Dziatania nad szeregami.
Dodawanie szeregow.
Gdy dane sg dwa szeregi:

(33) a,+ a,+ a; ...+ a,4...
(36) DGVREN e P
to szereg

B7) (@t by) (8 + by) + (@ bg) F et (@u -0

nazywamy sume¢ dwoch szeregow (35) i (36).
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Jezeli szeregi (35) i (36) sg zbiezne, to zbieznym jest
i szereg (37) i suma tego szeregu réwna si¢ sumie pierw-
szego z tych szeregéw wigcej suma drugiego.

W rzeczy samej, niech s,, ©; i S, oznaczajg sumy
czesciowe odpowiednio szeregow (35), (36) i (37); wedtug

zalozenia lim s, =s, lim o, = o; z drugiej strony
n—>co n—>co 3
‘Su = 5y + Gnsy

przechodzgc do granicy, otrzymamy:
lim S, =lim s, + lim o, =s -5,

n —> 0o n—>co n—>oco
co dowodzi, ze szereg (37) jest zbiezny i suma jego rowna
sie¢ s+ o. \

Jasna rzecz, ze zamiast dwéch szeregéw skiadowych
(35) i (36) moze byé ich wiecej, np. trzy, cztery, i t. d,
w kazdym razie liczba skoficzona; w kazdym z tych przy-
padkow stosowaé sie bedzie twierdzenie, analogiczne do
udowodnionego. Jezeli szeregi (35) i (36) s3 bezwzglgdnie
zbiezne, to i szereg (37) jest takze bezwzglgdnie zbiezny.

Analogiczne okreslenie i twierdzenie stosuje si¢ do
odejmowania szeregéw; w szczegoly nie ma potrzeby wcho-
dzié, gdyz miedzy dodawaniem a odejmowaniem szeregow
istotnej réznicy niema.

Mnozenie szeregow.

Dziatanie, przy pomocy ktérego z szeregéw (35) i (36)
tworzymy szereg
(38) b, 4 (ashy + a,b) - (a5h; + ayby + a,b5) +- ..
ktérego wyraz ogolny jest

Anby - Gu1by + O oby+ ... 4 g by 1+ 0 b,
nazywa si¢ mnozeniem szeregéw. Dla skrdcenia szereg (38)
oznacza¢ bedziemy przez Xc,, tak, iz ¢, =a,b,,
¢ = (ay), + a,by), ¢y = (agt; + a27);_, + a9, it d.

Przy mnozeniu szeregéw mogg zachodzi¢ okolicznosci
bardziej ztozone, niz przy dodawaniu szeregéw; naprzyktad,
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moze si¢ zdarzyé, ze szeregi (35) i (36) sg zbiezne, ale sze-
reg (38) jest rozbiezny. Taka okoliczno$é zaj$é moze zreszty,
jak zaraz zobaczymy tylko wtedy, gdy oba szeregi sg wa-
runkowo zbiezne, ale i to nie zawsze.

Dla przykladu utwérzmy szereg, kiéry powstaje przez
mnoZenie szeregu zbieznego (warunkowo)

Sl B e A

V1 v 2 \ 5l Va | Vo
przez siebie (podnoszenie do drugiej potegi). W tym przy-

S N1
padku a,—b,= L?_L, wyraz za$ ogélny szeregu (38)
\
daje:
1 1 1
39 On| = —— _ .
@9 V1 n + /Z(n—1)+\‘3(n—2)+

N S e I
x(n—]—l—x):—x?—f—(n—f—l)x:—}{(n—}—l)”——[2x—(n—|—1)]2}
n—+1

2
i réwna sie }(n-}1)? a wiec r(n—{—l—x) 1 (n41)3
Bl <} I el ;

zn+1—x) < L(n+1), \/x(ﬁm) = o dla kaz

dej wartosci # w przedziale od =1 do z=n.

Maximum tréjmianu — 2*- (n-}- 1)z zachodzi dla =

Wyraz ogélny |e,|, jak wynika z (39), jest sumg wyra-

K)
zow, z ktérych kazdy jest nie mniejszy od BT stad

n -+
2n

Chl :l‘l; z nieréwnosci tej wnioskujemy, ze w szeregu

Zc, wyraz ogoélny nie dgzy do zera, gdy n—> oo, czyli nie
Jest spetniony warunek konieczny zbieznosci (1. 46). Niech
i oznacza dowolng liczbg dodatnig mniejsza od 2; na za-

«

TR 3 2n : >
sadzie nierownosci lea] = % i mozemy nawet twierdzié,
7
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ze w szeregu X|c,| prawie wszystkie wyrazy sg wigksze od A.

Jezeli wezZmiemy an—:-bn:(:;z—)f:, to otrzymany sze-
reg >c, bedzie zbiezny (patrz é¢wiczenia N. 30 i 31).

Iloczyn dwoch szeregow zbieznych moze by¢ szeregiem
rozbieznym, jak przekonaliSmy si¢ przed chwilg; lecz jesli
iloczyn ten jest szeregiem zbieznym, to suma tego szeregu
musi si¢ réwnaé iloczynowi sum dwoch omawianych sze-
regow. Twierdzenia tego dowiodt Abel. Wskazowki, ty-
czgce sie dowodu tego twierdzenia czytelnik znajdzie
w dziale éwiczen i zadan, patrz ¢wiczenie N. 30.

W tym miejscu udowodnimy, ze iloczyn dwoch sze-
regéw zbieznych, z ktorych jeden przynajmniej jest bez-
wzglednie zbiezny, jest zawsze szeregiem zbieznym i suma
tego szeregu réowna sig¢ iloczynowi sum tych dwéch oma-
wianych szeregéw (twierdzenie Cauchy-Mgrtensa). Zakta-
damy, iz szeregi (35) i (36) sa zbiezne, przyczem np.
pierwszy z nich, t.j. (35) jest nadto bezwzglednie zbiezny.

Oznaczmy przez s,, 6, i S, sumy czesciowe # wyrazow
szeregow (35), (36) i (38) i utwoérzmy rozniceg S, =S2— $ O,
ktorg uporzadkujemy wedtug porzgdku wskaznikow litery a.
Sw=(e,F o+ - 42 - @40+ +adb+D4-. F-b)=
=0 bnpe Tk bag) F 0, [t b (o b i ban-gatns Bl By ot

+ B Oy F Uy b0 ) T 8uqa(l H 0,0 S i A b
a wigc, oznaczajgc dla skrocenia przez oy warto$é¢ bez-
wzgledng wyrazu @, czyli, kladge o =|al,
(40) |8"n <0g.|bnsatbnsat.. . bou + 0l 0niaFbniot i Fbanpa)t...

Sl T

F 1.0 byt by 1| Figo b, F byt by gt

+a2"-lb1‘

Poniewaz szereg (35) jest bezwzglednie zbiezny, wigc
mozna znalezé takg liczbg M, iz suma
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oy F 0y - = |0y | - ag| 4 . - ]

jest mniejsza od M dla kazdej warto$ci wskaZnika m.
Poniewaz szereg (36) jest zbiezny, wigc mozna znalezé
taka liczbe M, iz dla kazdej wartosci m

|‘51+ bz+ b3+ + bm!<M’~
Niech & oznacza liczbe dodatnig, dowolnie matg; do

liczby € mozemy dobra¢ takag liczbe n,, iz dla kazdego
n>n, i dla kazdego p

€
“1 Out1 + Onpo .o Oy <swFir

; g
42) b1+ Onto + - butl < i
wynika to ze zbieznosci odpowiednich szeregow. Uwzgled-
niajgc (42), z nieréwnosci (40) otrzymamy:

/4 € ’

W al<(oy 4+ 03 4...4- 1) M M (g1 Cpgot... o),
skad dalej
Sﬁn{ <-M

Poniewaz
8’ = Sop — 546y, Wiec lim (S, — $,6,) =0,
n—>oco

’ € S
e+ 2 e S <

czyli
lim S5, =lims,.limo,=s.0

n-—>co n—> oo n—>0oco
t. j. sumy czgsciowe parzystej liczby sktadnikéow szeregu
(38) dazg do granicy s.oc.
Oznaczmy przez S”, roznicg Sonii— Sut+1.0nt1; PIZY
pomocy analogicznego rachunku dojdziemy do wniosku,
ze lim S”, =0, a wigc lim Sy, =5.0.

n—>co n—> oo
Stgd wniosek, ze szereg (38) jest zbiezny i 2e suma
jego réwna si¢ s.c, jak trzeba byto udowodnié.
Jezeli nie tylko szereg (35), ale i szereg (36) sg bez-
wzglednie zbiezne, to szereg (38) bedzie nie tylko zbiezny,
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ale nawet takze bezwzglednie zbiezny. Dowéd, jako bardzo
latwy, zostawiamy czytelnikowi.

58. Szeregi podwdjne.
Sg to szeregi, ktorych sktadniki dane nam sg w postaci
ciggu podwdjnego:
Qyy gy Qg oo Uiyee.
oy Ogg Ugg oo (p...
31 gy O3y «ov O3n...

Oznaczymy przez S,, sume wyrazow zawartych w m wier-
szach i » kolumnach poprzedniej tablicy, t. j.

Sun = (g3 + g5 + ... - W) F- (@9 - G35+ .. - o0 b i
o = (g = tong = 2o = )

Szereg podwojny nazywa sie zbieznym, jesli suma $u,
dazy do okreslonej granicy s, gdy m i n dgza do nieskon-
czonos$ci, niezaleznie od prawa, wediug ktdrego rosng m i 7.
W przeciwnym razie szereg nazywa si¢ rozbieznym.

Mozemy naprzyklad przejs¢ do granicy w nastgpujgcy
spos6b, ktéry nazywamy sumowaniem wierszami: tworzymy
naprzéd sumy wyrazow pierwszego, drugiego wiersza
i kA §

(g +(’12 e P e Ce ol +...=5
gy = Ogg + gy .0+l +...= 8

.......................

Nastgpnie tworzymy szereg s, + o+ 8+ ....+su+.5.
Zauwazymy, iz

S - Siny 8+ s, =1lim $o,, 8 + 5, —|—- sioni Boe= L0 Syl
n~—>co n->co \

n—»co
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tak iz suma szeregu s, + s, + s, 4 ...=lim (lim Sih ,1); oczy-

m—>co\n—>co
wiscie, przyjmujemy, iz wszystkie granice, o ktérych tu
mowa, istniej3.
Mozemy przej$¢ do granicy podwodjnego szeregu, su-
mujgc kolumnami, t. j. tworzymy naprzéd sumy wyrazow
pierwszej, drugiej kolumny i t. d., czyli

a11+a21+a31+--o+a‘ml+...=(51
gy + g + O3 oo F Gua ... =0,

.....................

Nastgpnie tworzymy szereg o, + 6, 6;—+...Fo. ...,
ktéorego suma, o ile istnieje, rowna si¢ oczywiscie
lim ( lim smn).
n—>co\m —>co

Widzimy, i2 sumowanie szeregdw podwoéjnych jest
w $cistym zwigzku z sumg nieskonczonej liczby szeregow.
Jezeli szereg podwdjny jest zbiezny, to oba wyzej wymie-
nione sposoby powinny daé te samg sume, t. j.

lim ( lim s,,,,,) = lim ( lim s,,,,‘) =
m—> co\n —>» oo 1 —> co \nm —>»00

ale i kazdy inny sposdb sumowania powinien da¢ te samg:

Y Yy sp P 3

granice; tak, np. takze lims,,=s i t. d.

Yatwo daé przyktad stwierdzajgcy te okolicznosé, ze
sumowanie wierszami, moze da¢ liczbg¢ inng, niz sumowa-
nie kolumnami, tak, iz z istnienia jednej z tych sum nie
mozna wnioskowa¢, iz szereg podwojny jest zbiezny. Moze
si¢ nawet zdarzy¢, iz sumowanie wierszami i kolumnami
daje t¢ samg sume, ale sumowanie wedlug innego prawa
daje co innego.

Dla utworzenia odpowiednich przykladéw, zauwazmy,
iz znajgc wyrazenie sum czesciowych s,, w zaleznodci od:
m i n, mozna z tatwoscig odtworzyé skladnmiki a,, odpo-
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wiedniego szeregu podwdjnego. Mianowicie czytelnik spraw-
deb Ak 4 =80
Om1 = Sm,1 — Sm-1,1
Ain == Sin — St n—1
Umn = Smn — Sm,n—1 — Sm—1,n + Sm—1, n—1, dla m> 17 n>1
Niechi inpiesy,— AL obliczmy, jak wyzej, wyrazy am,
m _|_ n, b
i napiszmy odpowiedni szereg podwdjny. Sumowanie wier-
szami da nam lim ( lim T—tﬁ) =1
m—>co\n—>coM 1
sumowanie zas kolumnami da nam
lim ( lim m‘_l?)=+1,
n—>0co \m —>oco M + n
natomiast lim s, , = 0.
m? + n?
CE=
lumnami daje t¢ samg sumg¢ 1, sumowanie za$§ wedtug
prawa

Jezeli Spn— to sumowanie wierszami i ko-

lim s, , daje 1.

Czytelnik z tatwoscig ulozy szereg podobnych przy-
ktadéw. Wobec tych przykladéw zrozumiemy wage naste-
pujacego twierdzenia:

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu podwdjnego sg do-
datnie, i jezeli istnieje suma wedtug wierszy (albo wedtug
kolumn), to szereg jest zbiezny i sumowanie wedtug kazdego
innego prawa da t¢ samg granice.

Zalotenie: ay,>0 dla kazdej pary wskaznikéw m,m;
S3+ S + 83+ ...+ Ssu—... jest szeregiem zbieznym, kté-
rego suma rowna sie s. ;

Przekonajmy si¢ naprzod, ze sumowanie kolumnami
da t¢ samg granice.

iy + (L_)n'}—‘a{m + eion + Uonn <'5’1 + Sy + Sq + e + Smy
_gdyz Uy + op + e + amn<3mm \
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przyczem su, przy staltym m rosnie wraz z n, gdyz sktad-
niki sg wszystkie dodatnie; z tego powodu

Sman <M Sy p; lecz lim 8y =5, 4 5, F 5, + .. —|— R

% —»00 N —» O
na mocy twierdzenia o granicy przy dodawaniu skonczonej
liczby sktadnikow; tak wiec

U+ Gon ... F @un <5y
0znaczmy Qg+ o, ~+ ... + Gun Przez u,,; ciagg
Uin, u2n; u3-n7..., Umnyeee
jest rosngcy i ograniczony od géry, a wigc posiada gra-
nicg, ktérg oznaczymy przez c,.
Wyrazy, nalezagce do tej samej kolumny, tworzg wiec
szeregi zbiezne.
Udowodnimy teraz, ze szereg o, + 6, +6,-...+0, -+
jest zbiezny; w tym celu zauwazmy, iz

Smn:'um1+um..+ _‘-umn<§. +So + "I_Sm<S
Hm sy . =—hm U, 1—}— 11m u,,p-{— .+ lim w,, ,<s

m—> 0o m —> 00 m—>co
lecz Wm %y =0, limuue=o,,..., lim %, =o,,
m—>co m—>co m—>»oo

tak, iz lim s, , = 6, 4 6, + 6, + ... + 6, <s.
m—>co

Szereg o, + o6, + o, ...+ 0,4 ... jest ograniczony
od gory i posiada wyrazy dodatnie; taki szereg, jak wiemy
jest zbiezny i posiada sume o < s, (patrz 1. 47).

Tak wige, sumujgc wedtug kolumn, mamy granice o;
mozemy teraz wyjs¢ z zalozenia, iz o, o, 6, ..
eeet On...=0c zamiast s, s+ 55...+Smw—=+...=s i ro-
zumujgc w sposéb amalogiczny do poprzedniego, otrzy-
mamy §< ¢ zamiast ¢ <s. Zestawiajgc te dwa wyniki,
widzimy iz s=o, co trzeba bylo udowodni¢.

Eatwo si¢ przekonaé, iz kazdy inny sposéb sumowa-
nia da t¢ samg sumeg s. Niech vpy = + G+ ... + o,
w takim razie s, , =1, + v+ ... Vmn, przyczem v,,,< sn;
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ze zbieznosci szeregu s, +s,+ s, ...+ s+ ... wynika,
iz do kazdej liczby dodatniej ¢ mozna dobraé takg liczbe
v, iz S414 Spet...+su<te, jakkolwiek wielkg jest
liczba m > v; poniewaz v,,, <s., wiec i
(43) UyttnF V12t 0 4gnt it un<lde
dla kazdej wartosci » i dla m >v.
Poniewaz s, + s, + ...+ 8.+ ...=s, wiec przy dosta-
tecznie wielkim wskaZniku v, mamy
(44) lss s+ s+ .. +>_5|<1
liczba v jest ustalona przez powyzsze warunki (43) i (44).
Poniewaz

I (10— V0 e - 0,0) =5, 8 = 8 o -5y,

wigc mozna znalezé takg liczbg p., iz » > pocigga nie-
réwnosé
15)  putvat e F o — (8 5+ ... F5)<ie
z zestawienia (43), (44) i (45) wynika
Vin~Von V30 oo F Vo Uyt w0, 0 e F T —sI< €,
czyli

Smn — 8, <E,
skoro tylko m>v i n>p., jakkolwiek malg jest liczba do-
datnia €, czyli s,., dgzy do granmicy s, gdy m i » dazg
jednoczesnje do nieskonczonosci wedlug dowolnego prawa.

Udowodniong wlasno$¢ mozna, oczywiscie, rozciggnaé
na szeregi, ktorych wyrazy sg ,prawie“ wszystkie tego sa-
mego znaku.

Twierdzenie o poréwnywaniu dwoch szeregow stosuje
si¢ takze do szeregéw podwdjnych o wyrazach dodatnich:
jezeli wszystkie wyrazy pierwszego szeregu podwoéjnego sg
mniejsze od odpowiednich wyrazéw drugiego szeregu po-
dwdjnego, i jesli ten drugi szereg jest zbiezny, to i pierw-
szy takze jest zbiezny. \
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Szereg podwodjny nazywa si¢ bezwzglednie zbieznym,
jesli inny szereg podwodjny, utworzony z wartosci bez-
wzglednych wyrazéw szeregu danego jest zbiezny. Fatwo
sprawdzi¢, ze bezwzgledna zbieznos¢ pocigga za sobg
zbieznosé szeregu danego; jezeli szereg podwojny dany
zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw ujemnych, to two-
rzymy nowy szereg podwdjny, ktorego wyrazy rownaja
si¢ odpowiednio wartosciom bezwzglednym wyrazow sze-
regu danego; jezeli w ten sposdb utworzony szereg po-
dwoéjny okaze si¢ zbieznym, to szereg dany jest bezwzgled-
nie zbiezny i mozemy obliczy¢ sume jego bgdz przez su-
mowanie wierszami, badZz przez sumowanie kolumnami,
bgdz to przez sumowanie wediug jakiegokolwiek innego
prawa, gdyz przy kazdym z tych sposobow musimy otrzy-
ma¢é t¢ samg granice. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

59. Iloczyny nieskoriczone.

Jak teorja szeregéw prowadzi do uogolnienia pojecia
sumy, tak teorja iloczynéw nieskonczonych jest uogdlnie-
niem pojecia iloczynu w przypadku, gdy liczba czynni-
kow jest nieskonczona.

Przypusémy, iz mamy cigg czynnikow

Lol e s
utworzmy iloczyny czesciowe
el ) B Ty (LY X = ) )
Pl '—'7'15 ]‘2 —?’11"21 13— 1'1'1"2‘/13""'
[)n S 'UI'T'_’ . I"B eny Vi

Jezeli istnieje granica tych iloczynéw czesciowych P,,
gdy 7 rosnie do nieskonczonosci, i rowna si¢ P, to mo-
wimy, iz iloczyn nieskonczony

050 Uy o Vs o
jest zbiezny i rowna si¢ P, gdzie, jak zaznaczyliSmy,
PRl

n—>0o0o
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co piszemy takze w postaci
P g AT W

Mozna z tatwoscig zwigzaé teorje iloczynéw nieskon-
czonych z teorjg szeregéw. Tak, np., niech a,=v,,
ag=PFP,— P,=v(w,—1), a;=P,— P, = 0,0, (v,— 1),...,
O ="0;Vs ..., Un—1(vn—1),... jasna rzecz, ze P jest sumg
szeregu :
(46) a,+ay+a;+...+a.+...,
poniewaz suma cze$ciowa n wyrazow tego szeregu rowna
sig wtasnie P,.

Zauwazymy takze, iz

log P, =log v, -+ log v, +log v, + ... -} log vy,

a wige log P jest sumg szeregu
(47) log v, + logv, +log v, + ... 4 log v, + ...

Zbiezno$c szeregu (47) jest wigc warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym, by iloczyn

W ot

byt zbiezny i posiadal warto$é rdzng od zera.

Przypadek, gdy lim P,=0 roézni si¢ pod niektérymi

n —>» 0

wzgledami od przypadku, gdy lim P,—= P + 0, i dlatego

n —>» oo

bgdziemy mowili, ze iloczyn nieskonczony jest zbiezny, bez
dodatkowych oméwien, tylko w tym przypadku, gdy granica
lim P, nie réwna si¢ zeru; inng kategorj¢ iloczynéw beda
stanowity dla nas te, w ktérych lim P, =0; wreszcie trze-
cig i ostatnig kategorje bedg stanowily iloczyny nieskon-
czone rozbiezne.

Jezeli iloczyn jest zbiezny (a wigc lim P, = P =+ (), to
v, dgzy do jednosci. Wynika to stgd, iz wtedy szereg (17)
jest zbiezny, a wigc jego wyraz ogélny logv, dazy do zera,
czyli lim v,—=1. Albo (46) inaczej a,, — Py,— Py = P, _1(v,—1);
poniewaz szereg Za, jest zbiezny, wige lim a, =0, czyli

n=>» 0o
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lim (v, —1) P,y =lim (v, — 1).lim P, ,=0);

n—>00 n—>00 n—>oco

poniewaz zakladamy, iz
lim P, & 0, wigc hm (v,.— 1)=0, czyli limv, = 1.

n—>co n—>co
Jezeli iloczyn nleskonczony réwna si¢ zeru, {o v, moze
nie dgzy¢ do jednosci; granica moze byé inna, albo wcale

moze nie byé granicy; np. jezeli v,,:%, 10 Hm Fr=—<()

n—>00

i lim v, =0; jezeli vn_ﬁ{n—{—(—l)(n—))} tolim P,=0,

lecz v, nie dgzy do zadnej granicy.

My zajmowa¢ sig¢ bedziemy gtownie przypadkiem, gdy
iloczyn jest zbiezny, t. j. gdy lim P,=P 3 0; z tego po-
wodu wygodnie nam bedzie wprowadzié réznice v, — 1,
ktérg oznaczymy przez u,, tak, iz v,=1--u,, gdzie u,—> 0.

Naprzéd zbadajmy przypadek, gdy wszystkie liczby
u, sg dodatnie,.

Zauwazmy, iz

(14 w) (U ) (1) oo (1 4 )=
=14 u +uy +ug .o - + wuy + ugu, +uyug,
poniewaz wszystkie u, sg >0, wiec
P > 1 + Qn,
gdzie sp=u, +uy+u,+...4+u, Jest sumg czesciowg
szeregu
(48) Uy Uy U+ ..U
Z drugiej strony

2

Oy == Uty ~ Uyt~ voo U 1 Un < .,,

gdzie z lewej strony ostalniej nierownosci wystepuje suma
wszystkich mozliwych iloczynow z liczb w,, u,, ... u, po dwa.
Tak samo, jezeli ; oznacza sume¢ wszystkich mozli-
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wych iloczynéw z tychze liczb po trzy, to, jak tatwo
sprawdzi¢,

5.2

E T

jezeli o, przyczem p < n, oznacza sumeg wszystkich mozli-
wych iloczynéw z liczb u,, %,,..., %, po p czynnikéw, to

0y <

0167
(1) (A1) (14-10) e (14 ) = 18,40y -0, 4 . £ 63,
a wigc

S 2auiy S
Pn<1—1—-5’,,—|— 2*!—|— 3‘—|—...+n*'
czyli
(19) 1+ s, <Pu<l4s.+

Twierdzenie:

Iloczyn nieskonczony (1+4u,)(14u,) (14 uy)... ().,
w ktérym wyrazy w, sg dodatnie, jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy szereg (48) jest zbiezny.

Twierdzenie to wynika z nieréwnosci (49). W rzeczy
samej, poniewaz liczby u, sg dodatnie, iloczyny czgsciowe
P, tworzg cigg rosngcy; jezeli wigec okazemy, iz cigg ten
jest ograniczony od goéry, to tem samem udowodnimy, iz
iloczyn nieskonczony jest zbiezny.

Zalézmy wiec, ze szereg (48) jest zbiezny; w takim
razie cigg jego sum czgéciowych jest ograniczony od gory,
-czyli istnieje taka liczba M, iz

s, <M, dla kazdego n.

Z nierownosci (49) wynika nieréwnosé

M M M
P+ M4+ g+t <4,

STt g

SYCFy T e

* Dowod przez indukcje. W iloczynie s,.,P:sn.s,,.s,,.. s

n.
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gdzie 4 nie zalezy od wskaznika n i jest sumg szeregu
9! st
nieskonczonego 1+M+ 57 —|— —|— (n+1)‘+""
ktory jest zbiezny (patrz 1. 48, przyklad drugi).
Z nierownosci P,< A dla kazdego n wynika zbiezno$é
iloczynu nieskonczonego, t. j. istnienie lim P, —= P.

n—>co
Odwrotnie, zat6zmy, ze iloczyn jest zbiezny; w takim
razie iloczyny czgsciowe P, sg ograniczone od gory, t. j. spel-
niona jest nierownos¢ P,<M dla kazdego n, o ile odpo-
wiednio dobierzemy liczbe M. Z nieréwnosci (49) wynika
s P, —1, ezyli s,<M—1;
sumy czesciowe szeregu (48) sg wigc ograniczone od gory,
a poniewaz cigg ten jest rosngcy, wiec lim s, istnieje, a za-

n—>o00

tem szereg (48) jest zbiezny.

Lloczyny nieskoriczone bezwzglednie zbieine.
Zajmiemy sie teraz iloczynami.

(50) (L) (Lu) (1 +%)...(L+w)...,
w ktorych liczby u, mogg byé i dodatnie i ujemne.

Jezeli szereg (48) jest bezwzglednie zbiezny, to iloczyn
nieskonczony (50) nazwiemy bezwzglednie zbieznym.

To okredlenie mozna zastgpi¢ nastgpujgcem: iloczyn
nazywa si¢ bezwzglednie zbieznym, jesli inny iloczyn,
utworzony z danego przez zastgpienie liczb u,, u,,... u,,...
przez ich warto$ci bezwzgledne jest zbiezny.

Twierdzac, iz iloczyn (50) jest bezwzglednie zbiezny,
stwierdzamy tylko zbiezno$¢ innego iloczynu, nalezy wigc
udowodni¢, ze iloczyn bezwzglednie zbiezny jest zbiezny
w znaczeniu, jakie nadali$my temu terminowi na poczgtku
tego rozdzialu; niech w,=|u,|; twierdzac, ze iloczyn (50)
jest bezwzglednie zbiezny, stwierdzamy zbieznosé¢ szeregu
o wyrazach dodatnich:

Rachunek rézniczkowy i catkowy. ] 10
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1) w, Fwy+wy+ ...+ Wa ...

stgd wynika, ze iloczyn nieskonczony
G2 (Fw) (U Fw) L+ wp).o.(IFw)...
jest zbiezny (na mocy tylko co udowodnionego twierdzenia).

Oznaczmy jak poprzednio,

(1,,——‘([ +u1)(l +u2) (l +un+1)“"= Pn T Pn—l;
oznaczmyZ, podobniez: i
bn=(1+w1} (1+'w2)(1+w3)-°-(l+wn—1)wn=nn—nn—1,
gdzie P, i II, oznaczaja iloczyny cze$ciowe iloczyndw
nieskonczonych (50) i (52).

Szereg =D, jest zbiezny, gdy? jego sumy czgsciowe sg
rowne iloczynom czg$ciowym iloczynu zbieznego (52). Po-
niewaz w, = |u,|, wige, oczywiscie, |a,| < b,, a wskutek tego
szereg Sa, jest takze zbiezny. Lecz sumy czg$ciowe sze-
regu >a, s3 réwne iloczynom czesciowym iloczynu nie-
skonczonego (50); ze zbieznosci szeregu:Xa, wynika wige
zbiezno$é iloczynu nieskonczonego (50).

Szeregi bezwzglednie zbiezne majg wtasnosci najbardziej
zblizone do wtasnosci sumy skonczonej liczby skladnikéw;
podobniez, iloczyny nieskonczone bezwzglednie zbiezne
posiadaja wiele wtasnosci takich samych, jak iloczyny
skonczonej liczby czynnikow.

Z posrod tych wlasnosci zajmiemy si¢ dwoma, mia-
nowicie: 1) iloczyn nie zalety od porzgdku czynnikow;
2) iloczyn réowna sig zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jeden
z czynnikow réwna sig¢ zeru,

Udowodnimy naprzéd, ze zachodzi wilasnos$é naste-
pujgca:

Jezeli iloczyn nieskonczony (50) jest bezwzglednie
zbiezny i jesli € oznacza dowolnie matg liczbe dodatnis,
to mozna dobra¢ do e taki wskaznik 7, ze iloczyn ilu-
kolwiek czynnikéw ksztattu 1 u,, przy n>n,, rézni sig
od jednosci mniej niz o €, t. j. ze

(L) (1 tg) oo (14 u0) — 1] <.
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Dowdd jest nastgpujacy:
(It ) (L tng) ... (1 F ) —1=0,- 0, F... + o3,

gdzie 6, oznacza sumg liczb u,,, ., ..., u,,; 6, sume wszyst-
kich iloczynéw tych liczb po dwa;.o, sume wszystkich

iloczynéw tychze liczb po trzy i1 d Oznaczmy, jak po-
przednio, w,= |u,|; w takim razie

(A 4+wa) (14 wng) ... (0 i) — 1 =0+, + ...+ o4,
gdzie o'}, ¢’y,..,0'x s3 utworzone przy pomocy liczb w,
w ten sam spos6b, w jaki o,, 6,,...0; utworzone sg z liczb
U Stad [0, <0y, [0, < 0y, ., [0l < 0a; a2 wige ;

101465 + oo + 0kl <0/ + 6"y 4 ... &, czyli
(1 uny) (1 %ng) .. (1 0t,) — 1] < (1 F20u,) (1 F204,) ... (1 8 Sl
lecz

(1420ny) (1 + wng)... (1 - 200) —1 = Gl1+ o'y +.e. 4 02 +
2
+((’ 1) + + 7
stagd
2 ’ \k
(53) (1 + tny) (T+upg) o (1 +up) — 1] <0, +(°1) +,..+(‘;CI!),
gdzie

(34) 6’y = Way + Wy ... + Wa,

Poniewaz szereg (51) jest z zalozenia zbiezny, wige
kazdej liczbie €>( podporzagdkowaé mozna taki wska-
znik n,, by

Wy —+— Wy 41 +.w"+2 o + Waip < €
dla kazdego p, skoro tylko n>n,; sigd wynika, iz

(35) o <e
jezeli w (54) wskazniki n,, n,,..,7; s3 wszystkie wigksze
od n,,.

Liczbg & wybieramy mme]sza od 4; w takim razie,
na mocy (55),

10*

- A
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oA O ettt <2,

a wiec z (53) wynika, iz
(1 ) A (L Yt ety B

co trzeba bylo wykazac.

Niech P oznacza wartosé iloczynu nieskonczonego bez-
wzglednie zbieznego (50).

Jezeli zaden z czynnik6w 14w, tego iloczynu nie
réwna sie zeru, to P = 0.

Takie jest twierdzenie, ktore teraz udowodnimy. Niech
€ i n, majg te same znaczenie, ktore ustaliliémy przed
chwilg, Iloczyn P napiszmy w postaci

Pie—="P.i: Fesogdzie n >0
Po=(1+u,) (1+uy)(1 F o)y By=(14Upp1) (1 +tni2)ene(1 Hnip) ...

P, nie réwna sie zeru, gdyz jest iloczynem skonczonej
liczby # czynnik6éw, z ktérych zaden, na mocy zatoZenia,
nie rowna sie zeru.

By ==l Hur

p—>00
gdzie = Ay p = (1 + 1) (1 + Unpo) oo (1 F tnin);
otoz ;
(1 + Untr) (1 4+ Unt9) oo (L Ftni ) >1 —8E>4, czyli B »>%,
gdzie p dowolne, a n» ma warto$¢ ustalong poprzednio; stgd

Ey=1im By, > 4

p—>00 .
czynnik #, nié moze si¢ rowaaé zeru, gdyz jest > .

Tak wigc P jest iloczynem dwoéch liczb P, i Z,,
z ktérych zadna, jak wykazali§my, nie moze si¢ rownaé
zeru, A wigc P & 0, co trzeba bylo udowodnié.

Udowodnimy teraz, ze wartos¢ iloczynu nieskontzonego
bezwzglednie zbieznego (50) nie zmieni si¢ ze zmiang po-
rzgdku czynnikow. Przypusémy wigc, Ze iloczyn

(56) (14 2)(+2)...(1+v)...
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utworzony jest z tych samych czynnikéw, co iloczyn (50)
w innem uporzgdkowaniu, przyczem nadajemy terminowi
»sklada sie z tych samych czynnikéw, tylko w innem upo-
rzgdkowaniu“ znaczenie, ktore ustalilimy poprzednio przy
szeregach (l. 53). Niech P, oznacza iloczyn czesciowy ilo-
czynu (50), a II, iloczyn cze$ciowy iloczynu (56). Niech
€<3 oznacza liczb¢ dowolnie malg, a » ma warto$é wiekszg
od n,, gdzie n, jest liczbg dopasowang do ¢, jak poprzed-
nio. Niech m oznacza liczbe (wigkszg od ») takg, by ilo-
czyn I1,, zawieral wszystkie te czynniki, ktére wchodzg
w sktad iloczynu P,; wtedy, oczywiscie

%:’:(1 + ) (1 = Ung) ... (L 20,

gdzie 14wy, 14wy, ..., 1+ u,,, oznaczaja czynniki, ktére
wchodzg w sktad II,, a nie sg zawarte w P,; jasna rzecz,
e n,, n,, .., nx 83 to wszystko liczby wigksze od #, a wige
i od m,. Z tego powodu, jak widzieliSmy, zachodzi nie-
rownosé

‘!E'E —1 |< €

| Py gt
czyli
Feihe )
przyczem, gdy e dgzy do zera, m i » d3zg do nieskonczo-
nosci, o ile zaczagwszy od pewnego miejsca wszystkie u,
nie réwnajg sie zeru. Stad wniosek, ze

1 &” =E= 1

n—>co Pn i
czyli II= P, co trzeba bylo wykaza¢.

l—e<L

Przyktad. lloczyn nieskonczony, ktérego czynnik
4n® —1

WSt jest bezwzglednie zbiezny, gdyz w tym przy-
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padku w,—=— — a szereg X B jest bezwzglednie zbiez-

-
4n?’ dn?
ny. Zobaczymy pézniej, ze warto$¢ tego iloczynu jest %

60. Wyznaczniki nieskoriczone.
Oznaczmy przez D, wyznacznik nastgpujgcy, rzedu n:

L+ an g 13 ...o... Qi

(15 b day a8y iR Aoy

e == Qg1 ax 1-+ass..... asn
Q1 A2 3 1 + Qyn

ktérego wyrazy utworzone sg przy pomocy wyrazow ciggu
podwdjnego

a’ll‘ a12 a131 seey alu, ves
D) Aygs ggy «ves CTPRR
(R e S ] S S
A1y 2. amR, seer Omn,y o

Wyznacznikiem rz¢du nieskoficzonego nazywamy gra-
nice lim D,, o ile takowa istnieje.

Twierdzenie. Jezeli szereg podwoéjny 22, utwo-
rzony z wyrazéw wzmiankowanego ciggu podwdjnego jest
bezwzglednie zbiezny, to wyznacznik nieskonczony, odpo-
wiadajgcy temu ciggowi jest zbiezny.

Zatozenie: Szereg podwojny T |a,. jest zbiezny; teza:
D, dazy do granicy, gdy n — oo.

Oznaczmy przez P,. iloczyn
(14 o) (1 o) ven (1 cum) (1 -a5,) (1 4 29) (14 %g5) . - . -

voe (L4 0) (14 og,) (L4 0g5) (1= 0tg5) oo (L 034) ...

coe (1 0tny) (1 + ) oo (1 Cun)y

gdzie oy = |ay|; gdy n-—> oo, P, dazy do gran'icy, ponie-
\
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waz na mocy zalozenia szereg ~Za,, jest zbiezny. Eatwo
sprawdzié, iz

]Dn!<Pn2,

jezeli bowiem rozwiniemy wyznaczaik 0, iiloczyn P, na
sume skiadnikow, to okaze sig¢, iz kazdemu sktadnikowi,
wchodzgcemu w sklad D, odpowiada réwny mu co do
wartosci bezwzgledny skladnik w rozwinigciu iloczynu
P,,, lecz oprécz tych wyrazow sg w P, jeszcze i inue
sktadniki, a poniewaz wszystkie wyrazy w P,. sa dobdatnie,
wiec stagd odrazu wynika wzmiankowana nieréwnos¢.

Dla tej samej przyczyny

'I)n+p o l)n’ <*P('n+p)2“‘ Pe;

modut kazdego skiadnika w rozwinigciu réznicy Dy, — D,
jest sktadnikiem réznicy Ppip):— P, przyczem ta ostatnia
roznica zawiera oprdcz tego jeszcze inne sktadniki dodatnie.

Poniewaz P, dazy do granicy, wigc do kaidej liczby
dodatniej € mozna dobraé wskaznik 7, taki, ze skoro,
tylko n>mn,, to Pyiy:— Pne<e, dla dowolvej wartosci
liczby p; a wige »>n, pocigga takze nier6wnosé

Do Dfs;

powoltujgc si¢ na ogélng zasadg zbieznosci, wysnuwamy
stad, iz cigg D,, D,, D,,..., D,,... jest zbiezny, co trzeba
byto udowodnié.

Cwiczenia 1 zadenia.

- 1. Udowodni¢ za pomocg przekroju istnienie pier-
wiastka dodatniego réwnania z® -+ 22 =a, gdzie a>0.

2. Srednia arytmetyczno-geometryczna.

Niech a i b oznaczajg dwie‘lic_zby dodatnie, przyczem

a<b,
b .
= a_—-g—_ Jest $rednia arytmetyczna,

b, =\ab jest $rednia geometryczna tych liczb.
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Tworzymy nastepujgce dwa ciggi

B A, ity B oo
b, B B rnid Bassin

gdzie a, =1 _i_ bl. b, =\aby; .
Uyl — ?12‘ (Cn + bn); bn—{—l = \/a" b”;“'

Udowodnié, 2e pierwszy cigg jest rosngcy, a drugi
malejgcy, e kazda liczba pierwszego ciggu jest mniejsza
od kazdej liczby drugiego ciggu i ze dgza do wspolnej
granicy, (ktéra si¢ nazywa $rednia arytmetyczno-geome-
tryczna). Poda¢ konstrukcje geometryczng ciggu tych od-
cinkow.

Wskazéwka: Udawadniamy naprzéd, iz a<<a,<b,

— l
o b, vab < a_—g_g, czyli a, < b,, a wige
a<a,<b,<b. Stad wynika a<<a,<a, <...<an<...<b <...
. <by<b <b; a wige lima,=a, limb,—>B. Lecz

n—>co n—>00
2,41 = a, + b,, dalej 2lim b,y =lim a, 4 lim b,, czyli
n —=>»co n—>00 n—>co

2p=a+B, B=0; bipy— 1 =3 om0 — 2 Ve b =

— o bpr1—a [F R
e s Dt pvBa VR o e

S e g e N

3. Srednia arytmetyczno-harmoniczna.
Ciag @, a,, Gg,..., @y,... jest harmoniczny, jezeli cigg
liczb odwrotnych, t. j. cigg o

Lopd dear it
ol atareanga
jest postgpem arytmetycznym.
e e R B
W o5 et P Y —_———
tedy al+a3 iy (12+a4 ARy
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Niech 0<a<b. Udowodnié, ze $rednia harmoniczna.liczb-
a i b jest mniejsza od ich s$rednio geometrycznej.

W rzeczy samej
S Subi kb Iab B alyab
o e s L b ey

Tworzymy dwa ciagi:

>0

Gy W5 e S
By Bl ey B
A 2ab a+b 2a,b a, -+ b
ol :

Uy = m, bnt1=%(a -+ bi); ...

Udowodnié, ze cigg pierwszy jest rosngcy, cigg drugi
malejgcy, Ze kazdy wyraz pierwszego jest mmiejszy od
kazdej liczby drugiego ciggu i Zze dazg do wspdlnej gra-
nicy, ktérg nazywamy srednig arytmetycznie-harmoniczng.

4. Srednia geometryczno-harmoniczna.

Rozwigzaé¢ takie same zadanie dla ciggéw, okreslonych
2.ab b ’—-’—)
a+ T LT Nao;

S B d, 2 @, by
) 2=\/“1b1?---; Q1= ——7 73> bn—i—l——\'a'nbn,
a —|—b by

przez wzory:

5. Zbada¢ ciaggi, okreslone w nastgpujgcy sposob:

3 e C T
1 a —Va‘b b _\a - b dy \/a1b1» by =\/%(a21+b12);...

Sy rn —hS O Dny Onys = V3 (a2 +1%); ...
atb Sl
2) a="1", b= Vi@FP =4+,
by = V3@ F-0%);. .5 g1 =30+ bn), bnjr=\1(0%A0%);
7
Wskazéwka. Do pierwszego pytania: \ 3 > Jab;
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a® | b2
\ a + e <b ])211—{—1 ST a2n+1:é’(bn e aﬂ)z;
bn-}—l g an+1 AT bn —day, .
bn — Oy # bn+1 + Aty 1
(an + ba)? + b,.)2

(bnt1 - Anpa)? > BPugs + 0P =

n+1 i an+] b — Ay
\/z((l”"'_b")’ ST \/27)n+an<

] n
by — < (V_Q) b — a).

Do drugiego pytania.
a+tb

Vi ((12 F59) > Ay b%q1 — 0Py =
e e
8dyz  bnpi 4 Gupr > @+ bas by —a, < fu (b — ).
6. Dany jest ciag Fibonacci’ego:
1208, B: 80 30 iy Bt
ktory jest okreélony przez: a;, =1. a3 =2, Gup1 =y + tGi_yz;
Znalez¢ lim

n—>c0 Uniq
wskaznika n. Udowodnié, ze: a,  @uy — a2, = (— 1)"'“;
nastgpnie, 2e: an=am Gp—m— Gn_1 Grm_1, gdzie m <m;

a‘2n7= aen + a2n~_1
Udowodnié¢ wreszcie, ze a,— \/5 {(1+\/ ) (1°2\/7) ]

b1+ Gnpy >

1 .
J7

(b, — (z,.)2
4 ’

L

,» nie znajdujgc wartosci a, w zaleinoscl od

7. Znalez¢ granice ciggu YU s ol by
jezél w =a wo= u,._l_l__g(uu—}-u,._l)
8. Znalez¢ granice ciggu u,, u,,..., U,,...,
2»—1
2Ly

e

jezeli u,—
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9 Znalezé lim —*%

n—>co Un

jezeli 10 %y 44 e R (R TR T

10. Znalezé granice lim uy,
7 —> 00

jezeli ul=a, ..., 41 ="Usa.
11. Znalezé granice lim u,,

n-—>oco
L B
nrt+1
. 1
Odpowied?: limu, ———, gd >—1;
P xrhgd pF1 gdy p

n-—>co

12, Czy cigg %, Ugy..., Un,... jest zbiezny;
up=4+3+4+... 45— lgn

13. Przy jakich wartosciach zmiennej = szereg
1 8
x—{—1+m“+1+x4—{—1+w“—|—1+"'+x~zp_|_1+
jest zbieiny i kiedy jest rozbiezny?

14. Niech s, oznacza sumg czgsciowy p Wyrazow sze-
regu harm‘onicznego Zbadaé zbieznos¢ szeregu

: +‘,32+553+ Tat

15. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

wy —+uy g . Uy
gdy u,=sin? (2p —I—%)rt

i
gdy “= Sinpz.sin(p+ )2’
gdy u,=x?sinpa;

gdy wu,=sin (p +[g)f{
)

gdy u,=a?sin (| pn)

www.rcin.org.pl



156

()x

B ST e (o)
ey = Arete s ooy

1 x
gdy Up =55 18 55

Z x
gdy ‘up = 4ink (a +p)'

16, Zaalokt lim u, gltfe et 0 13 —; ?) w(a+mn)
17. Zbadaé Cigg ul’ u?? uas---; upq--.,
Zﬂp2+l

gdzie u,=sin-

gdzie u,=sin (p+ ),
P

gdzie u,=—sin G e ap);

gdzie u,a:sin{(\'pv—{:a-—\/; ﬂ}; a>0
dzie u,=—1t »

8 2 g( p 1 Vp* )

gdzie u,=sin {(\jp +at \/p)l—j;}; a>0.

O kazdym z tych ciggéw powiedziet: czy jest ograni-
‘czony, jakie sg jego punkty skupienia, jaka jest najwigksza
z granic; ktory z tych ciggow jest zbieiny.

18. Udowodnié, ze jezeli szereg u,~+ u,+...4 up—+..., gdzie
up>0), jest zbiezny, to jest zbiezny réwniez szereg u, > u, ...

...+upz+...., a takze i szereg —l—ulf—i— +

ot L4
+u 14y,

Un
Tov

19. Udowodni¢, ze ze zbieznosci szeregu u,®+u,>— ...
...tu,*+... wynika zbieznosé szeregu 'L% - 122+%§+ i

+.o
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20. Zbadaé zbiezno$¢ ciggu w,, u,,..., Uy, ..., gdzie
u, =sinz, ..., Upp1=sinu,*

21. Udowodnié, ze:
(@b, + agby .- apb)* =(a + 0% + .o+ ) (B 407+ 4 bp")
— {(a,by — Dya,)* 4 (a,b, — by 0); + ... + (@il — a;b:)° +..5;
wyprowadzi¢ stgd nierownos¢ Schwarza

(@b, by +-... a,0,)* <(a* +ay* ..+ 0p") (0,40, ...+ bp).

o oeer ,, bp—ar
22. Udowodnié¢ nieré6wnos$¢ oS pbr—t i
b;:zp>pa1’—1, gdzie b>a i p>0.
23. Udowodni¢ nier6wnos¢ ai'—zl—bl’ o= (a—;—b) ;

24. Udowodnié¢ nier6wnosé

b 4
%(mf tar .0k > {“1+ e tal
25. Jezeli mamy liczby a,, a,,..., @y i by, by,..., by,
speiniajgce warunki
0<a<ap<...<ay;
0<b, <h<vo. < bys to
@+ a+...+ay) O+t ... b)) < p(agby+agby+-... apby).
26. Jezeli liczby a,, a,,..., @, s3 wszystkie dodatnie i
Bl <h <<y to
b1<ab T+ G b5+ ... apb LN

Oyt g+ ... + ap
27. Jezeli b, >b,>b,>...>b,>...>0; b,—0;
lecz b, + by ... + by =0, — 00,
; Qléj'_"zb+ sh s g 9s
to '}Ln:o S e __.hmn,
gdZie Sn—“a1+ag+ +an-

* By rozwigzaé te zadanie, trzeba znaé wzér na wartosé srednis,.
Mamy wpt1— up=sinupsinup 1 = (up— up—1).co8fp; limup=
>0

r
=+ (U, — ) + (U — ) + . + (Up — Up—1) + -
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28) Jezeli s,—> g, to lim % +32+---+3n=g
} n

7n->»0co
Niech s,=g -} 1,; polézmy 6n=31+32‘|;.-.+3n;
B e o e +nl+q,-|—...+r1,.
n grs, S o e

Widzimy, iz wystarczy udowodnié, ze z n,—0 wy-
nika %(qJl 4+ 1y ... +14) >0. Niech p, oznacza liczbg cal-
kowity, funkcj¢ zmiennej n, ale takg, ze p,(n)—> oo, ale

; o 7
m 2 0, np. po ()=l & (o + 1y + . 1) =
oE ,1. (‘h'Jr Ng + es + I]pu)—}_ % (I]Po-l'l + N p+-2 + o 1'],,)= Un+ Vn;

poniewaz limn, ) =0, wiec do €>(0 mozna dobra¢ n,
tak, by n>n0 pociggalo |n,|<}e;
stad !an— s Mokt = Npoo e 0] <

skoro tylko n>n,;

; 1
dalej | Ul = & I+ 105+ v 1) < Pon(n‘)](,

gdzie A >|n,| dla kazdego p; ze taka liczba K istnieje,
wynika stad, ze kazdy cigg zbiezny jest ograniczony Po-
( 2)

2 a<%s

niewaz 22" 5 0, wigc dla n> my > ny, &(n) K< , czyli

|Un| < } €. Tak wiec IU] i |V,.| ,prawie“ zawsze sg mniej-
sze od i poniewat | (o, + 1, + .+ < |T-+H Tl <

wiec —(q1+q2—|— .+ n.) >0, gdy n—»oo i twierdzenie
nasze zostalo udowodnione. Nalezy zwrdcié uwage, ze
6,.:%(31—}-8,—{—...—]—8,,) jest Srednig arytmetyczng n ko-
lejnych liczb naszego ciagu; jezeli wigc cigg dazy do gra-
nicy, to jego srednie arytmetyczne zmierzajg do tej samej
granicy.

Latwo sprawdzi¢, ze twierdzenie odwrotne nie jest|
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prawdziwe, t. j. s$rednie arytmetyczne moga zmierzaé do.
granicy pomimo iz ciag s, $,,...,s, nie dgzy do granicy.
Wiystarczy przyklad nastepujacy:
sn=%{1 _(_ l)n}’

cigg ten nie posiada, jak wiemy, granicy; tymczasem
a’ﬂ
2n’
jest liczbg parzystg czy nieparzystg. A wiec o,—> 1.

Na tej drodze mozemy daé¢ okreslenia granicy ciggu
szersze, anizeli dotychczasowe; jest to droga do rozsze-
rzenia pojecia granicy.

e gdzie o, =n lub n--1, zaleznie od tego, czy n»

29. Jezeli a,—> a, b,— b, to

tim L (a5, 4 @y b .. 0 b) = b,

Niechnz,.ooz b+ 1., wtedy fi,,— 0;
= (O B By buy - oo+ Gu ) = b(a, + @y + ... - an)
+ % (@ 0+ g a1~ oo + B 1y) = Un -V,
oa g
n

— b . a, poniewaz a,—> a, na mocy

twierdzenia, udowodnionego w poprzedniem éwiczeniu;

|V <AIQ1|+Q2!++|Qn| :
[ Vin| X = ;

gdzie |a,<<A, bo cigg zbiezny jest ograniczony. Poniewaz
i) —> 0, wige 2 (| + [ + .. & [} —> 0 na podstawie po-
przedniego ¢wiczenia.
A wiec U,—> ab, V,-—0; stad wynika, ze
2@y b+ O bay + oo + Onby) = Uy -+ V,, — ab.

30. Udowodni¢ twierdzenie Abela 0 mnozeniu szeregdow
Sa=0,+a;+ a;+ ...+ an; 6n=2>0, } by + ... + ba;
wy=0,b; wy=a,b,+a,b;; wy,=a,b;+a,b;,+a,b,;....
 Wn=0, by + A byt ... + n by
Prn=w, +w, + ... + W,
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Twierdzenie Abela polega na tem, ze jezeli
Sp—> 83 Op—> 03 Pn—> P,
to T p=s.0.

Przedewszystkiem mozemy sprawdzié tozsamosci: -
Pn=0,6n+ G O+t 0. + 0, =b; Sa+ Vg Su—s1+ ...} bn3y,
a dalej:

Pr+Pet e+ Pn=250n~4 500 11 55 0u—2+ .. + 503
stagd ,‘, (pr Pt 1 Pn) =% (81 60 =+ 83 Ou—1 4. + 506);

przechodzgc do granicy dla »— co, otrzymamy na pod-
stawie twierdzen, udowodnionych w éwiczeniach N, 28
i N. 29.

p=s'6‘
poniewaz Du—>P; Sn—>3; Cp—> 0,

31. Opierajgc sig na poprzednich wynikach, udowod-
ni¢, ze _
A—3+5—1+ =330+ P+ +3+ 3 —
FA—3+—4+. =4 =10+ DHEA+HE+ D —

32. Udowodni¢, ze szereg

t=p =4t FiHt—t——t—dton
w ktorym mamy po wyrazie 1, dwa wyrazy ujemne, po-
tem 3 dodatnie, potem 4 ujemne, potem 5 dodatnich i t. d.,
a wartodci bezwzglegdne wyrazéw tworzg cigg harmoniczny,
jest zbiezny. Zbadaé szereg utworzony w podobny sposéb
z tg tylko roznica, ze grupy wyrazow o jednakowych zna-
kach zawierajg kolejno 1, 2, 4, 8, 16 i t. d. wyrazow.

33. Dowiesé, ze, jezeli szereg u, -+ uy + g .o %p ...
jest rozbiezny i jezeli u, >uy>uy>...>up> .. >0,

lim %t Uyt tapr g
p—>oo Uy~ U+ o Ugp

34. Dany jest cigg a,, a;, Gy, ..., Gn, ..
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~ Zbadaé iloczyn nieskonczony
Vo Vet oo i¥issivs
a,—}—a, . =c1271f_a3 R =a..+a,.t1
-‘/ 1-a2 T ayay 2y Ay
Zbadaé zbiezno$¢ tego iloczynu nieskonczonego w przy-
padku szczegolnym,
a) gdy ciag a,,.a,,..., @,.. zmierza do granicy g, t. j.
gdy a,—g.
b) gdy cigg jest postgpem arytmetycznym.
¢) gdy a,=n?
35. Udowodni¢, ze (patrz 1. 50) g. < g. < G. < G,

gdzxe v, ==

@, oznacza najwigkszg z granic ciggu ‘—1—2:51, (. zas
oznacza najwiekszg z granic ciagu 'V;m; a, >0. Z okresle-
nia liczby @, wynika, 2e ,prawie* zawsze a:":l jest mniej-
sze od G, } e, gdzie € > (; inaczej, istnieje taka liczba n,, ze

S n,.+g 2eetd < Gat-e,

Ay, Ay i1 A g2

skgd, dla n>n,,

Gt
Gty

" £ 1 - N
a wige \a, < (Gu+€).anr . (Go+e) ™, dla kazdego n>n,.
Lecz, gdy n—> oo, to

B (Gotep e, cayli @y <y -
)

= A . 8y = y
(Gu~-8).ap," . (Ga+¢€) * dazy do G,-}e, czyli
& X o ne
(Ga—+e)".(G.+e) ™ jest ,prawie“ zawsze mniejsze od
G, 2e, a wigc na zasadzie tylko co otrzymanej nieréw-
nosci \a, takze jest ,prawie“ zawsze mniejsze od (7, -} 2.
Stgd wynika, ze najwigksza z granic ciggu '\'/a.. nie moze

Rachunek rézniczkowy i calkowy. gy
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by¢ wieksza od Ga + 28, czyvli G, < Qo+ 2¢; lecz ponie-

waz liczba dodatnia € jest dowolnie mata, wigc @. < G..
Dowod twierdzenia g, < g. jest zupetnie podobny do

poprzedniego. %
36. Udowodni¢ bezposrednio, ze

fim (1 +%)”—_—1 +%+%+/...+nl!+...

n
Udowodnilismy (patrz 1. 31). Ze ciag (; —{—%) jest ros-
ngcy i granice tego ciggu oznaczyliSmy przez e. Wpro-
wadzmy teraz nowy ciagg

B Sy Sayvay Bayaca BOTIE
Y Dp it et 1 1 1 j B | 1
=1, S§4=2, §= +i+2—1,.... Sn ‘F—l—+2!+...+h—!,...

Ciag ten réwniez jest rosngcy i ograniczony od gory, gdyz
(patrz 1. 31) jest zawsze s,<3; stad wynika istnienie gra-
nicy ¢ = lim s,. Trzeba udowodni¢, ze g==.
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Utworzmy roznice sn—(l+7); réznica ta jest do-
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datnig, bo s, > (l-«}—%)n; .z drugiej strony

www.rcin.org.pl



S e R P

et [1 = (1 3 —) (1 o 5) ..(1 - 1)]<% it

| G ’n—l)n.
+ 2n+ +

e "”"‘(Hl)n ){J“ b ‘17]1
3

1
albo (1+ ) ‘_.n Sn— Z<E Zil;

TR

lecz z nieréwnosci 0 <s, —- (H_h) <2in wynika, gdy
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n—» co, przez przejscie do granicy, ze lim s, =1lim (l -+ %) :

czyli e g=—e:
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Udowodnijmy jeszcze, ze b,— (n—l—l) jest dla kaz-

dego m liczbg wigkszg od e. Poniewaz udowodnilismy

(patiz 1. 31), ze lim b,=e, wystarczy udowodmé ze ciag
b, jest malejacy. Zauwazymy, ze
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gdzie p__. z, jezeli n jest liczbg parzystg, a p_—:-l—, je-

zeli » jest liczbg nieparzystg. Stad
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Lecz z nieréwnosci ( o = <1 wynika

n+1)”+1 ( n )”
( n S n—1/’
czyli b, <b,_;, co irzeba byto wykazac.
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