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KINEMATYCZNA .METODA OKRESLANIA UDZ,~!IGU KONSTRUKCJI ZBROJONYCH 

\'l dziedzinie inżynierskiej teorii plastyczności najsze-rsze 
zastoso\'Janie zdobyła sobie teoria nośności grani9zne j, l<:tóre j 
poó.stavzy przedstavtione zostały \'l usystema tyzovJan·ej formie 

przez D.C .DRUCKERA, \'/.PRAGERA i J .H.GREENBER.GA [1]. Opiera
ja,c się na modelu ciała idealnie plastycznego poz"'Jala ona 
ol(reślić intensy,·mość obciążenia, przy której konstrul<:cja 

traci cechy geometrycznej niezmienności. Oznacza to, że od
kształcenia konstrukcji narastać mogą wówczas bez prZT~ostu 
obciążania. Podsta\'IO\'le t\'lierdzenia teorii nośności granicznej 

opierają się na założeniu geometrycznej liniowości konstruk
cji; odkształcenia·uzna\'re.ne są za dostatecznie ma~e aby fch 
\·tpłY\<~ na ró,mania równovtagi by :t pomijalny. Zacho\'lanie się- kon
strukcji idealnie plastycznej przy _spę~ieniu tego założenia · 
przedstav1ione jest schematycznie na rys .1 /linia ciąg~a;. 
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\'! rzeczy\'łistych konstrukcjach po, początkowej fazie plastycz
nego płyn~ęcia, w której układ rzeczy~1iście może zacho\'IY"Jać · 
się jn.lc mechanizm, konfiguracja odkszta::tcona zaczyna się na 
t yle różnić od :VJyj sciov1e j, że nie można już zal~ładać geome-• 
tryczne j lin.iov1ości konstrukcji. I-Iamy \'/Ówczas do czynienia z 
geoBi~trt6z~iyb).." , ~Jzmocnieniem .Lub. osłabieniem konstrul~c ji ;···efekt 

ten zaznaqzono na rys .1 liniami przery\·Janymi. 
\1 szeregu/ przypadków ;np. przesu\mie podparte układy belko

\·Je/ 11 pla tfo:r·ma plastyczna 11 z rys .1 jest dostatecznie dł~ga 
aby teoria nośności granicznej mogła dav1ać zado"v'ralające re
zultaty; jednakże w bardzo wielu kategoriach konstrul~cji 
v1pływ geometrycznej nielinio\·lości U\'lidacznia się bardzo \eyraź
nie na\·Jet już \'l pier\·Isze j fazie procesu deformacji. JJla tych 

1)rzypadkó~1 nielinio\'Jość określana zwykle. jako efelct "drugiego 

rzędtt11 ll1~$~ ~eć pierwszorzędne znaczenie. Na problem ten _ ~ 
zwrócił P+~.rv1szy U\'Jagę E.T .OłTAT [2]. 

;, '·' . -

c · \'!pły\'r nieliniO\'IOści geometrycznej v1- .plastycznej fazie od~ 

ksziałc~nia może objawiać się jako jeden z trzech efektów: 
a. wzmo~nienie geometryczne, 
b. niestateczność, 

c. prze sl<:olc. 
Odpo\·Jiednie kl"ZY'\'le charakterystyczne dla tych . efektów pokaza
ne są liniami ciągłymi na rys.2. 

Efekt \'izmocnienia geometrycznego ;rys .2a; \-zystępuje np. 

bardzo \·tyra żnie '" cienkich płytach metalo·wych, d.la których · ·
;por .np. [)] 1 trudno jest \'l ogóle ol<:reśl_ić obciążenią odpo\'ria
dające nośności granicznej. Klasycznymi przypa~tami osłabie
nia geometrycznego ;rys.C.b/ i niestateczności są np~ pręty 

ócisl~ane mimośrodowo, lub rury obcią$one ciśnieniem \'le,męt- . 
rznym. · Zja,·tisl<:o przeskoku ;rys.2c/ ·vrystępuje, gdy w pier\·rszej 
f azie odkszta~cenia plastycznego mamy efekt geometrycznego. 
osłabienia, a przy bardziej zaa,·Jansowanym procesie prze'\'Tażać 

.zaczyna ,.lzmocnienie. r1amy z nim . do czynienia · np. w przypadku 

uetalm·Iych :pO\'Iłok o bardzo małej \·Jyniosłości oraz dla · nie
przesuwni·e podpartych płyt i bele!\: z materiałÓ\'ł o róznych 
cechach plastycznych przy ścisl~aniu lub rozciąganiu /Z tz\'1. 
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a)· b) C) 

RYS. 2.. 

ma teriałó\v n znako.czu3:ych11 l. 
Analiza zagadnień nielinio\~ch fizycznie /materia~ _ apr~

żysto-plastyczny 1 i geometrycznie na trafia na znaczne trud- . 
ności. Rozwiązania uzyskać można na drodze numerycznej, sto
sując na ogół pe\>r.ne up:x:·oszczenia, jak np. wylcorzystywanie 
teorii deformacyjnaj zamiast teorii plastycznego p~ynięcia 
;np. ~.\·lASZO ZYSZYN [ 4] 1. Procedury obliczeniowe \vymagają 
znacznego nakładu pracy i kosztó\>J ;czas pracy maszyny/, zaś 
osiągni~te rezultaty Oy\'l&.ją mało przydatne dla \eyciągania 
\·rnioskow jakościovzych. 

znacznie \'łygodniejsze jest opero\'/anie modelem konatrulccji 
szty\·Jno-plastycznej. Dla takiego modelu uzyskano· szereg 
:coz\·Jie,zań, także analitycznych, dla kołowo symetrycznych 
)łyt /U.LEPIK [5]/ i po\'Jło1c \·JalcO\'/ych ;:t-1.DUSZEK i A;;.SA\•lCZUK. 

L 6 ]/. vr przypadku konstrukcji metalo\-Jych, szczególnie cha
::c.:·akteryzujących się geomatrycz~·J.ym \'tZ t:lOcnieniem, podejście 
takie daje na ogół zado\-Jalające rezultaty. 

http://rcin.org.pl



- 4 -

Dla bardziej złożonych konstrtu~cji konieczne jest posz~
lci\·Janie metod przybliżonych \'1 rodzaju tych, które znalazły 
zastoso\•Jariie \'l lclasycznej teorii nośności granic'znej. Szcze
gólnie \'lygodnym okazało się zaproponovJane przez E .T .ON ATA -i 

· R.I·1.HAYTHOfu"~•EeH\'!AITE'a [7] podejście stano'VIiące t.Z\'1. analiz~ 
11 stanq"1 . po zagranicznych". Zakładając niezm.iehnoś·ć ogólnego 
charakteru mechanizmu plastycznego pły.aięcia /np. rozmiesz

czenie przegubÓ'VI plastycznych "' belkach/ określamy ch\vilov1ą 
nośność graniczną dla kolejnych etapów procesu odkształce
nia; \ ·1 ten sposób otrzymujemy· poszuki\·18.ną zależność między 
obciążeniem i ugięciem. Tego rodzaju postępowanie stoso\vane 
by2:o np. dla po\'Jłok stalowych przez M.DUSZEK [al, zaś dla 
l)łyt żolbetovzych przez A.R.RŻAHICYl'l"A [9] oraz A.SA''lCZUXA 1 

L. ,~·t~~{ ~·TIC,KI~GÓ [ 1 OJ. • 
· . Podęj.śc.ie metodą nstanó\·1 pozagranicznych" jest szczególnie 

' . 

vJygoiliie . do stosowania· dla konstrukcji, których materiał pÓd-

lega -f,;/8.rtU1kb~l/i plastyczności naj\viększ_fch naprężeń głóvm.ych 

/\·!arvńel:: Galileusza;. Do tej kategorii należą np. konstrUkcje 
żelbetowe; \·1 ich przypadku znaleźć może .. zastoso,.,ranie znana · 

metoda linii załomó\·1 K.~I.JOHANSENA [11] , któ~ą daję się sto
so\·Jać · także fpor. t12] / \'1 przypadleach bardziej złożonych niż 
proste zginanie. 

Bfekty geometrycznej nieliniovlości '\-zystę:L'Ują szczególnie . 
. silnie \AJ przypadku zginanych elementóvJ z matel.-iałów 11 znako
czułych", do lctórych \'/ pier\'Języm rzędzie zaliczyć należy żel- -

be~. Zginaniu tego rodzaju konstrukcji _to\'ła.l'zyszą odkształce
nia ich po\·rierzclmi srodlcovzych; jeśli ,.,ięzy ze.\·mę trzne l u b 
\·tc\·lllętrzne przeci\'1Sta\1iaja, ~ię s".1obodnym przemieszczeniom w 

płaszczyżnie środko\'lej, już \1/e \'lczesnej fazie deformacji ''lY-. 
etępuj8, znaczne siły ściskające. J·est to t.Z\'1. n efekt. tarcżo
\·JY", którego istotę omóv1imy nieco póżnie j, zaś rezultatem . 
jego oddg;iały\1ania jest niestateCzne zachowanie się konstrulc
cji \'1 pior\·lszej fazie procesu deformacji. \'fyilikiem tego jest 
o boel"HO\·Jany \'l doświadczeniach g\·Ja:ttowny charakter zniszcze-

nia żelbeto\·Jych płyt zamocovJanych Jpor.np. R.H.1flOOD L13]/. 
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\'l przypadku konstrukcji charakteryzujących · się wyraźnym 

. początkoviym osłabieniem. geometrycznym, dla pra\'tid3:owej oceny 
jej rzecZY"listego ud2n·rigu ;obcią~enie q.~A- na rys.2b,c/ nie- · 
zb~dne jest U\•/zględnienie -n~~ . t~j:.f? zmian geometrii uk3:adu, 
ale tak~ e ,."pływu na nie oai<:s~t~~~eli . spr~żystyoh. ~bi6r publi-· 

. •: ·. . ' '' .·~ ~{' 

1;ac j i do którego \•Jstęp st·a~ic~\'l~ :::',~iriJ't~ j szy tel<:st, poś\'lię eony 
jest opracO\'laniu przybliżonej metody poz'ł~alającej określać 
\·r możli\·rie prosty sposób rzeczy-\'listy udżwig· konstruJ<:cji 11 zna.
lcoczułych" /żelbet, beton, mur, zbrojone tv1orzywaj. ~1etoda 
ta polega na zastosowaniu uogólnionej metody linii załomów 
D2] do analizy zagadnień nieliniowych. 

\'l dalszym ciągu opraco\oJania omóv1ione zostaną zad:ożenia; 
}Odsta\·IOY.Ie \oJyniki i zakres zastoso\·rania metody na tle ogólne• 
go stanu badań w d~iedzinie okreslania udźwigu zginany,oh ele
mentó\'1 konstrukcji. 
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\'l teorii konstrukcji inżynierskich wygodnie jest na ogół 
posa:ugi\'łać się wielkościami \'lypadko\-:ymi: siłami i momentami; 
takimi też wielkościami operuj e klasyczna mechanika budo\•T!i. 

.. .-.. : ... i•: . • : : · .. ;. i_ . ' .... ; ,~: . . 

\'1 teorii konst::culccji plastycznycJ::l ,.p~ąsu~_e; . ~ię \'/prowadzone 
przez \'l.PRAGERA [14] uogólnione na:P1ę~enfa " ·Q.~ . i odkształce
uia q.~ , przy czym uogóJ.nionymi naprężeniami są te z sił wy• 
padl~o\•zych, ala ktorych odpQ\tlied.nie. odlcsztad:cenia nie są toż
samościo\·/o równe zeru. \'1 teorii nośności granicznej wystarczy 
Z\'JYl~J.e posługi\·Jać się jedyńie uogólnionymi naprężeniami, na-

. leży jednak pamiętać, że :x:·zeczy-\·/ista przestrzeń sił \'le\•mętrz- . 

nych ma \'łięcej \'Tymiaró\'J, a redukcja ich liczby jest wynikiem 
ope:r.'O\'lania rzutami lub przecięciami ogólnej p0\'11erzohn1 gra
niczne"'j; analizowai1 to dla konstrukcji powierzohnio\'zych 

A.SA\'JCZUK i J .RYCHLE\'ISKI [151. Szczególnie w ,przypadlcu zg~:
nanych leon s trukc j i z materiałó\'1 o różnych cechach wytrzyma
~ościowych przy - ściskaniu i rozciągani~ jznako~zułychjautoma
tyczne reaU!\:O\~Janie. liczby \Arymiaró\'J przestrzeni sił: \·lewnętr~

nych pro\·Jadzić może do nieporozumień i błędnych rezu.L tató\'1. 

Q) RYS. 3. b) 
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I tak np. jednoczesne przyj~cie czysto · zgięc1owego stanu 
11 \'/ siłach" ( N~f =O) i 11 w octlcszta:tceniach po\'lierzchni środko- · 

\·lej" (?l 'i ::.0) jest uzasad!li91?-e \·/ :przy;paa.ku materiał0\'1 k.L~-
syc_znych ;metalopod.obnych/, leci często okazuje się niedo
pus~czalne dla konstr:•utccji ą .>p:t§.~eriałó\'1 znakoczw:ych. Hozna 

. . .. :·i .••.. . ·, ·.· :. ~ '"' . . 
to l)rzed.sta\·rić na najprostszym przy.kd:adzie stanu granicznego 
zginanej belki o przekroju prostolcątnym. Krz:twa graniczna w 
przestrzeni momentu zginającego tv\ i si::ty osio\'rej N a.J.a ma
teriału lclasycznego Jrys.:Ja/ jest symetryczna \'łZgJ.~dem osi 
i \•/ przypadl<:u stanu czysto zgięciowego rÓ\·t.nowaga graniczna 
odpo\·riada jednemu. z punktów na osi momentów: A-t lub A- • 
Zgodnie ze sto\..,rarzyszonym prawem płynięcia plastycznego za
chodzi WÓ\'lczas jedl}ocześnie N-:. O i 'A: O • ~T przypadku 

materiału znakoozułego analogiczna krzy\'18. /por.[~ 6] l jest 
niesymetryczna jrys.'3b/; \'larunek zriil<:ania sił osio\'IYCh 1-r=O .. 
/przekrój/ i \-Jarunek znikania od.'l<:ształ-eeń osi środlco\•lej ~ · .. o 
;rzut/ daj a, \•rięc różne rzędne, odpov1iednio: . A+ i A- oraz 
n+ i B-. Dla każdego z tych . d"~..róch starió\'1 zgięcio~zych po
\'Iinniśmy opero\'Jać teraz inną \·Jielkością momentu granicznego 
/H']- lub H Lt. na rys .1 b/. ''l \>Iyniku tego rip. przy nieprzesuvl-: 
ności podpór w obciążonej tyll~o poprzeczni.e belce muszą · si~ 

pojawić siły osiowe N "l. • 

Dla lconstrukcji o \·lyższej \'v'ytrzymałości przy ścislcaniu ni~ 
przy rozciąganiu /beton, żelbet/ poja\·riają si~ siły ści~ka~_ ~ce. 

daja,;ce t eZ\'1 • "efekt tarcZO\"JY'l1 \'/ płytach lub "efekt łulCO\eyll 

,., belkach. Na istnienie tego efelctu zt-rracał już da\>tno U\·Tag~ 

.A.A.G\·TOZDE\·1 [17l, a później D.c .DROOKER ~8] i . R.H.\'TOOD [j 3], 
_jednakże pr6by praktycznego \'/Ykorzystania w obliczeniach .\'~Y

nil~ającego ste,d vrzmocnienia konstrukcji były dość rzadkie - · .. 

/np. S.H.KRYŁ0\'1 (14] d~a belek żelbeto\-rych, K.THO~!AS [20] . 

dla konstx·ukc ji muro\·zych/. oma\·liany efekt zależy w bardzo · du
~ym stopniu od \'rarunkÓ\'1 podparcia w kierunkach ró\'moległych 
do pła:~zczyzny środko\vej l::onstrukcji. \'larunkom tym, choć - -·,.. 
jak \·Iykc~zano to -v1 pracy [ 21 J - mogą one mieć . poważny \'IPłY"'ł na 
nośność konstrul\:cji, poś\·ri~ca się na ogół mało U\·Jagi przy 
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obliczaniu i lconstruovraniu .P~Yt i belek; dotyczy to także 

cfel~tu tarcia [21] '"'Jstępuje,cego na nieidealnych podporach 
prze su\·lilych. Oddziały-t.'laniem efek·l;u tc.t • .c:czo.\'łego tłumaczy sią 

ta~cż~ · o,bser\<JOVJany doś\'tiadczalnie ;por .H..TAYLO~ . [22) f __ ~~aozri.~ 
- . ·. : :. . .-•"' 

\·Jzrost Jdo 6~~~/nośnoś~i płyt żelbeto\'rych na przebicie \•1 przy-
padl\:~ zape\·ńif.enia niep~~--e. SU\•/llOŚCi ich podpór • , . ~ , ... 

:Ula konsek\·Jen tnego uy1zględnienia efektu tarczo\'tego koniecz
ne jest, jak zazna~zono na wstępie, rozpatrzenie pełnego 
zesta"VIU sił \'Jewnętrznych 'ltlystępuja~cych w konstrukcji i odpo

\·Jiadających im uogólnionych odkształceń. ltlychodząc z kompletu 
8 sił \'le\mętrznych dla płyt przepro\'Jadzono \•1 pracy 23 ana
lizę skutlcóvr przyjrao\·Jania upraszczających zało:4eń ogranicza
jących lclasą dopuszczalnych mechanizmów · plas.tycznej de_formacji. 

z. tu.kimi ograniczeniami Z\•liązana by\'ła koniecznoś6 apelnlenia 
doda tko\';ych warunkÓ\'l lcinema tycznej dopuszczalności pól prz-e

uic szczeń, chodzi \'/ pierwszym rzędzi.e G· zapewnienie 11 \'le\'m.ętrz

nej zgodności" deformacji \·t. uplastyczn-ionych przekrojach po- · 
:p:c·zecznych. I tak, jeśli przestrzeń uogólnionych naprężeń 
dla płyt żel.beto\ozych ograniczymy a priori do momentó\'ł zginają

cych, mechanizmy dopuszczające oillcształcenia jedynie·w prze
Gubach l)lastycznych nie mogą za\·liel"ać układu przegubó\'1 różn?-

. imiennych. Vlyjaśnia to znany, niepol<:oje,cy fakt, że wyniki ba
dań nośności płyt ~elbetowych często znacznie przewyższają 
rezultaty otrzymane z metody linii załomów, choc te po\•11:nny_ 
być ~ór.aym oszaco\·Taniem nośności. 

Jak \·Iida c opieraj ... c się na analizie -czysto zgięcio~re j osza
co\,rujemy nośność zbyt nislco. Z kolei jednak U\'!!~t_;;lędnienie 

efektu tarczo\·Jego \'l ramach procedury zgodnej ~ k.lasyczną te
orią stanó\·r granicznych pro,.,radzi do przeceni<:~ !~ia nos~ości • . 
\'!ynil~a to z faktu, że ei'ekt tarczo~:~y ma nie :.Ha teczny charalcter 
i maleje \\'l'az z deformacją lconstrulccji. \'/ o di.·ó żnieniu od kla

sycznej teorii nośności g:caniczne j zagadnieni c należy \'li~ c 
r·ozpa trywać z U\oJZt;lędnieniem zmian geometrii v.: .: ~tadu \>Jy-t.·roła- .. . · 

nych odl;:ształceniami. Jak ju~ zaznaczono, obJ.iezanie slcończo

nych deformacji konstrulccji plastycznych jest zadaniem dosć 
-· . · .. ~ - .,- ~ 
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kłopotli\'lym i wymagającym znacznego na.ltładu ~racy. Dlatego 

szczególns, U\vag~ Z\·Jrócono na zastoso\'ranie analizy stanó\'1 poza .. 

granicznych. ~fekt tarczov;y. analizowali tą metodą R.H.\'lOOD 

[13] /płyty kołowej i A.SA\'lCZUK [24] /płyty prostoltątnej ~-
\·f l)racach tych opero\·Iano deformacyjną teorią plastyczności 
ruająca~ ograniczone zas~o-so\',ranie \'l przypadku procesów Z\·liąza
nych ze znacznymi redystrybucjami napr~żeń. 

\'l pracy 1 6 zapropono\·Jano ~alogiczną metod~ post~pO\'Ia~ 
nia opierając si~ na teorii plastycznego płyni~cia. Jest to 
el:strapolacja· metody linii załomó\'1 z zastoso\.faniem podejścia 
energetycznego • .Analogiczne podejście zastoso\'rali C .T .!-lORLEY 

[26] i C .A.CALLADINE f27}. . 
\'Jarto zaznaczyć, że założenie o niezmienności schematu znisz-
czenia jest szczególnie uzasadnione \'l przypadku wyl<:azuj~cych 
efelct tarczo\·Jy lconstrulccji żelbeto\·.zych, dla których mechanizm 
początkO\·Jy skł:ada si~ z przegubów :Qla~_tycznych. Jalc ilustruje 
to przylcład nie prze SU\IJnie podpartej belki, \'1 przypadlcu żel be- · 

tu ;rys .4a - siła ściskaja,ca; przegub plastyczny pozostaje \'T 

~~1JliJI~JJJłiJJiłłłJllll~~ ~~łłłłlł,lllłłlllllłlłiJIJI 

~~~~ ~ 

~ 
Q) b) 

RYS. 4 

pier\votnym położeniu, podczas gdy '\·1 J;>rzypadku belki stalo.wej 

;~ys .4b - siła rozciągają;ca; \\Taz ze \'/Zros-tem ugi~ć makoim~ 
momentu zmienia swe poło~enie. 

\·fyniki korzystaja,cej z mode.Lu ciała sztY\-r.a.o .plastycznego 

analizy pozagranicznej ;cienl\:a linia cie,gła na rys.,/ pozwa-
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RYS. 5 

lają na zorientowanie si~ co do charakteru· zachowania ąi~ ... 
konstrukcji i na określenie -najniższej nośności Pm ula 
konstrulccj{ odkształ:cone j; nie poz\·Jala-;ją jedltak na. bezpośred
nią ocen~ jej rzeczy\·listego udz\•ligu \'łyznaozan.ego przez maksi
mum zależn'ości mi~dzy ot:>cią~eniem i ugi~ciem. Określona na . 
tej drouze nośność dla konstrukcji nieodkszta!conej p

0 
nie 

będzie mogł:a być osiągni~ta ze \'·IZgl~du na deforiĄacje spr~
żysto-plastycznc poja\·Iiające się przed \'IYstąpieniem począ'tko

\'Iego nieskr~pov1anego p.d:ynięcia pJ.astyczneg.o. Aby U\·lzgl~dnić 
oupo\·Jiad.ającą tym ueforro.acjom redul\:cję biezącej nośnosoi na-
le ~ad: o by przyjLlowac \•Istępne ugięcia lconstrukc ji np. ró\'me 
ugięciom spr~żystym 'V/e lub odpo\·lico.nio po\'tiększonym umownym 
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wie~kościom w
0 

;por. np. ~8 rozuz.?; • . 
Ponie\'/a.Ż g!l:ó\my vtpł:.yvJ na rozbieżność pomiędzy rzeczywistym. 

zacho\'laniem się konstrulccji ;gruba ~inia ciąg:ta na rys .• ~/ i 

idea.Lizacją szty\mo-p.Lastyczną mają szybkie zmiany \'lięl~ości 
cil -_osio'\'Jych VI początl~owej 1'o.zie CLe:rormacji, .w pracy [29] za
propono'\'Jano p:czyb~iżoną metodę analizy U\•lzględniającą sprę
zyste odkształcenia tarczov1e, a pomijającą giętne. oakszta:tce-.. 
nia sprężyste • .l:'odobne podejście U'\'lZg~ędniające sprężystą 
podatliwość podpor propono\·rano w pracach A.J.ADOjjSQN.A [30] i 
.!!: .H • .l{O.Blli~::>A [3 i] , jeunakże nie spe!!:niając \'lymagań teorii 
p.Lastycznego p~ynięcia. 

\'/ynil~i metoo.y [29] /linia przery-\'lana na rys.3/, opisują 
dobrze zachowanie się konstrul~cji \'ł strefie jej· naj'łliększej 

nośności i pozwalaJą wzgl~dnie ła~wo ocenić jej udźwig. Roz
wiązanie dla konstrukcji żeloeto\eych oka_zuje się być identycz
ne jak dla konstrukcji o jednorodnYIJJ. przekroju z odpo\'Jiednie
go zastępczego materiału znakoczułego • .,v zależności od przy
jętej ,-,iellcości współczynnika odkształcalności sprężystej 

otrzymać możemy całą gamę roz\·lis,.zań od modelu sztY\mo-plas
tycznego aż. po nie '\'lykazujący efektu tarcZO\'Iego model kon

strul:cji przesu':mej. Badania doś\·Iiadczalne A.J.ACOBSONA [?o] 
clla płyt l~·radratowych oraz przeprowadzone specjalnie pod ką'- · 

tem \'lidzenia weryfikacji metody [29] badania C .T.MORLEYA ~2] 
/płyty kołowe/ dają dobrą zgodność z podejściem anali ~ycznym. · _ 

Uwzględnienie \'!pływu odkształceń sprężystych na nośnÓ~ć -- 

poz\lrala także \•ryja śnić jpor. [33] f przyczyny jakościowych 
sprzeczności z doświadczeniem niektórych \'rynikÓ\'1 nośności 
granicznej płyt. I tak np. przy obciążeniu płyty .zamoco\'ranej 
Biłą skupioną jrys. 6a/ analiza szty\mo-plastyczna daje noś:- · .. 
ność niezależną od rozmiarów R strefy uplastycznionej. Nato
miast z analizy \'lg [ 29] \'lynika, że maksymalny udźwig Py ·b~
d~ie tym mniejszy .im \'lięl~sze b~ de.: te rozmia_ry /rys. 6b/. Tak 
\·rięc mia:codajny mechanizm zniszczenia odpo'triadać powinien 

naj\·riększemtt możli\<Jemu zasięgovii strefy uplastycznionej 1\nax' 
co· zgodne jest z obserwacjami rzeczywis tych konstrukcji. \'l 

p~czypadku konstrukcji tarczo·wnico\·rej obc.:.ążonej \'ł kalenicy . 
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RYS. 6 

Q) 
. RYS. 7 
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' b) 
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jrys.7a/ analiza sztyvmo-plastyczna podaje jako miarodajny , 
/dający najniższą ocenę nośno.ści/ schemat zniszczenia o nie· 
skończenie małym zasięgu strefy uplastycznionej /rys.?b/ • 
.Analiza U\·Jzględniaje,9ę. odkształcalność sprężystą daje, :z;god
r.Lic - z doś\·Jiauczeni~~~~ ;;: ąl~ończoną vriellcość strefy 0.. • 

Pokazane na rys ;·;; : · _lk-z_:r,~~:; ~ ,dg.tycze, zmieniającego si~ ", pro
cesie deformacji obciążenia, dla którego możlivJa jest ró\•rno-

/ 

\'raga quasistatyczna układu. \1 rzeczywistości mamy zvzykle do 
czynienia z obciążeniami narastającymi monotonicznie i ·z 
chv1ilą osiągnięcia \'rartości odpo'lłriadającej udż.viizo\<Ji kon
strukcji Pu rÓ\'/l'l.owaga st~tyczna nie. jest możli\'{a; musi vlięc · ·· 
nastąpić dynamiczny przeskok do no\'lego poło~enia ró\'lllO\'Jagi 
;strzałki na rys.3/ o ile takie w ogóle istnieje. Tego typu 
zacho\'łanie konstrul~cji żelbeto'łrych obserwuje si~ w rzcczywia· .. 

toś ci /np. doś\'Jiadczenia. R.H. "JOODA [1 3] l. Z punktu widzenia 
sl:utl<::Ó\'1 \'Jyczerpania nośnośc~ k·ons.trukcji istotnym jest o~eś
lenie jej ugięć \'łk po \'lystąpieniu zjav!~ska przeskol<::u. Do tego 
celu wykorzystać można stoso\·Janą VJ przypadku obciążeń impul

so\·Jych metodę energetyczną jnp. N .JONES [34] 1 będącą uogólnie· 
niem na zagadnienia dynamic~ne lcinematycznego podejścia w 
teorii nośności granicznej. \v pracy [35] podano _uzyskane na 
tej drodze . proste wzory do określania kOńCO\<JYCh ugięć belek , 
oraz elementarną pi·ocedurę oszaco\'IY\'Iania ugięć płyt. 

~e względu na formalną analogię ró,~ań dla plastycznych 
po\·lłok \'Jalco\•tych i .dla . belek_ f por. n p .P .G .HODGE (.361/ za pro. 
pono~ .. ,aną \'ł [29] metodę określania udź\'ligu zastoso\'Jać można ·· 
talcże .i. v1 przypadku po\'łłok kołov1o-symetrycznych. Podane VI 

pracy [37] roz\'tiązanie poz\'lala łat\·IO U\'łZględnić znaczną nie- -

raz ną.d\·Jyżkę nośności krótl~ich, zamoco\t~anych powłok \'l stos~~ 

lcu do normalnie stoso,.,anej analizy pomijającej ściskanie 

wzdłu~ tworzących. 

V!yniki analizy spr~żysto-p~astycznej pozvtalają już ·obecnie 
na u,.,rzględnienie efelctu ta.rczo\'v'ego \<1 pral\:tyc·e obliczeniovtej 
,., niektórych p:t·ostszych przypadkach • .Należy jednak ZWI.'ócić · . ..... 

U\·Jagę na fakt, że miarodajny uQ.ż,.,rig konstrul\:cji · zale~y \'1 bar .... 

dzo dużym stopniu od \'.'ielkości ,..,spółczynnika tarczowej, spr~~ 
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żystej odkształcaD1ości płyty. Przyjmujemy go ·jako umovmą 

vJiellcosć stałą, podczas gdy vr rzeczy\·Jistości zależy on ra.in. · 
od rozkładu momentÓ\·t zginających. Do wiarygodnego okręśl~nia 
tego Hspół:czynnika potrzebne są dal:ą~e . :\1/~,-.ki analizy sprę
~yąto-plastycznych l~onstrukoji z. ~~tei-1a~6\., '~i~alcoczud:yoh 
oraz - v1 l)ier,>Jszym rzędzie - boga ts.i€· ~~t~~i~ł; doś\·Jiadczal~ 

. ., : "'' .'itfi; t '": 

ne. Dla popra\'mie j s z ego okreslania \•Jarunkó\'1 początko\·rych 
potrzebne jest talcże; dopro\1adzenie do stadium bezpośredniej 
stoso'Vralnosci metod ana.Lizy zgięciowe.j dla sprężystych ma

teriałó'" znakocz~ych. Zagadnienia te stano\'łią temat aktu
alnie pro'\'Jadzonych badań. 

Z punlctu widzenia praktycznych zastosovra:ń ważnymi ~agad.

r1ieniami \'lymagającymi talcże pośvri~cenia szczególnej uv1agi 
jest \•Jpt.yw .Luzć\'1 niontażovzych na uażvrig konstrukcji prefa-. 
bryko\'/anych oraz \'lpły-\·r zmian tempera tury. 
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Kinematical compatibility problems 
in yield-line theóty 
by -M. Ja nas* 

SUMMARY 
An Dtt~mpt 11 m11d~ to clanlb tlssumptlons mad~ in 

yleld-llne theory In · conn~xion with th~ upp~r-bound 
theortm oj limit tUIQ/yJIJ, Both claulcal th~ory Dnd 
thHry talclng lniO couldmltlolł ~forte! are 
~xamlned for reinforced concrete slabs. The complete 
set oJ generallzed stresses and straln rat es ls considered, 
and compat/hility rondltlons lmposed by the associated 
jlow law are dlscussed, including thosefor the eonfigura
t/on oJ y/e/d lines and for interna/ compatibility oJ the 
cross-sectlon. In the case oJ Johansen's yield-line theory, 
the general type of Jan pattern generated from the 
enve/ope line ls consldered, and some statlca/ restrictions 
app/ied In th~ upper-bound technlque are discussed. Con
slderatlons are llmlted to the case of isotropy, unless 
otherwlse specljied, but concluslons can be more or less 
directly extended to the case oJ orthotropie slabs. 

Generalłzed stresses and straln rates 
The upper-bound theorem of limit analysisu' clas

sically relates the rate o f work of externał forces to the 
dissipation of energy in the cołłapse mechanis~ oon
sidered. Thc fact that. in somc techniques (e.g. the 
equilibrium mcthod). direct use of cncrgy considera
tions can be avoidcd does not change this fundamental 
fact. 

A aiven yield crlterion belna assumed. stress resul
tants can be associated (not neccssariły uniquely) with 
each kinematicałly admissibłe vetocity field (cołłapse 
mechanism) and a uniqucly defined valuc of dissipated 
energy can be computed. Hence. thc work equation 

. furnishcs. for cach mechanism. the corresponding . 
upper bound for collapse load. The work equation, 
whcn applied to thc real collapsc mode, must yield the 
exact value of the collapse load, this latter being \mi-

. qucly defined, whereas different mech,anisms and even 

•On leave from the Polłsh Academy ot Sciences. 

dift'erent stress patterna can pouibly be aiiC)Cłated 
with it. 

As a starting point, a yield criterion muat be adop
ted; this will define. admissibility conditiona for tho 
kłnematioal conftaurations. A klnematically oompat• 
ible vetocity pattem must thus satisfy two essential 

· conditions: · 
{l) fulfilmcnt of geometrical bounds imposed on t!10 
· · structure: 
(2) the possibility of satisfying the asaociateJ flow htw 

for the yield criterion adopted. 
Whereas the first condition needa no Cómment. tho 

second has to be explained in more detail. For this 
. purpose. generali~ stresses and· strain rates m ust be 

considered. In the generał case. we have eight stresa 
resultants within thc cross-section of the slab: 

M",~. N.~, T", ..•.........• . (1) 

i.e. moments. membrane and transverse shearłna 
forces. respectively, ca, p being orthogonal co-ordinates 
in the refcrence piane of the slab. In the most general 
case. all the eight stress multants can influence tha · 
yield criterion. constituting therefore the set of gener
alized stresses Q11• For the isotropie slab. tht yi-::,1 

criterion can be presented in the following symbołio 
form: 

tt,(M.~, N",,. T,J- O ............ (2) 

deftnłng the cłosed. non-concave surface in tbe sP.ce . 
of stresses Q11• The vetocity field must allow the asso
ciation of the plastic ftow vector (the components of 
which are the generalized strain rates q11) with the sur: 
face defined by equation 2. by means of the nonoality 
law: 

. ~·, 
qlt. - 'łf ~Q ............. -.. : .(3) -

The strain ratea 411 a re related to tho reapoctive atressea 
Q~c by the dissipation formula · 

dD - QkqłdJoo 00 0 or,., ~ •>• ... (4) 
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with d.t donotina t he area of an otomont of thc rofuronco adjacent rlgłd paneła makt the othor atrain rato• equal 
plane, and .wlth summatłon conventłon uaed. to zero (M,, • r., • Y, • 0). The normality law and 

Condition (2) łmposes, in generał, no llmłtatłon energy formula (equatlont ! and 4) are now valłd 
. upon the strain rates, since each free vector can be for tho newly adopted strałn components. 

found orthogonal to thę closed surface. However, the lf transverse forces T,. are assumed not to influenco 
situation changes if the influence of some stress resul- the yield criterion, projection procedure yietds: - -
tants Q1 upon the yieldiog of a cross-section is to be y,. ... w,., • 0 .......... , ..•.. "(7) 
neglected. It is eq,uivalent to the operation of projec-
tion of the generał yield surrace on thę płanes o·; ... o. ':lfłd v,ęrti~ał deflexions ątust be continuous at the yiełd 
and we now have to deal with the cylindrical surface lłłi~. Which m ust thus be straight. . · . 
with-genera trices paraHel to axes Q,. l t i s c;>bviou~ that Geometricał~y, this is equivalent to the assumption 
no plastic ftow vector can be otthogonaf to ·sucti a: , ę~at ~~~,t~::~~~~ inu~t coincide with projections of the 

r-. 'f 't h t · ...L 0 I t t b · t d dlffotmces ot rdtatJon vectors on thc reference piane. sur1ace 1 1 as componen sq1 ..,.. . • mus e pom e ·r· .~ ~-v, . '· • • 

t th t t. 1 d'fti · t b t d 1. Moreover, to satt.sfy stmultaneously cquatton 7 and o u a an essen ta 1 erence ex1s s,. e. ":ęe.~ .·· _ea mg h . . . . . . 
'th th · t' f t h · L · r-. :.· . J . •ta: · •'t· ·: .· .'.· t e bo u n. dary cond1t1ons, projecttons of the rotabon w1 e proJec 1on o e sur1ace ano w1 !l 1 s cross .. , ,, · - ~'< . . . . . 

t. Q 0 · · t h 1 t''t ·· ·~H , . ·'t' · · 1 T •, ' ~ t ·-.;;.. ~ctors for t he paneis adJacent to the supports m ust sec 1on 1 = , smce m e a er ... ase s ra n ·ra es · · · . . . . 
q, =t- O can be admitted. The practical significance of comctde Wlth the support lmes. . 

this observation will be demonstrated on pages 42 and 
43. The classłcal (Johansen) yleld-llne theory 

No w, condition (2) can be expressed as: "no general
ized strain rates arc admitted that correspond to the 
stress resultants t h at are not generalized stresses", and 
conversely: "no stress resultants corresponding to zero 
strain rates can influence thc yicld criterion". 

Rłgld-body motlon patterns 
Since .. the generał analysis of vetocity fiełds for 

slabs is extremely difficult, we shall have to confine . 
our considerations to some special classes of collapse 
mechanism. The yield-line theory considers only the 
displacement ratc distributions governed by the rigid
body motion rule. These distributions can be defined 
by the pattern of rotation vectors (possibly completed 
by the vector couples, i.e. translations). 

Plastic deformations can now be developed only in 
the yicld linea separating rigid paneis of the structurc. 
In thc yield llnes, new gcneralized strain rates ('con
ventional strałns') have to be introduced, narnety in
tegral values of t he foregoing ones, defined by 

A 

'f ~c • li~ o f q"dn . ......... -.... (S) 
o . ' 

where lntegratłon is performcd in the direction normai 
to the yield lino (n), and A denotes łnfinltesimal width 
of tho plastic zone. Referrłng all the strain rates to a 
co-ordinate system włth axes coinciding with local 
directions normai (n) and tangential (t) to the yield 
line, we obtain thc complete set of generalized strain 
rates l/11 : 

x,.., i,.,,~ ... ~,.,. y,. .. o. o o o o o o o' o .(6) . 

The first two arc equal to the slope discontinuity 
( normaJ and tangential to the yield linc, respectively). · 
The second two are the differences of displacements 
in t he reference piane o f t he rigid parts adjacent to the 
yield line. The last is the vertical deflexion discon
tinuity. 

Geometrical continuity conditions impo~ed by the 

34 

l f yielding is assumed to be due only to the moment 
action: 

~M11~) • O ................ (8) 
aU the other stress resultants must be eonaidered as 
interna! reactions and, consequently. kinematically ad· 
młssible vetocity flelds must secure, In additłon to tho 
kinematic conditions just above, thc condition of 
inextensibility of the slab referencc piane: For a rigid
body motion pattern, this is equivalent to the assump
tion that all rotation vectors lie in the reference piane 
i.e. that rotation piane and reference piane coinci,1t:). 

Now the form of the criterion (equation 8) must bo 
given. For an isotropie body this is commonly assmued 
to be that of maxi m urn principal moments, and can be 
.written as: · 

(M11,.- M") (M~~- M")- M 11 f12 
• O . 

(M~~.~~, + M!)(M~~ + M"') - M,.~2 
• O .... (9} 

This is represented by two conicalsuńaccs in the spacc 
of gencralized stress resultants (Figure l). M, ana M"' 
denote yield moments for uniaxial positivc and ncga
tive bending, respectively. A similar treatmont is- . 
possibJeł 2 ' for the case of orthotropy. 

lf th~ co-ordinate axes ex, fJ coincide-with those or ;l 
yield linc (n, t), we havc because Y,, = 1l'111 • O, u :.u.;,:; 
'&ta te corresponding to thc projection of thc yicłd sur· 
face in the directions M" .and M,.,. Sincc a doublo 
projection of a tw~imensional suńace bas -~en · 
madc, a zcro-dimensional object is obta!ncd, i.c. two . · 
points A and B, on thc M.,. axis. Now, the assumption 
M,., .. O is due only to the fact that, in the case ot 
isotropy, thc projection on the piane M~ ... O and tho 
intersection with it must coincide. For orthotropy, 
however, t he assumption holds only i f the dircction or . 
the yield line coincides with the principal dir~cti()n_of_ 
orthotropy (see, for example, refercnce 3), otherwiso 
torsional moments M,., must cxist at the yield line. 

However, whethcr dealing with the comp1ete surface 
or with its projections, we always use the sa_me yidd 
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crlterlon ('aquare yleld crlterłon'). Dlft'erences men• 
tłoned in the łiterature are due onty to the different 
mcthodH of lll"l"fOUCh to the problem, (See, for 
example, reference 4.) 

If a purely kinematical (i.e. energy) approach is 
to be adopted, it is only projections that are of 
inte~est, whereas if some supplementary staticał con
siderations have to be introduced, the use of the 
complete criterion becomes necessary. In this con
nexion, the notion of the 'stepped yieh.ł criterioJJ''4 ' • -;.

5;{!' .;_. · .. 
has to be used only as a means of justifylng thc,sórt" •' 'ft"'."i:V, ... ~" ~. ~ - ~ 
squu-re yield criterion for reinforced concrete siabs. it · : :.fil('.·' · : ' 
is related to compatibility in a cross-section and sho~ld 
be discussed together with the 'internat compatibility' 
conditions (pages 42 to 44). 

Since some misunderstanding may arise from the 
form of the dissipation formula for an orthotropie 
slab: Frtll,., l 

dD • Mpx~xd)' + M,A",Sx ...... .. (10) v 
it may be useful to observe that it d~s not suggest 
the existence of a stress resultant state Mxx -= M,x, 
M YY =- M,y, but is a simple transformation of 

dD • M,..~dt ............ .. (11) 
uslng the relationships: 

Mlłll - M".x cos
2 

6 + M,y sin
2 

6 J 
Sf:Nł - ~x cos 6 + ~Y sin 6 ~ ... (12) 
ljiY.- ljlx tan 6 

where 6 denotcs an anglc between the yietd line and 
the principal dircction of orthotropy x. 

The least upper-bound solutłon and 
supplementary restrlc~lons imposed on lt · 
As has alrcady becn pointcd out, the onty criterion 
o f validity for upper-bound solutions is the kinemat- . 
ical admissibility of thc velocity fields considercd. 
However, the exact solution can be obtained with this 
technique if the real collapsc mechanism bclongs to 
the class of velocity field actually consideted. 

It is true"' that the normality Jaw, when applied to 
the surface defincd by equation 9, imposes rectilin
earity of one famiły for both principał strain and 
principal stress trajectories but, if the stress statc 
corresponds to the intcrsection ofthe cones (Figure l), . 
thc trajcctorics do not have to be (and, in thc 

· presencc of distributed loads, cannot be) straight ones. 
Thus, since the class admitted in thc yield-line theory 
does not contain alł the possible collapse patterns, it 
is not certain that an exact solution belongs to this 
class. Hencc we have to remember that we are looking 
only for a reasonably satisfactory approximate sol- · 
ution, not necessarily for the exact one. 

The classical case of this tyJ)e arises when negative 
and positive yield Iines meet (Figures 2 and 3). It is 
obvious that, if the orthogonality of lines is not satis
fied, the yield patterns cannot correspond to the exact 
solutions but, if the real eonfiguradon contains some 

- A 

Pt"".. J -.... 
?'/##'~ ~ ............ 
88888888888888 t.4 Mae 

VVVVVVVVV\1VVV ,...... ..... .. ---------- ............ .... 
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smalt zooes of oegative Gaussiao curvature (Mu - cannot be ac:cepted. Adoption of a yłeld criterion 
M p, M22 - -M p') shown shaded, or some fan system other than equation 9 doea not chanp the situation 
difficult to analyse (see page 37), the best yield·line qualitatively, except that the existence or an exact 
solutłon must permit non-orthogonal interscction or · aolution corrcapondina to a yield·llne collapee pattern 
yield lines. An example ofsuch a situatlon is.siven on is then considerably leaa lłkely. · 
page. 41. However, when considering such collapse The supplement.ary atatical restrłctions-imposed on 
pattcrns, one could question whether kinematical the yiel~·line patterna (e.g. orthogonality of positive 
compatibility conditions are strictly satisfied. Let us, and negative lines) can really be justifled only if we arc 
thcrefore, brietly examine both the case of intersection su re tłiai the ·exact solutłon belongs to t~e yield·line 
of isołated yiełd lines (Figure 2} and that of a class. Otherwise, such restriąion, of courle, gives in· 
continuous field of yield lines (Figure ~). formation on the more realist~ yi~ld~linc conflgura· 

In the first case, continuity conditiops in the plastic tion, but unfortunately ean .·,i~o ~~~~~de from eon· 
zones (x,., = x" - O) cannot be satisfied in t he in ter· sideratlon . thc .beat mech·l))~m .. ln . the ctass actually 
scction zone. Therefore, somo non·homogeneous strain admitted, th~s . ~ulth~a in ·~ą, ~verestlmate of the 

· pattern M11~ m ust exłst there. However, i f only lntegral .. • coltapse lo.d. · ~ ... , . · .: ~;: .. .·>. 
values of external work and dissipation are of lnterest Moi'eover, In searehlng ror tbe lltusory passibllity or 
to us, the question hecomes irrelevant. because the finding an exact solution by means of yield·line tech· 
eontribulion of the intersection zone to thc work niquc. we can easily violate the essendal pri'nciples of 
equation is of order A2 (A - 0), whcreas thc other thc upper-bound method • . The · collapse mode ·for a_ 
components are of order A. square uniformly loaded clamped slab, which is ifven 

A similar situation is observed in the case o f a con· in reference 7 (Figure 4), may be an· examplc of such 
tinuous yield-Jine pattern (Figure 3). Continuity eon· a possibility. The solution proposed contains thc 
ditions at the interse'ctions of lines l and 2 (together supplementary condition of stalical admissibility, be· 
with x1111 - x"1 - O} give, on the boąndary. ljne J-Z~I · - ~ ~use the moments at the clamped edge are assumed 
X.a- O, but sincc x11, has not to be continu~us,,hin$0. ;·: to be M"", • M, coa2 ' - M,' ain1 ,, in order to· 
2 still coincides with the directioil of principal 'curv~~ . . . satisfy (topther with moments on thc internat yłeld 
ture. Moreover, we must rem~m~r.Jhat th~ _ ~xi~ting , .. ~ines M...,- M,) the square yield criterion~ Thii finaiły 
ctrvature componenta ar~ here'Qf ~ ~lfferent order o( . tiVe~~~ bound for thc collapse load of qL1 • 37·7M" 
magnitude. While x"i łs finl~e, x.-2 ~ust ~~ i,nlinitely which is Jower than the Jowest previously known upper 
Jarge. Hen~, when (.lealing witł~ co~y~ntl_on.~t ~-~r~~ns, ~und. ,(qL1 • 42·8M,). Unfortu.._ately, if we examine 
we have, from equation S, Jl1112 ·•• st,;2· ~ O and R~2' q.· O~ tht .klncinatics"of the yield-Jinc pattem, we diseover 
aad equation 11 still holds. that our rotation vectors must be tan~ntial to some 

If we now consider the arguments put forward in curved line and so violate the support conditiems {see 
rcference 4, we can certainly agree that there are many page 34), or that thesc vecton musł be collinear, 
boundary problems for which yield·line collapse mech- and no relative rotations aro possible except at the 
aaisms cannot provide exact solutions. However. thc diagonals. In the Jatter easo we have a diaaoaal collapee 
conclusion that corrcsponding klnematically and pattern ·a~d. if tho appropriate diuipetioJa tomual&·u-

. atatle u Iły adanla,łblo ftol~a clo not oxlat in thcso ca&GI appliccl, tho aoł\atioa it qiJ • 48N,. · -
http://rcin.org.pl



Arbitrary fan pattems 
In seeking least-upper-bound solutłons, we have to 

c:onsider as large a c:lass or mec:hanisms as possible. 
The yield-line collapse pattern c:an consist of systems 
o f isolated plastic hi n ges, or o f entirely plastified zones. 
In the latter case, polar fans are generaiły considered, 

' whereas straight·line patterns c:an constitute an arbi· 
trary fan developed from some cnvelope line (Figurc 
S). Speclal cases of thls typc of yield-line distribution 
havc been analysed by means of the equilibrium 

. method 16·••, and it would be lntcresting to investigate 
the problem by means of the purcly kincmatical (i.e. 
energy) tec:hnique. Solutlon ofthe differcntial equation 
developed by Johansen•1t would now be equivalent 
to the application of variational procedurc (vari_ation · 
of the envelope or both envelope and boundary hinge) 

. to the work equation components in the case of one 
straight boundary. 

Let us anałyse the cołlapse pattern by using'a curvi· · 
lincar orthogonal co-ordinatc system with one famiły 

· c:oincłding with straight yitld lines (Figure 6). If thc 
co-ordinates adopled are: angle 6 and distancez from 
the arbitrary rcference łine a ( normai to t he yield lines), 
the Lam~ coefficients are h, - l, he .... p(6) + z, where. 
p is the radius o f curvaturc o f refercncc Jinc a. Lengths 
of eicments ofthe co-ordinate lincs are nowdi, - dz, 
d.Je - (p + z)dO. · 

Sincc, at thc Jinc /0, deftexions must vanish, rotation 
vectors ofałl thc infinitcsimal strips must be tangential 
to thc line. Then, thc continuity condition on the line 
aeparating two infinitesimal adjacent portions imposes 
tho cquality of tbo appropriato vector projections 

. i 
~ · - l 

l . ' i 

· ' 

' \ . . 
~.l • · ~llł (Figure 7). Thłt alvet: 

. 'cos Y - <~ + ·d~> cos <r + ·dy- dO) •••••• ,(13) 

On neglectłng sccond-order terma. ..;. obłale 
~, . l 

ł + tan y(l - y') • O ••• , ...... (l4) . . 

with ( )' • d/dO. Finally,IC 
l ctr, . -

tan Y • -+ -dill" • • • •• • • •' • .(15) . p lt V 

l s lntroduced, we have; 

+ • (p+ ~-Y exp (J ,':' ~.; .... (16) . 

where z • z,(O) łs tho bouńdary equation~ alld-'c, r. an " 
arbitrary constant. Since the relativo rotation at the 
straight yieJd Jine łs equal to łhe dift'ereoce or wctors 
~~ and +a wo havo: 

ll.. - ~n - +n l ' 
- ~ ain y - (~ + d~) sin (Y+ dy - dO) .... (17) · 

· ~ ... -. ~ .-. ~~: ... · - ·· l 

which finally givea: · · ·· ' · · 

·. ~ · - . - ~cOl . [• + '•'(2z,'+ p') - . ..!!._." ] •• (18) l 

X. ~ ~z, + p)l . % • . +. P. • ! 

If the . regłon eonaidered is bounded by two arbitiary 
. . curved hinges /1-and /21 with rotatlons: 

i,., • ~1. • ~COl (y- y,) .••• ~-•. :.(19) l 
whcre l • 1 or 2 i 
'the formuła for di~sipatłon In the heavłly ahadcd · . ~ · 
region: (Figure 6) can ~. oatablilhed lą_ ~ ~form:-- j 

. l 
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dD • [ .f#1(1t + p)M". -:' .f#t(lt + p)Mn 

'• 
+ J '-(P + z)dz] d6 •• "' ••••• ." •• (20) 

~ .,.. . ,, 
Płnally, by adoptlna a new varlable r • p + 1 and 
using the relation: 

. ' , -:-~~.;-· .... R • - dp/d6 .............. (21) 

valid on the envelope Jine, we obtain: 

dD _{M" r2-rt [t + (r0'+R) <;r~R) _ r0'+R'] 
ro 'o 'o 

M [
!:! (r0'+R)(r1'+R)] + 1'1 + . 2 ro ro 

- M,
1 
[~ + (ro' + R) ~ra' + R)]} W0(6}d6 .• (22) 
'o ro . 

where W o(6) denotes deftexions on the envelope line: 

W0 - C0 exp (- J ~. da) .. ~ ..... ; .(23) 

and M"1, M n can be M" or -M"' depending upon the 
sign of the total curvature at the respective hinge. 
They vanish at the free edge. The most important case 
is obviously that for which r1 - r0 and M"2 - -M"'. 
w hen the zone considered łs adjacent to the rigid region 
or (if M,' - O) to the simple support. lf, moreover, 
there is no internat free edge, equation 22 can be 
rearranged in the following form, more convenient for 
furtber consideration: 

dD- {<M"+M"')[t +('o'~Rr] +M,(~'o'~R) · 

+M,[ (l - ~)('•'~R)J}w,(O)d6 ........ (24) 

By means of a simiłar procedure, after integration 
along the co-ordinate z, one can obtain a formula for 
the extemal work T done by the distributed load 
p = p(6) and by a line load at a curved hinge p, = p,(~). 

38 

~'' .• ~; ~ ' 
. : ~ .... ,. ~ ~ . 

i16"~,-9 . 

respectively ,1 as: 

dT, - :,, [r,'(3r0-2r,)- r1'(3r1-2r,)] Wo(e)dG 

•••••••• (25) 

. d T, • p, (l - ;j ,.,Jr11 + (r1' + R)1 W0{6)d6 •• (26) 

Unfortunately, the applłcatiori of these expressions 
i'n their generał form is extremely cumbersome. The 
main · difficulty occurs just in the formulation of th~ 
boundary equations in the new co-ordinate sy.stem. 
However, some special cases ofthe patterns considered 
are of practical interest. 

The first case to be considered is, naturally, th~t of 
conical bending .. l f we insert the envelope curvature 
R = O. and consequent!y W0 .... C0, into equat~ons 
22 to 26 they givc t11t wel!-known expressions for 
polar fans. If the fan is adjacent to a rigid region 
(r2 = r0, Mp2 = - M"') and if there is no internat 
free edge (i.e. M"1 = M"), equation 24, after inte
gration secotid term, of its gives: 

~ - C,( M, + M,') J[ l + (~)'}o -
o, l 

- C0M, [(t - !:!) r.J.] e -
8'1· .... ,(27) 

ro 'o 8 - e, 
It łs interesting to observe that diasipatlon is--not 

inftuenced by the equations of the internat yield tines · 
but only by the co-ordinates of their origins and ends. 
Moreover, if the lines meet the boundary negative 
hinge (Figure 8), the second term in equation 27 
disappears and the shapes of the internat hinges do 
not affect the dissipation formula at all. This fact can 
greatly simplify the anałysis of combined ·yteld-linc= -~ 
pattern s. 

The second special case occurs wben the envelope 
degenerates into the infinitely distant point. Straight. 
lines now hecorne parałlei an(J the slab segmeą_t under: 

• 
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goes cyUndrlcal bendłng (Fłgure 9}. SubStituting ~d.f 
for pd6 and letting p - CX), we obtain direetly from 
equations 22 to 26: 

dD • [M,(za- z1} (~z0") + M,1 (l + z0'z1'} 

- M,aO -:t- ••'••'>l Cd.r •••••••••••• (28) 

d ( Za- z•) . T, • p Zo - --r- (z2 - z1)Cd.f •••••• (29) . 

. dT, • Pl..z, - z1) ..;r:;:ztr CdJ ••• ~ ••• , •• (30) 

where ( )' • d/d.f and C denotes constant rotation of 
generatrlces. As in deriving equation 27, we . obtain, 
in tbe ~sc of Za • z0, M,1 • M,: 

12 

D • C(M, + M,') f (l ~ z0''l)d.f 

·-·· - CM, [zo'(z0 - z1}] ... , .... (31) 
l• la 

II the region c:Onsłdered does not meet_ an un
deformed area, deflexłona W, at the hinge 11 must be . 
fixed, whereas tho boundary Jine z - z0 is unknown 
and ftctitious. Since deftexions ·are linear functions of 
z, we can replace z0 in equations 28 to 30 by the 
expresslon: 

z0 • z,+ W1/C .......... .. (32) 

We now noto that the upper bound for collapse load 
depends onły słightly upon smali changes in the yield
line configuration. Consequently, applications of com
bined polar fans and parałlei pattems can nearly al
ways provide results very close to the optimał ones 
obtained by numerical integration of the diffcrential 
equations estabłished by using the equilibrium · 
metbod 16,a,. · 

Let us provethis statement for the case of a simply 
supported and uniformly loaded semi-circular slab 

. . 
Kl1f1Mtl.tle~l HmpGtlhlllt)' "ohlllłłl '" )lllld·lllfl IMOI)' 

--

··, 

I'ATTUN 11 

I'ATTUN III 

; F1ltn 11 

(Figuro 10), It was analysed by M. P. NleJieDCI) by 
means o f the equłlłbrium methOct with tho ałd · or a 
eomputer. . 

The upper-bound solutłon obtained -in this way - ~~ 
pa" "'" 4·40M, and corresponds to some fan pattern. 
Figure 11 shows some simple collapsc modes contain
ing combined polar and parałlei yiełd-łine patterns. · 
For the pattern l, containing onły parałlei łines wit h a 
discontinuity at the axis of symmetry, wę haye _t be 
boundary equations: - -

z0 lilii Za • v' a2 
- s

2 
} 

z1• - " cot at ........ (33) 
z16 - -s tan at . - - - -

39 
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Uałng theae in equatłona 28 and 29, and assuming that ABC łs fixed and deflexłona on łt are deftfted from the 
M,1 =- M, for s > O, and M , 1 - O for s < O we obtain, fan a~ the position of the zero-deftexion curve for b can 
after integration: be found from equation 32. The value of M,1 (for 

[ (
" «) «] (" «) region a) and M,2 (for b) must be defined depending 

JM In tan 4 - 2 cot 2 - tan 4 - 2 u po n the sign . of totat slope discontinuity across the 
p • ;.:::.1 line ABC. For example, if the slope of the central 

az tan (~ _ ~) + tan ~ ... ~en~ratrix is assumed to be the same in both regions, 
4 2 2 . . . . .. rcciprocal rotation at ABC i s non-positivc and the 

• • • • • ·• i • (34~ . .. : worłC equatlon yłelds the result pa1 • 5·55M, whoreas, 
For a • 30•, we obtain pa2 • 4·S8M,. lf the central for smaller slopes of b, the result is slight!Y inf~rior, 
part of thc pattern (for s > O) is replac:ed by the cir- both numerical results bcing naturaiły of little interest. 
cular fan (pattem II), we obtain, using the abov~ · 
proceduro, pa2 ...; 4·52M, for« - 25°. Finally, if the Orthogo_nal rans 
fan with the pole on the opposite side of the circle is 
adopted (III), we obtain pa2 = 4·42MP. Hence, we see 
that the collapse modes considered give results 0·5 to 
3·4% superior to the optimal one obtained by t he 
much more complicated proceduro. 

For the same slab loaded with a uniform line load 
at the free edge, pattern lll gives resułts identicał with 
those obtained in reference 6 by directły satisfying the 
equation obtained with the equiłibrium method. Pat· 
terns like those in Fłgure 11 applied to the case of a 
circular slab Joadcd ałong a diameter give upper 
bounds 2·7 to 5·5% superior to the results obtained in 
reference 8 with the aid of a computer. 

A notber simpler casc of generał fan patterns is that 
of straight yie1d lines orthogonal to thc boundary lin~ 
/ 0• In addition to being relative1y simpłe,' such a pat-· 

• tern can satisfy the stadcal conditions at the clamped 
boundary line and can thus be used w hen t he · exa~t 
solutłon is required. 

lf the condition of orthogonality is adopted, the 
boundary can be considered, in the co-ordinatc system 
z, 6, as a reference line, whereas in the system'· 6 its 
co-ordinate r0 is equal to its radiusof curvature. Hence 
we have r0' + R ... O and rotations of g~ncratr!ces arc -

· constant: ljl =- C. Wethus obtain: .. 

W0 - Cr0 ........ : ....... (3S) 
As bas been meptioned, the cquiłibrium metbod fur- . 

nishes directly the fan with tho type of enve1ope lino . · and the diasipatJon cquation (22) bccomcs: 
that ensures the lcast upper bound in the class ad- d D - [r2(M,- M,J - r.(M,- M,.)]Cd6 •• (36). · 
mitted. Hence i t m ust a prlort be expected that, for I f the region consłdered is adjacent to the rłgid zone . 
example, the pattern III cannot give a result inferior (r2 - rOt M,2 - -M,') the work equation ~mponcnts 
to that obtained from reference 8; this conclusion 
might not be true for the other pattcms because dis
continuous fields have not been considered in the 
equilibrium method. However, in this specia1 casc it 
is not very likely that some othcr discontinuous yield· 
line pattern, e.g .. that shown in Figure 12, can give a 
lower estimate of limit Joad. 

An additional collapse mechanism (Figure 12) is 

are: 
dD - [(M,' + M,1)r0 + (M,- M,1)J]Cd6 , .(37) 

ptf2 
d T,. - 6 (3r0 -:- 2d) Cd6 .................. (38) 

presented because it may be a good example of appli- where r0 is the radfus of curvature of the bowidary 
cation of t he combined pattern with one boundary line and dis the distanc:e from it to the inner boundary 
line unknown (z0 for region b). If the boundary line (Figure 13). 
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We now aee that we have not to refer to the OO• 
ordinate tyatem '• e 4eveloped from the envelc,e. As 
in the casc of polar rans, in the absenee or an internat 
freeedge(i.e. if M,1 • M,), dissipation is not influenced 
by the shape of the positive hingc. It is now propor
tional to t he length s o f bo u n dary linc: 

D = (M, + Mp')sC ............ .. (40) 

Klntmatłclll tt»Hpbt/hlllty probltml ht yltld·ltnl tir-

Since the formula can be applied also in thc casc of 
lł · non-continuous periphery line, we can obtain from 
łt the . kh~w~ expression fofthe dissipatlon in a poly-

~~a! !sJ~.~,-.(tl$~~~iA~): ·_} t .. .• -. . ; '. ~;, .. . 
•__ .. .· D ~ ' (M~- 4l ~IY/)2:C111; .--•• \ .. .. • ... (41j ,· 

-,_,,·. ·.-:-· ;_·.1_· · ·:.";;.r:r ·· 

One can, morcov~r~ · ~G~~r_v{i~at the ~ork T, donc · 
by uniform externalload (ct)uiltłon 38) on thc displacc
ment pattern bounded'&y 'irilclosed negativc hingc is 
proportio11ał to thc torsionaJ plastic moment for thc 
bar with the periphcry of the cross-section defined by 
the same curve. The sand-heap analogy also holds and 
known solutions for torsion can be applied here. 

As an examplc ąf such a procedure, let us consider 
an orthogonal fatf'pat~em (Figure 15a) for a clamped 
eiliJ)tlcshib.loaded ii~lfdrriiły. Both the perimcter and 
thc a~nd~heap volumó cann9t be e)(prc'ssed by clemen· 
t~ty ; functions, but w~· c~n ··a~łd tr~~~lcsomc integra· 
tions and use t he krlb\Yti te~\llts .. directly. Thus, we 
have from t he perłme'i~r formula: 

• ~~·: ( : ~ L.\.; !\. .. ' 

D - 4~E~~~g~, +. M ,')C . . ... . .... ( 4Z) 
· and the solutlon bf tbrstó'k problem gives 19 ': 

< ,/Y;.·~ ~·~~·[2~~') - ~ K(k') J c ..... . (43) 

. wlj9~e .k2 • l - b2/a2 and K(k2), E(k2) are complete 
elliptic integrals of the flrst and second kind, respec
tively. 

For purposes of comparison, let us consider also 
the simplest polar fan mode (pattern II, Figure lSb). 
lnserting the polar equation of the ellipse: 

r .... ab(a2 cos2 6 + b2 sin2 6)·1 •••••••• (44) 

in to t he work equation, we obtain: 

az + b2 
p - 3(M, + M,') 

0262 
• , ........ (4S) 

Altbough this yłełd-line pattern does not satlsfY the · 
stadcal boundary conditions, it happens that it always 
sives results slłghtly inferior to those obtained with 
the usc of the visually much more attractive pattern l. 

~ • 

.. 
I'ATTUN l 

(a) 

I'ATTIAN 11 

(h) 

But that is not surprising. Pattern l, ałthough it can • unchanged for both the collApae modea conlłdered~ 
satisfy the yield criterion at plastic hinges, is finally whereas extemal work can be expresscd łn terma ot 
scen to be statically inadmissibłe. This can be shown 

elementary functions. 
by considering equiłibrium equations referred to the lf the geom~trical relatlons for the pattern I:' 
moment trajectories (see, for example, reference 10) 
that coincide with the yield łines. Thus, we havc again 'o • aib2(a2 sin2 6 + b'- COS

2 6)·1 -· . (46) · : 
a situation in which t he adoption o f statical restric- d ... b2

(D
2 sin2 6 + b2 

COS
2 6)-ł • • '· • • ~ : 

tions in the yield-line metbod brings no advantage. are used in equation 39 and if we introduce tbo work 
l f t he same ełliptical slab i s łoaded wit h t he u ni fonn <.!one by the load along the generatrix AB (Figuro 1Sa)1 

łine load p ałong the longer axis, dissipation re1nains we finally obtain the following upper bound for tbe 

41 
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collapse load: in the piane, l.e. łf the reference and rotatlon planes 
M, + M,' 4E(kl) coincide. The value of the bendin1 moment introducecl 

, - b (b)' . ( b .. ... ... . ~ca):~, ·. ·<~?L. into the dissipation r~rm~t· (equation u> m~st thu• . 
· ; + k k;:•re~nb .... ~ ,.~r..~· J.;.1~·~·f ·~9r~spond to. the prpJect•on ofthe ~eral yteld s~r-

1 · · · ' · ' · ·~ : ::.:J~ 11~:~; face on the ax1s M_. However, the pomts represedttng . 
This l•. lnferior to that o~tained for t~e p~tte~ H'~Lt · ·~e projection do not have to coincide with the inter;.· 
Numer1cal values of equatt~n ~7 are g1ven tn Pigure · section pointsof the suńace and the axis. - . . 
16. · : ::::·;~" . !Jle coi~cidence Ju~~~~.in. tJ)~.case o.(Pietąl : slał>s,· 

. i ' • • f • ·~ '·.~ sliić'e . t he yield curve• is iymiiietrlcal with· rcspCct to 
Internat compatlbliłty ~onditions · the M". axis (Figure 17, solid curve). Where there are 

Since, in classical yicld-line theory, the yield criterion' ' ~iłfc.rent yięld 1!'0ąt~P.~I rf)r,positive an~ negativ~ beftd· 
ing (M, • M,') this coineidence can, howeve~, ~ 

is assumed to depehd only upon the moments (equa- strictly satisfied only for the completely ftctitious sind· 
tion 8), other stress resultants must be regarded as 

· internal reactions and the corresponding strain rates -
must vanish all over the slab. As was mentioned on 
pagc 34, this situation leads to tho assumption or 
inoxtcnalbility of tho rofcronco plano ().«<ł • O). Thia 
assuinpdon will bo aatłafte<l lt aU tho rołatlon ve,toralio 

•Ir we consider the altuatlon wherl all the pnerallr.ed lłraln 
rata, exccpt ;;.. and"l., yanlah at \hl Ylold llne, Wl oan doal :--· 
only wlth tho projcotlon ~r łht E~;r• •. łht. planeM""' .' NMt Thua wo Cł\n eonliider łht y ld•llnt HCtlnn 11 belftiiiiUift 
altnł to tht Gto111t0Uon ot a '"' '"""" IVdt · · ~ 
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Klntmatlcal ttmtpallblllt)• pfObltml '" 111/tl·lllłl thtor)' 

wh;h ~tOII•&eotion (fiJUrl 16) OOffiJ>O&ed (o tho ayatom l thRt la to bo oomputed, łlke tho othon, front tho 
or bats (dots) and strlngs (clrcles) teslsting only eondltlon ot mlnlmunt eollapte load. Conslderatlont 

· comprcsslon and tenslpn, respectively. The dashed llne are simpllfied by the fact that the work done by tran'l• 
in Figure 17 represents t he yield curvc for s uch a verse external toad ls not inftuenccd by z. Altbough tbe 

. cross-section. Only in this case, there is no objection yield criterion depends upon the position of the refer--
to using in equation Ił yield moment values obtained ence piane, the least upper bound for collapse load.is 
in p u re bendin g test s {N,11, ... 0). · not atrected by t his choice. ·lf there are no yield _lines 

For the reinforced concrete cross-section, l t he inter- . . with ditrerent signs of rotation in the pattern eon· 
action curve ' estdbłlstieil for the medi.an piane choseii .' ~ .. sldered, the. minimum collapse load cortesponds to 
as the reference piane (Figure 19, solid curve) pr~ · . l~.!-; •~ai~e. of . ~u.rc bending Mlłlł(z) • M~ (or M,'), 
videseither pure bending (A,A', N"" - 0). or pur~ JV"..(zfiiio ~.and results are always the same as those 
curvat_ure deformation (B0,B0', i.,." ""' 0). lf th~ · $l~'pt~ . . ~~~ą,rit~ rr~Oi' simple yield-line theory. 
bending formula for dissipation (equation 11) is !~J>,~ . · · i• ' Howe~ł: if it is necessary to assume that thcrc are 
applied, we mus t introduce in to i t moment . !4.~.~~s · ~· , ·~ót~'neg~ti~e and positive yield lines, t he state of pure 
corresponding to the point B0 or B0'. Hence, the'ylc.ld.:~ . : : ~#~,l;ri~ ~~ri.~ot . in generał exist and in this casc clas· 
moment must be Mlłlł -= ±M,. and not M,. Now·-a• .~llcat 'tlleory<' ~ttually turns out to be kinematically 
(since M,.> M,), the work equation gives an upper inadmissible. Let us obscrvc that solutions are then 
bound for t he collapse load considerably larger than considerably dependent upon the conditions of lateral 
t ha t provided by the cła ssie! l theory in w h ich, in spite restraint at boundaries (see, for example, reference 11 ). 
of the compatibility conditions imposed by the flow Since M",.1r,. M,, a considerable autogenous (not due · 
law (XIłlł - 0), yield moment was assumed to be to the lateral external loads) system of merobrane 
M",. .... M,. forces is generated; -known as 'arching action'. The 

In the classical theory (where internat compatibility . fact has bcen observed by many authors (see, for 
is not considercd), thc positlon ofa rcfercncc phmc has et'(8mplc, rcfcrences 7 and 12) and haa inftuenccd somo 
no influence upon thc rcsult. However, we can see that deslgn codcsma. 
the form o f t he interaction curve i s strongly dependent The collapse mOdes consldered, witb transłation or 
upon the choice of t ha t reference piane. Thus, for each . the rotation piane permitted, do not incluae a li the 
position of the reference piane, we have another vałue · possibte.yiełd-line mechanisms. To allow consideration 
of Al",. - MM (corresponding to t he poi n ts B1, B,'), and of a larger class of coltapse patterns. two more para· 
tl~e work equation gives ditrerent upper bounds for the meters can be introduced, defining the inclination of 
collapsc load. Since we are,seeking the Jeast upper the rotation piane with respect to the rcference płone. 
bound, we have to find the appropriate optima! posi- l t can · be shown that, for many typcs of boundnry 
tion of the refcrence piane. lf the position of the • condition, the least upper bound corrcsponds to an 
reference piane coincides with that of the neutrał axis inclined rotation piane. In this casc, the dislance z 
of t he cross-scction at purc plastic bcnding, the coin· · from plastic hinge axis to rotation axis changes alons 

. cidence of both projection (~,.,. • 0) and intersection thc yiełd ~Inc. Then the simpłe mułtlplicatlon in. cqua· 
(N",. - O) of thc yield curve (Figure 19, dashed line) is tion 48 m ust be repłaccd by integration wit h rcspect 
achieved. We now have M"" .. M,..,. M,, and there is to the co-ordinate t. 
no ditrerence from the classical theory. However, the Finally, if the most generał class of yield·line. pat• 
coincidence can only be obtained either for positive · terns is to be admftted, we must not confine our c;on· -- . 
(Figurc 19) or negativc bending. siderations to capianar rotation-vector. systemi. How· 

Thc procedure of finding the best position for the ever. ifrotation axes do not lie in one piane, the condi· 
rcferencc piane, w h ich is · assumed to be inextensible, tion ,;",·..,.-O does not have to be satisfied and yield lines 
is cquivalent to dropping thc inextensibility assump- do·not coincidc with the directions of principal strain_ 
tion for the rcference piane that is given a fixed posi- ,r.tks (since princłpał directions ofcurvatu~ and axiał 
tion. Now rotation and refercnce planes no longer• ~ttrains do not coincide). Such a situation is observed l 

coincide, the dislance bctween thesc planes belng 'ż: lr· ·commonty if yield-linc theory is applied to shens•m. 
the condition i.",. ... O i,$ n~~ ·.~li~~~ .• the yield criterion It can be found (see Figurc 20) that, it two non· l 

11111~1 clc·rwtuł both upon mo·menł ąild upon axial force: coplanar rotation vectors O., 62 govern the motion of 
•i·• ,\: ,,,,N"") .".o, and the formula for dissipation must adjacent rigid panels ·J and 2, the reciprocal displace· 
be rearranged as: · men'ts of both portions are defined by the ditrer~nce 

- · · vector 612 and by-the vector couple (•1, •z • -•.). The 
D • [x"",M,..,(z) + i."",(z)N,.",(z)]t,. • · • · ·<48) · first component yields the curvature R,. • 'u a.nd t_he_ 

where 11 denotes thc length of the lth yield line, and 
• generalized strains and stresses are related · by the 

normality Jaw applied to the appropriate yield curve. 
We now have, in addition to parameters defining t he 

distribulion of yield Jines, a new arbitrary paramder 

extension of the referćnce piane l_ • łu(l-- a), 1 
., 

whereas thc sccond one gives parałlei translation of 
the two parts ')..., · • A«D1• _ 

The main problem is now the adoption oran appro~- ~ ! 
priate yield criterion. In the prcccding cali, whcn the 
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the aare approxfmatlon to tht approach lnoludlni 
membrane efl'ects. However. slnce it ls round to glve 
Jower-bound npproxlmatlons to klnomutlcultm!utlun•, 
i t is difficult to appreclate lts positlon In reJatlon to t ho 
exact solutions . . 
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this situation Johansen's classicał theory appears to be 

. tlons. Vol. 1: Structuresspot/olts. Brusscls, Centro BĆJgo
Luxembourgeois de l'lnfonnation de I'Ac:ier, 1963. pp. 214· 
217. 

3. KEMP, K. o. Tbe yield c:ritcrion for orthotroplc:ally reinforced . 
c:onc:rete slabs. llłlerlllłtlołlal Joiii'IIGI o/ MechtutleGI Stlt~~Ces. 
Vol. 7, No. 11. Novcmber 1965. pp. 737-746. 

4. wooD, R. H, New tec:hniqucs in nodat-rorce theory for słaba. 
Rtctnt dewlopment1 In y/tld-1/lłt theory. London, Cement 
and Conc:retc Assoc:lation, May l96S. MCR Speclal Pub,ł· 
c:ation. pp. 31-62. 

;, SCHUMANN, w. , On limit analysls of pfates. Quart"/y of 
App/ltd Mothtmotlcs. Vol. 16, No. l. Aprill958. pp. 61-71. 

6, JOHANSEN, K. w. Brudlinlttt'orler. Copenhageń, f943. Enallsh 
.. edit.ion: Yleld-lint thtory. London, Cement and Conc:rete 

Assoc:iation, 1962. pp. 181. 
7, wooo, R. H. Plostlc and tlastlc dtslgn o/ ~lubs o11J plotts. 

London, Thames and Hudson, 1961. pp. 344. 
8, NIELSEN, M. P. On the atlc:uJatlon o( yield-Jinc paltCIOS with 

c:urved yield lines. RILEM Bulletln. No. 19. Juno 1963. 
pp. 67-74. 

9, OLSZAK, w., PERZYNA, P.,SAWCZUK,A. (edltors).Ttorlo,los• 
tycznoscl. Wanaw, PWN·Polish Sc:lentiftc: Publlshers, 1965. 
pp. 243-244. 

10, HOPKINS, H. O, On thc plastic: theory of platea. Prouldlntl 
of the Royal Soc/ety o/ London. Serlea A. No. 241. 1957. 
pp. 153-179. . 

11. JANA!, M. and SAWCZUK, A. Influence of position o( lattrał 

12. 

restraintl on c:arrying capac:ltiea of platea. Ardlwum 
Jnlynler/1 Lqdowej. Vol. 12, No. 3. 1966. pp. 231-244~ 
OVOZDEV, A. A, The buli for paragraph .33 of the reinforced 
c:onc:rcte dcsign c:ode. Stroltelnayo Promy1hlennost. Vol. 17, 
No.-3. 1939. pp. 51-58. (In Russiłln.) 

13. ANON. lnstruct/011 on th1 dtslgn o/ rtllf/orceJ &:ull.:~o·u ,, . 1• . • 

Jtotlc structurtl undergo/lfl Itrtli rtdlstrlbutlon. MOMQOw, 
Oosstroizdat, 1961. (In Russian.) • 

14. JANA!, M. Limit analysis or non-symmetric: plastic: ahclb by · 
a generalized yield-łino method. Non-ciMIIce~l sh1ll prob
l•mr. Procttdlngs o/ cr11 lASS Symp01/um, WoriCiw, /96J. 
Amsterdam, North-Holland Publishing Company and 
Wanaw, PWN-Polish Scientific Publiihen, 1964. pp. 997-

· 15. 
1010. : 
NIEUEN, M. P. Yield c:ondltions for relnfoc.;:ed concrctc1 
słaba. Nordi1k Bttong. Vol. 7, No. J. 1963. pp. 61-82. 

16. MORLEY, C. T. On tho yield c:riterion o( an oa·chogonatly 
reinforc:ed c:onc:rete slab element. Jour,~&~l uf 'h' .M•chunlcJ 
and Physlc1 of Sollds. Vol. 14, No. J. Januł.cy J966. pp. ·-
33-47. 

44 
Prłfłlld by tli• C1m1111 tntd c-11 AuoelfiiiDII 

S2 Gtol~•nor OMdlili, Lorrdotł S. W.l 

http://rcin.org.pl



lfll, l. ,_". 8lnlefrlrfl. IMI, Vol. 4, pp. 61 to 14. Pwp- ,.,_, P'rłftted .. O..t lrłtalft 

LARGE PLASTIC DEFORMA'riONS . 
OF REINFORCED CONCRETE SLAB'S' · 

M. JANAs• 

Polish Academy of Sciences, Wanaw, Poland 

Abstraet-Piastic responsc of reinforced concrete slabs is analyzed, iDc:luding membrane tfrecta and pometry 
changes at large deftcctions. Based on the ftow theory of rigid...,plastic bodies, load-dcftectłon relationt ue dcrived. 
starring from the initial compression ("arching action") in laterally mtrained słabi, up to the overall membrant 
tension and cracking. Tbc kinemalical approach is applied, using energy orfand cquilibrium mcthodt, with the 
initial collapse mode assumed to be prescrved at large deftcctions. Examplcs of clamped ttrip, squue and circular 
slabs are presented, and the comparison with the approach based on the deformation thcory la diacu11ed. 

1. INTRODUCI'ION 

fHE theory of limit analysis employs the model of rigid-perfectly plastic body, and thus 
·· bannot account for deformations prior to collapse. For real structures, however, tbese · 

deformations may somelimes be large . enough to :influence the equil&rium equations, 
and to change the load in tensity at which the unrestrained ·pJastic ftow commences. The 
influence of changes in geometry can, however, be studied within the framework or the 
.rigid-plastic theory as .. tbe post-yield bebavior". One then obtains a sequen~ '0( load 

1 

intensities at which the instantaneo~s plastic motion of the sequence of defor~Cd struc
tures occurs. The work-hardening being neglected, the load~eflection relations thui are 
influenced only by tąe . changes in geometry d ue to plastic deformations. This s~rt or i 

influence ·("secondary eft'ects") has been studied b)' Onat [l], and certain Probierna of 
· post-yield behavior of metal rod systems have been solved [2-4]. Existing complete 
solutions for axially symmetric metal plates are due to Hodge [S] and Lepik [6], and the 
approximate approach assuming continuadon of the initial collapse mode. at large deftec· 
tions has been used in [7, 8]. 

For reinforced concrete slabs tbe kinematical approacb using tbe above assumption. 
bas been applied by Wood to circular plates [9], whereas Sawczuk [10, 11] and Park [12] 
treated rectangular plates. For very large deflections, pure merobrane analysis bas been 
employed (cf. [13, 14]). . -

lt must be pointed out that the term "secondary effects .. (cf. [1]) is misleading when 
· applied to reinforced con,S{~te str~?t~~~. since in tbis case smali changes in geometry 
can be of considerable i~P,~f.tam:ę. Th,iś is du~ to "tbe arcbing action .. neglected in both 
elastic and plastic tbeories o f plates. As first observed by Gvozdev [l S], and la ter discussed 
by Drucker [16], as wen as verified in numerous tests (e.g. [9, 12]), tłlis action can epn
siderably strengtben ·conctete structures:'The arching action is, however, unstabie, thus 
considerations based on tbe undeformed geometry can lead to erroneous results. For metal 
plates, th~ load-deflection 'urves ąlways keep increasing [6]. but for reinforcęd co~tc 
plates they may decrease appreciably (see Fig. 1) •. 

• At prescot at: Facult6 Polytechniquo de MoDI, Belgium. . ., 
61 
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FIO. l. Load-Gcftoction relationa for latcraUy l'eltlaiMd reiaforoed coacnte llabl. 

l. KINEMATICAL APPROACH FOR DF.FOilMED SLABS 

The post-yield behavior of reinfotced concrete alaba wiU be ual;yzed with the foU~~ina 
aaaumptions: · · · . .. . . t·· :. 

. (i) The materials are rigid-perfectly plastic, . . . . .. ' ··,; .·~; . . · · , 

(ii) One is ~nt~rested i? approximate solutions; ba~ .~~~~~~ ~~pir·boUnd- theorem 
of the hm1t analysas theory, · 1 

:.-)\)(: .. ;··:·· .. < . 

. - (iii) The collapse m od es adopted do not change· ·.;i!~. 'fh., ~F,(or~tłp_~~l.e. '~e deftection • 
changes are proportional to one paranietet, ·' r::·t. · · ·:'~:;·: · ._ ... 

(iv) The initial ~ollapse modes are chosen among the' yield-line ~~~~pse ·mechanisms. ( 

The upper-bound theorem i s valid for struQturcs un~fl9iąl · ~caliaibl~ changes in 
geometry prior to the collapse. lf łt is used in the analyais f.UI\f.Je deftections, the routine . 
energy technique bas to be applied to the current deł'ormed con~auration. Thus, at each 
stage of the deformation process. the assOQiated kinemalie solution can be found and the. 
upper bound for the load-deftection relation can be established. Unfortunately, the real 
eonfiguradon of the deformed system should be known a priori at each ins~nt eon· 
sidered. This requirement can rarely be· satisfied. Nevertheless, the discussed metbod is 
valid in all cases, provided the components of the work equation depend solely upon the 
deftection at a fixed point. This situation iuises, for example, if the yield-line collapse 
:mode assumed is .initially exact, and then, d ue to translatlon or expansion of plastic hinges, 
the deformed zones develop into conical surfaces. In a generał case, it is not certain that · 

· the kinemalical approach really gives an upper bound for the load-deftection relation. 
· However, if the considered collapse .mq9.~i.s reasonably close to ·the real one, erron should 

n,ot be excessive. ; ~·-~,: ' . ;~~-; ,:~ .>;, fir~~i;; ~ 
The assumptions stated at tłie łleSinnink of this section have already been applied in 

some pa pers cited in ,se~t~on, ,hll~);y~ł.r• .aU W; e pa~s dealing with ~inforced .con~rete 
slabs [9-12] are actuaJJy J'?-~JK:ą uppn· 1pe def~umallon theory, even af they are wratten 

. within the framework of the theol)', ,of plastic)low. . , 
The difference betwten.thc= applic;ątions o!both ~eories can be easily demonatrated by 

examining the deformed beam as shown in Fig. 2. For small but finito rotations x • w0 :a, _ 
the position of the undcformed (neutrał) layer 0 4 ia cletermined b;y '• • OoSw0 (soe [9]). 
Tho. ~ormation thcory .rclatea atrcasca to ·~ aDc1 tbuaat t11e poiat o~ the _yillcl ..,_ • 

• ' • l P ' 
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changes sign. However, since the displacements are govemed by the rule of rigid·body· 
motion, the neutrał axis for strain rates rm;~st coincide · with the axis 0 1 of instantaneous 

.rotation. The principle of vector summatiol} specifies the rotation rate at the hinge, and 
the axis 0 1 most therefore lie oil the s~rą.i~ht flne· AB, its co-ordinate being z, ... w0 • For 
fhe ftow theory the sigrts' óf strain ratet ilnd thQśe of stresses must agrte; and ~nce the . 
zone 0 4C is in tension. The deformation theory would give there compressive. stresses. 
The rate of energy dissipation is therefore different in the two theoriea and kinematical 
approaches based opon them most give ditferent results. · 

; 

,i l ' 

P10. 2. Yleld hlnae at larae deftectłona. 

Both theories coincide only if deformations vary p~oportionally in the whole structu~. 
Approximations ·obtained from the deformation theoiy can be satisfactory also if the . 
deformation pi'ocess does not differ . strongly from pr9pórtlonality. Unfortunately, this · 
situation does not occur for slabs, since, as can be seen in Fig. 2, the initially compressed 
layers become successively stretched during the deformation process. Only for the incipient 
ftow of undeformed structures and at a considerably advanced ftów (with both the axes 
0 4 and 0 1 falling out of the cross-section) will both theories give identical results: 

One objection can be raised against adopting the ftow theory. The concrete is assumed 
· to be a stable plastic material with the yield point in tension t~, -+ O. Thus, the cracked 
zone is to be considered as undergoing plastic tensile deformations and, whenever the 
sign of the strain rate changes, the compressive yield stress most appear. However, the 
compressive strength of the cracked concrete is very smali (theoretically equal to zero). 
until the eraeks are closed. Therefore, when cracked zones can possibly tumbackto com
pression the applicability of the ftow theory hecomes questionable and use of the deforma-: 
tion theory could be considered. However, fn the absenoe of reversed loads, and at collapse 
modes excluding upward deftections, strain rates decrease monotonically and no change 

. from tensile strains to compressive strains is possible. 

. ·<' ' : ;; ,i%~:f;1·~:::'f.i<. 
3. DISSIP ATION 'óf' ENERGY IN A PLASTIC HINGE 

lf a yiel(\-line collapse mode is assumed, no strains but those normai to thecroswection 
of a plastic hmge·can exist, and the only generalized stress resultants arc the bending moment' 
M and the axial force N. The rate of energy dissipation dD for an elementary łength ~t of 
a yield line is then : . , '• , i • 

dD = ic(M.+ z0N) dt, (l) 

where ic denotes the curvature rate, and z0 stands for the co-ordinate of the neutrał axis 
of strain rates (the axis of instantaneous reciprocal rotation, Fig. J(a)). The &treli resultants 
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in the plastic hinge of an arbitrary nonhomogeą~ous or layered cross-section (Fig. 3b) ~: 

~·· 
M-J: ... ~·>d•-[ .",!"ot~~· _ :.~ .~ .a:: .,,(zldz+ [ .,.<z>c~.ro ,.. ci>' 

where C1c(z), C11(z) are the yield stresses i~ -c~;;'r~~~i; and tension, respectively. • 
·.. . - ·.~ 

l 

Fto. 3. Straln rato and atre11 dlatributio.n within a plaatic hłnae; (a) atrain ratel, (b) yield 1tre1111 włthla 
an arbitrary non-homoaeneoua cro11·aectlon. (o) nlnforctd concntt crou-aeotłon. 

J For transversely loaded horizontal slabs, yertical positj9ns of the rotation axes z01 do 
not influence the work of externalloads. Hence, the positions corresponding to tho least 
upper bound to the collapse load mus t furnish the minim\un rate of the total energy dissi-
pation D in the structure, and thus they m ust be deter_mined from the condition: . 

(3) 

Since tho elemontary dissipation dD is non-negative, tho absolutO minimum ot D will 
bo fumished by the values of z0 found from the equation: · 

o(dD) =o. 
oz0 

(4) 

lntroducing equations (1) and (2) 'in to (4), one finds that the latter is equivalent to the 
assumption of purc bending in plastic hinges (N = O): The least collapse load should then · 
correspond to zero axial forces all over the yield lines. S uch-a condition is a priori satisfied 
in the yield-line theory (pure bending theory), and Johansen's theory [17] alwayi gives the 
least upper-bound collapse loa~ egss!p!~ .f<?r .. the assumed yield-line pattem. 

Kinematical restraints, disreg~rded in Jłić bending theory, rarely permit to satisfy 
equation (4) all over the slab, ev~ri" ~'t iń~lpie~fptastic ftow. On the other band, it is possihle 
to satisfy equation (4) for. ~etal.:sląhs,; ~iit~'ę .~fi~peutral axes for negative and positive pure 
bending coincide, and iile cÓndhi~n.ił~ .~ 6 :~oes not contradiet kinematical restraints. 
For reinforced cóncrete t~is is impóssible, except for the laterally unrestraincd slabs; in 
other cases axial forces ~rching aciio,\i ii\1,1$\ be tak en in to consideration. . . 

For deformed slabs, the position of the neutrał axis depends on displa~ments (Fig. 2) 
and therefor~ i t may be impossible to have simultaneously N == O along all plastic hinges. 
Indeed, upper-bound solutions give in generał collapse loads considerably larger than the 
results from Johansen's theory (see Sections S and 6). Only for stripa and beams (Section 4) 
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can the condition (4) be· satisfied for a fixed value o f the deflection, and then the minimum 
value of the load-deflection cu11~ (Fig. J) cóin~ides with the result supplied by the pure 

- bending theory. . , . .."_~", , z· ~ ... . o i, 

- To particularize fonn~lą, (l) for the case 9L a reinforced concrete o cross-section ; o 

(Fig. 3c), values u,(z) = u,, u,(z) = U''fo~cc:11ićrett iliid u,(z) a u,(z) • u,, for ateel rcinforce
ment have to be introduced in to equation (2). Using non-dimensional co-ordinatea of the 
neutrał axis ' = 2z0 :h and of the ith layer of reinforcement (with the arca of Śteel Gros. 
section A.,)'' ..,. 2z, :h, we can express the elementary rate of energy dissipation as: 

(
1 +'l ) 

dD •lxiM0 - 2-0 +'sgnx+2"'"-''' dt forl'l ~ 1 (S) 

dD • lxiMoO'I +' sgn ic+2"'" _,,l)dt for 1'1 C!': 1 (6)' . 

wherc M 0 denotes double ultimate bending strength for a unrcinforced ctoiHOCtion, 
and.,, is the remforcement in tensity of the lth layer, namely: 

u ,A,, ",---. u ,h 
(7) 

The summation convention applies to repeated subscripts in equationa (5) and (6). 

4. REINFORCED CONCRETE STRIP 

The kinematical approach, based on the plastic flow theory (see Section 2), will be 1 

applied to the case of a clamped slab strip of span L. Remforcement of arbitrary intenaity 
is assumed to be distributed at the bottom ('l b' 'b == 1) and top face ('1,. '' • -1) of the . 
slab. At symmetrical loads the motion commences when plastic hinges form at the mid- ' 
span and at the supports. lf this mode is assumed to continue, the deflection incrcments 
are d\le to rotadon rates q, with respect to the instantaneous axes at iupporta O A (Fig. 4~ 

0. 1 

., 
Plo. 4. Strea diltribution in plastic hingea at larp deftectiODI. 

~ ~: .. ~ ~·- . . '·)': . ''l'! ' ~ . 
'•l · ' . . • ' .., 

Thus, the rate of work T of uili(ormly distributed load q and due to ~e virtual rotadon o. 

rate q, is: · . . 0 :~ 0 0 0 

o ' .:r ; , ~~;, . : ,,., .. !/!;0 

o , o {~o ' , .. 
o L2 o , 

r-Lq, · 
4 

(8) 

both for the undeformed and deformCd states. ' ... ł. : . .. 
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Neutrał axes in płastic hinges of the defonned strip (Fig. 4) coincido with tho axel of 
reciprocal rotation rates. Hence the rełations: 

. ,. (9) 
·_ ; . ·. . . ; ... ; ': -·· -~:·· ~· ·- · :t .. 

define the strain rates due to the virtual rotation nite f/l." : . · ; , . )·j· ·~ <<: · · 
Introducing the adopted reinforcement characteristics, togcther ~th rei~tions (9), 

in to (S) for both support and midspan hinges, we obtain the total rate of dissipation for 
· a unitary width of the strip: · 

D= 2D,..+D• = M0(j)[(1-~)2 +(1+~-2oc)2 +8('7,+'7•)+8('7,-'7.)(«~()]. (10)-

S ince the extemal work does not depend ·on the position of rotation · axis, thc balancc 
equation r '- D fumishes the łeast bound to collapsc load, whcn ~c diuipatioli ratc 
attains a minimum, that is w~en: · · · · · · r · 

oD 
o~- o. , , , 

1

', ' ! .• : 1,, ,: '1 , • . . ' : .h ' ·l • (11) 
.· , ·l :1,1. ; .. ·. •(l i. : _1, ) . , h .·t' ,\: 

Condition (11) fumishca 

ll. (12) 

and the work equation yields the collapse load : . 
; .·;. ·' 1'' 1' 1· '' ' • i; .,;, :i\itti< 

qL2 . - · - -- . . , ' 1. 

8Mo = 4('7"+'7,)-4('7"-'7,)2+(1-cx)l . (13) 

. The result (13) hołd~ for~ ~ 1 and ~.B :2: -:1, i.e. for 

oc ~ «1 = 1-21'7"-'7,1· (14) . 

When this value is excceded, formula (6) must be used inst~d of(S) for tho ·aupport f 
or tho midspan hingc, depending on tho sign or thc cxprcssion (tr,-'f1). 1'he minimum 

· condition (11) is satisfied for ~ = 1 or ~ .. • -1, respcctively, and the collapae load is: 

qL2 '. . . " . .. 
SMo = 4('7•+'71)+2(1-oc)2 -4(1-oc~~!•:.~~} (lS) 

For a morc advanced defonnation (oc_ > oc2 = 1) thc formula (6) must be applied to· ·· 
all hingcs, and ~ tums out not tó influence the work equation. Thc collapac, load is then . 
cxprcsscd by the lincar rclation: 

is obtalncd for oc .... oc0 - 1-1'7"- '7rl· lt is Cąual to thc collapsc loacfsupplicd by tho yicld· 
lino. thcory, since (according to Section 3) the statc ex • «o corresponds to pure bendiq 
(N • O) in all hinges. · ! ! ' :. , · ,\ !: · ' • , •• 
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! l ' 

. . . ~ i 
., . 

l ' · .:·; , 

,·: ·.··. · 

E •18 
o 0-5 1.0 es.!& 1,1 . 

h ; 
P10. 5. Load-cłeftection curve1 for clamped reinforced concrete atripi: (a).aymmetricallJ rełnf"'*• 

. (b) singly reinforced, (c) unreinforced. • 

lt is known that the energy metbod is equivalent to so called 11equilibrium method'' 
in the kinematical approach. In the equilibrium metbod the work equation corresponds 
to the moment equilibrium, and the minimum condition (11) represents the eąuiiibrium 
of horizontal forces acting in the hinges. This metbod seernś to be more itlustrative, since 
different collapse-load expressions can be assoąiated with different plastic regimes met 

. by stress profiles at the interaction curve. For the cross-section considered (and "• > ",) 

1: 

the interaction curve is shąwn in Fig. 6. For relatively smali rotations fP - 2w0 : L. the 
axial forces can be assumed eonstan t throughout the strip. Thus, the stress. profile remains. 
vertical and it moves from the initial position A1B1 up to the statc of maximum tensile 1 

action. S ince thc structurc considered is ~Y.~metric, the initial verticallocations of neutrał 
· axes must be the same in the support and in the midspan hinges. Thus for both hinges 

the plastic ftow vectors i(*, J. = z0*) must be parallel. This requłrcm~nt, together. with 
the normality condjtion, specifies the initial position ofthe stress profile. A 1B1 ~ .1 

. l 

~ . : . 
. ' . l ~~ 

~ .. t · · . . ... ::: . .- .i·:·: 

· ~ ... . 
. ~ 'ł' .. '. . . . 

PkJ. 6.1nteraction curvc for ~oubly reinfofccd COilCI'łte ero• .etkle.· ·.: 
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Ali the load-dtftection relations presented are valid also for loads other than uniformly 
distributed, provided they produce the maximum moment at the midspan of the un-· 
deformed strip. Only the t~ft . si4es ot tlie JQ,hnulae must be replaced by expressions 

.. corresponding to the rate of work ?fth~ abtu~il.Y considered externalload. There is, how- ~l 
ever, one difference. For a c~~Eęń~~ated load app!i~~ .at the midspan, the solution presented . 
is exact, i.e. the yield criterioii"; is ' oot violated .ift: tbe rigid region s. For distributed loads 
this condition is satisfied as long as the axial force remains comprcssive. ~or larger 
deftections the plastic hinge moves out of the cross-section (see (4], for steel plates) and 
the employed collapse mode furnishes only an upper bound to the limit load. 

5. CIRCULAR CLAMPED SLAB 

Consider a circular slab of radius R uniformly and doubly isotropiealty reinforced 
(thus "• • ", • 'f). The reiilforcements are placed at the top ((, • -l) and at the bottom 
(~. == 1) faces. The initial conical collapse modo, of Fig. 8, is assumcd to apply even as the 
deftections increase. 

f • 

. l · ~ : 

l l ,, 
: . . j' l·. 

·, ' 
R .: ;1+~:1jit 

P1o. 7. Radia! sectią" .. orćtero·rmed·~~~~ab.· 
· · ~~ :-~--t~:·.~~ ,;:7~~.).;,4 

lf the formulae (S), (6) for th~· 'd'i;i~~;i~n rate are to be applicd, a continuousstrain 
field must be considered as a yield-line pattern. The adjacent radia! yield lines make thcll 
the anglc d8. Thus, a virtUJ). rotation rate about the axis O at the clampecl edge (Fig. 7) 
produces in the support hinge the follo~ing deformations: · · 

~r-e. (18) 

For the conically ~efor,~~•''u~f'~~;o.~~ 8~~~ins 
·-~- .. ..t!~:.:':;~ ·:!~Pi~J:~~::Y: ): .. *•- (fJ d8, . ~.- ~-2«(1-p~ (l~ 

. '',t;W~: !:i/J.~{~""J;"~~ .... . ~'~ >:'}~ .,~. . · . . . . . . 
where p • r:R denot~ ~ ~~mension~~~! rłldiill co-ordinate, and ar• w0 :1a stands for a 
dimensionless central deftecljop.. F o(~ _virtual rotation rato ł. the elementary work of · 
the uniformly distributed lóad''ąls: · ·.-::. ~·!·~··· ; . _/ · 

T- qR
3 
q, d8. ;l' (20) 

. 6 . 
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Since the deformations vary along the . radial hinges, the total dissipation rate for an 
elementary segment d8 takes eventually the form: 

D • M0ql{(t-
2
e,l' +4~+ s:~: +2~•>\411] dp}RdB. (21) 

After int~grations, tlu~ minimum c~ndfttón''(i !") ~pplied; to the expressłon (21) gives. 
~ - O· Sex. The virtual woi'k equation T = D yields the collapse load: 

qR2 S 
. 6Mo- l +8"-ex+uocl· (22) 

The formula (22) is valid for ~r ~ l, ~~ ~ -l, i.e. for ex ~ cx1 - 2:3. For larger deftcctions 
a membrane ~one spreads from the centre and the formulae (6) and (S) must be applied 
for O < p ·~ Po and Po ~ p < l, respectively. The boundary radius p0 is spccified by the 
condition ~. - -1, which gives: 

1+~ 
Po• ---. 2« 

(23) 

Integrating the dissipation and employing the appropriate formulae for each zone, 
one obtains 

qRl 2·(~:~, ·\···' t .. + .. ' ~ .Jl 4 .[2 . 3(1 +~- . }·.2] (1 +~)~ -- = .'""!-.-. -. + '1 +- --ex +-- , 1 . 
6M0 , ,2 . ... ··· . ex 2 12« . ~ ,., '• _~. 

(24) 

whereas the ~imum criteri~n {i t) giv~s~ • . 

i~~ . . l 

- 2-7: ~[(6"~ex)2 +2cx(6'1+ 1))-(6'1+«~ (25) 
, 1· 

. Bxpresałoa (25) is valłcl.fo..f ~;.~ :J, i.e. for 
....... ..... ·" · '· 1 

ex ~ cx2 - 1 + 12", (26) 

but tłiere is no need to establish new formulae for larger deftcctions. The minimum 
principle (11) is identical to the conditią_n of equilibrium for horizontal forces. Con-
sidering a slab segment with central angle 8 = n, we can see that, if ~ > 1, the radial 
forces in the support hinge cannot be balanced by the resultant of circumferential stresses 
acting along the diameter. Thus, once the rotation axis attains the bottom face, it must 
rem~in there for ex > cx.1,~ .. }'hl:l~}o,r.m~.~a.(f~) is still valid. lntroducing ~ - l .instead of 
t he vat ue given by (2S~ \vt; p~~ip : · '· ·: '· · ., . !:):., . 

.. . ,,;.r ":,:: =~~ ": 411[2~~hd}!; (21j 
• ~ . # . . : ~. :! ; . ',; )):~ ; ~· ~· 

In Fig. 8, the collapse loads for reinforćeine'nt in tensity '1 • o-l are plotted va. the =trał 
deftcction. lt can bę ~a. th:at the lninimum load is considerablylarger than 

l 
(28) 
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. l 

' i, 

·i 

;- - . . .. ~ ~ ~. 

Mr-----+-+---~-----+--~~ 

. . l 

P10. 8. Load~eftection curvc for aymmctrically reiafon:ed ciroular olamped llab. ·. 

. l \. 

as given by the yield-line theory. lt is elear that 'the coinciden~ obsened ror the •lab 
strip cannot occur here. ,, 

6. SQUARE SLAB . . . r 
;: ·. · · · · . ···· . '·'""!?~~.. . . • . 

Cons'idcrations concerning a circular p la te. ~a~ be . ~~~~)' applied to . the cue or a 
square clamped ·slab. Assuming the diagonal collapse mode (Fig. 9) to be preaened at 
large deftections, the rate of extemal work ·or the uniformly distributed load q ił found 
to be ' 

. qL2 
T-Tą,. (29) 

~~ ; 

. As in ~e ~se ~f the ~eformed cir~\llar · siab, strains vary iiong the diagonalihlnp (see 
Fig. 7~ and the deformation. rates are: , · . · · · ... . . . .. ' 

i . : ~- .. ~ s.;.!~-~ lr :. '! = ·i:: (;~~l~ = j2q,, (30) 

Subscripts s and D corre~~o~d' to. th~;, .~~PJ:t:and to the diagonal yield lines, respecti~el~. 
and t is the coordinate measur~d r~<m~J}lę ~ ~~~b centre along the diagonal .hinge. · 

The slab is assumed to be reintorced ońtY at its bottom face. Then, introducing the 
reinforcement characteristics and the relations (30) into the dissipation formula (5), and 
performing the integration, we obtain the total dissipation rate D. l t reaches minimum 
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fÓr ~ • 2" +OoScx. The work equation .T= D now yields. the collapso load: 

ąL2 l-ex 's 2 
48Mo = -2-+~ +2'1(1-"). (31) 

The obtained formulais valid for ~s~ l and ~D C!: -t,'and it gives the folloWiałatiniita· 
tions for the central deflection: 

ex S ix1 = 2(1 - 2'1), (32) . 
Whenever ex 1 <ex< ex2 , the formula (6) ought to be applied when evaluatins the dissipil· 
tion in the boundary hinges. One can see, however, . that the equilibrium of horizontal 
thrusts acting on a triangular panel cannot be satisfied if ~ > l. ThuS, ~ • l must be 
introduced in the original formula from which the expression (31) wu derived, and 
eventually we obtain 

qL2 . 1X2 
-- • l-1X(l-'7)+-48M0 · 3. (33) 

For the central deflecdon IX> 1X3 • 1, the formula (6) muat be appUed ID the łnaer 10ne 
of diagonal hinges whenever ) 

L ( • l) 
t< jl ~ -; ~ -

l". 

(34) 

Since the condition ~ • l must st~ll ~?~d, we obtain : ···.1, . ,. .. 
. qL~-- . . l 
4sĘ- cxrt+ 3«' 

,... 
. '(35) 

When the second of conditions (32) is more restrictive. (ac1 > ac > ac1). a membrano zone 
· appears for 

t<-1+--L ( l+~~ . 
. J2 2tX . 

(36) 

when ~ < 1. Then, applying the formula (5) to the support hinies and to the outer part 
of diagonals, and the formula (6) to the inner part, we obtain atotal dissipation rate which 
attains a minimum for · · · 

~ • IX+[ ex+ 2(1 + 21J)]ł -« -1. (37) 
,_ . ·: t::.: .(., ::D .-;.. .. . 

When the minimum of D is introduce<llQto the work equation, the load.l.deflection n:lation 
hecomes · • 

qL
2 
~ ('1+ex)2 - «

2 
..:.~ar+[ar +2(l+21t)Jf+~4+~~ 

. 48M0 ~ 3 _, 
(38) 

• ,t ~r. 1 1 • · • .~ ·' ~, 

W hen the deftcction exceeds. thc ~al ue 
. l o . . ,.·,1 . 

ex •. • 4n' ' . .~ . ' l i, ") : l (39) 
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the neutrał axis remains at the bottoin face('""' I), and thus, the expreuion (3S) is apin 
valid. . l , ·:· "' , 

i ' L: '• ' 

' ' • ' ~ ł . "' ' l . ' ' . r 

·· ' 

o 

ł .. ! · i 

,_,_. ! ;: r! 

PIO. 9. I.oad~eftection curve for square clamped srn'~~ly rełnforcecl llab, 

For reinforcement intensity '1 = 0·1, the collapse load is plotted in Fig. 9 vs. tłie central 
deftection. -Similarly to the case of a circular slab, the minimum load, though being eon· 
siderably smaller than the initialload, is larger than that provided by the yield·line theory: 

l ; ł 

· .. . ' ił ; , ,\ t 

· :0 ,f .. 

, . . f'IO, 10. Squ~re clamped al~b; ranges ofvalidity oholuti~. ' 
_._,·~~ ~ ;.\::·::'" . • ·"".·"!,\·" . • ~ \ •. ·~ 

( 

(oiO) 

lj 

. Regiona ofapplicability of expressions (31-38) are shown in Fig. 10, whenl. the ~duhed 
line indicates the deftection values for which the minimum load is attaine4. 
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7. FINAL REMARKS 

The load-deftection curve for rigid plastic structures being decreasipg (zone OA in 
Fig. 1 ), for the rt:a.sons of sa fety the geometry changes prior to the initia·l plastic ftow 
.should be takelfinto consideration.lfthey a re not accounted for, the classical pure bending 
theory [17] should be prefetejltially applied. For clamped or lateraiły restrained re-. 
inforced concrete slabś, this theory oc~ur~ to be kinematically non-admissible (see (18)) . 
but i t gives a safe approximation o( the cdliapse load. On the other band, the rigitl-plastic 
analysis, kinematically correct but based upon the initial geometry, can lead to a"consider-
able overestimation of the real carrying capacity. '~ 

lf the ultimate collapse load (the peak value) is desired, the analysis must account 
for the elastic-plastic response. lf it does not, it must be accompanied by experiments 
.specifying approximate values of deflections associated with the peak load (14); other
wise the minimum ordinate should stand for the ultimate collapse load. 

Variations of a yield mechanism due to the changes in geometry, disregarded in the 
pa per, are of importance for metal plates. for · reinforced concrete structures, however, 
the yield mechanism is of a more stable character. In fact, the collapse mode maintains 
its original form up to ratber large deftections. This situation is due to the fact that mem· 
brane forces are always tensile in metal slabs, whcreas reinforced concrete structurcs are 
compressed in the early stage of defonnation. For example, the positive plastic hinge must 
move out o f the midspan cross-section o f a uniformly loaded clamped metal strip, whereas 
for a reinforced concrete structure the maximum moment conserves its initial position 
until the merobrane force hecomes tensile. 
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ACkTpaKT-B paooTe npHBOAHTCJI nnaCTH'łecXHił aHanH'l lKCJJe'lo6eToHHWX MllCTIIHOK c ywyoM MIIIIIIIIJI • 
MeM6paHHWX YCHnHH H HJMeHeHHH reoMeTpHK ICOHCTPYXUHK, B03HHIC8101UKX npH OOnltWHX Opol)l6ax, 
HcnonJyJI TeOPH.IO TC'ICHHJI liCć!cTKo-, M8CTH'ICCICHX Ten, non)"'CHW COOTHOIUeHH~ MC*A)' nporH6oM H 
HarpyJJCOił B UenOM npOUCCCC AecJK>pMaUHH: H8'1HH8R OT OCCBOfO ataTHJI BOJHHJCaiOIQCro npH HUH'IHH 
ropHJOHTaJli>HWX ODOpHWX CBJIJelł (3Cjl4lcXT pacnopa), AO MCM6paHHOf0 paCTIJICCHHJI H TJ)eiUHRoOOpa30-
BaHHJI. HcnonJyCTCJI XHHCM8TH'ICCICHA DOAXOA C DPHMCHCHHCM :tHepreTH'ICCICOro MOTO,Il& HnH MOTO,Il& 
paBHOBCcHJii CXCM8 pa3pyweliHJI C'IHT8CTCJI HCHJMCHHMOA 8 npoQecce Harp)'lleeHHJI, npHBO,IlHTCJI npHMCPW 
,IVIJI 6aJIO'IHOA 381UCMnCHHOił DnHTW, .MI xpyrnwx H XBa,llpaTHWX IUJ8CTHHOIC H cpUHHa&CTCJI npe.MODH• 

RWA MCTO.Q C a~anHJOM HCDOJ13YIOIUHM .QccJM>pr.t&QHOHHYIO TeOpH~ MaCTH'IHOCTH, 
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Arching Action in i~Yastic-Piastic Plates 

MAREK JANAS 

(NSTI'TUTE UF BASIC TECHNICAL PROBLI~MS 
WARSAW, POLAND 

l. INTRODUCTION 

Arching actton may considerably increase • 11e 1 arrying capacities of rei n· 
forced concrete slabsin comparison with -the val .. es obtained from a simple 
fl.exural analysis. In a slab whose materia!- reveals different responses to com
pression and to tension (a "sign-sensitive" materiał), pure bending must be 
accompanied by lateral displacements at the suppnrts. The displacements are 
prevented by the support restraints and, thereforr_ ·membrane forces appear. 
The more the properties in tension and compresston are different, the more 
pronounced is the effect. 

I t might appear surprising that the yield-line theory [l) based u po n t he upper 
bound techniq~e furnishes results inferior to the exr~rimental data. In a simple 
bending theory, however, the compatibility conditit•ns in plastic hinges are not 
necessarily fulfilled (see [2]). Actually, in the _case of restrained edges and/or. 
mixed boundary conditions, a pure fl.exural collapse appears to be kinemati
cally inadmissible [3]. The problem therefore requires a careful study within a 
kinematically compatible theory. A plate is to be considered as a three-dimen · 
sionaJ structure and axial forces have to he taken into account; due to their 
contribution, collapse loads are obtained which are considerably greater than 
the upper bound values given by the yield·line method . Unfortunately, a 
simple theory, in which an incipient plastic motion is considered, seriousl~ 
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overestimates the actual carrying capacity. This is due to the fact that, unlike · 
the case of metal plates, even smali deflections are capable of weakening the 
reinforced concrete slabs. Therefore, results derived from the consid~ration of 
an incipient collapse have to be compl~ted by a large-deftee~ion analysis. 

,, 
. t 

' 

11. RIGID-PLASTIC POST-YIELD BEHAVIOR 

The influence of deformations can be studied within the framework of the 
rigid-plastic theory as .. post-yield behavior." Lo~ds corresponding to· the 
plastic limit equilibrium are sought at consecutive stages of the deformation . 
process, and a sequence of values thus obtained gives a load-deflection rela
tion. ln such a procedure the acmal collapse mode must be known at any 
configuration throughout the dt·•ormation process. To avoid this diffictilty 
t he incipient plastic flow mecha1 , ·m i s ; ·.ssumed to be preserved also at moder
ately large deftections. Such an apprc•<,ch was employed by various authors 
(see [4-6]), but the analyses were base~ on the physicał relations inherent in 
the deformation theories of plasticity. However, the use of this theory is ńot 
appropriate, because in the case c9nsidered locał unłoading appears in the 
process. The plastic flow theory was c-.msequently appłied in [7] and [8]. The 
difference between the .. deformational" and the ''incremental" analysis was 
explained in [7]. Since the present paper fs also based on a similar kinematical 
approach, the principles of t he method have to be presented in order to make 
the paper self-contained. 

I f the incipient yield-łine collapsemode is assumed to apply to the deformed · 
structure, the deflection pattern is defined to within a single parameter, e.g., 
the central deflection. Therefore, deflection rates w are related to rotation . 
velocities q, with respect to the instantaneous axes (point O in Fig. l). In order 
to satisfy the boundary conditions, the rotation axes m ust łie at supports, but 
their distance from the reference piane (i. e., the d i stance z in Fig. l) i s not a 
priori fixed. The rotation rate q, gives rise to discontinuities of deformat~op 
rates in plastic hinges. lhe generałized strain rates can be defined in te~ms of 
these discontinuities. For the deformed portion of a slab shown in Fig . l tlw 
generalized rates of axif!ł deformations 1 and curvatures K-are, for positive and 
negative hinges, respectively: 

.'." = (jJ{z - w0 ), 

where the dot denotes differentiation with respect to a time-dependent pa~am
eter. 
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Fig. J A half-span of a clamped reinforced concrete s tri p colłapsłng at flnłte deftection w0 • 

The positions of instantaneous neutrał axes are given by the relation 

(2) 

and hence they are related in the positive and negative hinge as foliowa 

(3) 

denoting a nondimensional deflection IX = Wu/h. 
I f the mechanism considered consists of rotation vectors lying in one piane, 

onty· deformations normai to plastic hinges can appear (see [2, 9]), Thus the 
generalized stresses in the plastic hinges are the same as in the case of an 
eccentrically Ioaded rectangular beam (for the Huber-Mises yield criterion, 
wit h a multiplier 2/.Jl). In the case of a homogeneous cross section made of a 

. sign-sensitive material (yiełd stress depending upon a sign of the strain rate) 
the interaction curve i s described by t he following equations: 

mP = l - e;. nP = K + eP' IC > O 

mn ~ - l + e;, nn = K - en, IC < O 
(4a~ 

The appropriate forrnulas for the double-reinforced concrete cross sectioń 
shown in Fig. 2 can be written as follows: 

mp = t -e~+4('7b+'7~). n11 = t +~p-2('7b-'7~). -l <~p< l,IC>O, (4b') 

mP = 4('7b - '7~). nP = - 2('7b .+ '7;), ~P < -l, 1C >O, (4b") 

mn = - l+~~ _.4('7, + '7~). nn = 1-~n-2('7 1 -'7~), -l <~n< l,K'<O (4b"') 

mn = -4('7t - "t,) lln = -2('71 + '7~), ~n> l, K <O (4b1v) 
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Fig. 2 Stresses and stress resułtants at płastlc blnges in a relnfon:ed concrete crOss aectlon. 

The nondimensional couples m = M/M0 and stress resultants n- NJN0 
a re referred to plastic m od uli o f the cr~ss section: · 

u,.hz 
Mo=-, 

4 
(S) 

The value ", stands for a mea n yield point at compreuion t1 e and at tensiQft -"~ 
and 

(6) 

• In t he case of reinforced concret~ the tensile strength of concrete ia neglected, 
and thus· tl, - flc/2. Intensities of reinforcement defined with respect to the 
area of i ts cross section A and the yield poinftT. are 

Au. " __ 
hu c 

.. 

The subscripts b and t correspond to the bottom and the top reinforcement, 
respectively and ( )' clenotes reinforcement in the compressed zones. For t~~
sake of simplicity, the reinforcement (as i t is shown in Fig. 2) is assumed to be · 
placed at the faces of the cross section. · 

Equations (4b) do not define the complete plastic interaction curve but only 
its portions necessary in our furtber analysis. 

Using relations (1)-:{4) the work equation can be. established including dis
sipation due to the axial deformations. Then the routine procedure of the 
kinematicał approach may be applied. The appropriate formulas for dis-· . :_ 
sipation energy are given in [7]. In addition to parametera defining a n incipient ·· 
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collapse pattern, the current distance ofthe piane ofrotation from the refereilce 
piane (parameter 'n in Fig. l) and its .słope are to be found from an appropriate 
minimum condition. 

The work eąuatiqh łs knowri to b~.~quivalent to the eąuations of rotational 
eąuiłibrium for the whole rigid' panets. The position of the rotadon piane is to 
be specified from the eąuilibrium condition for axial forces. The eąuiłibrium 
.met h od appears to be more convenient for our furtber considerations than the 
energy method. This wiU be illustrated by the example ofa clamped reinforced 
concrete strip loaded at i ts midspan with a linear f orce P. For the sake of siro
plicity the compressed reinforcement is disregarded ('1~ = '1~ = 0). One half 
o f the deformed strip is shown in Fig. l. 

The moment eąuilibrium gives immediately the formula for a current 
cąllapse value of a eoncentra te~ force 1 

(7) 

The second eąuilibrium condition nn = n,, together with the formulas (4b') 
and (4b"') and the geometricał relatio1_1 (3)_gives 

,; ~ '1b - '1 1 - ex (8) 

lntroducing the values (8) into (4b') and (4b"') and then into the formula (7) 
one finally obtains 

q = qy + (k - cx)2
, (9) 

where qr is the collapse load given by the simple bending theory, i.e., when 
n, = nn = O are introduced into (4b'), (4bH') and (7). In the case ofsingle re- · 
inforcement we have 

(_tO) 

The parameter k in (9) defines the total intensity of reinforcement: 

k = l ..,... 'lb- ", (11) 

Depending upon the distribution ofreinforcement, the instantaneous neutra~ 
axis (8) reaches its limit position ('n = l or e, = -l) in the negative or in the 

a Equation (7) is a·pplicable also to t he case of a uniform ty loaded strip i f the nondimen
sionalload q standsfor q= pL2/l6M0 • 
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positive hingc .~t a nondimensional deftection tx111, For larger defteetions-· the 
Iimiting value ót~n or e, beht,g e~ceeded in ·a"hinge, (4bm) must be replaced by 
(4b") or (4b') by (4b"). The gtmeraH~ed stresses in the hinge are now indepen
dentofthe position ofneutrafiuds. Equilibrium equation nn =n, together with 
(4b) give the generalized stresses in another hinge. Ali those values introduced 
in to (7) yield a modified membrane formula: 

qm = 4('1b + '1 1) - 2('7b - '11)
2 + 2(oc - l) 

·('lb + '1, - 1'1b - '1,D (l~) 

I t can be readily verified that the load-deftection relation given by (9) 1tnd (12) 
is exact and not only kinematically admissible. However; if the solution is 
appłied to t he uniform ty loaded strip it remains exact only so long as the axial 
force is compressive. After the axial force hecomes tensile the collapse mode 
changes. Thus the compressive membrane action clearly extends the range ot 
applicability of the assumption of preserving the incipient collapse mode. 

In the case of a homogeneous cross section, (9) remains valid but k łnl1t to 
be replaced by K given by (6). Th_e fte_x,ural collapse load (10) must also be 
changed to hecorne 

qy = _l - ' K2 ( 13) 

III. ELASTIC EFFECTS 

The rigid-plastic solution demonstrated In the preceding section overesti
mates considerably (as illustrated in Fig. 3) the incipient load-carrying capacity. · 
This i s d ue to elastic and elastic-plastic deformations being disregarded pr~or 
to the initiation of pls&1ic ftow. The influence of elastic deformation bas two 
main features: 

l) Elastic and elastic-plastic bending at an early stage ofloading--although' 
having no inffuence on the post-yield curve-provides deftections before the 
curve is attained; thus, the plastic ftow commences from t he point ąe instead of 
q0 (Fig. 3). 

2) Elastic axial compressibility ofslab paneis changes geometrical relationś 
(3) and therefore affects the plastic load-detlection relation. 

Since variations in axial forces exert a predominant influence on the Joad
deftection behavior, the second effect is of primary importance. h was ac
counted for in (l O) and [l l), where, however., t he deformation theory was 
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DEFLECTION 

Jl'la. 3 Load-deftection reiattona for lateraiły reatralned relnforced concnte llabl. 

actually employed (perhaps inconsciously) instead of the plastic ftow law. 
Here and in [12] the ftow theory is conscquently followed. 

The metbod is first presented with the example of the clamped strip men
tioned previously, according to the principles of rigid-plastic analysis. Incre
ments d).e of elastic axial deformation of the slab panel shown in Fig. l are 
proportional to t he length L/2 and to the f orce increment dN; thus, we have 

dNL 
d).e = 2Eh 

where E i s the actual modulus of compressibility. lf this deformation is added 
to the plastic one given by (l), the relation (3) for positions o f the instantaneous 
neutrał axes changes into 

~ = ·~ -Zcx-~ 
" "'" 8 

(14) 

where a describes the elastic compressibility .of the slab 

(1S) 

I f the suppo;ts can undergo la terał elastic deformation, this can. be accounted 
for through an appropriate reduction of e. 
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· Słnce differentiating with respect to time can be replaced by •matioÓ.with 
· respect to the deflection, (14) hecomes ·· · ·. · · · ·· ·' · 

·"· · . . 
l dn 
-·-+n==k-(1 e d(l . (16) 

provided that the condition nP = nn = n as well as expressions (4b') and (4b,.) · 
are accounted for. Its solution, together with the initial condition ·" = O for 
IX = O, leads to · 

(17) 

Once the axiał force is obtained the current limit load can·be found from (7) 

using (4b') and (4b"'), to be 

q== q,_+ (k- 1X)2 
.... [ k ~(l - e-M)(k ~ ~) ]2 

_ ~18) 

For special cases this equation ·reduces-to the formuła (9) for incompressible · 
slabs (s -+ ex>) and to the simpfe bendłng vaiue q, (lO) for free axial displace
ments of supports (e == 0). Similarly to the rigid plastic solution, (18) is valid 
for en < ) and e, > -l, i.e., for IX < IX111 with IX111 evafuated from the following• 
transcenden tal equation: 

(19) 

The value (1111 i s always larger than the corresponding value for t he rigid-plastic 
solution. For deftections exceeding IX,.., the pure membrarie action begins a·nd 
(12) is valid again. 

The curve defined by (18) gives loads inferior -to those obtained from-(9) · 
with one common point corresponding to maximum axial compression. The 
latter takes place at the deflection . 

. l 
1Xc =-In (l + ke) 

8 
(20) 

From numericał data it folłows that the ultimate k ·load corresponds to 3 

deftections (l• ~ 0,51Xc. Once this value is introduced in _18), the ultimate peak 
load becomes 

(21) 
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The results presented above strongly depend upon the value of s. which 
therefore has to be carefully specified. In reality the compressibiłity varies as 
forces and deflections change. Accepting the mean value as a repr~ntative 
one, the compressibi1ity m od ułus E in expression (15) has to hę choserl smaHer 
than the Y oung modulus for compressed concrete. Depending ~pori the s pan• 
to-thickness rat i o, the coefficient e varies within the intervall <e< 50. In Fig.4 
the current Joad is plotted versus central deflection for different compressibility 
coefficients e and different reinforcement intensities. 

Axial cJeformability of reinforced concrete slabsin compressi~n is distinctly 

Fig. 4 Load-deflection curves for a cłamped reinforced_concrete strip. 
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different from t ha t in tensio n. 1'herefore, to make' t'he-·aolutiorfmore reałistic · 
a new coefficient o f extensibil\ty e, h as to be in~r~~~~p~jr~tead of e in the pre: · 
membrane phase ofadva~ced deform:ati?.~~J.~9,~.r~~ .n : <:: Cl,- u~ .• f9~ . ~ > ~, 
(defined from (17) on puttmg n ~J)}, (16) lógether wtth the conditión ófcoń-
tinuity gives · · ~ · · 

lt can be readily shown that the tensile zone (22) appears when t he current load 
is equal to i ts hendin g vałue, q(~ 1) "= qy. In Fig. 4 somf! curves are given for t he 
case r. 1 = r./4. 

IV. SQUARE SLAB. 
•': .; 

. ~ ~-~· . !· 
- :• 

, fi ~·' : r ' 

The procedure e:tplalned above will be' applied to a clamped square slab. 
As before, the reinfdrcerrtenf·~s· distributed-only in the tensile zones (ttł, = tt~ • 
0). An incipient collapse móde is assumed to be that with diagonal plastiQ · 
hinges (Fig. 5). lfthe nondimensional coordinates C, x are introduced as shown · . · 
in Fig. 5, and ~ denotes the nondimensional central deftection, the deftections 
in the positive plastic hinge OA (C = x) are w/h = ~c. As before, the moment 
equilibrium of one panel furnishes expression for a current collapse load. For 
a uniformly distributed load p one obtains 

(23) 

Axial forces acting on one panel m ust satisfy equilibrium, i.e.: 

(24) 

The position of the instantaneous neutrał axis in the positive hinge is now 
defined by the relation 

where l and l include elastic and plastic strain-rates in the.respective dirce- · . . . ' . 
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Fig, S The yield-line cołlapsc m ode assumed for ·u clamped square slab. 

tions. The elastic compressibility of the triangular panel depends upon the 
variable distańce between the hinges. Suitable values "for x and y directions 
mus t supersede t he eonstan t coefficient e: 

e 
8% = -~--· -x 

8 s,=-c 
(26) 

For the sake of siroplicity elastic deformations in both directions are assumed · 
to be proportional to the mean value of axial forces, n = 0.5(np + nn). With 
these assumptions and for virtual rotations around supports the position ofthe- · · 
neutrał axis in the positiv·e hinge (25) is related to the corresponding value in 
the negative hinge: 

2dn e = e - 2~c - ---
p n ed~ 

(27) 

Defining axial forces from (4b') and (4b"') with the use of relation (27), the 
following equations a re obtained: · -

2dn 
n = l - 2rtb + e - 2~C - ---

p " ed~ 
(28) 
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To de~it.e n: (16) is again obtained from th~ j{;~ve · set. Subtractłng ;(2tff~~d 
using.<24) we can find ~ .. which, due to the syft!rrietry, musibe it'łdependent of 
{. th~~. ~e _have -~:_;j~~:_: .. _.; '~· · 

~ .. ··. ' .: , ,_ .. :,f . . , 

(29) 

(X ' r' ~n = 2 + '1b - 'lt - 28 + Jo C({)~ e-" (30) 

where k is again defined by (li). lntroducing expressions (29) and (30) in to . 
(28) and defining the ;;trbitrary function C({) from the initial eondition « ~ O, 
np = nn = o, we obtain 

(li) ' 

These equations together. with expressions (4b), when introduced into the 
(23) and the prescribed integration perfotmed, yield finally 

(32) ' 

Incidentally, the simpfe bending collapse load q, is equał to the vałue for 
clamped,strip, given by equation (lO). 

Equation (32) is valid (or ~P > -l, i.e., for« < «1 ,« 1 being defined fróm the • 
equation 

-
-··'(2k ') l 2(1 ) «, + e - + - == - + - + "., - 'lt 3 e a 3 

(33) 
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q = (2 + «)('1b + '1.) + (2 + ~- + 2'1 • . ~ 2'1,.) 

·{H 1 - J 1 +~(l + ~.-: ~.>] +;} + j(r+ '~· ~ 7~J (34) 

l ~ • l 

For several intensities of reinforcement some valud of the limit load are 
plotted versus deflection in Fig. 6. · 

l t m ust be observed that the elastic compressibility in the x direction results 
in tangential displacements at supports. Therefore, the solution may be apptied 

2.0 . ~ 

qwJilfro 

Fig. 6 Load-defl~tiorl curves for a square clamped slab. _ . 
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if support conditions enable such :~isplacemert,~ t~develop in the absenco c)r 
plastic shears. This is the case ~~Hi a inultispai( ,yStem of squa~ slabs. I f the 
tangentiat disptacements a re n&l ~rm.itte~? cSinpressibmty in tlle .t'direction 
bas to be reduced or disregardeci.'·~~ ~~~r#~ $ttuatją~ ~r~ses when the supports 
a re lateraiły deformable and hence tłie .. Ueformability in t he y direction is o f 
primary importance; }~ '·i· ·("' :. ·' ' . ,~ . . 

When the compressibility in ~be~x 'Cilrection is disregarded, e~~ oo has to 
be put in to expres~ions (26). Forttiiiately, i f e, is replaced by a constant average 
value e0 , the new solution is identical with (32). · 

V. PLATES WITH AN ARBITRARY CONTOUR' 

For plates of arbitrary shapes whose coUapse modes eonałat of trfangular 
segments the equilibrium equations (23) and (24) can be written for ail1th 
segment, with the integration performedalong the contour. The ,whole proetd
ure shown before re mai n s tinchanged . .lłowever, i t should be mentioned that . 
the simplifying assum'ption on deformations to· be proportional to the mean 
value of merobrane forces n = 0.5(nn + np) ceases to be reasonable enoQgh 
when the triangular segments are very narrow. 

In the case of a circular plate (32) and (34) remain valid, but the nondimen
sionalload is 

for concentrated force, and 

p · 
q == .4nM

0 

. pR2 
q== 48M

0 

for an uniformly distributed load. 

VI. INITIAL DEFLECTIONS 

Ałlowanoe for initial deflections does not change the basie equations oł t.he , 
problem, only the integration constant (or func~on) has to be deftned from a · ~'. 
new initial condition. For the clamped strip one obtains 
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q= qy + (k -!X)2- k - ·~tJ .+ (l- t'-c(~~~~o,) k +--«o l. <. ';. ·. ( l )]2 
. ·{ ·· . ·. :: e 

(35) 

In the same way, for the clamped· ;-mrdl'e slab we ~et ; 
' . ' , . '. . ~ ~ T 

q= ą, + k'-+ -#·f-[ k,.. "f- (l - .-···-.. ')(k- "f+}.)]' 
-~f (l -·· e - c(ll_-~~o,)G - !Xo) + IXo ]2 (36) 

The load-deHection curves for the initial deHection IXo = O.t are.drawn with 
dashed linc!i in Fig. 4 and Fig. 6. 

H may be noticed t ha t (35) and (36) enable a protective cohcrete cover of 
thickness a to be ac.;counted for. Solutions for the ideał cross section shown in 
Fig. 2 can still b~ used pi'Ovided the thickness his replaced by the distance h, 
hetween the compressed face and the stretched reinforcement. Moreover, an· 
initial negative deflection a., ::o. -·a/h, should be introduced. . 

VII. DOUBLE REINFORCEMENT AND A HOMOGENEOUS 
CROSS SECTION 

For the double reinforcement (with "; S '1b and":, S '7t) the resulting for· 
mula ( 18) for t he strip appears to rema in vatid i f k, given previously by (t l). i s 
replaced IJy 

k' = l - 'lb - 'l t.+ "~, + "; . (37) __ • 

The magnitude of the simple bending collapse load qy is now 

(38) 

However, in this case the limits of validity of (t 8) a re slightly different since 
before the phase of pure merobrane response there is a n intermedia te one eon 
responding to those parts ofthe interaction curve w h ich a re not covered by (4b). 

For a doubly reinforced square slab, (32) is also valid wit h the modifications 
and restrictions displayed above. 

Ali the solutiOJlS discussed are valid also for slabs with homogeneous cross 
sections made of a sign-sensitive materiał. Reinfórcement parameter k hns 
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to \le now replaced by K defirt.e~ b~ (6) anti thtbending ~ołlapse loads are · 
given by ( 13). · :..; ·'· ' · • · ,;_:-><· · ; ··•· · . . 

VIII. CONCLUSIONS 

The kinemalical approach based upon the rigid-plastic post-yield analysis 
can give a qualitatively good description of the real response of clamped 
reinforced concrete slabs i f completed with the effect ofelastic axial compres
sibility. Depending upon an assumed coefficient of.compressibility the results . 
vary between these predicted . by the simpic bending theory ąnd those of fu H 
rigid-plastic arching action. Therefore, if reliabłe quantitative results are 
desired, the appropriate value of the coefficient e has to be adopted. Suitable 
choice o f that value remains to be made, experimentał evidence on the subject 
being reiatively scarce. Interesting tests-on square slabs are reported in (10) 
and some ofthe results a re shown in Fig.-6: D ue to the absence o f top reinforce
ment, the test data and the actual results are truły compara b Ie only in the case 
of concrete slabs ('7 = O, k = l). Clamped strips with elasticalły deforming 
supports were tested by Roberts [l l]. One finds that the best quantitative 
coincidence may be ensured for the compressibility coeffieient corresponding 
to the reduced modulus E w h ich i s roughly equal to half the incipient elastic 
modulus for concrete. · 
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·r-rarek Janas 
Zakład Teorii Kon-strukcji 

IP?~ 

- 3 -

PRZESKOK W ZGINM~YCH ELEMEN~ACH 

ŻE+J3ETO\tlYCH 

-1. Upro\tJadzenie 

Jal: wykazuje _ cioś\tłiadczenie jpor.np. [11/, zniszczenie żel
beto\'Jych belek i płyt \tJ .przypadku ich nieprzesu\·mego podpar
cia mo. gv1ałtovr.ay charakter i obse:r\'lujemy nagły :przesl{ok kon-

. stru.kcji do no\vego stanu ró\mO\<Jagi, któremu odpO\'łiada poja
\'li_enie s i~ dużych de forLlac j i. \~ynika to stąd, :2:e w nie prze
suwnic:: podpartych elementach zginanych z ma teriałÓ\tl 11 zna~o
czuZ::ych11 /o różnych charakterystykach przy rozciąganiu i 
ściskaniu/ poja\'Jiają ·si~ ściskające siły membranowe. \·1 pier
\7:szej fazie procesu clefor1~acji wzmacniają one znacznie kon
strul{cj~ [ 2], ale nadają dalszemu procesowi odkształcenia 
charakter niestateczny, podobnie jak w przypadku mimośrodo
\·Jego ściskania smukłych pr~tÓ\v. Zależność mi~dzy obciążeniem 
popl""z..ecznym i ugięciem ma charak·~er pokaz?JlY na rys .1 /linia 
ciągła;. 

\f przypadku podparcia przesu\vnego zachO\'o'anie si~ konstrukcji 

jest jakości0\'10 różne /linia 111\:ropka - kreslfą. 11/, a jej ma-
:_:g./ . ' 

ksymalny udźwig jest znacznie niższy. · -,'· , 

.tr.cal<:tyczne zrealizo\•Janie się przedsta\'Jionego na rys.~ za 
pomocą linii ciągłej procesu możliwe jest jedynie w prz~padku 
gdy _rozpatry\.;any element stano·v1i część statycznie nie\tJyzna~ 

cz<:~lnego układu, ':l którym re z ul tatem zwiększonej poda tli\'IOŚ
ci elementu jest zrw"lie j szenie oó.clzi~ły-\·JUjącego nań obcic~że

nia. ;·r przypadl\:u el~mentóv1 :poddanych bezpośrednio obo14że

niu ze\~~trznemu proces deformacji przebiega na og6~ przy 
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przeskok 
-~> --<> --'> -> -"',.;.. ->-t>-> 
~ 
~ 

l ~ 

l ' ~~ 

\ ·; ;· 
l l ~------~ ....... 
1 

.: i pod porcle przesuwne 

lu 
!l ' 
i.J : :1 
i/ 
·i 

Ry:s. 1 

; . -~ :.., : 

uglęCLe 

obciążeniu niemalejącym. Po osiągniąciu intens~mości obcią
żenia odpowiadającej maksymalnemu udżwigow~ Pu. nie jest jUŻ 
możli\·Je zachov1anie ró\'łllO\·Iagi quasistatycznej. \'l zależności 

-
od charaieteru wpływu zmian V/ ge ornetri i układu \'/ywo:tanych od- · 
kszta2:ceniami konstrulccja może bądź ulec całko\·li temu znisz
czeniu, bądź przejść '"~ sposób dynamiczny do nov1ego stanu róvt
no\'JC.O.gi. ~·J przypadku nieprzesu\mego po9;parcia elementó\·1 zgina
ny en mamy na ogó:t do czynienia z dynamicznym przeskokiem. 

Z punktu \'li.dzenia konsek\·lencji obcia,żenia l<:onstrukcji do 
grunic jej udź\'ligu bardzo istotnym jest ola-eślenie tr\tałych 
ugic~ć ul:ładu pą przeskoku. Temu zagadnieniu pośvli~cona jest 
niniejsza praca. 
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Rozpatry-\'Jane dotychczas zagadnienia dynamicznej teorii 
konstrul(cji plastycznych s·pro\·Jadzają się do okr~slania tr\•ra- ' 
łych t:giEGĆ przy zadanym \'v czasie obciążeniu przekraczającym 
nojno6ć uleładu [ 3] lub przy zaclanych prędlcościach początko
w.ych [ ~-] ._ \1 obu tych przypadkach odkształcenia sprężyste są 
o l'ząu mniej s ze od plastycznych i można z pO\'lodzeniem opero
wać modelem ciała szty\vno-plastycznego. ~1 naszym przypadku 
obciążenie ma charakter s ta tyczny i narasta po\•roli do \'liel

ko.ści rÓ\\'l'l.e j malcsyi:nalnemu udż\·JigO\>li 1 Pu. na rys .1 l, ale kon-;
strul:cja jest geometrycznie nielinio\'Ja. i z chv1ilą osiągnię

cia \·Jiell(ości obciążenia PLL zaczyna się jej ruch przyspie-
szony .. 

\'!:9ływ odkształceń spr~żystych jest tu istotny, ale ogra-• . 

liczu się on głównie do fazy przed osiągnięciem maksymalne-
~or.oz 

go udż\·Jigu /:t;niCl; przerY''Ianą na rys •. 1 J. Poró\mując vryniki 
analizy szty\·mo-plastyczne j [ ~] i sprężysto•plastyczne j [ 5] 
wió.~iruy, że przy' no:r:malnie spotykanych sruu..~łościach lcon

s"'c:r:uJ:c ji rożnie e dla ugięć \'Jiększych od W u. f przy którym o

sic~c;~ si~ maksymalny udź\.,rig p u. 1 sa.: bardzo małe. JJla ugięć 
mniej szych od W u. proces ma charalcter q, uasista tyczny, wobec 
cz~go analiza dynamiczna moźe być pro\vad.zona \'ł Ol"Jarciu o mo
dc.L sztyv.'llo-plastyczny. Z analizy. sprężysto-plastycznej niez

b~dne nam b~dą \·Jielkości począt.ko\'le dla proc~su dynamicznego: 
Pu. i Wu. • ~łuszność takiego uproszczenia pot\'rierdza przy

toczony w p.) przykł:ad. 

2!_]::2ile ~ scie kin e ma tyczne przy dynamicznej analizie lcon
strwccji plastycznych 

l1 od.obnie jak w przypadku statycznej analizy "pozagranicz-

ne j '' [ 2] , czy analizy dynamicznej dla małych lub skoń-
czonych[3 ,6] deformacji naj"V:ygodnie j szym podejściem jest 
o p :~ :L· ci e się na zał:ożeniu o niezmiennosoi w procesie defor
macji oe;o.Lnego ellarakteru mechanizmu p.Lastycznego p:tynięcia. 

analizę. lilozna pro\·Jadzić \'IÓ,,'Iczas metodami d:obrze znanymi z 

klu.cyczne j t0o:cii nośności granicznej, a w pier\vszym rzędzie 
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meto~ą energetyczną. 

RÓ\·:nanie przy.rostóvJ mocy Obcie,zeń zevmętrznych T i pr~d-
1\:0ści zmian energii od.kszta.:tcenia D dJ.a ustalonej chwili . 
czaso\'/e j mo zna zapisac dla kons trUl~c ji przestrzennej o po
'"ierzchni śroel.l<:o\-Je j S w po s ta ci: 

. . 

/ 1 J J (po 'e p- p'epg- P_c ~c 'ew)Wc cew d. s = J WC d.cts l 

. s ..... s . 

guzie o oci~I:zenie zewn~:t;rzne · p przyjmuj e s i~ za stad: e \'ł cza
sie Uj~amicznej części p~ocesu deXormacji i o~eslane przy 

pomocy in1iensyvm~sci Po i KOni·iguracji <e p zale~nej ou 
vJspo;J:rzędnych X .. na powierzchni srodkO\'le J: 

/2/ 

Uiellcosć Pc. = Pc (X~) jest CZtzścią oociązenia ru.e zwit,zaną 
z musą Jnp. c~sn~enie gazowe; ~o~e przemieszczeń poprzecznych 

w Jes1i Jeo.noparame-crowa, Jparametr We 1 · fu.ruccją czasu 

JemlostKO\'łe, pr~Clkosć zm:Lan energii odkształcenia \·Jystępu
j8,ce, po pra\o.Jej stronie - ~Ó.\o.Jnania /11 oznaczymy przez d 

zaś różniczkO\'Ianie \·Jzględero. czasu oznaczymy, jal.;: zwykle 1 krop
kami. 
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RÓ\manie /1/ przekształcić można do postaci 

/5/ 

ponie\·Iaż droga, analogicznego postę.po\'lania określić możemy 
statyczną nośność konstrukcji /lub jej oszacowanie/ 

na kolejnym etapie procesu deformacji [ 2] ~ 

/7/ , 

róvmanie /5/ można zapisać jako 

8/ 

''~ :90\'lyższym \•/Zorze mamy zadane, stałe intensywności obciqże

:1.ia Po J. Je9o części bezmasowej p c oraz obciążenie gra
:1.ic2ilC Pos (we) znane z analizy t• stanów pozagranicznych n [ 2]; 

te p jest niezmienną w procesie deformacji konfiguracją o b- · 
e;i::-~::.:cnia !::jaś ~w olcreśla założony, niezmienny mechanizm pły

:1.ic2e;i2.. •. Jodyną nie·wiadomą funl~cją jest \vięc W0 = We (we) · 
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Dolconując podstawienia 

. 
/9/ V' =W(, 

/'10/ 

i po scałlcov;a.niu równania /8/ \'Jz.ględem W.c otrzymujemy 

/11/ 

Cały człon przed nawiasem jest znaną, stałą wielkością C 
zaś c~ jest stałą całkowania zależną od warunków początko
,.".ych. 

PoJ.stawiając warunek pocza,tko'-zy dla rozpa trY'·;a.ne j cz~ści 

p~·vcesu 

/12/ 

We. 

/13/ 1/ = 1J1
2 

+ 2C Jr 1 ~ Pop~w) J d w. 

w" 

Ut;ięcie Wk odpowiadające zako11czeniu procesu ruchu kon
strukcji otrzymamy z warunku 

'lj =o 
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Jeśli pr~yjęty mechanizm deformacji jest mechanizmem rzeczy

\·Jistym, Wk ·określa ścisłą \'lartość obciążenia końcowego; w 
p~zoci\~ym razie uzyskujemy jedynie jego oszacowanie 
[6, 7] • Podobnie jak to ma miejsce \'/ przypadlcu statycznej ap.a- -
J.i~~Y no ś~ości granicznej uzysl-:ane z podejścia kinematycznego 
p:L·zybliżone rezultaty mają na ogół. dostateczną dokładnÓŚć 
dla potrzeb zastosowań praktycznych~ 

.? .. Przykład zginania walcowego 

Dla możli\'lie jasnego przedsta\·Jienia toku postępowania przy 
ol-creślaniu ugięć konstrukcji po przeskoku rozpatrzymy prosty 
p:. .. zykła.d obustronnie zamoco\'lanego pasma płyto\-Jegó /belki/ 

o·Jcie:::żonego w poło\·lie r.ozpiętości jrys .2/ siłą skupione, • . 
c ię~ar \oJłasny konstrukcji pomijamy. 

r 
~~~-r ~ B . jWc 

. . V 

.J. l/2 + L/2 - .. j 

Rys. 2 

H.ozpa trzymy jednostkO\'lej szerokości pa .::::::!c o jednorodnym 
p :c~okroju o 'ltlysokości h zbudo".rane z mater ::..<-~~ u 11 znakoczu
ł et;o 11 o g.L·anicach p.t.a.o:; ~Jycznosci przy ścisk2.::~i ' . .1. De· i p~zy 
:cozci~ganiu Ór • Obliczeniov.'YJ:Ui charaktery ::;"',; ~-lcumi takiego 

materiału są wielkości: 
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K = Óc - Ór 
Óc + Ór • 

za1eta.; operowania takim wyidealizmvanym przekrojem jest "łry

godna dla analizy jakościo\'.'e j postać 1.1zyskiwanych \'/Zorów oraz 
ła-t\'JOŚĆ przejścia do wyn.ikÓ\'1 dla przekrojti. źelbetowego [51. 
Przekrój ~elbetovry rozpatrzony zostanie \'1 p.4. 

Dla slcupionego obciążenia P związanego z masą Pjg i 
pt·sy mechaniźmie odkształcenia pokazanym na rys .2 kol).figura-

cja obcir~żenia te p opisY\..,rana jest funlccja, : Diraca . , zaś 
koni'igu:cac ja ugięcia 'e w je s t liniovną funkcją X • \1/yst~pu
je.;ce \•Je vJZorach /1+8/. can:i mają wóv1czas wartości: 

/16; 

L 
2 

J te w lf. P dx = 1 , . 
.. L 

2 

zaś pozostałe wielkości równe są 

/7/ Pc =O, c =g. 

\'!prO"tJadzamy wielkości bez\eymiaro\\le: 

/8/ 
-1 _ We 
t.Ą,- h ' E= 

gdzie E jest uśrednionym modułem odkształcalności podłużnej 
bell-:i. l)rzy tych oznaczeniach zależność między bieżącą . noś

no~ cis.; graniczną. q, i ugięciem dv p:c.·zybiera \·/g [ 5 J postać: 

. 2. -cLE. 1 )] 2. 
l 9 l q. 

5 
= q, lJ + ( K -o/.) - [ K - ( 1 - e ) ( K + E: . 
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\'liellcość 

/20/ 

q,y jest nośnością belki podpa.rtej przesu\'rnie 

. 2 
qy = · 1 - K . 

ró\'manie -/1 9/ obo\'lie,.zuje dla eX (. o<. m 

z r ó '~'l'lania [ 5] : 
przy ci.. m okre śl~nym 

dla · wieakszych ugi~ć belka przechodzi \oJ stan membranowy 

/22/ q,s= 2o(,(1-K): 

Zgodnie z roZ\'lażaniami podanymi na ko1:1cu -p .1, przy całko
\'laniu wyrażenia /13/ operov.;ać możemy modelem: szty\'łllo-plastycz
nym ( c -? o0 , dla którego znika \<Jyrażenie ,., nawiasie k\'la

dra to\•Jyra /19/ zaś /211 sprowadza si~ do et m = 1 • 

.Podsta\'Jiając \'liell<:osci /17 l i /18/ mamy \\'Yrażenie na pread
kotć ugięcia 

d. 

/23/ 'l52 = '1J12 +2qh Jc1- t )dO(,, 
cl1 

gdzie ~o = q,u. jest maksymalnym obciążeniem, pr·zy którym 
nast'ipuje przeskol<: jrys.3/. 

. A F l 1 
"J.. l ' ·' 
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Rys.:? 

J.1onie\·laż narastanie · obciążenia \'1 granicach O -q, u. jest 
bardzo wolne w porównaniu z przeb~egiem przeskoku1 można przy
jąc, że dla 

;24/ ~ =~1 , 'l)~ = o . 
\'! p:czypadku gdyby obciążenie q,

0 
przekraczało znacznie wiel

k.ość q,u. , należałoby rozpatry\·:ać cały proces obciążenia 

od c:Jv,.. == 0 • 
\'! zależności od tego, czy ruch ustaje dla cX..K- ~ ci..,m;pro

ces I na rys .2; lub O(, l<. > O(,m ;proces ·II/, \'Ie \'/Zorze /23/ pod
sta\}iamy q, 

5 
1.:1g /19/ lub v1 odpo\'liednich obszarach \aJg /19/ i 

v:.g ;22/, U pier\<Jszym przypadku z viarunku /14/ otrzymujemy 

-. -i·,. O. qr6 http://rcin.org.pl
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po podsta\l~eniu zależności . 
otrzymujemy: 

q,u. = q,
5 

(cX.łf) . wg /19/ 

/25.a/ 

lub 

/25.b/ 

wzory /25/ obowiązują dla C(,K ~ cX.m = 1 , t.j. dla 

/26/ ( 
Ą -K )2 q,u. -q,y ~ -2-

jeśli nieró,·mość ta niv jest s:peŁ'I'liona1 to otrzymujemy odpowied
nio j al\: dla przypadku I : 

/ 2'// ,..) li - N + \ /("' . "' ) ( 1-<X;f )O' 
vvK - uvs Y v..-s-"""<1- 3(1- K) 

• 

/27.b/ 

gdzie 

/28/ ~s 
Cfu. = ---:.....:::::;_,_~ 

2 ( 1- K) 
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G-dyby \·/ obszarze clA. - eJ... K opero\'lać krzyy1ą dla modelu 

S_l)rqżysto-plastycznego ca:tkO\'Ianie równania /19/ dla e ~Q 
pro\·Jadziłoby do nie_wygodnych \</Zoró\·r. Łat\'liej jest przeprb\·la-

dzic całko\'łanie uun1ery,czne • .l:"roces ustaje dla oLk. , przy 
lctó:cyo po,'lierzchnie pól zakreskowanych nad i pod lcrzywą 
;rys.3; są ró\me. \'l najczęściej spotykanym przypadku, gdy 

ct. 1< > dv m , \>lykorzystując linio\oJOść zależności w :razie 
r.aoill.bruno\•Je j /22/ otrzymujemy 'formu3::ę półanali tyczną: 

~dzie . F d jest bezwymiaro~tym pol.em powierzchni e/.., < o(. m: 
l 

ot m 

(30! F =I ( '1-s- et-u..) do(. 
ex., 

\·l JlOni2sze j tablicy poró\\rnano \'łyniki uzyskane dla materia

d:u o rozbieżności granic plastyczności K=0,6Jtj. 6r=0.25 6c! 
uzyskane 1)rzez przyjęcie modelu szty-\·mo-pJ.astycznego \·l obsza

rsG C(," - oLK • Jak \'lidać, o rzeczywiście licze,cych się błę
dach \·Iy:"likających z przybll~enia cztyvmo-plastycznego móv.rić 
ffiO Zlla. dopiero dla e ~ 2 i; CO . LlOże aotyczy~ jedynie bardZO 
smu.kd:ych konstrulcc ji. 

s l ~u O(rtl ~~~spręż-plast c<K.szt-plast bd:ąd 

~ 1 'uuu 1 1 UO ~ .11 2.11 -
10 0,865 1 ,05 1•69 ·1 .68 0,6~ 

5 0,820 1,20 1.58 1.53 ,,2% 

1 0,7U5 1 '70 .1 .5~ l 1.29 15' 1~~ 
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4. J! ~czelccó ;j żel betO\'Gf 

Jalc zaznaczono na początku p. 3, charakter zachO\'Iania si~ 
1co:.1s"'Grul~cji żelbetowej jest identyczny jak dla konstrukcji z 
j e;ctno:cod.nc go materiału znakoczułego. RÓ\'lnanie ;1 9/ opisujące 

.... .. " ... ! •• 

prze~ieg procesu odkszta~cenia statycznego pozostaje ·nada~ . w 

mocy [ 5}, jeśli l_1P• ala ltonstru.k:cji zbrojonej \'l ~trefie roz~ 
ci<:;;gCl.nej ;na powierzchni aol.nej w przęśle i na po\aJierzchni 
gornej na poaporachj przyjmiemy 

13:1 K = 1- t? - t? 
td lg' 

gdzie ~d i ~q określają bez\·lymiaro\'Ją intensytmo.ść zbro
jel~ia p:a::z~s~O\'łego i podporowego o :przekrojach Jct. 1 + i 
granicy plastyczności Ós : . .9 

1321 

wyi~ J:; .. :. ~lałosć betonu na rozciąganie pomija się, . zaś granic~ 
elastyczności przy ściskaniu oznaczono przez 6c • 

Nośność zgięciową /20/ dla konstrukcji podpartej przesuw
nie \·ryraża się obecnie wzorem [ :>] : 

/33/ q, = 4 (n - n ) - 2 ( n2. + n z: ) · 
Y lg Id. Cq (d • 

ze \·Jzględu na asymetrię przekroju zmianie uJ.ebra także wyraże
nic 1221 odpo\•riaaające stre.rie memorano\·rej (tA. >c/.., m): 

/3 4/ q,5 = A+ 2o<, (? +? -J ~ -~d/), 
d. 9 CJ 
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RÓ\·manie dJ.a · ·~m olcreslającego za.Y"~es 'Vlażności \'łyrażen 

/1~/ i ;34/ ma obecnie postać: 

\·Izory ;25 - 25. b; na ugięcie ~ońcO\'Je eX, K dla ~odelu 
szty\·Jno-pJ.astycznego :pozostają nadal wa~ne, zaś · dla ol..~e, >o(. m 
otrzymujemy obecnie: 

/3'1 l 

g<.l.zic 

\·fzó:c ;29/, z zastoso\·Janiem numerycznego całlco,-rania ula. mo
delu sprężysto- lul> sziiY'mo-p.Lastycznego Ulega także niewieJ.-
!c.ie j moayfi!cacji: 

\'fzo:cy }_) .3. stanówia, szczegóJ.ny przypa·a.el~ po\vyższych wzorów 
ula A = O i t? n • 

(.q = l-d. 
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~-' zamo coHana pd:yta l~\oJadra to\':a 

Zal::taa.o.j~c mec!1anizm zniszczenia a..La równomJ.ernJ.e o ocia,zo

no j pi:yty ze.1.oetowe j Jalt na rys .4 otrzymujemy [ 'J KrZY\'la, s ta-

. , , . 

JĄ.UJ qs = ql/ k 
2 
-o<.(K- 1

5
2 d..)-[K-(1- eect.)(K f 2i )] + 

za s d.La ~ > 0(, m 

- ł)12 ( 1- e-Gct/ 

/411 ()(.m = + ( 1 +?d.- ~g) 
. . 

\'ły~·iJar:czy opero\'łaĆ wyrażeniem odpowiauająoym moa.eJ.owi sztY\'ł

no-p~astycznemu: 

U l)O\·ly~szyc.n wyra~eniach operuJemy \·Jiel.x:ościami oezw.Ymia

rouymJ. 01creślonynu w p.;>, a Jea.ynJ.e intensy\mość bez\-rylJ.U.aro

wer.;o ooci~~żenia ro\'łil.a jest: 

/4·.)/ 
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L 

:t.godn,ie z procedurą przedstawioną t-v p'oprzednich punktach, 
przy całkot.·Janiu wyrażenia /13/ opero\'Jać możemy mqdelem s~tY'·r- . 
no-plastycznym ( e ~ 00) , a jedynie przy wyz~aczaniu wi~l
kości eX,.., i qu. korzystać z rozwiązania sprężysto-plastycz
nego /40/. 

Dla obciążenia równomiernego mamy '\'lg /2/ ce_p = 1 , oraz 

l,•/g /3 l 

1441 'ew ='1-lixi-IYII~Ixl+lyl 

i po scałlcowaniu \'ryrażeń \'1 /11 f otrzymujemy "łle \'/Zorze /13/ 
na pr"dkość przeskol<:u C • Dla \1/arunl<:u początko\'rego: 

dv = o(,_., , 'tt-1 = O . warunek ustania ruchu /14/ sprowadza 
ni~ c1o postaci 

~K 

/~5/ f ( q,u.- q,~ )do(, =o 
ol.ll 
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Analityczne caiko\aJanie \'lyrażeń crs nie jest celowe, gdyż 
1 to.lc z wartmku /45/ otrzymalibyśmy równanie przestępne. 
Wygodniej jest bezpośrednio planimetrować' ·wykres jak na rys.5, 
olcrejlając cL K. w \~Jarunku równości pól nad i pod rz~dną 

q, =q,u. · . Dle1. przykładu poka~anego na rys.5, dla którego 
mamy: 

OYlJ =1,44 1 dv~-::0,125 ~u. .. 1,715, ci" D 0,155 

otrzymujemy w ten sposób O(,K = 2,41. 

2.0i 

- tt.q --· . 

li!) ;\ .. -, 
:; 

o -~· ~-----~------------------------------~--
( lj l 

ctu d." 
, 1· 4 o L--=. =---.:!..--OL-.5---...J1.~0-R_y_s-. -5---:-1."'-=5:------=2.1-::. 0:-----~=---... 

http://rcin.org.pl



- 20 -

llonieważ zmienność krZy-\'/ ej q.. s (ol) dla płyty k\oJadra to\'le j 
jest ~a.godniejsza niż w przypadku belki, nie\'lielkie zmiany 

:c z q une j vlYVlołane efektami spr~żystymi mogą mieć \'Jiększy \'lpł.Y'!r _ 

ll[~ ocm1.ę _ ugięć lcońcov1ych płyty niż bellei .- Aby zmrtie jszyć \'ly
ni1~ający -stąd błąd można opero\'rać \'l obszarze C(,_, <d... 4( OC..~ 
oCi.l)Q\·Iiednio zmodyfikowaną \'Jielkością obciążeni~ C}l.L: 

/Ą- 6/ 

6 ... Ocena \•!pływ predlto~Ći odkształcenia 

,_,! P?:.Y\'1 prędkości odkształcenia na zacho\•Janie się konstruk

cji że!beto\<Jej U\·lidacznia s·ię \·1 pierwszY"m_~zędzie przez 
v1s:cost granicy plastyczności zbrojenia przy szybkim rozcia,
ca~iu. Aby przekonać się o znaczeniu tego czynnika dla do
k~aru~ości proponowanej metody oceny ugięć należy przejść od 
p:i:·,~ d}:osci ugięcia - poprzez l<:ąto,..,e prędkości w przegubach 
plc;~ stycznych - do prędkości linio\eych odkształceń w zbroje
niu .. 

Dla określonych z ró\'tnania. /13/ prędkości ugięcia 'lf 
można olcreslić prędkość wydłużen~a tr z zbrojenia w strefie
l)la stycznego przegubu przęsło\'Jego frys .6aJ jako: 

r;cizie Ze określa położenie ch\'li!O\·Jej osi obojętnej w prze
lcco j u. 

Udksztad:cenia. vl przegubie plastycznym po\'Tj.nn_y. osiągać 
t aorctycznie niesko~czone wielkości. W rzeczywistości prze
f::Ub 1:rozmazuje 11 się ~~ obszarze przekroju pol<:azanym schema
tycznie na rys.bb. zakładając w przybliżeniu, że \1-lyd:tuże-
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. 
E"% : a) b) 

Rys. 6 

nie o · · . rozkłaC1a s1~ równomiernie na Cl:tu-
gosci L= (h+2Zc)tg't otrzymujemy śreanią prędkoś6 odksztaa:
cenia zbrojenia w strefie przegubu: 

Naj"~iększą prędkość ugięcia, a "łrięc i pręd-1tos6 od.ksztad:ce
nia. ociągamy '" przypadku rozpatrY''Ianej ·,.r p.4 belki żelbeto
"~ej dla. ugięcia 0(, 2 j'flrg rys.);, przy którym zachodzi q,

5
=q,u.; 

t .. j. dJ.a: 

/ 49/ o(.~= K +Vetu. -qy' , dla -q, ~ 2 (1 ~K)(2 -l~ -?c l) 
u - . g d ' 

l 50! 
.II.- D.tu.- A 

c1.2 - zc1-K-1 7~ -redl) dla. · qu >2 (1-K)(2 -J?<) ... ?)) . 

\~! przypadku I otrzymujemy naj\'liększą pr~dkoś6 
1. 3 

l 51 l 'l) ~ax = ( ~~: r ( q,u..:. ~Y t 
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Marek Janas 
Zakład Teorii Konstrukcji 
IPPT 

- ~· ·~ 1 • • • 

ZAGADNIENIE MAKSYMAL1TEGO UDZWIGU 

ŻELBETOWYCH POWŁOK WALCOWYCH 

l. Zależności podstawowe 

Rozpatrujemy zamkniętą powłokę walcową /rys. l/ ob~ 
ciążoną kołowo-symetrycznie ciśrii~ni~m wewnętrznym -p 
oraz siłami krawędziowymi T0 ,Mx 0 ,Nx0 ,T ... ,MxH,NxH• 
J:rzy oznaczeniach i konwencji znaków jak na rys. l równa
nia równowagi powłoki można.zapisać /por. np [lV: 

l 1 ) T Na. 
x,x + R _ - p ' 

/2/ M x,x -T . X =o, 

/3/ Nx,x + 9x =O, 

gdzie l, x/ oznacza różniczkowanie po X zaś g x jest o b- · 

ciążeniem mesowymo Dwa pie~~sze równania można sprowadzi6 , 
do postaci 

/4/ 
Ns

Mx,xx +. R - P· 
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Odkształcania osiowe A i zmiany krzywizny?(, wyrażają 
się odpowiednio, wzorami: 

/5/ 'Ax = U,x , 

/6/ ~X = W, X X • ' . ze == O s . . 

:\ · == ·O . xe 

2'Cxa. =O. 

-. 

P:;."'ędkości odkształceń Ax·, 1\e.icx,i.G-można wyrazić tymi sa
mymi w.zorami zastępując przemieszczenia U i W przez pręd-_ 

kuści U. , W o W przegubach plas~ycznych operujemy umownymi 

odkształceniami sh.'Upionymi będącymi wynikiem całko·wenia pręd

kości odkształceń - po nieskończenie wąskim ogszarze. Wyrażają 

się one ~zor_ami /poro ~2] /: _ = OC =O 
Ax - u] ' ~X - LL,x J ' Ae- & ' 

/7 l gdzie J oznacza skok /nieciągłość/ danej wielkości o 
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Powłoka posiadać może dowolną niejednorodność poprzecz

ną, przy '.czym zakłada się, że poszczególne warstwy spełniają 
vJarunek plastyczności <.ialileusza /toZWo ·"warunek prostokątny"/. 

W rozpatrywanym przypaaku ko:towej- symetrii kierunki główne 

sid: pokrywają się z głównymi kierunka.1ni ortotropii. Zapisu-
jąc warunki plastyczności przy pomocy naprężeń głównych 
otrzymujemy niezależne . warunki dla każdego z kierunk6w głów

nychG Wobec tego zależność graniczna przedstawiająca warunek 
uplastycznienia całego przekroju rozpada się także na dwa 
niezależne związki pomiędzy siłą membranową i momentem zgi
nającym w obu głównych kierunkach [ 3] o MamY więc: . · 

/9/ FE) (MG, N8 ) ~~a 0. 

Mx 

Q) ' b) 

Rys. 2 
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. Zależności te są identyczne jak dla prostokątnych pręt6w 
obciążonych mi~ośroctowo [3}, [4] o Zależności te opisują . 
ct~ie płaskie krzywe graniczne /ryso 2/. · 

Vla powłok zbudowanych z materia~u krucho-plastycz
nego o granicy plastyczności de ' mogącego przeno~ ·ić j edy._ 
nie_ naprężenia ściskające oraz z dowolnej liczby warstw 
ciągliwego zbroj'enia o granicach plastyczności ÓsL i powierz
chniach przekroju na jednostkę At zależność graniczna /8/ 
przybiera parametryczną ~ostać: 

nx= ~~· =- -1- sgn ic-x(S -2~ ~.c sgn(S,-S)] , 

/lO/ . B M . • [ z · ~ ~ ~ 
mx = de. h"e =. sgn 'acx 1 -S + 4 't- ~•2xL sgn(Si.- S)J. 

lntensywnośó zbrojenia i-tej warstwy odległej /rys. )/ o 
~.h/2 od powierzchni odniesienia określa wielkość 

l. 

/ll/ r? . = 6st. A;.. 
. ( xt. Óc h 
' ~ 2 Zo j t t k 'l j · · · ""· i .l zas ~=-h- es parame rem o res a ącym _ po::tozenJ.e cuw o-

wej osi obojętnej przekrojuo Równania /10/ opisują całą . 
l 

krzywą graniczną jeśli przyjmiemy funkcję "signum" jako: . 
sgna=1 dla O>O, sgno=-1 dla. a< O, sgna=~ d.La 0=0 (-1<~<1') .. · 

·' ; 

Rys. 3 

·. · . o-.J .ś · 
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·Wówczas dla ~ = ~ , czyli przy usialonym ~ , występuje 
k ~ . 

nowy, dowolny parametr Jv • . · 

Wzory l lO/ obowiązują dla-1-~· S~ 1 o Poza. tymi granicami Mx ~ 
Nx równe są wielkościom odpowiadającym wartościoms=i-1. __ 

Dlą. _ k~~e:runku obwodowego, zgctnie ze stC?w~zyszoniro prawe-m 
pł.ynięęia: 

/12/ 
. _ v --o Fe 
~& - 'D Ms 

z warunku aCs.::: O wynika, że stan graniczhy odpowiadać mo
że . tylko jednemu z wierzchołków A,B krzywej granicznej 
/rys. 2b/. Mamy wówczas: 

/13/ Lub 

2. Stan graniczny cylindra jednorodnego 

W przypadku powłoki plastycznie jednorodnej w kierunku 
obwodowym /o stałym zbrojeniu obwodowym/, z równań /1~3/ i 

/lJ/ otrzymujemy wyrażenia: 

* 
T x =- ( p - ~e. ) X + ( 1 

/14/ 

* ·- . * = -
gdzie Nx = NG przy w>O i Nx=-NQ,Przy w< O • 

. Przy podparciu krawędzi X= O i X= H siły poprzeczne 
nie są z góry ~ad.ane. ?odstawiając wielkości momentów kra~ 
•:Jędziowych Mxo i MxH do /14/ otrzymujemy: 

* 
/15/ 

MxH- Mxo 
Tx = H ( p - ~~ )(f - x) '- . 
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•* 
/16/ M 

= M xo (H- X) + M X~ X 
X H -(p- ~&)L(H-x). 

Jak wynika z charakteru zmienności moment ów, 'zależ- __ 

nos~ graniczna ~=0 może być na ogó.ł speł~iona _jedynie w~dd:uż 
izol:_owanych linii obwodowych; powierzchnia p~k-~~-~~łcona musi 
v1ięc pozostać prost olcreślna /poro [ 2 J , J 6:1 lo ~ V(~unkiem pow
stania mechanizmu zniszczenia tego typu j~~;t ~ - oprócz upla- · 

stycznienia w kierunku obwodowym, utworzenie się przegubu 
plastycznego w miejscu ekstremum momentu Mx/a ściślej: 
ekst.remum funkcji fx (Mol(, Nx )/;przy w -ąO spełniony więc musi 

być warunek. Mx=-M~cdla X== Xc , gdzie: 

H ~ Ml<o - MxH 
/17/ XC- 2 (p-~)H 
VIarunek ten podstawiony do /lb/ daje, po rozwiązaniu otrzy
manego równania kwadratowego ze względu na p , poszukiwane 
ciśnienie graniczne 

Dla powstania mechanizmu wymagane jest ponadto uzyska- . 

~ie swobody obrotu wokół podpór. W przypadku podparcia prze

gubowego momenty podporowe Mxoi MxHmuszą być z góry zad~ne; 
'.'J przypadku zamocowania krawędzi wyznaczyć należy Mxo=-Mxo ··· -
i MxH =M xH , podobnie jak mo~entu Mx1

c. z zależności granic-z-
nej F~(M~, N Jt)=O, dla której wartość sił~ podłużnej wyznaczamy 
z rÓ\'Jnania rów11owagi /3/ i z odpowiednich warunków brzego

".;Jycho Jak d:atwo zauważyć, nadwyżka ciśnienia granicznego 
ponad wielkość wynikającą z nośności zbrojenia obwodowego 

odpowiada . _nośności umownej belki wyciętej wzdłuż tworzącej. 

\V dalszym siągu rozpatrzymy szczegóło~iej przypadek 

pm'Jłoki Obustronnie zamocowa..~ej i zabezpieczonej -przed prze-·-, 

suwem podpór. ~roblem ten nie jest już statycznie wy.znaczal

ny, goyż warun~i brzegowe do· wyznaczenia Nx są typu kinema-
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Rys. 4 

Mx 

/ 

l 
l 

l 

l 
l 

l 
l 

t~ 1 Mu. 
xo 

o·sie obrotu 

l • os wzo)emneoo 
obrotu 

-ł :c 

~: \ 

\ . 
l) 

X 

\ ~ . . 

~ .. ~o- . Oh 
.-"-~_L 

Rys. 5 

\.D 
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tycznegoo Pomijając ewentualne siły masowe otrzymujemy z /3/ 
warunek stałości sił Nx .w całej powłoce; momenty graniczne - _, 

Mxo , M )(H i M)(c. odpowiadają więc tej samej wartości 

N - N o Pokazuje to ryso 4. 
X - XO . 

Vlielkość siły N xowynika z w~.tt~ków - k.~nematycznej zgod .. . · 
nośq_i /por. ( 7] l, które przy od ·~~·~~~ł~~n~~ ~. r.t ·: postaci po
wierzchni stożkowej przybierają ±'o,r)!lę prawą opisującego 

. . : _{; , . ,.4\ .. . . 

sztywne obroty górnej i dolnej części tworzącej /rys. 5/o 
Stosując· bezwymiarową współrzęaną poło~enia osi obojętnej · 
/rys.· 3/ S= 2~~ prawo to mo·~emy .zapisać jako: . 

1191 s c =r +-w er- s o). 
Zależność l l9( podst awlona, wraz z wa~unkami N xo = Nxlł = Nxc ·, . 
do wzoru na siłę osiową /10/ daje wraż z /17/ i /18/ układ. 
równań pozwalający na rozwiązanie problemu. 

Z technicznego punktu widzenia najwa~niejszym jest 
przypadek, dla którego charakterystyki wytrzymałościowe ·po
włoki są jednakowe na obu podporach. Mamy .wówczas Mxo = M xH 

i Xc = H/'2.. , zaś warunek /19/ sprowadza się do 

s c.= s o= s H 

Ponieważ z . z~łożenia o prostych normalnych wynika zależność: 

/20/ = 

zgodnie ze stowarzyszonym prawem płynięcia plastycznego wek
tory plastycznego płynięcia. Ę(Ax, i.x)we wszystkich przegu
bach muszą być do siebie równoległe; pokazuje to rys. 4o 
r.1ożna łatwo wykazać, że warunek ten może być spełniony tylko 
dla siły osiowej Nxo zmieniającej się w gr~icach pomiędzy 
wielkościami odpowiadającymi największym momentom granicz- · 
nym przy zginaniu dodatnim (~>0)- Mu. i ujemnym(~<O)-M~ , 
a więc VJeWnątrz OdCinka . eT C- na ryso 4o 
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Jeżeli zbrojenie przęsłowe jest ułożone wzg~ędam po

·.vierzchni środkowej antysymetrycznie w stosunku do zbrojenia 

podporowego, wówczas musi zachodzić S =O o To samo dotyczy, 
oczyvviście, przypadku j edna~owego, symetrycznego zbrojenia 

w - l 
11a podporach i przęśleo Za wielkości .M,c0 ,Mx+i t Mxc we 
\'.'ZOl~~e /18/ podstawić należy ·wó-wczas wielkość Mt.L , która 
równa jest wg /10/: ,., '" 

/21/ 

H 

3. Stan pozagraniczny 

u 
X 

Rys. 6 

. -
Podobnie jak w przypadku zamocowanej belki żelbetowej 

[ 8 J , :równowaga graniczna rozpatrywanej powłoki ma charak
ter niestateczny i należałoby ją rózpatry~Ja~ z uwzględnieniem 

odkształceń konstrukcjio Jeśli rozpatrywać będziemy równowagę_ 

odkształconej plastycznie powłoki o ugięciu We = d.. h , 
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·•:Jówczas zależność geometryczna /19/ przyjmie postać: . 

Ograniczając się, jak przy analizie konstrukcji n1e
odkształconej, do przypadku. jednakowego .zbrojenia. na obu 
pod;orach .mamy S 0.= S H o Wielkość ~ 0 zależy od charakte
::::-ystyk plastycznych przekroju poprzecznego powł·okio Dla 
zbrojenia jednowarstwowego rozłożonego w pobliżu rozciąga• 
nej powierzchni powłoki /zewnętrznej w przęśle i wewnętrz
naj na podporach/ mamy zgodnie z przyjętym systemem ozna
czeń /ryso 3/, charakterystyki przekrojów: 
na podporze -

l. =w' ?~=~w dla s~ = l{ , 

w przęśle -
L= z ' . 

dla S i, = --1 :~ ~ 
z warunku \(y !x·o -=-zxlx=H oraz z /10/ i /22/ otrzymujemy dla 
powyższych charakterystyk położenie chwilowych osi obojęt
nych w przegubach: 

/23/ 

i z /10/ otrzymujemy: 

/24/ n= -1 +~w+ Zz +CX dla.. - .1-~-l~w-~zJ<~<1-{~~~~71. 
Zgodnie z ograniczeniami dotyczącymi wzorów /10/, gdy 

w procesie narastania ugięć jedna z wielkości /23/ osiągnie 
\'Jartość graniczną l go= -1 lub sc= 1/' siła osiowa nie bę-· 
dzie ulegać dalszym zmianom i będzie równa mniejszej z war-
tości: 

/25/ n= 2 ~w 

. - r 
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'4o Odkształcenia sprę~yste 

Jak wynika z analizy przedstawionej w poprzednim pun
kcie, rozpatrywany układ jest silnie geometrycznie nielinio
v:y ?- jego nośność zależy w sposób i~t~~~y od_ .. }iktualnej -kon
f'iguracj i odkształconej konstrukcji, -·pfiestaj~-- wobec tego 

- . ... .. .'-.:' ··: ·,., . ' · ~ 

obowiązywać znana z liniowej teor:t:f:· Iconstrukcji~: ·.zasada, w 
myśl której odkształcenia sprę~yste .... ~~ę wpły\v~~ą na noś-

.. ~ _,:~. : .. ~. ,l.. , 
ność graniczną. Stan początko~ego plastycinegb płynięcia 
osiągnie -konstrukcja już dla pewnych skończonych deferma
ej i, a wi'ęc przy obciążeniu mniejszym od nośności konstruk
cji nieodkształconejo 

Aby uniknąć kłopotliwego obliczania krok po kroku ko
lejnych etapów prodesu deformacji sprężysto-plastycznej wy
korzystać można podejście zaproponowane w'( 10) uwzględnia- ' 
jące jedynie wpływ odkształceń ·sprężystych od sił osiowych; 
a pomijające wpływ na geometrię układ\i~eprężysto-plastycz
nych zmian krzywiznyo 

Przy takim podejściu zmianie w· stosunku do toku po
stępowania przedstawionego w poprzednim punkcie ulega ' je
dynie zależność geometryczna /22/, która podobnie jak w [10} 
musi być uzupełniona członem odpowiadającym sprężystemu 
przyrostowi długości tworzącej przy przyroście siły osio
wej Nxo Zależność ta przybiera wówczas postać: 

/31/ . s c = s o + ~c. c s Ił - r) + 2 0(. - ~- ~~ , 

gdzie C oznacza bezwymiarową podatność sprężystą tworzącej: 

2. E h 2 e -
- OcXc(H-xc) /32/ 

Dla rozpatrywanego w Po3 przypadku jednowarstwowego zbroje
nia w strefie rozciąganej otrzymujemy t pod st-awiając /31/ 
do /10/ i wykorzystując warunek równości sił osiowych w 
przegubach, zmodyfikowane wyrażenia /23/: 
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oraz 

Po rozwiązaniu równania różniczkowego /34/ otr~ymujemy: 

/35/ 

Mając określoną wartość siły osiowej możemy wy:z;naczyc z 
/3J/ wielkość S w przegubach i następnie z /10/ odpowied
nie wielkości momen~ówo Równanie ~ównowagi /27/ daje wów-

· czas: 

Jako warunek początkowy dla wy~naczenia stałej całko
wania. przyjąć można stan w chwili powstania pierwszego mecha
nizmu plastycznego płynięcia. Ponieważ deformacje w fazie · 
sprężystej są niewielkie, można przyjąć, że ruch płynięcia . 
plastycznego rozpoczyna·się od stanu nieodkształconego. 
f"'rzy takim przyjęciu /por. [10] l warunkiem początkowym jest.: 

/37/ eX. =O n ==O 

Po jego wykorzystaniu równanie /36/ daje ostateczne rozwią
zanieo 

/38/ 

/39/ 
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W przypadku gdy konstrukcja posiada wstępne ugięcie Wc0 =C'..0 h 
w.::-J.runek początkowy /37 l zmienia się na: 

/40/ n=O 

i rozwiązanie /39/ przybierą postać 

Zależność bieżącego obciążenia granicznego od ugięcia 

pokazano na rys. 7 dla powłoki pozbawionej zbrojenia podłuż
nego oraz dla dość siln'ego zbrojenia /ok. 1%/. Najważniejszą . 

· informacją jest wart.ość największego obciążenia Pu.• które 

przenieść może konstrukcja. Odpowiada ono ugięciu, które w "' . 

przybliżeniu można określić jako Dlu. ~_0.5~, gdzie rA-c odpo
v:iad a punkt owi styczności aktualnej krz-ywej z krzywą odpowia
dającą konstrukcji sztywno-plastycznejo Odpow~ednie rozważa~ 

nia są identyczne jak w przypadku belki i podane są w [10] o 

Otrzymujemy ostatecznie wzór: · 

(pLL- ~&) hk6c =2{4C?w+7,)-2(?; +?z.2 )+1-?w -?z.-k ln~+€(1·?.;?,j+ 
/

42
/ -[ V1+W-iw-~r.)

1

-1 f} 
· Podobnie jak w przypadk-q konstrukcji sztywno-plastycz- ·· 

nej, zakres ważności rozwiązania /39/ ograniczony jest wa~ 
runkamiS0~-1 i S c~ 1 o Przy odpowiednio d~żych ugięciach d... 
dla których warunki te nie ~ędą spełnione obowiązywać będzie 

nadal membranowe rozwiązanie /29/o Scisłość rozwiązania /39/. 
08ranicza się do zakresu ściskających sił osiowyoho Z warunku 

n:: O wynika, z:~ · przestaje ono by~ ścisłe dla ugięć odpowia

dających na rys. 7 prawej części krzywej le .ż~cej · powyżej po

z i or.n.l nośności początkowej. Ten odcinek krzywej /dający je~ 

dynie oszacowanie/ oznaczono na rys. 7 linią przerywaną. 
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W przypadku zbrojenia podwójnego rozmieszczonego w 
pobliżu krawędzi · przekroju wzory wynikowe pozostają nadal 
ważne, a je dynie wielkości r:> i D zastąpić należy odpowied-

• C..w C.z, 
nic przez ~w- Yl~ i ~z·- re~ p gdzi~ ., ~~ i . rt'w oznaczają -
zbrojonie w strefie ńcisk~ej na podporze i w przęśle; za-

. . · · ' . f 

miana ta nie dotyczy pierviszego czł~i:iu we wzorach . /39/ i 
/411: "1(Y2w-t-?z.), który ·pozostaje bez zmian. 

5o Uw~gi końcowe 

W zależności. od przyjętej wielkości współczynnika 
przedstawione rozwiązanie opisywać może całą gamę przypad
ków od "efektu rozporu" dla konstrukcji sztywno-plastycz
nych /dla E. ~c-o l do nieczułego na ugięcie z··achowania się 
konstrukcji podpartej prze suwnie l C, ::: O l o W przypadku, 
gdy podpory mają pewną sprężystą podątpość w ~ierunku X, 
należałoby zmodyfikować wartość współczynnika C zastępując 
go prze z· E.. 1 związany z poprzednim zależnością: 

H 
/43/ h k 

gdzie k jest · współczynnikiem sprężystej podatności podpory. 

Rozwiązanie dla konstrukcji wstępnie . odkształconych .. -
/421 pozwala uwzględnić wzmacniające oddziaływanie skosów · 
na podporach lub wykształcenia powłoki- w kształcie hiper
boloidy o bardzo małej krzywiźnie w kierunku osi X. 
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