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Agn1es~ka Mus~ynska 

Zaklad Uklad6w Me0han1cznych 

WPl,YI TARCU SUCHEGO 0RAZ ZDERZ!:tf NA TZ.UMIENIE 
DRG.ltf PEDBGO UKUDU MECEUNICZNEGO 

1· Wst~p 

Rozproszen1e energ11 nieuchronnie towarzyszy ruchowi ele
ment6w uklad6w meohan1oznyoh. Rozproszenie i.o spowodowane 
jest z jednej strony przez zjawiska przebiegaj~oe wewn~trz od
ksztaloanyoh elemant6w, z drugiej strony przez zjaw1ska po
wierzohniowe. Do pierwszej grupy, zwanej tlumieniem wewn~trz
nym nalez£:l zjawiska m1.k::roskopowe wywolywane mechanizmami cie
pl.nym1, magnetycZllYmi, atomowymi [ 1 J • Do drugiej grupy, zw!'l
nej tlum1en1em zewn~trznym, zalicza si~ zjawiska towarzysz~ce 
rucho~ o1al stalych wzgl~dem siebie 1 wzgl~dem otaozaj~cego 
~roaow1aka. Zjaw1ska te zalez~ oa oharakteru srodowiska, roz
r6tn1a si~ wiQc tarc1e hydro lub aerodynamiozne, tarcie suche. 
Ponadto do grupy tej zaliczy6 motna zjawisko rozproszenia ene
rg11 powodowane przez zderzen1a oial stalyoh• Oczywiscie po
dzial na zjawiska wewnQtrzne 1 pow1erzQhn1owe nalety traktowac 
umownie. Przykladem takiej umowno~c1 mog~ slu~6 elementy me
ohaniozne wykonan~ z kompozyt6w [2} • 

ProbleMY rozproszenia energ11 mechanicznej od wielu lat 
s~ tematem lioznyoh prao badawozych. Niestety brak dotychczas 
koherentne,;J, pelnej 1 do~wiadozalnie zweryfikowanej teor11. 
I szczeg61no,o1 rozproszenie energ11 powodowane przez zderze
n1a wyst~pUj£:l08 w ukladach meohan1cznych z luzami, jest bardzo 
malo zbadnne [J-6} • 

W n1niejszym artykule,na przykladzie ruchu prostego ukla
du meohan1c~ego anal1zuje si~ rozproszen1e energ11 meohani
oznej wywolane dwoma jednocze~1e 1stn1ej~cymi zjaw1skam1 po-
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w1erzohn1owymi: tarciem sucbym 1 zderzen1am1. 

2. Model. Zalozenia. 

Rozpatruje si~ plask1, aYmetryczny uklad zlotony z trzeoh 
sztywnych bryl o masach m, m1 1 z dw6oh spr~~ o liniowyoh 
charakterystykaoh sprt:Z;ystosci (k - wsp61czynn1k sztywnosoi) • 

I . 

1 . -x1 
I• 

x{t) 

• j.. X0 

Rys. 1 

-r 
I 

•I 

Zaklada si~, ze spr~Zyny s~ wstt:pnie napit:te 1 sila spr~tysto
sci w skrajnyoh polozeniach bryl wynosi ka • Bryla o masie m 
moze przesuwa6 si~ mi~dzy brylami zderzakowymi. Zaklada s1Qt 
ze w momencie ozasu t=O bryla m1 znajduje si~ w poloten1~ 
pocz~tkowym x

0 
(x

0 
> a) 1 rozpoozyna ruoh w ~ewo z zerow~ 

pr~dkosc1~ pocz~tkow~. Ruchowi temu towarzyszy taroie suohe, 
modelowane tarciem Coulomba o stalej wartoso1 s1£Y F • Po 
przejsciu dystan_su x

0 
+ a bryla m dosi~ga ~ewago zderzaka, 

kt6ry byl dotyohczas nieruohomy 1 nast~puje ser1a zderze:6.. 
Zaklada si~, ze zderzen1a te przebiegaj~ w czas1e zan1edbywal
n1e kr6tkim w stosunku do ozasu przebiegu drogi x

0 
+ a • N1e 

uwzgl~dnj.a si~ wi~c prooesu przejsoiowego zderze:6., lecz jedy~ 
nie ich efekt finalny: ob1e bryl:y stykaj~ s1Q ze sob~ 1 prze
suwaj~ si~ razem dalej w lewo z pr~dkosoi~ w spos6b natyohmia-
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stowy, zredukowan~ w momeno1e zderzenia. Wprowadza si~ wspol-
ozynnik '32; ( 0 {. 1R. ~ 1 ), opisuj~cy stoeunek · mi~dzy pr~dko-
sciam1 bryly m po 1 przed zderzeniem. Wsp6lozynn1k ten opisu
je wi~c strat~ pr~dkosoi spowodowan~ zderzeniem. 

Obie bryly kontynuuj~ przemieszozanie si~ w lewo do polo
zen1a skrajnego -x., (x1 > a) , a nast~pnie w prawo. W polo
zeniu X • -a bryla zderzaka Odl~OZ& si~, a bryla arodkowa 
pnemi.es&oza si~ dalej w prawo7 w kierunku drugj.ego zderzaka, 
kt6ry w m1~d&yozasie &ostal unieruohom1ony. Nast~puje zn6w po
dob.ny efekt zderzen, kt6remu towar.zyazy zmniejszen1e pr~dkosoi 
·~ razy, naat~pnie obie bryly kontynuuj~ wsp61nie ruoh w pra
wo do prar.ego polozenia skrajnego ~ . (a< X2 < x0 ) • Nast~
pnie poszozeg61ne fazy ruohu powtarzajfl si~ • 

TJ:umienie ruohu b~dz1emy oszaoowywa6 z pomoo~ dekrementu 
logarytllioznego' S • £n. (x/~J • 

J• Oszaoowanie wsp61o.zynn1ka etrat wskutek zderzen. 

Rozpatruje siQ zderzenie srodkowe dw6oh bryl sztywnyoh o 
ms.eaab. m, m1, przemieszozajJ\oyoh sf~ z prQdkosoiami v(t) , 
v1(t) (T> T1) (ays.2). Przyjmuje si~, ze przed zderzeniem 

~ ~ 9x 

~ G ~C'\. ~, x(~) {1~,) (m) 
m, .c_} x(t: ---, 

1 m I 
I I 
I I 

t 
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w chwili t 1 pr~dkosci te Sf:l v ~1 - 0) , v1 (t1 - 0) • 
Zgodnie z hipotez~ Newtona mamyl 

gdzie v(t1 + 0) , v1 (t1 + 0) przedstawiajf:l pr~dko~oi po 
zderzaniu a e- wsp6lozynnik restytuoji ( 0 ~ e ~- 1) • 

Z zasady .zaohowania pecdu otrzymujemys 

Na podstawie (1) 1 (2) otrzymujemy: 

v(t1- o) + Qv1 (t1- o) - e? ~(t1 - o) - v1 (t1- o] 
1 + 7 

, 

v (t1- o) + 7v1 (t1- o) + e [ v (t1- o) - v1 ~t1 - o)] 
~ , 

1 + 7 
gdzie 

m1 
~=m-. 

Wprowadzamy nast~puj~oe zalozenia: 

a/ po zderzeniu bryla m1 pocz~tkowo odbija si~ w ~ew~nast~p
nie wskutek dzialania zewn~trznych si£, powraoa w kierunku 
bryly m , kt6ra w mi~dzyozasie przesuwala si~ oi~le w lewo. 
Zaklada si~, ze- ozas tego przebiegu i przebyta droga e~ za
niedbywalnie male (Rys.2) ; 

b/ w bardzo kr6tkim ozasie nast~puje drugie zderzenie; 
c/ oapowiednie pr~dkosci sf:l: 

(J) bryla m : 

z oozywistym warunkiem 

V ( t 2 - 0) =- V ( t 1 + 0) , 
v1(t2 - o)=- v.[t1 + o), 

V (t1 + ~) ) 0 • 
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Dla upros~ozen1a dalszej anal1zy ~alo~my, ze przed pi~rw
szym zderzen1em bryla m1 byla n1eruchoma [ v1 lt1 - 0) = 0 1. 

Na podstaw1e uozyn1onych wyzej zalozen otrzymujemy ~aze
n1a·op1suj~oe pr~dkoso1 br,yl po drugim zder~en1u: 

(4) 

J.by po drug1m zderzen1u ruoh bryly m pr~ebiegal dale j w lewo, 
pr~dko66 ~2 + o) powinna by6 dodatn1a, st~d: 

1 dalej 

e- * - ? . 

* Dla e ~ 0 warto66 ? jest zawsze mniejsza ~d jedno§c1. 
Pc drugim zderzeniu energia kinetyczna ma nast~puj~c~ posta6: 

podozas gdY przed zderzeniam1 miala: 

(7) 

W~gltdnf4 s•·:at~ energi1 moZn.a wifiC zapisa6 nastfipUjflco: 

(e) 

http://rcin.org.pl



- 8 -

Wprowadzamy wsp6lczynnik strat wskutek zderzenia w nast~puj!l
ce j postaci& 

~ = 1-

Uwzgl~dniaj~o (6) - (8) otrzymujemy: 

(9) .11:: = 1 - ~ lP:~j [ 72 
(1+ef - 21 (e

2
+ 2e- 1)+ e2+4e+' J , 

Wyrazen~ to jest sluszne dla wartosci ? nie przekraoza~~ 
cy oh ? opisane j wzorem ( 5) • 

Tak wi~o, oszaoowany zostal wsp6lczynn1k strat'wskutek zde
rzenia, ~ przy zalozeniu, ze mialy miejsce dwa kolejne zde
rzenia w ozasie zaniedbywalnie kr6tkim. Wsp6lozynnik .'(£, zale-
zy od dw6ch wielkosoi& ? 1 e • . 
Zanalizujemy przebi r~g funk~ji t£ (? , e} -• 
Rozwi£tzanie r6wnania - '0'2£./'0~ = 0 prowadzi do dw6oh warto-
soi 7 ' dla ktoryoh .f(Q ma maksi~um 1 minimum (Rys.J) • 

I 
I 

1- -------r-----~--------
1 I 

0 

Wartosc graniozna 2* leey ponizej ? min.. 

z r6wnania 'O'Ol /o e = 0 otrzymujemy nast~puj'lc~ zale-
znosc: 
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Dla wart os oi 

wiastek dodatni 

minimum funkoji 

.funko.:l~· 
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0 f:. Y(_ ~ 7_ * <. r6wnanie to ma jeden pier-

emin ( zalemy od wartosci ~) , okreslaj~cy 
~(e) • Na rysunkach 4, 5 przedstawiono t~ 

0 emin I e 

Rys. · 4 

Dla niewielkioh wartosci 7 wsp6lozynnik (R, ma minimum 

przy e ~ 0 • .). Dla wi~kszych wartosci 1 , przy e-:::::: 0.1. 

Na rysunku 5 widac, ze wartosc wsp6lczynnika ~ zaleey 

w spos6b istotny od 7 , a dla e < 0.5 jest prawie nieza-

leZn.a od e • 

Dla q > 0.5 wsp6lczyzmik '£ praktycznie nie przekra-

oza O.OJ 1 jest sluszny jedynie przy e ~ 0.1. Zgodnie z 

przyjQtymi zalozeniami wprowadzony model moze bye stosowany 

jedYnie w przypadku niewielkich mas zderzak6w, w por6wnaniu 

do mae;y ~rodkowe j l7_ <( 0.2 ) • 
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e 

Rys. 5 

4. Rownania ruchu ukladu. Rozwictzanie szozegolne. 

Dekrement logarytmiczny tlumienia. 

Zgodnie .z przyj~tymi zalozeniami rownanie ruohu ukladu 
bez uwzgl~dniania zderzen zapisuje si~ w nast~puj~oej postaci: 

+ sign (I x I - a)]+ F sign l i ) = 0 • 

R6wnanie (10) jest n~eliniowe. Poszukujemy jego rozwi~ania 
szczeg61nego stosujflo . metod~ "zszywania•. Odpowiednie warunki 
pocz~tkowe dla poszczeg6lnych faz ruchu Sfl nast~pujqce (Rys.6): 
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x(O) = x
0 

x(t1) = a 

x(t2) = - a 

x(tJ) = - x1 
x(t4) = - a 

x(t5 ) = a 

x(t6) = ~ • 

Rys. 6 

:i(o) 

x (t2 

x(tJ) 

x(t5 

x(t€) 

= 0 

+ o) ~:X (t2- o) 

= 0 

+ o) "CR..x ~5- o) 

= 0 

t 

Uekt &.dtn-Seil zostal tlWSg~dniony w warunkaoh ( 11) ; 
'£. p%H48taw1a om6wiony poprzednio wsp6lozynnik strat. Tak wi~c 

sa1emo§o.1 (10) , (11) p:rsedstawiaj!l pe1:ny model ukladu. • 

llo.arO&liaiQ' nasqpuj!l.c:e fuy ruchu: 

1·: t E. [ o, t 1l 1 nialajfl sily tarcia suohego i spr~ey stosci. 
dwie bryly razem realizuj~ ruch; 

2: t € [t1 ,t2 1 I ruch bryly m1 • Dziala sila tarcia suchego. 
W momencie t = t 2 nast~puje zderzenie i 

bryly m 1 m1 l~oz~ si~; 

jak w fazie 1. W momencie t = t 4 bryly 

si~ rozl~ozaj~; 
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jak w fazie 2. W ohwili t t 5 nast~puje 
zderzenie; 

5: t E [t5,t6J : jak w fazie 1; 

6: t > t 6 : powt6rzenie faz 1 - .5 

Wprowadzamy nast~puj~oe oznaczenia (wsp6lozynnik1 bezwY
miarowe) : 

(12) 

Poszukujemy rozwi~an szozeg6lnych w poszozeg61nyoh fazaah ru

ohu, a nast~pnie otrzymujemy logarytmiczny dekrement tlumienia 

( 13) b = 

~ dzie x
0 

jest wychyleniem pocz~tkovzym, x2 wychyleniem bryl 
m + m1 w chwili t = t 6 • 

t E '[o, t 11 

a.ro cos 
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tE [t2 , t 3 ] 1 

x = - x 0 ( s ? ) oosri ( t - t 2 ) +<Ry'i X (!;2) sin\j (t -
- t2) - /xo 

(M ~~(t ) \["-; 
tJ = t2 +I k arc tg . 2 ) V ~ ' 

.- xo(s +r 
(17) x1 • x0 [ y0 -~ 2 > "&! • 2r). l . if} 0 - 2r) - 4;;)[~,1 - ... ] 

t e [t3 , t4ls 
X = X 0 • ( ~: + r) DOS ri ~ - t)) - j<xo ' 

ar o eo s x }'-: - s 
_j_+r 
xo . 

~s) 

t E [t4 , t, J c 

.X = - ~t: + l xlt4) -+ ~ t41 t - x 0 s ~ ~ t! - t 4 ;;(t4) , 
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x = x0 (s ?) cos'{i (t- t,) +~ ;,(t,) s1n (i (t

- t,) - f ~0 ' 

"2 = x0 [ .(~ +T)(1- ~~~-)+ l (1 +432-2 )+ ~4(1-

- 2 f) - 4 r s £2 ~ ( 1_ + ~ 2J - -

- 4/'£2 ( 6 -~R2)s(s + 2f). j'-2 +- -

+ ~2(1 - 2')- " s l£rd- r :x;,· 

Ostatecznie dekrement logarytmiczny tlumienia ma nast~pu

j~Cft posta6: 

gdzie 

f 1 = s ( s + 2.11 c 1 - ~ 4 ) ~ t 2. (1 +4~ J + 5C 4 (1 - 2 r) -
- 4 5 r 7 cg_2 0 + ~ 2.) , 

f 2 = s Cs + 2r) ( 1 -~2) + /
2 

+ ~2 
( 1_ - 2f)- 4 /?{j,_2 

oraz ~ jest wyrazone przez (9) • 

Okreslimy teraz granice stosowalnosoi wzoru (22) zggdnie 

z wprowadzonymi zalozeniami. · 

Moment t 2 
nie m6glby by6 .wyznaozony o ·-ile wyrazenie pod

pierwiastkowe w (_15) byloby ujemne, st~d konieozny warunek: 

a uwzgl~dniajElo l1J) 1 (14) otrzymujemy& 
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(2:J) 

Wartos6 ekstremalna przem1eszozen1a w lewo b~dzie 
(zgodnie ·z przyj~tym ukladem odnies1enia) gdy: 

V (• + rl + ~ 'iR-
2 [~Ct2)r 

xo k 

Uwzgl~dn1aj~o (1J) 1 (16) ot_rzymujemy: 

ujemna 

Aby m6o wyznao~y6 moment t 5 , wyrazenie podpierwiastkowe 
w (18) mus1 b;r6 dodatnie& 

1 uwzgl~dniaj~c (1:J) 1 (18) otrzymujemy: 

Wyobylenie maksymalne p.o przebiegu jednego cyklu b~dz1e dodat-
nie gdya 

1 uwzgl~dniaj~o (1:J) 1 (20) otrzymujemy: 

(26) s(zf+s) +~2 [(~)
2 

-s2 +2r(~ +•)-4• (1•?~)0. 
Uklad n1er6wno~o1 (2J) - (26) wyznaoza granice stosowalnosci 
wzoru (22) • Uwzgl~dniaj~c (17), nier6wnoso1 te motna zap1sa6 
w poetaci jedynego warunkuz 
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(27) ~l· + r)2 (1- fll-2) + ~2 (1- r>2- 4 s '£r? > 

+ V (s + ti + 4 s f ~ · 
Ostatecznie wi~o wz6r (22) wyrazaj~cy logarytmiozny dekrement 
tlumienia moze by6 wykorzystany, o ile nier6wnoso1 (5) 1 (27) 
b~d~ spelnione. Nier6wnosoi te wi~~ wszystkie parametry ukladu 
w postaci czterech bezwymd.arowyoh wsp6lozynnik6wa s, F, 1R., ? • 

Rozpatrzymy niekt6re przypadki azoseg6lne. 

(a) f = 0 ( ruoh bez taroia ) • Dekrement logarytmioz.ny ma 
nast~puj~c~ posta6: 

(28) 

z warunkiem s < 1 , zgodnie .z (27) • Warunek (') jest spel
niony. ZaleZnos6 (28) przedstawiona jest na rysunku 7• 

cf 

I 1 
.n~ 

s 

Rys. 7 ~-=-0) 
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-
(b) CO< = 1 (ruch bez st:rat ene:rgii wskutek zde:rzen) • 
P:rzypadek ten odpowiada wartosoi e = 1 (zderzenie spr~-
zyste ) lub ~ = 0 ( ze:rowe masy zde:rzak6w ) • Dla · e = 1 
ot:rzymujemy& 

z wa:runkami ~ .( J - 2 (2 wynikaj~cymi z (5) i 

V<1 - t)2 - 4 • t? > 2 + V(· + r)2 + 4 ·;r 
z (27) • Dla · ? = 0 mamy 

(:x>) b=ln 

- iv. 
I 

z warunkiem 4~ < 1 - s, wynikajficym z (27) • ZaleZn.osc 
( .JO) p:rzedstawiona zosta.la na :rysunku 8. 

0 

0 

( o) s = 0 (b:rak luzu wst~pnego) ~ N a podstawie (27) otrzy-
mujemy warunek ~ 

http://rcin.org.pl



- 18-

a dekrement logar.ytmiozny przedstawia si~ nast~puj~ooa 

Odpowiednie zaletnosoi ilus ~: · ~ysunek 9. Jezeli dodatkowo 

J 

2 

-. 
Bys. 9 
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mamy ~ = 0 1 wtedy 
0 = ln - 1

-. . 
~2 

1 wa:runek 01) jest spelniony automatyozn1e. Dla stosowalnoso1 
(J2) 1 {}J) pozostaje jeszcze warunek (5) • Na rysunku 10 przed
stawiona zostala zale2mos6 (JJ) • 

'· Obliczenia numeryozne. Wn1osk1. 

Dla kilk:u wartosci wsp6lozynn1k6w ~ , ~' s , ~ wy-

znaozamy logarytmiozny dekrement tlumienia (22) • Wyniki zesta
wione zostaly na rysunkaoh 9 1 11 • Wsp6lozynn1k ~ zo
stal w,yz~aozony na podstawie wyrazenia (9) dla r6tnyoh warto
soi wsp6lozynn1ka restytuoji e • N1er6wnoso1 (5) 1 (27) wy
finaozaj~ zakresy parametr6w, a wi~ o 1 gran1oe krzywy eh 2: 
lrys.11) • 

Rozproszenie energii meohanioznej, spowodowane jest dwoma 
zjawiskamil taroiem suchym 1 zderzen1am1 (jezel1 ;~= 0 1 
~ = 1· mamy b = 0 , a wi~c nie ma rozproszen1a) • Dekrement 
logarytm1czn3' wyznaozony dla tR.. c 1 (wz6r (29)) op1suje roz
proszenie energ11 wskutek tarcia suchego. W obu przypadkach na 
wartos6 dek:rementu wplywaj~ wsp6d:ozynnik1 s 1 ? • 
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2 

1.5 

0.05 0.1 0.15 0.2 !' 
tJB·0.871 e=a 9) 
ae=0.764 (e·QJ) 
· at=0.6J9 (e=O. 9) 

ae·OJ4 . e•O.J ) 

Bys. 11 
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Ooenimy prooentowy udzial taroia suohego w globalnej charakte

rystyoe t~umienia wprowadzaj~c nast~puj~ce wyrazenie: 

6 Ct = o) 
100% ' 

gdzie s jest wyrazone przez (22), . a 6 er = 0) przez (28). 

Prooentowy udzial rozproszenia wskutek zderzen przedstawiamy 

nast~pujflco: 

8 c~ • 1) 
100 % ., 

gdzie 6 l~ = 1) jest wyrazone przez {J9) • Jezeli porowna

my sumQ efekt6w 6 (~::: o) + 6(~=-1) z wartosoic:t. S" dla 

~azdego zbioru parametr6w ~ ,~, s 1 ? zauwazamy nast~

puj~Cfl zaleZnos6 od wartosci wzgl~dnego luzu s : 

b(lJ.=O) + 
(.34) '{ 

b(f= o) + 

& ~ = 1) < 6 ( r' s' i5?-) ~) dla 

o C*- = 1) > s Cr , s, '¥L, ~) dla 

s ~ 0.1, 

Dla malych wartosci s energia kinetyczna bryly ~ w momen

cie t = t 1 lpor. rys.6) jest wi~ksza niz w przypadku du~ch 

wartosoi s • Jezeli ~ • O, energia ta zostaje zachowana do 
I 

momentu zderzenia t = t 2 • W por6wnaniu do przypadku du~ch 

wartosoi s , procentowa ilosc energii rozproszonej w czasie 

zderzenia . jest wi~ksza. J ezeli luz wzgl~dn.y jest ma1:y, rozpro

szen1e sumaryozn:e wskutek taro1a 1 zderzen jest wi~ksze niz 

prosta suma efekt6w (por.(J4)) • Gdy luz wzgl~dny jest duey~ 

rozproszen1e rzeczyw1ste jest mniejsze niz prosta suma efekt6w. 

Zaproponowany model daje wi~c mozliwos6 oceny nieliniowego 

sprz~zen1a tyoh dw6ch zjawisk dysypaoy jnych. \V tablicy 1 uj~to 

niekt6re wartosoi liczbowe wyrazenia (.34) • 

Nalety podkresli6, ze wsp6lczynnik f opisujflCY wplyw tar

cia suohego w ukladz1e (wyrazenie (12.)) jest odwrotnie, proporcjo

nalny do wsp61:.ozynnika sztywnosoi k, awi~c wzrost sztywnosci 

spr~ZYn przy~osi t~ sam efekt oo zmniljszenie wap6lczynnika 

tarcia · F • Jest to oozywiate,jezeli por6wnamy bilans sil spr~-
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stosci 1 taroia. Tlumaozy to r6wniez wzrost wartosoiloll 
(Tablica 1) w funkoji f ( energia kinetyoma maleje). 

Nalezy r6wniez podkresli6, te paramet:ey f 1 s Sf\ od
wrotnie proporcjonalne do przemieszczenia poozfltkowego x

0 
• 

Zbada.my wplyw zmian wartosoi x
0 

por6wnujflo wartos6 S dla 
x

0 
= 62,5 F/k ( OdpowiadajtlOEI: f' = 0,016) 1 dla x

0 
pit;6 

razy mniejszego oraz p1~6 razy wi~kszego. Odpow1edn1e warto
sci zostad:y uj~te w Tablicy 2 ( Rys.11 - pun.kty ~aznaoztme 
krzyeykami) • Prooentowe zmiaily wartoaoi dekrementu l.ogarytm:1-
oznego s~ r6Zne dla kazdego zbioru wartosoi paramet~ow F/k, 
a, ~' ~ • Rozproszenie energ11 zalety wi~o w spos6b nielini~ 
wy od wartosoi przemieszozenia pooz~tkowego · (Rys.12) • 

c) 

rz=aot ae-a 764 
0.6 

0.4 

0.2 

/.1 
--:r-ao.J2 12 •01 

----- . ~-! ------
0 5 10 _&_l_ 

a-s 
Rys. 12 
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~ = o.o~ cl - 1 

s 0.5 

a O.J 

~ 0.764 

0.02 - J.S % 

o.os - 16.6 (;: 

0.17 

~ 

Tablioa 1 

S {f-= o) + cS (?!< = 1) 
- 8 100 '/1 

0.1 

0.9 I O.J 

o,.s71 0.764 

- 2-J % + ).6 % 

- 7·9 % + 18.7 % 

+ J4-9 % 

0.9 

0.871 

+ 2.J "/J 

+ s.o% 

+ 12-9 % 

I 

N 
w 
I 

http://rcin.org.pl



8' 

e O.J 0 .. 9 

7 0.01 0.1 0.01 

K 0.1 o., 0.1 0.5 0.1 0.5 

0.00.)2 0.,45 

J 

0.016 0.61 0.685 0.)65 

o.oa 0.6.) 0.545 

S l,co) 
~ • 1e0J 8:5ig. 1.26 8:~i~ = 1e49 S {_,x

0 ) 

--- --·- - - ---~ 

-

0.1 

0.1 0.5 

0.)9 

0.5) 

8:5~ = 1 • .)6 

- - ·-- - --- --- ---~- ----

Tablioa 2 

-
i 
I 

I 1 -J 
--

0.01 0.1 

0.1 0.5 0.1 0.5 

0.01' 

0.068 0.068 

0.1 .. 15 

~ n 6e10 • 68 8:8~8 a 6.80 

- --- ·~---- - -- - ~--~---~---~-

"' ~ 
' 
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N~ og6l logarytmiczny dekrement roanie gdy x
0 

maleje. Ten 
wzrost · jest bardz:Le j wyra.Zny gdy ~ jest duze, a . Q male. 
(Na rysunku 12 przedstawiono jedynie punkty odpowiadaj~ce 
warto~ciom s =. 0.1 :1 s = 0.5 , ·krzywe interpolowan~) • 

Og6lne wnioski wynikaj~ce z analizy ukladu s~ n~st~puj~
ce. Uklad jest n:Leliniowy 1 rozproszenie energii mechanicznej 
w ozasie ruohu ma r6wniez oharakter nieliniowy. Zbadano wplyw 
wszystkich parametr6w ttiaadu na rozproszenie energii: stosunku 

. . 
mas poruszaj!lOTCh si~ bryl sztywnosci apr~Z;yn 1 wst~pnego ich 
naoif\gn1~o1a~ wsp6lczynnika taroia suohego, wsp6lozynri.ika re
atytuoji, luz11 1 pr~mieazozen:la pooz~tkowego. Zaleznosc in

tegralnej oharakterystyki rozRroszenia energii od wszystkioh 
parametr6w ma charakter siln:le nieliniowy. 

6. Dyskusja. 

Ooziw1stym jest, ze wskutek zderzen1a o:lal rzeczywistych 
energ:la ioh ruchu ulega zmniejszeniu. Przyozyny tego zmniej
szenia s~ r6morodne. Podcza.s zderzenia niespr~Z;ystego oz~s6 
energ11 kinetycznej zoataje przeksztalcona na energi~ drgan 
przejawiaj~c~ ~:l~ zar6wno w poatac:l serii zderzen ( skala ma
kroskopowa) jak 1 w postaci fal ( skala mikroskopowa) ~. W skutek 
dz1alan1a r6Zn.orodnych czynnik6w rozpraszaj~oy.oh, cz~s6 owej 
energ11 drgan zostaje bezzwrotnie zamieniona na cieplo :t. wypro
m1en1owana• Fale spr~~ste przenosz~ r6wn1ez cz~sc energ11 do 
otoczenia· (rozpros~enie radiacy jne) • !'J1ezale2inie od tych z ja
wisk, cz~s6 energ11 kinetyoznej mote by6 zuzyta na nie'Odwr~calne 

odksztaloenia plastyczne zderzaj~cych si~ element6w. Globalny, 
integralny, o~seniowalny efekt zderzenia wyraza si~ zmriiejsze
ni~m energii ruohu. Ale, jak w:t.dac, zjawisko nie j.est jednoro
dne 1 jest trudne do zmodelowania matematyoznego. Zalozenia przy
j~te w niniejszym opraoowaniu, maj~oe na oelu zmodelowanie efe
ktu rozproszenia energii wsk:Utek zderzenia s~ dose ostre 1 zapro
)onowany model nalety traktowa6 jako pierwsze przyblizenie opisu 
lljawiskao 

W~g klasycznej teorii zderzenia,[3], energia. kinetyct
a, kt6r!l d:ysponuje Ukl:ad dw6ch bryl: przed zderzeniem PJiOS

tJ!a: 
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~ = ~ v2ft~) + ~ 'Y~(t-0) 
j est wskutek zderzenis przeksstal:cona na energif ldnetyczn~ ru
cl'm srocika masy uk1:adu: 

T = [my{t-0) +a, v 1ft-o>] 2 

c 2 (m+a,) 

energit potenej~ lokaln7Ch o~C&li eprttys'Qeh: 

tL = !l_ m m, [•·(t-O) - v1 (t..o>] 2 
-~ 2 •+-, ' . 

oraz praCf lokaln;ych odksstaleen plut;,rcmych: 

1 - e
2 

• a, [ J 2 (35) L :---. - v(t-0) - Y 1(t-O) • 
P 2 m+a, . 

Tak wite ma miejsce naettpttj~ey 'bUans energetyczn7: 

T~'r +U.. +L • c ~ p 
W bilanaie tym nie uwz.gl.tdniono energii dr,g&J1 :tal 19Pl"fZ1S't7Ch· 
Ud:zia1: tej oatatniej zalety od warunk6w zderzenia i kon:figuracji 
bry1: 1 jest do86 trudny do teoretyemego oezacowania. Dl atego tet 

najcztsciej ten rodZ'aj rozproszenia jeat poDd.jan;r. 
llherg:La potencjalna lokaln~ odkszta!cen sprttystych ~ 

jest zwracana ukl:adod w pc>stsci energii kinetycznej rUchu po 

zderze:aiu. Jej •nos~" zal.ety od wartoaci wp61CZ$nllika restJtu
eji e. 

Praca lokalnyeh odksztal:cen plastyeznych LP repreztmtuje 

CZfSC energii po~tkowej bezpowrotnie straeanej podczu Sderae

Jtia. W zalemosci od wartoae:1 wsp6lczynnika: restytucji udsial jej 

w bilanaie energet~ IOZe przewytsza&! warto~ ener&U poteo

ejalnej loblnych odkesta!cen spl'9t~ycb. 

Spr6bujtD¥ posbltye sit wyrateniem opisuj~c;pa pr&Cf lokal.nych 

odksztalcelS. plastyczn~ ( '5) t!la sdefiniowania wspcSlczynnika 

strat wskutek zderzenia. Ten DO'!IIy wsp61:~ oznaczyJ&.J" ~L 1 

L . ~ L¥(t,~~ ~ = ~ - . !t t 1-o> 
In - liczba zdei"ZetV; dl.a jeclnego zderzenia liBDI;Y: 
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1 - e2 m?_ 2 LP ( t 1-t<l) = v (t1 .... o) , 
I 2 .. 1 + 7 .'- . 

dla dw6ch /z uwzgl;dnieniem zal:ozenie. ~3)/ otrzymujell\Y: 
. . ' . 2 · 2 mn [1-en 1+e] 

L (t +O)= L::st:. -'- v2(t -O} J + -- • 
p 2 2 1 +? . 1 1 + 7 1 +? 

Wprowatlzaj~e wyrazenie (7), opisuj~ce ld.net~ enf!rgi~ pocz~t
ko1f!l, IIIBlQ' dla przypadku dw6ch zderzen nastwuj~cy wsp6~cz;JDnik 
strat: 

L 2 .+ e (.1 - 2 } ~ ? (. 1' - · e. 
2
. ) 

~ = 1 - • 
1 + ? 1 + ? 

~ebieg krzywej ~ L(e) zost~ przedstawiony na rysunku 1 J./por. 
!'6wniez rYs-.17/. Rzecz charekteryst;rczna, podolnie jak ?£(e) /wy
razenie ( 9 ~ krZywa ta jes-t malej~ca dla !nMych wartosci e. 

~L 

2 'f? 1 
1-

( 1+?)312 

V1•2<1-?>2-1 
2(1-?) 

~- 13 

e 

Prz, oezacowywaniu wsp6~czynnika strat wskutek zderzen przyj~
lo zalozenie, ze po zetkni~ciu si~ br,yl nast~pi~ w nieskonczenie 
tr6tkim czasie dwa kolejne zderzenia. Zal:ozenie to motna uog6lni~ 
Pl!'zyjmuj~c, ze nast~pi seria n zderzen. Na poastawie pozostalych 
Alozen motna wyznaczye prtdkosci v ( tn + 0) oraz v 1 ( tn + o) 

6bu bryl po n zderzeniach. li t71n przypaclku wzgl.tdna 
etrata en~rgii kinetycznej bfdzie nast~puj~ca: 
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gdz1e odpowiednie pr~dko~o1 mog~ by6 wyBnaczon~ na podstaw1e 
wzor6w rekurenoyjnych: 

przy ozym mus1 by6 spelniony wa.runek 

0.6 

0.4 

Rys. 14 
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~ . :aO.Ot 

OB 

0.6 

0.4 

0.2 

0 0.2 0.4 0.6 0/3 e 
R~. 15 

oraz zalozenie 

v(t1+1 - 0) ~ ~lt1. + 0) > 0 ' 

T
1
lt1+1 -o) •- v1 (t1 +o). 

Na rysunku 14 przedstawiono ,WTaesy £ (e) dla przypadku trze eh 

zderzen 1 r6mych wart~ci stostmku mas bry;t q , ·a na rysunku 1 5 
wykresy 1B(e) przy 7 ·=. 0.01 · dla liczby zderz~n od 2 do 10 'I. 
Jak wida~ wsp6tczynnik ~ maleje ze wzrostem liczby zderzen i 
~aChowuje Charakter funkcji malej~cej dla malych wartosci e. Ten 
ostatni wynik nale~y uzna6 za ·negatywny i wysnuc wniosek, ze 

PNyjtteie zato~enia o· wielokrqtnych zderzeniach nie poprawia 

oszacowania wsp6tcz~ika strat · C£. 

~/ Obliczenis numeryqzne zostazy wykonane przez K.ZakrzeV!skiego. 
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M:>Zila r6wnie~ poddae pod dyskusj~ de:NnicJt wprowadzonego 
w rozdziale 3 wsp6tcz,nnika strat m /wyra~enie (g)/. By6 .,.. 

ze wsp6lczynnik ~ zdef'1niowany nasttPuJ!lco,: 

(5<. • Y1- AT 

modeluje lepiej zjaw1sko zderzenia. ZaleZn.o~6 mi.~dey wsp6l

czynn1kiem ii i ~ przedstawia si~ nast~pUjf\OO ~ 

Y c~ - 1(£) '32. 

Dla ustalonych e 1 1 wartoa6 1R. jest wi~ksza niz 'te 
(P..ys.16) , leoz ich przebiegi jakosoiowe s~ podobne. 

--ae 
----ae 

0.4 

0.2 

0 

Rys. 16 

Jezeli rozpatrujemy wyn1k1 oblio~en n~mer,ycznyoh dekrementu 
logarytm1oznego przedstawione na rysunkach 9 1 11 1 je-

http://rcin.org.pl



.. )1 -

~eli zachowamy wartosci '£ = ~ 
sostan~ takie same, 0 ne zamiast 
staeunku JDB1J bryt • I : 

- t£ 
?=?2-~· 

1 e , to krzywe S {f) po

~ wprowadzimy ncmt wartosc 

1r tym przypadku zmiania si, tylko nieco granice stosowalnosci 

wzor6w. 
·Dla por6wnania dyskutowanych tu wariant6w wsp6~czynnika 

. . L 
strat:, na rysunku 17 przedstaWiono zalemosci .(J2. . /wyra~enie 
( )6) I 1 i, L , gdz16, zgodnie z t17) wsp6lczynnik £L moma 
~acZ,6 nast,puj~QO: 

~ L = V ( 2 - 1}:} '£L • 

1a 
mL =£L 

f . ?• 0.01 . 
--~---_... 

.0 . 0.2. D.4 

12 .. 
--- £L 
-·- £ 

0~6 1 e 
Rye·. 17 

;; Jest to mozliwe, gdyz wsp6lczynnik ~ wyst~puje VIe wzorze 
(22) tylko w iloczynie z ~'2. • 
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Przy bard~iej preoy~yjnym szaoowaJ11U wap6iozymdka strat 

wskutek zderzen naleza.loby ~6wn1et uugl~im1a6 wp~Ttr kastal:tu 

powierzobni zderza~~cyoh ~ic [3,4] • 
Naleey r6wniet podkre~li6, te zalesmo•6 BewtoJa (1) opj,au

je zjawisko zderzenia w spos6b do•6 prqbliiony. W bardz1e3 · 

dokladnyoh oszacowaniaoh nalei'Q. Wprowadz16 relac~• dokladniej

sze, uwzgl~dniaj~ce zaleSBod6 wsp6lo~ restytuoJ1 Od 
wzgl~dnych prcdkosoi bryl (4] a 

v(t1 + 0) - v1 (t1 + 0) •- { 1 - f [Y(t1 - 0) -

- Y1 (t1 - o)J} [ Y(t1 - o)- Y1 (t1 - o)], 
gdzie 0 jest sta1Ym wsp6lozyun1kiem (4ia atali t • 
= o.oa - 0 • .32 s/m) • . 

Weryfikacja do8wiadozalna powinna da6 odpowiedt na posta
wione wyzej pytania. 

1 

2 

' 
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