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Jerzy · Ploch 
Zaklad Uechaniki 
Osrodk6w C1~1ych 

OSZACOWANIA DtJZYCH PRZI!IliBSZCZEN W CIAL.ACH SPRJZYSTYCH 

PODDANYCH DZIALANIU OBCI.t.ZENU DlPULSOWEGO 

1. W&ttiJ 

Uete4a essaoowania ~o ·d c6ry aak&YJI&lnych pnellieszczeli oial: 
1 konstrukcji sp~tystych obci~zonyoh idealnya impulse• poda
na sostala przez Uariina [1] dla probleaow geoaetrycznie 11-
niowyoh. Znalesienie g6rnej oceny na U!i~cia sprowadzone taa 
sostalo do roswi~zan1a pewnego poaocniozego problemu_ staty
oznego dla podo~nej konstrukcji przy czym :wykorzystywany byl 
postul at wypukloaci tunkoji energii spr~~ystej. w zagadnie
niach nielinioWych postulat ten jest niewystarczaj4CJ do 
snalezienia oszaoowan. Uog6ln18J~c aetod~ oszacowan na przy-

__ p~ek duzych przelllieszczen Martin [2] posl:uzyl si~ warun.kiem 
s tab1lno8c1 w aensie dodatniego przyrostu energ11 potencjal
nej od stanu staejonarne&o. Nie podal: jednak scislego uzasad
nien1a tej hipotezy. Pr6ba podj~ta w pracy Wierzbickiego (3] 
oparta na wlasnosoiach wypukloaci funkcji energii spr~zystej 
nie jest w pelni zadawalaj~ca gdyz poaija w nier6wno&c1 szacu
j~oej pewne - ~slony, eo powoduje ograniczenie klasy rozwi~zsn 
s tatycznyCh. W~oruj~o si~ na tej pracy lecz korzystaj~c z po
stwlatu analitycsnosci ftlllkcji energii spr~flystej . podano w 

obecnej pracy scia!e teoretyczne podst&WJ dla hipotezy Uartina. 
Wyprowadzone soatalo w jawny sposob iu'yteriua przy spelnieniu 

kt6reco nierownoao szaouj~ca posoataje sluszna . 
. J&ko ilutracjt teorii podaiao rozwaiania dw6ch wainych prak.- 
tycz.aie przypadk6w ·obei4tenia dynaaicznego belek. Ostatni 
prsyklad pvawitcony jest zastosowaniu wyprowadzonego kryteriua 

w prsypadku wyst.tpowania ail podluznych 8cis.k.aj4C'JCh w raaie 

portalewej. 
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2. Teoria oszacowan 

2.i. Storaulowanie probleau dynaaioznego 

Rozpatrzmy cialo spr,tyste sajauj~ce w naturalnej kon
figuraoji odniesienia obszar I , kt6ry jest- pOdzbiorea prze
strzeni euklidesowej tr6jwya1arowej B3• Przes ~ oznaoz,ay 
WD'trze tego obszaru a przez 'a~ jego brzeg, Jtt6ry jest ~ 
zbior6w 6.1lr 1 ~ • Bleaenty zbioru j eznaczaay przez x 1 
nazywamy zmiennym~ przestrzennyai. Ruch o1ala b'dsiemy badali w 
przedziale cz·asu (Q,co)' a eleaenty tege zbioru oznaozymy 
przez t 1 nazwiemy zaiennyai ezasowyai. 
Zal6zmy, ze oialo ~ jest wst,pnie obci~zone statycznie polea 
sil aasowych g

0
, a brzeg ciala «ate.r pclea sil powierzchnio

wych l!o· Przemieszozeriia na brzegu ~" &El r6wne zeru. Ultlad 
r6wnari r6zniozkowych;opisuj4CY zaohowanie ciala spr,zystego 
pod dzialaniem powyzej zdefiniowanya obci4zeniem wst,pnya • 
opisie Lagrange'a dla teor11 sltonczonych detor.acji /w zapisie 
absolutnymJ, przyjaie posta6: 

~(~ +v\kcao) =-re 
(2.1) ~:: ~~ xe~, 

so =tC~+\7\!.o-tif~VtAo) " 

z warunkami brzegowyai: 

Przyjmijmy, ze rozwt4zanie ukladu r6wnmi r6zniczkowych (2.1) 
z warunkami brzegowy11.1 {2~ 2) istnieje 1 jest znane. 
Nast,pnie)do ciala wst,pn1e s~atyoznie obci4zonego zostaje 
przylozone w wybranej chwili pooz4tkowej pewne oboi4zenie dy
naaiczne. Oboi4Zenie , to sklada sit z 'impulsowo przylozonego 
do c1ala ~ stalego w ozasie martwego pola sil aasowychg, po
la prtdkosci !o zadanego w postaci idealnego iapulsu oraz przy
lozonego iapulaowo do brzegu 9~ stalego w ozasie aartwego 
pola ail powierzchniowych ~· Uklad r6wn81i r6zniozkowyoh opi-
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aujllCY sachowanie ai~ ciala ws~tpnie obci,~onegoJ pod dsiala
niea powyzej zd•t1n1owanego obei~~enia iapulaoweg~• opiaie 
Lagrqge'a dla ~eor11 akoliczonych detoraaeji przyjaie poata6: 

(2. 3) 

Cli.v(~+vy,§)=-£-f +~ij, 

~=*~) 
I 

~; = r( vy. +ifY: T ifc.& w) 

z war&Dkaai brseco.,wd: 

gdsie: 

f(§ +vy,§)n =To +I ~1t)e~~oo) 

(x1t;)e-~x(~CP) lt!- ·=Q . 

~: 2 - ~+ - dane pole akalarne &••~oact, 

n:dfJ ____. : ~ - pole wersor6w noraalnych do brsecu, 

·W::J;,5 _____. ~ - tlmkcja enercii aprt~Y•~ej odkaz~al-

~!S~<O,o:>) -r: - ayaetryczne pole ~eDSorow4f naprt
ienia Pioli-KirchottaJ 

,:~(~ __.. '!,.' - ayaetryezne pole ~ens or owe odkaztal

oeDia CauobJ-Greena) 

~:9lf<o,-) -fc - pole wektorowe przeaieasczenia 

~ - sbior licsb rseczywia~ych) 

JP - p-kretny 1locsyn tenaorowy tr6j-
wyaiarowej eaklideaowej prsea~rseni 

wektorowej :-1) 
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- transpozyeja ·tensora ! J 

- proate n&sun1tcie tensor6w 

,! .t D > 
- oalkowite nasuni,oie tensor6w 

! 1 n, 
- parauporsfldkowana eleaent&w 

a 1 b) 

- iloc~yn kartesJanski sbior6w 

A 1 JJ 

- n-ta pochodna fuakcj1 tenaorewejJ 

- gradient przestrzenny pola ten-
sorowego> 

- diwercencja przestrzenna pola 
tensorowego) 

- pochodna ozasowa pola tensoro-
:wego. 

W.ielkosc1 oznaozone syabolea Jto .o. odnosz~ ait do r6wnowac1 
statycznej c1ala pod wsttpny. oboi4~eniea. 
W oparciu o uklad r6wnan ~. 3) z warunkam1 granicznyai (2.4) 
1 ~.5) wyprowadzt•y obecnie nier6wnos6, kt6r4 wyko~yataay 
nasttpnie w dowodzfe twierdzenia o oazacowan.iach. PomiCS:IIay., 
pierwsze r6wnanie ukladn (2. 3) przez ]!, scalkuJ•Y po obsza
rze 1$ 1 wykorzystajmy warunki brzegowe (2. 4). Otrz.ymamys 

(2.6) 

CaJ:knjtlO to~samosc (2. 6) w przedziake czasu {0, t), wykorzystu
j~c zwitlzek konstytutywny 1 warunki pocz4tkowe (2.5) dosta
niemy: 

(2 .. 7) 
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Totsamo86 (2.7) wyraza zasad~ zachowan1a energ11. Lewa stro

na totsaaosc1 ·przedstawia calkowit~ energi~ ukladu w dowol

nej chw111Q Jest ona sum~ praoy sil zewn~trznyoh, energ11 

spr~zystej 1 kinetyoznej, natomiast prawa ' strona energ1~ cal

kow1t4 w ohw111 pocz~tkowej. 

Oznaozmy energi~ kinetyczn4 ukladu w chw111 pocz~tkowej przez 

:t0 : ~. ~"Vs»Yo d.(&) 1 skorzystaj•y ·z :taktu, ze w dcwolnej 

chw111 energia kinetyczna Jest ni_eujeiUla ~.& r ~~~d.c.B) )- 0) 
to z ~ozsaaosci (2.7) wyn1ka n1er6wnos6: S 

N1er6wnos6 (2.8), wykorzystana b~dzie w dowodz1e twierdzenia o 

oszacowaniach. 

2.2. Pomocniozy problea statyczny 

Rozpatrzmy t.o SBIIO cialo spr~zyste zajmuj&ce w naturalnej 

konfiguracj1 odn1es1enia obszar ~ - , zamocowane na brzegu 

1 obo1&zone w spos6b statyczny polem sil zwi&zanym w pewien 

spos6b z .obci4zen1am1 ·wst~pnym 1 impulsowymJpoprzednio zde:t1-

n1owanya1. Mianowicie, brzeg ciala ~ obci4tamy pole• sil 

powierzohniowych pos~aci T .. + b +!) a cialo a poLe11 sil ma

sowych postaci .& -+.&+f. 
Pola -sil Xo 1 !

0 
84 identyczne jak w obci4teniu wst~pnya, t 1 

g identyozne jak w obci4zeniu dynam.icznym a t. 1 .& 84 dowolne. 

Uklad r6wns6 r6tniczkowych opisuj&cy zachowanie si~ ciala 

spr~zystego pod tya oboi~eniea statycznya,w opisie Lagrange'a 

dla ~eorii skonczonych de:tormacji aa posta6: 

(2. 9) 

dlv (~ + vu.-S.) =-.& -£, -F 

~= *~) 
s : r{V\!.,+VTY.,-+ V1Y..Vu.) 

z ·warunkaai brsecowyai: 
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fr ~ + \7Y.,.~)D ·= l.+'b>+I 
t~. :Q 

gdz1e: symbol •) odno•1 sit do r6wnowac1 statyeznej cial:a. 
Przyj•1jay, ze rozw14S&nie uk~adu r6wnan r6zniczkawych (2.9) 
z warunk1ell brzegowya (2.10) i•tnieje 1 jest znaae. 

2. 3. Dow6d twierdzenia o oszacowaniaoh· 

Zaloay, ~• tunkoja energii •Prt~ystej jest analityczna 
w zbiorze ~s tensor6w syaetrycznych o walenoji dwa. Jeali 
wykorzystaay pcnryzsze zalozen1~) to ooz11Jista jest r6wnoac: 

W ao n 

W<m- W(~* ~5<E.">·<!i-~+ ~~ ~(&}~-~)tnJJ 

gdzie: (J;-$.)(1\) ~ l<5-§~)~C5~~.)at •ue (§-t~]) 
fl- YUg 

8 - &)'Dibol 1locJ5ynu tenaorowego. 
Pole tensorowe odkazta~oenia !·WJDika z rozwi~ania uk~adu 
r6wnan (2.3) z warunkami gran1cznya1 : (2.•) 1 (2.5), a pole~ 
z rozwi4Zania uk~adu (2. 9) z warunkiell brzegowya .r (2.10)' ~ 
Wykorzystajay prawo konstytutywne 1 scalkujmy tozsaao86 (2~t1) 
po obszarze ~. Otrzyaamy: 

~.12) \w(s)dls)-~W(~)dcs)=S~{;-~)d(t)t5 r.t.! 't§.)~-lf..f~). 2 $ Q fJ ns1 

Przeksztalcay pierwsz4 oalkt po prawej stronie tozsaao8oi (2.12)J 
a nast,pnie skorzystajmy z twierdzenia Gaussa, r6wnan (2.9) 1 
warunk6w brzegowyoh (2.8); to dostaniemy: 

12. 13' S W(§)d.C9)- (W(s.)cUe) = r'F t£, -tf)(g.~)di9+ SCt+To -tT)(g,-u.~•t<fS)-+ \:; ., ~ ·~ . F . ~ ... Wl 

+ ~ z. ·lvT<~&-~~-.)11l~-~~."»dJSl) + ~ ~ ~ ~~)·<s-&td!Sl). 
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Osnaczay prsez B (~, ~~ tunkojonal postaci: 

• GQ )\ . . 

Rt ~ !lt.) = t l §,:[if(I':!-I!.)V(!1-~c.Qt J ~ ~ ~(&)·(S-t,)""dlil), 
gdsie ! jest dowolnya pole• prseaieazozen apelniaj4oya kine
aatyezne wanmki brsegowe dla ciala ll , a l pole tensorowe 
odk.aztalcenia swi~zane z tya przeaieasezeniea. Zgodnie z (2. 13) 
wartoacS :tunk.cjonalu (2.14.) na eleaeneie ! przedatawia przy
roat energit potenojalnej od stanu ataejonarnego ~ na prze
aieazozeniu t- la· Nierowno86 (2.8) pol~czay z to~aaaoaoi~ 
(2.13) 1 sk.orzyatajay z oznaozeni~ (2.14.) ~ Doata~ie.,; 

(2.15) 

+ 5(f. +f)(y.,-y,.)d111) t 5 (T. +!)(\.4-a-i6,)dt5)- R{y.,lb.,) 
2 · 9'.8 . ' ' 

Je&li, dla dowolnego • apeln1aj~oego kineaatyczne warunii 
brzeg!>•• dla oiala B .-.~saehodzi warunet.: 

(2.16) 

to Dieu;JeanJ azlon R (», !!-) • wyr&Zen1u (2.1S) aotaa po~~o 
bes naruszan1a snaku n1er6wno8ci, wi~o aaay: . ' l f.(!l- -)b)d.Cll) +~!,(~- u.,.) cl(jlil)' :K, + ~ r.lt~.)d.{g)-' W(.l.)dtll)4 

+ 5 {fo 1-f) (Y, .. -'4to)dJ8)-\- 5(To +T)~~-Y.o)d.Ctf1). 
s 11 

POWJ:Ilsze taktJ aozna podaaowacS • poataei naattpuj~oeco ~wier
dsenia. 

TwierdseDie' 1. N1eCh o1aloS /wat~pnie statyqanie obei~zone/ 
btdz1e o~~1 ~zone dJDa.iosnie 1 podparteJtak. jat. opiauje uklad 
r6wna1i r6 i;n1ozkowych (2. 3) s warunk.aai grantozbyai (2. 4.) i 

(2. 5) • llozw&Z•J atan ciala f1 pod obei~teniea atat,.eznya op1-
8&DJ ukladea r6wnan r6tn1oskoWJoh (2.9) • waruntiea brsegowya 
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Poniewa:t lJ jest fuDkOJil ana11\yc~DI\ . W zbiorze '!11
5 

t WitO roz
wiliay lew4 stron~ n1er6wnoac1 (2.21) w azereg Taylora o srodku 
w pankoie !- w1~c: 

at4d oozJWiate, . :te: 

eo ko6cz7 dow6d. 
Mosna WJodrt-n16 trz7 praktyozne przJpadki, dla kt6rJoh waru
nek (2.16) jeat zawaze spe;tntonyJ a aianowioie: 

1/ Stan atatyoZDJ •) jest atab11DJ w sensie Lapunowa :nglt
dea no~ oa;tkowej. Nier6wno86 (2.16) wynika s dodat
n1ej okreslonoaci tunltcjonaJ:u R (!•9fl') wzgltdea DOI'IIJ 
ca;tkowej. 
Zagadnienie to oa6wione jeat szczeg6;towo w pracy [5]. 

2/ Pole tenaorowe ~. jest okrealone_ Dieujeanie w kazdJII 
puntcie ciala. Wtedy oa;tka pierwaza w funkcjonale R (Wtl.) 
jeat nieujellll~, a Dieujeano86 drug1ej .WJDika z WJpuklo&ci 
tunkoji energ11 aprtzJatej 1 tw1erdzen1a 2. 
!en azczeg61ny pr.zJpadek rozwazany byl w pracy [3]. 

3/ 1f teor11 n1eakoliczen1e aalych przeaieazczeti. W6wczaa z za

lo:te&i tej teor11 WJD1ka, :te pienrazy cslon w tunkcjonale 
(2.14) aotna poatn-.6 a dra&i jeat nteuje11117 z uwagi na wy

put;tea6 tunkcji energ11 aprttyatej 1 twierdzenia 2. 

2.5. PraktJozae •t•aow&Die teerii 

Za1:6say, *• *pel:aionJ jest. w&rlUlek (2.16). Poka:teay Jak 
nalety korZJ&ta6 praktycsnie z Dier6wnoa"ct (2.1 T) przy znaj
dowaniu g6rnej eoen7 przeaieazczenia. JJ1er6wno86 ta przyjauj4 
najpre&t.aza.~ poat.a6 1 Dajbardziej u:tytecsDI\ w oazaoowaniach, 
jea11 w ch&rakterze obct-:tenie .&. przJJ-6 silt akap1on4 ~ 
dsi&laJ-.04 w pankoie :z:

0 
a obct,.:ten1e :&. prs7Jil6 rcSwne g,, 

wtedy aa.y: 
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Pljl[~(xo 1-b)-~,A..(x.)-( :to-tS 'W(So)d.<i)- 5 W.C~,.)<i~) + 
- B $ 

-+~(f. +f)(y.-V;o)d.{fi) +~CL+'J:)(Y,.-Vzo)d,~. 

~1er6wno8c (2.23) pozwala ocenic z g6ry przea1eszczen1e ~ w 
punkcie x

0 
1 w kierunku dz1alari1a s11:y ,8. • Nieoh lj..• ~ > o, 

oznaozmy przez P dJ:·ugosc wektora f•,a przez uP~ uf przeaie
szozenia w kierunku s1J:y !i . Przy tych zaJ:oteniach q1to1e 11 

. \ 
w punkcie x

0 
1 w kierunku wektora .fr. ogr~iczone jest z c6ry 

przez 

(2. 2-1) 
u.'0co,t) < \A.:Oc.,)-+ ,~Xo + ~ W{go)dca -~ HC~)dCS)t 

+~+f) (~-~)clCJl)~~(T.-+'f)l&A-.-~)Q.(gS}). 

Na pJ:aszozyznie uP, 'X 0 Zwillzek (2.2-1) ze znakie• r6wne8ci 
reprezentuje linit prostl!l dla dowolD1e wybranej wartosci ob
oi~tenia P. G6rna ocena pneueszozeDia jest obw1edn1~ J:"odzi
ny 11n11 p~ostych, Rys.i. 

Rys.i. Ilustracja oszacowania przy ustalonej sile skupionej. 

Najlepsz~ ooen~ dostaniemy r6wniet przyjmuj4o wielkoac obe1er
zen1a P y ·!fakt spas6b,aby tunkoja po praweJ stronie n1er6w
nosci (2.2-1) osi~caJ:a minimua. Poniewa~ cztsto snalezienie 
tego ainimum jest kJ:opotliwe motna dobra6 wielkosc obci4ze-
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nta P w taki sposob aby drugie wyrazenie po prawej stronie 

nier6Wnoso1 (2.24) bylo r6wne zeru. Nalezy zaznaczyc, ze w1el

ko86 oszaoowania nie zalezy od rozkladu pr~dkosci pocz~tkowej 

woiele, lecz tylko od oalkowitej pocz4tkowej energ11 kine

tycznej. 

3. Pnyklady zast'Oaowali 

Jako ilu&tracj~ powyzsaej teorii pokazemy przyklady osza

oowan konetrukoji Ob014ZODJOh iapulsowo 1 przeprowadzimy P,O

r6wnanie a rozw·1--an1aa1 dost~pnyrai w literaturze. 

3~1. Belk~ przegubowo zaaocowana 

Rozpatrzay belk~ o dlugo,c1 L przegubowo zamocowan~ na 

koncaoh bez aozliwosci przesuwu 1 obci4zon~ idealnym impulsem 

pr~dkoeci w chwili pooz4tkowej rozlozonym w sposob sinusoidal

ny rys.2. 
Dla uproszezenia obliczen sU:y bezwJ:adnosci w kterunku podluz

nya belk1 pomijaay. 

t=O ,r:Tlll l ~ v.sinC~xL) 

~ l .I 

Rys.2. Belka oboi~tona idealnya impulsem pr~dkosci. 

Interesowae nas b'dzie aaksyaalne U!1tc1e belki • polowie 

rozpi~tosoi w zaleznoaoi od poos4tkowej energii kinetycznej 

Uklad r6wnan r6zniozkowyoh op1suj4oy powyzezy proble• ma 

posta6: 
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M'1 -tNwl)'-+ ~w::: o 
N' -= 0 

M: EJwn 

N ~ EA (u!-+ f-w\1
) 

z warunkami brzegowymi 

(3.2) 

{

u. ( o,t) = uO.,t-) = o 

W(O,-h) = W((,l"f;) -s. 0 

M (o.t) ·: Mtti~) = 0 

1 warunkami pocz4tkowymi 

(3. 3) 

gdzie: 

(

u,(x,o) = W(ll,O) = U,(.x,O)=O 

w (.x,o) ~ V0 ~In It 

W, N - mo•ent zginaj~ey 1 s1la podlu~na w belee, 
u, w - przemieszczen1a w k1erunku podluzny. 1 poprze-

cznym belki, 
E - modul spr~zystosci c1alaJ 
A - pole przekroju poprzecznego belki, 
U - moaent bezwladnosoi przekroju poprzecznego belkiJ 
~ - masa na jednostk~ dlucosc1 belk~ 

· V~ - dana pr~dko86 pocz~tkowa, 

1 )~ - r6zniczkowan1e wzgltdea z•iennej przestrsennej x, 
~·· - r6zniczkowanie wzgl~de• zaiennej czasowej t. 

Rozwi4zanie t ego problemu podal Woinowsky-Krieger [7] w poflt&c1: 

(3.,) W(x.i~) = V0 "V(t)SLn yt., 
gdzie tunkcja 1 spelnia r6wnanie r6zniczkowe 
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z warunkaa1 brzegowyai ~(o) a o 1 ~~) ~ 1, cdzie K-='JW 
1 ozJiacza proaien beawl:adnosoi. llaksym~lne U&i~c1e w arodku 
belki· w8 aoina znalezc rozwi4t~Uj4o r6wnanie (3.5) 1 aamy: 

(3.6) 

Pooz4tkowa energia kinetyczna r6wna jest 

" J(~ = T ~ )k w1x, ri) dx : * }L V0~ t . 
0 

(3.7) 

J(orzystajllC ze sw1~~:zk6w (3. 6) 1 (3. 7) ~a two zauwazyc ,te soisla 
&ale:6nosc maltsy118lnego ugiQcia bellti od pooz14:\kowej energii 

kinetyoznej dana jest r6wnan1ea: 

Zaletnos6 poai,dzy w• 1 le0 przedstawiona jest na rys.•,przy 
czya w• odniesiona jest do proaienia bezwl:adnosoi k, a ener
cia kinetyczna do wielkoao~ E:J~/L' • 
.Aby· snalezcS g61"D4 ooen~ ucl.~cia w

8
, rozpatrzay zgodnte z te

or14 t~ aaa4 belk• oboillion~~: statyozDie w pol:ow1e rozpi~\os
ci s~lll skupiODII: P, rya. 3. 

f 
lp 

I 
h ~ I •. X 

~ .I. Y2 .I 
ry 

Bys.3. za.t,pcza belka obci4tona statyoznie silt\ punktow4. 
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Zagadn1en1e to opis,ane Je•t ukladea r6wnali r6uicz.kcnryoh 
postaci: 

M:~(~~)\ = PSC'A) 

N., -: 0 
'* 

z waruDkaa1 brzecowyai: 

U,.(O) = t4(L) -= 0 

(3.10) 

M., to) = t\.{L) :& o ) 
gdzie B( t) oznacza del tt Diraca w pUDkcie i• 
Mozna -po:taza6, ze n1er6wnoso (2.15) przyjllie dla nasze1• sa
gadnienia postac: 

(3.11} 

gdzie: w! - U11,c1e statyczne w 8rodku rozp1ttosc1 bel:ti, 

lt t.. 

w,. • ! ~EJ w:"dx· + f SeA(u,!. + twtY·ctx, 
0 0 . 

~ L t 

n< .. >· t ~N.r(w'-w~)1 -'"}~El(wll-w:ttJx+f-SEACtt-~+trP~~)1dx. 
0 0 0 y· f 

~oniewaz sila podluzna N w rozpatrywanej beloe ,Pod obo1~ie
niea P jest nieujeana, witc wyrazenie R jest r6wniez nieujea
ne, zatea w wyrazeniu (3.11) ozlon R aozna poain4c bez zaiany 

http://rcin.org.pl
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znaku n1erownosc1 1 oszacowanie gorne ua uc14cie w8 przyj
a1e postac: 

(3.12) 

Jesli obc14*en1e P przyJate•y w ten apoaob)aby ~0 ~ w., to 
ossacowanie c6rne w• rowne jest w: t••' w:) • .A.by snalez6 
zaleinosc oazacowania gornego od pocs~tkowej energii kine
tycznej JG

0
, wyetarosy znaleze saleinoac w: od oalkowitej 

·~erc11 sprtiyatej ~· w tya ~elu .naleiy rozw14za6 uklad 
r6wnsi (1. 9-J) z warunk-1 brsecowya1 (3.10). B.On14Z&n1e to 
aa poata6z 

(3.13) w.ex) = fo (x - 4) , 
. •• ~-j~ 

Aby podpory belki byly ni~przesuwne 11us1 zacbodzic ; 
warunek: 

Warunek ten daje zaleiao86 s1ly podlu~nej N od obc1~~enia P 

w1tc: 

(!.15) 

~orz).'~tajl\C z de~1n1cj1 caJ:kowitej enerc11 spr,tystej w. oraz 
saleino8c1 (3.15) otrzyaujeay: 
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Natomiast ugi~oie arodka belki w: oblicaone w r6wnan1a (3.13) 
po wykorzystaniu zwi~zku (3.15) ma postac: 

(3.17) 

R6wnania (3.16) i (3.17) przedstawiaj~ zaleznoac w toraie pa

rametrycznej ai~dzy energi~ -spr~zyst~ w.,J odniesion~ do wiel
kosci EJk~t!) a przea1eszczen1em odnies1onym do proaienia bez- 
wladnosci k. Zaleznosc ai~dzy tyai w1elkosc1aei zostala obli
czona numerycznie 1 przedstawiona na rys.,. 

W/k 
4 

3 

2 

~ 

0 

-- teoria liniowa 

- oszacowc:nie gorne 
o oo rozwiiiizanie sciste 

/ 
/ 

I 

/ 
/ 

/ 

/ 

m 200 300 400 soo 
KoL3Jt.JK2 

600 

Rys.4. Por6wnanie scislego rozwi4zanla 1 g6rnej ooeny na -
ksymalne ug1tc1a srodka belki. 

w tym przypadku, dzi~ki doborow1 rozkladu pr~dkoao1 poos~tko-
wej belki w toraie sinusoid~dokladno86 oszaoowania jest bar
dzo dobra. Nalezy zaznaozyc, ze w rozwazanyil prsypadku aozna 
bylo znalezc sc1sle rozw14zan1e pr~bleau dynaa1ozneco 1 prze
prowadz16 ocent dokladnoaoi oszaoowania. Przy innych n1z ai
nuso.ida rozkladach pr~dkosci pocz4tkowej 8o1alego rozw14Sania 
nie uzyska si~podczas gdy przeds~aw~ona aetoda umotl1wia na
tychmiastowe znalezienie gornej ooeny. 
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3.2. Belka przecubowo przeauwnie podparta 

Bospatrzay belkt o d~ucosoi L prseaubcnro zaaocowan4 • 
Jedn~ koncuJa • drucia _prsecubowo prsesuwn,. Nie~h belka bt
dzie wattpnie atatyosnie obci4zona a1~4 pod~azn, N

0 
w1tksz~ 

od aU:y krytycsnej Nk • •"'i1El/ t,' , l4:]. Naattpn1e, do obc14-
zonej atatyosnie belki prsyt~~aay w chw111 pocz4tkcnrej obci~
zenie dynaaiczne w postaoi s1DDSo1daln1e roz~ozonego pola 
prtdkosci rya.s. Dla uproazozenia obliczeD. ai~y bezw!adno8c1 
w kierunku pod~uZD.ya belki poaijaay. ZaJ:6z•y r6wniez, ze d!u
coac belki nie uleca zaiaaie. Dzitk1 tya za!ozenioa belka 
przy wattPDJ8 ebci~zeniu Die saieni po~oz~nia. 

t=O ~Ill ~V0sinOTxlU 
- No X 

t; J 

Rya.5. Belka obc1~zona idealnya iapulsea prtdkosci 1 stal~ 
81~4 OSiOW4. 

Interesowa6 naa btdz1e aaksyaalne ugitcie w8 belki w polowie 
rozp~ttoac1 • aaleznosc~ od pocz~tkowej energ11 kinetycznej 
leo 1 wielkosc1 si~y pod~uznej N

0
• Uk!ad r6wnan r6zniczkowych 

opiauj~oy problea dynaaiozny aa postac: 

(3._18) 

M•-(Nw1)' + J.l.W = o 

N' == o 

M -= El w" 

u.' -+ t w'L= 0 
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W (O,t)-.:: W lt,,t:):. 0 

M (O,t:) = M t~t-):::. 0 

u., (01~) :::. 0 

NCt.,t-) =No 

1 warunkami poc~tkowyai: 

(3.20) !
U.(K,O) = W (K10)= li.CJ<,0)=-0 

N<.x,O) =- 0 

W ~' O) = 'lo "lln it 
Sciale rozwi~zanie tego probleau istnieje 1 aa post a6: 

Q.21) 

gdzie: 

-r - odnos1 si~ do sily dodatniej /rozci4C&j4cej/, 
- - odnosi sit do aily ujem1ej /sc't•kaj~oej/. 

Uak8ymalne ug1~c1e w arodku belki wyznaczone z rownania 
(3. 21) ~osi : . 

(3. 22) 

Pooz4tkowa enercia kinetyozna r6wna jest 
t, 

(3. 23) "V - .L ( • I. ) .J~ - .L \.ll. 
""-o - 2. J }.LW ()l,O \U. - -~ JA..~c " • 

0 

Korzystaj4c ze zw14zk6w ~· 22) 1 (3. 23) zalemoa6 aakSJII&lne
go ugi~cia belki od pocz~tkowej enerc11 kinetycznej ~0 1 od 
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Zaleino86 ta przedatawiona jest na rys.7 1 rys.s przy · czym 
ug1,eie w8 o4n1eaione jest do dl:qosci belJti, energia kine
tyczna .. ~ do w1elkosc1 El/L a ail:a podl:uzna do w1elkosc1 EJ/t}· 
Aby znaleze g6ra~ ocen' U&i~cia w8

, rozpatrz•y zgodnie z teo
ri- t~ s._belk~ obc1-ZGDI\ atatyczn1e s1l~ podl:UZDI\ N

0 
oraz 

a1!- akup1e~ P w pol:ow1e rospittoaci rys.6. 

Rya.6. Obo1-zenie belk1 w poaocniczya problem1e statycznym • 

. Powyzsse sacadDienie. opisane jest ukl:adea r6wnan r6zn1czko
W,ch postaci: 

(3.26) 

t( -(N.,"!)'; PS(t{2) 

~:. 0 

s warunksa1 brzeco~: 

(3.26) 

~(o) = w .. (L) :. o 

M.,(O) :. M.,.lL) = 0 

U.,.(O) :. 0 

N,(f.) = 0 
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Mozna pokasac, te nier6wno86 (3.15) dla tego sagadnien1a 
przyjmie postac: 

gdzie·: w8 
- ug1~oie statyczne arodka belki, 

f. t 
• .!. 5 E'J w• dx · 2 .. ) 

0 
c, l, 

R(w) = tlEJ(I<IB-w!)dx +t~N0 (11'-w!fdx • 

Oznaozmy przez Sw · ~ 'W -W"' , to tunkcjenaJ: R prsyjaie po: 
stacS 

L ·t. 
(3.28) RCsw) =r) EJow•~ + ! -) Noow''dx, 

0 0 

gdzie Sw spelnta tak:ie same warun.ki brzegowe jak tunkcja w 
lub w*. Pokateay jakie warunki winna spelnia6 wielko86 K

0
,aby 

wyrazenie (3. 28) byl:o nieujellDe. Poniewat tunkcja oW jeat . 
klasy c2 oraz oW{O) = oW(L) -:: 0 , zatem tunkcj~ bW aotna 
rozwinllc w sinusowy· szereg Fouriera, wi~c: 

(3. 29) S'w = r An ~1n ~ • 
n::f 

Biorllo pierwssl!l 1 dragl!l pochodnl!l fUDkoj 1 (3. 29), 118111: 

Korzys~&jllC Z ortogonalnoaoi funkoji sin Uf 1 008 or 
na przedziale (O., I,) aotna pokaza6, ze: 
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(3. 31) 

St4d oczyw1ata jeat DiercSwno86: 

:a,L . . . L i 

(a. 32) (f) ~&'w1tdx ( l(5~1) ~. 
. 0 0 

Korzystaj4o -z nier6wnos oi (3. 32) Jloina pokaza6, ze: 

f. 

R(&w) ) l ~: EJ(ft +No] Sw'~ ~ 
\1 

(3.33) 

Je811 spelniony jellt warunek M0 ) - FJtYt1 /warto86 ta 
rcSwna jeat krytycznej aile Bulerowskiej_ (4] . /, to wyrazenie 
(3.28) b~dzie nieujemne. W t,. przypadku czlon a ao•na w wy
raieniu (3.27) pOiliJU\6 bea naruazenia a~aku nier6wno8ci 1 nie
rcSw.no86 szacuj4ca prsyjaie posta6: 

(3. 34) 

Warto86 oboi~tenia P nie wplywa na znat wyratenia R,zatem. 
aozeay przyj~6 go .. ten aposcSb aby :fUDkcjonal.po prawej stro-

. I 

nie niercSwnosci (3.3~) osi4gal ainiaua. Aby znalez6 aalezno86 
oszacowania gorilego od energii kinetyc:meJ J<.o· 1 sU:y podluz
neJ N

0 
•usiay zn~ez6 rozwi4zan1e zagadnienia (3. 2.S) z warun

ka~~~i brzegowymi (a. 24) • Rozwi~anie to •a posta6: 

(3.35) 
{

l'l.(x) = J'N. (x -: J~:) 

W;.~): .f..N(x- ~) 
2 0 u. <a» cc;1 
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Korzystaj~c . z wyrazenia (3.35) •ozna okre8li6 wielkosci wy

s ·t t;puj4ce po prawej stronie nier6wn.oso1 ~.3-'),wi.,e: 

w! = tt~5'c<d.)z ( t- ~1) 
(3.36) . 

Ll.;(L)= - il (b(a.l.y.C{-$ii -fi:it ~~) ~ EJ) 0' 

s ~ - t:G~)· "• = -lfE3 l! . 7/J:f£ 

Podstawiajt~c zaleznosoi (3.36) 1 (3.37) do nier6wnoso1 (3.34,), 
otrz)'llaay: 

Dobieraj4c P tak aby funkcje po prawyoh •tronach w nier6wno8-
o1aoh l3. 38) esiqaly ainiaa, to otrzy-t ostateosnll postac 
oszaoowania: 

.Hc£>o EJ 

-tNar 
_.11 < E'J ~0. 
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Por6wnan1e oceny a6rnej a&1tc1a w8 /zaleznej od pooz4tkowej 
enerc11 k1netycznej JCo 1 sU:y es1owej N

0
/ wyruonej ukla

dea n1er6wnoso1 (3.3~) s dokladnya rozwi~aniea wyrazonya 
wzorea (3.2') pr:aedatawiaJ~ eysunk1 1 1 s. 

W/l 

000 

2 

Kol/EJ 
20 40 60 80 100 

Rys.T. Por6wnan1e c6rnej oceny ug1tc1a z rozwi4Zan1em doklad
nym dla belk1 ze stal4 s11~ os1ow~. 

w.,TE.f 
12 l iKj 

0.8 
- oszacO'INane gome 
o o o rozwiazanie ~iste 

21f 31f 
Nt2/EJ 

iJs.a. Por6wnanie c6rnej ooeny ug1tc1a z rozwi4Zaniea doklad
nya dla belki se stal~ enerc1~ kinetycsn2l. 
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Podobnie jak poprzednio dokladnos6 aetody oszacowan jest 
bardzo dobra. Rysunek 8 przedstawia saletno86 maksyaalnego 
ugi~cia od wartosci sily osiowej dla stalej energii kinetycz• 
nej. Dla N

0 
zd~zaj~cego do- EJl1

/ t." ug1~cia rosnl\ do n1e
skonczonosc13pOn1ewaz pod dz1alan1ea samej sily osiowej na
st~puje utrata statecznosoi. Z rysunku wida6 wyratn1e zmniej
szenie si~ ugi,6 ze wzrostem dodatniego nao1~u. 

3.3. Rama portalowa 

Rozwazmy ram~ portalow~, kt6rej rygiel oboi~zony jest 
symetrycznie idealnya impulse• pr~dkosci daj~oym pooz~tkow~ 
energi~ kinetyczn~ Xo • Zagadn1en1e to bylo zbadane doswiad
czalnie w zakresie plasty~znym 1 rozwi~ane teoretycznie w 
spos6b przybl1tony przez Syaondsa 1 Chona [8]. 
DynamiczJe obci~zona rama portalowa stanow1 zar6wno wazny 
problem praktyozny,Jak rowniet jest otekawym przykladem zasto
sowania og6lnej teor1i oszacowan ze wszystkimi jej subtel
nosciami. Dla aalych wartosc1 iapulsu rama ~dzie deformowala 
si~ spr~zysoie w sposob stateczny. Przy silniejszyeh impul
saoh moze nast~pi6 dynamiczna utrata statecznosoi slupa lub 
rygla~ 

Najwazniejszya zagadnieniem b~dzie tutaj okrealenie kryterium 
stosowalnosoi metody oszacowan1 a wiQc dyskuaji znaku tunkcjo
nalu R. Temu zagadnieniu poswiQcon! bQdzie ten punkt praoy. 
Poniew&Z rama jest symetryozna i obc1~zona syaetryoznie wystar
ozy znalez6 rozwi~zanie dla polowy ramy. BQdzieay sakladali 
dla uproszozenia obliczen, ze sily bezwladnosci w kierunku po
dluznya pr~tow 1 wydluzenia prQtow s~ pollijalne. 

t= 0 VJ.x> 

l1 r l= ll +~ 

lr 
,., l2 l2 ,, 

Rys.9. Przyj~ta tonwenoja znak6w w raa1e portalowej. 
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Przelllieszozenia ra~~y portalowej przedstawionej na rys.9 

opisane ·~ ukladem r6wna6 r6~Diozkowyoh oz~tkowyoh postaoi, 
[s]. . . 

M•.- (Nwl)';. ,4W=O 

N1 -=- 0 

M= El w" 
.C + t w'1 =0 

z warunkaai brzeco.,wd: 

W(01t) = W\(O&f:)= U.(Oit)=Wl~)=u.U.;l:F 0 

. M1(Lat) -N(t,t)K'(l.,t) = 0 

N(t;.t) = u.(tt. t) 

(3. •t) tL(t:t) ::: Wltt, -6-) 

wl (c,;,-~:)::: w'(Ltat) 

M (t;.t)-= K(tt.t) 

(3 •• 2) 

H'(~1 -t)- N(~1t) w,({,;Jt)=-N(t,t,t) 

H' (t!1t) ~ N(t:1c) W~(~1i:) = N (L;J"t) 

[
~(x,o) = WCx,O)= U.(X,O) =0 

H (.x,O) -::: 0 

W (x,o): Vo 

x.e(01l) 

Rozwi~anie powyzszego ukladu w postaci zaaknittej jest bar
dzo trudne. Pozostaje tylko aroga numeryczna. teby oszacowa6 

prZelllieBZOZenie poprzeczne W arodku rygla,rOZW~DIY ukJ:ad Ob

Oi~iODJ statyaznie stt4 2P jak na rysun~u 8. 
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2P 

L, 

Rys.iO. Oboi4ienie ra.y w po.ocniesya problemie statycsnya. , . 

Prselliesscsenia t.eco akladu opisane 114 ukladell r6WD.ali r6s- . 
nioskowyah postaoi: 

M!-(~~)'= o 
~ ;0 

.M,.= EJ~ 

u.!. + t w;z. :. 0 

z warunkaai brsecowyaJ.: 

W"(O) = w!(O)= U...CO)~O 
wl (l) = U..C.L) = o 
M!£L)- N,..(t,)W.Cl)=~P 

(a ... ~ w.c~r;) = U.et;) 
u.. t~) = w. o.n 
~{Cr~)-= w!tL~) 

M..(~~)::: M tt!) 

ti!.(L";)- N.o.;) w~Ct;)=--Ntt!) 
~(t.!) -NJJ,t)w~ (q) = N,..(L~) 
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Bosw14S&Die pow,tasego Ukladu .o.na snalez6 w poataot uwi
kbmej. OdpowtedDie wsory ·~ jednak bardzo atoaplikowane 1 

· nte btdzieay 10h prsytaeza6. aoswt~ante te poswala otreal16 
zaleino86 reakoji posteaej' B od obo14fien1a P. lloina W)'kaza6, 
te D1er6wnoaicS (a.t&) przyja1e w f.JII przypadka poata6: 

(3.~) 

W""=- t-1 EJ W:'-rJK, 
0 

&ds1e.: 

" &. I. 
RCw,~.) = t~EJC..a._t4fax-fSPb•'-~dx -!SHC"'-ftfc.bc. 

0 0 ' 0 ' 

Ozna~zay przez Sw = W""W. , t.o tankojonaJ: R przyjaie posta6 

(3.46) 

gdzie 6'H speiDia t.ak1e saae wal'Uilki k1nematyczne jak i'un

koja w lub 1\. Jeali dla kaideco 8'H tuukojonaJ: (3. 4:'}) b~dzie 
nieuje.ny, to ozlon B w wyraseDiu (3.4&) aoina poain46 bez 
aarusaeDia sn&ku Dier6wnoac1 1 otrzyaaay Dier6w.nos6 szaouj4c4. 
Z warunk6w brsegoW)'Ch oraz z o1~1osc1 k~t6w 1 aoment6w w 
punkoie X • f, 1 oQD1Jta, io tuDkcje I iwl 1 aw1 "" ciqle a 
ponadto b'w1(0) = &-Nl(t,) s 0 , zat.em tlmkcJt ~~ .aozna rozwi-

. n~ • prz~ziale (O, I,) w ainusoW)' ~zereg Fouriera, wi~c: 

cdste: . Afl - et~ licsbo~. 

B6in1 oskuj4C swi-.sek (3. 4'1) llaiBJ 

(3.48) 
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Korz:ystajflC z ortoconalnosci tankcji sin~ 
na przedziale (O,f.) •ozna pokasa6, te t 

st4d- oczyw1sta jest D.ier6wno86 

(3. 50) . ko.•)~dx ~(ff s~~·rdx. 
0 0 

1 008~ 

Konystaj4c s nier6wno8ei (3.44) aozna pokasa6, ze 

(3.51) 

Je811 zachodz4 wanmki P ~ CJT'{t,L 1 1t-( EJ1'1/(,l. , to wyra-
zenie (3. •s) jest nieujeiiDe. Jest to warunek w:ystarczajilCJ. 
Warunki konieczne Dieuje11Do8oi R &fl slabsze.sale nie udalo si' 
ioh uzyska6. 
Otrzyaalia•y zate11 bardzo o.ieka,. wynik, kt6ry Dmozl:hria zriaj

dowanie oszacowan na ug1tc1a dynaaiozne,w przypadku wyst~powa
nia kontiguraoji oboifl,tenia •ajfl,oego prowadz16 do niestabil
noaei konstrukcji. ' ~u, podobnie Jak w og6ln,.- przypadku,zwi~

zek. (;3. 45) reprezentuje dla zadanego P liniQ prostfl na plasz-· 

czyznie w, Xo ~ Klasa obc14Zen Die J.est Jednak dowolna po
niewat sila statyczna spelnia6 .usi warunek P ~ Pe. Ilustra
Cjfl tej sytuacji jest rys.11. 

Aya.11. Znajdowanie oasaecnran w prsypadku wysttpowania nie
atateoznoaoi. 
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4:. 'U!ag1 kolioowe. 

w przedstawionej praoy podana sostala ao1sla osolaa teoria 

oszaoowsi ddych przemeszUei spr~tystych dla c1al poddanych 

obci.Peniu dynaatcznelllll. Znalezienie aaksymalnych przeaiesz

ozeli sostalo apr01rads~ne do roslri(\Zania odpow1ecla1eco proble

au statyczne,;o. Naklad praoy pray takia podejsciu jest duzo 

aniejszy lecz stosowalnosc oa&lrianef;O podej scia jest ogran1-

ozona do przypadk6w, dla kt6rych statyezne rozwi(\Zanie pro

blemu duzyoh ~itc jest znane. 1f prZJPadku ltonstru.kcj1 pr~to

wyeh)dla uaiarkowanych ugi~c) tak1e roswi-.sanie mozna zaws~e 

snalezc. Stan statyczny . nie moze bye dcnrolnyJlecz ograniczo
ny do przypadlt6w, dla kt6rych przyrost energii potencjalnej 

od tego stanu na dowolnya przellieszczen1u jest nieujemny. 

Warunek ten, przy zaloz~iu kwadratowej tunkcji energii spr~

iystej) ZwiilZ&nY jest se stabilnoacifl stanu statyczn.ego w nor- · 

ate •calkowej". Mianowicie, w teor11 stab1lno8c1 z4danie do

datniej okreslonosci tunkcjo~u Lapunowa w sens1e normy cal

.towej zapewnia spelnienie powytszego wai_'Unk~lecz nie odwrot

nie. Nalezy zasnaczy6, te g6rne oszacowanie przemieszczenia 

nie zalezy od rozkladu pola pr~dkosci pocz4tkowej • ciele 

leoz tylko od calkowitej pocz4tkowej energii kinetycznej. 

Z tego wzgl~du najlepsz4 dokladno8c oszacowania przemiesz

czen ... danym punkcie ciala uzyskujemy wtedy gdy pole pr~dkos

ci PQCZtltkowej jest tak roz):ozone, ze powoduje najwi~ksze 

prse•ieszczenia rzeczywiste w tya punkcie. 

Analizuj4c przyklady liczbowe przedstawione • pracy dla zi

lustrowania aetody nalety stwierdztc bardzo dobr~ zgodnosc 

z naliczonymi acislymi rezwi~zaniaai. 
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