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COURS COMPLET
DE

MATHÉMATIQUES PURES. 

LIVRE CINQUIÈME.

ALGÈBRE SUPÉRIEURE.

I. DES COMBINAISONS ET DES PUISSANCES.

Permutations et Combinaisons.

475. Lorsque des termes sont composés de lettres sembla
bles ou différentes, placées dans divers ordres, nous nomme
rons ces assemblages des Arrangemens, ou des Permutations; 
mais si l’une de ces lettres au moins est différente dans chaque 
terme, et qu’on n’ait point égard aux rangs des lettres, ces 
termes seront des Combinaisons (*). Ainsi abc, bac, cba, bca, 
sont 4 permutations, et abc, abd, bcd, acd, 4 combinaisons 
3 à 3.

(*) Les combinaisons sont aussi appelées Produits differens ; nous rejetons 
cette expression défectueuse; car ab et cd, qui sont les combinaisons diffé
rentes de deux lettres, peuvent cependant former des produits égaux, comme 
3x8=x6x4= 12x2. On a distingué aussi les permutations des arrangemens, 
réservant le ï er nom aux arrangemens de p lettres entre elles, ou p à p : mais 
cette distinction n’a aucun but utile, et nous n'en ferons pas usage, non plus 
que de plusieurs autres dénominations.

T. II. 
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2 ALGÈBRE.

Pour designer le nombre des permutations qu’on peut faiire 
avec m lettres, en les prenantp à p, nous écrirons [mPp] ; le 
nombre des combinaisons sera indique' par [mCp].

Proposons-nous de trouver le nombre y de toutes les permuita- 
lions de m lettres prises p à p, ou y = [mPp]. Considérons d’a
bord les arrangemens qui commencent par une lettre telle que  a, 
mais qui différent, soit par quelque autre lettre à droite de a, 
soit seulement par l’ordre suivant lequel elles sont rangées. Si 
l’on supprime cette initiale a, on aura un égal nombre d’assenn- 
blages de p — I lettres ; ce seront visiblement tous les arrain- 
gemens possibles des m — I autres lettres b,c,d..., prises p — I 
ensemble; désignons-en le nombre par φ = [(m-I)P(p—I ]. 
Donc si l’on prend ces m— I lettres b, c, d..., qu’on forme awec 
elles toutes les permutations p — I à p — I, qu’enfin on place 
a en tête de chaque terme, on aura toutes celles des permuta- 
tions p à p qui ont a pour initiale. En effet, pour que l’une de 
celles-ci fût omise ou répétée plusieurs fois, il faudrait qu’après 
y avoir supprimé a, qui est en tête, les assemblages restans 
présentassent la même erreur, et que quelque permutation 
p — I à p— I des lettres b, c, d... fût elle-même omise ou ré
pétée; ce qui est contre la supposition.

Il y a donc autant d’arrangemens de m — I lettres prises 
p — I à p — I, que d’arrangemens de m lettres p à p, où a est 
initial : soit φ ce nombre. Or, si l’on raisonne pour b comme on 
a fait pour a, on trouvera de même φ permutations qui com
mencent par b, il y en a φ qui ont c en tête, etc...; et comiine 
chaque lettre doit être initiale à son tour, le nombre cherché 
y est composé d’autant de fois φ qu’il y a de lettres ,

Il suit de là que, I°. pour obtenir le nombre y" d’arrange
mens de m lettres 2 à 2, φ est alors le nombre d’arrangemens 
de m— I lettres prises I à I, ou φ =m—I; donc y"= m (m— I).

2°. Si l’on veut le nombrey''' d’arrangemens de m lettres 3 à 3, 
p est 3, et φ désigne la quotité d’arrangemens de m — I lettres 
2 à 2, quotité qu’on tire de y" en changeant m en m — I ;
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COMBINAISONS. 3

3°. On trouve de même pour le nombre desarrangemens 4 à 4,

Il est visible que pour passer de l' une de ces équ. à la sui
vante, il faut y changer m en m— I, puis multiplier par m; ce 
qui revient à joindre aux facteurs m, m—I..., l’entier qui suit 
le dernier de ces nombres ; ainsi, pour p lettres, ce dernier mul
tiplicateur sera m—(p—I), d’où 

le nombre des facteurs est p. C’est ainsi que 9 choses peuvent 
se permuter 4 à 4 d’autant de façons différentes qu’il est mar
qué par le produit des 4 facteurs 9. 8. 7.6 = [9P4] = 3o24; 
c’est le nombre de manières dont 9 personnes peuvent occuper 
4 places. Les arrangemens de m choses 1 à 1 et 2 à 2 réunis, 
sont en nombre m +m (m — 1) = m2.

En faisant m=p, on obtient le nombre z d’arrangemens de 
p lettres p à p, toutes les p lettres entrant dans chaque terme,

Le nombre d’arrangemens des 7 notes de la gamme musicale est 
1,2.3... 7=5o4o : en comptant les demi-tons, on a 479ooI 600.

476. Cherchons le nombre x des combinaisons différentes de m 
lettres prises p à p, ou x=[mCp]. Supposons ces x combinaisons 
effectuées, et écrites successivement sur une ligne horizontale : 
inscrivons au-dessous de la 1" toutes les permutations des p 
lettres qui s’y trouvent, et nous aurons une colonne verticale for
mée de z termes (équ. 2). Le second terme de la ligne horizon
tale donnera de même une colonne verticale de z termes compo
sant toutes les permutations des p lettres qui y sont comprises, et 
dontune lettre au moins est différente de celles qui entrent dans 
la combinaison déjà traitée. La 3e combinaison donnera aussi z 
termesdifférens desautres, etc. On formera donc ainsi un tableau 
composé de x colonnes, ayant chacune z termes; en tout xz ré
sultats, qui constituent visiblement tous les arrangemens possi
bles de nos m lettres prises  p à p,sans qu’aucun soit omis ni répété.

 1..
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4 ALGÈBRE.

Le nombre de ceux-ci étant y (équ. I ), on a  xz=y, d’ou

Les équ. I et 2 étant composées chacune de p facteurs, l’équa. (3) 
en a aussi p, qui sont des fractions dont les termes sont emtier; 
et suivent l’ordre naturel, décroissans à partir de m pour lie nu
mérateur, et croissans jusqu’à p pour le dénominateur. Comme, 
par sa nature, x doit être un nombre entier, la formule (I) doit 
être exactement divisible par (2) : au reste, c’est ce qu’on pour- 
rait prouver directement.

477. On a

Soit p>q, toits les facteurs de cette équ. entrent dans ll’équ. 
(3), qu’on peut par conséquent écrire

I. Cherchons d’abord s’il se peut que x = x' : il est clair 
qu’il faut que le produit de toutes ces fractions se réduise à I, 
ou que les numérateurs forment le même produit que les dé
nominateurs; si l’on prend ceux-ci en ordre inverse, on a

Or, ces deux membres admettent un égal nombre de facteurs 
continus et décroissans; si chaque facteur d’une part n’était pas 
égal à celui qui a même rang de l’autre part, l’égalité? serait 
impossible, puisque, suppression faite des facteurs commiuns, 
il resterait des facteurs tous plus grands d’un côté que de l’autre 
et en pareil nombre. Ainsi, cette équ. exige que m-q=p pour
que x = x' ; de là ce théorème :

100 lettres prises 88 a 88, et prises 12 à 12, donnent un égal
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COMBINAISONS. 5

nombre de combinaisons; et, en effet, [i oo C88] a pour numér.
100.99...89.88...i3, et pour dénom. 1.2.3... 12. r3...88; sup

primant les facteurs communs i3. i4- i5...............88, il reste

C 12. Cette remarque sert à rendre plus fa

ciles les calculs de la formule (3), quand p | m. On a plu
tôt trouvé 100 C 4 que 100 6’96= 3 921 225.

Concluons de là que si l’on écrit successivement les nombres 
de combinaisons de m lettres 1 à 1 , 2 à 2, 3 à 3,.......... les
mêmes valeurs se reproduiront en ordre rétrograde au-delà du 
terme du milieu. Par ex., pour 8 lettres, ces nombres sont 
8, 28, 56, 70, 56, 28, 8. (Foy. le tableau ci-après.)

II. Supposons q—p — i; x n’a qu’un seul facteur de plus 
que X, et l’on a

i°. On en tire cette règle, qui sert à déduire successivement les 
unes des autres les quotités de combinaisons de m lettres 1 à i,

2 à 2,3 à 3. . . Écrivez les fractions et mul

tipliez chacune par le produit de toutes les précédentes. Par 
ex., pour 8 lettres à combiner, on écrit |, et l’on a
8; 8 X ’ = 28; 28 X f ~ 56... ; c’est ainsi qu’on trouve que 8 
numéros de la loterie forment 8 extraits, 28 ambes, 56 ternes, 
70 quaternes et 56 quines. Les go numéros donnent go extraits, 
4oo5 ambes, 117 480 ternes, 2 555 igo quaternes, 43 g+9 268 
quines.

20. Nosfacteurssuccessifs ont des numé

rateurs décroissans et des dénomianteurs croissans : tant que ces 
fractions sont > 1, le produit augmente; il va en diminuant, 
dès que le rang i du terme est tel qu’on ait
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6 ALGÈBRE.

et nous savons qu’on retrouve les mêmes produits en seins ré
trograde.

Ier Ças, m pair = 2α: on a i>α+1/2; ainsi les tterme 

croissent jusqu’au rang i = a, où le dernier facteur est 

ce terme est [m C 1/2 m ], ou

On écrit au dénominateur la suite naturelle 1.2.3... α, et 
on la continue au numérateur jusqu’à 2α. Complétions le 
numérateur par les facteurs I.2.3..,.α, 

or les facteurs pairs qui, en haut, sont en rangs alternatifs sont
2.4.6.. .2α = 2α x I .2.3.4...α; donc enfin le plus grand
terme, ou celui du milieu , est

2e Cas, m impair = 2 a + 1. La condition indiquée de
vient i > α+I ; ainsi les termes ne décroissent que si Ile rang 
i dépasse a +I ; et comme, pour ce rang, le dernier facteur se 

réduit à   , ce terme est égal au précédent, en sorte

qu’il se répète aux rangs a + 1 et a, ou 1/2(m ± 1). Faisons 
donc i=a et nous aurons pour les deux termes du milieu, 
qui sont les plus grands [mC1/2(m±I)]

En opérant comme ci-dessus, on trouve

C’est ainsi que les plus grands nombres de combinaisons qu’on
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COMBINAISONS. 7

puisse faire avec 18 et avec 19 lettres sont

du reste chacun des nombres de combinaisons doit toujouis 
être entier.

3°. L’équ. (4) donne aussi 

à cause de l’équ. n° 4?7 et de q -=p — 1; ce 2e membre, com
paré à l’équ. (3), donne

Cette relation apprend à déduire, par une simple addition, 
les combinaisons de m -f- 1 lettres de celles de m lettres; c’est 
ainsi que dans le tableau suivant , qu’on nomme le Triangle 
arithmétique de Pascal, chaque nombre est la somme des deux 
termes correspondons de la ligne précédente. Ainsi on a

Cette loi explique le retour des mêmes termes en sens in
verse, puisqu’il suffit qu’il ait lieu dans une ligne pour qu’il 
se trouve aussi dans la suivante. Du reste, nous savons déduire 
les termes d’une même ligne les uns des autres, et de proche 
en proche (i°.), ou à l’aide des ternies de la ligne qui pré
cède (3°.), ou enfin directement à l’aide de l’équ. (3) qui en 
est le terme général.

www.rcin.org.pl



8 ALGÈBRE.

COEFFICIENT DU BINOME ,

ou Quotités de Combinaisons.

III. Soient I, m, a , b, c... . b, a, m, I, les nombres d’une 
ligne; ceux de la suivante (3°.) sont I, I + m, m+ a, a+b... 
a +m, m + I, I : la somme des termes de rangs pairs est... 
I +m + a + b... . +m+ I, la même que ceux de rangs 
impairs, et aussi que la somme des termes de la ligne précédente. 
En ajoutant tous les termes de la ligne m+I ,on a donc le double 
de la somme de la ligne m. Or, la 2e ligne du tableau est 
I +2+i==4==22 donc les lignes suivantes ont pour somme 
23, 24... 2m. Ainsi, la somme des combinaisons de m lettres est 
2m; celle des termes de rangs, soit pairs, soit impairs, est 2m-1, 
somme qu’on trouve pour les combinaisons de m — I lettres.

478. Partageons les m lettres a, b, c,d... en deux ordres, les 
unes en nombre m' , les autres en nombre m", (m= m' + m") ; 
puis cherchons toutes les combinaisons p àp formées de p' des 
premières lettres jointes avec p" des autres (p=p'+p"').Pour 
cela faisons toutes les combinaisons des iresp' à p' , et celles des 
dernières p" à p" le nombre en sera m'Cp' et m"Cp"; accou-

www.rcin.org.pl



COMBINAISONS. 9

pions chacun des Ier’ résultats à chacun des seconds; p' fac
teurs d’une part, réunis à p" de l’autre, formeront y facteurs; 
et il est visible que ces systèmes accompliront tous ceux qu’on 
cherche. Leur nombre est donc

I. Dans combien de combinaisons des m lettres a, b, c. . ..
entre la lettre a? m' =p' = 1, et X=(m— I)C(p- I).

II. Combien de coinbinaisons contiennent a sans b,et b sans a? 
m' = 2, p' = I ; d’où X = 2 X [(m-2) C (p —I)].

III. Combien renferment a et b ensemble? m'=p'=2, 
X=(m — 2) C (p — 2).

IV. Combien ne contiennent ni a, ni b? m = 2,p' = o et 
X = (m — 2) Cp.

V. Sur les combinaisons de m lettres pap, combien en est-il 
qui contiennent deux des 3 lettres a, b, c? m' =3,p' =2, 
X=3x[(m—3)C(p —2)].

VI. Les combinaisons de Io lettres 4 à 4 sont en nombre 210 : 
si l’on distingue trois lettres a, b, c, on peut demander com
bien il y a de ces combinaisons qui ne contiennent aucune de 
ces trois lettres, combien en renferment une seule, combien 2, 
combien toutes les trois ensemble : on trouve

Quant aux permutations de m lettres p à p, qui contien
nent p' lettres prises parmi m' qu’on a désignées, leur nombre 
Y = X X 1.2.3.... p. En effet, il suffit de prendre chacune 
des X combinaisons, et de permuter entre elles les p lettres 
qui y entrent.

479. Effectuons les permutations p à p des m lettres a, b, c... v, 
de toutes les manières possibles. Otons - en y — 1, telles que 
i, k  v ; apportons l’une d’elles i à côté de chacune des
m — p +1 autres a, b, c.. . h ;  d’où ia, ib, ic... ih. Changeons
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10 ALGÈBRE.

tour à tour z en a,b,c. . .h, et nous aurons tous les arrangement 
2 à 2 des m—p + 2 lettres, i, a, b... h. En tête de ces résul
tats, plaçons la 2e lettre supprimée k; kia, kib.... kih.; puis 
changeons successivement k en i,a, b... h, et nous aurons toutes 
les permutations 3 à 3 des m — p + 3 lettres k, i, a, b.. . h, et 
ainsi de suite.

Par ex., pour permuter 3 à 3 les 5 lettres a, b, c, d, e, 
j’ôte d et e, et portant d près de a, b, c, j’ai da, dlb, dc; 
changeant d en a, b et c, il vient tous les arrangemens 2 à 2 
des 4 lettres a, b, c, d.

da, db, dc, ad, ab, ac, ba, bd, bc, ca, cb, cd.

11 reste à apporter e en tète de chaque ternie, eda, edb, eide..., 
puis à changer e en a, en b, en c, et en d; on a alors les 6o ar- 
rangemens demandés (*).

(*) Cette théorie sert à trouver le logogriphe et l'anagramme d’un not. Ces 
pénibles bagatelles offrent quelquefois des résultats heureux. Dans Frère 
Jacques Clément, l’assassin de Henri III, on trouve, lettre pour lettré : C'est 
l'enfer qui m’a créé. Jablonski fit les anagrammes de Domus Lescinia, en hon
neur de Stanislas, de la maison des Leczinski; il trouva ces mots : Adcs 
incolumis, omnis es lucida, mane sidus loci, sis columna Dei, 1 scande solium. 
Ce dernier fut prophétique; Stanislas devint roi de Pologne.

48o. Soit proposé de former les combinaisons p a p. Cher- 
chons-les d’abord 2 à 2; ôtons a, et apportons cette lettre 
près de b, c. .savoir ab, ac, ad . . : ce sont les combinai- 
sons 2 à 2 où entre a. Plaçons de même b près de c, d. . ., puis 
c près des lettres d, e... qui sont à droite, etc., nous aurons 
toutes les combinaisons 2 à 2.

Pour combiner 3 à 3, ôtons a et combinons 2 à 2 les autres 
lettres b, c, d. .., ainsi qu’on vient de le dire; puis apportons 
a près de chaque terme, b près de chacun de ceux où b n’est 
pas déjà, c près de ceux qui n’ont ni b ni c, etc., et nous au
rons les combinaisons 3 à 3.

En général, pour combiner p à p, ôtez p — 2 lettres i,k... v, 
et combinez 2 à 2 les autres lettres a, b, c. . . h; portez près 
de chaque résultat l’une des lettres supprimées i, puis a près 

www.rcin.org.pl



BINOME DE NEWTON. 1 1

des termes sans a, b près de ceux qui n’ont ni a ni b..vous 
aurez les combinaisons 3 à 3 des lettres a, b, c.. .h, i z portez 
de nouveau k près de chaque terme, a près de ceux qui n’ont 
pas a, etc.; et vous aurez les combinaisons 4 à 4 de a, b... i, Æ, 
et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait restitué toutes les (p — 2) 
lettres supprimées.

Développement de la puissance d’un polynôme.

481. Lorsqu’on fait a = bz=. c..., le produit de m facteurs
(x + b) (x4"c)... devient (x-j-a)m\ le développement 

de la puissance me d’un binôme se réduit donc à effectuer ce 
produit, et à rendre ensuite les 2e* termes a,b tc... égaux ; ce 
procédé permet de reconnaître la loi qu’observent les divers 
termes du produit, avant d’éptouVetlà réduction. Or, on a vu 
(n° 97, V.) que ce produit a la forme

A étant la somme a +*+c. . des 2mes termes des facteurs 
binômes, B la somme ab 4- ac-\- bc... de leurs produits 2 à 2, 
C celle des produits 3 à 3, abc 4- abd..., etc. En faisant... 
a = b = c..., tous les termes de A deviennent = a ; ceux de 
B sont = aa; ceux de(?,= a3... ; ceux de N,~ an.

Donc A devient a répété m. fois, ou ma.
Pour B,a2 doit être répété autant de fois qu’il y avait de pro

duits 2 à 2, ou B = a2. [mC'2] = \m (m — 1) a2.
Pour C, a? est pris autant de fois que m lettres donnent de 

combinaisons 3 à 3 , C = g m (m— 1) (m — 2) a3 ; et ainsi de 
suite.

Pour un terme Nam~ "de rang quelconque n,on a N— \rnCn\aK. 
Enfin le dernier terme est am. De là cette formule, découverte 
par Newton :

www.rcin.org.pl



12 ALGÈBRE.

Le terme général est. .. T = [jnCn]. a"x°‘-". . . (7)
T est le terme qui en a n avant lui, et qui reproduit tows ceux
du développement de (.r-j-a)'", en prenant n~ 1, 2, 3. . .

Pour obtenir celui de (x — a)1”, il faut changer ici a en — a, 
c. - à - d. prendre en signe contraire les termes où a ponte un 
exposant impair.

482. La formule (6) est composée de (m 4- 1) termes, et les 
coefficiens sont tous entiers; ceux des puissances jusqu’à Ha 20e, 
ont été donnés p. 8. Lesexposansde a vont en croissant de; terme 
en terme; ceux de x en décroissant : la somme de ces deux; puis
sances de a et x, est m, pour chaque terme; ainsi (p. 5, n°.) un 

terme étant multiplié par - et par Vexposant de x, puis divisé 

par le rang de ce terme dans la série, on a le terme suiivant. 
Par ex., on trouve

Du reste, on sait que dans la formule (6),

i°. Après le terme moyen, les coefficiens reviennent e:n or
dre rétrograde, et les coefficiens à égale distance des extirêmes 
sont égaux : ces coefficiens vont en croissant jusqu’au terme 
moyen dont on a donné la valeur (p. 6).

20. Chacun des coefficiens de la puissance m'étant ajoute à ce 
lui qui le suit, donne le coefficient de la puissance (m -j- 1 )e qui a 
même rang que ce dernier. (ffioy. pag. 7.)

3°. La somme de tous les coefficiens de la puissance est 
— 2m — la somme de tous ceux de rangs, soit pairs, soit impairs 
dans la puissance (rn -f- i)e, comme p. 8. Et en effet, faisant
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x — a ~ i, l’équ. (6) se réduit à îm = la somme de tous les
coefficiens.

4°. Quand x =. i et a = z, l’équ. (6) devient

Comme cette expression est beaucoup plus simple, on y ramène 
le développement de toute puissance proposée. Pour (A-f-B)"’, 
ou divisera le binôme par A pour réduire le icr terme à être i, 
et l’on multipliera par Am, pour rendre à la quantité sa valeur

— .En faisant cette fraction = z, on retombe

sur l’équ. (8). Ainsi, après avoirformé les produits consécutifs 
des facteurs m, (m — 1), m -r- 2 ), j (m — 3)...., 
comme on l’a dit (p. 5), on aura les coefficiens du développe
ment qu’il faudra ensuite multiplier par les puissances crois

santes de z. Par ex., pour 

multiplications successives, j’ai les coefficiens 8, 28, 56, 70; 
passé ce terme moyen, les suivans sont 56, 28 et 8. Distribuant 
les puissances croissantes z, z2, z3.. .. , multipliant tout par 
256a8, enfin, mettant pour z la fraction que cette lettre re
présente , j’ai

483. Pour développer (a4-6 4-e-H. .• 4- i)m, revenons 
au binôme en faisant b 4- c. . . -f- i — z ;
(a 4- z)m a pour terme général z?,
a etp étant quelconques, pourvu que a. -{-p=.m.
Mais si l’on pose c f d.. .. 4- i ~y> on a z = £ 4-/, et le 

terme général de z? = (b 4-yf est. .. f ,
avec la condition 4* 7 — P > savoir, a. 4- ,6 4“ q ~ m.
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Faisons de même d -h e... -j- i' = x, le terme ge'ne'ral de

En remontant, par des substitutions successives, il est clair 
que le terme général du développement cherché est

Du reste, « /?, y». ■ sont des entiers arbitraires qui désignent 
les rangs de chacun de nos termes généraux particuliers dans 
leurs séries respectives. Le dénominateur du coefficient de N 
est i.2.3. ..«X i 2.3.. ,/3 x , en prenant autant de sé
ries de facteurs qu’il y a d’exposans, le dernier u excepté.

Introduisons^, pour l’analogie, le produit i. 2.3.. . u, ainsi 
que dans le numérateur, qui prendra la forme

Of, p — m — a; les facteursp, p — 1. . . , continuent donc la 
aéri£ m(jn — 1) (m — 2)... jusqu’à (p — fl 1); qui esta son 
tour continuée par q~p — et ainsi de suite, jusqu’à 
u(u — 1) ... 2. 1; le numérateur est donc la suite des facteurs 
décroissans m (m— 1)... jusqu a 2.1, qu’on peut écrire ainsi : 
1.2.3,. « — Le terme général cherché est donc

Les exposans et, (2,y... sont tous les nombres positifs et entiers 
possibles, compris o, avec la condition que leur somme = ni ; 
et il faudra admettre autant de termes de cette forme , qu’on 
peut prendre de valeurs qui y satisfont, dans toutes les com
binaisons possibles. Le dénominateur est formé d’autant de sé
ries de facteurs 1.2.3... a, 1.2.3. ..$... qu’il y a de ces exposans. 
Par ex., pour , l’un des termes est 

et le même coefficient 2520affectera les ternies a^îc°.a,Z*3cJ. ..
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484. Tout ceci suppose que l’exposant m est un nombre en
tier positif ; s’il n’en est pas ainsi, on ignore quel est le dé
veloppement de (i-F-z)'", et il s’agit de prouver qu’il a encore 
la même forme (8). {Voy. n° 715, IV.) C’est à cela que se ré
duit la proposition pour tout polynôme à développer; car en 
multipliant l’équ. (8) par xm, on a la série de (x 4- xz)n‘, ou 
(x4-o)m, en faisant xz=a ; ce calcul reproduit l’équation (6), 
qui deviendrait alors démontrée pour tout exposant m : et par 
suite, la doctrine du n° 483 serait applicable.

Ainsi m et n désignant des grandeurs quelconques, posons 

d’où l’on tire
en faisant

En effet, sans nous arrêter à faire la multiplication des poly
nômes x etjr, qui donnerait les ier> termes d’une suite indé
finie, mais n’en ferait pas connaître la loi, observons que si m 
et n sont entiers et positifs, il est prouve' que x = (i 4- z)m, 
j = (1 4-z)n , d’où xy — (1 4- z)”1"*"" — (1 4- z)p • dans ce 
cas, le produit xy est bien tel que nous l’avons posé. Or, si 
m ou n n’est pas entier et positif, la même chose doit arriver, 
puisque les règles de la multiplication des deux polynômes ne 
dépendent pas des grandeurs qu’on peut attribuer aux lettres 
des facteurs. Par ex., le terme en z2, dans xy t doit être le pro
duit de certains termes de xetdej", termes qui seront les 
mêmes, quelles que soient les valeurs de m et n; et puisque 
ce produit est ±p (p — i)z2 dans un cas, il sera tel dans tout 
autre cas.

D’après cela, i°. si m est entier et négatif, comme n est 
arbitraire, faisons n = — sera entier et positif, et l’on sait
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Voyez le tableau p. 8, où l’on trouve la loi de ces nombres.

2°. Quand m est fractionnaire (positif ou négatif') , faisons 
n = m , d’où p = 2m, xy = x2;

ainsi 

multiplions cette équ. par 

il vient

de même

enfin

quel que soit l’entier k. Or si k est le dénominateur de la frac- 
l ilion m = -t km = l, et on a

puisque l est entier, positif ou négatif :

3°. m étant irrationnel ou transcendant (voy. note, n° 5I6), 
soient n et h deux nombres entre lesquels m soit compris : 
chaque terme de x =I+ mz+... est entre ses correspondans 
dans les séries (I + z)n et (I + z)h, il est clair que x est entre 
ces deux expressions, qui diffèrent entre elles aussi peu qu’on 
veut. Donc (I+z)n approche indéfiniment de x, à mesure que 
n approche de m. : soit a, la diff., ou (I+ z)

De même, β étant la différence entre (I +z)n et (I+z)m,
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« et 0 étant aussi petits qu on veut; donc (n° 113)...................
x — (i

4°. Enfin, V exposant étant imaginaire ; c’est par conven
tion qu’on traite ces expressions par les mêmes règles que les 
réelles; car on ne peut se faire une idée juste d’un calcul dont 
les élémens seraient des symboles qui ne sont l’image d’au
cune grandeur; il n’y a donc rien à démontrer ici (n° 128).

485. Appliquons la formule (6) à des exemples.

T. Pour développer

formons la série de Les coefficiens
ont pour facteurs qui tous
sont ==—1 ; les produits sont alternativement -J-1 et — 1 ; d’où 
résulte cette progression par quotient 1—kx 4- k^x'1 — k3x\.. , 
dont la raison est — kx. Donc

II. Pour , écrivons <

en posant x = ay. Pour développer la puissance
composons les facteurs des coefhciens, savoir

: les coefficiens sont des
fractions don t les numérateurs son t les facteurs i mpairs 1.3.5.7... 
et les dénominateurs les facteurs pairs 2.4.6.8.... Donc

III. On obtiendra de même
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486. Tous les coefficiens de (x+α)m, quand m est un nom
bre premier, sont multiples de m , abstraction faite de ceux 
de xm et αm; en effet, l’équ. (3), p. 4, donne 

et comme le 2e membre est multiple de m, le Ier dooit aussi 
l’être; on suppose m premier et > p ; ainsi , m doitt diviser 
[mCp].

On prouve de même que tous les termes de (a + b + 
sont multiples de m, excepté am ,bm,cm. . .

A' désignant un entier, on a donc

Si l’on fait 1 = a = b =c. .. ,h étant le nombre des termes du 
polynome,on trouve hm+mK;d’où hm—h= multiple de m,
 h(hm-1-1)ou= entier. Donc, si le nombre premier rm ne di-m 
vise pas h,il doit diviser (hm-1—I). C’est le théorème de Fermat, 
qu’on énonce ainsi : Si l’entier h n'est pas multiple dut nombre 
premier m, le reste de la division de hm—1 par m est l'unité.

Ce théorème peut encore s’énoncer comme il sui t:coxn une m— 1 
est un nombre pair, tel que 2q..., hm-1—I = (hq—I) (hq-+I); 
ainsi m doit diviser l’un de cos deux facteurs; c.-à-d.. que le 
reste de la division de hq par m est ±1, quand m est un nom
bre premier > 2, et q = 1/2 (m-I).
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Extractions des Racines, 4es, 5es....

487. Le procédé que nous avons donné (nos 62 et 68) pour 
extraire les racines carrées et cubiques peut maintenant être 
appliqué à tous les degrés. Par ex., pour avoir la racine 4e 
de 548 464, désignons par A la 4e puissance la plus élevée 
contenue dans ce nombre, par a les dixaines, et par b les unités 
de la racine. Comme A = (a + b)4 = a4 4a3b..., le premier 
terme a4 est la 4e puissance du chiffre des dixaines, à la droite 
de laquelle on placera quatre zéro. Séparant donc les quatre 
chiffres 8464, on voit que 54 contient cette 4e puissance du 
chiffre des dixaines,considérées comme simples unités;et comme 
16 est la 4e puissance la plus élevée comprise dans 54, on prouve 
que 2, racine 4e de I6, est le chiffre des dixaines. Otant 16 de 
54, et rétablissant les chiffres séparés, le reste, 388 464, ren
ferme les quatre autres parties de (a+b)4, ou 4a3b +6a b2... 
Mais 4«36 est terminé par trois zéro, qui proviennent de a3; 
séparant les trois chiffres 464, le reste 388 contient 4 fois le 
produit des unités b,par le cube du chiffre 2 des dixaines, con
sidérées comme unités simples, ou 4 X 8b = 32b; 388 contient 
en outre les mille qui proviennent de 6a2b2+-... Le quotient 
10, de 388 divisé par 32, sera donc b, ou >b : mais il faut ré
duire b à 7, ou la racine à 27, ainsi qu’on le vérifie comme pour 
la racine cubique (voyez t. I, p. 92), en formant , comme on 
le voit ci-après, la quantité b (4a3 +6a2b+ 4ab2 +b3). On 
trouve le reste 17023. Pour pousser l’approximation plus 
loin, il faut ajouter quatre zéro dont on sépare trois, et diviser 
170230 par 4a'3, en faisant a = 27 : et comme........................
4a'3 = 4a3 + 12a2b+I2ab2 + 4b3, on voit que, pour former 
ce diviseur 4a'3, il faut ajouter 6a2b + 8ab2 + 3b3 à la partie 
entre parenthèses ci-dessus, etc.
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Il est aisé de voir que cette marche de calcul, si conninode
pour trouver chaque diviseur partiel, est générale, quœl que
soit le degré de la racine à extraire.

488. Les tables de logarithmes rendent les extractionis bien 
faciles; mais elles ne suffisent plus lorsqu’on veut approcher 
des racines au-delà des limites que ces tables comportenit. On 
fait alors usage des procédés suivans.

I. Les séries (II, p. 17) servent à extraire les racines carrées 
avec une grande approximation. Pour avoir \/ TV, coupez/ A7 en 
deux parties a2 et ± .r2, dont la ire soit un carré exæct, et 
très grande par rapport à la 2e; \/ A7 = \/ (a* ±. x2 ) sera 
donnée par une série très convergente. Soit, par exemphe, de
mandé p/2. Je cherche y/8 = 2\/2; comme 8 = 9— 1, je 
prends a — 3, ~ 1 ; d’où \/8 — 3 (1 — T*s — êls- -)- P°ur
rendre la série plus rapidement convergente, prenez les? trois 
premiers termes, qui font 2,829, et comparez à 8 le cairré de 
cette fraction; vous verrez que 8 = 2,82g2 — o,oo32.4i ,, d’où 

enfin, prenant la moitié, vous avez 1/2=1,4i421 35623 732.
Les tables de logarithmes donnent la ire approximation , 

qu’on augmente ensuite par le procédé ci-dessus.
On a soin de conserver tous les termes de la série, qui, ré

duits en décimales, ont des chiffres significatifs dans l’ordre 
de ceux qu’on veut conserver au résultat ; le 1er terme négligé 
doit commencer par 0,000000..., jusqu’à un rang plus a vancc 
que le degré d’approximation exigé.

IL Supposons qu’on connaisse un nombre a approché de la 
racine m* de N; soit b la différence entre N et am,

z est la correction que doit recevoir a; b et z sont de ^petits 
nombres , et on a am ± b = (zz ± z)m : développant et repré
sentant par m, A', A", les coefficiens de l’équ. 6, p. 11, on a
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Pour une première approximation, ne conservons que le Ier 
terme de cette se'rie, b = mzam-1 ; on en tire une valeur de z 
qui substituée dans le ternie ±Azam-2 et négligeant les sui- 
vans, donne

en éliminant devient

d’où

Par ex., pour , on prend , d’où

valeur exacte jusqu’à la 5e décimale. On

pousse rapidement l’approximation, en faisant plusieurs fois 
successives usage de la formule; ainsi pour √8, on fait d’a- 
bord a=2,8, eton trouve 2,82842; prenantensuite a=2,82842, 
d’où a2 et b ; on a enfin la même valeur de √S, que nous avons 
obtenue précédemment.

Des Nombres figurés.

489. On donne ce nom aux nombres suivans :

Voici la loi que suivent ces nombres ; Chaque terme est 
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la somme de celui qui est à sa gauche, ajouté à celui qui est 
au-dessus ; 2002 = 1287 + 715. De cette génération , com
parée à celle du tableau, page 8, on conclut que les nombres 
sont les mêmes, mais rangés dans un ordre différent. Unie ligne 
de ce dernier, telle que 1.7.21.35... est ici une hypoténuse; 
on a donc T= [mC (p — 1)] pour valeur d’un terme quel
conque d’ordre p, ou pris dans la ligne pe, et sur une 

 m'.
Prenons deux lignes consécutives :

on a A = 1 + a. . .R = Q + r, S = R + s, T=S+t...

I°. Sur une hypoténuse, les termes se dépassent d’uni rang 
dans les lignes consécutives ; tels sont T et v. Si T est le ne 
terme de l’ordre p, ou dans la ne colonne et la pe ligne, v est 
le (n+ 1)e terme de l’ordre p — 1 ; le terme de la ligne précé
dente est le (n + 2)e de l’ordre p —2. . ; pour remonteir jus
qu’au 2e ordre i.2.3...M, il faut donc au rang n ajouter p-2, 
différence des deux ordres; c.-à-d. que le terme m, n° de: l’hy
poténuse, s’y trouve occuper le rang n p — 2,

l’équ. T=mC(p — 1) revient donc à (p. 4)

ou

en développant par l’équ. (3), p. 4, et prenant les facteurs 
du numérateur en ordre inverse. On emploie de préféren ce la 
1IE ou la 2e de ces expressions du terme général T , selon que 
p est < ou > n. On vérifie même ici que le ne terme de l’ordre 
p est le même que le pe de l’ordre n.
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En posant p—3f[,5..... on a

2®. En comparant les termes 7’, t et S, on a

Développons et réduisons (équ. 3, n°476), nous trouions

Ces formules servent à déduire les uns des autres, et de proche 
en proche, les termes qui composent, soit la ligne y/, soit lazze 
colonne. Par ex. p =6 donne T — 1 -4, 5. Faisant zz = 2,

n—i
3,4, • • • on trouve f, {, |, f,... . pour les multiplicateurs de 
chaque terme S du 6e ordre, donnant au produit le terme 

suivant 7'. Pour n = , 7’= —---- . t, donne |, f, |,.. . fac

teurs qui servent à passer d’un terme t de la 7e colonne au sui
vant t.

3°. On trouve qu’en ajoutant les deux termes de rangs n—1 
et n de 3e ordre, la somme est na; donc la somme de deux 
nombres du y ordre successifs est un carré parfait, et tout carré 
est décomposable en deux nombres du 3e ordre. C’est ainsi que 
121, carré de 11, est la somme de 55 et 66, qui sont le 1 o® et 11® 
nombres du 3e ordre.

4°. Ajoutant les valeurs de A. . . R,S, T, ... (p. 22 ), on a 
7’= 1 4- a.. . 4- r A’ -I- t ; ainsi un terme quelconque T est 
la somme de tous ceux de l’ordre précédent, jusqu’à celui t 
qui a le même rang; ou bien le terme général de l’ordre p est 
le terme sommatoire de l’ordre p — i ; donc pour obtenir le 
termesommatoire s, ou la somme desn i*r termes de l’ordre», 
il faut changer/? en p -j- t dans l’équ. 10.
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pour le 7e ordre, par ex., s = [(n 4-6) C7] ; la 7e série arrêtée
au 90 ternie a pour somme [15 C'j ] =6435.

5°. On verrait de même qu’zm terme quelconque du tableau 
est la somme des termes de la colonne qui précédé, limitée au 
même ordre; c’est d’ailleurs ce qui résulte de ce que la pre
mière colonne est formée des mêmes nombres que l'ordre p, 
car ces termes sont, deux à deux, ceux qui se reproduisent 
dans une même hypoténuse, comme étant à distance égale des 
extrêmes (Zz. p. 5, I).

4go. Nous avons pris pour origine de notre tableau la série 
1.1.1..., prenons 1. J'. tT. J. .., et suivons la même généra
tion ; le ae ordre sera l’équidifférence 1. i-f-J1. i-J-2cT. 1 4- 3J1. .. 
et ainsi des ordres suivans, comme on le voit dans ce tableau, 
dont le précédent n’est qu’uu cas particulier.

Il est visible que tous les ternies ont la forme T — A BS ; 
et rapprochant les nombres de ceux du Ier tableau, on trouve 
que A est le terme de même rang n dans l’ordre précédent^?—1, 
et que le facteur B est le ternie de même ordre p dans le rang 
>'recèdent n— 1 :

Tel est le terme général de ce dernier tableau. Le terme soin- 
matoire S de l'ordre p, est le terme général de l'ordre p 4- J, 
comme ci-devant. Par ex., p=3 donne, pour le 3e ordre,

On fait dans le i*r ex. ^=2, et les canes 1.4.9.16... de-
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rivent de la progression impaire i.3.5.7...; dans la seconde 
série Z1 = 3, etc.

491. Si l’on coupe le côté al (fig. 23) du triangle alm en n—1 
parties égales, aux points b >d,f,... et qu’on mène bcyde,fg... 
parallèles à la base lm, ces longueurs croissent comme les 
nombres 1.2.3.4 • • • • En plaçant un point en a, 2 en b et c, 
3 sur de, 4 sur fg. .., la somme de ces points, depuis a, est suc
cessivement 1.3.6.10.; et le triangle alm contient autant de 
ces points qu’il est marqué parle ne de ces nombres du 3e ordre, 
qu’on a, pour cette raison, nommés triangulaires. Ces points 
sont e'quidistans, quand le triangle est équilatéral.

De même dans un polygone, de m côtes, on mène des diago
nales de l’un des angles a, et l’on divise ces lignes et les côtés de 
l’angle a en n—1 parties égales : joignant par des droites les 
points de même numéro, on forme n—1 polygones qui ont 
l’angle a commun, et m—2 côtés parallèles. Les périmètres de 
ces côtés croissent comme 1.2 .3 4 - • • Qu’on place un point à 
chaque angle, unau milieu des côtés parallèles du 2e polygone, 
2 points sur chacun des côtés du 3e, etc., ces côtés contiendront 
i.2.3,.........points déplus, et le contour des m — 2 côtés
parallèles auront chacun m — 2 points de plus que dans le 
précédent. Faisons — 2, l’aire de notre polygone con
tiendra donc des points (équidistans, si la figure est régulière) 
en quotité marquée par le n* terme de la série du 3e ordre, 
qu’on tire de 1 .^.2^.3?... C’est ce qui a fait nommer Carrés, 
Pentagones, Hexagones... les nombres de ces séries, dont nous 
avons donné les termes général et sommatoire, pour ^=2,3, 
4,... ou m~4,5,6. .. En général, on appelle nombres po
lygones, tous ceux du 3* ordre, parce qu’ils peuvent être équi
distans et contenus dans une figure polygonale.
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Si l’on raisonne de même pour un angle trièdre , on verra 
que la série 1.4.10.20... représente la quotité de points «qu’on 
peut y placer sur des plans parallèles, ce qui a fait nouuwer ces 
nombres Pyramidaux. Les nombres polyèdres composant les 
séries du 4e ordre, dont nous savons déterminer les termies gé
néral et somrnatoire, en faisant p =4 et 5. L’analogie a porté 
à généraliser ces notions , et l’on appelle nombres figurés; tous 
ceux qui sont soumis à la loi du n° 489, et compri s dans le ta.bleau 
précédent, quoiqu’on ne puisse réellement représenter tous 
ces nombres par des figures de Géométrie, au-delà du 4e «ordre.

Sur les Permutations et les Combinaisons} datns le 
cas où les lettres ne sont pas toutes inégales.

492- Effectuons le produit du poly
nôme a -f- b -f- c. .., plusieurs fois fac
teur, en ayant soin d’écrire, dans cha
que terme, la lettre multiplicateur au 
ier rang, et de laisser à sa place chaque 
lettre du multiplicande.

Le produit B est formé des arrangemens 2 à 2 des letttres «7, 
£,c.des permutations 3 à 3, etc., en admettant «qu’une 
lettre puisse entrer 1 ,2,3... fois dans chaque terme , et ainsi 
des autres. En effet, pour que deux arrangemens 3 à 3 «dont a 
est initial, fussent répétés deux fois dans C, ou qu’un d’«eux fût 
omis, il faudrait que le système des deux lettres à droiite de a 
fût un arrangement de 2 lettres répété lui-même, ou omis dans B.

Le produit B a m termes dans chaque ligue, et m lig nes; m 
étant le nombre des lettres a, b, c.. . Ainsi, il y a m5arrangemens 
2 à 2 ; le produit Ca m lignes chacune de m? termes, ce qui fait 
mé arrangemens 3 à 3... enfin mn est la quotité des permuta-
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tions n à n de m lettres, quandchaque lettre peut entrer 1,2,3,... 
et jusqu’à n fois dans les résultats ; n peut d’ailleurs être ^>m. 
Par ex., 9 chiffres pris 4 à 4 donnent 91, ou 656i nombres dif
férons.

La somme desarrangemens dem lettres 1 à I,2à2,3à3,...

pris seuls, ou 2, ou 3 ensemble , la quotité des nombres qu’on 
peut écrire est | ( 5' — 1 ), ou i55.

Soient n dés A ,B ,C... à f faces marquées des lettres a,b, 
c. . . ; un jet de ces dés produira un système tel queabacc... Si 
l’on prend le 1er dê A, et qu’on lui fasse présenter tour à tour 
ses diverses faces, sans rien changer aux autres dés , le système 
ci-dessus en produiraf-, ainsi nos n dés donnent f fois plus de 
résultats que les(n—1) autres dés B, C...; donc deux dés 
donnent f2 hasards, 3 dés donnent 4 des f^,... n dés à f 
faces produisent f" hasards. Nous regardons ici, comme diffé- 
rens, les résultats identiques, lorsqu’ils sont amenés par des 
dés différens.

Si le ier dé a f faces, le 2* f, le 3e y",... le nombre des ha
sards est fxf'xf"...

4g3. Soient m places vacantes A, B, C. .. qu’il s’agit défaire 
occuper par m lettres, savoir, » places par a,fi places par b, etc. 
Cherchons de combien de façons on peut faire cette distribu
tion. Il est clair que pour placer les a. lettres a, il suffit de pren
dre st des lettres A,B, C,... et de les égaler à a : cela peut se 
faire d’autant de façons qu’il est possible d’égaler de fois à a, 
a des lettresz/, B, C... ; [ mCa] marque donc de combien de 
manières on peut faire occuper a places, sur m qui sont va
cantes (Payez n° 478).

Il reste, dans chaque terme, m — a places vacantes, dont£ 
peuventêtre remplies par la lettre b, d’autant de façons qu’il est 
marqué par [m—a. C/3]; le produit [mCa] X [(m—C®] , in
dique de combien de manières on peut distribuer st lettres at 
et fi lettres b, dans m places vacantes.
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Sur les m — a — $ places qui restent à occuper, on peut pla
cer y lettres c; et chaque ternie en produit uni nombre 
(m—«—/3) Cy,... etc; ainsi, jusqu’à ce qu’il n’y aiit plus de 
places vacantes, ce qui arrive quand on a = i . Donc, si 

l'on veut distribuer les m facteurs aA (f. .. de toutes les 
manières possibles, ou former tous les arrangemens epu’ils peu
vent subir, les résultats seront en nombre marqué pair N, for
mule (9), page 4, qui est le coefficient du terme géméral d’un 
polynôme.

Par ex., les 10 facteurs a*Z»3c2 d forment des permu tations en

nombre ou 12600. Les 7 lettres du mot

Étienne peuvent être arrangées de 420 façons différentes.
Ce coefficient N exprime aussi combien il y a de has ards qui, 

avec m dés à ffaces, peuvent amener un résultat donmé. Car si 
ces dés ont sur leurs faces lesyiettres a, b, c,... et si l’on veut 
que a. dés offrent la face a, ce sera comme si a. lettres a de
vaient se placer dans les rangs dont le nombre est m : ce qui 
donne [mCa] hasards pour produire a lettres a. Pour que /3 
de nos m—a autres dés présentent la face b, il faut de même 
faire remplir $ places sur m-—a. vacantes; chacun de nos ré
sultats précédens en produit donc [(.m —«) C(Z], et ainsi de 
suite.

4g4- Cherchons les combinaisons des 
lettres a.,])tc,........ , en admettant que
chaque facteur puisse entrer plusieurs 
fois dans les divers termes ( comme 
n° 492, excepté que l’ordre des facteurs 
est ici indifférent). Multiplions plu
sieurs fois par lui-même le polynôme 
a -H + c... en ne prenant pour fac
teur d’un terme a,b,c..., que les ter
mes du multiplicande qui sont dans la
même colonne ou à sa gauche. Il est visible qu’on aura pour
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résultats successifs les combinaisons demandées 2 3 2, 3 à 3...
Quant aux nombres des combinaisons, chaque colonne d’un 

produit contient autant de termes qu’il y en a dans la colonne 
qui est au-dessus, plus dans celles qui sont à gauche. Si i, cz,$, 
y,... sont les nombres des termes des colonnes d’un produit, 
ceux du produit suivant sont donc
Cette série se tire de i.«./3... selon la loi des nombres figurés 
(n° 4^9)); donc , pour les combinaisons 2 à 2, les colonnes suc
cessives contiennent I.2.3-4»-- termes; pour les combinaisons 
3 à 3, elles en ont i.3.6.10...; pour celles p à p, on a la série 
dupe ordre. Le nombre total des combinaisons, ou celui des 
termes d’un produit, est la somme delà série, étendue à 2,3,4-.• 
colonnes, selon qu’on a i,2,3... lettres à combiner. Pour n 
lettres, il faut ajouter les n 1e 9 termes de l’ordre/?, c.-à-d. 
prendre le ne terme de l’ordrep 4- 1. Ainsi, la quotité de com
binaisons de n lettres p à p, en admettant que chacune puisse 
y entrer 1,2,3... p fois, est le ne nombre de l’ordre p 4- 1. Il 
faut donc changerp enp -f- 1 dans l’équ. (10) page 22 :

n peut être ^> , ou Par ex., 10 lettres 4 à 4 donnent
7i5 résultats; 4 lettres 10 à 10 en donnent 286. On voit d’ail
leurs que n lettres , prisesp à p, etp 1 lettres prises n — 1 à 
n—1, donnent autant de combinaisons, puisqu’on peut rem
placer zi par p -J- 1, et p par n — 1, sans changer T.

La même e'qu. (12) en changeant p en n, etnenp, donne 
aussi la solution du problème suivant, dont on trouve une ap
plication dans la collation des grades universitaires des Fa
cultés. On a des boules de p couleurs différentes, blanches, 
rouges , noires. . ; on est convenu d’attribuer à chaque couleur 
une signification, telle que, bon, médiocre, mauvais... Un 
nombre n de personnes expriment leur jugement eu faisant 
choix chacun d’une boule de couleur conforme à son opinion. 
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On demande le nombre de combinaisons que le résulta t peut
présenter?

Il s’agit de prouver que les nombres du tableau p. 21, 
donnent ces nombres de résultats, en prenant les lignes 1,22,3,... 
suivant qu’il y a des boules de 1,2,3... couleurs, et pnenant 
dans cette ligne les termes de rangs 2,3,4-.. selon qut’il y a 
i,2,3... juges. En effet, supposons qu’on ait effectué toutes 
les combinaisons dans les cas de boules de 1,2 et 3 coudeur^, 
jusqu’au ternie 10 de la 3e ligne , et cherchons le terme i5 qui 
suit, pour le cas de trois couleurs et de trois juges. On formera 
d’abord les résultats suivans qui contiennent des boules blan
ches :
3 Blanches, 2 bl. 1 noire, 1 bl. 2 noires, 1 bl. 1 noire, 1 rouge

2 bl. 1 rouge, 1 bl. 2 rouges,

de plus on aura les résultats privés de blanches :
2 noires, 2 rouges, 1 rouge, 1 noire.

Or, sur ces 10 combinaisons, les six premières sont, dans notre 
tableau , le nombre qui est à gauche de 10, puisque si l’on y 
supprimait 1 blanche partout, on aurait tous les résultats de 
3 boules avec 3 couleurs; et le chiffre 3 est celui qui e.st au - 
dessus de 10, le nombre de combinaisons de 3 boules de 2 cou
leurs. Ainsi tout nombre du tableau que nous voulons former 
est, ainsi qu’on l’a vu pour le tableaup. 21, la somme de ce
lui qui est à gauche plus celui qui est au-dessus. Ces deiux ta
bleaux n’en font donc qu’un seul, et on a

Lorsqu’il s’agit des grades de Facultés , on ne se sert q[ue de 
boules de 3 couleurs, et le nombre des juges est de 3 à 6 selon 

d’autant de termes de la forme Na*bcy... qu’on peut prendre 
de nombres différens pour les exposans a,(3,^,... leur somme
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demeurant —/>■ La quotité totale des termes est donc égale à 
celle des combinaisonsp à p, qu’on peut former avec les n 
lettres a,b,ct... en leur attribuant tous les exposans de zéro 
àp. Il est clair que T (p. 29) est le nombre de termes de la puis-* 
sance p du poljrnome a -f- b -j- c...

Si l’on veut la somme des combinaisons de n lettres 1 à 1, 
2 à 2,... p Àp, il faut ajouter le ne nombre des ordres succes
sifs 1.2.3... p 4- 1 dans le tableau du n° 489, ou la ne colonne, 
qu’on sait avoir pour somme le ( n-f- i)e nombre de même or
dre/?-,- <• Changeons donc n en n-f- 1 dans l’équ. (12), et 
nous aurons, pour la somme demandée,

Cette unité soustractive répond aux combinaisons zéro à zéro, 
qu’on doit omettre ici. Par ex., 5 lettres combinées depuis 1 à T, 
jusqu’à 4 à 4, ou 4 lettres de 1 à 1 jusqu’à 5 à 5, donnent ce 

nombre de résultats

Si l’on veut les combinaisons depuis p àp, jusqu’à p àp', 
on applique deux fois la formule (aux nombresp etp' ), et l’on 
retranche les résultats. 5 lettres prises de 4 à 4 jusqu’à 6 à 6 
forment 461 — 125, ou 336 combinaisons.

49^- Proposons-nous d’avoir toutes les combinaisons des 
lettres du monome a*b^cy. .. prises 1 à 1,2 à 2, 3 à 3, jusqu’à 
la dimension a -}- y... Les exposans 1, 2, 3,... a peuvent
affecter a; de même 1,2, 3,... £ pour b, etc.; la question se 
réduit visiblement à trouver tous les diviseurs de cFb^cŸ.. 
qui sont les termes du produit (note page 35 du ier vol.).

Le nombre des termes, ou celui des combinaisons demande', 

(6.5.43) en y comprenant 1 ; il y a donc 35g manières de 
combiner les facteurs 1 à 1, 2 à 2, etc.

Et si l’on ne veut que ceux de ces diviseurs qui contienneirt a,
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comme les autres divisent et que ceux-ci sont en

tent a : comme si l’on eût apporté, près de toutes les? com
binaisons sans a, les facteurs a,aa,a3,,..

Pour savoir combien, parmi les diviseurs de a*b&c7..il en 
est qui renferment ambn^ je prends tous ceux de c?„ dont 
le nombre est ( i -j-y) , et j’apporte am bn pirès de
chacun : les résultats sont donc en nombre égal.

Notions sur les Probabilite's.

4g6. Quand on attend un événement du hasard, la pru
dence consiste à réunir le plus grand nombre de chances favo
rables : l’événement devient probable à raison de la valleur et 
de la quotité de ces chances. Des événemens sont égadement 
possibles, quand il y a autant de motifs d’espérer que chacun 
arrivera, en sorte qu’il y ait une égale indécision pour présumer 
celui qui sera réalisé, et que des joueurs qui se partageraient 
ces chances en même nombre pour chacun , eussent des motifs 
égaux d’espoir, et un droit égal à le voir vérifié. On jwge du 
degré de probabilité d’un événement, en comparant le n ombre 
des chances qui l’amènent, au nombre total de toutes les clhances 
également possibles.

La probabilité se mesure par une fraction dont le dénomi
nateur est la quotité de tous les événemens également pos sibles, 
et dont le numérateur est le nombre des cas favorables. J e veux 
amener 5 et 2 avec deux dés dont les faces portent 1,2.,3,4, 
5 et 6; il n’y a que deux cas, sur 36 également possibles, de 
voir 5 et 2 arriver ; donc la probabilité est ou Si j’espère 
amener 7 pour somme de points, je compte trois cas dcubles, 
qui me sont favorables, 5 et 2,6et 1, 4 et 3 ; j’ai donc ^ou|, 
pour probabilité : il y a 1 à parier contre 5 qu’on réussira.

Il faut donc nombrer toutes les chances possibles et égales, 
puis celles qui sont heureuses, et former une fraction de ces
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deux nombres. Quand la probabilité est > -, il y a vraisem
blance; incertitude, si cette fraction est 1, c.-à-d. qu’on peut 
indifféremment parier pour ou contre l'événement. La proba
bilité devient certitude quand la fraction est i, puisque tous 
les événemens possibles sont alors favorables. En réunissant les 
probabilités pour et contre un événement, on trouve toujours 
l’unité.

Nous allons faire plusieurs applications de ces principes.
Sur 32 cartes mêlées, 12 sont des ligures, 20 des cartes blan

ches; la probabilité d’amener une figure, en tirant une seule 
carte, est = Il ya donc 3 à parier contre 5 qu’on amènera 
une figure, 5 contre 3 qu’on tirera une carte blanche.

Sur m cartes, il y en ap d’une sorte désignée; quelle est la 
probabilité d’en tirer m' qui soient toutes de cette espèce ? Le 
nombre des cas possibles est mCm \ celui des cas favorables

estpCm' ; la probabilité demandée est Sur un jeu de 52

cartes, par ex., il y a i3 cœurs; en tirant 3 cartes au hasard, 
la probabilité qu’elles sont toutes trois des cœurs est............
13C3 : 52C3 ou environ

Sur m cartes, il y a a cœurs, a piques, etc. ; on tire m 4- m!' 
cartes; quelle est la possibilité qu’elles sont m cœurs et m" pi
ques? mC( m'-\-m") est le nombre de tous les hasards possi
bles. Les a cœurs, combinés m à m', formentaCm' systèmes; 
les a'piques, a!Cm" : en accouplant ces chances (n° 478), le 
nombre des favorables est [a Cm']. [a'Cm"] ; c’est le numéra
teur cherché. Il serait [a Cm'] [a'Cm"]. [aCm"], s’il y avait 
en outre a" carreaux dont on voulût tirer m'*, etc.

La roue de loterie contient m numéros dont on tire p-, un 
joueur en a pris m ; quelle est la probabilité qu’il en sortira 
précisément p' ? Le nombre total des chances est mCp, déno 
minateur cherché. On a trouvé (n° 478) le nombre des chances 
favorables, ainsi, le numérateur est

Dans la Loterie de France, m = 90, p = 5, le dénominateur
T IL. 3

www.rcin.org.pl



?>4 ALGÈBRE.

est 90 C5 = 43 949 ^B. Qu’un joueur ait pris 20 nutméros,
par ex., m — 20, s’il veut qu’il en sorte précisément

Si l’on veut qu’il sorte au moins 1 numéro, c.-à-d. qu’il en 
sorte 1,2,3,4 ou 5, il faut prendre la somme 0,7245». Pour 
qu’il en sorte au moins 2, ajoutez ces résultats, excepté' le Ier; 
la probabilité est 0,3073, etc. $i vous voulez qu’il me sorte 
aucun numéro, faites p' nul, ou prenez le complément de 
0,7245 à 1 ; vous aurez 0,2755.

Ces problèmes peuvent s’énoncer ainsi : sur m cartes, il y en 
a m désignées; on en tire/>, et on veut qu’il y en ait, O'u pré
cisément, ou au moins, p' prises parmi les désignées : trouver 
la probabilité? Par ex., un joueur de piquet a reçu 12 «cartes , 
d’où il conclut que, parmi les 20 autres, il y a 7 cœurs ; quelle 
est la probabilité que s’il reçoit encore 5 cartes , il y au ra pré
cisément 3 cœurs? zw —20, rri ~ 7, p—-5, p — 3; d’ où ré-

environ En raisonnant

comme ci-dessus , on aurait pour la probabilité qu’il viendra
au moins 3 cœurs ou environ

On a dans une bourse 12 jetons, dont 4 blancs , on en tire 7, 
quelle est la probabilité qu’il y en a précisément 3 blancs? 
m ~ 12, m! =4, p—'], p'—3, d’où on tire y|y, à peu près 77. 
La probabilité de tirer au moins 3 jetons blancs sur 7 es;t

497. Deux événemens A, A' sont amenés par p, p' causes ; 
il y en a q, q qui s’y opposent ; on admet qu’il peuverat arri
ver ensemble ou séparément, et qu’ils sont indépendans l’un 
de l’autre; on demande quelles sont les probabilités de tous les 
cas. Imaginons deux dés, l’un à p -J- q faces colorées , p en 
blanc , q en noir ; l’autie à p -f- q' faces colorées , p' en rouge
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q en lbleu : il est visible que le jet de chacun de ces dés séparé
ment amène des résultats comparables à nos deux éve'nemens. 
A sera réalisé, si l’on amène l’une des p faces blanches, et il 
ne le .sera pas, si l’on amène l’une des q faces noires, etc. Le 
nomb re total des hasards ( p. 27 ) est p -j- q) X dé
nominateur commun de toutes nos probabilités.

Si Ton veut qu’une face noire et une rouge arrivent ensemble 
les q faces noires et les p rouges offrent qp' combinaisons, ce 
sont les cas favorables; donc la probabilité est 

c’est celle de voir arriver A' sans que A ait lieu. 11 en sera de 
même' des autres cas.

Observez que nous avons ici le produit des probabilités re
latives à chacun des événemens souhaités; donc si des événe
mens sont indépendans les uns des autres, la probabilité qu’ils 
arriveront ensemble est le produit de toutes les probabilités re
latives à chacun séparément. Ce théorème des probabilités 
composées n’est ici démontrée que pour deux éve'nemens; mais 
s’il y en avait un 3e A", ou un 3e dé à p" 4- q" faces , le même 
raisonnement s’appliquerait, et justifierait la conséquence 
énoncée.

Par un jet de deux dés à 6 faces , on veut amener 4 et as ; 
quelle est la probabilité de succès? En ne considérant qu’un 
dé, il y a six hasards, dont deux favorables (4 ou as ), pro
babilité simple ou j; mais ce Ier cas étant arrivé, le 2e dé 
doit encore amener l’autre point (as ou 4) , autre probabilité 
simple p. ; donc probabilité cherchée | X \ — comme si l’on 
eut comparé les 2 cas favorables, aux 36 hasards possibles.

On a séparé les couleurs d’un jeu de 32 caries , en 4 paquets, 
8 cœurs, 8 carreaux , etc.; on demande combien on peut parier 
d’amener l’une des 3 figures de cœurs? comme un ignore quel 
est le paquet qui contient les cœurs, | est la probabilité sim
ple qu’on s’adressera à cet assemblage : mais dans ce cas même, 
sur 8 cartes, il faut tirer l’une des 3 figures, antre probabilité 

3..
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simple ; donc celle qu’o»i demande est composée des deux
précédentes, ou

Quand les probabilités se composent, elles s’affaiblissent, 
puisqu’elles résultent du produit de plusieurs quantités < i. 
Un homme dont la véracité m’est connue m’atteste un fait 
qu’il a vu; j’évalue à la probabilité qu’il ne veut pas me 
tromper, et qu’il n’a pas été induit lui-même en erreur pai* ses 
sens. Mais s’il ne lient le fait que d’un témoin aussi véridique,
la probabilité n est plus que de a peu près

S’il y avait ainsi 20 intermédiaires, 011 n’aurait plus que

c.-a-d. pas meme g : H y aurait 7 a parier contre 1 que le lait 
transmis est faux, quoique tous les intermédiaires soient éga
lement véridiques. On a comparé cette diminution de la pro
babilité , à l’extinction de clarté des objets , vus par l’interpo
sition de plusieurs morceaux de verres.

4q8. Quand les probabilités simples sont égales entre elles, 
le résultat, ou produit, est une puissance de cette quantité. Un 
événement A est amené parp causes, il y en a q qui s’y op
posent; quelle est la probabilité d’amener k fois A en n coups?

Il est clair qu’à chaque coup la probabilité simple est

pour et contre. Si l’événement se réalise k fois , on

a la puissance k de la ire fraction, et s’il n’a pas lieu, les n—k 
autres coups, on a la puissance n — k de la 2e. Donc, en mul
tipliant ces deux puissances, il vient la probabilité composée

qui exprime qu’en n coups, A sera précisément arrivé k fois, 
l’ordre de succession des événemens étant fixé d’avance. Mais 
si cet ordre est arbitraire , il faut répéter z autant de fois qu’on 
peut combiner ces résultats, savoirles n fois que l’événement^ 
arrive, avec les n — k où il n’a pas lieu, facteur [nCÆ] : donc
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z X [nCA-J est la probabilité que A arrivera k fois en n coups, 
sans désigner ceux où il devra se réaliser.

Et si l’on veut que A arrive au moins k fois, on changera 
ici k en k, k -f- 1,... jusqu’à n, et l’on prendra la somme des 
résultats.

Donc le dénominateur de la probabili té cherchée est (p-f-<7)": 
le numérateur s’obtient en développant ce binôme, et s’arrêtant 
au terme où entre p*, qu’on prendra sans ou avec son coeffi
cient, selon qu’on voudra avoir ou n’avoir pas égard aux k 
rangs où A se réalise en n coups. Et si l’on veut que A arrive 
au moins k fois, et au plus k’ fois, en n coups, on ajoutera 
tous les termes où p a les exposans k, k -j- 1,... k'.

Par ex., un dé à 6 faces en a 2 qui sont favorables à un 
joueur ; il faut, pour qu’il gagne , qu’en 4 coups il amène 3 fois 
l’une ou l’autre (ou , en un seul jet de 4 dés, il faut que 3 faces 
soient favorables) ; on demande la probabilité du gain? J’ai

lôcoups qui amènent 4 foisl’une des faces favorab .

Somme dénominateur des probabilités.

Donc la probabilité d’amener précisément 3 fois l’un des cas
favorables est on divisera par le coefficient 4» si
l’on doit désigner l’ordre où ils arrivent, et l’on aura^_; enfin, 
ajoutant les deux i*r» nombres, on a -~*9-g ou 3, pour la proba
bilité que les faces favorables se présenteront au moins 3 fois.

Quel est le sort de deux joueurs M et N d’égales forces; il 
manque 6 points à J/ pour gagner la partie, et il en manque 
4 à TV? La somme de ces points est 10; je forme la ge puissance 
de p 4* je réserve pour M les 4 Ier* termes (où l’exposant 
de p est au moins 6), je prends pour TV les 6 autres termes; 
enfin je faisp — y =: 1, Je trouve i3o d’une part, 38a de
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l’autre, et la somme totale 5i2 : le sort de <V, ou la probabi- 
lité qu’il gagnera, est £77, celle de TV est Si la partie était
rompue avant de tenter rien, l’enjeu devrait être partagé entre 
M et TV dans le rapport de i3o à 382, à très peu près comme 
1 à 3 : c’est aussi le prix qu’ils doivent vendre leurs prétentions 
à l’enjeu , s’ils consentent à ce'der le droit qu’ils y ont. Quand la 
force des joueurs est, par ex., comme 3 à 2, c.-à-d. quand M 
gagne ordinairement à Z\r, 3 parties sur 5 , ou que M cède à A 
1 point sur 3 pour égaliser les forces, le calcul est le même en 
posant/? — 3 et q — 2. Dansce cas, on trouve que le sort de M 
est à celui de TV environ : ; i4 ‘ >5.

499. Il arrive souvent que les causes sont si cachées, ou se 
croisent d’une manière si variée, qu’il est impossible de les 
démêler et d’en nombrer la multitude : les principes exposés 
précédemment ne peuvent plus recevoir d’application. On con
sulte alors l’expérience, pour s’assurer si les événemens sont 
assujettis à un retour périodique, d’où l’on puisse conjecturer 
avec vraisemblance que la cause inconnue qui les a ramenés 
souvent sous un ordre régulier, agissant encore , les reproduira 
dans le même ordre. Le nombre de ces retours est substitué à 
celui des causes mêmes dans les calculs de probabilité. Un dé 
jeté 10 fois de suite a présenté 9 fois la face a ; il y a donc 
dans l’action qui ie pousse, dans sa figure, sa substance, quel
que cause cachée qui produit le retour de 9 fois la face a : si 
100 épreuves ont ramené de même 90 fois cette face a, la pro
babilitéfavorable à ce retour acquiert une grande force, 
qui s’accroît encore quand les épreuves multipliées s’accordent 
avec cette supposition ; puisque si l’on pouvait faire un nom
bre infini d’épreuves, qui toutes présentassent g fois sur 10 la 
face a-, on aurait la certitude de l’hypothèse.

C’est ainsi que constamment l’expérience a prouvé les laits 
suivans, dont il est impossible d’assigner les causes.

i°. Le nombre des mariages contractés dans un pays, pour 
une durée quelconque déterminée, est à celui des naissances 
et à la population à très peu près, g 3 ; 14 3g6.
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a*.  Il naît ensemble i5 filles et ifi garçons.
3°. La population, le nombre des naissances, celui des morts 

et celui des mariages sont ” 2 037 615 i 7 1 896 : 67 700 : 1 5 345; 
à très peu près , par an , les naissances sont le 28e , les morts le 
3oe, et les mariages le i32e de la population. La différence — 
des naissances aux morts est l’accroissement annuel de la po
pulation.

4°. La durée des générations de père en fils est de 33 ans.
5°. Le nombre des morts du sexe masculin est à celui du 

sexe féminin " 24 : 23; et dans un pays quelconque, le nom
bre des vivans du ier sexe est à celui du 2e ;; 33 ' 29.

6°. Les décès mâles sont le 58”, les féminins le 61e de la po
pulation : à Paris, la totalité des décès n’est que la 3ac du 
nombre des habitans; ces décès s’élèvent annuellement à 22700, 
terme moyen, et les naissances à 24800.

70. La moitié de toute population est au-dessous de a5 ans, 
-et tous les 25 ans, une moitié est renouvelée.

8°. En France, le 66® de la population se marie chaque an
née. La durée de la vie moyenne est de 28 ans |.

90. Les rebuts annuels de la Poste aux lettres de France 
sont de 19000 , etc. . . .

C’est sur ces considérations qu’on établit les Tables des po
pulation et de mortalité : on peut consulter à ce sujet l’y/n- 
nuaire du Bureau des Longitudes.

Nous ne dirons rien de plus sur la doctrine des probabilités, 
qui est si étendue qu’elle fait la matière des Traités spéciaux. 
Jroy. ceux de MM. Laplace, Lacroix, Condorcet, Du vil lard, etc.
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11. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS.

Composition des Équations.

5oo. Après avoir transposé et réduit, toute équation a la 
forme

que nous représenterons par = o ; k,p,q...u sont
des nombres connus positifs, négatifs ou zéro. On appelle ra
cine toute quantité a qui substituée à .rréduit fox) à zéro, sa-

Soit pris au hasard un nombre a , divisons le polynôme (i) 
par x — a : soit R le reste numérique,..............................

Ce quotient multiplié par x—a, étant augmenté de R , doit 
reproduire identiquement le dividende (i). Ce calcul donne 

et puisque l’on doit retrouver ici tous les termes du poly
nôme fox), le facleurp de xn~1 ne doit être autre chose que

(*) Toute expression analytique contenant une grandeur* est àitefonction 
de x. Les fonctions algébriques sont celles qui ne comportent que les opéra
tions d’algèbre, jusques et y compris les extractions de racines ; les fonctions 
trancendantes renferment des logarithmes, des exponentielles, des arcs de 
cercle, sinus, cosinus..... On n’exprime, dans une fonction, que les quan
tités auxquelles on veut avoir égard, d’après le but qu’on se propose. F(*), 
./(*), (*;... désignent des formules où la lettre x est combinée de diverses
manières : f(x) et f{z , qui ont le même signe./, indiquent que les lettres x 
et z y sont engagées de même, en sorte que les fonctions deviennent identi
ques lorsqu’on change x en z. Par ex../( 4-«) signifie qu’il existe une fonc
tioo /(*) où l’on a remplacé x par ( -f- a). De même F (*’ 4-7* ) indiqua
qu’on a remplace z par x‘4-7* dans une fonction F(«).
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p — ak , qui dans le produit affecte aussi x"-1 : de même 
q — q — ap , r ==. r— aq'.. .u — R — al'. Transposant les 
ternj/es négatifs, il vient

p —p 4- ak, q =q~p ap', r' = r + aq'... R = u 4- al' (2). 
Ces équ., toutes de même forme , servent à déduire successi
vement les uns des autres les coefficiens p , q , r'. . . du quo
tient, et le reste R : car chacun se compose du coefficient de 
même rang dans, plus du produit par a du coefficient 
précédent.

Voici des exemples de ce genre de calculs :

Après avoir écrit 4^, 1<r terme du quotient, on forme 
4X2 — 10 = — 2 qui est le coefficient de x3 ; celui de x1 
est — 2X24-6=4-2; ensuite 2X2 — 7 = — 3, etc.

Si le diviseur est x 4- 2, le facteur numérique est partout —2, 
et le quotient est

Mais on peut aussi trouver l’un des coefticiens indépendam
ment de tout autre; car en éliminant successivementp , q. 
entre les équ. (2), il vient

Ainsi pour former un coefficient quelconque de rang i dans 
le quotient, il faut prendre les r premiers termes de/(x), rem
placer .r par a, et supprimer les puissances de a communes à 
tous les termes ; et quant au reste B de la division, il est formé 
du polynôme proposéf(x) , où l’on a fait x = a, savoir^7(a).

El comme ce reste R est ou n’est pas nul, selon que a est ou 
n’est pas racine de l’équ./’(x) = o, on voit que le polynôme 
J (x) est ou nJest pas divisible par x — a, selon que a est ou 
n’est pas racine de l’équ. f(x) = o.

Le mode de calcul indiqué ci-dessus est très commode pour 
trouver le quotient de/(x) : (x — a) , reconnaître si a est ra-
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cine, et enfin obtenir le résultat numérique de la substitution
d’un nombre donné a à la place de a? dans un polynôme J\x~).

5oi. Nous supposerons qu’on soit assuré que toute équ. a 
une racine au moins, sujet sur lequel nous reviendrons, et 
nous ferons k — i, ce qui n’ôte rien à la généralité, puisqu’on 
peut diviser toute l’équ. (i) par k. Si a est racine de cette équ. 
on a identiquement/fx) — (x — n)Q, Q étant un polynoine 
de degré n — i.

De même c étant racine de Q' = o , on a

Les degrés des quotiens s’abaissant successivement à chaque 
facteur binôme mis en évidence, il est clair qu’après (m— i) 
divisions , on arrivera à un quotient x — Z du 1er degré. Donc, 
en admettant que toute équation ait une racine, f (*) de degré n 
est formé du produit de n facteurs binômes du premier degré,

Cette équ. est identique, et la dissemblance des deux membres 
disparaîtrait, si l’on effectuait les calculs indiqués. Et puisque 
/(x) devient nul lorsqu’on prend pour x l’un quelconque des 
nombres a, b,c . , toute équ. f (x) = o a n racines, qui sont, 
en signes contraires, les seconds termes de ses n facteurs 
binômes.

Prouvons qu’on ne peut en outre décomposer f (x) en d’au
tres fadeurs (x — a') (x — b') (x c'). . . les grandeurs a', 
b', c'. . . étant, toutes ou plusieurs, différentes de a, b, c...

Pour cela, montrons que si le binôme x— b divise exacte
ment le produit de deux polynômes A et B rationnels et entiers 
par rapport à x , Z’un au moins de ces polynômes est divisible 
par x — h. En effet, supposons qu’en divisant A et B par x — h, 
on ait les quotiens X' et B', et les restes numériques « et /3, ou
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En faisant le produit AB, on trouve que x — Centre comme 
facteur de tous les termes, excepté de qui étant un nombre, 
ne peut être divisible par x — li, à moins que l’un des restes 
ne soit nul. Donc , etc.

D’après cela, puisque f (x) = (x — a) Çf et qu’on suppose 
que x — a divise f (y), il faut que (x — a) Q , ou plutôt Ç>, 
soit divisible paix —a. De même pour Q', dans Q = (x—6)Q', 
et ainsi de suite jusqu’au dernier facteur x — Z, qui n’étant 
pas divisible par x— a, montre que x — a ne pouvait di
vise r f (x).

Donc : i°. Tout polynôme f (x) ri est résoluble qu’en un seul 
système de m facteurs binômes du premier degré, et l'équ. 
f (x) — o ri admet que m racines.

i°. Toute fraction oui devient - lorsqu’on fait x — a, L n
a x —a pour facteur commun de ses deux termes f {x), <p (x) ; 
et mêmex— a peut y entrer à une puissance quelconque. La 
valeur de la fraction s’obtient en supprimant d’abord les fac
teur x — a qui sont commun^, et faisant ensuite x = « : ainsi 
cette valeur est finie, nulle ou infinie, selon que x—a est à la 
même puissance dans les deux termes , ou que x — a porte un 
exposant plus élevé au numérateur ou au dénominateur.

3°. Si deuxéqu. f(x} = o, <p (x) — o ont une même racine a, 
x — a est facteur commun. C’est ainsi que

ont x -f- 3 pour facteur, qu’on obtient par la méthode du 
commun diviseur. La coexistence de ces deux équ. serait ab
surde, s’il n’y avait aucun facteur commun entre elles. Et si 
ce facteur était du 2e degré, les équ. auraient deux racines 
qui seules répondraient au problème, etc.

4°. On peut, par la division, abaisser le degré n d’une équ. 
d’autant d’unités qu’on connaît de racines, la recherche des 
racines étant la même chose que celle des facteurs binômes. 
Les facteurs du ?.e degrésont en nombre j n ( n — i), (n° 476)
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puisqu’ils résultent des combinaisons 2 à 2 de ceux du ier : 
ceux du 3e degré sont en nombre g n (n — 1) (m — 2), etc.

502. Puisque la proposée xn 4-px*~' 4- qxn~..4-0 = 0. 
est le produit de (x — a) (x — Z>) (x — c).. ., il suit de ce 
i[u’on a vu p. 135 du Ier vol., que

i°. Le coefficient p du 2e terme est la somme de toutes les 
racines a, b, c. . . prises en signes contraires y

20. Le coefficient q du 3e terme est la somme des produits 
deux à deux de ces racines ;

3°. r est la somme des produits 3 à3en signes contraires, etc.
Enfin, le dernier terme u est le produit des racines quand le 

degré n de l’équ. est pair, et ce produit en signe contraire 
quand le degré est impair.

Transformation des Équations.

503. Pour que les racines x d'une équ. (1) deviennent h
yfois plus grandes, faites x ~'r; d’où

Ce calcul revient à multiplier les termes consécutifs de/"(x) 
par h°, h', h*. . . h".

Observez que si la proposée (1) 11’a pas de coefficiens fraction
naires, et l’on peut toujours l’en délivrer par la réduction au 

. Tmême dénominateur, en posant h — k, c. à-d. en faisant x~ 7 , 

la transformée est divisible par k, et devient.......................
ainsi pour délivrer

une équ. des coefficiens fractionnaires, on la réduit au meme 
dénominateur, et l’on chasse le coefficient k du Ier terme, en 
posant y = kx, calcul qui revient à multiplier les coefficiens, 
à partir du 2* terme, par k°, k', k*... ka~'.
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Soit, par ex., l’équ.
multipliant par 12, on a
faisant multipliant les coefficiens 10, 9et 42
respectivement par 12, 122, 12 , il vient

Pour que les racines x d’une équ. deviennent h fois plus 
petites, on posera x — liy, c.-à-d. qu’on divisera les coeffi
ciens successifs par â°, h', h*.. .hn. Le calcul.pre'cédent donnait 
à l’équ. des coefficiens plus grands; celui-ci les diminue, et 
s’emploie dans ce but. Mais à moins que les divisions ne s’ef
fectuent exactement, on a ainsi des coefficiensfractionnaires. 
Soit l’équ, x"— ilfâx= io368; en posant x — \iy, on trouve 
cette équ. plus simple, f —y~Ç).

5o4- Si l’on veut diminuer toutes les racines d’une même 
quantité i, on pose x — i -f- y. En mettant i -f-y pour x dans 
tous les termes def(x), l’équ. (1) devient

sans nous arrêter à développer les puissances de i-\-y, il résulte 
de la loi connue (n° 482) que suivent les termes de la formule 
de Newton, que la transformée étant ordonnée selon les puis
sances croissantes de y, est

A étaxA—fi, ouïe polynôme proposé où l’on a remplacé x par/; 
B se déduit de A en multipliant chaque terme par l’exposant 
de i, et diminuant cet exposant de un, calcul qu’on désigne 
sous le nom de dérivée, et qu’on indique par fi. De même C 
se trouve en prenant la dérivée de B, et divisant par 2; 
C = ~f"i ; D est le tiers de la dérivée de C, D — fi, et 
ainsi de suite. On sait donc composer les coefficiens de la 
transformée, en les déduisant successivement les uns des 
autres, savoir
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Ainsi pour faire

Pour augmenter, au contraire de i toutes les racines a?, ii 
faut posera? — y— i, c,-à-d. changer ci-dessus zen — z, 
ou prendre en signe contraire les puissances impaires de z.

5o5. Le procède' donné p. 4' est très commode pour trou
ver les nombres fi, fi, -f"i. . .. car divisons f (a?) par x—i, 
et soient T le quotient et t le reste numérique; puis divisons T 
para?— i, et soient U le quotient et u le reste; soient lr et r 
le quotient et le reste de U divisé para? — z, et ainsi de suite. 
Nous avons —
fx~T(x—T—U{x-~i}fu, U — F^x—z)-|-p,eic. 
Éliminant successivement T, U, F. . . on trouve 

d’où l’on voit que les coefficiens de la transformée dont l’in
connue est y — a? — z, sont les restes t, u t p. . . k de nos di
visions successives. Et comme le procédé donné p. 4* fait 
facilement connaître ces restes, le calcul se présente comme 
dans l’ex. suivant, où l’on fait y = a? — 3.
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Transformée.. .

La ire ligne 2, — 1, — i5, — 41 > est formée des coefficiens 
du ier quotient Z1, la 2e de ceux du second t/, la 3e de Z7, etc. 
On donne à chaque ligne un ternie de moins qu’à la précédente. 
Le dernier terme de chaque ligne est le reste de la division 
par x — 3; t~ 6, u — — 41 •> v = 33, . . .. ce sont donc les 
coefficients cherchés en ordre rétrograde (*).

Souvent 1=1, c.-à-d. qu’on cherche la transformée en

(*) Le calcul, quand i est une fraction y , est plus simple ainsi qu’il suit.

Posons 

en éliminant x' et x , on trouve x =y -f- ainsi pour composer la trans- 

formée en y, on fait successivement les trois calculs relatifs à ces trois équ. 
La ire consiste à rendre les racines l fois plus grandes (n° 5o3); la 2e indi
que qu’il faut en tirer la transformée en x' — h-, enfin la 3e rend les racines / 
fois plus petites. On opérera donc comme dans l’exemple suivant, où l’on 
cherche la transformée en x — -j pour l’équ. ar4—5x5-f-rx’—o.

observez que la ligne (a.} étant divisée par les diverses puissances de 3, donne 

dans la proposée.
Ce calcul est surtout employé quand l est 10, ou ses puissances. Ainsi 

pour trouver la tranformée en y — x— 0,2 de l’équ. ci-dessus, on a 
Produits descoeflicienspar les puissances de 10. 2—5o-Moo—4ooo-f-2oooo
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x— i — f; on n’a alors, que des additions à faire, selon ia 
loi du tableau p. 2i. En voici deux exemptes :

5o6. La même transformée, ordonnée selon les puissances 
décroissantes de jr, permet de délivrer Véqu. de son 2e terme, 
en faisant x —jr -f- Z, et disposant convenablement de l’arbi
traire i : on a

En effet, posons mik -j- p = o ; d’où

Ainsi pour délivrer Véqu. de son 2e terme , il faut changer x 
en y moins le coefficient p du z* terme divisé par le produit du 
Ier Ypar le degré de l’équ. Bien entendu que l’on doit conser
ver ici à p et k leurs signes, et que si ces signes sont différens, 
le — se trouve changé en 4- devant la fraction. La somme des 
racines dej- est alors zéro; on a donc augmenté toutes les 
racines d’une même quantité, telle que la somme de leurs 
parties négatives est devenue égale à celle des positives.

Le calcul est plus rapide en posant dévelop

pant la puissance ne, et multipliant par A-, car on en tire de 
suite la valeur des deux Ie” termes kxn -j-pxn~'.

d’après notre théorème : le cube donne.
qui, substitué, conduit
équ. demandée.
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Pour x2+ PX + q = o, on fera x + 1/2 p = y . puis, car
rant, x2+ px = y2— 1/4p2, et la transformée est y2=1/4p2—q. 
On tire y, et par suite les racines x de la proposée. C’est un 
mode de résolution de l’équ. du 2e degré.

On verra aisément qu’on chasse à la fois le 2® terme de fx, 

et le coefficient k du Ier terme, en faisant

Si l’on veut chasser le 3*  terme de l’équ,, on doit faire

Cette relation conduit en général à des valeurs irrationnelles 
ou imaginaires de i, qui ne peuvent être utilement employées.

Enfin si l’on pose kim + pim-1+ • • • +u =o, on chassera 
le dernier terme de l’equ. I1 faut alors résoudre l’équ. pro
posée elle-même-, et en effet la transformée aurait une racine 
nulle, y = o ; d’où x = 1.

507. Voici encore deux transformations usitées.
I°. Si l’on pose x = — y, ce qui change les signes alterna

tifs seulement, les racines positives de x deviennent négatives, 
et réciproquement.

2°. En faisant x =1/x, les racines deviennent réciproques, 

les plus grandes de x répondent aux plus petites de y : comme 
les facteurs x, x2, x3. . . sont remplacés par les diviseurs y, 
y2, y3...., en multipliant tout par ym, ces facteurs se trou
vent remplacés par ym-1, ym-2... Ainsi ce calcul revient à 
distribuer, près des coefficiens, les puissances de y en ordre 
inverse de celles de x : 

d’où

Et si l’on veut en outre chasser le coefficient u du I er terme,

on posera transformation qui rem

plit d’un seul coup les deux conditions.
T. II.
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En general, transformer une équ. f (x) = o , c’est en com
poser une autre F’(y) = o, dont les racines y aient, avec celles 
de x, une relation donnée par une équ. entre x et y :
il ne s’agit donc que de savoir éliminer x de cette dernière 
à l’aide de la proposée, problème que nous traiterons bientôt 
( n° 522).

Limites des Racines.

5o8. Une limite supérieure des racines de l’équ. fx = o, est 
une quantité quelconque qui les surpasse toutes : cette limite 
serait zéro , si aucun terme de fx n’était négatif, puisque l’équ. 
n’aurait aucune racine positive. Tout nombre 1 qui, substitué 
pour x dans fx , donne un résultat positif (le Ier terme kxn 
ayant le signe +) est limite supérieure, quand tout nombre >1 
est dans le même cas, puisqu’aucune valeur > l ne résout 
l’équ.

On sait que 

d’où
Appliquons cette formule à chaque terme positif de. .

Nous laisserons les termes négatifs sous leur forme, et nous 
les placerons dans les colonnes où x est affecté du même expo
sant. Un terme — sxh, sera mis dans la colonne (x— 1) xh et 
le coefficient sera (k+-p+q...) (x — 1) — s; le facteur de. 
(x — 1) est la somme des coejfficiens positifs qui précèdent s. 
Or, pour attribuer à x une valeur capable de rendre ce terme 
négatif, il faut que (k+p+q...) (x — 1) soit <s; ce signe — 
n’y existera donc plus si l’on prend
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Qu’on en dise autant de chacune des colonnes où se trouve un 
coefficient négatif; et que parmi toutes les expressions (M) 
ainsi formées, on prenne la plus grande Z, il est clair que 
x = ou l rendra tout le polynoine positif : Z est donc limite 
supérieure des racines de fx — o. Ainsi, divisez chaque coeffi
cient négatif de fx. par la somme de tous les positifs qui le 
précèdent ; ajoutez i à la plus grande des fractions ainsi 
obtenues ; ce nombre sera limite supérieure des racines de. 
l'équ. fx = o.

Soit 4-t5 — 8.r^ + 23aP-f-i o5x2 — Bo.r -4-11 = 0; on divise 8 
par 4 i puis 8o par 4-J-23 ~ io5; le ier de ces quotiens 2 est le 
plus grand; donc, toutes les racines sont <^2 -f- 1, ou 3.

En effaçantp, q,. . . du dénominateur de (M), cette formule 
c

se réduit à x — ou> 1 -J- ; comme on a le droit d’augmenter

cette fraction (M) , 011 voit que le plus grand coefficient négatif 
d'une équ., pris en-\- , et augmenté de 1, est une limite supé
rieure de ses racines, quand on a divisé l’équ. par le coefficient 
k de son ier terme. Cette expression est plus simple que la xr8, 
et se forme à vue, ce qui la rend préférable toutes les fois 
qu’on n’a pas intérêt à choisir une limite basse. Les théorèmes 
suivans offrent souvent une limite plus avantageuse.

5og. N’ayons égard qu’au ier terme et aux termes négatifs 
de Ær,

Soit a. un nombre qui mis pour x rende cette expression posi
tive, ou 

en divisant tout par cLn. Il est clair que tout nombre satis
fera à la même condition ; ainsi, ni a, ni les nombres a ne 
pouvant rendre fx nul, puisque la partie positive de/.r accroît 
a”, on voit que tout nombre l qui rend le irr terme de fx pZ«$ 

4-
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grand que la somme des termes négatifs est limite supérieure (*)
Tirons delà relation (2) une valeur de a. Parmi les nombres

. il en est un qui surpasse les autres ; suppo
sons que c’est le 2e, nous le représenterons par i :

Remplaçons dans (2), G par ig, F par if H par ih, le 2e membre 
sera augmenté, et si l’on rend an >que cette somme, à fortiori 
la condition (2) sera remplie. Il s’agit donc de rendre

On peut même ajouter ici les termes qui complètent le poly
nome , d’où

savoir

Admettons qu’on prenne x>i, ce dernier terme sera négatif, 
et en le supprimant, le 2e membre sera augmenté. Ainsi, 
on a

Le double du plus grand nombre qu’on trouve en extrayant de 
chaque coefficient négatij une racine de degré marqué par le 
nombre des termes qui le précédent, est donc une limite supé
rieure des racines.

Ainsi, pour l’équ. x4—2x3 —- 20x2 + 3x—11 = 0, notre

(*) Quelques auteurs disent que pour obtenir une limite supérieure des 
racines d’une équ., il faut trouver pour x un nombre 1 qui rende le 1er terme 
plus grand que la somme de tous les autres; c’est plus grand que la somme des 
termes négatifs qu’il faut dire. L’exemple suivant montre la vérité de cette 
assertion. L’équ. x4+x3—3ox2—2x+168=0, a pour racines 3 et 4, et cepen
dant en faisant x = 2,3, qui n’est pas une limite supérieure, on reconnaît 
que x4 >la somme des autres termes, savoir 27,9841 > 180,167—163,3.
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1er théorème donne 21 pour limite ; mais prenant √2, √20, 
4

√ 11, le 2 e de ces nombres est le plus grand, à peu près 5; 
ainsi 10 est une limite supérieure.

510. Faisons x =l +y dans fx , l étant un nombre quel
conque ; il vient ( n° 5o4), fl + y fl + 1/2 y2 f"l...+ kyn = o. 
Or, si l’on choisit pour l un nombre tel que fl, f'l, f''l... 
soient positifs, tous les coefficiens de cette transformée ayant 
des signes +, aucun nombre positif mis pour y ne peut y 
satisfaire ; les valeurs réelles de x répondent donc à des valeurs 
négatives de y= x — l; partant l>x. Donc , tout nombre qui, 
mis pour x dans fx et toutes ses dérivées, donne des résultats 
positifs, est une limite supérieure de x.

Dans notre dernier exemple, les dérivées sont
4x3 — 6x2 — 40x + 3, 12x3 — 12x — 40, 24x — 12. 

On voit que x = 6 rend tous ces polynômes positifs, et que 
x , limite plus basse que celle qui a été trouvée.

Observez que si l’on change les signes alternatifs de la trans
formée , les racines de y auront changé de signe; elles seront 
donc toutes positives, de négatives qu’elles étaient : ainsi, on 
sait transformer une équ. fx = o en une autre Fy = o qui n'ait 
aucune racine négative, en posant x =1— y, 1 étant une limite 
supérieure des racines x.

511. Changez x en—x dans fx, ou les signes alternatifs ; 
les racines positives seront devenues négatives, et réciproque
ment, en conservant leurs valeurs numériques : cherchez la 
nouvelle limite supérieure Z'; les racines négatives de fx = o 
seront, entre o et—l', les positives entre o et l. C’estainsi qu’on 
reconnaît que dans notre dernier exemple toutes les racines 
sont comprises entre — 4 et + 6.

512. En faisant x =1/Z dans fx, les plus grandes racines de z 

répondront aux plus petites de x. Si donc on cherche la limite 

supérieure h des racines de z, ou z < h, on aura x>1/h.  Telle 
est la limite inférieure des racines positive 1 de x.
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Soit 5 le plus grand coefficient de signe contraire au dernier
terme de l’équ. kxn -}- pxn~l.. .y u~o ; comme la transfor
mée est uzn 4- pz + k — o, en prenant pour limite supé-

et4~ l que sont comprises toutes les racines positives de x. On 
peut d’ailleurs trouver deux limites plus rapprochées , ainsi 
qu’on l’a exposé. On en dira autant pour les racines négatives.

5i 3. N’ayons égard qu’au Ier terme et aux termes négatifs 
de fx, savoir : 

naissons une valeur l de x qui donne un résultat positif, et tout 
nombre > Z donne aussi le signe 4~ au résultat : comme les 
termes positifs de fx accroissent la quantité kxn, on voit que 
dans tout polynôme rationnel et entier fx, ordonné selon les 
puissances descendantes de x, si Von fait croître graduellement 
x, on atteindra bientôt une valeur qui donnera un résultat po
sitif, et au-delà les résultats seront positifs et croissons.

Quand le i " terme kxn est négatif, en le comparant aux termes 
positifs, on trouve de même des résultatscroissans et négatifs.

Enfin si le polynôme est ordonné selon les puissances ascen- 

le signe de u, répond à x = qui produit le même effet sur^r. 
On sait donc trouver des valeurs de x qui donnent aux résultats 
de fx le signe du Ier terme, que la suite soit ascendante ou des
cendante.

5i4- On peut toujours prendre pour x une suite de nombres 
croissans a, p>, y... assez rapprochés, pour que les valeurs que 
reçoit le polynôme fx soient aussi voisines qu’on veut. Suppo
sons d’abord que fx n’a que des termes positifs, et faisons

www.rcin.org.pl



LIMITES DES RACINES. 55

dont la diffe'r. est il s’agit d’attribuer à i
une valeur telle que cette différ. soit moindre que tout nombre 
donné h. Tout est ici positif, et £ est très petit et <j ; faisons 
£=i dans la parenthèse, et posons i(f'a 4- j «...)— ou<7t la 

condition sera remplie: ainsi il faut prendre 

prenant ensuite x = («-}-/) -f-f, opérant de même, on aura 
un 3e résultat qui surpassera le 2e de moins de A; et ainsi de 
sui te.

Maintenant si fx renferme des termes négatifs, ce qu’on 
vient de dire s’appliquera à l’ensemble des termes positifs; et 
comme les termes qu’on en doit soustraire diminuent encore la 
grandeur des résultats, à plus forte raison ceux-ci différeront- 
ils de moins de h. Et si la somme des termes négatifs l’empor
tait sur les positifs, ce serait au contraire aux premiers qu’on 
appliquerait le raisonnement ci-dessus. Ceci démontre que 
l’on peut toujours supposer, que quand x croit insensiblement, 
les résultats defx sont continus.

Racines commensurables.

Si tous les coejjiciens sont entiers, et kr= i , aucune racine ne 
peut être fractionnaire : car si l’on pose

on a

la 2e partie étant multiple de b, a" devrait l’être aussi, ce qui 
est impossible (n°2.5).

Ainsi lorsqu’en faisant jr — kx, on dégage le i,r terme de 
l’équ. (i) de son coefficient k (n° 5o6), sans que les autres coef- 
ficiens cessent d’être entiers, jrn’a pas de racines fractionnaires; 
et celles de x le sont, ou sont entières, selon que les racines 
entières de ne sont pas multiples de k, ou le sont. Ainsi la
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recherche des racines fractionnaires de x, est ramenée à celle
des racines entières de la transformée en y.

Après avoir trouvé les racines », &... de l’équ./r== o, on
peut la décomposer en ses facteurs binômes,

516. On a vu n° 5oo, que le quotient de lequ. (i) divisé par 
x — a, étant désigné par

Au lieu de faire servir nos équ., comme page 41, à trouver 
k' ,p' ,q'v.. ^successivement, on peut calculer en ordre rétrograde, 
t', s'...p', A-, par ces dernières formules. Mais comme il faudrait 
connaître le reste R, ce procédé ne convient qu’au cas où a est 
racine, parce que Zï=o ; et principalement, quand a est entier, 
ainsi que les coefliciens k,p,q .. ude la proposée. Il suit de la 
division même de fx par x — a, quep', q ... f, sont aussi des 
nombres entiers. Donc i° a divise u; on ne peut chercher les 
valeurs entières de x, que parmi les diviseurs du dernier 
terme u :

2°. a divise t—t', s—s’... enfin p — p’, c.-à-d. la somme de 
chacun descoefficiens delaproposée, plus le quotient qu’on vient 
d'obtenir dans la division précédente :

3°. Ces quoliens sont, en signe contraire, les coefficiens suc
cessifs du quotient de fx divisé par x—a, et le dernier de ces 
quotiens est— k.

Si ces conditions, que doit remplir toute racine entière de 
fx — o sont satisfaites par un nombre quelconque a, ce nom
bre est racine; en effet, en cherchant le quotient de fx divisé 
par x — a, par le procédé du n° 5oo, on reproduit les nombres, 
ci-dessusp ,q...t', et on arrive à un reste nul.
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517. Voici donc la marche à suivre pour trouver les racines 
entières de fx~o. On prend, tant en-f-qu’en —, tous les 
diviseurs du dernier ternie zz, et les quotiens de ces divisions; 
on soumet ces quotiens aux e'preuves prescri tes par les équ. 
ci-dessus : si l’un de ces diviseurs conduit à quelque quotient 
fractionnaire, on le rejette, il ne peut être racine ; et on 11e 
reconnaît pour telle que celle qui donne enfin—k pour dernier 
quotient. La suite des quotiens numériques entiers ainsi 
obtenus, pris en signes contraires, compose les coefficiens 
t\ s'... p', k Jzz quotient algébrique de fx divisé par x— a.

Comme ± 1 pris pour diviseur de u, donne toujours des 
quotiens entiers, ce n’est qu’au dernier terme qu’on reconnaît 
si zt 1 est racine. Il est donc plus court d’essayer directement 
z±z 1, par le procédé de la p. t[i.

Soit par ex., ax54-3a4— 31 x3 4- 3x2—fox4-21 o = 0 ; 
comme 210 = 2.3.5.7, on trouve que les diviseurs de 210 
sont zt (1,2,3,5,6,7,10,14...) : on reconnaît d’abord que zti 
ne peut convenir, non plus que les diviseurs qui sont hors des 
limites — 8 et 4- 7 des racines. Le calcul se range sous la forme 
suivante , où l’on a marqué de » les diviseurs à rejetter, et où 
l’on s’est dispensé d’écrire les sommes et différences qui don
nent les dividendes.

Ainsi la proposée n’a que trois racines entières, 4~ 4- 3
et — 5 : le quotient de la division par r«=2 il pour cocfliciens 
les nombres placés sous le diviseur 2, savoir.............................
2X< 4-7^ — 17X2 — 31x — ï o5 ; on divise ensui te par x —- 3, 
puis par x 4- 5, et on arrive enfin au quotient 4- 3x 4- 7 ; 
tels sont les facteurs de la proposée.
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Voici encore deux exemples.

Pour la ireéqu., le facteur x+5donne le quotient x2—2x+2.
Pour la 2e, on n’éprouve que les diviseurs de 36 qui sont 

entre les limites —5 et +10; on a le diviseur X—3, et le quo
tient 8X2 +17X — 12.

Voici des problèmes qu’on résout par cette méthode.
I. Cherchons un nombre N de trois chiffres x,y,z, tels 

que i° leur produit soit 54 : 2° le chiffre du milieu soit le 6e 
de la somme des deux autres; 3° enfin, en soustrayant 594 du 
nombre N, le reste soit exprimé par les mêmes chiffres en or
dre inverse. Comme N=1oox + 1oY+Z, on a

la 3e équ. revient à x— z = 6; chassant y des deux ireS, 
x2Z+xZ2= 324; enfin mettant z + 6 pour x, on a..................
z3+9z2+i8z = 162. Or x,y,z sont des nombres entiers, et 
notre méthode donne z=3, d’où x = 9, y =2 et N = 923.

II. Quelle est la base x du système de numération dans le
quel le nombre 538 est exprimé par les caractères ( 4123) ?

Il faut trouver la racine entière et positive de l’équation 
4x3+1x2+ 2x +3 = 538 ; cette racine est x = 5. V. la note 
p. 6 du T. I.

En général, si A est le nombre exprimé par les n chiffres 
a,b,c, ... i, la base x du système est donnée par l’équ.

équ. qui n’a qu’une racine positive (nO 534), qui doit être 
entière et >a,b ,c. . . i.

III. Soit proposée l’équ.

calcul du donne, à cause de
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on en tire :

IV. Pour on fait

racines négatives, et les positives sont <^20 : or 864 = 25. 33, 
et l’on doit éprouver les diviseurs 2,3,4,6. . . 18. On trouve

On voit de même que

5i8. Quand le dernier terme» a beaucoup de diviseurs, 
entre les limites des racines , ces calculs sont longs : Voici un 
moyen de les abréger. Si a est racine entière dél’équ. fx — o, 
et n’a que des coefficiens entiers, aussi bien que le quotient Q

defx divisé par x— a, on a entier quel que

soit .r. Prenons pour x un entier quelconque <*, on voit que fa 
doit être divisible par a—a. Donc pour reconnaître si l’un a 
des diviseurs du dernier terme u peut être racine entière, 
prenez la différence entre u et ce diviseur; toutes les fois que a 
sera racine , celle différence divisera fa, ou le nombre qui ré
sulte de la substitution de a pour x dans fx. Chaque diviseur 
de u qui ne remplira pas cette condition sera exclus, et le pro
cédé général ne sera plus appliqué qu’aux autres diviseurs 
de u, parmi lesquels on pourra faire de nouvelles exclusions, 
en changeant le nombre a.

Comme la méthode exige qu’on fasse x = dti dans/r, pour 
s’assurer si dz 1 ne sont pas racines, les valeurs de fa sont con
nues pour ces nombres a— dz1, et la règle s’applique immé
diatement.

Dans le ier ex., p. 5j, on doit éprouver 9 diviseurs, entre les 
limites des racines; mais comme x = 1 donne fa —144 » et 
a — a = i ,2,4,5... on reconnaît bientôt que 2, 3, 5,—2—3, et 
— 5 divisant seuls 144 , les nombres 2,3, 5,-—2, —3,—5 sont 
les seuls qu’on doit soumettre au calcul.
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5ig. Cherchons maintenant les fadeurs comme ns arables du 
2e degré de l’équ./r =o ; l’un de ces facteurs étant x*-\-px-\-q, 
et le quotient x"-2 p'xn~ ’-j-... , 011 a cette équ. identique: 

il y a ici n coefficiens inconnus. Exécutons la multiplication, et 
égalons les coefficiens des mêmes puissances de x dans les deux 
membres (n° 5oo), nous aurons n équ.; éliminant p', y'... il 
restera deux équ. entrepetq, puis enfin une équ. contenant/? 
seul, et qui sera du degré j n (n—i), nombre des combinai
sons 2 à 2 des facteurs binômes du ier degré. Cette dernière 
équ. aura pour q au moins une racine commensurable, puisque 
sans cela fx n’aurait aucun facteur rationnel du 2e degré. Une 
fois q connu, l’une des équ. entrepetq donnera p, et on con
naîtra le facteur rationnel & -j-px 4- q.

Les deux ireg équ. donnent des valeurs de p' et q , qui, substi
tuées dans les deux autres, conduisent à

Racines égales.

le polynôme fx ap facteurs égaux à x — a, q égaux à x — b ; 
et on dit que l’équ./r —o a p racines égales à a, q égales à b. 
Il s’agit de s’assurer si, une équ. étant donnée, elle peut être 
mise sous la forme (A).

Supposons d’abord pz=zq—\ ; comme l’équ. (A) est iden
tique, on peut remplacer xy dans les deux membres, par 

: en développant le i" membre ( n° 5o4 ), on a 

f'x est la dérivée de fx, f"x est celle de f'x,.. ; ce sont des 
polynômes connus. Le 2e membre est compose de facteurs qui
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ont tous j" pour Ier ternie ; le produit a donc la forme indi
quée t. i, p. i35 ; le coefficient de j'"-1 est la somme des 2“ 
parties x—a, x—b,... ceux de Jn~!l,jn~3.. . sont les sommes 
des produits 2 à 2, 3 à 3. .. de ces binômes. Donc

i°. fx est le produit de tous ces n binômes, ou l’équ. (A):
20. f'x est la somme de leurs produits n—1 à n—1, qu’on 

forme en supprimant successivement, dans le produit (A), 
chacun des facteurs binômes, et ajoutant tous les résultats :

3°. \f'x est la somme des produits n— 2 à n— 2, etc.
Cela posé, sip=i ,fx n’a qu’uu seul facteur qui soit =x—a; 

tous les termes def'x contiennent aussi ce facteur, excepté le 
terme où il a été omis, R = (x — b) (x — c)... Ainsi/'x est 
de la forme R ■+■ (x — a) Q, qui n’est pas divisible par x — a. 
On en dira autant des autres facteurs inégaux de fx. Donc si 
le polynôme lx n’a pas de facteurs égaux, fx et f'x n’ont pas 
de diviseur commun.

Mais si (A) contient le facteur (x — a)/’, pour formerf'x, il 
faudra omettre de fx successivement chacun des p facteurs 
x — a-, et (x — a)P~1 sera facteur de p termes égaux ; ensuite 
on devra omettre chacun des autres facteurs x — b, x — c..., 
résultats qui auront tous (x — a)? pour multiplicateur; ainsi 
tous les ternies seront divisibles par (x—mais la somme 
ne le sera pas par (x—af* . On voit donc que fx etfx auront 
( x — n)?-1 pour diviseur commun. En répétant ce raisonne
ment pour les autres facteurs égaux (x—Z»)?, on reconnaît que 
si fx a des facteurs égaux, fx et f'x ont un commun diviseur, 
qui est le produit de tous les facteurs égaux de fx, chacun 
élevé à une puissance moindre d’une unité.

D’après cela, étant donnée une équ.yx = o, on formera la 
dérivée /'x, et l’on procédera à la recherche du plus grand 
commun diviseur entre fx et f'x ; s’il n’en existe pas, la pro
posée n’a pas de racines égales; elle en a au contraire si l’on 
trouve un diviseur F, lequel sera réductible à la forme

F = (x — a)?-1 (x — b'f~',

mais qu’on ne connaîtra que sous celle d’un polynôme. En di
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visant fx par F, Le quotient q est formé de tous les facteurs de
fx , dégagés des exposans

5îi. Soient et, /3,7... les produits des facteurs binômes res
pectifs aux puissances 1, 2, 3.. . qui entrent dans fx, en sorte 
qu’on ait fx— a.. (ï1. y3.<Kc5.. . Désignons par F le plus grand 
commun diviseur entre fx et fx-, par G celui de F etF'; par 
//celui de G et G', etc., enfin par q,r,s,t... les quotiens 
exacts successifs de chaque commun diviseur par le suivant, 
savoir :

En divisant chacun des quotiens q,r, s... par le suivant, on 
trouve pour quotiens les facteurs isolés a,fi, y. .. chacun au 
icr degré; et s’il manque dansfx quelque facteur, fi par ex., 
tout se réduit à poser fi = 1, ce qui donne alors r = s, et le 
quotient correspondant =1, qui annonce l’absence de facteurs 
au carré.

Voici donc les calculs qu’il faut faire.
Chacun des polynômes de la i1* colonne est le commun di

viseur entre le précédent et sa dérivée, jusqu’à ce qu’on arrive 
à celui M qui n’a pour commun diviseur avec 21/' que 1 =7V, 
derniers des polynômes de cette colonne. On divisé ensuite 
chacun de ces polynômes par le suivant, ce qui donne les quo
tiens exacts q, r, s. .. M -, enfin on divise de nouveau chacun 
de ceux-ci par le suivant; et on a ainsi pour quotiens exacts, 
des fonctions de x qui sont les produits isolés de chaque 
espèce de facteur du ier, 2e, 3e degré, mais chacun réduit au 
ier degré. Le polynôme M qui n’a que l’unité pour commun 
diviseur avec M’ est (au ier degré) le produit des facteurs qui, 
dansfx, ont le plus haut exposant. Lorsque l’un des ier’ quo-
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tiens 7, r, v. • • est égal au suivant, le quotient un annonce 
l’absence, dans fx, du facteur de l’ordre correspondant à ce
lui que ce quotient est destiné à donner.

Voici quelques applications de cette théorie (*).

I. Soit 

on en tire 
et le commun diviseur b = x1 2; puis I ~ 2X, et le divi
seur commun G = 1 :1a ire colonne est ainsi terminée. Pas
sant à la 2e, Jx divisé par F donne 

divisant q par r, on

(*) Le calcul du commun diviseur est long; on l’abrège par la règle sui
vante qui donne de suite le reste de la division de ,/r par J'x. Multipliez les 
coefjiciens de fx, à partir du 3e par 2, 3, l}... Jois le coeff. du Ier terme de fx; 
multipliez les coejjiciens de fs à partir du 2e par le coefficient du 2e terme 
de fx ; retranchez ces produits 2 à 2, et vous aurez les coefficiens du reste de 
degré n—2.

Quand/a- n’a pas de second terme, la partie soustractive est nulle, la règle 
se réduit à multiplier Jx par 2, 3, 4........

en achevant l’opération , on trouvera x—2 pour commun diviseur, et la pro
posée = ( x—2 )’ ( 3x» 4- i2x -f- 1 ).

On démontre notre règle en effectuant la division de kxm+pxm—'-î-qX™-*... 
par mkxm~' -f- (w— ........, après avoir introduit le facteur w’À dams
*edividende , pour obtenir un quotient entier. V. la notep. 65.
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et le commun (diviseur G — x — i ; enfin G' — i, et Z/= 1. 
Pour former lai 2* colonne, on divise fx par F, F par G, G 
par II-, pour la 3e, on divise q par r, et r par s.

III. Poul
et

senfin

V. Poul

et

Pour s’assurer si une racine entière a est double, triple... 
il suffit d’essayer la division par x— a plusieurs fois consecu
tives, par le procédé de la p. 41: on ne tentera ce calcul que 
quand les coefficiens pris en ordre rétrograde seront divisi
bles par a1, a‘~‘ .. i étant l’exposant de x— a dans/x.
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Cela résulte Je ce que a‘ doit diviser le dernier tenue, que 
a'~' étant racine de l’équ. dérivée doit diviser l’avant-dernier 
terme de fa, etc.

Élimination.
52 2. Soient .V, n, £, b,... des fonctions de j, et 

deux polynômes, qu’on se propose de rendre nuis par des va
leurs accouplées de x et de y. Pour s’assurer si /3 est l’une des 
valeurs, que J- peut avoir, faisons y=z,&, elles polynômes Z,7’? 
en x seul, devant se réduire à zéro pour une meme valeur a. de.r, 
auront x — » pour facteur commun. Qu’on cherche donc le 
commun diviseur O, et l’équ. D — o donnera les valeurs de x, 
qui, accouplées avecy — @, résolvent les équ. Z = o, 7’~o. 
Si ce diviseur n’existe pas, y ne peut recevoir la valeur de A

Ainsi il faut chercher le plus grand commun diviseur en Ire 
Z et Z7 (n9 102), comme si y était connu, et égaler à zéro le 
reste final Y en y seul, auquel le calcul conduira. Cette équ. 
F — o aura pour racines toutes les valeurs cherchées de y, 
puisqu’elles introduisent un commun diviseur D entre Z et 7’; 
et l’équ. D — o fera connaître les valeurs de x qui s’accou
plent avec celles de C’est ce que nous allons faire mieux 
comprendre.

Soit m — ou > n- divisons Z par 7’, et si cela est néces
saire pour éviter les fractions (n° 102), multiplions Z par un 
facteur A/ qui rende AM divisible par a (*), M étant, eu 
générai, une fonction de y. Désignons par Q le quotient en
tier, et par R le reste, fonctions de x et de y. O11 a

(*) Si les degrés m et n sont égaux, AI sera ~a, ou seulement le (acteur 
de a qui n’entre pas dans A ( V- n° 38 ) : si m — n 4-1, M sera le carré de a, 
ou de ce facteur ; si m = n 2, itf en sera le cube, etc. On évite ainsi 
d’ôtre forcé de multiplier de nouveau les restes partiels, et on arrive à un 
dernier reste, où x est au degré n —1, au plus. Ainsi dans le cas où m=n4-i, 
et 5f—a’, le quotient est
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Cette équ. est identique, sans fractions, ni irrationalités; elle 
>c vérifie donc par toutes valeurs quelconques mises pour x 
et Substituons x = *, y-fc, supposées des valeurs propres 
à rendre Z et T nuis : R le sera donc aussi, savoir,

Et si deux nombres mis pour x et y dans R et 7’rendent 
ces polynômes nuis, on voit qu’alors MZ — o, savoir ou 
M—o, ouZ—o. Ainsi les solutions du système 7==o, Æ=o, 
conviennent, soit à Z=o avec 7==o, soit à M—o avec 7*—o, 
et réciproquement. Donc si 

on obtiendra toutes les couples cherchées , et en outre d'autres 
solutions étrangères à la question, qui donnent M = o et 
T =: o. Du reste, le problème est devenu plus simple, bien 
qu’il admette ces solutions étrangères, parce que le degré de R 
est moindre que n.

Divisons de même 7', ou plutôt M'T, par/?, M' étant un 
facteur propre à rendre le quotient. Q' entier; R' étant le 
reste, on a

On prouve encore que toutes les couples de valeurs de x et de j 
qui rendent T et R nuis, donnent aussi R' — o avec R — o, 
équations qui admettent toutes les solutions cherchées; mais 
que réciproquement R o et R' = o admettent en outre les 
solutions qui rendent nuis M' et R-, en sorte qu’en traitant 
les équ. A’ — o, R' — o, au lieu des proposées, on aura 
toutes les solutions cherchées, et de plus des solutions étran
gères qui rendent nuis . soit M avec 71, soit M' avec R.

En composant directement cette expression du quotient, la multipliant pur T, 
et retranchant de a’Z , les deux premiers termes disparaissent, et on obtient 
de suite le reste U.

La règle que nous donnons ici se modifie quand T est privé du second 
terme , ou que a est facteur de ce terme ; car alors il suffit de multiplier Z 
par a, au lieu de qu^nd on a rn — n-{- i.
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On divisera ensuite 37" Zî par I\ d’où

= Q"R'-Y R".. ... (3)

En continuant ainsi le calcul du commun diviseur entre Z 
et on voit que deux restes consécutifs étant égalés à zéro 
admettent toutes les solutions demandées, et en outre des 
couples de valeurs qui rendent nuis l’un des facteurs intro
duits , ainsi que le diviseur correspondant. Le degré de x 
s’abaissant graduellement, on arrivera enfin à un reste final 1, 
où x n’entrera plus : mf7 étant le dividende, et D le diviseur 
qui est en général du Ier degré en x, 1 

on a

d’où 
équ. qui ont toutes les solutions cherchées, et de plus celle 
qui rendent nuis les facteurs introduits ainsi que les diviseur 
correspondans, savoir 17 avec T, M' avec 7?, M" avec 7î', etc 
L’équ. K == o n’a que la seule inconnue y, et nous suppose 
rons qu’on en sache trouver les racines, lesquelles substituée 
dans D — o, feront connaître les valeurs de x qui s’y accou 
pleut. Il nous restera à chasser de K les racines étrangères.

En divisant le 1er polynôme par le 2e, le quotient est 2, et le 
reste, dégagé du facteur 3, est D — 2,ry — y2 — 3. Multi
pliant le diviseur par et divisant par I), le quotient
est 2xy —/5y2 q- 3, et le reste Y = — y4 -f- ^f2 + 9 — 
On résout cette équ. en posant y2 ~ z ; d’où z2 — 8z — 9, 
z =9 et — i ; puis y == ± 3 et ± |/—1 : enfin, substituant 
dans Z) = 0, on a pour valeurs correspondantes a? = ± 2 
et qz [/—i.

P, Q ,p jj étant des fonctions dey, les équ.
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donnent 

dan tes 2?= o, 2, — i et — i.

5z3. Indiquons les modifications que doit subir la méthode 
du commun diviseur.

Supposons;que Z soit le produit de deux facteurs, Z—Px(À 
Comme Z ne peut être nul, à moins que P ou Q ne le soit 
(n° 5oi), le problème se partage en deux :

Ces deux systèmes admettent toute* les solutions cherchées, 
et sont plus simples que le proposé. Et si Z et T7sont décom- 
posables en divers facteurs, le problème se partage en autant 
d’autres qu’on peut combiner chaque facteur de Z avec chaque 
de T.

la première équ. donne x~o et^; puisj'z;:: — t=o résulte 
du i*r facteur : ce sont toutes les solutions demandées.

Ceci s’applique au cas où le facteur P ne contient quej-; alors 
P doit diviser chacun des termes deZ (n° 102,III). PosantP=o 
avec 'f'~o, on aura une partie des solutions ; les autres seront 
données par Q==o avec 7’=o. On ne peut donc pas supprimer 
ici, comme dans le procédé du commun diviseur, les facteurs 
fonctions de y seul ; ou plutôt on les supprime en les traitant 
à part.

de passer à une 2e division , on supprimera le facteur jr— 1,
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mais en posant j--= 1 dans le diviseur, ce qui donne x — o et 2. 
Ensuite, on continuera le calcul avec le reste x — 2 qui amène 
l’équ. finale,/’—jy = o, savoir,y — o et 1 avec x—2.

Avant de multiplier un dividende par quelque facteur 
M,M'. .. il faut donc s’assurer, par la méthode du commun 
diviseur, si le diviseur n’admet pas M, ou ses diviseurs, comme 
facteur de tous ses termes; car, alors, il faudrait supprimer ce 
facteur du diviseur, et le traitera part, comme on vient de 
le dire.

une première division donne le quotient x, et le reste

Soient encore les ëqu.

Une ire division donne ce reste 3x/ 
avant de le prendre pour diviseur, on doit supprimer les fac
teurs y et y— i, qui donnent ^7= o et 1 ; puis on a x=o et — 2, 
pour y~o; x —— 1 et — 3 pour 7=1. Le reste devient 
3x4-</-f-4 î pris pour diviseur, on a l’équ. finale^-—y—2 = 0; 
d’où y ~ 2 et— 1 avec x — — 2 et — 1, : ce sont les six solu
tions du problème.

5t4- Enfin, quand il arrive qu’un facteur commun D existe 
dans Z et 7’, Z—PXD‘. T—Qx D, comme D o rend ces 
produits nuis, cette équation unique ne peut donner que l’une 
des inconnues y, même quand elles y entrent toutes deux : 
l’autre inconnue reste donc quelconque. Ainsi le problème 
admet une infinité de solutions ; il est indéterminé. Les solu
tions des ëqu P—o, Q~o, qui sont en nombre limité, satis
font aussi à la question.
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ont le facteur commun x— i, ainsi qu’on le trouve en prati
quant^ calcul iudiqùé; ainsi, x — i réduit les proposées à zéro 
quel que soit y. En outre , les quo tiens de la division par x— i 
sont : 

outre le nombre infini de solutions qu’on vient d’obtenir, on a 
donc encorej —i et 4, répondant à x~ — 1 et ± 2.

525. Cherchons à dégager I =0 des racines étrangères. 
Comme ces racines rendent nul quelques facteurs, M.M'.... qui 
sont en y seul, il suffira de diviser Y par M,M'... pour chasser 
ces racines (*) : mais il est plus court de les détruire dans les 
restes successifs, comme on va le dire.

Seulement, nous remarquerons que le facteur m delà der
nière division, 11e donne lieu à aucune solution étrangère; car, 
si A est racine de m — o, et aussi de K = o, l’équ. iden
tique (4) devient qD — o pour cette valeur de y. Or, on n’a pas 
y—o, puisque le facteur m n’a été choisi que péur rendre 
possible la division de V par D-, c’est donc D qui est rendu zéro 
parj-=A, etj-—a est facteur de D. On a vu qu’il fallait sup
primer ce facteur et le traiter à part.

Le facteur M 11c contient pas x; soitj=Aune racine de 
l’équ. M— o ; en substituant A pour y dans l’équ. identique (1), 
il vient 0= QZ'4-Zî, /?=—Q71, autreéqu. identique en x. 
Comme 1/ est facteur du 1er coefficients de T, y — A fait dis
paraître ce terme, et le degré de T s’abaisse à n — 1 qui est

(*) 11 y a une exception accidentelle quand y=x , racine de l’équ. M = o, 
réduit T à une valeur numérique, car aucune valeur de x ne peut rendre 
nuis ensemble M et T; ainsi y—x, et par suite M, ne peut diviser Y; le 
facteur M n’a pas introduit la racine étrangère y—K. Il faut en dire autant de 
M' par rapport à I>, de M" et ïf, etc. Ce cas se reconnaîtra bientôt, quand 
on trouvera, par hasard, que Y n’est pas divisible par M, ou M', ou etc.
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celui de R : Ainsi Q est une valeur numérique (*), et les po
lynômes 7’et R sont devenus les mêmes pary=A, à un fac
teur numérique près. Faisons aussi= A dans l’équ. ('»), il 
vient

Or R' et 7’sont des degr és n-2 etn-i, ce qui empêche les 
deux membres d’être identiques; d’où I on voit que cette equ. 
serait absurde, si l’on n’aivait pas = o, quel que soit
r, qui d’ailleurs n’y ent re pas. Ainsi le 2e reste R' est rendu nul 
par j- = a; y—A divisé R- Comme chaque racine de l’équ. 
M — o conduit à la mêitne conséquence , on voit que le facteur 
M introduit dans le i" dividende, doit diviser le 2e reste R'. 
Donc si l’on substitue aiu reste R', dans le calcul du commun 
diviseur, le quotient extact de R' divisé par AT, on aura sup
primé de l’opérationless solutions étrangères que ce facteur M 
avait introduites. C’est ce quotient , et non plus R', qui doit 
être pris pour diviseur <de R, ou plutôt de M"R.

On prouve de même <que le 2e facteur M' divise exactement 
le 3e reste R", et que c’est le quotient qui doit remplacer R“ 
dans la division suivant^, pour supprimer les racines étrangères 
amenées par M’-, et ainsi de suite. Lîequ. finale Y = o obtenue 
de la sorte, sera donc exempte de toutes ïes solutions étrangères.

lequel doit être divisible par (y — 1 )a ; le quotient est l’équ. 
final e en, sans racines étrangères,

Les solutions sont

(*; Et en effet les termes cm x, x’... qui composent le quotient Q, d’a
près la marche du calcul ( V. note p.65 ), ont pour facteurs respectifs », 
qui ieviennent nuis pour j
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on multiplie la 1’ equ. par (y—2)a; la division donne le reste
-f~ Z?, en posant

et comme j'—i est facteur commun de A et B, on le suppri
me, et on a r=i , avec x~2 et — i, puis 

le reste de la 2e division est 

divisant par

Au reste , il se peut que krraciney — A de M= o réduise 7’ 
au degré n->aau plus ; alors M ne divise plus R', car les équ. 
/î = o, R'~o se trouvant au même degré que 7\ ne permet
traient plus d’appliquer le raisonnement ci-dessus : Y est donc 
embarrassé de la racine étrangère A, ce qu’on reconnaît bien
tôt. Dans l’ex. suivant, le facteur y introduit dans la ire divi
sion , ne divise pas le 2e reste, et se retrouve dans le dernier 
reste , d’ou il faut le dégager.

Quand il arrive qu’une combinaison des équ. Z = o, Z==o, 
présente un résultat simple, on doit employer celui-ci de pré
férence à Z : comme aussi on peut trouver plus commode 
d’ordonner Z et 7’par rapport à y. En ajoutant les équ. du ier 
ex. p. 67, et résolvant selon y, qui, dans la somme, n’est 
qu’au ier degré, on obtient sur-le-champ les solutions.

Quand Z et 7'sont au même degré m, en éliminant xm 
comme une inconnue simple , on abaisse l’une des équ.. au de
gré m — i.
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526. La lègle donnée p. 67 présente quatre cas d’exceptions, 

selon que J ou D, est nul de lui-même, ou est une valeur nu
mérique.

1er Cas. Le reste Y se réduit à zéro. D est alors facteur 
commun de Z et de T, c’est ce qui a déjà été examiné n° 52/j : 
Le problème est indéterminé.

2e Cas. Y est un nombre. V et D (équ. 4) ne peuvent être ren
dus nuis ensemble ; ainsi aucune valeur de.r et de y ne peut sa
tisfaire aux proposées, qui expriment alors des conditions con
tradictoires ; le problème est absurde. C’est ce qu’on voit sur les 
équ.

Posez deux équ dont la coexistence soit impossible, ayant une 
même inconnue z, telles que 3za— 1=0, 2za-f- 1=0: faites 
z=x-f-y, ou x—y, ou toute autre fonction de x et de y, il 
est évident que les deux équ. seront incompatibles.

3e Cas. Le diviseur D devient nul, pour une racine y == à 
l’équ. Y = o : alors y — A est facteur de Z), et on a vu qu’il 
fallait supprimer ce facteur et le traiter à part (p. 68).

C’est ainsi que dans le dernier ex. du n° 023, si l’on eût ou
blié de supprimer les facteurs./ ety— 1 du Ier reste; on au
rait trouvé l’équ. finale j-6 — 3y5 -f-y*-±-"Sy3 — 2/a=xo, dont 
les racines sont/=o, 1,1,— 1 et 2; les trois premières donnent 
lieu à la présente circonstance.

4e Cas. Le dernier diviseur D devient un nombre quand 
on fait y=A; en divisant D par./ — A, le quotient étant Z< et 
le reste L, on a D~(y— a) Æ-j-L; puisque y=A change D 
en une valeur numérique x n’entre pas dans Z, ; et comme 
on doit avoir ensemble D=bo, Y ~~ o, la valeur/' — A répond 
à x infini, seule manière de rendre D nul. Par ex. les équ.

ont pour équ. finale yj( y — 1) =_=o, et pour dernier diviseur 
xy— 1 ~ o ; donc y =z 1 répond à x = 1, et / 0 à x^= 00.
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I/ex. suivant montre comment on éliminé entre trois cq

On chasse d’abord j-, entre ces équ. deux à deux ; on trouve 
deux équ finales en x et z, entre lesquelles on élimine z; il 
vient enfin une équ. en x. Ainsi on a

On trouve x=zti, 5xa= i, et les quatre racines de x sont 
connues ; z est ensuite donné par l’équ. z‘x — i , etc.

Sur l'existence des Racines.

52-j. Représentons kxn -f- pxn~'. ...-pu par fx, k étant 
positif, et construisons (fig. i)sur les axes rectangles 
la courbe MM' M”. . . dontl’équ. esly=Jx. A. chaque abscisse 
AP répond une ordonnée PM, et une seule; toute parallèle 
à l'axe A y coupe donc la courbe en un jjoint unique ; la courbe 
est un trait continu, s’étendant à l’infini, tant à droite qu à 
gauche, sans nœud, ni double branche ; elle peut former di
verses ondulations. Elle porte le nom de courbe parabolique, 
par analogie avec la parabole dont l’équ. est y — ax2.

Quand l’arc coupe l’axe des x en quelque point k, l’abscisse 
Ak de ce point répond à j* s= o, et est par conséquent racine 
de l’équ. f x — o: les racines positives sont les abscisses des 
points de section placés à droite de l’origine A\ les négatives 
sont à gauche. Une ordonnée positive PM donne un point M 
de la courbe situé en-dessus de l’axe Ax ; une négative P'M' 
donne un point M' au-dessous.

Pour qu’à une abscisse Ak , racine de l’équ. fx o, il en 
succède une autre Ak', il faut que l’arc se recourbe , se rap
proche de l’axe Ax, ce qui produit les serpenteniens qu’on 
voit dans la fig. i ; les ondulations qui n’arrivent pas jusqu’à 
l’axe, ne donnent aucune racine réelle. Comme la forme de 
la courbe détermine les racines, et qu’en scs divers points,
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la direction de l’are est celle de sa tangente, cherchons les 
inclinaisons de ces tangentes sur l’axe des x.

Soit BMM' (fig. 2) un arc de la courbe dont l’ëqu. est 
r ~ fx. M et M' deux points de cet arc ; x et y les coor-

à cause de y==fx.Ov en résolvant le triangle rectangle QMM', 
et désignant par 5 l’angle que la sécante MMS fait avec 
1» . n QM A- . .., .1 axe Ax, on a tangS — (pÿj ~ J : ainsi * expression (2) est 

la valeur de tang S. Or plus h diminue, plus cette expression 
approche de fx, en même temps que S tend à devenir l’an
gle 7T que la tangente au point M fait avec Ax : on a donc

Ainsi quand on prend pour x tous les degrés de grandeurs 
entre AP et AP' (fig. 1), les différentes valeurs de f'x sont 
celles des tangentes de tous les angles T que font avec l’axe 
Parles tangentes successives à l’arcMUt. Ces angles sont ai
gus (du côté droit) quand f'x a le signe 4- (comme pour 
l’arc BM, fig. 2) ; obtus quand/7x a le signe — ( comme pour 
OM',fîg. 1) : la tangente est parallèle aux x, en O, o, o'O', O", 
quand /’'x=o ; les ondulations de la courbe résultent des va
riations de signe qu’éprouve f'x.

Comme, d’après la forme de/x aucune valeur de x ne peut 
rendre ce polynôme infini, nulle part la tangente n’est per
pendiculaire aux x; la courbe ne peut donc affecter la fig. 3 
«l’un rebroussement.

518. Puisque le triangle rectal gle HMQ (fig. 2) donne 
= ./”.r, on a P II ~f x h f'x — ordonnée du point II
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de la tangente qui a x 4- h pour abscisse. Mais l’ordonnée du 
point M' delà courbe est l’expression (i), dont les deux i€" 
termes sont la valeur de PHy savoir

P'M' = y 4- k = PH 4- i h\f"x 4- i W.f'”x... .

et comme h est aussi petit qu’on veut, le signe de la quantité 
ajoutée à PH est celui du ier terme | h\f"x, c.-à-d. celui 
que f"x se trouve avoir, puisque le facteur h est au carré. 
Donc l’ordonnée PM' de la courbe surpasse celle PH de la 
tangente, ou en est surpassé, pour les points voisins de M, 
selon quef"x est positif ou négatif : cela ayant lieu quel que 
soit le signe de h, est vrai à droite et à gauche du point M de 
contact. Ainsi l’arc tourne en cet endroit vers le haut, sa con
cavité ou sa convexité, selon que f"x a le signe -j- ou —,pour 
la valeur de x qu’on a choisie.

Tout ce qu’on vient de dire convient aussi au cas où l’arc 
de courbe est situé sous l’axe des a:, ce qu’on démontre par le 
même raisonnement. Au reste, si l’on change y en y( — i, 
l’équ y ~fx devient y^— f x 4- i ; ainsi le dernier terme u 
de fx est simplement changé en u 4- 1, ce qui n’altère en rien 
les dérivées f'x^f'x... Or cette transformation revient à 
descendre l’axe des x parallèlement, pour le porter à la dis
tance arbitraire i : on peut supposer qu’actuellement les ser- 
pentemens de la courbe sont tous situés en-dessus du nouvel 
axe des x, et appliquer le théorème ci-dessus; donc etc...

Si l’on veut comparer l’arc de courbe à l’axe des x, il est 
aisé de voir que notre théorème revient à celui-ci : l’arc 
tourne sa concavité à l’axe quand fx et f"x sont de signes con
traires j et sa convexité quand les signes sont les memes.

529. Le point 1 (fig. 5) où un arc convexe s’unit à un arc 
concave, est appelé inflexion. L’abscisse x de ce point devant 
être au passage de/"xdu positif au négatif, doit être racine 
<\ef"x — o. En effet, au point f d’inflexion la tangente est 
dirigée entre les deux arcs qu’elle coupe et touche en ce point/;
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le dé veloppement (r) privé de son 3e terme , devient

Comme h est très petit, le signe de ce développement est celui 
de son Ier terme, lequel change avec h\ en sorte que, selon 
que le point voisin de M (fig. 5) est pris à droite ou à gauche 
de J7, l’ordonnée de la tangente est plus grande ou plus pe
tite que celle de la courbe: ainsi l’arc est situé en-dessus de 
la tangente d’un côté du point M de contact, et en dessous de 
l’autre côté : c’est le caractère propre à l’inflexion, qui n’au
rait pas lieu si f'x n’était pas nul.

Ainsi pour obtenir les abscisses des points d’inflexion , il faut 
résoudre l’équ.y".r — o ; les racines réelles déterminent ces 
points de séparation des serpenteinens. En cher chant les va
leurs de f'x qui correspondent à ces racines, on a les incli
naisons des tangentes en ces points.

53o. A chaque ondulation de la courbe il y a un point 0,0'... 
(fig. i) où la tangente est parallèle aux x, et l’ordonnée un 
maximum ou un minimum, c.-à-d. ou plus grande, ou plus 
petite que ses voisines des deux côtés. Les racines de l’équ. 

o sont des abscisses de ces points. Voici comment on 
distingue le maximum du minimum. Lepointdont l’ordonnée 
est un maximum positif ou négatif appartient à un arc concave 
vers l’axe des x, et l’on a vu qu’alors les signes de fx et J" x 
sont différens; tandis que ces signes sont les mêmes dans le cas 
d’un minimum, qui répond à un arc convexe vers l’axe.

Et en effet, puisque/'.r = o, la série (i) est privée de sou 
2e terme, et l’ordonnée PM’ (fig. 2) de la courbe se réduit à 

PM’—fx 'Jf.fx i etc. =l’ordonnée PM+ (4)

Mais pour h très petit, cette série prend le signe de f'x, que 
ù soit positif ou négatif : ainsi quand fx et f"x ont même si
gne, les ordonnées à droite et à gauche de PM surpassent cette 
ordonnée; c’est le contraire quand ces signes sont différens.
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Donc pour le maximum positif ou négatif, fx et f"x sont'. de
signes contraires ; les signes sont les memes dans le cas du
minimum.

Appliquons cette théorie à l’équ.

En posant fx = o, on a x = 7, | et 2 ; ces racines sont pon
tées sur l’axe Ax (fig 4) A eu P, P' et P" -t les ordonnées 
correspondantes sont celles des maxima ou mi ni nia ; ce 
sont PO — — P' O' — -|- jj, P" O"= A- Corn me x = o 
donne y//E—la courbe passe en BOO'O" : l’équ./"x = 0 
donne x — 0,89. . . et 1,77.. . abscisses AQ, AQ des poimls 
d’inflexion /, Et comme de l’un de ces points à l’autre, f"x 
est négatif, l’arc y est convexe ; il est concave dans le reste de 
la courbe. Il y a donc un maximum négatif en O, un posiitif 
en O', et enfin un minimum positif en O". On a deux poimts 
de section avec l’axe , en C et D ; AD — 1 et AC sont des ra
cines réelles de l’équ. fx — o ; les deux autres sont imagi
naires.

53i. Les racines de l’équ. J'x — o sont les abscisses dles 
points de la courbe où la tangente est horizontale, et l’on a vu - 
que ces points ont leur ordonnée maximum ou minimunu, 
selon les signes de fx et fx. Mais si quelqu’une de ces racimes 
rend en outref"x nul, alors il n’y a plus maximum ni mini
mum, mais inflexion horizontale, comme dans la fig. 5. En 
effet la partie du développement (4) qu’il f\ut ajouter à l’or
donnée PM est alors g- h?.f'"x 4-. ... ; et comme le icr terime 
change de signe avec A, l’arc est concave d’un côté du point M 
de contact, et coiivexe de l’autre. Comme cette valeur de -X’ 
donne à la foïsfx ~ o,f"x ~ o, la ire de ces équ. a deux 
racines égales (n° 520). Ce cas arrive quand deux ondulations 
successives se fondent en une seule par l’évanouissement de 
l’arc qui joint un maximum au suivant, et la coïncidence de 
l’un avec l’autre, ainsi que celles de leurs tangentes.

De même, il pourrait arriver quef"'x fût aussi nul ; la partie
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addilive à PM dans l’expression (4) serait J- M.fx + . . . . 
qui conserve le signe de/1* des deux côtqs du contact ; il y au
rait donc maximum ou minimum, selon le signe — ou 4-de 
f"xi trois ondulationsde la courbe se réuniraient en une seule.

En général, pour avoir un maximum ou un minimum, 
quand la tangente est horizontale, il faut que la ire dérivée 
qui n’est pas nulle parla racine de fx= o, soit d’ordre pair; 
et le signe de cette dérivée sert à distinguer le maximum du 
minimum. Et pour que la racine def"x — o réponde à une 
inflexion, il faut que la ire dérivée de f"x qui n’est pas rendue 
nulle soit d’ordre impair.

Il suit de la forme de la courbe parabolique qu’une con
vexité doit succéder à une concavité, et réciproquement; un 
maximum positif suit un maximum négatif, si l’arc coupe 
l’axe des #, ou un minimum positif, s’il ne le rencontre pas : 
le maximum négatif est pareillement suivi d’un minimum 
négatif, ou d’un maximum positif. Cependant s’il arrive que 
la courbe a une tangente horizontale au point même d’in
flexion (fig. 5), cas où fx -=o en même temps que f"x~. o, 
il n’en est plus ainsi, et ce point singulier tient lieu à la fois 
d’un maximum et d’un minimum réunis ensemble. Si l’on a 
en outre/™.!- = o, on retombe sur le cas précédent, seule
ment trois points de cette espèce sont fondus en un 8eul ; et 
ainsi de suite.

Lorsque la tangente est oblique à l’axe des x, f'x n’est 
plus nul, etsiy'"x = o, on a vu que la courbe a une inflexion : 
mais cette inflexion disparaît si la même racine de cette équ. 
donne fx — o ; deux ondulations se sont réunies en un seul 
point. Et si fvx est aussi = o, l’inflexion reparaît, etc. En 
un mot, toutes les circonstances énoncées dans le cas où la 
tangente est horizontale, peuvent se réaliser aussi quand elle 
est oblique, par l’évanouissement de quelques ondulations.

532. Il suit de ces raisonuemens que quand deux abscisses 
AP, AP’, (fig. 1) donnent pour fx deux résultats désignés 
contraires PM. P'M', les points Met M' de la courbe étant
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des deux côtés de l’axe x'x, et l’arc devant aller de l’un de 
ces points à l’autre par un trait continu, la courbe doit cou
per l’axe en un point intermédiaire k. Et même il se peut que , 
dans cet intervalle PP', la courbe ait des serpentemens, et 
qu’elle forme 3,5. . . intersections avec l’axe, comine on le 
voit par l’arc ponctué des fig. 8 et 9, où la courbe va de ni 
en M, en traversant l’axe un nombre impair de fois.

Deux abscisses AP, AP" (fig. 1) qui donnent pour fx des 
résultats de même signe PM. P"M", indiquant que deux 
points M, M" de la courbe sont situés d’un même côté de 
l’axe x'x, l’arc qui joint l’un à l’autre peut ne point couper 
l’axe; mais si l’arc est ondulé, il peut aussi le couper en 
2,4 • • • points, comme on le voit par l’arc ponctué de m en J/ 
(fig- 6 et 7).

On ne regardera pas comme une exception à ce nombre, 
soit pair, soit impair, d’intersections de la courbe avec l’axe 
x'x, le cas où elle toucherait cet axe (fig. 10); car alors fx 
et fx seraient nuis ensemble pour l’abscisse x = a du point 
k de contact, cas où l’équ. f x = o a la racine double a, et 
le facteur (2? — a)2; ce sont deux points de section de l’arc 
MkM' qui se trouvent réunis eu un seul, et ce point de con
tact k doit compter pour deux intersections. Et si x = a don
nait en outre f'x — o, le point unique de section et de con
tact serait correspondant à une racine triple de/Jr — o, à une 
inflexion MkM", et compterait pour trois, à cause du fac
teur (x — a)3. En général ,/ir aurait le facteur (x — a)"‘, et la 
racine x — a compterait pour m points de section , parce que 
toutes les dérivées jusqu’à f"l~‘x seraient nulles, et que la 
courbe aurait réellement m points et ni courbures réunies 
ensemble.

Donc quand deux valeurs substituées à x dans fx, donnent 
des résultats de signes contraires , V équ. fx = o a , entre ces 
valeurs , des racines en nombre impair, et toujours au moins 
une racine intermédiaire : si les résultats ont meme signe, 
soit-{-, soit—, ou les valeurs substitués nJinterceptent entre 
elles aucune racine, ou elles en comprennent un nombre pair.
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533. D’après cela, examinons les deux cas de degré pair et 

impair.
I. Si Véqu. fx = o est de degré paim, en prenant pour a? 

la limite AP (fig. 6et 7) des racines positives, ou le icr terme 
kxn du polynôme fx positif et plus grand que la somme des 
termes ne'gatifs, l’ordonnée PM est positive. Par la même 
raison f'x et f'x sont aussi positifs; la tangente aux points 
de la courbe depuis M jusqu’à l’infini fait un angle aigu T 
avec l’axe Ax, et est concave vers le haut, s’écartant déplus 
en plus de cet axe. L’abscisse Ap étant limite des racines né
gatives, f x et f'x sont encore positifs, parce que les expo- 
sans n et n — 2 du 1" terme de ces polynômes sont pairs; la 
courbe est donc aussi concave, jusqu’à l’infini et s’écarte sans 
cesse au-dessus de l’axe Ax'. Mais f'x est négatif, parce 
que n — 1 est impair : la tangente aux points de la courbe 
depuis m jusqu’à l’infini fait un angle obtus t avec Ax.

Or, si le dernier terme de fx est négatif, — u, en faisant 
x = o, y devient —u, et il faut porter la longueur ABz=:—u 
(fig. 6) en-dessous de l’origine A : la courbe passe par les trois 
points m, B et M, et doit couper l’axe au moins une fois en F 
à gauche, et une fois en k à droite : mais elle peut aussi cou
per cet axe en 3,5... points de chaque côté, si elle fait des 
serpentemens assez étendus pour l’atteindre, ainsi qu’on le 
voit par la ligne ponctuée. Donc toute équ. de degré pair dont 
le dernier terme est négatif a un nombre impair de racines 
positives et aussi de négatives, mais toujours au moins une de 
chaque espece.

Et si le dernier terme de fx est positif -f-u , en faisant x~o, 
y devient d- u, qu’il faut porter en AB (fig. 7) au-dessus de 
l’origine A. La courbe passe par les trois points m, B et M, 
situés en-dessus de l’axe x'x, et l’on est incertain si elle fait 
des serpentemens capables d’y atteindre : mais s’il y a des 
intersections, elles sont en nombre pair tant à droite qu’à 
gauche, ainsi qu’on le voit parla ligne ponctuée. Donc toute 
équ. de degré pair dont le dernier terme est positif, ou n’a

T II. 6
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aucune racine réelle, ou le nombre en est pair pour les posi
tives, pair pour les négatives.

IL Si fx est de degré impair n, tout ce qu’on vient de dire 
pour la forme de la courbe du côte' des x positives est encore 
vrai ; à partir de M (fig. 8 et 9) , elle est encore concave vers le 
haut, s’écartant sans cesse de l’axe Ax et allant à l’infini, avec 
des tangentes qui font des angles aigus avec cct axe. Mais si l’on 
prend pour x la limite Ap des racines négatives, comme l’ex
posant n du icr terme Aefx, et celui n — 2 def"x sont im
pairs, ce premier terme est négatif, et l’on a une ordonnée 
négative pm, et un arc convexe vers le haut. En outre, au 
point m, situé sous l’axe, la tangente fait un angle aigu 
avec les x, parce que l’exposant n — 1 du Ier terme de fx 
est pair.

Or, sz le dernier terme de fx est négatif, —u, x~ o donne 
JT — — u, qu’il faut porter en AB (fig. 8) sous l’origine A : 
la courbe va donc de m en B, puis en ÆZ. D’où l’on voit qu’elle 
peut ne pas couper l’axe x'x dans l’espace Ax , et qu’elle le 
coupe certainement une fois entre A et P. Les intersections 
que produiraient des serpentemens seraient d’ailleurs en nom
bre pair de Ven A, et impair de A en P. Donc toute équ. de 
degré impair dont le dernier terme est négatif a toujours un 
nombre impair de racines positives (au moins une'), et peut 
n’en avoir aucune négative ; lorsqu’il en existe de cette der
nière espèce, elles sont en nombre pair.

Et si le dernier terme de fx est positif, —u, il faut prendre 
AB = u (fig. 9) au-dessus de l’origine A : la courbe va de m 
en B et en M, coupe l’axe entre A et p en un nombre impair 
de points, peut ne pas rencontrer cet axe de A en P, et si elle 
le rencontre, ce doit être en un nombre pair de points. Donc 
toute équ. de degré impair, dont le dernier terme est positif, 
a un nombre impair de racines négatives ( au moins une) , et 
peut n’avoir aucune racine positive, ou en avoir un nom
bre pair.

Le cas où la courbe serait tangente à l’axe des x ne fait pas 
exception à ces principes, puisque nous avons vu qu’alors
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l’équ. fx — o a des racines égalés, et qu’on doit compter ccs 
racines comme répondant à un égal nombre de points com
muns entre la courbe et l’axe.

Lorsqu une équ. ordonnée est formée de termes positifs sui
vis d’autres termes tous négatifs, il n’y a qu’une racine posi
tive , les autres racines sont négatives ou imaginaires. Car 
l’équ.

devient 

lorsqu’on la divise par xl. La proposée a une racine positive, 
«puisque son dernier terme est négatif; t = « rend donc égaux 
les deux membres de cette dernière équ. Qu’on fasse croître 
ou décroître x, l’égalité sera impossible, puisque l’un des 
membres augmentera, tandis que l’autre diminuera.

534' Puisque toute équ. de degré pair doit avoir ses raci
nes réelles en nombre pair, ou n’en avoir aucune, et que si le 
degré est impair, les racines réelles sont en nombre impair, il 
s’ensuit que les racines imaginaires d’une équ. sont toujours 
en nombre pair : une équ. qui n’a pas de racine réelle est né
cessairement de degré pair, avec un dernier terme positif.

Quand toutes les racines d.e l’équ. f x — o sont réelles, la 
courbe a n— i tangentes horizontales et n — i serpentemens. 
Si chacun de ces arcs atteint l’axe des x , les n racines de l’éq. 
fx — o sont aussi réelles; et comme alors il n’y a que des 
maxima alternativement positifs et négatifs, fx et f"x ont 
toujours des signes différens pour toutes les racines de/\r=o, 
et leur produit reste négatif.

Mais les racines réelles sont remplacées par des imaginaires 
accouplées, quand ces intersections doubles manquent, c.-à-d. 
quand des maxima sont remplacés par des minima, l’ondu
lation n’ayant pas un développement suffisant pour atteindre 
l’axe.

Et lorsque l’équ. fx = o a des couples imaginaires pour 
racines (car elles sont toujours en nombre pair) la courbe 

6..
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dont l’équ. est jrz=fr perd autant de serpenteniens, ot/r=o 
perd autant de couples de racines réelles. Ainsi, en général, 
l’équ. fx = o a autant de racines imaginaires, que f x=o, ou 
un plus grand nombre, savoir autant que f'x = o en a, et de 
plus autant que cette dernière équ. a de racines réelles qui ren
dent fx et f"x de meme signe, ou le produit fx X f"x positif; 
car les intersections de la courbe avec l’axe des x manquent 
par couples, quand la courbe a des uiiniina.

Si l’équ./r=o a toutes ses racines réelles, les e'qu.y’\r=o, 
f"x ~ o, etc., les ont ainsi de cette espèce; mais la récipro
que n’est pas vraie.

535. Étant donnée une équ./r = o, il est facile de connaî
tre les différentes formes que peut affecter la courbe dont 
l’équation est y —fx. Prenons d’abord celle du 3e degré, 
y — kx3-]- px1 qx r 'i les brandies qui vont à l’infini sont 
disposées comme dans les fig. 8 et g. L’écpi.f'x — o est du 2e 
degré. Si ses racines sont réelles, la courbe a deux tangentes 
horizontales, deux serpenteniens. Quand l’axe xx (fig. n) 
coupe ces deux ondulations , l’équ./r = o a ses trois racines 
réelles : mais si cet axe, tel que AA! ou BB' ne les coupe pas, 
l’équ. n’a qu’une seule racine réelle, qui est positive ou né
gative, selon que le dernier terme ra le signe — ou Entre 
ces deux états, est celui où l’axe xx serait tangent à l’une des 
deux ondulations, cas où fx = o etf'x — o auraient une ra
cine a. commune ; alors (x — af serait facteur de fx. Et si 
fx—(x—a)3 les deux serpenteniens se fondent en un; la courbe 
est comme MkM" fig. io, tangente à l’axe au point d’in
flexion k.

Lorsque l’équ. f'x = o a ses deux racines imaginaires, il 
n’y a aucune ondulation; la courbe a la forme fig. 12, et la 
proposée n’a plus qu’une racine réelle, de signe contraire à 
cel ui du dernier terme r.

Pour l’équ. du 4* degré y — kx^ -f- etc., la dérivée f'xzxzo 
est du 3e degré. Si les trois racines sont réelles la courbe a 3 
ondulations (fig. i3); l’axe des x peut les couper toutes, et
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l’équ. fx—o a alors ses 4 racines réelles; mais s’il n’en coupe 
qu’une seule comme AA', ou aucune comine BB* , il n’y a 
que deux racines réelles ou aucune. La courbe a deux points 
d’inflexion donnés parfx — o.

Mais si l’équ.Z7#—o n’a qu’une racine réelle, l’équ. J"x~o 
n’en a pas de telles, la courbe n’a pas d’inflexion et ne fait 
qu’une seule ondulation (fig. 6) qui peut couper l’axe en deux 
points, ou ne pas le rencontrer, ainsi il y a deux racines 
réelles , ou 4 imaginaires.

Pour l’équ. du 5e degré, la courbe a la fig. 14, si fx = o a 
ses 4 racines réelles, ou la fig. 11 s’il n’y a que deux racines 
réelles, ou enfin la fig. iu si les 4 racines de fx=zo sont ima
ginaires.

Sans nous fonder sur le théorème du n° 5oi, nous avons re
connu que toute équ. a une racine réelle, excepté quand le 
degré est pair et le dernier terme positif ; nous nous réservons 
de prouver plus tard que, dans ce cas même, il existe un sym
bole algébrique, une fonction des coejficiens, qui substituée 
pour x doit réduire fx à zéro ; nous serons assurés alors que 
toute équ. a une racine réelle ou imaginaire, et d’après le 
n° 5oi, qu’elle en a précisément n.

536. Soient «, bt... — a ,—b'les racines réelles d’une
équ./r ~ 7\x — o) (x — Z»)... (x -j- «')(#-{- )... On sup
pose ici que 7’ — o n’a pas de racines réelles, et que par con
séquent le polynôme 7’est de degré pair, avec son dernier 
terme positif. Le dernier tonne de fx étant le produit de celui 
de T par — a, — b,. .. -J- a'b'.. . son signe ne dépend 
que du nombre pair ou impair des facteurs négatifs. Donc le 
dernier ternie d’une équ. est positif ou négatif, selon que le 
nombre des racines positives est pair ou impair, quel que soit 
d’ailleurs le nombre des négatives et des imaginaires.

537. Supposons qu’ayant résolu l’équ./'# —• o, on ait dis
tingué les maxima des minima de la courbe y ~fx , par la 
comparaison des signes de fx et/’"#, pour les valeurs de x qui 
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sont racines def'x = o. Admettons que ces racines répondent 
à M maxima et m minima.

Cela posé, imaginons qu’un point mobile partant de l’infini 
négatif, décrive cette courbe en allant jusqu’à l’infini positif. 
Pendant une immense étendue de la marche, ce mobile ne 
rencontrera pas l’^axe, parce que ce n’est que dans le voisinage 
de l’origine que commonceront les ondulations. Après chaque 
maximum, il tendra vers l’axe , et ensuite le coupera, à moins 
que l’axe se recourbant ne donne naissance à un minimum. 
Ainsi chaque minimum détruira une intersection indiquée par le 
maximum voisin. 11 en faut conclure que M— m -f-1 es t le nombre 
des intersections, c.-à-d. des racines réelles de l’équ./r — o : 
nous ajoutons le terme -f- i, parce que dans le mouvement 
du mobile, nous n’avons pas compté l’intersection qui pré
cède le Ier maximum ou succède au dernier. S’il y a autant de 
maxima que de minima, M — m et il n’y a qu’une seule ra
cine réelle (l’équ. est alors de degré impair) : quand il n’y a 
pas de minimum, un seul maximum est possible, et l’équ. a 
deux racines réelles ; elle est de degré pair et le maximum est 
négatif : enfin quand il n’y a pas de maximum, on ne trouve 
qu’un seul minimum et aucune racine n’est réelle; l’équ. 
est de degré pair et le minimum est positif.

Racines incommensurables.

538. Méthode de Newton. Après avoir dégagé une équ. 
proposée de ses racines soit égales, soit commensurables, il 
s’agit de trouver les racines irrationnelles. Supposons qu’on 
soit parvenu à connaître une valeur approchée y de l’une de 
ces racines, qui soit seule comprise entre «• et 6; en faisant 
x — y dans fx, on jugera par le signe du résultat (p. 8o ) si 
la racine est comprise entre a. et y, ou entre y et ô : posons 
qu’elle soit entre a et y. Faisons x = iS, nombre entre ceux- 
ci, et nous saurons si la racine est entre a. et fi, ou entre 

et y. On resserre ainsi de plus en plus les limites, et on 
approche indéfiniment de la racine.
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Mais c£- procédé serait impraticable pour de grandes ap

proximations; on ne l’emploie que pour obtenir un nombre 
a qui soit approché à moins du dixième de la valeur de x. 
Désignant l’erreur par y, on a x = a-py ; substituant dans 
fx~o, on a (n° 5o/0

Mais on suppose que y est une petite quantité, et a. n’entre 
au dénominateur d’aucun des coefficiens, qui sont les va
leurs de fx et de ses dérivés, quand on fait x~a : la règle 
de Newton consiste à regarder y1 y3. comme assez pe
tits pour pouvoir être négligés, ce qui réduit la transformée 
à — °» d’où

Appelons s cette fraction, ou seulement sa valeur approchée; 
y—s donne x=a.-\-s pour 2e approximation. Faisant a-1-s =«,, 
et désignant par yt la nouvelle correction, elle sera donnée 
par la même expression où a. sera remplacé par ; donc 
x ~ » -j- s -}-yt, et ainsi de suite.

Soit par ex. x3—ix — 5 = o; en faisant x = 2 et 3, les 
résultats — 1 et —f- 16, accusent l’existence d’une racine 
entre 2 et 3, qui même est plus voisine de 2. Mais .2=2,1 
donne 0,061 ; ainsi 2,1 est plus grand que ar, et plus voi
sin de la racine que 2. Faisons ce = 2,1, la correction est

Bornons-nous aux dix-millièmes, pour une 1" approximation, 
-r=2,0946. Prenons ce nombre pour valeur de a, et il viendra

Notre 4e décimale était donc défectueuse, et on trouve.. .. 
x = 2,09455149. On poussera ce calcul plus loin pour cor
riger les dernières décimales et approcher davantage.
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Si l’on conserve le terme en j-’ dans le développement, on a

après avoir trouvé la ire corrections, on la substitue pour^ 
dans le dénominateur, et on obtient une valeur plus appro
chée. C’est ainsi que dans notre ex. s = — o,oo54 mis dans 
\jfct donne — o ,o34 : le dénominateur devient 11,196; d’ou 
j- — o,oo54483, quantité dont la dernière décimale est seule 
fautive.

Soit encore l’équ. x3— xa-|-2^: = 3, quia une racine entre 
1,2 et 1,3, qui donnent pour résultats —0,312 et -f-o, 107.

Faisons 

ximation.
53g. La méthode de Newton n’est exacte que sous certaines 

conditions. En effet, construisons, comme n° 527, la courbe 
parabolique (fig. 1) dont l’équ. est % = fx. Les racines de 
l’équ. fx — o sont les abscisses des points k, k'. .. d’intersec
tion de cette courbe avec Ax. Soit x — AP — » une valeur 
approchée de la racine Ak = a (fig. 15 et 16) : l’ordonnée 
PM — fa, et la tangente de l’angle T que fait avec Ax la 
tangente en Mest fa (n° 527). En résolvant le triangle TPM, 
on trouve TP. tangT7 ~ PM~f<*, et la valeur delà soutan- 
zentes = TP est

Telle est la nouvelle valeur approchée de Ak = a, selon la 
méthode de Newton, qui a, comme on voit, pour objet de 
substituer à l’arc Mk sa tangente MT, dans la recherche du 
point de section k avec l’axe. On fait ensuite servir cette 2e ap
proximation AT a trouver une autre tangente M'T, puis une 
^nouvelle valeur AT' plus approchée, et ainsi de suite. Cette
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méthode n’est d’ailleurs bonne qu’autantque les points T, T... 
ainsi obtenus se rapprochent sans cesse de k.

Or si l’on eût pris pour l’approximation », la partie Ap 
(fig. 15) qui répond au point m voisin du maximum O, il est 
évident que la tangente mt en ce point, loin de conduire à 
une valeur plus approchée de Ak, pourrait même donner une 
soutangente presque infinie ; et même pour le point de contact 
m', cette soutangente serait dirigée en sens contraire. Ainsi la 
forme et la position de l’arcmMrelativement à l’axe, peuvent 
être telles que la règle serait fautive : et il faut la soumettre à 
des conditions spéciales, si l’on veut être assuré de son succès.

1°. Il faut connaître deux nombres » et (l, entre lesquels il 
n’jr ait quune seule racine comprise : car si la courbe coupait 
l’axe en plusieurs points intermédiaires à «et/?, elle y ferait 
des serpentemens; il serait douteux que le point de contact 
fût propre à donner une valeur plus voisine de a que ». C’est 
ce qu’on peut voir sur la fig. i où les limites Ap, Ap ne sau
raient permettre d’approcher de Ak et Ak'.

2°. Aucune valeur de x entre » et fl ne doit rendre nulles les 
dérivées f x, f"x: car il se trouverait, dans l’intervalle, un point 
maximum ou minimum, ou bien une inflexion (n0’ 5ag et 53o), 
circonstances qui pourraient visiblement rendre la méthode 
de Newton défectueuse.

Nous donnerons (n° 556) des procédés pour trouver les li
mites » et fl, et s’assurer que la condition précédente est 
remplie.

3°. Lorsqu’on aura trouvé nos deux limites » et fl, on ne 
pourra se servir, pour pousser l'approximation, que de celle 
qui rend ix et î"x de mêmes signes. Les fig. i5, 16, 17, 18, 
représentent les positions différentes que peut avoir l’arc, 
selon qu’il tourne sa convexité ou sa concavité vers le haut. 
Ak est la racine a: AP^Ap, sont les limites» et fl qui l’inter
ceptent seule ; la soutangente PT est la correction s indiquée 
par la méthode pour la valeur AP = a. Or on voit que, pour 
la sûreté du procédé, il faut que le pied T de la tangente soit 
entre celui de P de l’ordonnée et le point k de section avec
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l’axe : ainsi, du point P, on doit voir lai convexité de l’arc, 
ce qui exige , comme on sait (n° 528) que le signe de l’ordon
née soit le même que celui rlc/ùr, pour l’abscisse,...

= Telle est donc la limite qu’il faudra préférer 
pour l’approximation ultérieure.

Lorsque la considération des signes aura conduit à préférer 
celle des deux limites a. > a, il suit de nos fig. i5 et i8que 
toutes les approximations successives seront toujours plus 

a, en descendant sans cesse vers cette racine a. Et si, au 
contraire, on a pris a a (fig. 16 et 17), on montera vers a, 
par une suite d’approximations toutes < a.

54o. Voici donc la marche à suivre: t°. on cherchera deux 
limites « et (i entre lesquelles il n’y ait qu’une seule racine; 
2°. l’on resserrera ces limites jusqu’à ce qu’on soitcertain qu’en
tre elles, il ne se trouve aucune racine des équ. f'x = 0, 
f'x = o; 3°. enfin on prendra pour première approximation 
celle «*  de ces deux limites qui, substituée dans fx et f'x 
donnera des résultats de mêmes signes. Lecalculfera connaître 
la valeur s qui est la correction à ajouter, avec son signe, à « , 
pour obtenir la 2e approximation « s; celle-ci prise pour 
nouvelle valeur de « servira à en trouver une 3e, etc.

Il est évident qu’on peut se dispenser de prendre exactement 
la valeur de $ , telle que la donne le calcul, et qu’on peut lui 
en substituer une autre moins composée, pourvu quelle ré
ponde à un point T compris entre P et k. Ainsi en réduisant j 
en fractions décimales, on n’y conservera que les chiffres pro
pres à la racine, pour ne pas compliquer inutilement les cal
culs suivans. 11 est donc indispensable de connaître le degré 
d’approximation de chaque correction.

Or si, par le point m, qui répond à la 2e limite Ap — h, 
on mène une parallèle mq à la tangente A/7’, celte limite sc 
trouvera dans la partie concave de la courbe, et le point k sera 
visiblement entre les pieds T et q. Le triangle mpq donne 

pq ■= -1-™ ~ (on met — parce queest négatif) :
tangy f*
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Voilà donc deux limites connues, entre

lesquelles tombe la racine cherchée a, savoir :

On ne conservera pour valeur de « que les chiffres décimaux 
communs à ces deux expressions ; ce sera la 2' approximation. 
Bien entendu que dans ces calculs, on aura soin d’affecter les 
quantités du signe que l’opération même détermine. L’approxi
mation , assez lente d’abord, converge ensuite rapidement 
vers a, dès qu’on est parvenu à obtenir 3 à 4 chiffres décimaux 
de la racine. Fourier a démontré la loi de ces approximations 
dans son Analyse des équations déterminées.

Reprenons l’équ. xs — ix — 5 = 0. Nous avons trouvé que 
la racine est entre 2 et 2,1 ; comme f'x ~ 3xa— 2, f'x = 6r, 
on voit que fx etfx sont positifs pour x = « =2,1, et qu’on 
devra toujours préférer les valeurs > x. D’ailleurs les racines 
de l’équ. 3xa — 2 = o 11e sont pas comprises entre a — 2,1 
et/3 — 2. Enfin on a obtenu

— atteste que cette 2e limite est a, ainsi que cela est néces
saire. Divisant par fcc, le quotient est — o,oooo5i48; d’où 
5>' — 2,og455i48. Nous avons donc 8 chiffres décimaux 
exacts.

Le calcul devient long, quand a est un nombre composé;
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mais on peut l’abréger. L’approximation «a déjà fait connaître

/<*, f'<*\ d’où l’on a tiré la correction s Pour pousser

le calcul plus loin, il faut substituer à x dans
d’où résulte ce développement, qu’à raison de

la petitesse du nombres. on réduit aux ier“ termes :

le calcul est donc facile à achever. Dans notre ex. on a pris

pour pousser l’approximation
plus loin, il faudra poser

et

54i. Méthode de Lagrange. Ce qu’il importe avant tout de 
connaître pour trouver les racines d’une équ., c’est Ze lieu de 
ces racines ,c.-à-d. une suite de nombres entre lesquels chaque 
racine soit seule renfermée : tel est le vrai point de la diffi
culté. Lorsqu’on substitue pour x les nombres ... — 2, — 1, 
o, 1, 2, 3..., et qu’on trouve autant de résultats successifs 
de signes différens qu’il y a d’unités dans le degré n de l’équ., 
toutes les racines sont réelles, et le lieu de chacune est connu. 
Mais excepté ce cas, on reste incertain sur le nombre des 
racines réelles et leurs limites, parce qu’on ignore si entre les 
nombres qui, substitués pourx, ont donné des résultats de 
signes contraires, il n’y a pas 3,5... racines comprises; ou 
bien si entre les nombres qui donnent les mêmes signes, il 
n’y en a pas 2,4. .. (n° 532). Mais si l’on choisit une série de 
substitutions successives assez rapprochées pour qu’il ne puisse 
se trouver plus d’une racine intermédiaire , on sera certain que 
chaque changement de signe entre les résultats accuse l’exis
tence d'une seule racine entre les nombres substitués} tandis
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qu'il n’y en a aucune entre les nombres qui donnent des résul
tats de même signe.

Si deux racines a et b sont entre a et A, les quatre nombres 
sont écrits ainsi par ordre de grandeurs croissantes », a, b, x- 
d’où a — ol > b — a. Donc, quand cette condition ne sub
sistera pas, les racines a et i ne seront pas entre a et A. Ainsi 
il suffit de choisir « et a moins écartés que ces racines, pour 
qu’entre <* et a il ne puisse y avoir qu’un des nombres a et b, 
ou qu’il n’y en ait aucun. Concluons de là que si ? est moindre 
que la plus petite différence entre les racines, et que, partant 
de la limite inférieure 1', on substitue les nombres F, K 4- <T 
1' 2^,.. . jusqu’à la limite supérieure 1, on obtiendra autant
de résultats de signes contraires qu’il existe déracinés réelles. 
Chaque changement de signe indique une seule racine entre 
les nd mbres substitués ; et il n’y en a aucune entre les nombres 
qui ont donné le même signe.

Pour obtenir ce nombre formons l’équ. dont les racines 
sont les différences de toutes celles de la proposée prises 2 à 2 : 
y désignantla différence d’une racine x avec toute autre racine, 
on changera x en x y dans /r = o ; d’où 

et divisant par y, on a 

x et y sont deux inconnues. Éliminons x (n° 522), il viendra 
une équ. F y — o, dont l’inconnue y est la différence entre 
toutes les racines de la proposée ; F y = o est l'équation aux 
différences, c.-à-d. que y est la différence entre une racine 
quelconque de.ret toutes les autres. Ainsi le degré de cette 
équ. est n (n — 1), nombre des arrangemens 2 à 2 des n ra
cines de x.

Ces différences a — b, b — a, b—c,e—b, sontégalcs2à 
2 en signes contraires; en sorte qu’on a ensemble j*- —• et—«, 
et que Fy devient nul dans les deux cas : ainsi Fy ne doit ren
fermer que des puissances paires de y. Cela résulte aussi de ce
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que Fy peut être décompose en facteurs de la forme............

On peut donc poser^ = 2 sans introduire de radicaux, et 
on aura l’équ. au carré des différences <pz=o, dont l’incon
nue z est le carré de toutes les différences entre les? racifies de x.

542. Nous savons trouver un nombre i moindre que toutes 
les valeurs positives de z, ( n° 5i2 ), i<f z ou yi <fy : 
donc \/f ou une quantité positive moindre, pourra être prise 
pour la différence d entre les nombres à substituer pour x. 
Comme les fonctions Fy, <£z, ont les mêmes coefficiens, z est 
aussi la limite inférieure de , en sorte qu’on peut aussi
prendre }=i. Comme plus d'est petit, et plus il faut faire de 
substitutions de V à l, il faut prendre die plus grand possible, 
afin d’abréger les calculs. Ainsi, quand C>i, on prendra d1—i; 
on pourra, si l’on veut, substituer les nombres naturels 
o, 1, 2,3... Mais quand z < r, on doit faire d'= |/z.

Les substitutions de nombres fractionnaires et irrationnels 
seront évitées ainsi qu’il suit :

1°. On sait approcher de \/i à moins d’une fraction donnée, 
telle que |, .. (n* 63) : on prendra donc ÿi par défaut à

moins de £, et on fera J = ^. On choisira h de manière à ne 

pas descendre beaucoup au-dessous de |/z’, et à n’être pas un 
nombre trop composé.

20. Au lieu de substituer pour x, o,y, .. . on rendra h h
les racines, et par conséquent leurs différences , h fois plus 
grandes ( n* 5o3), en posant hx — t, et il restera à substituer 
pour z, o,g,2g,3g... ou si l’on veut o, 1,2,3... Ainsi, on 
sait transformer une équ. en une autre qui n’ait pas plus d’une 
racine comprise entre deux entiers successifs quelconques.

Observez que z se déduit de Fy, et que q>z est inutile à former. 
De plus, en chassant le 2e terme de/i = o, ( n° 5o6), toutes 
les racines sont augmentées de la même quantité; elles con-
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servent leurs différences: F/ se tire plus aisément de cette 
transformée, et reste la même.

543. Soit, par ex., l’équ. x3 — 2X= 5 dont une seule racine 
nous est connue (p. 87); pour savoir si les deux autres sont 
réelles, changeons x en x -f-y, d’où 3x’ — 2 -f- 3,rj-|-jra=o ; 
éliminant x il vient (n° 522) l’équ. y6—12/-% 36y4-643=o.

Pour trouver la limite inférieure de y, faisons j-2 = -, d’où...
V

de changemens de signes que x a de racines réelles.

d’où chassant 

équ. qui n’a au plus qu’une seule racine entre deux nombres 
entiers successifs. Posons t—o, 1,2...; nous verrons que t est 
entre 3 et 4, entre 21 et 22, entre 22 et a3 ; donc x est entre | 
et 1, et ~et ; il existe deux racines entre 5 et 6 qui 
n’auraient pas été reconnues sans ce calcul. Les racines sont

enfin une entre et 2, savoir : 

donne les résultats -f- i,— i, -f- i, et qu’cn changeant x en —x, 
les nombres i et 2 donnent des signes contraires, le lieu des 
trois racines est connu , et l’e'qu. aux différences n’est pas
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prend quej">i, ~ i, ce qui s’accorde avec ce qu’on vient
de dire.

Ces calculs toujours exécutables, n’ont d’autre inconvé
nient que d’être d’une longueur excessive quand le degré est 
un peu élevé : la théorie en est claire, complète et sans excep
tion; mais les opérations deviennent impraticables. Il reste à 
pousser l’approximation plus loin, et Lagrange a encore ex
posé une méthode facile qui sera donnée plus tard (n° 6i3).

544« Règle de Descaries. Lorsqu'une équ. fx — o est or
donnée , on peut présumer le nombre des racines soit positives, 
soit négatives, à la seule inspection des signes. Nous appelle
rons permanence la succession de deux signes semblables, et 
variation celle de deux signes différens. La règle de Descartes 
consiste en ceci : Toute équ. complète a au plus autant de ra
cines positives que de variations, autant de négatives que de 
permanences.

En effet, toute équ.yâ—o peut être encore considérée comme 
le produit d’un polynôme qui a tous ses facteurs binômes ima
ginaires, par x—a, x—b,... x-j-a', x-j-b'... facteurs corres- 
pondans aux racines réelles a, b... — a , — b'... Voyons com
ment les facteurs binômes correspondans introduisent dans le 
produit soit des variations, soit des permanences.

Supposons pour fixer les idées qu’un polynôme Fx présente 
cette succession de signes :

Multiplions par x-\-d pour introduire une nouvelle racine né
gative — a’. Il faut d’abord multiplier par x, puis par a', et 
ajouter les deux produits qui sont composés des mêmes signes, 
le 2e étant reculé d’un rang à droite pour l’ordonner; savoir :

Quand les deux signes correspondans sont les mêmes, ils se 
conservent au produit ; le cas contraire est marqué de la lettre z,
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pour indiquer qu’à moins d’avoir égard à la grandeur des coef- 
fiçiens, le signe est incertain.

Comme les deux produits partiels sont composés des mêmes 
signes, les i ne se trouvent que là où il y avait variation : un 
nombre pair de variations successives donne un égal nombre 
de z, lesquelssont situés entre des signes semblables; au con
traire, quand la quotité des variations était impaire, les i 
successifs le sont aussi, entre des signes différens. Donc si l’on 
veut disposer de tous ces signes i de manière à introduire le 
plus grand nombre possible de variations au produit, il faudra 
changer tous ces i en -f- et — alternatifs ; et puisque chaque 
série de i est entre deux signes semblables ou différens , selon 
que leur nombre est pair ou impair, il est visible qu’on ne 
pourra introduire plus de variations qu’on n’a de signes z, 
c.-à-d. plus de variations que la proposée n’en contient. 
D’ailleurs le produit a un terme de plus ; donc il a au moins 
une permanence de plus

Il se peut que tous les z ne se changent pas en variations, 
alors le produit aurait deux , quatre... permanences de plus que 
Fx. Donc F introduction des racines négatives emporte celle 
d'au moins une permanence pour chacune.

Multiplions maintenant Fx par x— ay pour introduire une 
racine positive « ; le 2e produit partiel, reculé d’un rang à 
droite, est formé de signes contraires à ceux de Fx, en sorte 
que les z sont inscrits à chaque permanence :

Une succession de signes semblables dans Fc devant s’y ter
miner par une variation, toute série de i doit être comprise 
entre et —. Qu’on dispose de ces z en les changeant tous, 
soit en -4- , soit en —, pour former le plus grand nombre de 
permanences, il n’y en aura qu’au tant que dans Fx : Le pro
duit ayant un terme de plus, a donc au moins une variation 
de plus. Si tous les z ne se changent pas en permanences, il y a

T. II. n
J
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2, 4- • • variations de plus que dans Fx. Donc P introduction des 
racines positives emporte celle d'au moins une variation pair 
chacune.

Delà résulte le théorème énoncé (*).

545. Désignons par P le nombre des racines positives d’une 
équ. de degré n, par N celui des négatives, par p celui des 
permanences, et par p celui des variations; il est démontré 
que

Or si toutes les racines sont réelles, on a 

puisque la proposée a en toutn 1 termes. Comparons P à p; 
il peut arriver trois cas, P>, ou <, ou ~ v : le 1" est dé
montré impossible (i°); si le 2e a lieu, il faut pour que la der
nière équ. subsiste, que l’on ait, par compensation, p, ce 
qui 11e se peut (2°) ; ainsi P = v et N —p. Donc lorsque toutes 
les racines d’une équ. sont réelles, elle a précisément autant 
de racines positives que de variations, et autant de négatives 
que de permanences.

546. D’après la règle de Descartes, on peut reconnaître, 
dans certains cas qu’une équ. a des racines imaginaires, et se 
dispenser du long calcul de l’équ. aux différences.

i°. Lorsque l’équ.yi = o est privée de l’un de ses termes, 
on le remplacera par ± ox1, et l’on comptera les permanences 
et les variations dans les deux cas de -f- o, — o. Or si les 
termes en xi—l et .t‘+i sont de signes différens, on trouvera le

----  ■ --- - ■ ■ ■ -- --- -——-------- —
(*) Tout ceci suppose que Fx est un polynôme complet, et il sera aisé de 

voir que, s’il y manque quelques termes, la conséquence relative aux racines 
positives subsiste encore; mais on a eu raison d’observer qu'il n’en est pas 
de même pour les négatives ; en sorte que quand une équ. Fx = o est in
complète, et qu’on veut assigner le nombre possible de celles-ci, il faut 
changer .ren —x, afin de reconnaître combien la transformée peut avoir de 
racines positives, nombre qui convient aux négatives de Fr=o.
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même nonbre des unes et des autres, ce qui indique le plus 
grand nonbre possible des racines positives et négatives : si 
ces termes ont le même signe , la contradiction que présentent 
les deux résultats attestent l’existence de racines imaginaires. 
Ainsi X3 — — 5= o étant changé en x*±:oxa-f- 2X—5=o,
on trouve a permanences et une variation, ou 3 variations à 
volonté; ce qui est absurde. Donc s'il manque un terme entre 
deux termes de même signe, la proposée a des racines ima
ginaires.

o?. Si la proposée manque de plusieurs termes successifs, 
toutes ses racines ne peuvent être réelles : ceci résulte de ce 
qu’on vient de dire.

3°. Les trois variations de ar3— 3a?a -J- i2x — 4 — ° font 
présumer l’existence de trois racines positives. Multipliant 
par x -f- a , il vient

Essayons d’introduire des permanences en prenant une valeur 
convenable de a; par ex. a=3 j rend les quatre premiers termes 
positifs. La proposée a donc deux racines imaginaires , puisque 
sans cela, l’éq. en x* en aurait, à volonté, trois négatives, ou 
quatre positives.

4°. Qu’on change x en jr -4- etj*' 4~ ; fa — o deviendra
Fj'xz o, et <pjê — o. Supposons que cpjr ait quelques varia
tions de moins que Fjr : si toutes les valeurs de x sont réelles, 
Fj = o aura l’une de ses racines positives « qui sera devenue 
négative — a', dans = o ; d’où x =« -4- h — — a -4- F• 
Ainsi x a une racine entre h et h'. Comme il en est de même 
pour chaque variation qu’on a perdue, x aura autant de ra
cines entre h et h’ : si la théorie des limites prouve que toutes 
ces racines de x n’existent pas, on sera assuré que x en a d’i
maginaires.

donnent
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les deux variations qui font présumer (qlle Jeux racines posi
tives de y sont devenues négatives pour yf annoncent deux 
valeurs de x entre 2 et 3. Mais d’une part, la limite inférieure 
de y (n° 510) est y > de l’autre celle de y’ est — f ; et 
à cause de y = y H- 1, 1 — y > j et y < j ; Ces deux li
mites étant incompatibles, on en conclut que x a deux racines 
imaginaires. Si ces limites étaient conciliables, on serait, il 
est vrai, incertain si x a deux racines entre 2 et 3; mais on au
rait du moins resserré l’espace qui les renferme.

5°. Si toutes les racines de l’équ./'r — o sont réelles, les 
carrés de leurs différences sont tous positifs: les racines de 
l’équ. au carré des différences étant toutes positives, les signes 
ne doivent présenter que des variations.

547. Méthode de Fourier. Soit une équ. de degré nfx—o\ 
prenons-en les dérivées successives, que nous écrirons en or
dre renversé, f"f'f Faisons dans ces polynô
mes x = a, nombre arbitraire, positif ou négatif : chacun 
donnera un résultat numérique dont le signe sera ou 4-, 
ou —; nous inscrirons ces signes consécutifs dans leur ordre, 
sous les fonctions respectives qui les ont produits, et nous au
rons une ligne de signes que nous désignerons par A.

Prenant ensuite x — bffa, nous formerons une autre ligne 
de signes que nous écrirons sous les précédents, et dont nous 
désignerons l’ensemble B ; et ainsi de suite. Comparons les 
variations de signes de ces diverses séries.

Soit q>x l’un quelconque de nos polynômes. Prenons pour x 
trois valeurs très voisines a — J', a et a 4- nous aurons

Nous supposons 4 très petit, et que <pa n’e-st pas nul; ces trois 
résultats ont le signe de ça, attendu que le 1er terme l’em
porte sur ceux qui suivent et ont un signe contraire au sien. 
Donc lorsqu’on fait croître insensiblement x, chacune de nos
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fondions f(n)... f" f' 1 conserve son signe propre , tant qu’elle 
ne devient pas nulle.

Mais si a est racine de l’équ. <px — o, les séries (j) perdent 
leur ier terme ; et les résultats prennent les signes du terme 
suivant zpS'f a : c.-à-d. que tant que le signe de çœ est
celui du produit — /‘X <t> a, c’est-à-dire contraire à celui de. 
<p'a\ tandis que pour le signe devient celui de <p'a ; les
deux signes sont donc différens pour ces deux résultats. Donc 
celle de nos fonctions qui passe par zéro, change aussitôt le 
signe des résultats quelle donne.

548. Appliquons ces principes à nos polynômes f<‘nX..fuf'f 
Si l’on y fait ar=a, les résultats formeront une suite de signes; 
et si x croît par degrés insensibles, les signes de chacune res
teront toujours les mêmes, jusqu’à ce qu’on tombe sur une 
valeur x=a, qui rende nulle quelqu’une de ces fonctions qui 
sera désignée par p.r; car alors pour celle-ci seulement le signe 
sera changé. On aura donc l’une de ces deux dispositions: 

une variation, qui existait dans les signes, se trouve ensuite 
remplacée par une permanence , quand <px a passé par zéro : 
tous les autres signes sont d’ailleurs les mêmes avant qu’après 
x ■=. a.

Mais il faut encore considérer les signes de la colonne qui 
est à droite de <p. Quand ils sont les mêmes que pour f, la 
suite donnée par x < a a une seconde variation , tandis que 
celle qui provient de xf>a a une permanence; d’où l’on voit 
que deux variations ont disparu ensemble. Mais si le signe 
commun aux termes qui suivent est contraire à celui de 
<?', la ire série a une variation et une permanence, et la 3e une 
permanence et une variation, en sorte que aucune variation 
n’est disparue, mais la variation est seulement reculée d’un
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rang à droite. Au-delà de x—a, en continuant de faire croître
x insensiblement, la nouvelle série de signes se conservera, jus
qu’à ce qu’on rencontre quelque fonction qui devienne nulle;
et ainsi de suite.

Ceci ne s’applique qu’en partie à la fonction Jx, attendu 
qu’elle n’est suivie d’aucun signe. Si donc x= a est racine de 
fx=.o, il faut supprimer tous les signes qui sont à droite de <p, 
et l’on voit que dans le passage par une racine a de l’équ. 
fx=o, l'Z disparaît une seule variation.

549. Examinons le cas où deux dérivées successives sont 
nulle's ensemble pour x — a, savoir ç'a = o, ça = o : alors les 
séries (1) deviennent

Les signes des résultats étant ceux du ier terme, sont les mêmes 
que celui de <p"a, tant pour x<a, que pour x^>a ; et pour le 
second zéro répondant à ça, le signe de ç"a reparaît. Mais ç' et ç" 
sont dans le même cas qu’étaient ÇetÇ' ci-devant : et en effet 
Ç'(aTgty zzzÇ'az^Jip' a -f- etc., se réduit à ZjZ J\pVz-f-etc. à cause 
de ç'a = o; ainsi pour x<^a, on a un signe contraire à celui 
de </>", et pour x^>a, le signe de <pn. Voici donc les tableaux 
des deux systèmes : 

ainsi on a dans le iïr cas deux variations, et dans le dernier 
deux permanences, et Von perd deux variations quand et 
ç'x passent ensemble par zéro. Nous n’examinons pas ici quels 
sont les signes de la colonne à droite, puisqu’étant tous trois 
les mêmes, il est indifférent qu’ils soient -f- ou —.
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On n’appliquera pas ceci au cas où la fonction <p serait 
parce que l’équ./z=o aurait des racines égales, si l’on avait 
aussi fx—O, et nous supposons fx dégagé de facteurs égaux 
(n° 52»).

Si trois fonctions successives sont nulles pour z=a, savoir 
et <p", le même raisonnement prouve que x<^a a 4 ou 3 

variations, selon le signe de la colonne suivante, tandis que 
pour z > a, on n’a aucune variation ou une seule : en sorte 
qu’il disparaît 4 ou 2 variations

Quand x~a rend nulles 4»5... fonctions successives, les dé- 
veloppemens (i) perdent autant de ternies initiaux, et le 1er 
terme est affecté de 4- si ce nombre de zéros est pair, et de qr 
s’il est impair. Chaque zéro répond à une variation pour 

et à une permanence pour et les variations dis
paraissent toujours par couples. Il en faut conclure que s’il y 
a z zéros consécutifs, il disparaît z variations quand z est pair, 
et z±i quand z est impair, en prenant -J- quand le signe qui 
précède ces zéros est le même que celui qui les suit, et — dans 
l’autre cas.

Dans l’ex. suivant, on suppose donnée la série de z=a ; la 
première s’obtient en mettant au-dessus de chaque zéro un 
signe contraire à celui qui est à sa gauche ; et la troisième en 
répétant au contraire ce même signe; de manière à former 
autant de variations pour x a , et de permanences pour 
x a : on conserve les signes dans les colonnes exemptes de 
zéros.
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Six variations sont perdues dans le passage par x — a. Cette 
pratique est appelée règne du double signe : nous en ferons un 
fréquent usage.

55o. En partant de a?= « et qui donne une série do signes, 
faisons croître x par degrés continus : les résultats conserve
ront leurs signes tant qu’on ne tombera pas sur une valeur 
x = a, qui rende nulle quelqu’une des fonctions
Si c’est fx qui est ~o , par cette valeur, il disparaîtra une va
riation seule. Mais si c’est quelque dérivée qui est nulle, ou il 
partira deux variations, ou du moins une variation sera dé
placée vers la droite. Il pourra disparaître à la fois 2,4 ,6. . . 
variations, parce que plusieurs dérivées successives seraient 
nulles ensemble. Mais lorsque x reçoit les valeurs r,r',r".. . 
des racines de l’équ. ,/x = o, les variations partent une à 
une, tandis que les racines des équations f'x—o,f'x~Q.,. 
les laissent subsister, ou les font disparaître 2 à 2. Mais ja
mais une variation perdue ne peut reparaître dans la suite 
des valeurs croissantes qu’on attribue à x.

Aucune de nos fonctions ç ne peut passer par zéro, qu’au- 
tant que le résultat de la'substitution, dans cette fonction, d’un 
nombre un peu moindre que la racine de <p x = o, donnerait 
un signe contraire à celui qui le précède, afin que cette varia
tion se puisse changer en une permanence immédiatement au- 
delà de cette racine.

Comme le Ier terme des polynômes . . /'•>/■> f est al
ternativement de degré pair et impair, si l’on fait x — — 00 , 
ou seulement x ~ la limite—ï des racines négatives de 
/x = o, f' zr = o, etc., on n’obtiendra que des résul
tats-}- et— successifs, ou n variations, parce que le ier terme 
l’emportera sur ceux de signes contraires qui le suivent. Si l’on 
fait x = 4- 00, ou — la limite l des racines positives, 011 n’aura 
que des -f-. Ainsi, en faisant croître a: insensiblement depuis 
— Z'jusqu’à 4- Z, toutes les variations seront disparues. Réci
proquement deux nombres — Z' et 4- Z qui né donnent l’un que 
des variations, l’autre que des permanences, sont les limités
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entre lesquelles toutes les racines des équ.yx= o, f'x=,o, etc., 
sont comprises. Car chaque racine de l’une de ces équ. devant 
chasser une seule variation , on ne peut trouver, hors de ces 
limites, aucun nombre qui produise cet effet. C’est donc une 
preuve que tout nombre l qui rend nos polynômes f f' ,f"... 
positifs, est limite supérieure des racines de l’équ. fx=o, etle 
théorème du n° 5io reçoit une démonstration nouvelle et 
plus étendue.

Soit 2/ le nombre des racines imaginaires de/r=o, n—21 
celui des racines réelles, qui sont entre —l’ et l. Quand on 
fera passer x graduellement de —ï à Z, les n variations de 
la ite sérié de signes disparaîtront jusqu’à la dernière. Et puis
que les racines réelles r,r',r"... chassent les variations une 
à une, les 21 autres variations seront chassées , par couples , 
en rendant nulles les diverses dérivées f, f... Ces dernières 
substitutions sont donc les indicateurs de l’existence des ra
cines imaginaires, et en accusent la quotité.

551. Ce qui précède démontre le théorème de la règle des 
signes de Descaries avec plus d’étendue. Faisons x=o, et la 
ligne des signes sera composée des signes successifs de fx ; car 
chaque fonction est réduite à son dernier terme, qui , comme 
on sait, est le produit par 1.2.3... des coefficients respec
tifs de fx pris en ordre rétrograde. Cette suite de signes don
née par x=o a les mêmes variations et permanences que fx. 
Soit v le nombre des ires, et n —p celui des autres. Passons de 
x~o à x =-L/; la ir® série perdra ses v variations, et si 
fx—Q n’a que des racines réelles, cette équ. en a v positives. 
De même posant x = — Z', comme on n’a que des variations, 
(en nombre ri), on perdra donc n—-v variations en passant 
de —- Z' à o ; il y a d onc 71—p racines négatives , autant que 
fx a de permanences. Mais si la proposée a des racines ima
ginaires , comme il disparaîtra par couples des variations qui 
en sont les indications, on voit que toute équation qui ri a que 
des racines réelles, a précisément autant de variations que 
de racines positives, et autant de permanences que de racines
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négatives (*).  Et s’il existe des racines imaginaires, tly attrc 
v—ai racines positives, et p—ai' négatives, v étant le nombre 
des variations et p celui des permanences du polynôme fx , 
i et i' des nombres entiers.

55a. Notre théorie démontre que si l’on substitue pour x 
deux nombres a et b dans toutes nos fonctions, et qu’on écrive 
les signes des résultats en deux séries correspondantes A et B, 
b étant > a ,

i°. il n’y aura jamais plus de variations dans B que dans A;
a°. Si le nombre des variations est le même dans A et Z?, la 

proposée n’a aucune racine entre a et b ;
3°. Si la série B a une variation de moins que A, il y a une 

seule racine entre a et b ;
4°. S’il y a deux variations de moins dans A que dans B , 

ou la proposée a deux racines réelles entre a et b, ou ces ra
cines manquent et sont remplacées par deux imaginaires ; il 
restera à distinguer l’un de ces cas de l’autre. Dans le iïr, on 
pourra séparer les racines, en substituant des nombres inter
médiaires qui cliassentles variations une à une, ce qui serait 
impossible dans le deuxième cas;

5e. Lorsque la série B a trois variations de moins que A, ou 
il existe trois racines réelles entre a et b, ou il n’y en a qu’une 
seule, les deux autres étant remplacées par des imaginaires. 
Des procédés spéciaux feront reconnaître ces circonstances.

Et ainsi de suite ;
6°. La valeur de a: qui, sans être racine de l’équ. fx~o , fait 

perdre deux variations^ en passant par voie de continuité 
de a à b, se rapporte aux racines imaginaires de celte équ. et 
en est l’indication ; elle rend nulle quelqu’une des dérivées,

(*) Si l’équ. fx = o est privée d'un de ses termes, et si les deux termes entre
lesquels celui-ci manque ont memes signes, cette équ. a des racines imaginaires
En effet le polvnome fx comprend les termes et lorsqu’on fait
x—a dans toutes les dérivées, la série des sigtocs consécutifs contient 4- o~f-,
qui est équivalente à-f-o-f-, caractère qui annonce l’existence des racines

imaginaires. F. p. to3.
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les signes de la précédente et de la suivante étant les mêmes; 
deux de ces fonctions successives peuvent aussi être annulées 
ensemble. S’il disparaît 4 variations, parce que 3 ou 4 fonc
tions dérivées consécutives sont nulles, il y a deux couples 
d’imaginaires pour l’équ. fx—o. Enfin, autant les séries per
dent de fois 2 variations, les substitutions suivant la loi de 
continuité, autant la proposée a de couples de racines ima
ginaires.

553. Comme la substitution des nombres continus n’est pas 
possible, pour faire usage de cette théorie, il faut opérer 
ainsi qu’il suit :

i° On substitue des nombres pris à volonté, qu’on étendra 
depuis celui V qui ne donnera que des 4- et — alternatifs, 
jusqu’à celui l qui ne donnera que des + ; ces nombres l' et l 
seront les limites entre lesquelles toutes les racines sont com
prises. Entre eux, il y a souvent de grands intervalles qui n’in
terceptent aucune racine et qu’il convient de dépasser ; des 
esssais faits sur des nombres pris au hasard conduisent aisé
ment à éviter des calculs inutiles ;

20. Lorsque deux séries A et B sont formées des mêmes 
signes, aucun des polynômes ne peut devenir
zéro par une valeur de x entre a et b. L’une de ces fonctions 
devient nulle , quand une variation est déplacée vers la droite ; 
et s’il n’y a que déplacement, le nombre qui le produit n’ac
cuse l’existence d’aucune racine imaginaire de l’équ. fx—o. 
Cette équ. aurait deux racines imaginaires, s’il disparaissait 
deux variations pour une valeur de x qui annullerait quelque 
dérivée ;

3°. Quand en partant de a, on perd jusqu’à b un nombre 
impair de variai ions, il est évident que fa et fb ont des signes 
différens : le signe est le même, quand il disparaît un nombre 
pair de variations. Nous retrouvons donc ce théorème, qu’il y 
a un nombre pair ou impair de racines entre a et Z», selon que 
les résultats fa et fb ont un signe semblable ou différent, 
zéro étant au rang des nombres pairs ;
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4°. Lorsqu’en faisant x=a, la suite de signes A contient un 
terme nul, ou plusieurs zéros successifs, on formera les séries 
a—J et a +selon la règle des doubles signes, p. io3; la iresera 
comparée à la série qui précède A, pour indiquer les racines 
<Za > et la seconde à celle qui suit A pour faire connaître les 
racines >a ; enfin, en comparant les deux séries de a—«T et 
a-f-J', on saura combien de racines imaginaires sont attestées 
par le nombre pair de variations perdues de l’une à l’autre.

Par ex. , f—^ox3, etc., don
nent le tableau qui suit, où l’on a fait usage de la règle du 
double signe pour chaque résultat nul.

on voit qu’il existe une racine réelle entre —1 et o, et que 
les 4 variations qui disparaissent de x<^o à ar^>o annoncent 
4 racines imaginaires. La courbe dont l’équ. est y~fx est 
celle de la figure 12.

Il y a deux racines imaginaires qui chassent deux variations 
dex<^o à x ^>o ; les zéros qu’on rencontre à et 2 ne font 
partir aucune variation , ce qui vient de ce que chaque zéro est 
entre deux signes différens. Enfin, il y a une racine entre 
2 et 3, puis une entre 3 et 4 il restera à en pousser l’approxr- 
mation. La courbe J—Jx est représentée fig. 20, par MOM'.
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554 Lorsqu’il n’existe qu’une seule racine entre deux nom
bres a et b , et par conséquent qu’on ne perd qu’une variation 
de la série A à B y on approche de cette racine par la me'thode 
de Newton. Mais avant il faut satisfaire aux conditions que 
cette méthode prescrit (p. 89), savoir que f et f" ne chan
gent pas de signe de a à b ; c’est-à-dire qu’il faut que la va
riation perdue soit précisément dans la dernière colonne f. 
Tous les signes de A et B sont alors les mêmes, excepté le 
dernier. C’est ce qui arrive pour la racine qui est entre 2 et 3 
dans l’ex. précédent.

Mais si la variation est perdue avant le dernier terme des 
séries, f et f" ne sont plus dans la condition exigée. Il faut 
substituer des nombres intermédiaires à a et b , afin qu’en 
resserrant l’espace qui contient la racine , il n’y ait plus ni in
flexion, ni tangente horizontale à la courbe j'—fx, dans celte 
étendue, et qu’on retombe sur le ier cas.

Ainsi dans le dernier ex., pour approcher de la racine qui est 
entre 3 et 4» >1 faut rejeter hors des limites le minimum qui 
est attesté par le changement de signe de f. On pose l’équ. 
f x = o, et on trouve que la seule racine réelle est entre 3 et 3,1. 
Comme celle de fx~o est entre 3,1 et 4, qu’il faut que f et f 
soient de même signe, on fera X = 4, d’où f = 11,
5=—0,2, etx=3,8, pour ire approximation. Faisant x=3,8, 
d’où y'= 43,208, y=o,6256, 5 = — 0,01448» on trouve 
x — 3,78552 ; et ainsi de suite. S est la sous-tangente.

555. Quand on perd deux variations de A à B, il reste à re
connaître s’il y a en effet deux racines entre a et b. Cette dis
cussion sera divisée en trois cas.

O11 comparera, de gauche à droite, les signes correspondans 
des deux séries; dès qu’on rencontrera deux signes contraires 
sous la même fonction , une variation sera remplacée par une 
permanence: plus loin, on trouvera une seconde variation 
perdue. Si cela arrivé avant la colonne des signes de fx, ce sera 
le 3*  cas, traité ci-après: et si la seconde variation n’est per
due qu’au dernier signe, 011 trouvera les deux systèmes suivans, 
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où l’un, perd les deux variations dans les trois derniers signes ;
dans l’autre, la ire variation est perdue avantf".

Construisons la courbe parabolique MQM' (fig. 19) dont 
l’équ. estj-= fx, entre les abscisses AP^a, AP' — b.

556. Ier Cas. fa et J'b sont de signes contraires; ce sont 
les valeurs des tangentes des angles T et T' que font, avec 
l’axe des x, les droites MT, M'T' qui touchent la courbe aux 
points Met M', dont les abscisses sont a et b. On voit que l’un 
de ces angles est aigu vers la droite, et l’autre obtus. Comme 
l’équ. fx — o ne perd qu’une seule variation , elle n’a qu’une 
racine entre a et b, c.-à-d. que la courbey~fx a une tangente 
en un point intermédiaire O, parallèle aux x. fx ne perd pas 
de variation et reste positif dans l’intervalle ; ainsi l’arc tourne 
sa concavité vers le haut (n05a8). Lesfig. iget 20 représentent 
la forme de cette partie de l’arc, qui a en O un point de passage, 
pour f x, du positif au négatif, par zéro.

Si la courbe atteint l’axe dans l’intervalle PP' (fig. 20), il y 
a deux racines réelles Ak,Ak' : Ces racines sont imaginaires dans 
le cas contraire (fig. 19), et alors les tangentes aux divers points 
de l’arc MOM' s’inclinent déplus en plus sur l’axe de M en O, 
où le parallélisme a lieu, puisse relèvent en sens opposé vers M'. 
La nature concave de l’arc, fait qu’il reste compris dans l’an
gle formé par les deux tangentes en M et M'. On voit donc que, 
si le sommet B (fig. 19) de cet angle est situé au-dessus de l’axe, 
la courbe ne peut le couper, et les racines sont certainement 
imaginaires entre P et P'

(*) Les valeurs de fa et jb peuvent être négatives ensemble, c.-à-d. que les 
signes peuvent tous être contraires à ceux qui sont indiqués ici : mais ce cas 
n’exige par un examen spécial, et il suffit de tourner les fig. 19 et 30 de l’autre 
côté des x, par une révolution autour de l’axe, afin de rabattre les fig. en- 
dessous. Tout est alors semblable à ce qui a été exposé dans le texte.
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Or les sous-tangentes en M et 71/ sont

La ir£ est positive , f 'a ayant le signe — , et la 2e négative. Il 
est clair que si l’on fait abstraction des signes, et que l’une 
des sous-tangentes ou leur somme, égale ou surpasse l’inter
valle b — a, les deux racines présumées sont imaginaires.

Et si cette circonstance n’a pas lieu, on demeure incertain 
sur la nature des racines qui peuvent alors être réelles ou ima
ginaires, la courbe pouvant couper l’axe, ou ne pas le rencon
trer, entre P et P'. On doit, dans ce cas, opérer de l’une ou 
de l'autre manière suivante :

On regardera les limites a et b comme trop écartées pour 
décider la question , et prenant x = quelque nombre intermé
diaire a', on verra si la série des signes, comparée à A et B, 
fait disparaître les variations une à une ; car alors les racines 
seraient réelles , l’une entre a et a , l’autre entre a et b. Et si 
la double variation se perd encore entre a et a', on calculera 
la sous-tangente pour x — a', afin de vérifier si la règle précé
dente a lieu.

Ou bien, on opérerait comme si l’on était assuré que les racines 
intermédiaires sont réelles , et qu’on voulut en approcher da
vantage, parla méthode de Newton; car alors on serait con
duit à deux nouvelles sous-tangentes, dont la somme pour
rait excéder b — a.

Comme à mesure qu’on approche du minimum O, les tan
gentes approchent d’être parallèles à l’axe, les sous-tangentes 
deviennent très grandes, et la règle ci-dessus est plus propre à 
se vérifier. On comprend que si les racines sont imaginaires, 
on ne tarde pas à les reconnaître par leurs sous-tangentes dont 
la somme est b — a.

Au contraire, quand les deux racines sont réelles , les sous- 
tangentes n’augmentent plus indéfiniment; on voit converger 
chaque valeur de x vers deux termes qui sont les racines de-
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mandées Aky Ak' ; et il devient très facile de trouver une 
grandeur moyenne qui, substituée pour x, sépare ces deux 
racines.

55^. 2e Cas. Lorsque fa et f”a sont de signes contraires, la 
question est d’une autre nature, f" a et f'b ayant des signes 
différens, et passant par zéro dans l’intervalle ( comme /" perd 
une variation, fx— o, a une racine entre a et i) l’arc est con
vexe vers le haut en m (fig. 19) à la ire limite Ap:=a, et con
cave à la 2e AP' — b : et dans cet espace , il existe un po nt 
d’inflexion I, dont l’abscisse Aq est racine de f"x—o. Lessoas- 
tangentes ne lèvent plus alors la difficulté, puisque la tan
gente mf, ne peut se prêter aux conditions prescrites ci-dessis. 
Il faut d’abord resserrer l’intervalle, pour que l’inflexion I r’y 
soit pas comprise. On substituera donc pourr une autre va
leur intermédiaire a', propre à séparer les deux racines, bers 
de l’étendue où est le point 1, ce qui ramènera les choses îu 
premier cas

lise pourrait cependant que la courbe eût la figure MIM' 
(fig. 5) où l’inflexion est précisément au point où la tangente 
est horizontale : on tenterait alors vainement de resserrer assez 
l’intervalle pour éviter que les f" fussent de signes différens. 
Mais comme f et f" sont nuis ensemble, les équ./'x = o, 
f"x—o, ont alors une racine commune ; c’est un cas de racines 
égales. Les racines cherchées seraient imaginaires, à moins que 
l’inflexion / ne fût le poiut même de section delà courbe avec 
l’axe, ce qui supposerait en même temps fx = o , et par con
séquent la proposée aurait des facteurs égaux.

558. 3e Cas. La comparaison des suites A et If manifeste la 
perte de deux variations, avant d’atteindre la dernière co
lonne. Que ce soit, par ex. dès/"' que la 2e variation disparaît : 
on se proposera de traiter l’équ. /'" x — o, et on cherchera si 
elle a deux racines entre a et b. Si ces racines n’existent pas, 
l’équ. f"x—ü a aussi deux racines imaginaires indiquées par les 
deux variations perdues, puisque la tangente à l’arc de courbe 
dont l’équ. esty— J"xi ne peut être horizontale entre a et b
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attendu que fx n’y est pas nulle; cet arc n’a donc pas de 
maximum dans l’intervalle. On reconnaît de même que lies 
équ./’'.£ = o, fx=o ont aussi deux racines imaginaires corres
pondantes.

Mais si les deux racines de f’x — o sont réelles entre a et b, 
la courbe y—fx a deux tangentes horizontales dans cet es
pace, et affecte la fig. ai, ayant un double serpentement, 
avec maximum et minimum. La distance de a à b est donc 
trop grande, et il faut la diminuer, jusqu’à ce que les inflexions 
n’y soient plus comprises, et que le minimum s’y trouveseul. On 
apprendra alors si l’équ. f'x — o a deux racines réelles entre 
les nouvelles limites plus étroites a et b'. De là , on cherchera 
si la courbe dont l’équ.y— f x a ou non deux sections avec 
l’axe, et ensuite s’il en est de même de la courbey-=fx. Il 
suffit que les deux racines cherchées soient imaginaires pour 
l’une des équ f'x — o, f'x — o, f'x = o pour que celles 
qui la suivent soient dans le même cas.

Il ne faut pas oublier, dans la circonstance présente, de s’as
surer si l’équ./’/*x  = o a des racines égales ; car notre théorie 
suppose toujours que l’équ. qu’on traite est dégagée de ces ra
cines. A cet égard , observons que la recherche des racines 
égales est si longue (n° 521) qu’il convient de l’éviter, et qu’on 
ne doit s’en occuper qu’autant que les opérations en montrent 
la nécessité. Comme le cas des racines égales est exceptionnel, 
c’est un grand avantage de la méthode de Fourier, de ne les 
chercher que quand, par accident, cela est reconnu indispen
sable.

55g. Il reste à examiner ce qu’il faut faire quand il dispa
raît plus de deux variations de a à b. On comprend qu’en 
rapprochant ces deux limites, il arrivera que les variations par
tiront soit une à une, soit deux à doux, ce qui ramènera aux 
cas traités ci-dessus. Cependant, il se pourrait aussi que pour 
une valeur de x entre a et b, plusieurs dérivées devinssent 
nulles, ce qui conduirait à trouver plusieurs zéros successifs 
dans la série de signes correspondante à quelque nombre in- 

T II. 8 
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terme'diaire inconnu a, comme cela est arrivé p. 108; il dis
paraîtrait alors 4 ou 6 variations à la fois , indice assuré d’au
tant d’imaginaires. Ce cas est facile à reconnaître , car ces dé
rivées ont des facteurs communs , qui égalés à zéro donnfent la 
valeur de x qui produit ces zéros successifs, et met en évi
dence l’existence des racines imaginaires.

56o. Appliquons ces principes à divers exemples :

Les trois racines de la proposée sont réelles, entre — 3 
et — 2, o et 1, 1 et 2. La courbe est représentée fig. 11.

Outre la racine réelle qui est entre 2 et 3, on en présume deux 
entre o et — 1 ; mais celles-ci sont imaginaires, car on trouve 
pour x = — 1 que f' = 4- 1, /= — 4 j æol‘ = 4 Qu‘ est

•
Il existe une racine entre — i et — 2 : les autres racines sont
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toutes quatre imaginaires, d’après la règle des doubles signes. 
La proposée équivaut à (x3 4-2) (x2 + *) — °-

On présume qu’il y a deux racines entre 1 et 2 ; comme les f 
et f" ont même signe 4"j et Que les f' ont des signes con
traires, on calcule les sous - tangentes, x = 1 donne S, = ï , 
nombre égal à l’intervalle 2 — 1 ; ainsi ces deux racines man
quent. Il en faut dire autant entre o et 1 ; car les deux varia
tions sont perdues dès f", et l’équ. f” x=- o a visiblement ses 
racines imaginaires.

La proposée a une racine entre 1 et 2; quant à celles qu’on 
doit chercher entre o et 1, elles sont imaginaires : on voit en 
effet que les deux variations sont perdues dès f, et que l’équ. 
fx=o n’a pas de racines réelles. La courbe est celle de la 
fig. 12.

Outre la racine qui est entre —3 et —2, on en présume deux 
entre 2 et 3. On trouve

Ainsi il y a une racine entre 2 et 2,5, puis une autre entre 2,5 
8..
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et 3. Comme La supposition x = 2,5 qui a mis ces racines en 
évidence, est due au hasard, voici comment on a dù opérer 
pour les reconnaître sûrement. Les f et f" sont positifs pour 
x = 2, et les f passent du — au 4 : il s’agit de distinguer 
quelle csl celle des formes de la fig. 20 qui convient à la courbe. 
On prendra les sous-tangentes aux deux limites

On supposera donc x = 2', et x = 2|. La ire de ces valeurs 
donne/=o, 2,/' = —2,3,5, = 2 = 0,0g, et x — 2,34 :
on tire de la 2e, f— 0,23,/’’ = 2,72, = 0,08 et 57=2,72.
On est donc conduit à prendre un nombre interme'diaire tel 
que 57=2,5.

Les limites des racines sont o et 1 : et comme les quatre varia
tions disparaissent dans cet intervalle, il faut le resserrer. On 
fait 57 = | et *. D’une part, on trouve un zéro entre deux 4"> 
il y a deux racines imaginaires; de l’autre on voit qu’il y a 
une racine entre fet-j, puis une entre -j et 1.

fx = o a une racine entre — 3 et — 4> on en pré>ume deux
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entre o et 1, et deux entre 1 et 2. Pour les ires, comme les deux 
variations sont perdues à f', on pose f'x — o : or f et f" 
ont des signes contraires quand .r = 1 ; l’intervalle doit donc 
être diminué. On prend x = \, d’où fn = — 21, f'zz. — 1 *, 
/'■=—573s, et la différence de signes de f' et f* n’existe plus. 
On prend les sous-tangentes pour s’assurer s’il y a deux racines 
entre o et est > ce qui prouve que ces racines sont
imaginaires. Celles de l’équ./r = 0 le sont donc aussi.

Quant aux racines entre 1 et 2, il faut aussi diminuer l’in
tervalle; on fait x = i;, et comme f ~ — 1,9..., tandis que 
pour x—i et 2, les résultats sont 1 et 3, on voit qu’il y a une 
racine entre 1 et 1 -, puis une autre entre 1 | et 2.

On reconnaît l’existence d’une racine entre 2 et 3; en faisant

Quant aux autres racines, elles sont imaginaires. En effet, 
les variations perdues de 1 à 2, le sont dès /*', ce qui conduit 
à traiter d’abord l’équ. f'x~ o. On pose x= 1,5, ce qui ne 
laisse subsister dans f' qu’une seule variation (*), et sépare les 
deux racines réelles. Il reste à savoir si celles de l’équ./x = o 
sont aussi séparées. On a
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Les conditionsde signes e'tant remplies, on procède au c.alculdes

ainsi la proposée manque des deux racines entre i et 2.
Pour les racines qu’on croit exister entre —1 et —2, on est 

encore conduit à l’équ. f'x=zo, qui a deux racines réelles sé
parées par x = — 1,6 : il vient

les conditions de signes ayant lieu, on calcule la sous-tangente 
= o ,5. On remarque que x=—1,5 donnentyet f" 

de signes contraires, ce qui montre que l’intervalle de — 1,5 
à — 2 est trop étendue.

Comme en omettant x — —il serait disparu 3 variations 
de — 1 à o, il a été nécessaire de prendre cet intermédiaire.

Les résultats zéro n’apprennent rien sur l’existence des imagi
naires, parce qu’ils sont entre des signes contraires (p. 108). Il 
y a une racine entre — ’ et o, et une entre o et 1; elles sont 
.r = — 0,13... et 4-o, 12... . Venons-en aux quatre autres 
qu’on présume entre —1 et — ÿ; et entre 2 et 3,

Les deux variations sont perdues dès y", et il faut poser 
y’"x=o : mais on doit s’assurer avant tout si cette équ. a des 
racines égales, ce qui a lieu en effet, car

La courbe dont l’équ. est y=f'x touche l’axe au point dont 
les abscisses sont les racines de l’équ. x* — 2X — 2= o, savoir
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x —: i zh. V/ 3 (y- la fig. 22), à cause de ces racines doubles. Si 
donc on prenait ces valeurs de x pour en déduire la suite de 
signes de nos fonctions, on trouverait deux zéros successifs, et 
par conséquent la règle des doubles signes montrerait qu’il 
disparaît deux variations, quelque voisines que les deux limites 
soient de ces racines, qui n’étant pas communes avec f’x—o, 
prouvent que cette dernière équ. n’a pas de racines réelles en
tre — i et — o,5, ni entre 2 et 3 ; la proposée est donc aussi 
dans le même cas.

On pense que les racines sont par couples entre o et — i, et 
entre 2 et 3. En cherchant ces dernières, on trouve = j, 
S3 = — la somme est j < i, et on reste dans l’incertitude 
s’il y a deux racines intermédiaires ; on aies racines approchées 
x = 2,4 et 2>8- On substitue, et on trouve

Ainsi S, = o,oi, .Ç3t= — o,o6,ar = 2,4ï et 2,^4- Comme les 
sous-tangentes décroissent, loin d’augmenter, en approchant 
du minimum, on reconnaît que les racines sont réelles. On les 
sépare en prenant une moyenne, telle que 

ainsi deux racines réelles sont mises en évidence, et on peut 
procéder à l’approximation. On voit de même que les racines 
sont aussi réelles entre o et —i. La proposée a pour racines 

la courbe y —fx a à peu près, la forme de la fig. i3.
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561. Théorème de M. Sturm. On procède par la méthode du 
commun diviseur, à la recherche des facteurs égaux de/à^u” £20), 
avec l’attention de changer chaque reste de signe avant die le 
prendre pour diviseur. Ainsi on divisera fx par fx, puis fx 
par le reste changé de signe, etc. On obtiendra de la sorte uue 
suite de polynômes de degrés décroissants , dont chacuni est 
tour à tour dividende et diviseur, tels que(*)

(*) Le plus long de ces calculs est celui qui donne le reste de la division 
de/r par J*x, et la note de la p. 63 contient une règle qui abrège beaucoiup 
l’opération.

fx,fx,... Fx, (px, fx........ V........... (Af).

Chaque terme est le reste , changé de signe, de la division des 
deux termes qui sont à sa gauche, et V est un nombre.

Qu’on substitue dans tous ces polynômes un nombre a q uel- 
conque pour a?; et qu’on écrive sur une ligue les signes succes
sifs des résultats obtenus; qu’on en fasse autant pour un autre 
nombre b, et qu’on place les signes des résultats en correspon
dance avec les premiers. Il s’agit de démontrer que, si bf>a, 
la seconde suite de signes a perdu autant de 'variations quil y 
a de racines de l’équ. fx — o entre a et b. Quand les deux sé
ries ont un égal nombre de variations, il n’existe aucune racine 
entre ces deux nombres.

i°. Il a été démontré p. 102, que si l’on fait croître x par 
degrés insensibles de a vers b, tout polynôme q>x donnera des 
résultats de même signe tant que tyx ne sera pas nul; mais si 
x=a, donne <pct = o, Ç>x change de signe; tant que a: 
le signe de <£x est contraire à celui de fa; mais il devient celui 
de fa quand x ><

2°. Deux de nos polynom.es successifs (M) ne peuvent être 
nuis ensemble : Car trois fonctions successives Fx, <px, fx, 
sont l’une dividende, l’autre diviseur, et la 3e reste changé de 
signe, savoir

Fx = Q X •
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Or si l’on suppose que x = <», donne = = on a aussi
Fa — o c.-à-d. que le polynôme Fx qui précède çx devient 
aussi nul; et ainsi de proche en proche jusqu’à f'x et fx z 
ainsi fx aurait des facteurs égaux contre l’hypothèse. On 
voit de même que Fa-=tpct = o, donnerait fa — ° , et par 
suite toutes les fonctions seraient nulles, ainsi que F- si 
fx =o est supposé dégagée de racines égales, F doit être un 
nombre constant.

3°. Fout polynôme qui devient nul est placé entre deux ré
sultats de signes contraires ; car si <pa = o, on a Fa = — 4*  » 
d’où l’on voit que les trois polynômes deviennent -f- o —, 
ou —o -f-. Ainsi lorsqu’on fait croître x de a vers b par va
leurs continues, le passage de l’un quelconque de nos poly
nômes par zéro, ne change pas le nombre des variations, puis
que comparant les deux suites avant et après x =a, elles sont 
4  —, et d——.

Mais examinons ce qui arrive pour le dernier et le ifr poly
nôme , car ils ne sont pas placés entre deux signes, comme les 
autres. F est un nombre qui conserve toujours le même signe 
aux résultats. Quanta fxy nous savons que si fct-o, le signe, 
qui était contraire à celui de fa placé à sa droite, devient 
celui de fa ; ainsi une variation s’est changée en permanence.

En continuant de faire croître x par degrés continus, fx 
pourra à son tour passer par zéro , et changer de signe , sans 
pour cela , altérer le nombre des variations, comme on l’a dé
montré : et dès que fx etf x se retrouveront avoir des signes 
contraires, fx pourra de nouveau passer par zéro , reprendre 
le signe qu’avait d’abord/'x, et perdre une nouvelle variation. 
Et ainsi de suite.

Cela démontre notre théorème, puisque le passage defx par 
zéro produit une diminution , chaque fois, dans le nombre des 
variations , et que c’est le seul de nos polynômes qui amène ce 
résultat.

Il est d’ailleurs évident qu’on peut, sans changer ces consé
quences , multiplier ou diviser l’un de nos polynômes par un 
nombre positif; ces facteurs numériques permettent d’éviter
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les coefficiens fonctionnaires, comme dans la méthode du com
mun diviseur.

Voici l’usage de ce théorème. Dans tous les polynômes (2M), 
on fera jr = o, ce qui donne pour chaque fonction le signe de 
son dernier terme; puis jc= la limite supérieure l des racines 
positives; cette limite donne les signes successifs du i'r ternie 
de chaque polynôme; attendu qu’elle revient à faire oo. 
On pose ensuite x —— l', limite des racines négatives, la
quelle donne les mêmes signes que x—— oo. On comptera les 
variations de chacune de ces trois suites ; si quelque résultat 
est zéro, on le remplacera par un , ou un —, à volonté, ou 
on n’en tiendra pas compte ; ce qui est indifférent, puisque ce 
zéro doit se trouver entre deux signes contraires. On conclura 
de là que la proposée fx = o a autant de racines négatives 
qu’on a perdu de variations en passant de — Z à o, et autant 
de positives qu’on a perdu de variations de o à —f- Z. Pour 
séparer ces racines les unes des autres, on substituera des 
nombres intermédiaires, qu’on rapprochera jusqu’à ce que 
les variations disparaissent une à une ; et même pour opérer 
avec plus d’ordre, on substituera d’abord zéro pourx, puis 
des nombres croissons, tant positifs que négatifs, jusqu’à ce 
qu’on obtienne les suites de signes que produisent-f-oo, 
et — oo, car on aura alors atteint les deux limites, qui se pré
senteront ainsi d’elles-mêmes.

aucune racine n’est donc ni négative, ni 4 : comme dans 
cet intervalle on ne perd aucune variation, les quatre racines 
sont imaginaires.
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11 ne peut y avoir de racines qu’entre — 4 et + 1 > et comme 
on ne perd qu’une seule variation , il n’y a qu’une seule racine 
réelle , qui est entre — i et —2.

Il y a donc une racine entre — 3 et — 4? deux entre i et 2; 
les autres sont imaginaires.

On a une racine entre | et et une entre j et i ; les deux autres 
sont imaginaires.

on a deux racines entre o et — i, et deux entre 2 et 3.
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Le théorème de M. Sturm est très remarquable , et doit 
faire partie des élémens d’algèbre. L’analogie qu’il a avec ce
lui de Fouricr est évidente , et les aveux de l’auteur montrent 
qu’il s’en est servi pour diriger ses recherches. Il reste encore 
à séparer les unes des autres, celles des racines qui ne sont pas 
isolées entre les nombres substitués, ce qui exige de nouvelles 
substitutions intermédiaires. Au reste, cette méthode ne donne 
aucune ressource pour procéder à cette séparation, ni pour 
approcher de plus en plus des racines.

56a. Méthode de M. Budan. Soit fait x = a -{-y dans l’équ. 
fx = o ; l’inconnue de cette transformée sera y = x — a : nous 
avons donné p. 46 un procédé propre à obtenir facilement 
cette équ. Soit de même composé des transformées en x— b, 
x — c,.........a y b ,c étant des nombres quelconques croissais.
Observez que ces équ. se déduisent successivement les unes 
des autres ; car soient b ~ a 4- c= b -4-/3..., vous tirerez de
la ire transformée en y ou x—a, celle dont l’inconnue est 

— ct — x — ( a 4- a ) ~ x — b. De même , de cette der
nière , vous tirerez celle dont l’inconnue est t~z —Qz=zX—c, 
etc.

Admettons d’abord que toutes les racines de fx — o soient 
réelles; le nombre des positives est égala celui des variations 
(u° 545); il en faut dire autant de chacune de nos transfor
mées. Mais si des racines sont entre o et o, elles rendent 
négatif y~x— a ; ainsi le nombre des variations de la trans
formée en x — a sera moindre d’autant d’unités qu’il y a de 
racines entre o et a. Donc si la proposée et sa transformée en 
x— a ont un égal nombre de variations, il n’y a aucune ra
cine entre o et a ; il y en a une seule , si cette transformée perd 
une variation; 2,3,4-• • • racines font disparaître 2,3,4........
variations. De même pour l’équ. en z=.y— «, autant on aura 
perdu de variations de l’équ. en J', à celle enz, autant il y aura 
de racines dey entre o et a., c.-à-d. autant de racines de x 
entre a et b, puisque b = a-[-^ ; et ainsi de suite. Quant aux 
racines négatives, on change x en —x dans /Zr=o, et on 
cherche de nouveau les positives.
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Celte conséquence n’est plus vraie quand la proposée a des 
racines imaginaires; et lorsqu’on perd à la fois deux variations, 
on ignore si cette perte est due à l’existence de deux racines 
intermédiaires , ou si ces racines manquent et sont remplacées 
par deux imaginaires. La perte de trois variations laisse dou
ter s’il y a trois racines ou une seule, etc.

Selon M. Budan , il faudrait alors fractionner l’intervalle 
pour le resserrer, afin que, s’il existe en effet deux racines in
termédiaires, on puisse les séparer ; ce qu’on reconnaîtra par 
la perte des variations une à une. Si ces racines sont très rap
prochées, qu’elles ne diffèrent par ex. que dans les 2 e décima
les, ce n’est que lorsque l’intervalle entre les nombreso.a,. 
sera d’un centième, qu’on sera certain de les avoir séparées. 
Non-seulement ces calculs sont pénibles ; mais si les racines 
qu’on cherche manquent en effet, comme la séparation est 
impossible, on pousserait fort loin l’approximation, sansavoir 
jamais la preuve que ces racines n’existent pas , parce qu’elles 
pourraient être plus rapprochées que le degré d’approximation 
qu’on a obtenu. Cette objection contre la méthode est insur
montable, si ce n’est dans des cas particuliers pour lesquels 
M. Budan donne une solution de la difficulté, qui reste d’ail
leurs entière dans tous les autres cas. Ainsi cette méthode ne 
peut être regardée comme satisfaisante.

Voyons maintenant comment l’auteur la fait servir à ap
procher les racines. De l’équ. fx — o, il tire successivement 
toutes les transformées en x—i —2, x—3..., par le procédé 
delà p. 46, jusqu’à ce qu’il arrive à une équ. qui n’ait que 
des-}-: d’après le nombre de variations perdues, il apprend 
combien il peut exister de racines entre les nombres o, 1,2,..., 
ce qui donne l’entier contenu dans chacune. Si la transformée 
en x — a a zéro pour dernier terme, x — « est facteur defx 
( n° 5oo) ; et quand plusieurs derniers termes de cette trans
formée sont nuis à la fois, la racine a est multiple : ce qui fait 
connaître toutes les racines entières inégales ou égales. Il reste 
ensuite à traiter à part le quotient de fx divisé par x— a.
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Nous désignerons par (o), (i), (2),......... les transformées

ainsi(x — 2)2 divise/x, et comme (.r— (x — 1)4-4—0
est le quotient, et que cette équ. a ses racines imaginaires, 
l’équ. proposée est résolue.

Prenons x'r— 8x*—i6x— 12 = 0; en nous bornant aux 
transformées qui perdent des variations et qu’il suffit de trai
ter , nous avons

On voit qu’il existe une racine entre 3 et 4, et qu’entre — 1 
et — 2 il peut y en avoir trois , ou peut-être une seule, sans 
qu’on sache lequel de ces deux cas a lieu.

Dans tous les cas, on connaît donc ainsi la partie entière a 
de chaque racine; cherchons le chiffres a' des dixièmes, celui 
a" des centièmes , etc. ; posons

Or a étant l’entier le plus grand contenu dans.-r, x — aest<j, 
d’où x < 10 : de même si a est le plus grand entier contenu 
dansx', x—a est 1, et x" 10, et ainsi de suite. D’où 
l’on voit que les entiers a ,a",au... contenus dans x' ,x", x"... 
sont tous 10, et composent les chiffres décimaux successifs 
de la valeur de x.

Lorsqu’on aura trouvé la transformée en x—a qui perd 
une variation, et fait connaître l’entier a de la racine, on
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composera la transformée en x', qui consiste, d’après l’équ. 
x—a .r', à multiplier par io°, io1, 10’... les coefficiens 
respectifs de l’équ. en x—a. De cette e'qu. en x', on tirera les 
transformées en x — 1, x — 2,... ; celle en x— a qui perd 
une variation (a étant 10) donnera le chiffre a des dixièmes. 
Multipliant de nouveau les coefficiens successifs de l’e'qu. en 
x'— «'par io°, io1, ioa... on aura l’e'qu. en x", d’où l’on 
déduira les transformées en x" — 1, x" — 2,... x' — a" ; celle ci 
perdant une variation, a\ 10 sera le chiffre des centièmes de 
la racine : ainsi des autres chiffres.

Observez que si, au lieu d’arrêter le calcul des transformées 
à celle quia une variation de moins, on le poussait jusqu’à 
l’e'qu. en x — 10, comme x — 10 = 10 [x— (fl-j- 1 )], les 
coefficiens de cette transformée seraient les produits par 
io”, io1, ioû.........de ceux de l’e'qu. en x — (a -f- 1); ce qui
donne un moyen de vc'rifiei’ l’exactitude des calculs.

Ainsi dans l’ex. précédent, si l’on supprime les transformées 
inutiles, on a pour la racine entre 3 et 4

On en conclut que x' est entre 6 et 7, d’où x— 3,6. L’e'qu. (10) 
étant la même que l’équ. (4) ci-dessus, dont les coefficiens 
sont multipliés par 1,10, 100, 1000,... sert à vérifier les 
calculs. Pour trouver les centièmes de la racine, on reprendrait 
l’équ (6), dont on multiplierait les coefficiens par les mêmes 
facteurs, et on aurait l’équ. en x", etc. C’est ainsi qu’on trou
verait x= 3,..

De même, pour la racine comprise entre —1 et—2, qui est 
— 1, 64575... Les deux autres racines sont imaginaires.

Ce mode d’approximation est général; mais il est long, 
et moins commode que d’autres, auxquels, pour cette raison, 
on donne la préférence. C’est aussi celui qu’on emploie pour 
séparer les racines, quand il s’en trouve plusieurs comprises 
entre deux entiers successifs : car alors les variations qu’on
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perdait à la fois dans le passage d’une transformée à la sui
vante, se trouvent ne disparaître que l’une après l’autre, lors
qu’on atteint au premier des chiffres décimaux qui n’est pas 
commun à ces racines. C’est ce qu’on voit sur cet exemple :

Il peut exister deux racines entre 2 et 3, et deux entre o et 
— 1. Pour s’en assurer et approcher de leurs valeurs, on fera 
x — 2 = x't pour trouver les racines entre 2 et 3 : il vient

Il y a donc deux racines de x entre 2 et 3, savoir x=2,4• • • 
et 2,7. .. On poussera l’approximation plus loin , en partant 
des équ. (4) et (7), et cherchant d’abord les centièmes, puis 
les millièmes... on trouvera x— 2,414 • • • et 2,732. . .

Pour les racines qu’on présume exister entre o et — 1 , on 
prendra l’équ. (o) après avoir changé rr en — x, et comme 
par accident, cette équ. est la même que (3), et conduit aux 
transformées ci-dessus, les fractions décimales sont les mêmes,

T'oy. la note qui termine l’algèbre de M. Bourdon.

Racines imaginaires.

563. Les opérations algébriques faites sur les binômes ima- 

résultats de meme formel. En effet :
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4». Le développement de (a 4~ b\/—i)m s’obtient en faisant, 
(aÀ)m, se servant de la formule 6, p. n, et remplaçant 
ensuite A par b\/— i. Or il est évident que les termes alter
natifs où h est affecté de puissances impaires sont seuls imagi
naires , et tous les autres réels ; car en formant les puissances 
i ,2,3,4- . • de 1/—1, on trouve une période composée des 
seuls termes [ —1, — 1,— \/—1, + 1 ] qui se reproduisent
indéfiniment. Ainsi le développement a la forme p-}-q \/— 1.

5°. Observez que si m est entier et positif, la série est li
mitée, et p et q sont des quantités finies : le même calcul est 
applicable aux cas où m est négatif ou fractionnaire: seulement 
p et q sont des développemens illimités. Toujours b est fac
teur de 7.

6°. Cecas comprend celui des extractions de racines de tous les 
degrés : comme celui des racines carrées revient fréquemment, 
nous l’examinerons à part. Pour avoir {/{a -4- b 1/ — i), po
sons 

comme H- bQ) a, on voit que Âa est un nombre posi
tif, et Za un négatif —g*; ainsi k est réel, et Z a la forme 
g\/ — i. Ainsi en ajoutant ou retranchant les expressions ci- 
dessus, on a

La forme du binôme n’a donc pas changé. En faisant ar=o, 
T. IL 9
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l5o ALGÈBRE.

et b = i ,on trouve k2 =if = — 3 d’où

8°. Les mêmes opérations faites sur 3,4,... binômes ima
ginaires conduisent à une conséquence semblable.

fectue les calculs, le polynôme jx prenant la formeP-f- Ç V—1 > 
et le résultat étant =0, il est clair qu’on a P =0 et Q—o, 
puisque la partie réelle ne peut détruire l’imaginaire. Or si l’on 
fait x — a — b Ç/—1 dans fx, comme Q contient toutes les 
puissances impaires de b, et qu’il suffit de changer ci-dessus b 
en — b, le résultat sera P—Q\/—1, et par conséquent = o; 
ainsi a — bf— 1 est aussi racine de l’équ., et fx est divisible 
par {x—a)2-f~b3, produit des deux facteurs du ier degré. Donc

(*) Pour développer 

relations qui, dans tous les cas, donnent des valeurs réelles pour r et 
l’angle t ; r, ou (a* + b1 ) est ce qu’on appelle le module de l’imaginaire 
a-t- b y/ — 1. Par un théorème qui sera démontré n° 5?3, on en tire

Si x — a ± b y/ — 1 est racine de l’équ. fx — o, on a les équ. P=o et Q = o, 
qui sont équivalentes, sous une autre forme, à celles du paragraphe sui
vant IIÏ. Les facteurs du 3e degré de fx sont x* — arx cos t 4- r*.

Lorsque h = 4, on a pour la racine ie
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III. Pour former les polynômes P et Ç>, il suffit de chan
ger i en bÿ—i dans l’équ. p. 46; et supprimant le facteur b 
qui est commun à tous les termes de Q, les équ. P=o, Q=o, 
deviennent 

et même ces équ. feront connaître les racines imaginaires de 
l’équ. quand a et Z»a seront commensurables ; éliminant 6% il 
suffira de traiter l’équ. finale en a par le procédé de la p. .

Soit, par ex., l’équ.

d’où

Éliminant b3, on a 16a6 — 24^’ — i5ia2 — 36 = o pour équ. 
finale: on obtient les racines commensurables a =4-2 et —2, 

proposée

Soit encore

Quand l’équ. finale en a n’a pas de racine commensurable, 
cette théorie ne fait connaître a et b que par approximation

56A. Mais il reste à démontrer' que toutes les racine» irv.a-
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équ. a une racine. C’est à peu près ainsi qu’il suit que Le
gendre prouve ces théorèmes {Théorie des nombres, 1,
P- i75)-

I. Si l’on change x en x -f- h dans un polynôme fx , le dé-

n’est pas nulle, parce que nous ne supposons nas que 

dernières expressions peuvent être nulles. Admettons que / soit 
la plus basse des puissances de h dont le coefficient n’est pas 
nul, en sorte quefx devienne, poui 

d’où

Nous remplaçons ici h par «z, et nous supposons que........  

que ces deux équ. P—o tQ=o, qui expriment cette condition, 
reviennent à Pï4-Ç>2=o, puisque cette équ. ne peut subsister 
sans reproduire les précédentes. Développant les carrés de P 
et Q, il vient

Comme on peut prendre » aussi petit qu’on veut, le terme en 
aéz1 donne son signe (n°5i3) à la somme de tous les termes qui 
suivent c2 -|- d2; et prenant z1 = -f- i, ou — i, selon les cas , 
pour donner au 2e terme un signe contraire à celui du Ier, la

Il est vrai que cc -ydd' pourrait être nul ; mais alors on re
deviendrait alors

d’où
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ainsi on a encore pour de petites valeurs
de en prenant ici le signe con traire à celui de cd‘ — c d.

On ne pourrait d’ailleurs avoir cd'—c'd=o, et cc'-l'dd'—üi 
car la somme des carrés de ces équ. revient à
(c*-4-Ja)(c'a-|-d'2)=o, ce qui supposerait, contre l’hypothèse, 
que c et d, ou c et cT sont nuis ensemble.

résoudre.
i ®. Pour z* = i, on a z =. i.
a°. Pour z‘ = — i, on a z ~ — i, quand i est impair.

expression qu’on sait meltre sous la

extrayant la racine, z prend la forme 
de suite.

III. Il est donc démontré , dans toute équ. for — o , même 
quand les coefficiens sont imaginaires, que si l’on pose

Aïome est essentiellement positif et décroissant, on le rendra 
ainsi autant qu’oq voudra voisin de zéro; c.»à-d. qu’on est
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plus sa conjuguée.
i°. Toute équ. de degré pair est décomposable en facteurs 

réels du 2e degré) il en est de meme des équ. de degré impair, 
mais il j a en outre un facteur binôme du i‘r degré.

3°. Les racines imaginaires des équ. sont toujours conju
guées sous la forme a b^/ — i ; et toute fonction imaginaire 
est réductible à celte forme ; car en égalant cette fonction à:, 
on pourra, par des transpositions et élévations de puissances, 
chasser de cette équ. tous les radicaux (n° 5']']'), et arriver à 
une équ./z = o, qui a pour racines les valeurs de la fonction 
proposée, racines dont la forme est a±. bÿ — i.

565. La théorie qu’on vient d’exposer, permet d’approcher des 
racines imaginaires de 1 équ./Jr —o ; car posant
où a etc» sont des nombres réels quelconques qu’il convient de 
prendre entre les limites connues des racines réelles, fx de-

rons, en négligeant les puissances de j supérieures à la plus 
basse i.

posons 

et

m désigne ici une fraction positive dont la valeur arbitraire 
sera telle quej'- soit contenu plusieurs fois dans a-\-b\/—i. Le 
Ier terme de la valeur (3) de fx étant ainsi rendu plus petit, la 
tendance de fx vers zéro est accrue, et la marche de l’approxi
mation est évidente. Le choix du nombre m, laisse beaucoup 
de latitude, et quand la racine sera suffisamment approchée, 
on pourra faire m = i.
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Soit par ex. lequ. fx — x* +ix2 — 3x4 2 = 0; prenons

Ces calculs sont plus aisés en se servant de la transformation 
indiquée dans la note p. i3o ; d’où l’on tire les expressions (1) 
et (2) : et ensuite, quand i= 1, ce qui est le cas le plus ordi
naire, (2) est la valeur de la correction y. Mais quand if> 1, 
on doit extraire une racine de degré i, ce qu’on fait, ainsi qu’il 
est expliqué dans la note citée.

III. RÉSOLUTION d’ÉQUATIONS PARTICULIÈRES.

Abaissement des Équations.

566. On peut abaisser le degré d'une équ. fx=o, quand on 
connaît une relation <p(a, b)~ o entre deux de ses racines a et b. 
Car mettons a et b pour x dans fx, nous aurons ces trois équ. 
q>(a,b) = o, fia = o, fb — o; éliminant b entre la 1re et la 3e, 
on a un dernier diviseur ^(<2, A), et une équ. finale en a seul, 
qui doit coexister avec fa = o, et avoir avec elle un commun 
diviseur en a ; égalant ce diviseur à zéro, on trouve a; ensuite 
F(a,b} ~ o donne b. Si ce diviseur n’existait pas, la relation 
donnée = o n’existerait pas.

Si l’on sait, par ex. que deux des racines x et a de l’équ. 
a?1 — 3^x — 84, sont telles qu’on a 1 — <7 4- ar ; éliminant a
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qui doit avoir un commun diviseur avec la proposée. En effet,

Supposons qu’on sache que 2 est la somme de deux des ra
cines del’équ. x’ — 2X3— gx2-|-22x = 22 ; comme d’ailleurs 
4- 2 est la somme des quatre racines, les deux autres ont zéro 
pour somme, a — — x; substituant dans — 2a3... =0, on 
tombe sur la proposée où les signes alternatifs sont changés 
x^4-2x3—gxa. .. ajoutant et retranchant ces deux équ. en x, 
il vient

567. Les équ. réciproques sont celles dont les termes à égale 
distance des extrêmes, ont même coefficient ;

si at est l’une des racines, l’est aussi, parceiqu’en substituant

ces deux valeurs et chassant les dénominateurs, on obtient des 
résultats identiques. Les racines s’accouplent deux à deux par 
valeurs réciproques ; de là, le nom qu’on donne à ces équ. On 
expriwie analytiquement cette propriété par l’équ.

i*r Cas. Degré impair. n-j- 1 qui est le nombre des termes 
de l’équ. (1) est pair, et le coefficient P du terme moyen se 
répète : il est visible que x — — 1 satisfait à l’équ. Ainsi — 1 
est la seule racine qui ne s’accouple pas avec une réciproque, 
parce qu’elle est elle-même sa réciproque. On divisera fx — o
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parx-f-i (procédlé p. 41), et désignant le quotient par Fr=o,
cette équ. d’ordre pair sera réciproque, puisque ses racines
sont réciproques. C’est au reste ce qu’on démontre directe

ment; car si l’on change jï en- dans l’équ. identique fx =

et si l’on multiplie par on sait que le Ier
membre restera fx- ainsi

égalant ces deux valeurs àefx, on a 

est le caractère propre aux équ. réciproques. Soit

on a

2e cas , degré pair. Le coefficient moyen P ne se répété pas. 
Changeons n en dans l’équ. (1), et divisons par ; puis 
réunissons les termes à coefficiens égaux.

posons 1 ; une fois qu’on aura formé et résolu la
transformée en z, on aura x par

x ▼ \ 4. f '
Or, pour éliminer x, nous avons visiblement 

d’où

Faisons successivement i—2,3,4- • » vient

En général, chacune de ces expressions est la somme des deux
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précédentes multipliées par zct par — i. On peut en déduire
l’équ. générale.

Un terme quelconque T se tire de celui 5 qui le précède par

la relation A désignant le

nombre de termes antérieurs à T. Nous ne démontrons pas cette 
théorie qui repose sur les mêmes principes que les séries de 
sin. et cos. d’arcs multiples {Voy. n° 634).

Notre ex ci-devant traité 3zr8 — i3x7.. . devient

d’où

L’équ. proposée du 9e degré revient donc à

L’équ.
donne

donc on

De même l’équ.

donne

d’où

d’où z*

revient donc à

www.rcin.org.pl



ÉQUATIONS A DEUX TERMES. 13g

Équations à deux termes, Racines de l’unité.

568. Résolvons l’équ. A et B étant positifs. Soit

k la racine n‘ de mettant Akn pour B, on a

et à multiplier par k toutes les valeurs dey. tout nombre a 
donc n valeurs différentes pour sa racine ne y on les obtient en 
multipliant sa racine arithmétique par les n racines de Vunité.

L’équ. , par le même calcul se ramène à

Comme l’équ. yn—1=0 est satisfaite par y — i, divisons-la 
parj-—i; nous trouvons cette équ. réciproque, susceptible 
d’être abaissée (n° 567),

Si n est impair commej"— 1 = 0 ne peut avoir de racines 
négatives, et que l’équ. (1) n’en a pas de positives , la proposée 
n’a qu’une racine réelle.

Si n est pair, yn—1 = 0 est satisfaite par ^=±1, et

Comme il n’y a dans cette équation que des exposans pairs 
et des termes positifs, il n’y a ni racines positives, ni néga
tives ; la proposée n’a donc d’autres racines réelles quejr=—*•

proposée se partage en deux autres.

De même .r’—k^=o donne./’—1 = 0; divisant par./3—1,

569 Soit a l’une des racines de l’équ. /" — 1=0; comme
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on a quel que 6oit l’entier y;, positif ou négatif.
L’équ. y"— i =o-est donc satisfaite par c.-à d. que
si » est racine, »’> l’est aussi. De là cette suite infinie de nom
bres qui sont tous racines :

«"’«= i. Ainsi dès que p dépasse n, on retombe sur les mêmes 
valeurs, dans le même ordre: de là cette période 

de «•=! ; l’exposant — p peut donc être remplacé par nk p. 
D’où l’on voit que les exposans négatifs reproduisent encore 
les mêmes nombres que les positifs , et dans le même ordre.

Les valeurs (2) sont donc telles, que si l’on en prend une quel
conque, et les n — 1 qui la suivent ou la précèdent, on a une pé
riode qui se reproduit indéfiniment dans les deux sens. En ou
tre, l’équ. a.Pz=a.i est satisfaite non-seulement par p — q, 
mais encore par des valeurs de « qui supposent p et q inégaux; 
car, divisons par il vient — 1 = o. Il suffit donc, pour 
que a,p = æ», que a soit racine de J’équ. j-F"* — 1=0.

670. Il reste à savoir si les n termes de la période (3) sont 
en effet inégaux. Examinons s’il se peut que a.p 0.1, p et q 
étant < n; il faut que «, déjà racine de l’équ.yn — 1 = o, le 
soit aussi de /"* — 1=0, en faisant p — q-=im ; ce qui sup
pose que ces équ. ont un commun diviseur qui, égalé à zéro, 
donnera a. Cherchons ce facteur par la méthode accoutumée 
(n° 102). On divise d’abord y*— 1 parj'’"1— 1, ce qui conduit 
aux restes, yn~m — 1. — 1.. .., enfin — 1 , i étant
l’excès de n sur les multiples de m, qui y sont contenus. En
suite on divise jm — 1 par ce reste y1 — 1, qui donne le reste 
y1—1, l étant l’excès de m sur le plus grand multiple île », etc ; 
en un mot, on procède comme pour trouver le facteur com
mun entre n et m.
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i°. Si n est un nombre premier, le commun diviseur entre 
n et m est i, et celui de y“ — i et ym — i est y — i ; donc il 
n’y a que a = i qui puisse rendre ap = aJ; tous les termes de 
la période sont inégaux; une seule racine imaginaire a donne, 
par ses puissances, aa,a3.. .a" ou 1, toutes les autres racines.

2°. Si n est le produit de deux facteurs premiers 1 et h, 

l nombres différens, qui se reproduisent périodiquement 
(n° 56g) ; ainsi les n puissances de £ ne forment que l nom
bres distincts, qui, dans(/9, £a.../3"), reviennent A fois. De même 
{y , y'2.. .y") forment l périodes de h termes.

Mais /2aya, |33y3. . sont différens et constituent la
période des n racines cherchées. En effet, pour qu’on eut 
(8y)p — (£y)?, ou (3y)?—?— i = o, il faudrait que /3y fût racine 
commune àyp~'l) — i = o etyn— i =o, équ. qui ne peuvent 
avoir pour facteurs quejz— i ou / — i, puisque n~lh. 
Donc on aurait Æzyz = i ; d’où yz = i, à cause de (il = i ; et 
comme aussi yfc = î, Z et A auraient un facteur autre que un, 
contre l’hypothièse. Concluons de là que si l’on prend *-=zp>y, 
la période sera .et"), formée de n termes différens.

On peut abaiisser l’exposant p de $?yp au-dessous de Z pour 
/3, de h pour y,y puisque /3Z = yh = i, et l’on peut ôter de p 
tous les multiples de Z ou h. Ainsi, (Py6représente tous les termes 
de la période, b et c étant les restes de la division de p par Z 
et h. Donc, pour obtenir toutes les racines de y" — 1 ==o, on 
cherchera/3 et y, c.-à-d. l’une des racines, autre que 4-i , des 
équ.j-1—i=o, yh— t = o; puis on formera , en prenant 
pour b et c toutes les combinaisons des nombres de i à Z pour 
b, de i à h pour c.

Lorsque Z= 2, on fa t (3 = — 1.
Quand n est le produit Ihi de trois nombres premiers, on 

prouve de même qu’il faut poser y1— 1 = o, yh — 1 = o, 
7' — 1=0; tirer de clncu ne une racine autre que -f- 1 , faire
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le produit de ces racines ^7/; enfin, en prendre les puissances,
toutes comprises dans la forme |8J,b t c et d étant les com
binaisons des nombres 1,2,3..., jusqu’à l, h et i; et ainsi des
autres cas.

3°. Lorsque l’exposant n est de la forme hh, h étant un nom
bre premier, on raisonnera comme dans l’ex. suivant.

cine imaginaire de cette équ.; extrayez-en les racines 1,3,9 

tités toutes differentes, puisque sans cela « serait une racine 
commune à<%8‘ — i = o et jrl — i = o. ce qui suppose entre 
ces équ. un facteur commun, qui ne peut être que./3— i = o;

3 9ainsi a. serait racine de celle-ci, <x3 = i, ju 93. 6. |/â. = i ;
élevant à la puissance g, il vient 6 = i contre l’hypothèse. 
Ainsi «4,aa,«»3.. .«81 sont les 8i racines de la proposée.

En général, pour résoudre j'"—i=® lorsque n — h\ po
sez yh — i = o; f étant l’une des racines autre que i, ex
trayez de « diverses racines dont les degrés i sont marqués 
par i= h° A* h1. . .hk~l, en sorte que tous formiez les k ré- 

i
sultats y... désignés par ils seront tous des racines de 
j” — i = o, aussi bien que leur produit « = £y?.... et les 
termes a, aa. .. a", tous différens, constitueront les n racines 
cherchées.

On voit de même que si n.—hkll, il faut résoudre./*—i =o 
et y1 — i = o, multiplier entre elles toites les racines de ces 
équ., et faire ce produit =a. Soient |3 et y des racines, autres 
que 1 ,de chaque équ. ; qu’on fasse
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y est le même que ci-dessus, et 1 on a 

en désignant par S* la somme des puissances k de toutes les ra
cines, k étant entier et non divisible par n.

5^2. Nous avons réduit la résolution de l’équ. jn — 1 = 0, 
au cas où n est un nombre premier. Nous nous servirons main
tenant des lignes trigonométriques, en renvoyant pour le reste 
à la note XIV de la Rêsol. numér. des équ.

En faisant cos x=p, on a vu, n° 361, que chacun des cosinus 
successifs des arcs 2r, 3x, !\x. .. s’obtient en multipliant les 
deux précédens par ?p et — 1, puis ajoutant. Pour mettre en 
évidence la loi que les résultats observent, faisons usage d’un 
artifice d’analyse. Soit 2cos x=y-\-y~'-, il suit de la loi indi
quée, que pour avoir cos 2X, il faut multiplier cos x ou s(7d"7~*) 
par j- d-J"-1, qui est 2 cos x, et retrancher cos o.r ou 1. On 
trouve 2 cos 2,x = y3 -f-y~3 ; on obtient de même

Démontrons que les résultats suivent toujours la même loi. 
Supposons que cette loi soit vérifiée pour deux degrés consécu-
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multiplions la deuxième équation paret retranchons
la ire; il viendra 2 cos ; ce qui prouve la propo
sition.

Si l’on a cos x, ces équ. donneront/- puis cos nx ; ainsi on pourra 
trouver cos nx sans chercher successivement cos 3.r, cos \x...\ 
c’est le terme général de la série des cosinus, et l’on pourrait 
employer ces équ. à la composition des tables ; mais le calcul 
serait compliqué d’imaginaires.

Si les tables de sinus sont formées, qu’on y prenne les valeurs 
de cos x et cos nx, nos deux équ. ne contenant plus que/-, de
vront avoir une racine commune «; mais si l’on a/-=«, on a aussi 

/■=- , ainsi qu’on peut le reconnaître (les équ. (i) sont réci

proques), donc elles ont deux racines communes, ou plutôt la 
i,e divise la 2*. Posons nx = ç> ; quel que soit l’arc <p, il faut 
donc aue

573. Pour appliquer ce théorème, qui est dû à Moivre, au cas 
qui nous occupe , faisons <p= kv, k désignant un entier quel
conque, et 7F la demi-circonf.; cos est ou —1, selon que 
k est pair ou impair, et le 2e trinôme devenant 2/" H~ 1 >
ou (r* zç. i)a, on voit que

<■*) En résolvant ces équ. (1), on trouve

Cette belle propriété, dont on fait un fréquent usa je dans l’Algèbre supé
rieure, n’est, il est vrai, démontrée ici qu’autant que n est entier et positif, 
quoiqu’elle subsiste dans tous les cas Nous reviendrons sur ce sujet, 
nu 63o.
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Æ étant un entier quelconque, pair pour yn—i, impair lorsqu il 
s'agit de y* -f- i. Si le i" trinôme est un carré, on ne prendra 
pour diviseur que sa racine; ce cas exige que le cosinus soit 
± i; alors k est o, n, in. .., et le facteur se réduit ay± i.

Tant que l’entier k ne passe pas n, l’arc est une fraction

croissante de la demi-circonf.; ces arcs ont des cosinus inégaux, 
et l’on obtient des facteurs différens du 2e degré, que nous 
représenterons par A,B,C.. .L,M. Comme n-\-i et n—i ont 
2n pour somme, ces nombres sont ensemble pairs ou impairs ,

le cosinus est le même : d’où résulte que le facteur trinôme est 
le même pour k—n — i et n-^-i. Après avoir donc pris pour k 
tous les nombres (pairs ou impairs) jusqu’à n, au-delà on re
trouve les mêmes facteurs de 2 e degré en ordre rétrograde 

C, B, A.

Passé 2«,Æ a la forme iqn 4- z, et l’arc devient

dont le cosinus est encore le même; ainsi, on retombe sur les 
mêmes facteurs dans le même ordre A,B. . . L,M, B, A. 
Il est, comme on voit, inutile de donner à k des valeurs 
>n.

i°. Si n est pair, \ n±i sont ensemble pairs ou impairs;

donne les dont les cosinus

sont égaux en signes contraires, savoir, ainsi,

lorsque n est pair, on ne fera pas mais on prendra
les cosinus avec le signe

2°. Si n est impair, l’un de ses nombres n — i et i est pair 
T. II. I0
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et l’autre impair, puisque leur sounme est impaire : ainsi, on 
n’est en droit de prendre que l’un d’eux pour valeur de k. Soit 

c.-à-d. que quand k dépasse | n, les cos. de notre facteur tri
nôme (3), sont, en signe contraire, les mêmes que si l’on eût 
pris k—i, valeur exclue et < -2 n. Donc on ferak=o,i ,2,3... 
sans aller au-delà de^ny et on obtiendra des arcs < | , dont 
les cos. conviendront au théorème (3), mais en changeant de 
deux en deux le signe du cosinus.

mule générale des facteurs de xn an.
Pour r4 4- r , k doit être impair ; À = 1 donne l’arc ~ 7r ou

Ces facteurs viennent d’être dé
composés.

Pour — i, il faut faire À ==o, i ,2,3, et 4, et prendre les 
cos. de rangs pairs en signes contraires, savoir i , — cos 20°, 

cos 4o°, — cos 6o° et 4- cos 8o, les facteurs sont, outre

Quant à4-1, on opérera de même, en prenant avec un si-
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gne contraire les cos. de rangs impairs, ce qui revient à chan
ger ci-dessus les signes de tous les 2e’ termes des facteurs, savoii :

et en effet, il est clair qu’il suffit de changer y en —y. 
Il est facile de résoudre par rapport à l’arc z, l’équ.

Car en posant 

équ. traitée p. 187. On pourrait aussi développer les cos. d’arcs 
multiples selon les puissances ascendantes des cos d’arcs sim
ples, par les formules que nous ferons connaître plus tard.

574. La proposition (3) est ce qu’on noms ae le Théorème de 
Côtes : ce savant l’avait présentée sous une forme géométrique. 
Du rayon AR=a (fig. 24,24 s°it décrit le cercle ACHL, 
et le diamètre AH, passant en un point arbitraire O ; à partir 
de A partagez la circonférence en 2n arcs égaux Aa, aB, Bb 
chacun est le ne de «■; menez des rayons vecteurs du point O 
aux points de division. Celui qui va au point quelconque C 
forme le triangle COP, duquel, en faisant l’angle CRA —a, 
OR — x, on tire

contient k divisions, on ,Ce trinôme étant facteur de

selon que k est pair ou impair, les rayons vecteurs, 
menés aux points de divisions alternatifs, constituent tous ces 
facteurs. OA=a— x, OH= a -f- x, répondent aux facteurs 
réels du i,r degré.

Désignons par Z, Z' ,Z" ... les rayons menés aux divisions 
paires, et par z, z', z"...........ceux qui vont aux impaires; on
aura

que O soit intérieur ou extérieur.
si O est intérieur (tig. 24).

, si O est extérieur (fig. 24 bis).
10..
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Équations à trois termes.

5^5. Prenons l’e'qù. Ax'n + Bxn 4- C=o, où l’un des ex- 
posans de x est double de l’autre ; en faisant xn = z, il vient

i°. Si les racines de z sont réelles, telle que f et g, on doit 
résoudre ces équ. à deux termes xn \ xa = g-.

Par exemple , trouver deux nombres tels, que leur produit 
soit io, et la somme des cubes 133 ?

Faisant x3 = z, za— i33z -|- ïooo = o; d’où z — 8 et 125 ; 
posant ensuite x3 = 8 et 125, il vient x = i et 5, et en outre 
(n° 56g) 2«, et 5a1, puis 5« et 2«a,« étant une racine cubique 
imaginaire de l’unité. Telles sont les trois solutions du pro - 
blême.

2°. Si les racines sont e'gales, on a B1— ^AC=o, la pro
posée est un carré exact, (axn 4- ù)‘ = o, et l’on retombe sur 
une équ. à deux termes. Par ex., trouver un nombre tel, qu’en 
divisant sou double par 3, et 3 par son double, 2 soit la somme 
des 4£5 puissances des quotiens?

et comme/= i a pour racines

3°. Enfin, ciuand les racines sont imaginaires, ou................
et la proposée deve

nant 

sera comparable à (2) (n° 572) ; car le coefficient dey* est < 2 r
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A cause de B' <^\AC. 11 y a donc un arc <p qui a la moitié de 
ce facteur pour cosinus, arc qu’on déterminera par log. d’a- 
nrès la relation

Notre transformée est donc divisiblepar

en prenant pour <p tous les arcs dont le cos. est donné par 
l’équ. (5), et qui sont non-seulement l’arc<p< i8o°, donné par

k étantun entier quelconque: tous les facteurs

cherchés sont compris dans la forme

Il est d’ailleurs inutile de prendre , puisque

donne l’arc ; et supprimant les circonf. 2^, il

reste à prendre le cos. de l’arc qu’on a eu pour k=zi<ji\ on 
retomberait donc sur les mêmes facteurs.

Observez qu’ici le rayon est = 1, et que si l’on fait usage 
des tables de log., il faut soustraire io de tous les log. des cos. 
qu’on emploie dans le calcul. {Voy. t. I, p. 877.)

la proposée à ses trois facteurs de la forme $
et comme cos -4, a pour valeurs 1,

dernier facteur étant double. Ainsi la proposée est le carré de

Soit encore
les tables donnent, à cause du signe—,

, dont la moitié -1 est 4t° 62' 1 o" ; ajoutons 18o°,
et nous lormerons un arc dont le cosinus est le meme que le 
précédent en signe contraire.
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Substituant dans le 2* terme de la for
mule générale (6), le cal cul ci-contre donne 
— 3 pour coefficient de l’un des facteurs. 
Ainsi nos facteurs sont x* zt 3x 4- 5.

Enfin, pour

On trouve <p = 61° ou plutôt 118° 19', en prenant le sup
plément, à cause du signe —. Le tiers est 4 — 3g° 26' 20"; 
ajoutant i2o°deux fois successives, et prenant les cos 4, on a 
cos 3g° 26' 20", — sin 69° 26' 20", et sin g0 26' 20" Donc

Soit fait

et nos trois facteurs sont de la forme

Racines des expressions compliquées de Radicaux.

Admettons que a -f- \/b soit un carré, et clierclions-en 
la racine, qui doit avoir la forme \/x -f- ÿj- si elle était 
f 4- 1/ on auraitx — f*. Posons donc 

puis 

en séparant l’équ. en deux , comme p. 12g. Pour tirer x et jr 
de ces e'qu., formez les carrés et retranchez, vous aurez

Comme x et y sont supposés rationnels, a’ —b doit être un
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carré exact connu, que nous ferons =Æ*; x—= et 
x +y = a donnent la solution cherchée

nnî« /r=S et v ~ i : la racine demandée est 

z étant une indéterminée dont on dispose à volonté pour faci
liter le calcul. En élevant au cube et comparant les termes ra
tionnels , on trouve 

carrant ces équ. et retranchant, on a

Or, le facteur de z2 est la différence de deux carrés, et revient

. Mais x et jr sont supposés rationnels; ainsi

le ier membre doit être un cube exact; et il sera toujours fa
cile de déterminer z de manière à remplir cette condition, ne 
fût-ce qu’en posant z = (a2 — Z>)a : si a'— b est un cube , on 
fera z~i. En général, on décomposera a2—b en facteurs 
premiers, et l’on distinguera bientôt quels facteurs doivent être 
introduits ou supprimés, pour avoir un cube exact. Ainsi, z et 
Â seront connus dans les relations

d’où
Cette dernière équ. donne x, en se contentant des seules racines
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rationnelles; la précédente fait connaîtrej , et l’on a la racine
demandée.

est racine cubique de

En posant

et raisonnant de même, on déterminerait x, y et z, dans le cas 
où a-j- \/b est une puissance ne exacte.

577. Dans toute autre formule , il ne suffit pas de substituer, 
pour les radicaux qui s’y trouvent, leur valeur approchée, parce 
qu’on néglige ainsi toutes valeurs imaginaires dont ces radi

caux sont susceptibles. On doit remplacer

en prenant 1, «, a1.. . pour les racines de
l’équation

Si l’on , il suffit de poser

et d’éliminer entre ces deux équ. ; toutes les racines de l’équ. 
finale en x seront les valeurs cherchées de x.

Quand on a un fonct. fx compliquée de radicaux,
pour obtenir toutes les valeurs aejx, posez
et introduisez pour vos radicaux, les n valeurs de y, les m 
de t. .. , combinées entre elles de toutes les manières possibles.

Quand des radicaux fonctions de x entrent dans une équ. 
on l’en dégage en représentant chaque radical par une nouvelle 
inconnue, qu’on élimine ensuite par les procédés ordinaires.

Ainsi pour l’équ.
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: Éliminant j-, il vient

Enfin éliminant z, on obtient l’équ. finale 

on trouve d’abord a? = 8 et — i, qui sont les solutions réelles 
demandées; quant aux quatre autres racines , elles se rappor
tent aux combinaisons des valeurs des racines imaginaires des 
radicaux carré et cubique de la proposée.

Équations du troisième degré,

5^8. Pour résoudre l’équ. ax'-\-bx 4- c= o, chassons
le 2e terme et le coefficient du premier, en posant ( page 48)

Ainsi toute équ. du 3e degré est réductible à

Posons 
ainsi la proposée devient

Or, le partage de x en deux nombres 7' et z peut se faire 
d’une infinité de manières, et l’on a le droit de se donner leur 
produit, ou leur différence, ou leur rapport, etc........ Posons
donc que le iw facteur est nul, ou

Le cube de la ireéqu. j'V3 — — montre que y3 et z3 ont 
— 7 pour somme, et—pour produit, c.-à-d. que les 
inconnues r3 et z3 sont les racines t et t' de l’équ. du 2e degré 
(n° i37,5°)
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154 algèbre.
qu ’on nomme la Réduite. Connaissant t et t', on a y3=t, z3=t' ;
I, α, α2, étant les trois racines cubiques de l’unité (n° 569),
on a donc

Mais il ne faut pas, pour obtenir x =y + z, ajouter toutes ces 
valeurs deux à deux, puisqu’on aurait 9 racines au lieu de 3. 
Comme, au lieu de l’équ yz =— 1/3 p, on en a employé le cube, 
on a triplé le nombre des racines; il ne faut donc ajouter que 
celles de ces valeurs de y et de z dont le produit est—1/3 p, ou

3
√3 (tt'), puisque le 2e membre de l’équ. (2) étant =—tt', la 
racine cubique est=1/3 p. Il est facile de voir, à cause de α3=I,

Substituant pour a, et a2 leurs valeurs 
et faisant, pour abréger , 

on a

Donc, pour résoudre l’équ. du 3e degré (I), il faut d’abord 
résoudre la réduite (2) ; et connaissant z et z', on introduira 
leurs valeurs dans les formules (3).

Soit y3 — 3y2+ 12y = 4; on pose y=x+ 1 pour chasser 
le 2e terme et l’on a x3 + 9x + 6= o, p = 9, q =6, et la 
réduite t2 + 6t = 27 ; donc t = 3, t' = — 9, et
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la racine cubique est

On peut résoudre l’équ. du 3e degré à l’aide des tables de 
log., en se servant du procédé décrit t. 1, p. 390,pour 
obtenir les racines t et t' de la réduite.

Si p est positif, on pose 

d’où 

puis

Si p est négatif, on pose 

d’où

Une fois qu’on a trouvé les racines cubiques de t et t', on en 
tire les valeurs de s et de d, et par suite celles de x.

Par ex., pour l’équ. x3 +9x+6=o de la p. 154, on a 
p = 9, q = + 6 ; c’est le Ier cas ci-dessus
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De même pour x3— 2x — 5 = o (page 91), on a p=2,
q = —5 : on est dans le 2e cas. et on a

579. Tant que les deux racines t et t' de la réduite sont 
33réelles, √ t, √ t' le sont, ainsi que s et d ; il suit des for

mules (3) que la proposée n’a qu’une racine réelle. Cependant, 
si t = t', on a d = o, et les trois valeurs de x. sont réelles, 
deux étant égales à la moitié de la 3e en signe contraire. C’est 
ce qu’on voit dans l’exemple p. 155.

Mais si la réduite a ses racines imaginaires, c.-à-d. si 
27 q3 +4p3<0, ce qui emporte la condition que p soit né
gatif, les expressions (3) restant compliquées d’imaginaires , il 
semble qu’aucune des trois racines ne soit réelle, contre ce 
qu’on sait d’ailleurs (n° 533, II). Cette circonstance, qui n’ar
rive que quand précisément les trois racines sont réelles, a 
beaucoup embarrassé les algébristes , qui ne savaient pas trou
ver ces racines, et ils l’ont nommée cas irréductible. Ce cas se 
rencontre quand p est négatif, et que 4p3> 27q2, relations que 
nous avons exprimée en une seule condition.

Les valeurs de t et t' étant représentées par a± b√ — 1, 
la racine cubique, ou la puissance se développe ( page 16) 
en série. Sans exécuter ce calcul, il est visible qu’on n’y peut 
trouver d’imaginaires que dans les termes où b √ — 1 est af
fecté d’exposans impairs; et comme l’une de ces séries se dé-
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duit de l’autre en changeant b en —b, il est clair qu’elles sont
toutes deux comprises dans la forme P +- Q √— 1, dont la
somme est s = 2P, et la différence d=2Q√ — 1. Ainsi; les
formules (3) se réduisent à ces expressions réelles

Nos racines sont donc réelles, précisément lorsque les équ. (3) 
les donnent sous forme imaginaire. Ce cas singulier vient de 
ce qu’en posant x=y+ z, et yz=1/3 p, rien n’exprime que
y et z soient en effet réels ; et notre calcul prouve même qu’ils 
sont imaginaires quand les trois racines sont réelles. Pour
ies obtenir, on développera la puissance 1/3 de a+ b √ — 1 
sous la forme P+ Q √ — 1 ; et P et Q seront connus dans 
les é<qu. (4).

Ce procédé ne serait guère propre à faire connaître les trois 
racines ; les suivans sont préférables.

Lorsqu’on connaît l’une a des racines de x, pour obtenir les 
deux autres, on divise la proposée par x—a; le reste a3 +ap+q 
estnul par hypothèse, et le quotientdu 2e degré xa+ax+a2+p, 
égalé à zéro, donne

Si la 1re racine a est réelle; pour que les deux autres le soient 
aussi, il est nécessaire et il suffit que p soit négatif et >3/4 a2. 
Changeons donc p eu — p, et désignons par ϭ la différ. posi
tive ϭ=p-3/4 a2. Pour examiner le cas dont il s’agit, élimi
nons a entre cette équ. et q = — a3 + ap, afin de rendre la 
comparaison de p à q exempte de a. L’équ. finale peut s’écrire 
sous la forme 4p3—27q2= 4ϭ (4ϭ — 3p)2 ; et comme ϭ  a le
signe + dans le cas actuel, on voit que les racines ne sont 
réelles qu’autant que p est négatif, et que 4p3> 2792, ce qui 
rend imaginaires les racines de la réduite, et s’accorde avec 
ce qu’on vieut de dire.

Pour obtenir les racines dans ce cas, on réduira d’abord à 
—1 le coefficient du 2e terme de l’e'qu.(I) en posant x = +-z √p;
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on doit proférer ici le signe négatif. En divisant par √p3 la trans

formée est z3 — z-q/√p3=o.
√P3

Or le supposition que ou enfin

prouve que si l’on fait z= √4/3 le résultat est

positif : il a le signe—, pour z = I ; il y a donc une racine 
de z entre I et √ 4/3= I, i547. Faisons z = 1+v, sera
<0, 1547, et on pourra négliger v3, pour une Ire approxima
tion; savoir 2v +3v2= q/√p3 ; résolvant cette équ. on a z et 

par suite

On donne à cette valeur approchée de x un signe contraire à 
celui du dernier terme q ; on procède ensuite à une approxi
mation ultérieure par les procédés ordinaires (n° 538) ; l’ex
pression (5), qui revient à x =—1/2 a ±√ϭ, donne ensuite 
les deux autres racines.

Ainsi pour l’équ.

d’où

puis par suite, x=— 2,490862, 1,834245 et o,6566166.

58o. Mais si l’on veut recourir aux logarithmes, on préfère 
se servir du procédé suivant. Il suit du théorème (2), n° 572, en 
faisant n = 3, que le rayon étant un,

Soit fait x = m(y+y-1), dans x3 — px +q = o ; nous
mettons—p, parce que nous ne traitons ici que le cas où 
2 792+4p3 est négatif;
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d’où m9(y3+y-3) + (3m3—pm
On chasse le 2e terme en posant 3m2 =p; d’où m 

tons, t est imaginaire dans l’equ. (2), ou (1/2q)2 <(1/3p)3: on 
peut donc trouver un arc φ dont le cos. soit la moitié du fadeur 
de y3, puisque cette moitié est <1 ;

alors la proposée, se trouvant réduite à notre 2e trinome, est 
divisible par y2 — 2y cos 1/3 φ + 1 =0 ; divisant par y, on a

L’arc φ sera donné par un calcul logarithmique : on en pren
dra le tiers , auquel on ajoutera 1200 et 240°, parce qu’on peut 
prendre, outre l’arc trouvé dans la table, les arcs φ+2π, 
φ +4π, qui ont le même cosinus. L’equ. (8), où cos 1/3 φ prend 
trois valeurs, déterminera les trois racines réelles.

1

 V 3 
Le calcul ci-contre donne φ=45048'9", 
dont le tiers est i50i6'3''. On y ajoutera 
12o° et 240°, et l’on prendra les cosinus, 
qui sont

On prend ci-contre ,

Pour l’équ. x3 — 5x+ 3 = o, il suffit de changer x en — x, 
et l’on retombe sur l’équ. précédente : on a donc les mêmes
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racines en signes contraires. Au reste, en traitant directement 
cet ex., l’équ. (5) donnant cos φ ne'gatif, l’arc φ est>90°, et 
le supplément du préce'dent : le calcul se continue de même.

cul donne φ=108° 57' 3", 5, et l’on obtient enfin..................

Équations du quatrième degré.

581. Soit proposée l’équ. x4+px2 +qx+r = o; pour la
résoudre, employons la même marche que pour le 3e degré; 
regardons x comme formé de deux parties y et z, x=y + z; 
d’où

Mais nous pouvons poser une relation à volonté entre y et z : 
égalant à zéro la 2e ligne qui renferme les puissances impaires 
de j-, nous avons

La transformée devient, en éliminant y2, 

équ. qui n’a que des puissances paires de z. Faisons donc, pour 
simplifier, z2 = 1/4 t, et nous aurons

C’est la réduite qui est du 3e degré, et a nécessairement au 
moins une racine réelle et positive (*) : désignons par t cette 
racine; nous avons z = +-1/2√t, où le signe est arbitraire.

(*) Il faut dégager cette équ. de son 2e terme, en posant
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Substituant dans x=y+z et dans (I), il vient

On trouve enfin, en ayant égard à la correspondance des signes, 
et éliminant y,

Ainsi l’on résoudra la réduite (A) ; et prenant une racine po
sitive Z, on la substituera dans les formules (B), qui donne
ront les quatre valeurs de x.

Soit, par ex., 2x4—19x2+24x=23/8;p=-19/2,q=12,etc.; 
la réduite est t3— 19t2+96t = 144. L’une des racines t= 3 
donne 

et comme 

on a

L’équation x4 — 25x2 + 60x — 36 = o a pour réduite , 
t3 — 5ot2 769t = 36oo ; prenons t = 9, et nous aurons 
x= 3,2, 1 et —6.

Enfin, l’équation x4—3x2 — 42x =40 donne

d’où

582. Si l’on mettait pour Z, dans les équ. B, toute autre ra
cine de la réduite, on n’obtiendrait pas des valeurs différentes 
pour x, et l’on ne préfère la racine positive t aux deux autres

T. II. II
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t' et il", que pour la conwnodité des calculs. En effet, expri-
niçns; ces valeurs B en fomction des trois racines. On a

la ire donne 

la 2* 

d’où 

ou bien 
de même

Ces ëqu. ne conviennent qu’autant que q est positif; car il 
faut observer que la réduite ne contenant pas q, mais q1, con
vient à la proposée quel que soit le signe de q, bien que les 
racines x soient différentes pour 4- q et pour —q. Mais dans 
les équ. 5, comme on doit substituer la valeur de q avec son 
signe, cette circonstance rétablit les données telles qu’elles 
sont. Il n’en est pas de même dans les équ. (4) où q n’entre 
plus; aussi faut-il avoir égard au signe de q dans l’équ. (3), 
et prendre \/t en —, quand q est négatif, pour que les deux 
membres y aient le même signe ; les radicaux des deux parts, 
devant recevoir le Ainsi quand q sera négatif, il faudra 

poser \/(t’t"') =---- —, ce qui donne aux valeurs B la forme

Or remarquons que, dans l’un ou l’autre de ces deux cas, 
les équ. 4 et 5 sont symétriques en r, f et /*, c.-à-d. que les 
expressions donnent les quatre mêmes valeurs, lorsqu’on 
change l’une de ces lettres en l’autre. Ainsi ces équ. 4 et 5 
étant les mêmes <[ue B sous une autre forme, les équ. B ne 
donnent que 4 racines.

Les formes 4 et 5 sont d’ailleurs propres à faire reconnaître 
la nature des racines de x : car

www.rcin.org.pl



FONCTIONS SYMÉTRIQUES. I 63

I®. Si la réduite a ses trois racines réelles, il ne peut arri
ver que deux cas; comme leur produit t.l' .é' — q"1 est positif, 
ou deux sont négatives, ou aucune ne l’est. Dans ce dernier 
cas, |/z, y/t', \/1" sont re'els, et nos quatre racines de x sont 
réelles. Dans l’autre cas, au contraire , y/t' et y/t" sont ima
ginaires, et les quatre valeurs de x le sont aussi. Donc, quand 
la réduite tombe dans le cas irréductible, la proposée a ses 
quatre racines ensemble réelles ou imaginaires, selon que t a 
trois valeurs positives ou une seule. On en a vu des exemples 
ci-dessus.

Cependant s’il arrive, dans ce 2e cas, que / = /", comme 
deux de nos valeurs de z contiennent la différence des radi
caux \/l" y les imaginaires s’entre-détruisent, et la pro
posée a deux racines réelles et égales, et deux imaginaires.

2°. Si la réduite n’a quune seule racine réelle t, comme t 
est alors positif, ^/lest réelle. D’ailleurs, désignons t'et t" par 
a ± b y/ — i, d’où

Ce dernier radical est visiblement réel et^>a; ainsi, notre 
carré a deux valeurs réelles, l’une positive, l’autre négative : 
en extrayant la racine, qui est i/f ± y/t", on a donc une 
quantité réelle y/A d’une part, et une imaginaire y/ — B de 
l’autre. Remontant aux valeurs précédentes de x, on voit clai
rement que si la réduite n a qu’une seule racine réelle t, celle-ci 
est positive, et la proposée a deux racines réelles et deux ima
ginaires.

IV. FONCTIONS SYMÉTRIQUES.

Puissances des racines des Équations.

583. On dit qu’une fonction est symétrique ou invariable, 
quand elle n’éprouve aucune altération, en y échangeant toutes 
les lettres qui s’y trouvent l’une en l’autre : telles sont

ii..
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rent les mêmes lorsqu’on met b pour a, et a pour b. Les coeffi-
ciens des divers termes d’une équ. fx = o sont des fonctions
symétriques des racines α, b, c... (n° 502).

Nous représenterons à l’avenir, par [aαbβcγ...], la fonction 
symétrique dont aαbβcγ... est un terme, et dont on obtient 
les autres termes en échangeant chaque lettre a, b, c... en 
toutes les autres successivement : par la somme des puis
sances m de ces racines, ou Sm = am + bm+ cm.... Or, sans 
connaître ces racines , prouvons qu’on peut toujours trouver 
les quantités Sm et [aαbβcγ...] , quels que soient les entiers

m,α,β,γ.... , en fonction des coefficiens p,q.... de la pro
posée , 

fx est identique avec (x—a).(x— b).(x — c)..., et l'on a vu 
(n° 520, 2°) que la dérivée f'x est

En divisant par fx, on trouve

En développant

Changeant a en b, c... ; et prenant la somme de tous ces ré
sultats, notre second membre est

Multipliant donc l’équ. par 
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Le Ier membre a m termes; le second va à l’infini, chaque ligne 
a yant son Ier terme reculé d’un rang de plus à droite que dans 
la ligne qui précède; il y a m + I lignes. En comparant les 
coefficiens des mêmes puissances de x dans cette identité, on 
obtient une infinité d’équ Les m Ier équ. ont chacune un terme 
de plus que la précédente; elles sont (en supprimant mp,mq..., 
aux deux membres) 

k étant un entier <m, et v le coefficient de xm-k dans fx. Au- 
delà de ces m équ., le Ier membre ne donne plus de terme à 
comparer avec ceux du 2e, et l’on trouve 

l étant un entier > ou =m. On a SO = a° + b°... = m.

584. Ces équ. sont dues à Newton : en voici l’usage.
La Ier donne S1 =- p, valeur qui, introduite dans la 2e, 

donne S2; on a ensuite S3...

et ainsi de proche en proche. En général, la valeur de Sl con
duit à cette règle. Sous les m termes qui, dans la série des S, 
précèdent celui Sl qu’on veut calculer, écrivez les coefficiens de 
fx en ordre inverse, avec des signes contraires ; multipliez cha
que terme par celui qui est au-dessous, ajoutez, et vous aurez 
le terme suivant Sl : 

Soit, par ex., l’équ. x3— 3x3+2x—1=0, où p= — 3, 
q = 2, r=—I; les facteurs seront I, —2 et 3. Ainsi, on 
trouve d’abord S0= 3, Sl = 3,S2= 5 ; la série des S se con
tinue comme il suit, chaque terme étant formé du produit 
des trois qui le précèdent, multipliés respectivement par 
1, — 2 et 3,
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et l’on obtient

Enfin, pour les multiplicateurs sont 5,2 et o ;
on trouve

En appliquant ce théorème à xm—1=0, on trouve, comme 
page 43,

Il est donc facile d’obtenir la somme de toutes les puissances 
entières des racines d’une équ. sans connaître ces racines. S’il 

s’agissait des puissances négatives, on changerait 

l’on appliquerait nos formules à la transformée en y ; on au
rait les sommes demandées. Pour l’équ. x3 — 3xa -j- 2X = 1 , 
on aurait les facteurs 1, — 3 et 2 de la transformée ; d’où les 
sommes des puissances positives, qui sont les négatives de
mandées,

585. Cherchons à exprimer toute fonction symétrique 
\a*b^cV. . , à l’aide de S, S3 S3.. . ., le nombre des ra

cines a, b, c.... comprises dans chaque terme étant n. Cette 
fonction s’obtiendrait en permutant les m lettres a, b, c... 
de toutes les manières possibles, n àn, donnant à la ire lettre 
l’exposant*, (3 à la 2e.; le nombre des termes sera [mPnl. 
Cependant, s’il arrivait que deux cxposans fussent égaux, 
a==/3. comme les initiales ab , ba n’apporteraient aucune mo
dification au terme résultant a’, le nombre des termes ne se
rait que la moitié du précédent : il serait le 6e dans le cas de 
trois exposans égaux, etc. (voy. n° 49^)-

Pour obtenir la valeur de dont les termes ne con-
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tiennent que deux des m racines , opérons les permutations, 
comme n° 492 , en multipliant

Si les facteurs partiels contiennent la même racine, le produit 
partiel a la forme ; sinon ce produit est tel que aαbβ.

I°. Si les facteurs partiels n’ont pas de racine commune , le 

produit partiel est tel que aαbβcγ ; ces résultats réunis forment 

la fonction [aαbβcγ] dont on cherche la valeur.

20. Si les facteurs partiels comprennent une racine commune, 

le terme est tel, que aα+γbβ, ou aαbβ+γ, suivant que cette

racine est le 1er facteur ou le 2e. De là résultent les fonctions 
, [aa+γbβ], [aabβ+γ],dont l’équ. C donne les valeurs :

on a donc......... (D)

L’esprit de ce genre de calcul est facile à saisir, et l’on peut 
l’appliquer aux fonctions symétriques formées de quatre fac
teurs et au-delà. On sait donc évaluer ces fonctions à l’aide
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des seuls coefticiens de la proposée, puisque les S sort connues
par ce qu’on a exposé précédemment.

Observez que si la fonction symétrique proposée était frac
tionnaire , en la réduisant au même dénominateur, elle for
merait une fraction dont chaque terme serait une fonction in- 
variable. C’est ainsi que

Appliquons ces préceptes généraux.

Résolution numérique des Équations.

586. Plus a sera grand par rapport aux autres racines 
plus approchera d’être égal à son ier termea'1,etS’*_IàaA-1 : 
ces 5 sont d’ailleurs connues d’avance. Donc, en divisant, on 
trouve a = Sk : 5*_,. Ainsi, après avoir formé la série des 
nombres .. , le quotient de chaque terme par celui
qui le précède, approchera de plus en plus de la racine supé
rieure a, à mesure que l’indice de 5 sera plus élevé. On pour
rait de même obtenir la moindre racine (n° 507, 20)

Les imaginaires peuvent modifier notre proposition ; car 
soit x — a. ± (i \J — 1 : faisons « = X cos , /S — A sin 9 , ce 
qui est toujours permis, puisqu’il en résulte 

équ. d’où l’on peut conclure A et l’arc <p dans tous les cas. 
On a x = A (cos tp ± sin <p. / — i) ; d’où (note, page >44)

Nos deux racines imaginaires supposées, introduisent donc 
dans Sk le terme 2A4 cos Il faut donc que A, ou y/(tt2 4“ 
soit moindre que la plus grande racine a, pour que le théo
rème précédent soit vérifié.
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587. Cherchons l’équation au carré des différences,

où les inconnues sont P,Q. . . U. Nous avons

Ces équ. sont en nombre m; l,A' ,A".. .sont les coefficiens 
du binôme pour la puissance l. Ajoutons, le 2e membre sera

Changeons successivement x en atb,c.. . .,

En ajoutant toutes ces équ., le Ier membre est la somme des 
puissances 1 des différences de toutes les racines, retranchées 
deux à deux. Le 2e membre est

Or, si l est impair, on ne peut rien tirer de cette formule , 
caries différences sont égales deux à deux en signes contraires, 
et leurs puissances l s’entre-détruisent. Le 2e membre est 
formé de termes dont ceux qui sont à égale distance des ex
trêmes ont même coefficient, mêmes indices pour S, avec des 
signes contraires; ces termes se détruisent donc aussi : de 
là o = o.

Mais si l est pair, (a—b)1, (b—ai)1........ sont égaux deux à
deux, et chaque terme du 1" membre est double ; d’ailleurs, 
les parties du 2e sont encore égales deux à deux, mais ont 
même signe : elles se doublent donc aussi, excepté le terme 
moyen , qui ne s’accouple avec aucun autre. Prenant la moitié 
des deux membres, chaque terme redevient simple , et il faut 
réduire le terme moyen à moitié. Ainsi, d’une part, faisant
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l—ïi, le 1er membre devient la somme des puissances ar,
des diff. des racines, ou celle des puissances i des carre's de
ces diff., somme que nous représenterons par/]. D’une autre
part 2i, dr, A”... désignant les coefficiens du binôme, pour
l’exposant ii il vient (p. 6)

Les coefficiens 2Z, A' A*. .. ont pour valeurs les nombres 
de la ligne 21 dans le tableau, p. 8; on doit s’arrêter au terme 
du milieu dont on prend la moitié. Ces facteurs sont pour

D’où l’on tire

Cela posé, si l’on a calculé la série ^oS^a. .. , on pourra 
tirer de cette équ. les valeurs de (a—by 4- (a—c)’...,en 
faisant 1= 1 ; ce sera la somme ft des puissances 1 des ra
cines de Fz=o; 1=2 , donnera de même (n——c)4, • • > 
ou , etc. En général, l’équ. (Ar) donnera la somme J] des 
puissances i des racines de l’équ. au carré des différences. Or, 
d’après les équ. (A) p. i65, appliquées à celte équ., on a

Le calcul desÇdevra être poussé jusqu’à l’indice n=}m(m — 1), 
degré de Fz, et celui des S jusqu’à un indice double.
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Pour , sont

d’où

Ce sont les coefficiens de l’équ. au carré des différences pour 
le 3e degré. On trouvera les formules pour le Ç et le 5e degré 
dans la Résolution numér. de Lagrange, n°‘ 38,3g et note III.

Équations du second degré.

588. L’équ. ar’-j- px -j-q —o ayant a et b pour racines in
connues , cherchons la valeur z = c-J- mb, m étant un nombre 
arbitraire. Comu.ea-f- b ——p,ces deuxe'qu. feront connaître 
a et b , quand z sera obtenu. Mais on ne peut trouver cette 
valeur de a 4- mb , sans obtenir aussi celle de b -]-ma ; zayant 
ces deux racines, est donné par cette autre équ. du 2e degré

Il est donc impossible de tirer parti de ce calcul, tant que m 
demeure quelconque. Mais si cette équ. en z est privée du 
2fl terme, ce qui arrive quand m =— i , on a

et comme (p. 165) — 2y , on trouve

d’où l’on tire enfin les deux racines a et b.

Equations du troisième degré.

58g. Les racines de a?3 -f- px -f- q = o étant a,b,c, la 
quantité z = a mb -f- ne est susceptible de 6 valeurs 
(équ. 2 ci-après), quand m et n sont quelconques : et comme 
on ne peut trouver l’une de ces valeurs, sans que le calcul donne 
en même temps les 5 autres , z doit être racine d’une équ. du
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6e degré : il est donc inutile d’espérer qu’on trouvera z avant x. 
Cependant si l’on admet que m et n peuvent recevoir de va
leurs telles . que cette équ. en z soit z* -J- Az3 -4- B — o , ré
soluble par le 2e degré (n° 5^5), on en tire bientôt z, et en
suite x. En effet, posant z3 = u, on a

Désignant par z et z" les deux racines cubiques de u, et par 
1 , st3 celles de l’unité (n9 56g), les six valeurs de z doivent 
résulter de tous les cliangemens de place entre a,6,c,dans le 
trinôme a -f~ mb 4- ne : posons

Chaque lettre passe ici d’un rang à celui qui est à gauche, et 
le ier terme à la dernière place. Il reste donc à déterminer les 
arbitraires m et n, de manière à ce que ces six équ. soient 
réalisées. Multiplions az‘ par m3 ; il vient, à cause de «t3 = 1,

L’identité exige que les coefficiens respectifs de a}b,c, soient 
égaux , ou a'1 ~ m, ma? — n, na? = 1 ; donc m — et1, n = a. 
En substituant dans les six équ. (2), on trouve qu’elles sont 
une conséquence de

Ainsi, en prenantm = aa,n = a, notre trinôme a six valeurs, 
qui ne forment que deux cubes différens z'3,z"3 ; car en multi
pliant les équ. (3) par a. et «3, on reproduit les 6 équ. (2) dont 
les Iers membres n’ont visiblement pour cubes que z'3 et z"3.

Il est donc certain que les 6 valeurs de z sont racines d’une 
équ. de la forme z6 -h y/z3 -4- Æ = o , ou 

il reste à déterminer A et B , savoir :
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car une fois A et B connus en fonction des coefficiens p et q, 
l’équ. (1) donnera les valeurs de z3, dont les racines cubiques 
z' etz" seront connues. Leséqu. (3) donneront ensuite 
comme nous le montrerons.

Développons le cube de z = a 4- etc 4- , en mettant
i pour et3 chaque fois qu’il se rencontre ,

On obtient z"3 en changeant ici b en c ; ajoutons ces deux ré
sultats, il vient

Comme ici les facteurs de 27 sont les racines f et t" de l’équ.

Éliminant a,b,c, entre les équ. (3) et a 4- b -f- c — o, qui 
provient de ce que la proposée n’a pas de 2e terme, on a

et puisque on retrouve les valeurs du

Équations du quatrième degré.

5go. Pour résoudre l’équ. x' 4-px3 -J- qx 4- r= o, nous ne 
chercherons pas à former les valeurs de z = a -f- lb 4- me 4- nd, 
qui sont au nombre de 24 ; mais de z — a 4- b 4- m (c 4- »
qui n’en a que 6 : et même faisant m = — 1, nous poserons 
z — a b — c — dy dont les six valeurs sont égales deux à 
deux avec des signes contraires. La racine z sera donc donnée
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pair une équ. du 6* degré, telle que z6 4- Az^ -f" Æz* + C= o,
qui n’a que des puissances paires, en sorte que ces 6 valeurs
n’<ont que trois carrés différens. Posant z2 = t, on retombera
sur une e'qu. du 3e degré, qui donnera t, par suite z, et enfin x.

En développant le carré on a,

La ire partie est nulle, puisque lç 2e terme manque dans la 
proposée : ajoutant et ôtant 4 (aô-f-cJ), on a

Changeant b en c,puis en d,comme [ab'] =p,on a 

telles sont les valeurs de nos trois carrés z2. Il est clair que les 
calculs seront plus simples, si l’on prend pour inconnue.. . 
u = | z1 p ■> puisque les valeurs de u seront 

formons l’équ. qui a ces trois racines. Comme on a 

on trouve, d’après la formule £>, et en divisant par 2 ou 6 
(p. 167), s’il y a lieu, que,

10 La somme des binômes est [uô] = p ;
20 La somme de leurs produits 2 à 2 est

3° Le produit des trois binômes est abcd 

ou 

ainsi, on a

ou

on mettant J z2 4“p pour u Une fois connues les trois valeurs
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de z*, puis leurs racines zt (z, z' et z"), il faudra tirer a,b,c,d 
des équ.

Ajoute'es 2 à 2, ces équ. donnent 

dont la somme a = a (z -f- z + z"): Par suite, on a b,c et d. 
Or z, z ,z" étant prises ea±,ona8 racines au lieu de 4 : et 
en effet, l’équ. en z dépendant de^3 et non de q, notre calcul 
laisse le signe de q arbitraire. Le produit des trois dernières 
équ. est 

à cause de — a = b ~{-c d. Le produit zz' z" a donc un signe 
contraire à qy d’où suivent ces deux systèmes, comme p. iôr,

Élimination.

deux équ. en x et /. Si la 2e équ. est supposée résolue par rap
port à x , savoir, x = atb,c,.. on pourra substituer ces va
leurs, qui sont en fonction de y dans Z = o; il en résultera 
autant d’équ. y7 = o, 7? — o, C’ = o..., en seul. Si la 1re est 
résolue, les valeursjr = «,«',<**... étant mises dans x = a, 
donneront les valeurs correspondantes x = .. ; de là
les couples qui rendront Z etT nuis. On
en dira autant pour B — o et x — b, C=o et x = c......

En posant le produit A X B X C... — o, cette équ. aura 
pour racines toutes les valeurs de y ainsi obtenues; ce sera
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donc l’équation finale en j-, dégagée de toute racine étran
gère. Il s’agit de composer le produit ABC...

Mais comme ce produit ne doit pas varier quand on change 
a en b, en c. .., les coefficiens sont fonctions symétriques de 
ces lettres, qu’on suppose être racines de l’équ. 71 = o, ré
solue par rapport à x. On saura donc exprimer ces coefficiens 
en 5, ,5^,53. -. tirés de T~ o, c’est-à-dire, en fonction des 
coefficiens de T, qui sont en y. Dès lors le produit ABC... 
se trouvant dégagé, d’abord de x, et ensuite de a,b,c.. ., 
ne contiendra que l’inconnue y.

Donc,mettez successivement pour x dans Z = o, les lettres 
a,b,c... en nombre n égal au degré de x dans T, multipliez 
les polynômes résultans , les coefficiens du produit seront des 
fonctions symétriques de ; tirez ensuite de y=o
les valeurs de S^S^. .. eny, et exprimez vos fonctions symé
triques en . : vous aurez l’équ. finale demandée.

Soient 

d’où

Mais on tire de la deuxième équation proposée 

enfin, on obtient la même équation finale que p. 71.
Ajoutant les exposans qui, dans chaque terme de Z, affec

tent x et y, désignons par m la plus grande de ces sommes ; 
m est ce qu’on nomme le degré de l’équ. Z = o ; y ne doit 
entrer qu’au premier degré au plus dans le coefficient p de 
Tm_I ; au 2e dans celui q de , etc. Soit n le degré de 
Tzxo; prouvons que le degré de l’équ. finale ne peut excéder 
le produit mn des degrés des équ. proposées.

On sait que la valeur de <9, ne contient d’autre coefficient 
que p'\ celle de contient q , etc... . ont donc
leur degré eny, exprimé parleurs indices respectifs. D’un autre 

côté, un terme du produit ABC..., tel que^' , a
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son degré i + a + β + γ.. . = mn au plus, puisque chaque 
terme de A est au plus du degré m , et qu’il y a n facteurs 
A,B,C... 11 suit d’ailleurs des formules du n° 585 , qui ex
priment des fonctions invariables, que[aαbβcγ...] sera en y du 
degre' α+β+γ... Donc, le terme sera lui-même du degré mn 
au plus : c. q. f. d.

Voyez un Mémoire de M. Poisson, IIe Journal poly
technique.

V. FRACTIONS CONTINUES.

Génération et Propriétés.

592. Pour approcher d’une racine de l’équ. fx = o, soit γ 
l’entier immédiatement moindre, et x' une nouvelle incon- 

une transformée Fx' = o. Soit y' l’entier au-dessous de x', on 

on obtiendra ainsi les équ. (A) et, par substitution, la va
leur de x sous la forme (B) qu’on appelle une fraction con
tinue.

Les entiers y, y', y", y'",. .. sont les termes de la fraction 
continue, que , pour abréger, nous écrirons ainsi :

L’évaluation de x en fraction ordinaire se fait par le procède' 
suivant. Soit, par exemple,
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Prenant d’abord la portion terminale 2 + }, je la réduis à f :
l’unité divisée par | donne | et x devient

de même et

qui revient à enfin La marche
du calcul revient visiblement à celle de la p. 37, t. I. Dans les 
ex. suivans, la ire ligne contient les termes de la fraction con- 
tinue, et l’opération se fait ainsi : Multipliez chaque terme 
par le nombre inscrit au-dessous, et ajoutez celui qui est à la 
droite de ce dernier j placez la somme au rang à gauche.

On a donc d’une part de l’autre.

Lorsque la fraction continue va à l’infini, on l’arrête à l’un 
de ses termes, en négligeant tous les suivans; on n’a ainsi 
qu’une valeur approchée de ar. Si l’on néglige a:lv dans les 
équ. (y/), en posant a?'"=jz-W, x" est rendu trop petit; cette

valeur donne qui est trop grand: x est à son

tour trop petit, etc. En général, suivant qu on limite une frac
tion continue à un terme de rang pair ou impair, la 'valeur 
est >► ou<fx. En arrêtant la fraction successivement au 1er 
terme j*, au y' -, au 3e y",... les résultats sont alternative
ment <1 x et x, qui est compris entre deux consécutifs. Ces 
résultats, qu’on nomme fractions convergentes ou réduites, se
ront représentés ici par

En prenant
pour dernier terme. On a
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, on voit que Pour avoir remplaçons ici y"

par deviendra

Or le numérateur c devient

le dénominateur ddevient d’où

Et comparant ces valeurs de on voit que le numéra

teur d’une convergente se déduit des deux précédons multipliés 
respectivement par 1 et par l’entier terminal, puis prenant la 
somme des produits : le dénominateur suit la meme loi. Cette 
loi appartient d’ailleurs à toutes les convergentes(C), puisqu’elle 
résulte d’un calcul semblable, aux accens près, pour chacune 
en particulier. Donc

Il suffit donc de former les deux ire* convergentes, pour en 
déduire consécutivement toutes les autres, par ex.

fractions tour-à-tour < et dont est la valeur exacte. 
Ce procédé offre un second moyen d’obtenir cette valeur.

5p3. En éliminant j4 entre les équ. (D), il vient

c.-à-d. que la différence des produits en croix des termes de 
deux convergentes consécutives, est constamment la meme en

12..
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signes contraires .-et comme pour les deux

cette différence est i, on en conclut que

on prend quand sont de rangs pairs

— quand les rangs sont impairs (*). Donc

1°. Comme tout diviseur de p et p' devrait aussi diviser i, 
p et p sont premiers entre eux; il en est de même de p et n, 
dep et ri. Les convergentes sont irréductibles ;

2°. Si dans l’équ. (Ej, on remplace j4 par la valeur totale z 
de la fraction continue , prise depuis le termes* jusqu’à la fin, 
z =jJ, fJr'> ... il est clair qu’au lieu d’avoir une con
vergente, on aura la valeur exacte de x, savoir : 

nous appellerons (G) une fraction complète;

3°. Retranchons r^—. et dex, pour obtenir les erreurs et
m n K

(*) Les différences entre les convergentes successives sont 

la somme de toutes ces équ. se réduit à 

on obtient ainsi le développement de la valeur exacte de x, quand —, est la
•

dernière convergente, et une expression approchée de x lorsque la fraction 
continue va à l’infini. Dans notre ex.,
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ϭ de chacune de ces convergentes :

Les signes sont contraires, parce que x est compris entre les 
deux convergentes. Cette 2e différ. est moindre que la Ire, puis
que m' < n' et z> 1, z contenant la partie entière et positive 

n  m
y' : ainsi x est plus près de n/n' que de m/m', : les convergentes (C) 

sont de plus en plus approchées de x, alternativement par dé
faut et par excès, d’où résulte leur dénomination ;

4°. Lorsqu’on limite la fraction continue pour en tirer deux

convergentes consecutives m/m' ,n/n', les erreurs , à ont les va

leurs (H); et comme z>1, si l’on pose z = 1 dans la 2e, on 
augmente la fraction, d’où

L’erreur de toute convergente n/n', est moindre que l’unité di

visée par le produit de son dénominateur n' multiplié par la 
somme n' + m' de ce dénominateur et de celui de la fraction 
précédente. Dans l’ex. cité , on a les fractions et celle-ci 
n’est pas fautive de 1/117;, 117 étant = 9(9+4).

Souvent aussi on néglige le terme m', ce qui accroît en- 

core la fraction (A), et on a J*  < —; toute convergente est 

approchée de x à moins de 1 divisé par le carré de son déno
minateur : n’est pas en erreur de 1/81.

594. Soient h/h', k/k', l/l', des fractions croissantes quelconques; 

la différ. entre les extrêmes surpasse celle de chacune avec l’in
termédiaire. Supposons en outre que h, h', l, l' soient tels qu’on
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ait lh' — l'h = I ; on trouve que

Ces numérateurs étant entiers et positifs, sont au moins I; 
remplaçons-les par I; il vient l'h' < h'k' et < k'l'; donc 
k'>l' et h' , en supprimant les facteurs communs, k' est le plus 
grand des trois dénominateurs. De même , en renversant les 
trois fractions, on voit que k > h et l. Ainsi la fraction inter
médiaire est plus compliquée que les deux extrêmes.

Or x est entre m/m', et n/n' pour que la fraction k/k' fut plus voi

sine de x que ces convergentes, il faudrait qu’elle tombât en
tre elles, et par conséquent fût plus composée. Donc chaque 
convergente approche de x plus que toute autre fraction con
çue en termes plus simples.

A l’aide de m/m', n/n',, composons les deux fractionsm n

t désigne ici 1,2,3... jusqu’ày1 qui est l’entier contenu dans 
la convergente suivante; d’où

Or  quel que soit l’entier t : donc les fractions 
(L) sont irréductibles (i°); elles approchent de x plus que 
toute autre moins composée; leurs différ. consécutives ayant 
même signe, ces fractions croissent de la Ire à la dernière, et 
toutes sont <x, si les extrêmes sont de rangs impairs; dans 
le cas contraire, elles descendent vers x; enfin l’erreur d de

me d’elles est , puisque x est entre les deux

tractions
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On peut donc insérer entre nos convergentes principales (Ci), 
ÿ— i fractions qui jouissent des mêmes propriétés qu’elles. 
Ces convergentes intermédiaires se partagent en deux séries; 
les unes, insérées entre les rangs impairs, montent vers x, et 
les autres sont ascendantes vers x : on les forme en ajoutant 

m n terme à termes' fois successives, les convergentes

Dans notre ex. on a............. 2, 1, 3, 2, 4
convergentes principales........

vergente principale, et on a fait 3 additions, à cause du terme

de rangs pairs se traitent de même (cette série ne se lihiite pas), 
et on a

Observons qu’on peut commencer la série des convergentes 
principales (C) par et ’, qui remplissent toutes les mêmes 
conditions qu’elles.

Équations déterminées du premier degré.

5g5. Pour réduire en fraction continue la valeur de x dans 
l’équ. Ax = B, il faut, selon ce qu’on a dit n° 5g2, extraire

l’entier j' contenu dans étant le

reste de la division de B par A :

puis

donc

( elle opération donne pour termes de la fraction continue, les 
quotiens successifs du calcul du commun diviseur entre A et 
B \ cette fraction est toujours finie.
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Par ex., pour l’équ. 2,645 2? = g;52; on a

On en tire les convergentes principales et intermédiaires par les 
calculs (£■) et (L), savoir: 

la fraction est plus approchée de x que toute autre plus 
simple; elle l’est à moins de 

on sait donc résoudre cette question : Etant donnée une frac
tion, en trouver d’autres plus simples, et qui en approchent 
plus que toute fraction moins composée quelles.

5g6. Voici quelques applications de cette doctrine.
I. On a trouvé % — 3,1415g2Ô... pour le rapport de la cir

conférence au diamètre ; la fraction continue équivalente à la 
partie décimale donne
% = 3,7, i5,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14... (Foy. Compl d’al
gèbre de M. Lacroix, p. 288, 6e édit.) : on en tire les conver
gentes principales et intermediaires, dont les rapports d’Ar
chimède et d’Adrien Métius font partie :

II. L’année solaire tropique, ou le temps que le soleil em
ploie à revenir au même équinoxe, est de 365, 2422181 jours. 
( T7oy. mon Astr. pratique, p. 88). En ne donnant que 365 
jours à l’année civile, l’équinoxe reviendrait à peu près un 
jour plus tard tous les quatre ans, en sorte que pour le ra
mener à la même date, il faudrait donner 366 jours à chaque 
4e année, appelée bissextile ; c’est du moins ainsi que cela était 
ordonné dans le Calendrier Julien, réglé par Jules César, en 
supposant l’année de 365' ]. L’erreur de cette supposition, 
qui fait anticiper à son tour l’année civile sur la solaire, a été
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en partie corrigée dans le calendrier grégorien, qui supprime 
trois bissextiles séculaires sur quatre, c.-à-d., n’intercale que 
07 jours en 4oo ans. Pour apprécier ce système, traitons par

Prenons, par ex., la fraction^, c.-à-d. supposons l’année so
laire de 365 ~ jours : il faudrait pour que l’année civile s’ac
cordât avec cette durée, intercaler 8 jours en 33 ans ; on ferait 
chaque 4* année de 366 jours, en ne faisant revenir la 8e bis
sextile qu’au bout de cinq ans; puis on recommencerait une 
période semblable de 33 ans. Telle était le système des an
ciens Perses.

On remarquera que les fractions j et ne se trouvent pas 
parmi les convergentes soit principales, soit intermédiaires, 
et que l’on aurait pu adopter un mode d’intercalation plus ap
proché que celles qu’on suit dans les calendriers Julien et Gré
gorien. Mais cet inconvénient est sans importance réelle (A’o/. 
mon Uranographie).

III. Le mois lunaire synodique est de 2cy,53o5887; le mois 
solaire de 3o7,43685i5; le rapporta? de ces nombres étant con
verti en fraction continue, on en tire les convergentes 

si l’on regarde, par ex., comme valeur de x, ce sera sup
poser que 235 mois lunaires s’écoulent en 228, ou 19 fois 
12 mois solaires; la différence est 7; ainsi en 19ans, il faudrait 
intercaler 7 mois lunaires de plus, pour que le soleil et la lune se 
retrouvent dans les mêmes positions relatives. Cela posé, qu’on 
forme 19 tables indiquant les phases de la lune à leurs dates, 
et ces tables en annonceront les retours pendant toutes les pé
riodes de 19 années, en prenant ces tables dans leur ordre de 
succession. C’est ce que Méthon avait appris aux Grecs, dont 
le calendrier était luni-solaire, et qui avaient nommé cycle 
solaire cette période, et nombre d'or le numéro qui désignait 
celui des 19 calendriers qui s’appliquait à chaque année.
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Équations indéterminées du premier degré.

597. Nous savons (n° 118) qu’il suffit de connaître une so
lution x = en nombres’entiers de l’équ. ax-\-by~cy
pour en conclure toute autre; les valeurs de x et de forment 
des équi-différences dont la raison est b pour x, et —a pourj-, 
x =: <t -f- bt, y = — at. La théorie des fractions continues 
donne un moyen très simple de trouver les nombres a et <3.

Résolvons en convergentes et soit l’avant - dernière,

celle qui précède la proposée : on a vu (Z?a n° 592 ) que 

le signe est-|- ou —selon que la fraction continue, prise en tota
lité, est formée d’un nombre pair ou impair de termes. Com
parant avec ax by—c, on voit que celle-ci est satisfaite en. 
posant a = p'c, (l— —pc, dans le cas où les deux membres ont 
même signe, et «• = — p'c, (i=pc dans le cas contraire.

Rien n’est donc plus facile que d’obtenir une solution en 
nombres entiers de l’équ. ax -f- by—c : On résout en continue 

la fraction on forme la convergente ~ yzzz en résulte quand
D P

on néglige le dernier terme ; on retranche ces deux fractions, et 
on a ap'—pb — riz iy on multiplie par c, et on compare terme 
à terme avec ax 4-by = c.

Soit par ex. l’équ. io5r—43j‘ = 17• 
la méthode du commun diviseur donne

Cette dernière fraction s’obtient en supprimant le terme 4, et à 
l’aide du procédé exposép. 37, T. I. De ~5,'ôtant—, on trouve 
105.9 — 43.22 — — 1 ( la fraction continue ayant 5 termes, 
on doit prendre le signe — ; d’ailleurs les produits des chiffres 
dus unités, prouvent que la différ. est négative). On multiplie
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cette équ. par — 17, et comparant à la proposée , on trouve 
07= — 9.17, y = 22.17, d’où

De même pour l’e'qu. 424x 4“ ii5r = 53q, on a 

simplifie ces équ. en observant que est contenu fois dans 
3i8oi; on change t et t 4- et on trouve

On peut s’exercer sur les ex. cités p. i 78 du t. Ier.
Le problème de chronologie qui consiste à trouver l’année x 

dont le cycle solaire est c, et le nombre J’orin, revient à chercher 
l’entier x qui divisé par 28 et 19, donne pour restes c — 9 et 
n— 1. Le procédé du n° 121 donne pour cette année

C’est tous les 532 ans que les mêmes nombres c et n reviennent 
périodiquement ensemble : cette dure'e est ce qu’on appelle la 
période dyonisienne ( Voy. Y L1 ranog rapide).

Et si l’on veut que l’annéex ait en outre i pour indiction, 
c.-à-d. que a? divisé par 15 donne le reste i—3, on a la période 
julienne de 7980 ans, imaginée par Scaliger. On trouve

Équations déterminées du second degré.

598. Résolvons en fractions continues les racines de l’e'qu.
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A* » et k sont entiers, A est posittif; on suppose la racine irra
tionnelle et positive : car si x est négatif, il suffit de changer a 
en —a pour donnera cette racine lesigne-j-. Quand le coefficient 
du 2e terme n’est pas un nombre pair, on doit multiplier toute 
1’écru. par 2. On a

t est supposé positif et non carré. Prenons d’abord \/t avec 
le signe +, et désignons par j le plus grand entier contenu 
dans x, d’où

Soit fait
Multiplions haut et bas la valeur de x' par /3, nous au

rons , Mais il suit des équ. (2) et (3) que

en sorte que A est facteur com
mun ; posant

il vient

Cette valeur de x étant de même forme que celle de x^ on en 
extrait l’entier y, et on procède selon la même marche de

calcul qui donne ona ensuite
Enfin

599. Omettons tous les raisonnemens, pour ne conserver 
que le matériel du calcul ; il faut dans chaque fraction com
plète (6) remplacer |/t par l’entier m qui y est contenu, puis

t'ffectucr les divisions qui donneront
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les quotiens entiers y, y', y",... et les restes r, r', r'",... donc

Or les equ. (c) donnent Ay =α+β, Bγ'=β+γ, etc. Donc,
en substituant,

Il faut en outre connaître les diviseurs B, C,... Les équ. (a) 
donnent 

donc, à cause de (d) 

de même BC

Le tableau suivant offre un algorithme pour les opérations :

Ainsi, après avoir forme' R = m — α, le quotient y et le reste r 

de la division m+α/A, on prendra les differ. r— R, 2m — r, 

etl’on calculera B;la fraction 2m-r/B donnera y' et r' ; puis on
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formera , et la fraction donnera

Lorsqu’on sera conduit à retrouver l’une des fractions com
plètes précédentes, comme on en tire le quotient et le reste 
déjà trouvés, puis la même fraction subséquente, etc.; il est 
clair que la fraction continue est périodique.

Soit par ex., l’équ. on doublera pour
que le 2e terme ait un coemcient pair : il vient

L’entier de d’où

m—x—R =— 33. On ne doit pas supprimer le facteur 3 
qui est commun aux deux termes de la fraction Prenons le ra
dical en -j-, et nous aurons

Donc x = 2,i[i,5]. en renfermant entre deux crochets la 
partie qui revient périodiquement à l’infini.

Prenons encore l’équ. , d’où

par conséquent x — 5 [2, 3].

Leséqu. (cQ font en outre connaître les nombres <*,£,7.• •. 
qui sont nos dividendes diminués chacun de m; on trouve donc 
aussi les fractions complètes successives, ce qui est quelquefois 
utile.

www.rcin.org.pl



ÉQU. DÉTERM. DU SECOND DEGRÉ. 191

Dans le Ier de nos ex. ces fractions sont

600. Quant à la racine qui répond au signe — du radical ,

lorsqu’elle est négative, on l’écrit et on traite

cette fraction comme il a été dit, et si cette racine est positive,

on v étant l’entier contenu, ou le 1er

terme de la fraction continue ; on en tire

attendu que A est encore facteur commun haut et bas, ce qu’il 
est aisé de voir, comme précédemment. \/t a ici le signe +, et 
on retombe sur le cas déjà traité.

Ainsi dans notre

or cette fraction est la plus grande racine

del’équ. 22x'2—42x'+18 = o, qui donne α= 21, m=6

donc la 2e racine est x = 1,1,3 [ 1,5].
Une fois que les deux racines sont réduites en fractions, on 

peut former les convergentes qui en sont des valeurs approchées 
à des degrés connus. Tout ce qu’on a dit p. 179 s’applique ici.

601. Soit pris une fraction complète quelconque
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dont y' est l’entier approche; la convergente correspondante

les deux convergentes précédentes :

on sait (p. 180) que x

Substituant pour z et x les fractions complètes qui les ex

priment , il vient : Réduisons au

même dénominateur, et égalons séparément entre eux les 
termes irrationnels,

éliminant π, il vient, à cause de

ou

Ce calcul revient à éliminer m et m' entre les trois équ. ci- 

dessus, en sorte que l’équ. (f) exprime que la fraction'n/n', , 

est une des convergentes vers x : le signe est + ou — selon que 
cette fraction est de rang pair ou impair.

Il se présente ici deux cas :
I°. Si z est de rang impair, il faut préférer le signe + ; mais 

alors n/n' est de rang pair et >x; substituée pour x dans 

Ax2—2ax—k,le résultat doit être positif. Il faut donc que P 
soit un nombre positif, ce qui prouve que tous les dénomina
teurs des fractions complètes de rangs impairs sont positifs.

20. Quand le rang de z est pair, on doit préférer le signe —: 

or si n/n' est compris entre les deux racines de x, Ax2—2αx — k n
devient négatif pour cette valeur de x, ce qui exige encore que 
P ait le signe +. Mais quand cette convergente est moindre 
que les deux racines, P a le signe —. Les dénominateurs des 

fractions complètes de rang pair sont donc positifs ou néga-
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iifs, selon que les converger, tes de rangs impairs correspondantes 
sont entre les deux racines plus petites quelles.

Ces dénominateurs ne sont donc négatifs que dans les rangs 
pairs , et encore faut-il que les deux racines de x soient assez 
rapprochées l’une de l’autre pour tomber ensemble entre les 
deux convergentes successives correspondantes: alors les ter
mes initiaux des deux fractions continues sont les mêmes. Mais 
l’approximation devenant déplus en plus serrée, on arrive 
bientôt à une convergente de rang pair qui tombe entre les 
racines; dès-lors, on ne peut plus trouver de dénominateurs 
négatifs jusqu’à l’infini. Comme chaque fraction complète 
est i , si le dénominateur P est négatif, le numérateur doit 
aussi l’être : donc tf est négatif et \/t, en sorte que cette

complète a la forme

602. Soient des fractions

prises parmi celles qui n’ont pas de dénominateurs négatifs, 
ce qui a lieu dès la ire de toutes , quand les deux racines de x 
n’ont pas leur partie entière commune. Les éuu. (a) donnent

Supposons s’il se peut, que l’on ait

d’après les équ. (a), etc. ; la ire donne

par la et notre complète , ce
qui est impossible. Donc, tant qu on aura des dénominateurs 
négatifs , les parties a, /3,. . peuvent bien être négatives aussi ; 
mais au-delà , elles auront toutes le signe 4-, et dès-lors

donne les dénomina
teurs ne peuvent donc atteindre le double de 

r. n.
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Et puisque ces constantes t, φ,.. . D, E,... sont toutes 

positives, entières et en nombre infini; qu’elles ne peuvent 
dépasser les limites assignées, on devra tôt ou tard retrouver 
quelque fraction complète déjà obtenue, et par suite, les com
plètes subséquentes , avec les mêmes entiers contenus : les ter
mes de la fraction continue reviendront dans le même ordre. 
Donc après un certain nombre de termes initiaux, la fraction 
continue sera périodique, ce qu’on a déjà remarqué dans les 
ex. cités.

Observez que si la période est [a,b,c. . .g, h] , on peut lui 
donner la forme a [b,c. . .g,h,a] , a,b [c. . .g,h,a,b] , etc., 
en commençant par tel terme qu’on veut, pourvu qu’on re
jette à la fin de la période les termes initiaux retranchés. La 
période se trouve, il est vrai, composée des mêmes termes ; 
mais ces termes observent une disposition différente.

Suivons les détails de ces calculs sur l’équation. . . 
59x2—319x+431=0 , qu’on doublera pour que le 2e coeffi
cient soit un nombre pair. On obtient les résultats successifs

Donc x = 2, I ,3 [5, 1]. Pour l’autre racine 

on retrouve l’une des fractions complètes delà Ire racine, et on a 
x=2, 1, 1, 1,4 [1,5]

L’équ. 1801 x2 — 3991 x +2211 = o , donne
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donc x ■= i, 9,8 [i , i,5]. L’autre racine s’obtient de même ; 
elle est x = i, g, 2, a [5 , i, i].

6o3. Supposons que la période commence au ier terme 
x = [a, b, c, cT] ce qui revient àx~a,b,c,dtx, d’où l’on 
tire , en transposant

En substituant continuellement pour — x cette même valeur 
dans a — x, on trouve enfin — x = o , d, c, b, a, d, c. . . 
==o [d, c, b , a]. Ainsi, lorsque la période de l'une des ra
cines commence dès le Ier terme, l’autre racine est comprise 
entre o et — i, et sa période est formée des memes termes 
écrits en ordre rétrograde.

Réciproquement, si l'une des racines de x est i , et que 
l’autre soit entre o et — î , ces racines ont les formes

x — [a,b,c...g,K\t — x = o [A, g. . .c, b, a].

En effet, d’où ; l’une

des racines de x est supposée entre o et — i ; donc les deux 
valeurs de x' sont dans les mêmes conditions que celles de x, 
savoir l’une i, l’autre entre o et — i. Il en faut dire au

tant de x", xIK,... dans x' —y' etc.

Or, s’il se pouvait qu’on eût
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Ier terme y étant seul étranger à la période, on aurait 
x' = [a, b... g, h], et par conséquent aussi................

x' = o [ h, g. . . b , a] , en vertu de ce qu’on a démontré :

d’où : ainsi la 2e valeur de x serait

Pour que celte quantité fût entre o et — I , ainsi qu’on le sup
pose, il faudrait qu’on eût y=h, et la Ire racine de x sérait 
h, a, b... g, en sorte que h ferait partie de la période, 
contre l’hypothèse , x = [h, a, b... g]. On voit que la pé
riode de x ne peut commencer au 2e terme de la fraction 
continue. Par la même raison , on ne peut supposer........
x' =y' [a , b. . . h], d’où x =y .y' [a, b... ] , en faisant com
mencer la période au 3e terme; et ainsi de suite.

Par ex. l’équ. 10 x2 — 14 x = 5 , donne

racines sont x = [I, I, 2 , 3] , — x = o [3, 2, I, I].

Pour on trouve

x = [I, I,2, 1,9, I , 2], et — x = o [2,I,9,I ,2,1 ,I].
I

6o4. Lorsqu’il arrive que la période commence dès le 
1er terme , et de plus est symétrique, c.-à-d. qu’elle reste la 
même quand on la lit en sens inverse , les termes'a égale 
distance des extrêmes sont égaux, les deux racines ont la 

même période. Alors x et I/x - , sont égaux, c.-à-d. que la pro

posée ne change pas quand on remplace x par — - ; la forme 

de cette équ. est donc Ax2— Bx = A.
C’est ainsi que 7x2—8x=7, a pour racines x==[1, 1,2,1 ,1]

et —x= o [1,1 ,2,1, 1], valeurs de
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6o5. Supposons que la proposée soit x’— ittx — k-, fai
sant A = i dans les formules p. 188, il vient x =s. a, ± \/t. Si 
l’entier m contenu dans yt se trouve être précisément = « ,

Retranchons m de x, et nous aurons pour les deux valeurs

Mais on sait que ces deux expressions doivent être égales en 
signes contraires, d’où a = h} b = g. .. , en sorte que la forme 
de la fraction continue est ÿt — m[a,b... 6,a,2zn]. Donc

i°. La période de \/t commence au 2e terme;
2°. Le dernier terme de cette période est double de l’initial 

m qui n’en fait pas partie ;
3°. Au dernier terme près 2?n, la période est symétrique , 

c.-à-d. qu’elle est la même quand on la lit en ordre rétrograde.
On trouve

Le terme du milieu 2 de ^/6i se répète, circonstance qui n’ar
rive pas à l/’9; ce*a vient de ce que le nombre des termes de 
la période est impair dans un cas , et pair dans l’autre.

La table I ci-après donne les périodes des racines carrées 
des nombres entiers <79 : on n’y a souvent indiqué que la 
moitié de la période, en marquant le terme moyen de" quand 
il se répète, et de' quand ou ne doit l’écrire qu’une seule fois. 
On a quelquefois supprimé l’entier initial m contenu dans \^t.

Pour trouver par approximation la valeur de on
mettra pour \/1, l’une des convergentes qu’on tire de son dé
veloppement en fraction continue, telle que la donne notre 

» table I, ou qu’on l’obtient directement, en observant que la 
forme symétrique de cette période permet de n’en calculer que 
la moitié des termes (voy. l’Algoritbine, p. 189).

Ainsi pour l’ex. de lap. 190, comme.. ,.
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exacte jusqu’à la 10e décimale:
Enfin

606. Nous aurons besoin plus tard de connaître dans le dé
veloppement de √t, les fractions complètes dont le de'nom.

est un, savoir L’entier contenu dans

numér. est savoir

d’où Or cette fraction est pré

cisément celle qui donne l’entier a initial de la période, et par 
suite ses autres termes : d’où l’on voit qu’il ne peut y avoir, 
dans le développement de √t, d’autre fraction complète dont

le dénom. soit un, que la et celle

, qui produit le dernier terme 2m de la pé

riode à chacun de ses retours. Comme π doit être √t, π = m 
est la plus grande valeur que cette constante puisse prendre ; 
2m est aussi le plus grand terme de la fraction, et ne peut ré
sulter que d’un dénominateur P= 1.

Il est maintenant facile de déduire l’une des racines de la 
proposée de l’autre , qu’on suppose connue. Car soit donné 
x=p,q, ...u [a,b,..f,g,h]; faisons z= [a,b,. . .f,g, h]:
on a en outre — z = o [h,g,f, ...b,a] ; en substituant pour 
z l’une ou l’autre de ces valeurs dans x =p,q...u,z, on ob
tient les deux racines de x. Mais comme la 2e fraction conti
nue est composée d’un terme o, et de parties négatives, on 
l’en délivre en se servant des relations suivantes , qu’il est aisé 
de vérifier :
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Ainsi la 2e racine x =p,q,.. u,o, — [h,g...b,a]devient

on chasse ensuite les signes — , en faisant

dans l’équation (f).
Soit par ex. x = 1,6 [3,2,2] = 1 ,6,z, et z =[3,2,2] avec

— 1/z = [2,2,3] ; on a pour la 2e racine
Z

faisant dans il vient

La période est ici la même que pour la ire racine; si l’on 
veut la mettre sous forme rétrograde (v. p. 194 ), on écrira 
x =1,3,1 , 1 ,3 [2,2,3].

Prenons encore x = 1,7 [1,1,1,3,3,2] = 1, 7, z, en fai
sant z = [1.1,1,3,3,2], et par suite — z = o [2,3,3,1,1,1] : 
on a

Posant

Il suit de là que les fractions continues qui sont racines 
d’une même équ. du 2e degré ont toujours leurs périodes for-
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mées des mêmes termes en ordre rétrograde. Dans le dernier 
ex. il faut écrire 1, 4, 1, 2, 3, 1, 1, 1 èn avant de la période , 
savoir x = 1, 4, 1,2,3, 1, 1, 1 [ 2, 3, 3, 1, 1, 1 ].

607. Étant donnée une fraction continue périodique, propo
sons-nous de remonter àl’équ. dont elle est racine.

Ier Cas. La période commençant dès le 1" terme, 
z = [a, b... g, h]. Cherchons les deux convergentes termi
nales de la partie périodique, 

on a (G p. 180)

Par ex. z = [1,1,2,1 ], donne 5/3= 1,1,2, et 7/4 = 1,1,2,1 ; d’où

Quand la période n’a qu’un seul terme z = [p], d’où 

z=p+1/z, on a z2—pz= 1. Si elle n’a que deux termes z=[p,q], Z 

terme est (en —) le produit des deux coefficients extrêmes; et 
en effet, on tire de cette équ. qz (z—p)=p, 

en substituant pour qz sa valeur

IIe Cas. La période étant précédée d’une partie irrégulière , 
x=y,y',... [a, b,... g, h], on représentera la période par z, 
ce qui donnera l’équ. (1) : puis on aura x=y, y' ,y"... z.
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Calculant les deux convergentes m/n, n/n', valeurs terminales de 

la partie irrégulière y,y',y''. . il viendra

Il reste à substituer cette valeur de z dans l’équ. (I),et on 
aura léqu. du 2e degré en x, dont l’une des racines est la frac
tion continue donnée. Ainsi toute fraction continue périodique 
est racine d'une équ. du 2e degré.

convergentes d’où Subs

tituant dans 4z2—4Z =5,  équ. qu’on a trouvée pour.. . 
z = [1,1,2,1], il vient 60x2—204x+173= o. Et en effet,

la plus grande racine a pour développement

la fraction continue proposée. La 2e racine est

Prenons encore l’expression x = 1,6 [3,2,2]; et posons 
z = [3,2,2], d’où l’on tire les convergentes 7/2 et 17/5, puis 
5z2— i5z = 7. On a d’ailleurs x = 1,6,z, et les convergentes

en substituant cette valeur dans

l’équ. précédente, il vient

ou , En effet on trouve que cette équ.

donne et les calculs précédemment exposés

montrent que si l’on prend le signe—, on a pour valeur de x la 
fraction continue proposée : en prenant + on trouve pour 
l’autre racine, x = 1 ,3,1,1 [3,2,2].
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lr‘ TABLE des Périodes de \/t. (Voyez page197.)

IIe TABLE des Périodes des restes de x2:m. ( Voyez page 202.)

www.rcin.org.pl



EQU. INDÉTERM. DU SECOND DEGRÉ. 203

Équations indéterminées du second degré.

608. Résolvons d’abord, en nombres entiers, l’équation.. .

rendons entière la quantité

r étant le reste négatif < m de la division de a par m. Si l’on 
fait x =1,2,3,4..., x2 étant divisé par m. les restes présente
ront une propriété bien remarquable.

Si m est pair, soit pris x = 1/2 m ± α, d’où

les restes de x2/m, lorsqu’on prend pour x les deux nombres

1/2 m +-α sont donc les mêmes : ainsi, lorsqu’on passe x= 1/2 m, 
jusqu’à x=m, on retrouve les mêmes restes en sens in
verse.

C’est ainsi que, pour le diviseur 14, on trouve les restes 
suivans :

Si m est impair, les nombres sont entiers; fai

tes +- se correspondent; divisant par m, on trouve, qu’on 
prenne te signe supérieur ou l’inférieur, que 1e reste de la di
vision est 1e même que pour 1/4 (m2+1) +α+α2: ainsi pour tes
deux valeurs de x, les restes de x2 divisés par m sont encore 
égaux ; passé x =1/2(m-1) on retrouve tes mêmes restes en 
ordre rétrograde. Ici le terme moyen se répète.

On trouve, par exemple, que, pour 1e diviseur 17, tes restes 
successifs sont
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204 fractions continues.
Quand x>m, savoir x = m +α, comme 

le reste est le même que si l’on eût pris x=a < m.
Concluons de là que, i°. si Von prend x = 1,2,3. . jus

qu'à l'infini, les restes de la division de x2 par m se reprodui
sent et forment une période symétrique de m termes.

La table II donne ces périodes pour les diviseurs les plus 
simples.

On ne peut rendre x2 -r/m un entier, qu’autant que r est

un des termes de cette période ; et si α est le rang de ce terme, 
x = α donne r pour reste de la division de x2 par m : on a cette 
infini té de solutions, x=tm ± α, t étant un entier quelconque. 
Chaque fois que r entre dans la période, on a une valeur de a, 
et une équ. semblable donnant un système de solutions. Mais 
il ne sera nécessaire d’avoirégard qu’à la demi-période, puisque 
le retour du reste  r se fait aux rangs α et m—α, également dis
tans des extrêmes, et qu’il ne résulte pas de cette dernière va
leur de solution nouvelle.

Dans la demi-période du diviseur 13 , le reste 12 ne se trouve 
qu’au 5e rang; ainsi x= 13t ± 5.

L’équ. xa==17y+7 est impossible en nombres entiers, parce 
que 7 ne se trouve pas dans la période du diviseur I7.

Enfin, pour x2—4= 12y, comme 4 entre aux rangs 2 et 4 , 
dans la demi-période du diviseur 12, on a

Observez que quand le diviseur m est un produit pp', x2— r 
n’est divisible par m qu’autant qu’il l’est par p et par p ; on
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solutions entre elles, car les valeurs de t et t' doivent être choisies 
de manière à donner le même nombre x. Ainsi, on posera 
(n° 123)

entiers.

Quand p est lui-même décomposable en deux facteurs, la 
Ire fraction peut être remplacée par deux autres, et ainsi de 
suite.

Par exemple, pour résoudre en nombres entiers l’équation 
315y = x2—46, comme 3I5 = 9.7.5, je rendrai x2 — 46 
divisible par 9, 7 et 5; savoir, en extrayant les entiers,

Les périodes de ces diviseurs donnent a = 1, a' = 2, a."= 1 ; 
ainsi, il faut rendre ( sans dépendance mutuelle entre les ± )

.entiers.

On trouve enfin que si k désigne l’un quelconque îles quatre 
nombres 19, 89, 26 et 44, on a x= 315 t ± k, d’où

Pour résoudre en nombres entiers l’équ. my=ax2+2bx+c. 
multiplions par α, 

en faisant ax + b = z, b2 — ac=D.

On cherchera les solutions z= mt±α qui rendent cette fraction 
un nombre entier : puis on devra résoudre l’équ. du icr degré 
ax + b=mt +-α, c-a-d. qu’on ne prendra que les valeurs 
entières de t, qui rendront x entier. Si a et m sont premiers 
entre eux , z2 —D sera multiple de a et de m (puisqu’on a 
multiplié par a ); ainn on divisera le résultat par a, et l’on 
aura y. Quand α et m ont un facteur commun ϴ, il doit aussi 

www.rcin.org.pl



2o6 fractions continues.

l’être de 2bx + c : on cherche d’abord la forme générale des 
valeurs de x, qui remplissent cette condition, x = ïx' +y, et 
substituant dans la proposée, ϴ disparaît.

Soit 7y= 3x2—5x+2; on multipliera par 2, pour que 
le coefficient de x soit pair; d’où a= 6, b = —5, c = 4. 
D = 1. On rend z2—1 multiple de 7, en faisant z = 7u ± 1, 
qui est ici z= 6x — 5 ; on en tire

1,’équ. 11y =3x2— 5x+6 est absurde en nombres entiers.
Pour 15y = 6x2 — 2x+1, on rend d’abord 2x—1 multiple 

du facteur 3, commun à 15 et 6, savoir, x=3x'+2, d’ou 
5y=18x'2+22x' + 7 ; extrayant les entiers, il reste à rendre 
3x'2 +2x' + 2 multiple de 5 ; on trouve z = 5t = 3x' + 1 ; 
donc x' = 3 , x 11, puis x = 15t' + 11.

609. Soit l’équation 

qu’il s’agit de résoudre en nombres entiers.
Ier Cas. Si b2 — ac=o; multipliant le ier membre par a, 

il devient un carré exact, (az+ by)2 = aM ; ainsi aM doit 
aussi être un carré h2, sans quoi le problème serait absurde. Il 
reste donc à résoudre en nombres entiers l’équ. az + by=h. 
On prend z et y avec le signe ±, attendu que h doit en être 
affecté.

en faisant b2— ac = — D, az+by=u. Ainsi, M doit être 
positif. On fera y = 0,1,2..., et l’on ne conservera que les 
valeurs qui rendent aM—Dy1 un carré. Ces essais sont en 
nombre limité , puisque Dy2<aM. Une fois y et u détermi
nés , on ne prendra que ceux de ces nombres qui rendront z 
entier.

www.rcin.org.pl



ÉOU. 1NDÉTERM. DU SECOND DEGRÉ. 207

Pour 3z’ — Q.zy + 77’ = 27 , on trouve

3e Cas. Si/»’— ac est un carré positif À2, multipliant en
core para, et égalant le Ier membre à zéro, pour en obtenir 
les facteurs, on trouve que la proposée revient à

Soient f et g deux facteurs produisant a M-, posons les égaux 
à ceux du ier membre , il viendra

Ainsi après avoir décomposé aM en deux facteurs de toutes les 
manières possibles, on les prendra tour à tour, l’un pour f, 
l’autre pour g-, et l’on ne conservera que les systèmes qui ren
dent, entiers d’abord /, puis z. On prend y et z en ±, parce 

les deux i'1’* systèmes conviennent seuls et donnent

— - J —I— — — ~ '

4e Cas. Si b*— ac est positif non carré, pour comparer ce 
qui nous reste à dire avec ce qu’on a vu, nous écrirons la pro
posée sous la forme Az* — iazy — ky* -=P. Les racines de 
l’équ. Ax*— s= k sont irrationnelles (ou l=«a -p Ak est 
positif non carré); développons-les en fractions continues. 11 
suit de l’équ. (f) (n° 601 ) que la convergente qui précède la

J.c signe de P dépendant du rang pair ou impair de cette con-
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vergente. En comparant cette équ. à la proposée, ou reconnaît 
que si le signe des 2es membres estie même, ou a celte solution

” J

Donc , pour trouver y et z, développez les racines x en frac

tions continues ; si parmi les convergentes 

il s’en trouve dont le dénominateur soit le second membre P 
de la proposée, on limitera la continue à l’entier donné par la 
complète précédente , puis on cherchera la convergente corres

pondante ; et l’on aura z — n,y = ri ; mais il faut que cette 

convergente soit de rang pair quand le 2e membre P est positif, 
impair quand P est négatif, si le développement est celui de la 
plus grande racine; et que le contraire ait lieu pour la plus 
petite racine. Chaque complète qui vient en rang utile donne 
une solution, en sorte que si elle fait partie de la période , on 
a une infinité de valeurs pour z et y.

Soit, par ex., 2z’—i/^yz-j-i ^—5; ona trouvé (p. 190) que 
2.x'1 — iqr -4- 17 ~ o a pour moindre racine x~i, 1,1 (3,2), et 
que la 2e complète a 5 pour dénominateur; donc la conver
gente ÿ vient en rang impair, et donne cette solution unique 
z == 1, jF = 1 , parce que la période n’entre pour rien.

Si le 2e membre, au lieu de 5, était 4- 3, il n’y aurait pas 
de solution entière, parce que les complètes, dont 3 est le dé
nominateur, étant toutes de rangs pairs dans la grande ra
cine x, et impairs dans la petite, ne sont pas en rangs utiles.

Mais si le 2e membre est — 3 , développant la grande racine 
x— 5 (2,3), on l’arrêteia aux rangs 1,3,5,7... , parce que 
les complètes suivantes ont 3 pour dénominateur; de là les 
convergentes |, V, • • • > <ïul donnent autant de solu
tions. La moindre racine .r = 1,1, i(3,2), arrêtée aux ter
mes 2e,4e,6e. . . , donne de même 7 , V , 77. • . ; donc, avec 
±y^=-x , 7,55..., on prendra ±z =5,38,299... ou 2,11,86...

Enfin , quand le deuxième membre est 2, on trouve de même
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ou i,3,25,197,l55l...
Comme les convergentes sont toujours irréductibles , on 

n’obtient ainsi que les solutions qui sont premières entre elles : 
supposons que la proposée en admette qui aient un facteur 
commun ô,z = 6/ y — 6y' : on aurait alors

P est donc multiple de 62 ; soit P1 le quotient , il reste à tirer 
z' et y' d’une équ. semblable à la proposée, le 2e membre 
étant P' ; donc, autant P aura de facteurs carrés , au
tres que 1 , autant on aura de valeurs de 6 et d’équ. à trai
ter, dont le 2e membre est seul différent, P' = P * ô’.

Soit, par ex., l’équ. za -f- zzy — =9, qui n’admet pas
de solutions premières entre elles ; comme 9 est = 32, résol
vons z'a 4- 2z'y — 5/a = 1 ; l’équ. x* -f- 2* == 5 donne

x = 1 (2,4), et les convergentes 5, j, . Les termes de
ces fractions sont les valeurs de z et j-'; multipliant haut et 
bas par 3, on trouve enfin

La deuxième racine de x ne donne aucune solution nouvelle.
Les dénominateurs des complètes sont < 2 \/t (page 193). 

Quand le 2e membre P dépasse cette lirai te, on ne peut espérer 
que P se trouve parmi ces dénominateurs, et notre procédé ne 
fait plus connaître les solutions; mais f désignant un facteur de 
P, P —fP', « un entier quelconque , posons j• = nz -f- fy ;

Qu’on rende entier ce 1er coefficient, par une valeur conve
nable de n (p. 2o3) ; chaque fois que 62 — ac entrera dans la 
demi-période du diviseur^, on aura des valeurs de ± n, et 
autant d’équ. à résoudre, telles que Az*-]-ïBy'z + Cy'* — P',

T. II. . . 4
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où C et P' sont les mêmes (ainsi que B*— AC). Ainsi on neüt

puis

L’une de ces transformées a été résolue (p. 208) ; l’autre n’en 
diffère que par le signe de y ; on en tire donc 

ou avec

Nous supprimerons la démonstration qui établit que ce pro
cédé fait obtenir toutes les solutions entières.

610. Ces calculs s’appliquent à l’équ. z’—Z%a—± 1 ; mais 
ils deviennent alors très faciles. On développe [/ten fraction 
continue z — \/t = u (u ,u"... .u",u ,211), et l’on ne s’arrête 
qu’aux complètes dont le dénominateur est 1, en rang impair 
pour 1, et pair pour — 1. Or, il est prouvé (n°6o6) que les 
seules complètes dont 1 est dénominateur (excepté la 1" ^/i), 
sont celles qui donnent le dernier entier 2u de la période, les- 

quelles ont la forme----------. Les convergentes qui ré

pondent à tous les retours du terme u qui précède 2u, si elles 
sont en rangs utiles, donnent donc ±z = n,±jr = n , ces 
signes étant indépendans l’un de l’autre. Quand la période a 
un nombre pair de termes, chaque période donne une solu
tion, dans le cas de 4- 1 j el n’y en a aucune dans celui de 
— 1. Lorsque la période a ses termes en quotité impaire, les 
retours aux périodes ire,3e,5e... conviennent lorsque le 
2e membre est — 1 ; s'il est 4-, on prend les 2",4"»6e* • • •

Pourl’équ. z9—i4/s=3tî, on a (p.202)|/ i4=3(i,2, 1,6) ; 
le terme 1 , qui précède 6 , ne vient jamais qu’aux rangs pairs; 
ainsi, la proposée est absurde en nombres entiers, dans le cas 
de — 1. Dans celui de 4- 1, on prend les convergentes ,
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et l’on a, les signes étant d’ailleurs quelconques,

les convergentes correspondantes au retour du terme i qui pré-

Étant donné un nombre impair N= im 4- 1 ; qu’il soit par
tagé en m et m -f- 1, ses deux moitiés inégales et entières, et 
qu’on décompose chaque partie en deux autres ; on pourra 
toujours choisir ces parties telles que leurs produits respectifs 
soient égaux , savoir :

On résout cette équ., comme on l’a dit, en posant 

d’où
Ainsi, pour trouver fetz, on décomposera IV en deux parties 
telles que ce nombre soit la différence de leurs carrés. Soient 
« et fi, deux facteurs impairs produisant N, N = , il

Comme « et |3 sont impairs, | (« ± fi') sont entiers, et il est aisé 
de voir que l’un de ces deux nombres est pair et l’autre im
pair : mais pour que x soit entier, il faut que m soit pair ou 
impair avec — (i), condition qui rend y entier.

Ainsi pour IV — io5 = 2.52 -f" 1, en décomposant io5 en
14..
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35 x 3 , on a /=i 9, z=i6, m=52, x=3|, y=36, a =i8, 
r'~ 17 : et en effet, 34 X 18=36x 17 =612.

Observez qu’en prenant /3= 1 pour l’un des facteursde N, 
et « = 2 m 4- 1 pour l’autre, 011 trouve t = m 4- 1 , z — m , 
a?'=y= o : les quatre parties de 2V se réduisent donc à deux ; 
alors il suit de ce qu’on vient de dire que tout nombre im~ 
pair , est la différence des deux carrés (m 4- f2—m’,
ainsi qu’on le fait (n° 134, 20). Cette décomposition en deux 
carrés peut se faire de plusieurs manières en prenant pour 
facteurs « et /3 produisant im 4-f, des nombres tels que 

(«—/3) soit pair ou impair avec m : mais si le nombre 
?.m 4* 1 cst premier, il nf a quune seule manière de faire la 
décomposition.

611. L’équation 

la plus générale du 2e degré, se ramène à la précédente , en la 
dégageant des termes de ire dimension. Soit fait 

d’où 

en posant b2— ac — D. Tous nos coefficiens sont supposés en
tiers. Or, il est clair que cette transformation n’est utile qu’au- 
tant que z etf sont entiers, en même temps que z et y. Faisons 

donc les indéterminées b = l~ —— savoir,2 1)

Les valeurs cherchées deff et z' répondront à des entiers pour 
z et j' : mais la réciproque n’a pas lieu, et l’on devra rejeter 
les solutions entières de z et , qui ne rendent pas z et j- en
tiers. On aura ainsi toutes les valeurs demandées, en ne con
servant pour x et j' que les solutions trouvées, qui ont la

*
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forme convenable (n° 597). Maintenant, multiplions les équ.(i)
respectivement par a et (Z, puis ajoutons ; nous avons

Nous désignerons le numérateur par N : la transformée est

équ. qu’on sait résoudre.
Lorsque b*— ac~o, ce calcul ne peut plus se faire; mais 

multipliant par a, les trois premiers termes forment le carré 
de az 4- b y-, posant ce binôme , le reste du calcul est 
facile. ‘

Soit

les équ. (2) deviennent maiset z

ne sont entiers qu’autant que 4® » facteur commun des cons
tantes, l’est aussi dez'etj'7, qu’on peut changer en '\.oz et 4°X, 
ainsi ce facteur 4o s’en va, et l’on pose

Cette équ. a été traitée (p. 207) et a donné ±z'=o et 2, 
—3 et 1 ; donc on a

Des Équ. indéterminées de degré supérieur.

(512. Pour résoudre en nombres entiers l’équ.

observons que si r = a,ona aussi x—a-^-mt, t étant un 
nombre entier quelconque, puisqu’en substituant, le 2e mem
bre prend la forme a -|- ba. -f- . .4- m7’, qui est visible
ment divisible par m. Lorsque si l’on prend pour t,
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prise entre -j-jm et —> ~m. Donc s’il existe des solutions en - 
tièrcs de la proposée, il y en a toujours une infinité, et l'une au 
moins des valeurs de x est | m, dans chaque système 
x = a ± ml.

Lorsqu’on divise par m ceux des coefficiens a, b, c.... qui 
sont > m, on extrait les parties entières, et on simplifie le 
problème. Du reste il suffit, pour résoudre l’équ., d’essayer pour 
x tour à tour, tous les entiers m, ce qui donnera les nom
bres simples «, et par suite toutes les valeurs de x =

on posera

puis prenant x — o, i, 2,3t

et 4, tant en -f- qu’en —, on reconnaîtra que X = 2 et ± 1 
conviennent seuls; ce seront les valeurs de « dans x = 
qui comprend toutes les solutions, et permet d’en conclure les 
valeurs correspondantes de y.

L’équ. la plus générale à deux inconnues x et y, dont l’une 
n’est qu’au ier degré, est

pour obtenir toutes les solutions entières, posons

d’où m!y — m. Éliminons x, puis m , entre ces trois équ. ; il 
viendra d’abord une équ. de la forme

puis

et comme tout est ici divisiblé par m', le 1" terme A doit 
aussi l’être, sans quoi la proposée n’admettrait aucune solu
tion entière. On cherchera donc tous les diviseurs de A, tels
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que et fi,y. .. Ce sercnt les seules valeurs que m' puisse avoir :
en faisant successivement 

on prendra les racines entières de x; celles de ces racines qui 
rendront m multiple de m pourront seules résoudre la ques- 

tien; mais il faudra en outre que le quotient —, — y soit en

tier, afin d’avoir la valeur correspondante de y.

Observez que le long calcul de l’élimination dont on a parlé 
ne servant qu’à faire connaître le nombre A, on l’abrège beau
coup, en prenant rn et ni nuis , c.-à-d., en cherchant le com
mun diviseur entre les polynômes a -\-b' x-[-et «-|-Z*x-|-etc.; 
seulement il faut avoir l’attention de ne pas supprimer les fac
teurs numériques qui pourraient affecter tous les termes de 
l’un des restes, ainsi qu’on est en droit de le faire dans le cal
cul ordinaire. Cette opération donne A pour reste final, car 
s’il existait un commun diviseur numérique, on le supprime
rait dans l’équ. proposée.

Par ex. soit y fi "'— = i, la recherche du commun
diviseur entre x3—3 et x* , conduit au reste final io, dont 
les diviseurs sont i, 2, 5 et 10, en 4- et en — : prenons ces 
huit valeurs successivement pour m' dans leséqu. x3 —-3=m', 
x2-f- 1 = m, et nous verrons qu’on ne peut admettre que 

telles sont les deux seules solutions du problème.
Nous ne traiterons pas les équ. où les deux inconnues en

trent à des degrés supérieurs, parce qu’on n’a aucune méthode 
générale pour les résoudre ; on n’y parvient dans chaque cas 
particulier, que par des procédés spéciaux. Voy. les Recher
ches arithm. de Gauss, les Mémoires de Berlin, etc.
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Résolution des Équations numériques.

6i3. Soit fx — o une équ. qui ait été préparée de manière à 
n’avoir aucunes racines commensurables, ou égales, ou com
prises plusieurs ensemble entre deux nombres entiers successifs 
( n° 542 ) ; admettons qu’on connaisse pour chaque racine irra
tionnelle l’entier « qui est immédiatement moindre (n° 541 ), 
et procédons à l’approximation ultérieure.

D’après la règle donnée (n° 592), soit fait x — a.-\- —,fx=^o 

deviendra fx' = 0. Or, par supposition, il y a une des valeurs 
de x' qui est 1, et il n’y en a qu’une; cette racine répond à 
la valeur de x dont <c est la partie entière, et dont nous vou
lons approcher. Raisonnons de même pour/,a:' = o, et soit /3 
l’entier approché de x' -, on est assuré qu’il n’y a qu’une valeur 

de x qui soit positive et .1 ; on posera donc x — & 4“ ~É, 

x" ayant une racine 1, et une seule; de là une transformée 
fx" = o dont x" est l’inconnue. On voit donc que la racine x 
sera développée en fraction continue qu’on
en tirera des convergentes de plus en plus approchées par excès 
et par défaut, alternativement; que l’erreur résultante de cha
cune aura une limite connue, etc. . .

Quant au calcul de/-, ,f2,.. ., il est très facile ; car soit

la transformée est

. . < mais ici donc, en multipliant tout par x'1,

Jet, fu, . sont les valeurs de Jx et de ses dérivées,
lorsqu’on y fait x ==. a. Ainsi, après avoir calculé ces coelli-
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tiens (voy. p. 46 (*)),  il suffira de Les substituer dans cette e'qu.
Soit proposée l’équ. x3 — 2x — 5 = o, dont une seule ra

cine est réelle et comprise entre 2 et 3 (n° 56o); appliquons 
notre méthode. En faisant x= 2, dans x3—2x— 5,3x2— 2, 
3x et 1, on trouve — 1,10, 6 et 1, pour coefficiens de l’équ. 
en x'. Mais x' est entre 10 et 11, et l’on trouve de même pour 
les coefficiens de l’équ. en x", 61,—94,—20,—1; donc on ob
tient ces résultats, où l’on s’est dispensé d’écrire les puissances 
de x,x' ,x", qui sont assez indiquées par les rangs des termes :

Donc x = 2, 10, 1, 1,2, 1,3...
valeur qui a 5 décimales exactes, puisqu’elle n’est pas en erreur

.
L’équ. x3 — x2 — 2x + 1 = o a ses trois racines réelles, et 

comprises entre 1 et 2,0 et 1, —1 et —2. Approchons d’abord 
de la ire.

(*) Voici le calcul prescrit p. 46 pour déduire f2 de f1, dans l’ex. suivant :
f1x = —1 +10 + 6 + 1 = o entier 10
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La racine comprise entre o et 1 se trouve de même; et 
comme dès la 2e operation on retombe sur la transformée (2), 
on doit retrouver les équ. 3,4,5...; d’où

Enfin, pour la racine négative, il faut changer x en — x; et 
comme on a alors l’équ. (1), on pose de suite

Nous rencontrons ici une particularité propre à l’exemple 
proposé, en sorte que les trois racines se trouvant formées des 
mêmes termes, on est dispensé du calcul des deux dernières.

On retrouve/^; donc ar=5 [2,3] comme p. 190.
614. Exposons maintenant les moyens d’abréger ces divers 

calculs.
La fraction continue ayant été poussée jusqu’à l’entier j-', 

_ . m Tl . . 3x = a.y...,, soient—, et — les deux dernieres converti n
gentes; il suit de l’équ. (G, n° 5q3) , ainsi qu’on a vu p. 201, 
que si z représente la valeur du reste de la fraction continue, 
on a

en commençant la division , et à cause de m'n — mn — ± 1.

Soit «Ma différence entre x et la convergente

on d’où

Ici x désigne, il est vrai, la racine dont on veut approcher, et
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z est une valeur qui en dépend ; mais chacune des autres ra
cines x', x"... donne une équ. semblable; ainsi, z',z"... 
étant les valeurs de z correspondantes, on a

Ajoutons ces (i— 1) équations, et faisons pour abréger..........

nous avons

La transformée en z étant représentée par Azi+Bzi-1+...=o,

la somme des racines est z+ z'+ z''...=-B/A; retranchant

l’e'qu. précédente, 

mais ne tarde pas à approcher assez de x pour que d soit fort

petit;d',d"..., qui sont les différences des autres racines x',x"... 
à notre convergente, sont à peu près égales aux différences de 
ces racines à x; et plus ces différences sont grandes, plus Δ est 
petit ; ri croît d’ailleurs de plus en plus : ainsi, le dernier terme 
de notre équ. est alors négligeable ; d’où

Non-seulement cette équ. donne l’entier π, contenu dans z, 
mais même en résolvant en continue, par la méthode du com
mun diviseur, on peut prendre plusieurs termes successifs, 
comme composant la valeur de z et continuant celle de x; 
z=π,ç,o-.. . ; d’où x=αβ,0,.. .v,π,ç,a- . . En arrêtant la frac

tion z à l’un de ses termes a, soient  les deux dernières
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convergentes, on a (équ. G, p. 180)

et substituant dans la transformée en z, on passe de suite a 
celle qui répond au terme a-, en supposant qu’en effet ce terme

convienne à la valeur de x. Puisque z il suffira

d’avoir deux limites rapprochées, entre lesquelles x soit com
pris, et de substituer ces limites dans cette fraction, pour avoir 
celles de z : ces dernières résolues en continues, leurs termes 
communs le seront aussi à z, et continueront x.

Pour la 1re racine du dernier ex., partons de la transformée

les quatre icrs termes continuent la valeur de x, laquelle ar-

et par suite la transformée fÿ, en substi

tuant dans /g et ainsi de suite.
Quand la racine x est commensurable, la fraction continue 

se termine; sans cela elle va à l’infini. Si la proposée admet 
quelque facteur rationnel du 2e degré, on obtient une période, 
et le retour des mêmes termes annonce cette circonstance. 
Ainsi l’équ. x*— 2.r'— gx1 H- 22a? — 22 = 0, lorsqu’on veut 
pou suivre la racine qui est entre 3 et 4> donne

Celte dernière équ. conduit
Le retour des chiffres (3,6) fait présumer une période : en sup
posant qu’elle existe, on trouve que x!—1 1 doit être diviseur 
de la proposée (n° 607); on essaie celte division, qui donne le 
quotient exact xa — zx-j- 2.
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La résolution de l’équ. xl=A, ou l’extraction des racines, 
rentre dans cette méthode. Ainsi x3 = in donne 

et formant la valeur de z, on arrive à z = i, 3,2...; d’où

615. L’équation 10* = 2g se traite delà même manière. 
On trouve d’abord que x entre 1 et 2; savoir , 

voit ensuite que x' est entre 2 et 3 ;

ainsi d<e suite. Donc

Cette valeur x est approchée à moins de (gfj)2, avec six 
chiffres décimaux exacts.

Ainsi, on sait résoudre, par approximation, l’équ. iox = b, et 
comme on peut prendre au lieu de 10, toute autre base, on 
sait calculer le logarithme d’un nombre dans tout système.

VI. MÉTHODE DES COEFFICIENS INDÉTERMINÉS.

Décomposition des Fractions rationnelles.

616. 7*’et <p étant des fonctions de x identiques, c.-à-d. qui 
n’ont qu’une simple dissemblance provenue de la manière dont 
elles sont exprimées algébriquement, l’équ. F=(p n’a pas be-
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soin pour se vérifier qu’on attribue à.r des valeurs convenables*  
et doit subsister, quel que soit le nombre qu’on juge à propos 
de mettre pour .r. Supposons que, par des artifices d’analyse, 
on parvienne à ordonner F et par rapport à x, sous la même 
forme <

« 4 Jj4" + dx\.. = // -f- Bx + Cx2 -f- Dx3... ; 
puisqu’il n’y avait entre F et qu’une différence apparente due 
aux formes sous lesquelles ces fonctions étaient exprimées, 
cette différence de formes n’existant plus, on doit précisément 
trouver dans un membre tout ce qui entre dans l’autre ; donc,

a —A, b —B, c—C...

Et en effet, puisque l’équ. doit subsister pour toute valeur 
de x, si l’on prend x — o, on a a~ A. Ces deux constantes 
n’ont pas été rendues égales par cette supposition ; elles l’étaient 
sans cela , et l’hypothèse n’a été ici qu’un moyen de mettre 
cette vérité en évidence. Dès lors, quel que soit ar, on a encore 
bx + c.r’ -f- . . . — Bx + Cx2..divisant par x,

b -|- ex 4~ etc. = B -f- Cx. .. ;

le même raisonnement prouve que b — B, puis c — C. ..

Ainsi, étant donnée une fonction F, après s’être assuré di
rectement qu’elle est susceptible d’être exprimée sous une forme 
désignée <p, contenant des coefficiens constans A ,B il est
aisé de trouver ces nombres. i°. On écrira l’identité F = <p t 
K étant la fonction proposée, et <p sa valeur mise sous une autre 
forme reconnue convenable, et contenant les coefficiens indé
terminés A,B,C... ; 2°. par des calculs appropriés, on ordon
nera les deux membres F et Q selon les puissances de x; 3°. on 
égalera entre eux les termes affectés des memes puissances de x; 
4°. enfin, on éliminera entre ces équ. pour en tirer les valeurs 
des constantes inconnues A ,B ,C...

Appliquons ce principe à divers exemples.

617. N étant le numérateur d’une fraction rationnelle,/) le 
dénominateur, proposons-nous delà décomposer en d’autres
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dont elje soit la somme. Parla division, on peut toujours abais
ser le degré du polynôme N, par rapport à x, au-dessous de 
D; c’es. dans cet état que nous prenons la fraction. Soit........
D=P>(, Q,P et Q étant des polynômes premiers entre eux, 
des deg’és p et 7, posons

Pour réduire au même dénominateur D=Px Q, multiplions 
Axi~'—... par P, et A'xP~'-}~. .. par Q-, ces produits seront 
de degrép 4- q — 1, c -à-d. formeront un polynôme complet 
d’un degré moindre de 1 que Z?; et comme TV est au plus de ce 
même degré, en comparant chaque terme de A7 à ceux des pro
duits ci-dessus, on en tirera p 4- q équ. entre les coefficiens 
inconnus A ,A' ,B ,B'..., dont le nombre est visiblementp+q, 
puisque nos numérateurs ont q etp termes; ces inconnues ne 
seront qu’au i£r degré, et le calcul conduira bientôt à les trou
ver. Il est donc prouvé que la décomposition indiquée est lé
gitime, et le calcul donne actuellement les valeurs de toutes 
les parties composantes.

Et si P et Q sont eux-mêmes de'composables en d’autres fac
teurs premiers entre eux, sanschcrcher à déterminer A,A't B..., 
on remplacera chaque fraction par d’autres formées selon le 
même principe; c.-à-d. que, pour décomposer la Jraction ra
tionnelle proposée, il faut trouver les facteurs premiers entre 
eux de s or. dénominateur, et égaler cette fraction à une suite 
d'autres qvi aient ces facteurs pour dénominateurs , et dont les 
numérateurs soient des polynômes respectivement d'un degré 
moindre dune unité.

On égalera donc D à zéro pour le résoudre en ses facteurs 
simples; et il se présentera deux cas, selon que D n’aura que 
des facteurs inégaux, ou en aura d’égaux. Examinons ces deux 
cas séparément.
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et il s’agira de déterminer A, B , C... par le procédé qu’on 
vient d’exposer.

Par exemple, soit D — (x — à) (x — b) ; on a

d’où

Ainsi

et enfin

Pour j’égale le dénominateur à zéro pour en

obtenir les facteurs binômes; xa— x = 2 donne x=2 et —i; 
ce sont les valeurs de b et a. On a k~ — 4> = 2 ; ainsi

De même

Soit encore

on trouve
donc

Éliminant, on a A, B,C, puis

Lorsque D a des facteurs binômes imaginaires, la même mé
thode peut s’appliquer, mais on préfère souventne décomposer/) 
qu’en facteurs trinômes réels, tels que x‘-*-px -\-q, et la pro

posée, qu’en fractions de la forme C’est ainsi que
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pour

on trouve

De même

donne
?.e cas. Chaque facteur de D, de la forme {x — û)', donne

lieu à une composante telle que mais comme

celle-ci est elle-même décomposable, on pose de suite, au lieu 
de cette fraction, la somme équivalente

Et en effet, il est visible qu’en réduisant au même dénomina
teur, le numérateur a la même forme que ci-devant, et un égal 
nombre de constantes inconnues.

donne

On trouvera de même

Si les facteurs égaux du dénominateur étaient imaginaires, 
quoique le même procédé puisse être appliqué, il sera préfé
rable de les réunir en facteurs réels du 2e degré, sous la forme 
(x’ 4- px le numérateur est alors Ax™~'Bx™~*-\~...
ou plutôt on prend les fractions composantes
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Par exemple , on fera

Le calcul donnera

618. L’usage fréquent qu’on fait de la décomposition des 
fractions rationnelles, rend très utile la méthode suivante, 
qui abrège les calculs.

Ier cas. Facteurs inégaux. Soit D = (x — a)S,S e'tant un 
produit de facteurs tous différeus de x — a. La dérivée est

11 s’agit de déterminer la constante A, sans connaître le po
lynôme P. Si l’on fait x = a, et qu’on désigne par n,s et d ce 
que deviennent N, S et D , par cette hypothèse ( nous ferons

(*) Si le facteur a la forme px+q, au lieu de-r—a, la fraction compo
sante est

on fera donc mais pour avoir le numérateur A de la frac

tion , on devra multiplier le résultat par le coefficient p de x. Ainsi pou

il faut substituer , mais on multi

pliera les résultats par —a et 4-3 : d’où A~5, B z= — 4-
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usage, dans ce qui suit, de cette notation), nous avons d'~ s

nateur D de la faction proposée par sa dérivée D' ; puis chan 
gez x en a, vous aurez le numérateur A de la fraction compo
sante dont x — a est le dénominateur. On devra de même faire

proposée revient à

Soit la fraction

Pour les deux
facteur suivant donne

les deux fractions composantes sont faciles à trouver; réduites

en une seule, on Enfin, le 4e facteur de D in

dique qu’il suffit de changer z en —z dans ce dernier résultat. 

Donc,

2e cas. Facteurs égaux. Soit D = (.r — a}1 ; si l’on change
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x en a -f- h dans A et /?, ces polynômes deviennent ( n° 5o4)

En divisant, et mettant x — a pour A, on trouve

Ainsi la proposée se décompose en i fractions, dont les numé
rateurs sont ce que deviennent N , N', -ï N".. . en faisant 
x = a.

Par exemple, ; comme le numérateur a pour

dérivées 6x—9 et 6, en faisant x=i, on obtient 2, —1 et 3 
pour numérateurs des fractions composantes, savoir,

Mais si le dénominateur contient d’autres facteurs avec 
(.r — a)1, et qu’on ait D = (x — a)'. S,S étant connu et non 
divisible par x — a, on pose

d’où
Changeons x en a -\-y dans cette équ. dentique, et dévelop
pons (n° 5o4) ;

en conservant la notation employée ci-dessus pour n,dys et f 
Comparant des deux parts les r-vefficiens des mêmes puissances 
de j' (n°6i6), nous avons

l désigne ici un entier quelconque <C i. Ainsi, ces équ. don-
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nenl/, /'» f"- . . , et par conséquent le développement de la 
première partie.

précisément comme si la fraction proposée n’eùt eu que (x — a)' 
au dénominateur. On tire de cette équ.

^est donc connu; et l’on a dans l’équ. (i)

Cette identité exige que (x—à)1 soit facteur de N—FS ; il faut 
effectuer la division pour obtenir le quotient P-, la 2e partie de 
notre fraction proposée est connue, et il faut la décomposer à 
son tour.

Soit, par ex. .

faites x — 1 dans 5 = -f- .r = 2, S' = 2X -f- 1 — 3, 5" — 2,

Donc, 
puis j

Le produit FS, retranché de N, donne 

qui, divisé par (x — i)s, donne P — 2X — 3.

Il reste à décomposer, par le premier procédé, 

faisant

Observez que, dans cet ex., il eût été plus court de détermi-

www.rcin.org.pl



230 CONVERGENCE DES SÉRIES.

lier d’abord les deux dernières fractions, en faisant x =— ? 
et o dans N et D' ; d’où

Transposant ces deux dernières fractions et réduisant, on trouve

aisément la première qui rentre

dans ce qu’on a vu ci-devant, et est très facile à décomposer.

De même, pour comme

on aura les fractions retranchant de la

proposée, on a qu’il s’agit de décomposer. Mais on

trouve donc il vient enfin, en réunissant ces
parties,

Sur la convergence des Se'ries.

619. On ne peut prendre la somme des n premiers ternies 
d’une série pour valeur approchée de sa totalité, qu’autant 
que cette série est convergente, c.-à-d., que cette somme ap
proche de plus en plus d’une limite, à mesure qu’on prend n 
plus grand : cette limite est la somme de toute la série.

!l est aisé de reconnaître si les termes vont en décroissant, 
quand on a le terme général, expression analytique du terme 
du rang n : mais les termes peuvent décroître, sans pour cela 
que la série soit convergente. C’est ainsi que 1 ^ + 4- • •

est une série divergente, quoique le terme général - montre

www.rcin.org.pl



CONVERGENCE DES SÉRIES. I

que les termes diminuent sans cesse. En effet prenons n termes 
à partir du ne, 

Chacun est visiblement , et la somme

de même la somme des an termes qui suivent ceux-ci, est aussi 
>> etc. ; en sorte que la somme totale surpasse ;X 00 : il 
n’y a pas de limite.

i°. Quand 1, la progression géométrique a-\-ax+ax\. 
est convergente, car outre que ses termes décroissent, les sommes0 
prises à partir du terme de rang n sont

On voit que, x étant < i, à mesure que n augmente, ces 
sommes sont de plus en plus petites, et tendent vers zéro.

2°. Si l’on connaît le ternie général un d’une série...............
u0 -J- u, -f- u,. .. On changera n en n-f- i, et on aura le terme 

de rang n -4- î, et le quotient sera le facteur qui mul-
un

tipliant un terme produira le suivant. Or si tous les termes 
sont positifs et si, pour de grandes valeurs de x , F tend vers 
une limite L, la série est convergente ou divergente, selon que 
cette limite F est ou i.

En effet, supposons d’abord L i, et prenons un nombre 
quelconque l intermédiaire à L et i, en sorte que L<^1<^ i. 
Puisque F converge vers L à mesure que n s’accroît, il s’ensuit 
qu’à partir d’un rang n suffisamment grand, le facteur F ap
prochera autant qu’on voudra de L, et deviendra par consé
quent Z; d’où
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Ces termes consecutifs étant moindres que ceux de la progrès— , 
sion géométrique u„(Z-|-Z’4-Z3. ., qui est convergente, il s’en
suit que la série proposée l’est aussi.

On prouve de même que si Z,^> i, les termes un+l, un+2 
sont plus grands que ceux d’une progression géométrique dont 
la raison Z étant >1, on arrive à des termes aussi grands qu’on 
veut, ce qui montre que la série est divergente.

Ainsi pour (x 4* «)m? il suit de la valeur 7, p. 12, et de la
771--- 71 X

relation 4, P- 5, que F= ——- plus n croît, et plus F

X
approche de la limite -, que ce facteur atteint pojur n — 00 : 

donc la formule du binôme est convergente ou divergente se
lon que x ou a.

Au reste les deux transformations suivantes sont propres à 
augmenter la convergence de cette série

Voy. p. 16 pour la loi des coefficiens.

Prenons la série 

le terme général- , qui a zéro pour li

mite quand n = 00; cette série est donc convergente.
3°. Observez que quand une séçie renferme des termes né

gatifs, si en changeant les — en 4- , on trouve qu’il y a con—
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vergence, cette propriété a lieu aussi pour la proposée : car les 
termes négatifs devant être retranchés des positifs, ne font que 
diminuer la somme totale, et tendent par conséquent à aug
menter la convergence.

Pour en rendant tous

les termes positifs, on a pour terme général

comme n — oo donne F= o, la série est convergente : d’ail
leurs posant i, on trouve x2 < 4n* 4- ^n; si l’on prend 

oun>-jr, on voit qu’à partir du rang parles termes 
vont en décroissant.

4°. Toute série dont les termes ont des signes alternatif ~s -f- 
ct —, est convergente, quand ces termes décroissent sans bor
nes vers la limite zéro. Car soit a — b -f- c — d-j- ... ; comme 
chaque terme négatif peut être retranché du positif qui le pré
cède, on n’a que des binômes positifs, et la somme prend le 
signe -+- : d’un autre côté on peut écrire a—(b—c)—(d—e)...; 
et a doit surpasser toutes les parties soustractives. Or on peut 
prendre pour a un terme assez éloigné dans la série pour qu’il 
soit aussi petit qu’on voudra; donc à fortiori la somme totale 
depuis a jusqu’à l’infini est dans le même cas.

C’est ainsi que la série i — î + t — i • • • est convergente, 
quoique elle ne le soit pas quand tous les signes sont

Voy. le Cours d’analyse de M. Cauchy, p. iî3.

Séries récurrentes.

620. Toute fraction rationnelle, ordonnée selon les puis
sances croissantes de xy dont le numérateur Arest d’un degré 
moins élevé que le dénominateur D, peut se développer en une 
série infinie Bx Cxl -J- Dx\ . . ; cela, résulte de la divi
sion actuelle de Apar D, puisque le quotient ne peut jamais 
donner de puissance négative ni fractionnaire de x. Cette divi-
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sion pourrait faire connaître lies coetticiens A, Bt C... • niais 
on préfère le calcul suivant, qpi met en évidence la loi de la 
série. On pose

On réduit au même dénominateur; puis comparant les ternies 
où x porte des exposans égaux , l’équ. se partage en d’autres, 
qui servent à déterminer A, B, C... (n° 616) ; le dénomina
teur a i pour terme constant, ce qui n’ôte rien à la généralité, 
parce qu’on peut diviser N et D par ce ier terme, quel qu’il 
soit.

La irc de ces équ. donne A, la 2 e Bla 3* C. . . Enfin M et TV 
étantdeux coefliciens successifs de notre série, on a N4-Met-o-, 
d’où N ■=. — Mtr. : donc un terme quelconque est le produit du 
précédent par — ax, c.-à-d. que la série est une progression 
par quotient, dont la raison est — *x. On forme tous les termes 
de proche en proche, à partir du Ier, A~a, qu’on obtient en 
faisant x ~ o dans la fraction proposée.

Le terme général T, ou le terme qui en a n av<ant lui, et le 
terme sommatoire S, ou la somme des n 1e" termes (nc i44)» 
sont

Réciproquement, si l’on donne la série et la loi qui la gou
verne, on en tire bientôt la fraction génératrice; car le ier terme «
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est le numérateur, et le dénominateur est i — la raison de la 
progression.

Par ex (en divisant haut et bas par 6)

donne cette série, dont le premier terme est | et la raison j x, 
.' (! 4. 4- -J- . .: enfin, on trouve

Et si l’on donne cette série et sa loi, on retrouve la fraction gé
nératrice en divisant le Ier terme 1 par i — le facteur jx.

Pour

on a

Ces équ. donnent successivement A,BtC.. . ; la iTe A~a peut 
encore se tirer de l’équ. supposée, en y faisant x = o,

Soient M,N,P, trois coefficiens indéterminés consécutifs du 
développement; il suit de notre calcul qu’on a P-1-M|3=o; 
d’où — Nu — M(ï : donc, un terme quelconque de la série
se tire des deux précédens multipliés, l’un par — an, l’autre 
par—/3x2. On observe que ces facteurs, retranchés de i, don
nent le dénominateur de la fraction proposée. Pour la dévelop
per, il faut d’abord trouver les deux iers termes A-fBx, soit 
parla division, soit à l’aide des équ. A — atB — b — a«\ puis 
à l’aide des facteurs —a.x et —&r’, on compose les termes sui
vait*, de proche en proche.

Réciproquement, si la série et sa loi sont données, on remonte 
à la fraction génératrice, qui est la somme totale de cette série 
jusqu’à l'infini, par un calcul simple; i moins les deux fac
teurs, forme le trinôme dénominateur i -f- *x -4- flx2. Quant 
au numérateur a -4- bx, on a a — A, b = B -j- A*.
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Par ex , en divisant haut

et bas par — 2; les facteurs sont donc — :'x, et 4- -,'x2 : d’ail
leurs, on trouve — 1 4- X' pour les deux iers termes; de là cette 
série — 1 4- ^x — £x2 4- -^x3 — .... Et réciproquement, si 
la série est connue, c.-à-d. si l’on a les deux premiers termes 
et les facteurs — ^x,4-*;x2, ceux-ci, retranchés de 1, donnent 
de suite le dénominateur de la fraction génératrice ; on a enfin 
a — — 1, ù = 2; d’où résulte le numérateur.

En raisonnant de même pour on trouve

que les trois premiers termes de la série donnent

équ. d’où l’on tire les valeurs de A, B et C. Les termes suivans 
s’en déduisent, comme ci-dessus, et quatre coefficiens succes
sifs sont liés par cette équ. Q— P» — N(i—My, en 
sorte qu’un terme quelconque se tire des trois précédées, en 
les multipliant par — «r, — fix*, — yx3. Et réciproquement, 
on peut remonter de la série à la fraction génératrice qui en 
exprime la somme totale. Cette loi s’étend à toutes les fractions 
rationnelles.

621. On nomme Récurrente toute série dont chaque terme 
est déduit de ceux qui le précèdent, en les multipliant par des 
quantités invariables : ces facteurs s’appellent l’Échelle de 
relation. C’est ainsi que les sinus et cosinus d’arcs e'quidifférens 
(nos 36i, 5^2), les sommes des puissances des racines des équ. 
(n°583), forment des séries récurrentes. Nous dirons donc 
que toute fraction rationnelle dont le dénominateur est 
« + ax -F /Sx2. .. 6x‘, se développe en une série récur
rente, dont l’échelle de relation est formée des n facteurs 
— «ex, — &r2,. . .— 6x* ; on cherche d’abord les i 1er5 termes , 
soit par la division, soit par les coefficiens indéterminés; les. 
termes suivans s’en déduisent ensuite de proche en prochc>
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Par ex.,

On trouve aisément les quatre premiers termes; et comme en 
divisant la proposée, haut et bas, par —2, on obtient pour les 
quatre facteurs —|a?3 et '/H, cette échelle de relation
sert à prolonger la série tant qu’on veut.

Il est inutile d’ailleurs de rappeler que si les termes de la 
série vont en décroissant, on approche d’autant plus de la va
leur totale, qu’on prend un plus grand nombre de termes; mais 
qu’il n’en est pas ainsi quand la série est divergente, et qu’il 
faut la prendre dans sa. totalité pour qu’elle représente la frac
tion dont elle est le développement. (Ao/. nos 99 et 619. )

622. Cherchons le terme général T des séries récurrentes. 
La fraction proposée F étant développée, on a 

on connaît les z premiers coefticiens A, B,C... et la loi de la 
série. Pour décomposer F en fractions de Ier degré, on cher
chera les facteurs du dénominateur ; à cet effet changeons a? 

en - , et égalons à zéro, nous aurons à résoudre une équ. dont 

nous supposons d’abord que les racines k ,k' ,k",,. . sont iné
gales, savoir

Ces racines sont d’ailleurs réelles ou imaginaires, rationnelles 
ou irrationnelles, positives, négatives ou zéro. Remettons ici
1
- pour /, et nous aurons

d’où
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Nous avons donné p. 226 le moyen de déterminer les cons
tantes A, A', A",.. . qui par conséquent sont connues, ainsi 
que k,k', k". . .

Or chacune de ces fractions se développe en une progression 
géométrique; la série (1) est la somme terme par terme de 
ces i progressions : le terme général T est donc la somme de 
leurs termes généraux. Ainsi on a

Doue pour trouver le terme général T de la série récurrente 
proposée , et décomposer cette série en progressions géométri
ques dont elle soit la somme, il faut égaler à zéro le dénomi

nateur de la fraction ; y changer x en chercher les racines 

k,k',k". . de cette équ. y' + <zy,—1 4- . . . =0; ces racines se
ront (en signes contraires) les facteurs de x dans les dénom. 
de fractions composantes (2), et les raisons des progressions 
seront kx > k'x,.... les coefficiens K, K', K". .., nuipér. de 
ces fractions, étant déterminés, le terme général T sera con
nu (3).

Dans notre ex. du 2e degré p. 236, on égale à zéro le dé
nom., etc., et onat/a4"i/—7 —o, d’où y = 1, et = — 1; donc 

les deux progressions composantes sont donc

En ajoutant les termes de même rang, on retrouve la série

De même la fraction donne l’e'qu.

et on retrouve les fractions

composantes et les progressions
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le terme général est

Enfin

Les termes généraux des progressions sont 2xn,i(— 2?)n et
— 3(1^)" : donc la série jX3. .. dont l’échelle de
relation est \x,x'Â et — |x3, a pour terme général

Comme le terme sommatoire S de la série récurrente est la 
somme des termes sommatoires des progressions composantes, 
on trouvera aisément cette quantité S.

Quand l’équ. j-’-f-4" • • • = 0 a des racines égales, 
c.-à-d. un facteur {y—r)z, il faut introduire dans l’équ. (2), 
outre les fractions correspondantes aux facteurs inégaux, d’au
tres fractions de la forme (voy. p. 225) 

la formule du binoime donne (p. i5) 

terme général : 

pour avoir le terme général T de la somme de toutes les frac
tions (4), il faut faire successivement Z= 1,2,3,... et ajouter; 
ce oui donne

Les fractions n’engendrent plus de progressions géométriques 
(la ire exceptée).
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Dans l’ex. du 4e <le{jvé p. 237, les fractions composantes 
sont 

d’où

De même

Enfin prenons la fraction

On divise haut et bas par 8, et on égale le dénom. à zéro, en 

y changeant x en^ ; l’équ. yf 4- — o revient à

(j-4-2)C/— î)3=°; ainsi on décompose la fraction proposée 

en

Pour la ire, le terme général est (— 2.r)n : pour les trois autres, 
on fera 1—3,2, et 1 dans l’équ. (5), avec L—3,—2 et 1 res
pectivement. Ainsi on a 

réunissant ces quatre résultats, on trouve; pour le ternie gé

néral de la série proposée

6s3 On peut obtenir les facteurs constants K ,K',K"........
sans recourir à la décomposition en fractions; et meme les nu
mérateurs de celles-ci peuvent être obteuus par le calcul direct 
de ces facteurs. Puisqu’on connaît les termes initiaux 
A -f Bx 4- Cx*. •. de la série (1), ainsi que les racines 
k, k', k",.. . , on fera successivement n = 0, 1, 2, 3. . . dans
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l’expression (3) de 71, qui devra reproduire ces termes consé
cutifs, savoir,

En posant un nombre i de ces équ., on en tirera les valeurs 
des i constantes K,K',K". .. qui ne sont qu’au 1er degré.

Reprenons l’équ. du 2e degré p. 236, où l’on a trouvé

comme ci-devant. On en tire même les frac

tions composantes 

parant aux termes respectifs de la série i -f-rr -j-zx2..., on a 
les équ.

d’où l’on tire et la même valeur de T
que préce'demment.

Quand le dénom. de F a des facteurs égaux (i —rx)1, outre 
les termes fikn iK,k'n... correspondais aux facteurs inégaux, 
il en existe d’autres dont la forme est comprise dans l’équ. (5), 
où Z=i ,2,3. .. il est évident que ces derniers termes se trou
vent réunis sous l’expression 

a ,6',.. .y'étant des nombres inconnus, qu’on pourra obte
nir en suivant le mode de calcul précédent, et formant autant 
d’équ. qu’on a d’indéterminées.

Par ex.

donne l’équ.
T II.
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fraction provenue du facteur y— 2 „ donnant le

terme K.ï'x’1. Celles qui répondent à (r — -*•)» donnent

ainsi

0rn = o,i,2, donnent

donc

De même dans l’ex. du 4e degré p. 240 on a À rz—2,r=^,

d’où l’on tire K =,i ; a' ■=ii d' = |, c = S et la même va
leur de jTque précédemment.

Voyez n° 619, ce qui a été dit sur la convergence des 
séries, tliéorie applicable à toutes les parties du sujet traité 
dans ce chapitre.

Séries exponentielles et logarithmiques.

624. La ire fonction transcendante que nous allons déve
lopper en série, est Vexponentielle a*. Faisons a = 1 -f- j-, la 
formule du binôme donne

Ordonnons par rapport à x. Le seul terme sans x est 1. Il n’y a 
pour x que des exposans entiers et positifs ; ainsi,

Pour obtenir le terme kx, consultons notre terme général : 
il est visible que, pour y prendre le terme du produit où x n’est 
qu’au 1" degré, il ne faut conserver que les 2e* termes des fac-
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teurs binômes, ou en

prenant 4~ si n est impair. La réunion de tous ces produits 
est âx, savoir

j- est a— i; ainsi k est connu. Il s’agit de trouver A,B, C...
Ces constantes restent toujours les mêmes quand on change x 
en z ; d’où

Retranchons (i), et faisons z ==x -f" h

Comme a1 — 1 = ki Ai2..., d’après l’equ. j), les deux 
membres sont divisibles par i — z — x ; donc

Cela posé, faisons l’arbitraire i — o, ou z = x, et remplaçons 
ax par sa valeur (i); nous trouvons

d’où

L’équ. kP = nQ prouve qu’un coefficient quelconque Q e'4 
le produit de celui qui le précède multiplié par k et divisé par 

son rang n. Enfin

6a5. L’équ. (2) donne k en fonction de jr ou a ; pour trouver 
au contraire a, lorsque k est connu, on fait x=i dans {A} ; 
d’où a = 1 -f“ k -f- -5 k2 4"*é k3 ... Cette série et (2) sont les 

16. K
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développement de l’équ. qui exprime, 
en termes finis, la liaison de a et k : 
cherchons cette relation. Faisons ici 
k—i et nommons e la valeur que prend 
alors la base aj e=2-f-|4-|-f-
Le calcul de ce nombre est facile à 
faire, tel qu’on le voit ci-contre ; cha
que terme se tirant du précédent, di
visé par 3,4,5- • • , ainsi qu’il suit de la nature de cette série. 
Mais d’un autre côté, à cause de l’arbitraire x, oui peu; poser 
kx— i dans (z?), le 2e membre devient = e.

I

D’où ak=e, ek=a. Telle est l’équ. finie qui lie k et a-, k est 
le logarithme de a, pris dans le système dont la base est e. On 
préfère cette base e dans les calculs algébriques, parce qu’ils 
en sont plus simples, ainsi qu’on sera à portée d’en juger. On 
appelle logarilhmes népériens, ceux qui sont pris dans ce sys
tème ; nous les désignerons à l’avenir parle signe 1, en con
tinuant, comme n" 146, d’exprimer par Log que la base est 
un nombre arbitraire b, et par log que cette base est io. Donc 
on a y

Prenant les log. des deux membres de l’équ. e'1—a, dans un 
système dont la base est un nombre arbitraire ô,

la base b étant quelconque. Puisque

Log a=zk Loge, et a= i -j-jr, l’équ. (2) devient

Ajoutons aux deux membres Log h-, et posons nous
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avons, h et z étant (les nombres quelconques, aussi bien que 
la base b du système de log.,

Lorsqu’il s’agit de log. népériens, Log e se change en le =i, 
puisque ce facteur estlelog. de la base même du système qu’on 
considère (n° 1A6, 10.); l’équ. (C) devient

d’où

Ainsi on change tous les log. népériens en log. pris dans un sys
tème quelconque b, en multipliant les premiers par Log c 
(n° 148); ce facteur constant Log e — M est ce qu’on nomme 
le module ; c’est le log. de la base népérienne e pris dans le 
système b, ou si l’on veut, c’est un divisé par le log. népérien 
de la base b. Pour chaque système, le module M a une valeur 
particulière, parce que le nombree restant le même—2,71828... 
le log. de ce nombre change avec la base b. Si l’on prend a 
pour base, 

les deux facteurs M et k sont variables avec la base du sys
tème , mais leur produit est constant et= 1. Nous saurons 
bientôt calculer le module M pour toute base donnée a.

626. Pour appliquer l’équ. (C) au calcul du log. d’un nombre 
donné, il faut rendre la série convergente. L’équ. {C} donne, 
en changeant en —y,

retranchant de (C), il vient

Posons
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Le premier membre devient A = Log z — Log (z — i), c.-à-d. 
la différence des log. consécutifs de z et z— i. Ainsi,

Lorsque le module M sera connu, on calculera aisément, et 
de proche en proche, les log. des nombres entiers 2,3,4,5..., 
puisque cette valeur de la différence A entre ces log. est très 
convergente, et le devient d’autant plus que le nombre z est 
plus élevé. Et même s’il s’agit de former des log. népériens, M 
ou Log e, devient le= i, il est très aisé de calculer a ; ainsi 
on peut composer une table de log. népériens.

Quant à la valeur de M exprimée par l’équ. (5), elle résulte 
du calcul de la, ou du logar. népérien de la base a.

Si, par ex., a = 10 : on fera dans l’équ. (F), M = 1, puis 
z=2 ; on aura a=12 Ça cause de 11 =0; ; 
le double de I2 est 14 s ensuite z — 5 
donnera 15, et enfin on auralio. Ce 
calcul est exécuté ci-contre. On divise 
ensuite 1 par lio: c’est ainsi qu’on 
trouve 

on a

Si 3 eût été la base du système, après avoir obtenu I2, on 
eût fait z = 3, et l’on aurait eu 13 = 1,09861229 ; enfin,

De même pour la base 5,

Il est maintenant aisé de former la table des log. de Briggs 
et de Callet. La base 10 ; la valeur de A/ accroît la conver-. 
gence de la série (F); quand z passe 100, le 2* terme est négli*
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gcable, et le Ier suffit pour donner s avec 8 décimales. 11 faut 
d’ailleurs calculer 2 ou 3 chiffres au-delà de ceux qu’on veut 
conserver, afin d’éviter l’accumulation des erreurs ; il convient 
en outre de ne partir que de z = ioooo, parce que les log. in
férieurs se déduisent aisément des autres ; dès que z passe 1200 

oui peut négliger 1 devant 2z et poser

On observe d’ailleurs que les log. consécutifs conservent une 
même différence dans une certaine étendue de la table (ier vol., 
p. 123); il n’est donc nécessaire de calculer les valeurs de A 
q ue de distance à autre. On remarque que 2 = 99840 donne le 
imême nombre A ( la valeur ci-dessus ) que pour z = 99860 ; 
donc, dans l’intervalle de ces deux nombres z, û est constant, 
e n se bornant à g décimales.

Séries circulaires.

627. Proposons-nous de développer en séries sin x et cos x 
selon les puissances croissantes de l’arc x. D’abord ces séries 
ne peuvent avoir de termes où x ait un exposant négatif, ou 

h
fractionnaire : car i8 si l’on y admettait Pxi = P. on
aurait i valeurs pour chaque arc, et l’on sait que le sinus et 
le cosinus n’en ont chacun qu’une seule; 2° si l’on suppose un 

p
terme tel que Px~l = la série deviendrait infinie pour x=o, 

tandis que le sin. devient o et le cos. on. Cela prouve en 
outre que sin x n’a que des termes dont x est facteur, et que 
le terme constant de cos x est = 1. Posons donc
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ou voit d’abord que ; or on sait (nc 362)

que la limite du rapport du sinus à l’arc est = 1 ; ainsi en fai
sant x = o, on trouve a ~ 1.

Lorsque x devient négatif, le sin. et le cos. conserventleurs 
grandeurs, mais le sinus prend le signe —. Or, quand on rem
place x par — x dans nos développemens, les signes des puis
sances paires changent seuls; il faut donc que le développement 
de sin x riait que des termes à exposons impairs, et celui de 
cos x des exposans pairs. Ainsi on a

en désignant par i les rangs des termes. Il s’agit de détermi
ner les coefficiens numériques A ,A' ,B ,B’

Changeons x en x h dans le binôme P cos x -f- Q sin x, et 
développons selon les puissances de A. On peut exécuter ce calcul 
de deux manières, qui doivent conduire au même résultat: soit 
en développant d’abord le binôme selon x, et changeant en
suite x en x 4- h ; soit en remplaçant x par x 4- h, et mettant 
ensuite pour sin h et cos h leurs valeurs développées selon h. 
En représentant les résultats par a-p ■ ■ -~ri '^4 7
on en tire a,-=.a.', nous n’aurons besoin ici que
des coefficiens de la première puissance de h, c.-à-d. de l’équ. 
/3 = 0'.

il s’agit de remplacer x par x-^-h, et de conserver le coefficient 
de h' ; c.-à-d. qu’il faut prendre la dérivée ; donc
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est clair que les termes où entre cos à, n’en produisent aucun 
qui soit affecté de à‘, et que sin h ne donne que li-, en sorte que

L’équ. identique /3 = £' est formée de ternies qui ont pour 
facteurs respectifs P et Q; et comme ces fonctions sont arbi
traires, il faut que l’équ. se partage en deux autres, en éga
lant leurs coefficiens. Donc, en remplaçant cos x et sin x par 
leurs dcveloppemens, on a les équ. identiques

D’où en égalant terme à terme ,

a - - - • U ' J. . j - H- ’ * . J - H- • U • - • . . u '
Substituant ces valeurs de A. A', B, B',.. on a enfin

Les termes généraux résultent de 
équations qui indiquent comment chaque coefficient se dé
duit de celui qui a même rang dans l’autre série. On prend -f- 
ou — dans ces termes, selon que i est de la forme 20 OU2Û4-1.

628. On a ainsi les grandeurs du sin. et du cos. d’un arc dont 
la longueur est x, le rayon du cercle étant un. Soit 2%- la cir
conférence (n° 631), on a ?r ’ x “ 180° : nombre t de degrés 

de l’arcx; substituant pourx sa valeur 

t. I la valeur de nos séries deviennent, z désignant le nom
bre de degrés d’un arc x,
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le calcul des coefficiens donne

629. Mais il importe moins de calculer les sinus et cosinus 
que leurs log. Soit J*la différence constante des arcs de la table 
qu’on veut former; un arc quelconque t est = d’où

Faisons 

nous avons sin x ~ nJ'( 1 —y}, cos x — 1 —z ; prenant les 
log. dans un système quelconque, dont le module est M(n° 626), 
on trouve 

enfin, remettant pour y etz leurs valeurs,

Si la base des log. est 10, et que les arcs de la table procèdent 
de 10" en >0", comme cela a lieu dans les tables deCallet,<^est 
la longueur de l’arc de 10", ou le 64800e de la demi-circonfé
rence %. D’après les valeurs de % et de 3/(nos 631,626), on 
trouve, tout calcul fait, que
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Par ex., pour l’arc de 4° î ou 16200", on a n = 1620.

On retranche les nombres correspondans.

Si l’on veut avoir logR = 10, on ajoutera 10 aux caractéris
tiques ( Foy. n° 362.). Les log. des tang. et cot. s’obtiennent 
par de simples soustractions.

Comme n croît de plus en plus, nos séries ne peuvent guère 
servir au-delà de 120, parce qu’elles deviennent trop peu con
vergentes. On ne les emploie même que jusqu’à 5 ; au-delà, on 
recourt au procédé suivant

On a 

prenant les log., le Ier membre est la différence A entre les 
log. des sinus des arcs x 4- â' et x, savoir,

En raisonnant de même pour cos (x 4- J), on trouve que la 
différence entre les log. consécutifs des cosinus est

Lorsqu’on se borne à g décimales, et qu’on prend J'de 10", le 
i*r terme de ces séries donne seul des chiffres significatifs,
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Ainsi, en partant de l’are .? = 5°, dont on connaît le sin., le 
cos., la tang. et la cot., on p<eut, de proche en proche, calculer 
tous les sinus et cosinus par Heurs différences successives A, A', 
soit de 10" en io", soit de i' en i'; par suite on conclura la 
tang et la cot. Soit, par exemple,

Diff. logarithm.

On remarquera ici, comme p. 247, que les quantités A et a' 
sont constantes dans une certaine étendue de la table. Pour 
éviter l’accumulation des erreurs, on calculera d’avance des 
termes de distance en distance lesquels serviront de point de 
départ.

servira à cet usage. Comme sin 45°=4 V"2-, tan8 4^O==CO14^°—r> 
on pourra partir de cet arc et calculer sin 45° ± >0"; ces deux 
arcs complémentaires ont réciproquement le sin. de l’un pour 
cos. de l’autre; d’où l’on tire leurs tang. etcot., delà on passera à

63o. En comparant les séries (G) et (//) à l’équ. (5), on voit 
que leur somme est ex, au signe près des termes de 2 en 2 rangs ; 
or, si l’on change x en ±x — 1, dans le développement (Z?) 
dee*, comme p7—1 a pour puissances l/—1,—»,—\/—i,~H, 
lesquelles se reproduisent périodiquement à l’infini, les signes 
des termes se trouvent être les mêmes que dans les séries G 
et H; d’où

En ajoutant et retranchant ces deux équations
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d’où 

en multipliant haut et bas par ex^~\ On ne doit regarder ces 
expressions que comme des résultats analytiques, où les ima
ginaires ne sont qu’apparentes, attendu qu’elles doivent dis
paraître par le calcul même.

Enfin, changeant x en nx dans (f), on a 

mais le ier membre est la puissance ne de l’équ. (/) ; donc on a, 
quel que soit n,

Ces formules sont très usitées. Nous nous bornerons ici à les 
appliquer à la résolution des triangles. Faisons 

d’où

Soient A, B, C, les trois angles d’un triangle, a, b, c, les côtés 
respectivement opposés; on a 

d’où 

enfin,

Mais la formule (L) donne
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En substituant et supprimant le facteur commun
vient

L’équ. se
réduit à c* == {a — bz) (a — bz'), à cause de zz'=i. Prenant les 
log., on obtient

et comme zm + z'm = 2cos mC, on a

Ces deux séries servent à résoudre un triangle, où b est très 
petitpar rapport à a, connaissant les deux côtés a et b et l’angle 
compris C.

63i. L’équ. (/) donne, en prenant les log. népériens,

retranchant ces deux équ. l’une de l’autre,

à cause de sin x=cos x tang x. Or, la formule (2?) p. 24$ donne 
le développement de ce log. ; et supprimant le facteur commun 
2|/—1, on a cette expression de l’arc x, lorsqu’on connaît sa 
tangente,

L’arc x dont la tang. est I, le rayon étant r, est (n° 322)

Cette formule sert à trouver le rapports de la circonférence 
au diamètre^ Deux arcs x et x', dont les tang. sont f et ont
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pour tang. de leur somme, cette

somme est donc x + x' = 45°. Faisons dans (N) tang x =1/2, 
tang x'=1/3, et ajoutons; nous aurons la longueur de l’arc de 
45°, qui est le quart de la demi-circonférence π du cercle dont 
le rayon est i :

On obtient des séries plus convergentes par le procédé de 
Machin. Prenons l’arc x dont la tang. est 1/5, d’où (L, n° 359)

cet arc 4x différé donc très peu de 45° ; v étant l’excès de 4x

Par conséquent, si l’on fait tang x = 1/3, et qu’on répète 4 fois la 
série N, on aura l’arc 4x ; de même tang v =1/239, donne l’arc 
et retranchant, on obtient l’arc de 45°, ou

Nous avons donné (n° 248) résultat de ces calculs avec 20 dé

cimales.

632. Faisons x = kπ dans l’équ. (I), k désignant un entier 
quelconque ; on a sin x = o, cos x = ± 1, selon que k est pair 
ou impair,

multipliant par le module M, et ajoutant la valeur numérique A
de Log. a,

k étant un nombre quelconque pair, s’il s’agit de log ( + α), 
et impair pour log (— a). Donc tout nombre a une infinité de

www.rcin.org.pl



□ 56 SÉRIES CIRCULAIRES.

log. dans le même système? • ces Icg. sont tous imaginaires si 
ce nombre est négatif; s’il est positif un seul est réel (*jl

633. Développons maintenant sir. z et cos z selon les sinus et 
cosinus des arc z, iz, 3z.. . Posots 

d’où = i, 2cos z — jfv, i, u, A' ,A"... étant lescoeffi- 
ciens de la puissance u, on a, quel que soit u,

Donc

Le ± provient ici de {/— i, qui admet toujours ce double 
signe. Quand u est entier, cosuz ne peut avoir qu’une seule va
leur; ces deux expressions doivent donc èlre égales, et la série 
se réduit à la ire ligne (P) : en effet, on peut démontrer que 
les termes imaginaires se détruisent deux à deux. Mais si u est 
fractionnaire, il n’en est plus ainsi parce que cet exposant in
dique une racine qui a plusieurs valeurs. Nous ne prendrons 
ici que le cas où u est entier, le seul qui offre.de l’intérêt.

L’arc qui, dans l’équ. (P), en a x avant lui est = (u —2x)z ;

(*) De a» = (—a)’, on tire 2 log a = 2 log (—a} ; il ne faut pas en conclure 
avec d’Alembert, que+ a et —a ont les mêmes log. ; car, k et l étant pairs, 
on a 

et ajoutant, 2 log a = 2Arfc (kA-l) Mn y/ — r. De même, A7 et lr étant im
pairs, on trouve 2 log (—a)==2A± (â'4- Z')MuV—r. Or, il est visible que 
cette dernière expression est comprise dans la première, parce que k'-^-l' est 
un nombre pair, sans que 2 log f—a) soit en général =2 log a : pour que 
log a soit réel, il faut que fc=Z = o, et k', l', étant impairs ne peuvent 
être =0 ; ainsi l’on ne peut avoir en nombres réels log a = log — a. D’Alem- 
bert devait donc conclure seulement que, parmi les log. imaginaires de 4- a 
et —«, il en est qui, ajoutés deux à deux, donnent des sommes égales.
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SÉRIES CIRCULAIRES. 2.5'/
celui qui en a x après lui, en ayant w—x avant, est=—(w—2X)z: 
les cosinus de ces deux arcs sont les mêmes; leurs cocfiiciens 
sont aussi égaux , par la propriété de la formule du binôme; 
ces termes sont donc remplacés par le double de l’un, de sorte 
qu’en divisant l’équ. par 2, et en désignant par A"..., les
coefficiensp.8 du développement de la puissance u du binôme; 
on a 

en 11’étendant la série qu’aux arcs positifs; seulement il faut , 
quand n est pair, prendre la moitié du dernier terme constant, 
qui ne s’est réuni avec aucun autre. V. p. 6 la valeur de ce 
nombre.

Changeons dans cette équ. z en ?r— z; le 1er membre de
viendra 2““‘ siu “z : quant au 2e membre, un arc de rang x 
étant (u—2x)z — hz, devient~vh—hz, ou ^xu— kx— hz : 
on peut ajouter %x à cet arc sans changer son cos., qui devien t

1°. Si u est un nombre pair, cos a jrw = zh 1, selon que u a 
la forme 4n ou qn-j- 2 ; sin %w==o ; ainsi le cosinus se ré
duit à ± cos Azz=±cos (m—2x)z. Donc 

il ne faut pousser le développement que jusqu’au terme moyen 
(qui est constant), dont on prendra lamoitié. On prend le signe 
4- quand u est de la forme ]n, et le — si u = \n 4- 2.

2°. Si u est impair, cos ■* sru = 0, sin i nu ~± 1 selon que 
u a la forme 4ZI -f- 1 ou 4" 4- 3, et on trouve

On ne poussera le développement que jusqu’au terme moyen 
(qui contient sin z, et dont on ne prend plus la moitié); le signe 
4- a lieu quand u = \n 4- 1, le — quand u = \n 4- 3.

T. II. 17
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On en tire aisément les équations suivantes

634. Réciproquement, développons les sinus et cosinus d’arcs 
multiples, selon les puissances de sin z=s, cos z = c. Le 2e 
membre de l’équation (Mp. 253). est en le dé
veloppant par la formule du binôme, on arrive à une équ. de 
la forme 

et puisque les imaginaires doivent se détruire entre elles, l’é
quation se partage en deux autres, cos nz = P, sin nz — Q, 
la ire contenant tous les termes où s[/— 1 porte des exposans 
pairs; ainsi, n étant entier ou fractionnaire, positif ou néga
tif, on a

Ainsi, 5 étant = sin z, et c~ cos z, on a
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635. Dans ces formules, les sinus sont mêlés avec les cosi
nus ; on peut en trouver d’autres en fonction du seul sinus, 
ou du cosinus. Puisque les arcs z, 2z, 3z... font une équi- 
dilférence, les sinus et cosinus forment une série récurrente 
(n° 361), dont les facteurs sont 2 cos z et —1. De même, si les 
arcs procèdent de 2 en 2, savoir, z, 3z, 5z..., ou bien oz, 
2z, \z......... ; les facteurs sont 2 cos 2z et — 1 ; or,
2cos 2z — 2(ca — $’) = 2 — Ainsi, partant de cos z = 1, 
sin oz = o, cos z — c, sin z=s, il est bien aisé de former les 
séries récurrentes qui suivent, dont on a les deux Ie" termes 
et la loi (n° 621).

Voici les formules générales ( XIe leçon, Cal. des fonctions, 
Lagrange) (*) :

(*) Voici les valeurs du terme général T, i* terme de ces équ., et du fac
teur F qui multipliant le i* terme produit le terme suivant ( V. p. 2).

il y a 7 n, ou j fn-f-i) termes, selon que n est pair ou impair ; 
le dernier terme est ±ncs dans le Ier cas, et dans le 2e.

la série a in-f-i, ou | (n-f-i) termes, selon que n est pair ou impair; le der
nier terme est rt 2 dans le 1er cas, et zfc inc dans le 2e.

17..
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Venons-en maintenant aux se'ries ascendantes selon J.

i°. Quand n est pair, on peut poser (*)

(*) Le ie terme T est le facteur F qui multipliant le ie terme produit le 
terme suivant, dans ces équ., ont pour valeurs
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2°. Et quand n est impair,

Méthode inverse > ou retour des Séries.

636. Étant donnée l’équation y — <px, où <px est une série, 
il s’agit de trouvera; ~Fy en série ordonnée selon y. Si cette 
dernière a une forme connue , telle que, par exemple, 

il ne s’agit que de déterminer les coefliciens^,/?, C ... On subs
tituera dans la proposée j- = (px, cette série et ses puissances, 
pour x,x2,x\ et l’on aura une équ. identique, qu’on parta
gera en d’autres, par la comparaison des termes où y a la même 
puissance : ces équations feront connaître les constantes A, 
B,C,D...

Soit

qu’on se soit assure que la série ci-dessus convient pour x (cela 
suit de ce que y est le log. de i x, ou ay = i -f-x : voyez 
n°625), substituant donc pour xla série Ay-^-By2..il vient

www.rcin.org.pl

By2..il


MÉTHODE INVERSE DES SÉRIES.

d’où 

puis

Enfin,

De même 

se renverse ainsi

Mais il est rare qu’on connaisse d’avance la forme de la se'- 
rie cherchée x~Fy, on indique alors les puissances dejr par des 
lettres, x~ A.y*By$ -|- Cy> et il s’agit de déterminer 
les coefficiens et les exposans, en considérant qu’après la subs
titution dans y — çx, il faut que chaque terme soit détruit 
par d’autres où y a la même puissance.

Soit 

supposons
a, £,y... étant des nombres croissans. Nous ne mettons pas 
de terme sansjr, parce que x = o répond ày = o. En substi
tuant pour x sa valeur, nous voyons que,

i°. Les exposans 2, 3, 4- • • qu’avait x, formant une équi- 
différence, «, ,5, y... doivent en former également une, puis- 
qu’en développant, les puissances x*, x3... jouiront visible
ment de la même propriété.

20. Si l’on trouve « et /3, y, à... s’ensuivront.

3°. Le terme où r aura le ülus petit exposant est

4°. Les termes qui ensuite ont le moindre exposant, étant
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en refaisant le calcul, on trouve bientôt A, B, C.. . ; d’où

C’est ainsi que

6e renverse sous la forme
On trouve, tout calcul lait ( voy. n° 04°),

Pour , on obtient

La série by' -f- Çv3 -\-dy7... donne

Enfin,

donne
et par suite,

Si la proposée était y = a-\- bx -J-cr2..., pour la commo
dité du calcul, il serait bon de transposer a, et de faire

on développerait ensuite x en z. Au reste, voyez 110 ^51, où 
nous avons traité la question du retour des suites de la ma
nière la plus générale.

Des Équations de Condition.
63n. Lorsque la loi qui régit un phénomène physique est 

connue et traduite en équ. ç> (x,y... a, b...y)~o, il arrive 
souvent que les constantes «, b, c. .. sont inconnues, x, y... 
étant des grandeurs variables avec les circonstances du pliéno-
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mène. On consulte alors l'expérience pour déterminer «,Z>,c...; 
en mesurant des valeurs simultanées de a?,y , z,... et les subs
tituant dans l’équ. ç = o : puis répétant l’expérience, on ob
serve d’autres valeurs pour ar, j-, z..., ce qui donne d’autres 
équations de condition entre les constantes inconnues a, b, c... 
que l’élimination fait ensuite connaître.

Mais les valeurs tirées de l’observation n’étant jamais exactes, 
les nombres a', b', ç...t qu’on obtient ainsi pour a, b, c.,., 
ne peuvent être regardés que comme approchés : on doit donc 
poser, dans ~ oa— a’ + A, b — b' -L. B... et détermi
ner les erreurs A,B..., dont a,b... sont affectés; etcommc 
A, B... sont de très petites quantités, on est autorisé à en 
négliger les puissances supérieures : ainsi l’équ. <p = o ne con
tient plus les inconnues A, B... qu’au 1er degré, par ex., sous 
la forme

On supplée alors à l’imperfection des mesures de x, y t z... 
par le nombre des observations. En réitérant souvent les ex-, 
périences, on obtient autant d’équ. (1), où r, y, z...sont 
connus ; on compare ces équ., on en combine plusieurs entre 
elles, de manière à obtenir une équ. moyenne , où l’une des 
constantes ait le plus grand facteur possible, tandis qu’au con
traire les autres facteurs deviennent très petits : par là l’er
reur de la détermination des coefliciens se trouve beaucoup 
affaiblie. En réduisant ces équ. de condition au nombre des 
inconnues, l’élimination donne bientôt les valeurs de A,B.. .

Cette méthode est usitée en Astronomie ; mais elle est bien 
moins exacte que celle des moindres carrés, proposée par 
M. Legendre, qui rachète la longueur des calculs par la pré
cision des résultats. Concevons que l’observation ait donné des 
valeurs peu exactes de.r, y, z. . .; substituées dans l’équ. (1), 
le icr membre n’y sera pas zéro, mais un nombre e très petit et 
inconnu. D’autres expériences donneront de même les erreurs 
e', e". .. correspondantes aux valeurs x', x",y ,y". , savoir*
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Formons la somme des carrés de ces équ., et n’écrivons que les 
termes en A, parce que les autres termes ont même forme : 
on trouve que ea 4- e'a -f- e"a.. . est

+ jz...) -fiAC etc.
Ce 2e membre a la forme A2m 4- -lAn 4- k ; il est le plus petit 
possible quand on prend A tel, que la dérivée soit nulle, 
Am^-n—o (yojr. n°‘ 14°, H» et 7^7): en ne considérant que 
le facteur constant et inconnu A, on a donc

Il faut multiplier chacune des équ. de condition (1) parle fac
teur y de A, et égaler la somme à zéro. On conserve au facteur/ 
son signe. En opérant de même pour B, C...t on obtient au
tant d’équ. semblables qu’il y a de constantes inconnues; ces 
équ. sont du Ier degré , et l’élimination est facile à faire.

Par ex., la Mécanique enseigne que sous la latitude j", la 
longueur x du pendule simple à secondes sexagésimales est 
x-=z A B sin\/, A et B étant des nombres invariables, qu’il 
s’agit de déterminer. Il suffirait de mesurer avec soin les lon
gueurs x sous deux latitudes différentes /, pour obtenir deux 
équ. de condition propres à donner A et B. Mais la précision 
sera bien plusgrandesi, comme l’ont fait MM. Mathieu etBiot, 
on mesure x sous six latitudes différentes, et qu’on traite, par 
la méthode précédente, les six équ. de condition. Lesquan- 
I ités A -f- B sin’y— .r, évaluées en mètres, donnent ces six 
erreurs,

Comme le coeflici<ent de A est 1, l’équ. qui s’y rapporte est 
formée de la somme des six erreurs. Pour B, on multipliera 
chaque trinôme par le facteur qui affecte />, et l’on ajoutera 
les six produits: donc
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L’élimination donne A et B ; enfin, on a

Voy. la Conn. des Temsde 1816, où M. Mathieu discute 
par cette méthode les observations du pendule faites par les 
Espagnols en divers lieux.

Consultez mon Astronomie pratique et ma Géodésie t où ce 
sujet est traité avec le plus grand détail.
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LIVRE SIXIÈME.

ANALYSE APPLIQUÉE AUX TROIS DIMENSIONS.

I. TRIGONOMÉTRIE sphérique.

Notions fondamentales.

638. Trois plans MON, NOP, MOP (hg. 25), qui pas» 
semtpar le centre d’une sphère, déterminent un angle tri'idre O, 
et coupentla surface selon des grands cercles, dont les arcs CA, 
CB, AB, forment un triangle sphérique ABC-, les angles plans 
de ce trièdre O sont respectivement mesurés par les cotés ou 
arcs de ce triangle; savoir, NOP par AB, MON par AC. MOP 
par BC. L’angle Cdu triangle est mesuré par celui que forment 
deux tangentes en C, aux arcs contigus AC, BC-, ces tan
gentes, situées dans les plans de ces arcs, mesurent l’angle 
dièdre de ces mêmes plans N O MP, c.-à-d. l’inclinaison de la 
face NOM sur POM. Donc, les angles plans du trièdre O 
sont mesurés par les côtés du triangle sphérique ABC, et les 
inclinaisons des faces sont les angles de ce triangle.

Les problèmes où, donnant quelques parties d’un .rianglc 
sphérique, on se propose de trouver les autres parties, sont 
précisément les mêmes que ceux où connaissant plusieurs élé- 
nieus d’un trièdre, on veut obtenir les autres. Ilj a six élé
ment : tro is angles A, B, C, et les trois côtés opposés i, b, c, 
du triangle sphérique ; ou, si l’on veut, trois angles plans 
a, b, c, et les trois angles dièdres opposés A, B, C, dit trièdre 
dont il s'agit. Étant données trois de ces six parties, il est ques
tion de déterminer les trois autres.
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D’après cela, que, d’un point O, l’on dirige des rayons visuels 
à trois points M,N,P éloignés dans l’espace, tels que trois 
étoiles, par ex., ces lignes seront les arêtes d’un trièdre O, 
dont les élémens constituans seront ceux d’un triangle sphéri
que ABC, lequel est formé par les arcs de grands cercles qui 
joignent les points où ces arêtes vont percer la surface d’une 
sphère de rayon arbitraire, dont l’œil est le centre O.

Ces principes servent à démontrer les théorèmes suivans.
i°. Tout angle plan d’un trièdre étant moindre que deux 

droits, chaque côté de tout triangle sphérique est <^i8o®. Cha
que angle est aussi plus petit que deux droits ; c'est ce qui suit 
encore du triangle polaire. (Az. ci-après n° 639.)

Toutes les fois qu’un calcul conduira à trouver pour valeur 
d’un angle ou d’un côté de triangle, un arc 180°, cette so
lution devra être rejetée comme impossible, ou du moins rem
placée par le supplément de cet arc : et les cos., sin., tang., etc., 
ne peuvent appartenir qu’à un arc moindre que la demi-cir
conférence.

20. Puisque la somme des angles plans de tout angle polyèdre 
est moindre que 4 droits (n° 280), la somme des trois côtés de 
tout triangle sphérique, est plus petite que 36o°. L’angle trièdre 
d’un cube, formé de 3 angles droits, montre que chaque côté 
d’un triangle sphérique peut valoir et même surpasser 90°.

3°. Deux triangles sphériques sont égaux, lorsque trois angles, 
ou trois côtés, ou deux côtés et l'angle compris, ou deux angles 
et le côté adjacent, sont respectivement égaux chacun à chacun. 
Ces théorèmes se prouvent, ainsi que les deux suivans, comme 
pour les triangles rectilignes (n° i63).

4°. Dans un triangle sphérique isosc'e.le, l’arc abaisséper- 
pend. du sommet sur la base, divise par moitié celle base et 
l'angle du sommet] les angles égaux sont opposés aux côtés 
égaux, et réciproquement.

5". Dans tout triangle sphérique, le plus grand angle est 
toujours opposé au plus grand côté, le moyen l’est au moyen, 
le moindre au plus petit.

6°. Vn côté est toujours moindre que la somme des deux autres.
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et plus grand que leur différence ; car la somme de deuxc an
gles plans d’un trièdre surpasse le 3e, d’où a<jb-\-c, e\.b<^a-\-c. 
ou a^pb—c. Donc aussi, la demi-somme des trois côtés d’un 
triangle surpasse toujours un côté quelconque : car en rempla
çant b -f- c par a-\- i, a-}-b c devient la + i ; ainsi le d<emi- 
pe'rimètre = a -f- 4 i a.

63g. Coupons notre trièdre O par trois plans respectivement 
perpend. aux arêtes ; ces plans détermineront un second trièdre 
O' opposé au Ier (fig. *26);  les angles plans de l’un seront sup- 
plémens des angles dièdres de l'autre, et réciproquement.

En effet, l’une des faces du trièdre proposé O, étant MON, 
menons, en des points quelconques IV,M, sur les arêtes OM, 
ON, deux plans perpendiculaires à ces droites, et par suite 
aux faces MON, MOP d’une part, MON,NOP de l’autre ; les 
angles M et IV du quadrilatère O MP' N sont droits; l’angle P" 
est donc supplément de MON. Mais ces deux plans coupans 
sont des faces du nouveau trièdre O', et se coupent suivant la 
droite O'P', arête de ce corps. L’angle dièdre formé par ces 
plans est visiblement mesuré par l’angle MP'N, puisque le 
plan de cet angle est perpendiculaire à ces deux faces. Donc 
l’angle MON du premier est supplément de l’angle dièdre P' 
du second. Il en faut dire autant des deux autres faces MOP, 
NOP, qui sont supplémens des angles MN'P, NM'P. Les 
angles plans du trièdre O sont donc respectivement les sup
plémens des angles dièdres du trièdre opposé O'.

Réciproquement, les angles plans du trièdre O' sont les 
supplémens des angles dièdres du trièdre O, par la même 
raison.

Les deux trièdres O et O' déterminent deux triangles sphé
riques ABC,A’B'C qui sont tels que les angles de l’un sont 
supplémens des côtés de l’autre, et réciproquement.

Étant donné un triangle sphérique ABC dont a,b,c sont les 
côtés, on peut toujours en construire un autre A'B'C', dont les 
côtés sont a'jb’jc', tel, que les angles A,B,C de l’un soient les 
supplémens respectifs des côtés a',b',c' de l’autre, et récipro
quement, savoir :
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Le triangle ainsi forme' s’appelle polaire ousupplémentaireéLu Ier.
On voit en outre que la somme des trois angles de tout 

triangle sphérique, est toujours comprise entre deux et six 
droits. En effet, d’une part chaque angle étant moindre que 
deux droits, A -f- B -j- C 6 droits ; et d’une autre part, en 
ajoutant les trois équations (2) on a 

et comme on a vu que a’ 4- b' + c' 4 droits ( n° 638, 2°), 
on voit que A + B -f-C> 2 droits.

Les équations (1) et (2) sont fort utiles, car elles réduisent 
à trois les six problèmes de la trigonométrie sphérique, qui 
consistent à trouver trois des six élémens d’un triangle, 
lorsqu’on connaît les autres. Supposons par exemple, qu’on 
sache trouver les trois angles A,B,C, quand on connaît les 
trois côtés a, b,c, : réciproquement, si l’on donne les trois 
angles A,B,C, pour trouver un côté n, on substituera au 
triangle son supplémentaire A'B'C', dont on connaît les trois 
côtés par les équ. (2) ; et lorsqu’on aura trouvé l’un A
des angles, l’équ. (1) donnera le côté opposé a = 180“ — A'. 
En sorte qu’il suffit de savoir résoudre un triangle dont on 
connaît les trois côtés, pour savoir aussi résoudre celui dont on 
a les trois angles; et ainsi des autres cas. C’est ce qui s’éclair
cira mieux par la suite.

64o. Si l’on coupe le trièdre O (fig. 27) par un planpmn per
pendiculaire à un arête 05, en un point m tel que Om = 1, 
on a

Or les triangles rectilignes mnp, npO donnent ( n° 355) 

retranchant la ire de la 2e, il vient, à cause des triangles
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nmO,pni O, rectangles en m, et de Om = 1,

et mettant

Ce qui conduit à Yéqualion fondamentale

On aurait de même

On a 

d’où

réduisant le 2e membre au même dénominateur, et rempla- 
ant sin’ par 1 — cosa,

Prenons la racine carrée , et divisons les deux membres par 
sin a, le 2e membre est une fonction symétrique de atb ,c, que 

nous nommerons M, savoir . Changeant dans cette

équ. A et a, en B et Z», en C et c, comme Mreste constant, 
on en tire

Dans tout triangle sphérique, les sinus des angles sont propor
tionnels aux sinus des cotés opposés.

Pour éliminer b de l’équ. (3), mettons pour cos b sa va-
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pour sin b ; il vient

En appliquant à l’équ. (3) la propriété du triangle supplé
mentaire (équ. 1 et 2), c’est-à-dire, changeant a en 1800—A, 
A en 1800 — a, etc., nous avons

Ces théorèmes suffisent à la résolution de tous les triangles 
sphériques , ainsi qu’on le verra par les développemens que 
nous allons donner ; mais il y a encore une équ. générale qu’on 
emploie quelquefois.

Éliminons cos c entre lese'qu. (4); comme... cos’a=i—sin’a, 
en divisant tout par sin a, on trouve

sin a cos b — sin b cos a cos C + sin c cos B.... (8).
Nous devons encore ajouter que dans les équ. générales entre 

certains élémens d’un triangle sphérique quelconque ABC, 
on peut changer a et A en b et ou bien en c et C, et réci
proquement: en sorte que nos équ. (6, 7 et 8) en représentent 
chacun trois , comme l’équ. (3) en a donné deux autres (4). 
On a par exemple :

Triangles sphériques rectangles.
641 • Désignons l’angle droit par A, et l’hypoténuse par a 

(fig. 28) ; faisons donc >4 = 90° dans les équ. (3,5,6,7,qet 10):
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Ces six équations sont propres au calcul logarithmique, et 
suffisent à la résolution de tout triangle rectangle : Des cinq 
élémens a, b, c, B et C deux étant donnés, on peut toujours 
trouver les trois autres. Ainsi la question est posée entre trois 
élémens dont un seul est inconnu. On dénommera les angles 
du triangle par A^B'C, l’angle droit étant A, et l’on cher
chera celle de ces six équ. qui comprend les trois élémens 
dont il s’agit ; mais pour trouver cette équ , il pourra arriver 
qu’on soit obligé de changer de place les lettres B et C dans la 
figure. Suivant les divers cas qui se présentent, on choisit les 
équ. qui contiennent les trois élémens compris dans le pro
blème.

Le fréquent usage qu’on fait de ces équ. exige qu’on les ait 
sans cesse présentes à la mémoire, chose que le défaut de sy
métrie rend assez difficile. Mauduit a indiqué un moyen em
pirique de les retrouver, qui consiste à lire, sur la figure, les 
cinq élémens du triangle rectangle dans l’ordre où ils sont, en 
faisant le tour, et à observei' que les trois élémens entre les
quels on cherche une relation, sont contigus ou alternatifs ; et 
il est de fait qu’on a toujours

.... , . [ des sin. d’arcs alternes,cos. arc intermédiaires produit < .1 l des cot.darcs contigus.
Seulement, en appliquant ce théorème, il faut remplacer les 
deux côtés de l’angle droit par leurs complément, c’est-à-dire 
leurs sin. par cos., leurs tang. par cot., etc. On peut, en effet, 
vérifier que ces deux propositions reproduisent exactement 
nos six équations.

i°. Del’équ. (m), on conclut que le cosinus de l’hypoténuse 
est égal au produit des cosinus des deux autres côtés; ainsi l’un 
des trois côtés est < ou ^>90°, selon que les deux autres

T. II. 18
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côtés sont d’espèces semblables ou différentes, car les cosinus 
d’arcs go° sont négatifs;.

2°. L’équ. (ç) montre que si l’on compare l’hypoténuse aux 
deux angles adjacens B et C, l’un de ces trois arcs est 
ou <C9°°> selon que les deux autres arcs sont d’espèces sem
blables ou différentes

3°. Les équ. (r ou *•) prouvent que chacun des angles B et C 
est toujours de même espèce que le côté opposé.

4°. De même, l’équ. (y?) montre que l’hypoténuse et un côté 
sont de même espèce, quand l’angle compris est go°, et 
d’espèces différentes quand cet angle est >> go°.

Nous entendons par arcs de même espèce ceux qui sont en
semble soit <^, soit }> go° ; et d’espèces différentes, quand 
l’un de ces arcs est et l’autre go°.

5°. Enfin, si le côté Z» de l’angle droit = go°, on aura 
cosZ> = o, et (d’après les équ. m et 5) cos n = o, cos Æ=o:les 
côtés CA, CB sont donc chacun de go°, et perpend. sur AB ; 
le triangle est isoscèle bi-rectanglc ; C est le pôle de l’arc AB 
(fig. 28), c.-à-d. que C est distant de 90° de tous les points 
de cet arc.

642- Quoique nos équ. résolvent tous les triangles sphé
riques rectangles, il convient de. remarquer qu’elles ne donne
raient pas les valeurs des inconnues avec précision , si ces arcs 
étaient très petits et exprimés par des cos., ou voisins dego0 et 
donnés par des sinus. Voici comment on doit opérer dans ces 
cas.

si l’on demande l’hypoténuse a, connaissant B et C, l’équ. (y) 
devient
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on voit par cette équ. que la somme des deux angles B et C est 
>qo°, puisque le 2e membre est négatif, et doit devenir po
sitif.

2°. De même pour obtenir un côté b de l’angle droit, con- 

ainsi l’on a (équ. citée et n° 36o)

3°. Connaissant l’hypoténuse a et un côté c, pour trouver 
l’angle adjacent B, l’équ. (p) donne

On remarquera que les sinus de a — c et —|— c doivent avoir 
le même signe, pour éviter les imaginaires ; doncsia-f’c^>1^°°’ 
l’hypoténuse a doit être <^c. Oonc quand le triangle a des an
gles obtus, l’hypoténuse a n’est pas le plus grand côté. C’est 
au reste ce que la fig. 3i mettra en évidence.

5°. Enfin, si l’on cherche un côté b, connaissant l’angle op
posé /* et l’hypoténuse a, au lieu d’employer l’équ. (n) quand 
b est voisin de go°, posez 

l’équ. (n) revient à cos 2z = tang x, d’où
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ainsi

L’arc x étant calcuîlé par l’équ. tang x — sin a sin B, cette 
dernière donnera b.

Nous donnerons ici les cinq élémens constitutifs d’un trian
gle sphérique rectamgle, afin qu’on puisse s’exercer à l’appli
cation numérique des formules, en prenant, à volonté, deux 
de ces élémens, et calculant les trois autres.

Triangle rectangle d'épreuve.

Le signe — qui suit plusieurs de ces log. est destiné à in
diquer que le facteur qui s’y rapporte est négatif ; ce qu’il ne 
faut pas confondre avec les — qu’on place à gauche des 
log., quand on veut écrire qu’il faut les soustraire, ce qui 
arrive dans le cas d’une division. Selon que le nombre des fac
teurs négatifs d’une formule est pair ou impair, le produit a le 
signe 4-ou—, circonstance qu’il faut noter avec soin; car, 
par exemple, tang a donne pour a un arc fl <90°, quand cette 
tangente est positive , et le supplément de cette valeur quand 
la tangente est négative.

Quant au 1 qui est l’entier de plusieurs log., cette notation 
a été expliquée T. I, p. 121.

Triangles sphériques obliquangles.

643. Passons en revue tous les cas qui peuvent se présenter 
(fig. 28).

1 " Cas. Étant donnés les trois côtés a, b, c, trouver l’angle K 7
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L’équ. (3), p. 271, en substituant 1 — 2 sin2 5 A pour cos A 
devient

Cette équ. est d’un fréquent usage. On en tire 

et à cause de l’équ. (8) de la note n° 36o (*)

Cette équ. propre au calcul des log., fait connaître l’angle A. 
Elle devient plus symétrique, en posant 

d’où

De même, en mettant dans l’équ. (3), 2 cos'-A— x pour 
cos A, on a

Enfin en divisant la ire de ces équ. par la 2e,

L’une quelconque de ces trois équ. résout la question.

2e Cas . Étant donnés les trois angles A, B, C, trouver le côté a ?
La propriété du triangle supplémentaire (p. 269), appliquée 

aux équ. précc'dentes, par la substitution des valeurs (1) et (2), 
et posant

(*) Comme le premier membre est essentiellement positif, ainsi que 
sin b et sin c (attendu que i et c sont < 180°), on voit qu’il faut qu’on ait 
à la fois c < b4- a, et c > b—a, puisque les relations contraires sont visi
blement absurdes ; on retrouve donc Ici le théorème 6e, page 268.
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donne

3e Cas. Étant donnés deux côtés a et b, et l'angle compris C, 
trouver le troisième côté?

L’équ. (4, p. 271) peut être employée sous cette forme

cos c = cos a cos b (1 + tang a tang b cos C).

Connaissant deux côtés b,c, et l’angle compris A, on peut 
trouver le 3e côté a, à l’aide de l’équ. fondamentale (3, p. 271), 
en la rendant propre au calcul logarithmique. On pose 

d’où 

soit pris un arc v tel que

4e Cas. Étant donnés deux angles C et B, et le côté adja
cent a, trouver le troisième angle A ?

L’équ. (7), p. 272, donne

On peut aussi recourir ftU triangle supplémentaire, et, par 
la théorie qui précède, on trouve
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5e Cas. De deux côtés et les angles opposés, connaissant 
trois élémens , trouver le quatrième ?

Il faut recourir à la règle des quatre sinus, équ. 5, p. 271.

644 • Excepté lorsqu’on connaît les trois côtés, ou les trois 
angles d’un triangle , tout problème de trigonométrie sphé
rique comprend au rang des données un angle et un côté adja
cent, outre un troisième élément : dans ce qui suit, nous dé
signerons toujours cet angle par A, et ce côté par b. Abaissons 
de l’un des angles C (fig. 29) un arc CD perpendiculaire sur le 
côté c : ce côté c sera coupé en deux segmens <p et tp', et l’an
gle C en lieux angles 6 et 6', savoir :

Bien entendu que l’une de ces parties sera négative dans cha
que équation , si l’arc perpendiculaire tombe hors du triangle, 
cas qui se présente lorsque l’un des angles A et B de la base 
est aigu et l’autre obtus : cet arc tombe, au contraire, au-de- 
dans du triangle quand ces deux angles sont de meme espèce. 
En effet, des deux triangles rectangles ACD ,BCD, tirons les 
valeurs de l’arc perpend. CD, par l’équ. (r), p. 272,

Si les angles A et B sont de même espèce ; leurs tangentes ont 
même signe ; sin <p et sin <p' sont donc dans le même cas : mais 
quand A et B sont d’espèces différentes, leurs tangentes, et 
par suite sin ç> et sin <p' doivent avoir des signes contraires; 
alors l’arc perpendiculaire CD tombe hors du triangle, et l’un 
des segmens <p et ç>' a seul le signe —.

645. Dans la figure 29, on voit que le triangle ABC est dé
composé en deux, ACD, BCD, qu’on peut traiter séparément, 
et dont la résolution fait connaître les élémens non donnés, à 
l’aide de ceux qui le sont. Ce procédé conduit à des équ. sim
ples, auxquelles le calcul des log. s’applique facilement. C’est 
ce que nous allons montrer.

On résout d’abord les triangles ACD, BCD, pour en tirer
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l’une des parties ç ou 6, diu c<oté cou de l’angleC, en suppo
sant connus l’angle zl et le ciate adjacent/». Leséqu. {p et y) 
p, 272 conduisent aux équi. (1 et 2). Puis tirant de chacun de 
ees triangles les valeurs de l’arc perpendiculaire CD, et éga
lant ces valeurs , on obtient les équ. (5,6,7 et8), lesquelles 
viennent respectivement des équ. {m,s,r etp).

Voici les divers cas qui peuvent se présenter, et la manière 
de les traiter par ces équ. en ayant soin d’ailleurs d’avoir égard 
aux signes des sin., cos. et tang., signes qui sont positifs ou né
gatifs, selon que ces lignes appartiennent à des arcs < ou ^>90°.

Outre les données A et b, on a encore un 3e élément.
1 °. Si l’on connaît c {deux côtés b et c, et l’angle compris A), 

l’équ. (1)donne (p), (3) donne©', etcesarcs peuvent recevoir le 
signe—; (5) donne a ; (7), Z?; enfin (9), C, dont l’espèce est 
d’ailleurs connue (n° 644)•

2°. Si l’on a C {deux angles A et C, et le côté adjacent b), 
l’équ. (2) donne â; (4), qui peut être négatif ; (6), B\ (8), a; 
(9), c, qui est d’espèce connue.

3°. Quand on connaît a {deux côtés a et b, et l'angle op
posé A) l’équ„ (1 ) donne <p- (5), <p'; (3), c; (7 et 9), B et Ci

ou bien, (2) donne ô ; (8), (T; (4)> c; (6 et g), B et c.
Dans ce cas, le problème a en général deux solutions; car Q 

ou â' étant calculé par un cosinus, l’arc a le double signe rt ; c 
et font donc deux valeurs, à moins qu’on ne soit conduit à 
en rejeter une comme négative, ou )> 180°. Les équ. (6 et 7)
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donnent <p' et 6' par leurs sinus et il en résulte deux valeurs 
de B ; de même pour C et c.

4°. Quand on connaît B {deux angles A et B, et le côté op
posé b) l’équ. (2) donne 0; (6), 0'; (4)> C; (8 et 9), a etc.

Ou bien (1) donne <p ; (7), (3), c; (5 et g), a et C.
Il existe encore ici deux solutions, car <p' ou 6' étant donné 

par un sinus, l’arc a deux valeurs supplémentaires ; ainsi c 
dans l’équ. (3), et a dans l’équ. (8), reçoivent deux valeurs: 
de même pour a et c dans (5 et 4), etc.

Observez que dans chacun des quatre cas que nous venons 
d’analyser, on ne se sert que des équ. marquées de numéros 
soit pairs , soit impairs : lorsqu’on a le choix des deux sys
tèmes, on doit préférer celui qui conduit à des calculs plus 
simples ou plus précis (*).

646. Voici plusieurs conséquences importantes (fig. 29)-

Connaissant les trois côtés a ,b,c, d’un triangle, cette équ. fait 
connaître la demi-différence de segmens <p et <p', et par suite ces 
segmens mêmes, puisque | c est leur demi-somme. En résol-

(*) Pour résoudre un triangle sphérique où l’on connaît soit deux côtés et 
un angle, soit deux angles et un côté, abaissez de l’un des sommets un arc 
perpendic. sur le côté o>ppOSé, pour former deux triangles rectangles, dont 
l’un ait deux parties co nnues, outre l’angle droit. Cet arc ne doit donc pas 
partir de l’angle donné dans le ier cas, ni tomber sur le côté donné dans le 
2e cas. Résolvez ce triangle rectangle, et calculez les deux segmens 4» et 4/ de 
la base, ou ceux S et 6' de l’angle du sommet. Les équ. 5, 6, 7 et 8, s’énon
cent ainsi :

i°. Les cos. des deux côtés de l’angle d’où part l’arc perpend. sont comme les 
cos. des segmens respectifs de la base ; les cot. de ces côtés sont comme les cos- 
respectifs des segmens de l’angle au sommet ;

2°. Les cot. des deux angles à la base sont comme les sinus respectifs des seg
mens de la base ; les cos. de ces angles sont comme les sinus des segmens respec
tifs de l’angle au sommet.
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vant les triangles rectangles ACD,ACD, on obtient les an
gles A et B, savoir :

2°. L’équ. (7) donne de même {voyez n° 36o et équ. 3, T. I, 
p. 372).

Quand on connaît deux angles A,B et le côté adjacent c, cette 
ëqu. donne <f> et <p' (fig. 29) : les équ. (11) déterminent ensuite 
a et b.

3°. L’équ. (6) donne, en opérant de la même manière, 
tangi(6'—8) = tang (^4-Z?).tang Zfj.tangi C... (i3).

Lorsque les trois angles A, B, C, sont donnés, cette équ. fait 
connaître ô et 6'; on a ensuite les côtés a et b, en résolvant les 
triangles ACD ,BCD,

4°• Enfin, l’équ. (8) donne de même,

Connaissant deux côtés a,b, et l’angle compris C, on obtien
dra ô et 6', puis A et B par les équ. ( r 4).

Les équ. que nous venons d’établir servent à démontrer les 
théorèmes connus sous le nom à.’analogies de Néper. Égalons 
les valeurs (10) et (12) de tang ' (0 — <p) ; nous aurons , à cause 
de sin 2» = 2 sin a cos a,
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Multipliant l’équ. (16) membre à membre par celte dernière, 
tous les facteurs qui ne sont pas détruits sont au carré ; pre
nant la racine, il vient 

et 

en divisant l’équ. (16) par la précédente.

Égalons les valeurs (i3 et i5) de tang { —â), et opérons
de la même manière sur l’équ. résultante, ce qui revient à 
changer A et B ci-devant en a et b, et réciproquement, puis c 
en C ; nous avons

Telles sont les analogies de Néper : on s’en sert principale
ment pour trouver deux côtés a et b d’un triangle, lorsqu’on 
connaît le 3e côté c et les deux angles adjacens A et B (équ. 17); 
ou bien, pour trouver deux angles A et B, connaissant les deux 
côtés opposés a, b, et l’angle compris C (équ. 18).

Triangles isoscèles. Soient C et B les deux angles égaux 
d’un triangle isoscèîe(fig. 29 6w), b etc les deux côtés égaux , A 
l’angle du sommet, a la base ; l’arc perpend. qui va du sommet 
au milieu de la base, donne deux triangles rectangles symé
triques, dans lesquels on trouve les relations suivantes, for
mées des1 combinaisons 3 à 3 des quatre élémens A, B, a, b ; 
ces équ. font connaître l’un quelconque de ces arcs, quand on

la demi-somme de deux angles quelconques est toujours de la meme espèce que 
la demi-somme des deux côtes opposés, et réciproquement
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a l<es deux autres. Ainsi , de ces quatre parties d'un trian
gle sphérique isos cèle, Vangle A du sommet, la base A, l’un 
b cdes côtés égaux, et l’un B des angles égaux, deux étant don
nés, on peut trouver les deux autres.

Des problèmes qui ont deux solutions.

647. Tout triangle sphérique résulte de la section d’une 
sphère par trois plans qui passent au centre. La figure 3i a 
pour base le cercleKMK, et représente un hémisphère produit- 
par l’un de ces plans : les deux autres plans donnent les demi- 
circonférences ACa,BCB", qu’on voit ici en perspective; leurs 
plans se coupent selon le rayon CO, et déterminent le triangle 
sphérique ABC. Les arcs CAtCa, sont supplémentaires; l’an
gle A est l’inclinaison du plan ACa sur la base KK ' • En me
nant le plan MCm, par le rayon CO, perpendiculairement à 
cette base Z<Æ', puis prenant MA' = MA, de part et d’autre 
de ce planMCm, on obtient un deuxième plan A'Ca symé
trique à ACa, et l’on a

Si l’on fait tourner le plan ACa autour du rayon CO, pour 
prendre toutes les positions CK, CB, Cf,... ce plan sera per
pendiculaire à la base quand il coïncidera avec MCm ; puis , 
dans l’une quelconque de ses positions, il formera avec la base 
deux angles supplémentaires, l’un en-dessous, l’autre en- 
dessus de ce plan. Les arcs CB, CA, Cf,... croissent en s’é
cartant de l’arc perpend. CM—ty, qui est le plus petit de tous 
jusqu’à l’arc perpend. opposé Cm, qui est le plus grand. En 
effet, le triangle rectangle ACM, où CA —b, donne... 
cos ACM — cot b tang-l, et le facteur tang 4* est constant.

Quand l’angle ACM est devenu de 90°, comme pour l’arc 
CK, dont le plan est perpend. à MCm, on a cot b = o, et
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l’arc CÆ = 90o. Le plan continuant ensuite de tourner vers 
Col , cos ACM devient négatif, et croît ainsi que cot b ; en sorte 
que l’arc C» continue d’augmenter. Tout est d’ailleurs symé
trique des deux côtés du plan MCm ; ainsi les arcs et les in
clinaisons seront deux à deux égales, pour des arcs égaux 
MA — MA', savoir CA == CA', angle A — A'.,

En tournant ainsi, le plan coupant s’incline d’abord de plus 
en plus sur la baseKMK', en devenant CB, CA, CK, car le 
triangle rectangle ACM donne encore 

équ. dont le i’’’membre est constant, et où sin b va d’abord 
en augmentant, comme on vient de le dire : ainsi sin A décroît 
en même temps. Mais dès que le côté b atteint go° (alors CB 
devient CK — 90° — MK), sin b diminue; donc sin A aug
mente, et l’angle A aigu à la base, a pris sa moindre valeur au 
point K, et commence à croître. Ce point K est le pôle de la 
demi — circonférence MCm ; l’angle K est mesuré par l’arc 
CM = y = K, ou de l’autre côté du plan coupant, par 
Cm 2=2 1800— 4-

On voit donc que tous les arcs partant de C (fig. 3i) pour 
aboutir en quelque point de la base demi-circulaire KMK', 
sont <4)0°; tandis que les autres qui vont enKmK' sont^>go°, 
et que CK ~CK'= go°. De plus, CM-= 4', et Cm= 18o°— 
(valeurs de 4 que donne l’équ. 16) sont les limites entre les
quelles ces arcs CA sont renfermés. Plus un arc approche de 
CM, et plus il est petit; plus il approche de Cm, plus, au 
contraire, il est grand.

L’inclinaison des plans sur la base, de 90° qu’elle est en 
MCm, diminue en prenant les positions CB, CA.... jusqu’en 
CK où elle devient K = ; puis elle croît de K vers m, jus
qu’à redevenir dego0 en Cm. L’angle est aigu du côté de CM, 
mais il est obtus du côté de Cm, ces derniers angles étant 
supplémens respectifs des premiers : tous ces angles obtus 
sont < 1800 — 4-

Enfin, tout est symétrique de part et d’autre de MCm, en
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sorte (que pour deux arcs «égaux MA et MA', les inclinaisons 
de CA, CA' sont égales, et ces arcs sont égaux.

D’après cela, il est aisé de reconnaître si, pour un triangle 
quelconque BCA, B'CA, l’arc CM perpendiculaire sur la 
base AB, tombe au-dedans ou au-dehors de ce triangle, et 
l’on vérifie les corollaires donnés n°64i, relatifs aux grandeurs 
des côtés et des angles des triangles rectangles.

Les problèmes qui ont des solutions doubles, et qu’on a 
coutume d’appeler cas douteux, sont ceux où, parmi les don
nées , il y a un côté et l’angle qui lui est opposé, ce qui arrive 
dans deux problèmes 3° et 4°, p- 280.

648. Ier Cas. On donne deux côtés a et b, et l’angle opposé B. 
Coupez l’hetnisplière KMK' (fig. 3i) par un plan AC», pas
sant par le centre O, et qui soit incliné de l’angle A sur la 
base; puis prenez AC—b-, Csera le sommet du triangle, le
quel doit être fermé par un arc CB-=za, de grandeur connue. 
Analysons ces conditions.

Supposons d’abord que l’angle A soit aigu, CA = b est l’un 
des côtés du triangle que ferme le côté a qui doit tomber 
dans la région aA'MA, puisque si le: côté a tombait comme 
Cf, Ct ,.... le triangle CAf, CA» ...., au lieu de l’angle 
aigu A, aurait celui qui, de l’autre côté du plan CA, en est le 
supplément. Ce côté terminal a, partant du sommet C, doit 
donc se rendre en quelque point de l’arc AM A». Les; arcs, tels 
que CB, CB' sont deux à deux égaux et autant inclinés sur la 
base, lorsqu’ils vont en des points B, B', a égale distance 
de M. Prenons MA' = MA, MB' MB, les arcs seront 
CA' — CA CB'—CB —a.

Or, si le côté a est <Cb, a tombe dans l’angle A CA,comme 
CB, CB', et l’on a deux triangles BCA, B'CA, composés 
des trois clémens donnés^, b et a, c’est-à dire deux solu
tions du problème. Alors l’un des angles B à la base est obtus, 
l’autre B' est aigu. Au contraire, si b, l’arc a tombe 
comme Cf, et le triangle A Cf est le seui qui réunisse les 
trois élémens donnés, attendu que l’arc Cf symétrique à Cf,
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sc trouve exclus, comme étant situé au-dessus du pian CA. Il 
n’y a donc qu’une solution, et l’angle B du triangle ACf' est 
aigu en f, ainsi que b. Enfin, quand le côté a^>C«e=i8o°—b, 
l’arc a tombe comme CB"', en-dessus du plan ACa., et il riy a
aucune solution possible.

Dans tout ceci, l’arc, b ri go°, puisqu’on a pris CA = b : 
mais, si l’on avait b — Cet go°, et que le côté a tombât 
comme CB ou CB', on aurait encore deux solutions BGe,B'C«, 
ayant à la base, l’un l’angle B aigu, l’autre l’angle B obtus: 
tandis qu’on n’en aurait qu’une seule *Cf',  si ce côté a tombait 
eu Cf dans l’espace A' Cx, avec un angle f obtus aussi bien 
que b ; enfin, il n’y aurait aucune solution, si ce côté a tom
bait en CB" au-dessus du plan ACa..

Ainsi, quand l’angle A est aigu, b étant > ou <^go°, il n’y 
a qu’une solution, lorsque le côté b tombe dans l’espace aCA', 
c’est-à-dire quand la valeur de l’arc a est entre b et 1800—b : 
et alors l’angle à la base est aigu ou obtus avec b : hors de ces 
limites, il y a deux solutions, ou il n’v en a aucune; deux, quand 
a tombe sur l’arc AM A', circonstance où 90”; aucune, 
quand a tombe sur l’arc «ma, ou a > go°.

Venons-en maintenant au cas où l’angle A est obtus, cas où 
le côté a qui ferme le triangle , en partant de C, doit être au- 
dessus du plan aCA, tels que Cf, CB". .. Le même raisonne
ment montre que si a = (?« > go°, et si le côté terminal a 
tombe dansl’espace aCV, il y ^deux solutions, telles queaC’Æ", 
»CB", ayant à leur base, l’une un angle Z»1'" aigu, l’autre un 
angle B" obtus : qu’iZ n’y en a qu’une seule KC«, quand ce 
côté a tombe, comme ci-devant, dans l’angle »CA, l’angle K 
à la base étant aigu ou obtus en même temps que b ; et enfin 
qu’il riy enapas de possible, lorsque a tombe sur l’arc A'MA.

On opérera de même pour le cas de a — CA < go°.
Que l’angle A soit aigu ou obtus, on voit donc que la solu

tion est unique, quand le côté terminal a, opposé à l’angle 
donné A, a sa valeur entre b et 180°—b : hors de ces limites, 
la question admet deux solutions ou aucune ; deux , quand A 
et a sont de même espèce (ensemble >ou <go°), et aucune,
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lorsque ces arcs sont d’espèces differentes. El s’il n’y a qu’une 
solution , B et b sont de même espèce. Or, on sait (n'° 644) que 
la perpend. abaissée du sommet C sur la base c, tombe au- 
dedans ou au dehors du triangle (ce que d’ailleurs on recon
naît. bien sur la fig. 3i), selon que les angles A et B à la base, 
sont d’espèces semblables ou différentes ; donc dans les équ. 
c—<p ± <p', C = # db on prendra le signe quand les arcs A 
et b seront de même espèce, et — dans le cas contraire, condi
tion qui détermine la solution. L’analyse du troisième cas 
du n°645 estainsi complétée, puisqu’on sait quelle est celle des 
deux solutions qu’on doit admettre.

Donc lorsqu’on aura un triangle à résoudre, connaissant 
deux côtés a, b et un angle opposé B, on comparera aâ bel 
à i8o°—b y si a est l'une de ces limites, ou compris entre elles, 
il njr a qu'une seule solution y B et b sont de même espèce ; C 
et c seront la somme ou la différence de leurs segmens , selon 
que les arcs A et b seront d'espèces semblables ou diffé
rentes. Hors de ces limites, on a deux solutions, quand A et a 
sont de meme espèce, et aucun triangle n’est possible dans le 
cas contraire.

Observez que la moindre et la plus grande valeurs que le 
côté terminal a puisse recevoir sont CM et Cm, l’une l’au
tre i8o° — 4 ; si a n’était pas compris entre ces limites , c’est- 
à-dire entre les deux valeurs supplémentaires de 4 que donne 
l’équ. (16), p. 285, le problème proposé serait absurde , parce 
qu’on ne pourrait former aucun triangle avec les trois élémens 
donnés^/, b et a. Au reste , ce cas n’exige pas de-cal cul spécial 
pour être reconnu, attendu qu’il se manifeste de lui-même 
par une opération impraticable.

64g. 2e Cas. On donne deux angles A et B, avec un côté op
posé b.

En raisonnant comme ci-dessus, on arriverait à une con
séquence qu’on obtient plus facilement par la considération du 
triangle supplémentaire A!B'C (fig. 26, n’ 63g).On y connaît 
les côtés a' = 180°—A, //= 1800—B, et l’angle Z?'=i8o°—6;
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et il suit de ce qu’on vient de dire que cesélémens appartiens 
nent ài deux triangles dont un seul convient à la question, 
quand 6', côté opposé à l’angle B', estcomprisentrea'et i8o°-a'; 
ou, ce qui équivaut, quand B est entre A et 1800—■-A (en re
tranchant chaque arc de 1800). Alors A et a doivent être de 
même espèce ; Cet c seront la somme ou la différence de leurs 
segmems, selon que les arcs A et b seront d’espèces semblables 
ou différentes.

Ainsi lorsqu’on voudra résoudre un triangle ou A, B et b se
ront donnés, on comparera B à A et à 180°—Ay si B est l’un de 
ces arcs, ou intermédiaire entre eux , il n’y aura qu’une seule 
solution ; A et a seront de meme espèce; dans les équations 
C = Ô ô', c = <p zt on prendra le signe -f- quand les arcs k. 
et b seront de meme espèce, et — dans l’autre cas , ce qui ap
prendra quelle est celle qu’on doit adopter ou rejeter des deux 
solutions que donne le calcul n°645, 4°- Hors de ces limites, il y 
a deux solutions, quand B et b sont de meme espèce, et aucune 
lorsque ces arcs sont d’espèce différente.

En outre, l’angle Z? doit être compris entre les deux valeurs 
supplémentaires de 4 données par l’équ. (16); car sans cela, 
on ne pourrait former aucun triangle avec les données, et le 
problème serait absurde.

65o. Quand le triangle est rectangle, CM ou Cm (fig. 3i) est 
l’un des côtés, et si l’on donne un angle et un côté opposé, il y 
a deux solutions qui se réduisent à une seule dans certains cas.

i°. Étant donnés l’hypoténuse a et un côté b, trouver l’an
gle opposé B? L’équ. (n), p. 272, fait connaître B par un 
sinus, qui répond à deux arcs supplémentaires. De même, 
étant donnés l’hypoténuse a et l’angle B, trouver le côté op
posé bl La même équ. donne deux arcs supplémentaires 
pour le côté opposé b. Mais dans ces deux cas, on n’admet 
qu’une seule solution , parce que les deux arcs CA ou CA' qui 
ferment le triangle CMA, CMA', sont symétriques : ainsi B 
et b sont de même espèce et il n’y a plus d’indécision.

20. Étant donnés un côté b de l’angle droit et l’angle op
posé B, la troisième partie cherchée admet deux valeurs : car 

T. II. IQ
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si l’on demande l’hypoténuse a, l’équ. (n) donne sin a ; si l’on 
cherche le troisième côté c, l’équ. (redonne sin c; enfin, 
pour trouver l’angle C adjacent au côté connu b, l’équ (j) 
donne sin C. Ainsi l’inconnue reçoit deux valeurs supplé
mentaires pour l’arc correspondant à chacun de ces sinus.

651. Voici quelques applications numériques.

est impossible, parce que a n’est pas entre 57°28' et son sup 
plément ï22°32', et qu’en outre A et a ne sont pas de même 
espèce.

II. Il en faut dire autant si l’on a A — 1200, B — 5i°, 
b = ioi°; car on trouve que B n’est pas entre 1200 et 6o°, el 
que B et b ne sont pas de même espèce.

III. Soient b = 4o° o' 10", a= 5o° 10' 3o", A = 42°!5'i4" ; 
il n’y a qu’une solution, attendu que a est entre b et 180°—b\ 
B est qo°, et l’arc perpend. abaissé du sommet tombant 
dans le triangle, <p etp' sont positifs ; c est la somme de ces arcs. 
Le calcul des équ. (1, 5 et 3), page 280, donne

Pour trouver l’angle C du sommet, les équ. (2, 8 et 4) donnent

Enfin, la règle des quatre sinus (p. 271 ) donne B = 34° 15'3".

on a deux solutions , parce que B n’est pas compris entre A et 
son supplément, et que B et b sont de meme espèce. Les équ.
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(2, 6 et g) conduisent aux calculs suivans.

L’une de ces deux solutions reproduit le triangle précédent ; elle estyCA' 
(flg- 3i ); l’autre estf'CA!.

V. Connaissant les trois cotés, trouver un angle ?

Nous terminerons la trigonométrie sphérique , en donnant 
tous les élémens d’un triangle sphérique, comme exercice de 
calcul; car connaissant tous les élémens du triangle, on y 
prendra à volonté trois de ces élémens pour données, et le 
calcul devra reproduire les trois autres.
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II. SURFACES ET COURBES A DOUBLE COURBURE.

Principes généraux.

652. Pour fixer ( fig. 32) la position d’un point M dans l’es
pace, on conçoit trois axes Ax, Ay, Az, que nous supposerons 
rectangulaires pour plus de facilité, et les plans zAx,zAy,xAy, 
qui passent par ces lignes; puis on donne la distance PM, ou 
z = c, de ce point à sa projection P sur l’un de ces plans, 
ainsi que cette projection, et par conséquent les coordonnées 
AN, AS du point P, ou x = a,y=-b : les données a, b et c 
ne sont autre chose que les distances MQ, MR, MP à ces 
trois plans; ces droites achèvent le parallélépipède QN.

En considérant qu’outre l’angle trièdre zAxy, les trois plans 
coordonnés forment sept autres trièdres, on verra bientôt que 
la position absolue du point M dans l’espace n’est fixée par les 
longueurs de a, b, c, qu’autant qu’on introduira les notions 
sur les signes (n° 34o). Ainsi, au-dessous du plan xAy, conçu 
dans son étendue indéfinie, les z sont négatifs; si le point est
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à gauche du plan zAy, vers x', x est négatif; y l’est en arrière 
du plan zax.

653. Imaginons une équ. entre les trois coordonnées x, y, z, 
telle que f(x, y,z}~o-, elle sera indéterminée. Prenons, pour 
deux de ces variables, des valeurs quelconques x — a — AN, 
y = b = PN ( fig. 3a) ; notre équ. donnera, pour z, au moins 
une racine z = c. Si c est réel, on élèvera en P la perpend- 
PM—c au planj^x, et le point M de l’espace sera ainsi dé
terminé. Changeant de valeurs pour les arbitraires x et y, c.-à-d. 
prenant à volonté des points P sur le plan xAy, on tirera de 
l’équ. autant de valeurs de z ; tous les points M, ainsi obtenus, 
seront sur une surface, qu’on forme en les unissant par la pen
sée, et établissant entre eux la continuité : cette surface sera, 
par ex., un cône , un cylindre, une sphère ',f{x, y, z) =o sera 
l’équation de la surface , parce qu’elle en distingue les divers 
points de tous ceux de l’espace. Si z a plusieurs racines réelles, 
la surface aura plusieurs nappes; et si z est imaginaire, la per
pend. indéfinie élevée en P au plan xy ne la rencontrera pas.

Si, après avoir pris une valeur fixe dey, telle que j ==^=^5’, 
on fait varier x, l’ordonnée PM~z se mouvra suivant SP 
parallèle au plan xz, et les variations correspondantes qu’elle 
éprouvera seront déterminées par f(x, b, z) = o, qui est par 
conséquent l’équ. de l’intersection de la surface parle plan SM, 
entre les deux coordonnées x et z, comptées dans le plan OMPS' 
De même, en faisant x=a, ou z = c, on a les intersections 
de la surface par des plans MN, ou QR, parallèles aux yz ou 
aux xy.

z —o est visiblement l’équ. du plan x/,z = c celle d’un plan 
qui lui est parallèle , et en est distant de la quantité c ; x=o 
est l’équ. du planj-z, x~a est celle du plan qui lui ést paral
lèle, mené à la distance a.

654• he triangle rectangle AMP donne z*  4- AP*  ■=. AM*  ; 
et comme on tire de APN, AP*~  x*  -f- on a

en faisant AM—R. Donc, i°. la distance d’un pointa l’origine
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est la racine des carrés des trois coordonnées de ce point. 2°. Si 
x,y et z sont variables, cette ëqu. caractérisera tous les points 
de l’espace dont la distance à l’origine est la même e« — R- 
c’est donc l'équation de la sphère qui a R pour rayon et le 
centre à l’origine.

Soient deux points, l’un N(x, y, z), l’autre Af(x',y, z') 
(fig. 33), fi et m leurs projections sur le plan ay, mn est celle 
delà ligne A/7Y = R. Or (n° 3^3), on a

Déplus, MP, parallèle à rzzzi, forme le triangle MRP rec
tangle en P; d’où MNa~MP’-\-PjNi~mri'-]-P]NÀ -, et comme 
P N=Nn — Mm ~z — z', on a

R est la distance entre les points (x, j', z), (x', y , z') (*) ; et si 
l’on regarde x, j-, z connue des variables , celle équation est 
celle d‘ une sphère de rayon R, et dont le centre est situé au 
point M(x', y', z').

655. Concevons une surface cylindrique droite à base quel
conque (n° 287); cette base est une courbe donnée sur le plan 
xy par son équ./’(r, 7) — o. En attribuant à x et y des va
leurs qui satisfassent à cette équ., le point du plan xy que ces 
coordonnées déterminent, est un de ceux de la courbe qui 
sert de base au cylindre ;.la perpend. z indéfinie, élevée en ce 
point au plan xy, est une génératrice de ce corps ; ainsi, quel
que valeur qu’on attribue à z, l’extrémité de cette perpend.

(*) Comme mû, nC (fig. 33) parallèles à 4/, donnent BC= x — x'=z la 
projection de MN sur l’axe des x, on voit que la longueur d’une ligne dans 
l’espace est la racine carrée de la somme des carrés de ses projections sur les 
trois axes.

On a aussi MP = MN. cos NMP ; donc la projection mn est le produit de 
la longueur projetée par le cos. de l’inclinaison; et réciproquement une 
ligne dans l’espace est le quotient de sa projection sur un plan divisé par le 
cosinus de l’angl<e qu’elle fait avec ce plan. Ces théorèmes s’étendent aussi 
aux aires planes situées dans l’espace. ( Noyez n° 793. )

I

www.rcin.org.pl



surfaces et lignes dans l’espace. 2g5 
sera sur la surface du cylindre, en quelque point qu’on la ter
mine. Donc l'équation de la surface d’un cylindre droit est celle 
de sa base , ou f{x, y) — o.

Si la génératrice du cylindre droit est perpend. au plan des 
xz, l’équ. de cette surface est celle de la base tracée sur ce 
plan, etc.

Le même raisonnement prouve que l’équ. d’un plan perpend. 
à l’un des plans coordonnés est celle de sa Trace sur celui-ci, 
c.-à-d. de la ligne d’intersection de ces deux plans. Soit donc

33 bis), a = tang CEI, x=az+ et, qui est l’équ. de 
la ligne BC sur le plan zAx, est aussi celle du plan FEBC, 
perpend. à zAx, et menée suivant BC.

656. Soient M=0, N —o, les équ. de deux surfaces quel
conques ; chacune de ces équ. distingue en particulier ceux des 
points, de l’espace qui appartienent à la ligne suivant laquelle 
ces surfaces se coupent. Donc, un point est déterminé par trois 
équations entre x, y, z, qui sont les coordonnées de ce point ; 
une surface par une seule équation ; une courbe en a deux, qui 
sont celles des surfaces qui, par leur intersection, déterminent 
cette ligne. Comine il y a une infinité de surfaces qui passent 
par une ligne donnée, on sent qu’une même courbe dans l’es
pace aune infinité d’équations.

Si l’on élimine z entre M — o, N — o, on trouvera une équ. 
P — o en x et y; ce sera celle d’un cylindre droit, qui coupe 
nos deux surfaces suivantla courbe dont il s’agit, et aussi l’équ. 
de la projection (n° 272) de cette courbe sur le plan xy. De 
même, en éliminant , on aura l’équ. ode la projection 
sur le plan xz, ou du cylindre projetant; P — o, Q=o, sont 
les équ. de nos deux cylindres, qu’on peut substituer aux sur
faces données; ce sont les équ. des projections de notre courbe, 
et celles de la courbe même : donc, on peut prendre pour équ. 
d'une courbe les équ. de ses projections sur deux des plans 
coordonnés.

657. Appliquons ces principes à la ligne droite. Nous pren
drons pour ces équ. celles de deux plans quelconques qui la

1
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contiennent; mais il sera convenable de préféirer ceux qui four
nissent des résultats plus simples. L’axe des z a pour équations 
zr = 0> J'=o, qui sont celles des plansyz et xz. De même 

y =P, sont les équ. d’une droite PM (fig. 3a) paral
lèle aux z, et dont le pied P, sur le plan xy, a pour coordon
nées x — y—p>. On raisonnera de même pour les autres
axes ; x — o, z — o sont les équ. de celui des y, etc....

Soit une droite quelconque EF, dans l’espace (fig. 33 bit} ; 
conduisons un plan FEBC perpendiculaire au pian xz-, BC en 
sera la projection sur ce plan (n° 272). De même on projettera 
EF en HG sur le planez; les équ. de ces projections, ou des 
plans projetans, sont celles de la droite EF, ou

Il sera aisé de voir que atet/8 sont les coordonnées AB ,AG, du 
point E où la droite EF rencontre le plan xy, et que a et b 
sont les tangentes des angles que ses projections BC, HG font 
avec l’axe Az. En éliminant z, on obtient l’équ. de la projec
tion sur le plan xy,

658. Si la droite EF (fig. 33 bis} passe par un point donné 
F(x', y', z'), les projections Cet H de ce point sont situées sur 
celles de la droite ; donc les équ. sont (n° 36g) :

On trouvera aisément les valeurs de a et b lorsque la droite 
doit passer par un second point (x", y”, z").

Quand la droite passe par l’origine A, ses équations sont

Il est aisé de voir que les projections de deux droites paral
lèles sur le même plan, sont parallèles (n° 268); donc les équ. 
de ces lignes doivent avoir pour z les mêmes coefficiens a et b, 
et différer seulement par les valeurs des constantes a. et/3.
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Équations du Plan, du Cylindre, du Cône, etc.
65g- Quelles que soient les conditions qui déterminent la 

nature d’une surface , elles se réduisent toujours, en dernièrt 
analyse,» donner la loi de sa génération, qui consiste en et 
qu’une courbe Génératrice, variable ou constante de forme 
glisse le long d’une ou plusieurs lignes données, qu’on nomm< 
Directrices. L’équ. de la surface engendrée s’obtient en raison 
nant ici comme au n° 462 ; nous allons en donner divers exem 
pies , en commençant par le plan.

Un plan DC (fig. 34) est engendré par une droite EF, qu 
glisse sur deux autres qui se croisent : les traces BC, BD de c< 
plan sur ceux de xz, yz, se rencontrent en B sur l’axe des z, 
et ont pour équations, savoir , 

en faisant AB — C. La trace BC, glissant parallèlement le 
long de BD, engendre ce plan BDC; c’est ce qu’il s’agit d'ex
primer par l’analyse.

Soit EF une parallèle quelconque à BC, dans l’espace; le 
plan projetant EHIF sera parallèle à zx, HI le sera à Ax. La 
projection de EF sur le plan zx le sera à BC\ en sorte que les 
équations de EF seront

Pour avoir le lieu E de l’intersection de EF avec la directrice 
BD, éliminons x, y et z entre les quatre équations (1) et (2), 
il viendra l’équation de condition

qui exprime que les lignes BD et EF se coupent. Si donc on 
donne à a et fi des valeurs qui y satisfassent, on sera sûr que 
les équ. (2) seront celles de la génératrice dans une de ses po
sitions. Concevons donc qu’on mette dans (2) pour fi sa valeur

C, ces équ. seront celles d’une génératrice quelconque,
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298 analyse a tr<ois dumensions.
dont la position dépendra de La valeur qu’on attribuera à l’ar
bitraire «. On en conclut que , si l’on élimine a. entre elles, 
c.-à-d. a et £ entre les trois équ. (2) et (3), l’équ. résultante 

est celle du plan, puisque x,y et z représentent les coordon
nées des divers points d’une génératrice quelconque.

L'est le z à l’origine, ou AB\ A et B fsont les tangentes des 
angles que font avec les axes des x et des y les traces BC, BD 
du plan , sur ceux des xz et desyz.

Si l’on fait varier Cseul, le plan se meuit parallèlement, parce 
que ses traces demeurent parallèles (n°2'68). Donc

i°. Toute équation du 1" degré est celle d’un plan ;
20. Deux équations quelconques du ier degré sont celles 

d’une ligne droite ;
3°. Lorsque l’équ. d’un plan est donnée, on obtient les équ. 

des traces sur les plans des xz, yz et xy, en faisant successive
ment jy = o, x = o, z=o; ce sont les équ. de ces plans. Ainsi, 
Ax q- By C=o est l’équ. de la trace du plan sur celui 
des xy.

On aurait pu prendre une droite quelconque dans l’espace 
pour génératrice, et la faire glisser sur les traces ; ce calcul 
plu^ compliqué, auquel on pourra s’exercer, aurait conduit 
au même résultat.

660. Le même raisonnement sert à trouver l’équation du 
Cylindre. Soient M— o, 2V = o, les équ. d’une courbe quel
conque donnée dans l’espace, sur laquelle doit glisser la droite 
génératrice, en restant parallèle à elle-même (n° 287). Dési
gnons par 

les équ. d’une parallèle à la génératrice, a et b étant donnés, 
<* et /3 dépendant de la position de cette droite. Or, pour qu’elle 
coupe la directrice, il faut que ces quatre équ. puissent co
exister ; c.-à-d. que , si l’on élimine x, y et z entre elles , a et 
jS doivent être tels, que l’équ. finale /3 = jFasoit satisfaite. Si
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l’on met dans (i) Fa pour ces deux équ. seront donc celles 
d’une génératrice quelconque, dont la position dépendra 
de la valeur de «; et si l’on élimine ensuite a entre elles, on 
aura une relation entre x, jet z, qui aura lieu pour une gé
nératrice quelconque ; ce sera par conséquent l’équ. cherchée.

Concluons de là que pour trouver l’équ. d’une surface cylin
drique , il faut éliminer x,yetz entre les équ. (i) et celles 
3/=o, N-=o, de la courbe directrice; puis , dans l’équ. de 
condition (2 = Fa, qui en résulte, mettre x—az pour ce, et 
y — bz pour /3 ; l’équation du cylindre est donc de la forme 
y— bz — F(x— az), la forme (*)  de la fonction F dépendant 
de la nature de la directrice. (Poy. nos et 919)

(*) Les signes Fx, Jx, qX... servent à désigner des fonctions différentes 
de x; ils indiquent des formules dans lesquelles la même quantité x entre, 
mais combinée de diverses manières avec les données. Au contraire ,fx,fz 
sont la même fonction de deux quantités différentes x et z : en sorte que si 
l’on changeait z en x dans celle-ci, on reproduirait identiquement l’autre 

J\ désignent que si l’on faisait y/z-f- a = x, et

J z ~ x> ce8 fondions deviendraient identiques, et = /x.

(**) Cela est visible de soi-même, puisque aet /3 sont les coordonnées du 
pied de la génératrice. Même remarque pour le cône.

On pourrait trouver l’équ. du plan, en le considérant comme un cylindre 
dont la base est une ligne droite.

Si, par ex., la base est un cercle de rayon r, tracé dans le 
plan xj, et placé comme l’esl celui AE de la Cg. 36, le diamètre 
AE sur l’axe des x, et l’origine en A, les équ. delà directrice 
sont y1 -f- x*=2rx,  z=o-, éliminant x,yetz par les équ. (1); 
vient (â2 -f- «a = ar*,  pour l’équ. de condition (**).  Ainsi 

est l’équ. du cylindre oblique à base circulaire ; la direction de 
l’axe donne les valeurs de a et b. Si cet axe est dans le plan xz, 
on a b —o,
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Enfin, si le centre du cercle est situé à l’origine, il suffit de 
remplacer le second membre par ra.

661. Soient 
les équations de la directrice quelconque d’une surface conique 
(n°28c)). Les coordonnéesdu sommet étantfl,6,c, toute droite 
qui passe par ce point a pour équ. (n° 658),

Si cette droite rencontre la courbe , elle sera une génératrice : 
éliminons donc r, y et z entre ces quatre équ., et à l’aide des 
équ. (2), éliminons a et /3 de l’équ. finale /3 ■= F»* nous aurons 
pour le cône une équation telle que

La forme de la fonction F, dépendant de la courbe directrice, 
est donnée par le calcul même que nous venons d’exposer. 
(Foy. nos 745 et 919)

Par ex., si la base est le cercle AE (fig. 36), ces équ. sont 
z = o ; j-a-|-xa = 2rx ; l’origine est à l’extrémité A du dia
mètre , lequel est couché sur l’axe des x ; l’équ. de condition 
(3 = F» est ici 

d’où

Telle est Véqu. du cône oblique à base circulaire, le som
met 5 étant au point (a,6,c). Si nous voulons que 1 axe SC 
soit dans le plan xz, comme on le voit (fig. 36), on fera 6=0, 
et il viendra

Enfin , quand le cône est droit a = r. Il est alors plus commode 
de prendre l’axe des z pour celui du cône, et l’on trouve, pour 
l’équ. de cette surface ainsi disposée,
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en nommant m la tangente de l’angle formé par l’axe et la gé
nératrice , ou posant me — r.

Si le cercle de la base n’était pas tracé dans le plan xy, 
mais dans un plan incliné sur les xf, et perpend. aux xz, A 
étant la tang. de l’angle que cette base fait avec le plan xy, il 
faudrait remplacer les équ. (i) parz = ^/x etx’-f-

662. On peut concevoir toute surface de révolution comme 
engendrée (n° 286) par le mouvement d’un cercle Z?DC(fig. 3^), 
dont le plan est perpend. à un axe Az, le centre / étant sur cet 
axe, et le rayon IC tel, que ce cercle coupe toujours une 
courbe quelconque donnée CAB. Nous ne traiterons d’abord 
que le cas où l’axe est pris pour celui des z. Tout cercle BDC 
dont le plan est parallèle aux xy, a pour équ. celles de son 
plan et de son cylindre projetant, ou 

en faisant AI — Q} et le rayon IC —a.

Les équ. de la directrice donnée CAB étant 

pour que ces courbes se rencontrent, il faut qu’en éliminant 
x, y et z entre ces quatre équ., la relation fi = F<t, à laquelle 
on parviendra, soit satisfaite. Si l’on met F» pour fi dans (1), 
ces équ. seront alors celles du cercle générateur dans une de ses 
positions dépendante de u ; et si l’on élimine ensuite a, on aura 
l’équ. demandée. Ainsi, on éliminera x, y et z des quatre 
équ. (1) et (2); puis dans l’équ. finale — Fct, on mettra z 
pour et V/(xa + J*’) pour «; l’équ. de la surface de révo
lution a donc la forme z = F(x3 -j-y1) • celle de la fonction F 
dépend de la nature de la courbe directrice, et est donnée par 
le calcul que nous venons d’exposer.

I. Soit d’abord pris pour directrice un cercle dans le plan 
xz, et dont le centre soit à l’origine ; on a, pour les équ. (=), 
y = o, x3 z3 = r3, et pour l’équ. de condition -f- /3a = ra, 
ce qui est d’ailleurs évident par soi-même; donc, remettant
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x2+y2 pour α2, et z pour β on a x2+y2+ z2 =r2 pour l’équ.

de la sphère (n° 654).
II. Traçons dans le plan xz une parabole BAC située comme 

on le voit fig. 37 ; ses équations seront y=o, x3 =2pz ; 
d’où α2=spβ, et 

équ. du Paraboloïde de révolution autour de l’axe des z.
III. De même, l’équ. de l'Ellipsoïde et de l'Hyperboloïde 

de révolution, dont le Ier axe A se confond avec celui des x, 
est 

les signes supérieurs ont lieu pour l’ellipsoïde.
IV. Supposons qu’une droite quelconque tourne autour de 

l’axe des z ; cherchons la surface de révolution qu’elle engendre. 
Les équ. de cette droite mobile, qui est la directrice, sont 

d’où 

pour équ. de condition. Celle de la surface est donc

En faisant x=o, on trouve (n° 45o) que l’intersection par le 
plan yz est une hyperbole; comme x et y n’entrent ici qu’as
semblés en binomes x2+y2, z est une fonction de x2+y2, et
la surface engendrée est un hyperboloïde de révolution.

Cependant si la droite génératrice coupe l’axe des 2, ses deux 
équ. doivent être satisfaites en faisant x=y=o et z=c; d’ou 
A=—ac, B=—bc; donc on a 

qui appartient à un cône droit (n° 661).

Pour trouver l’équ. d’une surface de révolution dont l’axe a 
une situation quelconque, il faut ou recourir à une transfor
mation de coordonnées (n° 676), ou traiter directement le pro
blème d’une manière analogue à la précédente. (Voy. n° 669.)
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Problèmes sur le plan et la ligne droite.

663. Remarquons , comme au n° 375, qu’on peut se propo
ser deux genres de problèmes sur les surfaces. Tantôt il s’agit 
de déterminer les points qui jouissent de certaines propriétés, 
tantôt de donner à la surface une position ou des dimensions 
telles, qu’elle remplisse des conditions demandées. Dans le 
Ier cas, x, y, z sont les inconnues ; dans le 2e, il faut déterminer 
quelques constantes de l’équ. d’une manière convenable. Les 
conditions données doivent, dans tous les cas, conduire à au
tant d’équ. que d’inconnues, sans quoi le problème serait in
déterminé ou absurde. Nous allons appliquer ces considéra
tions générales au plan.

664. Trouver les projections de l'intersection de deux plans 
donnés par leurs équations.

z= Ax +By + C, z = A'x+B’y + C'.

En éliminant z, on a la projection sur le plan xy,

(A — A')x + (B — B')y+C—C'=o.

De même chassant x ou y,

(A'—A)z + (AB' — A‘B')y+AC'—A'C=o,

( B'—B)z+ (A'B — AB’)x + BC' — B'C= o.

sont les équ. des projections sur les plans des yz et des xz.

665. Faire passer un plan par un, deux ou trois points don
nés. L’équ. de ce plan étant z = Ax + By + C, s’il passe par 
le point (x', y’, z'), on a. z' = Ax'+ By+ C; et retranchant, 
il vient

z — z' =A (x — x') + B (y—y');

c’est l’équ. du plan qui passe par le point (x', y, z'). Le pro
blème resterait indéterminé si les constantes A et B n’étaient 
pas données, à moins qu’elles ne fussent liées par deux équa
tions d’où il faudrait les déduire. Si, par exemple, le plan doit
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être parallèle à un autre, z—A'x 4- B'y 4- C, <on atra

Quand le plan doit passer par un 2e point z"), on a
z* — 4x" 4~ By" -f- C ; ce qui laisse une constante arbitraire, et 
permet de faire passer le plan par un 3e point, etc. (Poy. n° 36g.)

666. Trouver le point d’intersection de deux droites.

Pour le point cherche', x, y et z satisfont à ces quatre équa
tions; éliminant, on trouve l’équation de condition

Si elle n’est pas satisfaite, les lignes ne se coupent pas; et si elle 
l’est, le point d’intersection a pour coordonnées

667. Trouver les conditions pour qu’une droite et un plan 
coïncident ou soient parallèles. Soient les équ. du plan et de la 
droite 

en substituant az-}-<t, et 6z 4- £ pour X et j' dans la 1rt, on a

Si la droite et le plan n’avaient qu’un point de commun, on 
en trouverait ainsi les coordonnées, mais pour qu’elle soit en
tièrement située dans le plan, il faut satisfaire à cette équ. quel 
que soit z ; d’où ( n° 616) , 

ce sont les équ. de condition cherchées.
Si la droite est simplement parallèle au plan, il faut qu’en les 

transportant parallèlement j usqu’à l’origine, la droite e t le plan
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toincident ; ainsi, ces équ. doivent être satisfaites en y suppo
sant a, [ï et C nuis; d’où

668. Exprimer qu une droite estperpend. à un plan. Le plan 
projetant la droite sur les xy est à la fois perpend. au plan 
donné et à celui des xy; ces deux derniers se coupent donc sui
vant une perpend. au plan projetant (n05 272 et 273); c.-à-d. que 
la trace du plan donné sur les xy est perpend. à toute droite 
dans le plan projetant, et par suite à la projection sur le plan xy 
de la droite donnée. Donc, lorsqu’une ligne est perpend. à un 
plan, les traces de ce plan et les projections de la ligne sont à 
angle droit. D’après cela, les équ. du plan et de la droite étant 
les mêmes qu’au numéro qui précède, celles des traces du 
pian sur les xz etyz, sont 

ou 

ia relation connue ( n° 370, équ. 4) donne

Cette équ. détermine deux des constantes du plan ou de la 
droite qui lui est perpendiculaire. Les autres constantes devront 
être données, ou assujetties à d’autres conditions.

669. Lorsque l’on veut mener un plan perpendic. à la droite 
donnée, l’équ. de ce plan est donc

Les coordonnées du pied de la droite sur le plan xy 
sont » et $ ; la sphère, dont le centre est en ce point, a pour 
équation (n° 654) »

Ces deux dernières équ. appartiennent donc à un cercle dont le 
plan est perpend. à la droite donnée ; le rayon de ce cercle et sa 
situation absolue dépendent de r et de C’.

r. 11.
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Soient M—o, N= o, les équ. d’unœ courbe; pour qu’elle 
coupe notre cercle, il faut que ces qumtre équ. puissent co
exister ; en éliminant x, jr et z , on a îune équ. de condition 
r=F(C), et remettant 

on aura l’équ. de la surface engendrée par la révolution de la 
courbe donnée autour de l’axe quelconque.

670. Si au contraire le plan est donné., et si l’on veut que la 
droite lui soit perpendiculaire, et passes par un point donné 
(r',y, z on a pour les équ. de la droite,

671. On en déduit la distance du point au plan; car, met
tons l’équ. du plan sous la forme 

en faisant 
puis éliminons les coordonnées x,;p, z du pied de la perpend., 
il vient

Donc (n°654) la distance J'entre les extrémités est

672. Trouver la distance d’un point à une droite. Les équ. 
de la droite étant toujours comme ^667, le plan perpendicu
laire, mené par le point donné (x' , z'), a pour équation

Éliminant x,y et z à l’aide des équ. de la droite, on trouve 
pour les coordonnées du point de rencontre,
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La distance P entre les points (x,y, z), (x', y', z'), tout cal
cul fait, est donnée par

673. Trouver l’angle A que forment deux droites. Menons, 
par l’origine , des parallèles à ces lignes ; l’angle de ces deux 
parallèles est ce qu’on appelle l’angle des droites, qu’elles se 
coupent ou non. Soient donc les équ. de ces parallèles 

il faut trouver A en fonction de a, b, a etZ>'. Concevons une 
sphère dont le centre serait à l’origine , et qui aurait l’unité 
pour rayon ; on aura les coordonnées des points où elle coupe 
nos droites, en éliminant x, y et z entre leurs équ. respectives 
et celle de la sphère, qui est x -f-J"2 H- z4= 1. On trouve. .. 
(a4 -t- b'À 4- 1 )z4 — 1 , d’où l’on tire z, puis x et y par les 
équ. (1) ; on accentue ensuite a et b pour avoir z', x' et y' ;

La distance D de ces points est donnée par

à cause dé x'2 -f-y'* -4- z'4 = 1, x1 + z4 = 1. On a, dans 
l’espace, un triangle isoscèle dont les trois côtés sont 1, 1 et D; 
l’angle A est opposé à ce dernier ; l’équ. ç£>, n°355) donne 
pour cet angle cos A — 1 — — xx + yy 4* zz, ou

i°. Pour en déduire les angles X, Y, Z, qu’une droite fait 
avec les axes des x, y et z. il faut donner à la 2e ligne tour à 
tour a situation de chacun de ces axes, puis mettre ici les va
leurs de a et b' correspondantes Par ex., ,r — o,j* — o, sont

20..
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leséqu. de l’axe des z : pour que les équ. (2) deviennent celles- 
ci, il faut poser d =.b' — o. Si l’on introduit ces valeurs dans 
notre formule , on aura

Faisons tourner la droite autour de l’origine pour l’appliquer 
sur le plan des xz, sans sortir du plan projetant ; l’angle dont 
b' est la tangente diminuera, et deviendra nul : ainsi il faut 
faire b' — o, pour avoir l’angle qu’une droite dans l’espace fait 
avec une autre située dans le plan des xz \ ce qui réduit le nu
mérateur à 1 -4- ad, et le second radical à Ç/(i -j-a'2). Et si 
cette 2e droite se rapproche de l’axe des x,a croît, et devient 
infini lorsqu’elle coïncide avec cet axe. Alors 1 disparaît (*) 
devant ad et a'2, ce qui réduit le numérateur à ad, et le second 
radical à {/a'2 ou d ; leur quotient étant a, on a pour l’angle 
X qu’une droite dans l’espace fait avec l’axe des x,

En faisant de même d = 0, b' = 00 , on trouve cos F. Donc,

(*) Soit la fraction , que l’on peut écrire ainsi...

, en supposant que a et m sont les moindres exposans

de x dans les deux termes. Il se présente trois cas.
ï°. Si m = <i, les facteurs xa, xm se détruisent; plus x décroît, et plus la

fraction approche , qui est la limite répondant àx = o.

2®. Si m a, on dont l’infini est visiblement

la limite; la fraction croît donc sans bornes quand x diminue.
3°. Enfin, sim<.G, la limite est zéro. Lette manière de prendre la limite 

est ce qu’on appelle faire x infiniment petit.
Si les exposans a et m sont, au contraire, les plus élevés dans les deux

termes, la fraction se met sous la forme Or plus
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les cosinus des angles qu’ume droite fait avec les axes, sont

2°. Ces valeurs sont aussi celles des sinus des angles que !a 
droite fait avec les plans des j-z, xz et xy, puisque ces angles 
sont visiblement les contplémens de X, i et Z.

3°. Ajoutons les carres de ces cosinus ; il vient

On peut donc mener dans l’espace une droite qui forme, 
avec les axes des x et des J", des angles donnés X et K; mais Z 
est déterminé. C’est ce qui d’ailleurs est visible. ( Voy. n° 677.)

4°. Prenons une longueur quelconque Af2V(fig. 33), sur une 
droite, qui fait dans l’espace les angles X, Y. Z avec les axes, 
et projelons-la sur les x et lesj^; les projections sont

BC-=. MX. cos X, et MX. cos ! ..

x croît, et plus les termes approchent de zéro, qui répond

à x infini ; en sorte que si a—m, la limite est , la fraction devient

qui est infinie avec x; enfin, si a<m} la limite est zéro.

On appelle cette opération faire x infiniment grand.
Il est facile de voir que le raisonnement 11e porte que sur leier terme du nu

mérateur et du dénominateur, en sorte qu’on aurait pu d’abord réduire la frac
, »

tion à ——; Il en serait de même de toute autre fonction algébrique, ce qu’on Ma'”
démontrerait par un raisonnement analogue. Concluons donc que , pour 
faire x infini dans une fonction, il faut n’y conserver que les termes où cette 
lettre porte les exposons les /fus élevés : au contraire, pour faire x infinimen 
petit, ilfaut supprimer tous le# termes, excepté ceux qui ont les moindres puis fi 
sances de x.

C’est ainsi que , quand
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310 ANALYSE A TROIS DIMENSIONS.

Mais mn ou MP, est la projection de MN sur le plan xj 
mn = MN sïn Z\ et projetant de nouveau mn sur les x et les 
j-, ces projections sont BC=mn .cos ô et mn.sinÔ, Ô étant 
l’angle que lait mn avec les x-t donc nos projections sont 
BC—MN. sinZ.cosÔ, et .siuZ.sin 6; égalantles valeurs 
des mêmes projections , il vient

Au lieu de déterminer une direction dans l’espace, par les trois 
angles X, Y, Z qu’elle fait avec les axes, il suflit de donner 
l’angle qu’elle fait avec sa projection sur le plan zy (complé 
ment de l’angle Z), et l’angle 6 de cette projection avec l’axe 
de X; et réciproquement.

En ajoutant les carrés de ces deux équ., on a 

relation déjà trouvée (3°.).
5°. Mettant les valeurs de cos X, X', Y.. . dans cos A, p. 3o-j 

cos A — cos X cos X' 4- cos Y cos Y' 4- cos Z cos Z' ;

l’angle des deux droites est exprimé en fonction des angles que 
chacune d’elles fait avec les trois axes.

6°. Si les deux lignes sont perpendiculaires, cos^4 = o, et 
l’on a, pour l’équation qui exprime cette condition, 

ou
6^4- Trouver l’angle 6 de deux plans. Leurs équ. étant 

si de l’origine on abaisse des perpend. sur ces plans, l’angle de 
ces lignes sera égal à celui des plans. Soient donc x — az, 
y=.bz, les équ. d’une droite menée par l’origine ; pour qu’elle 
soit perpend. au Ier plan , il faut qu’on ait ( n°668), A-\- a — o , 
B ~o. Les équ. des perpend. sont donc
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DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE. 5 1 I

Ainsi, le cosinus de l’angle de ces droites, et par conséquent 
celui des plans est

i °. Si l’on fait prendre au 2e plan la situation de celui des xz , 
y = o est son équ. ; il faut donc faire A~ C' = o, et B' — oo , 
pour avoir l’angle 7’ qu’un plan fait avec celui des xz. On a de 
même les angles U et 7^ qu’il fait avec lesyz et les xy. Donc

d’où

et cos Ü = cos 7’cos T' -P cos U cosL'-|- cos 77cos J7', 
pour le cosinus de l’angle de deux plans en fonction de ceux 
qu’ils forment respectivement avec les plans coordonnés.

2°. Si les plans sont à angle droit

ou

675. Trouver l’angle 9 d’une droite et d’un plan. Soient

leurs équ. L’angle cherché est celui que la droite fait avec sa 
projection sur le plan (n°2,j2) ; si l’on abaisse d’un point de la 
droite une perpend. sur’ ce plan , l’angle de ces deux lignes sera 
donc complément de y. De l’origine, menons une droite quel
conque, x=dz, y—b’z-, pour qu’elle soit perpend. au plan, 
il faut (n°668), qu’on ait a = — A, b'= —B. L’angle 
qu’elle forme avec la ligne donnée a pour cosinus la valeur dé
terminée p. 307 ; donc
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li sera aise d’en conclure que les angles que la cïoite fait avci 
les plans coordonnés des xz, yzz et xy, ont pour sinus res
pectifs

ce qui s’accorde avec ce qu’on a vu , 20.).

Transformation des coordonnéts.

676. Pour transporter l’origine au point («, /3, y), sans 
changer la direction des axes, qu’on suppose d’ulleui s quel
conque, par un raisonnement semblable à celui eu n° 382, on 
verra qu’il faut faire

Les axes primitifs x, y, z sont parallèles aux nouveaux x',y', z', 
quels que soient les angles qu’ils forment entre eux; on doit 
d’ailleurs attribuer aux cordonnées », /3, y de la aouvelle ori 
gine les signes qui dépendent de sa position (n01 6f2). Si elle est 
située sur le plan xy, y = o ; si elle est sur l’æixedes z, a et /3 
sont nuis, etc.

677. Pour changer la direction des axes, e:n «onservant la 
même origine, imaginons trois nouveaux axes y/j/, 4y', dz ; 
les Iers axes seront ici supposés rectangulaires, et les nouveaux 
axes de direction donnée arbitraire. Prenons un point quel
conque, puis menons les coordonnées x , y' z de ce point, et 
projetons-les sur l’axe des a- ; l’abscisse x sera , comme n° 383, 
la somme de ces 3 projections. Désignons par (xx'} l’angle x Ax 
formé par les axes des x et x'', par (y'y) l'angle, etc- >
nous aurons

Ces deux dernières équ. se trouvent en projetant les x', j 'cl zr 
sur l’axe desjr, et ensuite sur celui des z.
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Telles sont les relations qui servent à changer la direction 
des axes. Comme (V.r) , (xj), {x z) sont les angles que 
forme la droite Ax avec les axes rectangulaires des x ,y, z, on 
a (n° 673, 3°.) 

de même

Les angles que les nouveaux axes forment entre eux donnent 
(n° 673, 5°.) 

en faisant, pour abréger,

Si les nouvelles coordonnées sont rectangulaires, on a

Leséqu. {A}, {B),{C),{D), coniiennentles neuf angles que font 
les axes a?', j-', z , avec les x, y, x. On voit que lorsqu’on veut 
choisir un nouveau système de coordonnées, ces neuf angles ne 
forment que six arbitraires, parce que les équ. (/>) eu déter
minent trois; et même, quand ce système est. aussi rectangu
laire, les équ. (£)), qui expriment cette condition , ne laissent 
plus que trois arbitraires. L’axe des x' fait avec lcs.r,jr, z, trois 
angles, dont deux sont quelcoaques, et le 3e s’ensuit : l’axe 
des j*' serait dans le même cas s’il ne devait pas être perpend. 
aux x-, mais cette condition 11e laisse réellement qu’une arbi
traire ; ce qui fait 3 en tout, puisque ces données fixent la situa
tion de l’axe des z', perpend an plan x'y'.

678. Au lieu de déterminer la position des nouveaux axes 
rectangles, par les angles qu’ik forment avec les premiers , on 
peut prendre les données suivantes.

Un plan CAyx (fig. 38) est mimé deô sur xAy qu’il coupe

www.rcin.org.pl
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selon AC ; cette trace AC fait avec Ax l’angle CAx—^ : dans le 
plan CAy', déterminé par ôet 4-, traçons les deux axes rectangles 
Ax', Ay' : le Ier faisant avec la trace AC l’angle CAx' — <p. 
Les nouveaux axes sont ai nsi fixés par les angles ô, et Q, qui 
donnent l’inclinaison du plan x'y1 sur le plan xy, la direction 
de la trace AC et celle de Ax' dans ce plan x'y' ainsi déter
miné ; l’axe jr', dans ce plan , fait l’angle x' Ay' de go°; et l’axe 
z estperpend. à ce même plan. Pour transformer les axes, il 
resteà exprimer les angles (x' x), (y'x)..., qui entrent dans les 
équ. A, en fonction des données ô, 4, et tp.

Les droites Ax, Ax' et AC forment un trièdre dont on con
naît deux angles plans <p et •J', ainsi que l’angle dièdre com
pris 0. Appliquons ici la formule (3, pag. 271) de la Trigono 
inétrie sphérique ; faisons c—. (x'.r), C = 6, n=4, — <P-

Il est clair que pour l’angle xAy, il suffit d’opérer de même 
sur le trièdre formé par AC et les axes x et y' : les angles plans 

donc

Considérons le trièdre zAxC; l’axe Az fait avec AC un angle 
droit (n° 266), ainsi qu’avec le plan CAy' ; l’angle des plans xy 
et z AC est 90°+ 9, en supposant le plan CAy situé au-dessus, 
de celui des xy. Faisons, dans l’équ. (3), p. 291 , 

nous aurons

De même , le trièdre z ACy donne
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en augmentant 4 de 90°. Enfin, l’angle zAC étant aussi droit, 
et l’angle dièdre zACx' — 90° — ô, le trièdre zACx' donne 

d’où

enfin,
On a ainsi les valeurs des neuf coefficiens des équations (z/). 

Leséqu. de conditions/? et L) sont satisfaites d’elles-mèmcs 
par ces valeurs , ainsi qu’on peut s’en assurer.

Des Intersections planes.

679. Lorsque l’intersection des deux surfaces est une courbe 
plane . il est plus commode , pour en connaître les propriétés, 
de la rapporter à des coordonnées prises dans ce plan DOC 
(fig. 3g), déterminé par l’angle é, qu’il forme avec le plan xy, 
et par l’angle 4/ que fait avec Or l’intersection OC de ces 
plans ; nous prendrons cette ligne OC pour axe des x' : la per- 
pend. OA, menée sur OC, dans le plan coupant DOC, sera 
l’axe desj7.

Comme il s’agit d’avoir en? y, l’équ. de la courbe d’intersec
tion des surfaces ; il est clair qu’après avoir fait la transforma- 1 
lion (//) pour rapporter l’une de ces surfaces aux axes x ,y , z', 
il suffira de faire ensuite z — o, et l’on aura son intersection 
avec le plan x Oy'. Il est préférable, dans un cas aussi simple, 
de faire z ~ o dans les équ. (z/), et de chercher directement 
les cosinus de (x'x), {y' x}... Dans le trièdre AOCB, on con
naît les angles plans a =4, £=go°, et l’angle dièdre compris 
C—% : donc, l’équ. (3, p. 271) devient

De plus,

Enfin, le plan x Oy', qu’on suppose élevé au-dessus de celui
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des .rj-. fait avec l’axe Oz l’auigle (j-'z) ^=90° — ô. Ainsi, les 
équations (.7) donnent

On serait aussi parvenu à ces résultats, en se servant des équ. 
du n* 678

680. Appliquons ces équ. au cône oblique dont la base est un 
cercle. Le planz^/x (6g. 36) perpend. au plan coupant z/Æ, et 
mené par l’axe SC, sera celui des xz ; la section AB de ces deux 
plans, ou Vaxe de la courbe, coupe celle-ci au sommet A , qui 
sera pris pour origine des coordonnées : le plan xAy, parallèle 
à la base circulaire du cône, sera celui des xy ; il coupe le cône 
selon un cercle AE, de rayon r, qu’on peut regarder comme 
la directrice même (u°66i) ; ainsi, notre cône, dont le sommet 
a pour coordonnées a, o, c, dont l’axe est dans le plan xz, et la 
base, sur le plan #7, a pour équ. ci(xî-+-j‘’) , 2c(r—a)xz.. .—o, 
comme p. 3oo; le plan coupant AB étant perpend. aux xz, 
coupe le plan xy selon l’axe Ay, et il faut poser 4 = 9°° dans 
les équ. (Z?) ; d’où

Telle est l’e'qu. de la courbe , qui peu-t d’ailleurs représente» 
toutes les sections du cône oblique (excepté les parallèles à la 
base), en faisant varier a, c, r etâ; le^ x' sont comptées sur 
Ay, les y sur AB. Il est aisé de discuter cette équ. (n° 45<>), 
et de reconnaître que les courbes sont de même espèce que pour 
le cône droit.

Si l’on veut que la section soit un cercle, les coefliciens de 
x'9 et y'9 seront égaux (n° 44^)> d’où

tang 0 “ o reproduit la base AE du cône. Quant à 1 autre va-
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leur de tang 6, pour l’interprêter, nous avons

En mettant pour tangfl notre 2e racine, il vient, touteréduc- 
tion faite, 

ou
Laseclion est donc encore un cercle, quand les angles SAB', 
SE A, formés avec les génératrices opposées, sont égaux. Le 
plan coupantj'y/fi étant comparé au cercle AEàe la base, c’est 
ce qu’on appelle des sections sous-contraires.

Pour obtenir les sections planes du cône droit, il suffit de 
poser a — r dans l’équation (2), 

cette équ. revient à celle du n° 400. Du reste, on 11e peut plus 
rendre égaux , de deux manières, les facteurs de x'2eiy'2-, et, 
en effet, les sections sous-contraires coïncident alors.

681. Le cylindre oblique , dont la base est un cercle situé 
comme pour le cône ci-dessus, et dont l’axe est dans le plan xz, 
a pour équ (p. 299)

En y introduisant les valeurs (1), le plan coupant étant perpend. 
aux ;rz, on a

La section est une ellipse qui se réduit au cercle quand sin J =0,

(équ. L, 359), a. étant l’angle que l’axe du cylindre fait avec les 
3 : donc & est le supplément de 2«.
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Surfaces du second ordre.

68. L’équation générale du 2e degré est

Pour discuter cette équ., c.-à-d. déterminer la nature et la po
sition des surfaces qu’elle représente, sitnplifions-la par une 
transformation de coordonnées qui chasse les termes en xj', xz 
etj-z; les axes, de rectangulaires qu’ils sont, seront rendus 
obliques, en substituant les valeurs (y/), p. 3i2; et les neuf 
angles qui y entrent étant assujettis aux conditions (Z?), il y a 
six arbitraires dont on peut disposer d’une infinité de manières. 
Égalons à zéro les coefficiens des termes en x'y, xz et y z . 
Mais si l’on veut que la direction des nouveaux axes soit 
aussi rectangulaire, comme cette condition est exprimée par 
les trois relations (£>), les six arbitraires sont réduites à trois, 
que nos trois coefficiens, égalés à zéro, suffisent pour faire con
naître, et le problème devient déterminé.

Ce calcul sera rendu plus facile par le procédé suivant. Soient 
x z=zd.z,y' — (?>z les équ. de l’axe des a?'; en faisant, pour abréger,

En raisonnant de même pour les équ. x=zdz, jf = fi'z de l’axe 
des r. et enfin, pour l’axe des /, on a

Les équ. {A} delà transformation deviennent

Les neuf angles du problème sont remplacés par les six incon-
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nues a,*', a",#,.S', attendu que les équ. (5) se trouvent sa
tisfaites d’elles-mêines. x

Substituons donc ces valeurs dex,y, z dans l’équ. géné
rale du 2e degré, et égalons à zéro les coefficiens de x'y', x'z 
et y' z :

L’une ces équ. peut s’obtenir seule, et sans faire la substitu
tion en entier; de plus d’après la symétrie du calcul, il suffit 
de trouver une de ces équ. pour en déduire les deux autres. 
Éliminons » et (3' entre la ire et les équ. x — dz, y = @>’z de 
l’axe des j7; il viendra cette équ., qui est celle d’un plan,

Or, la ire équ. estlacondition qui chasse le terme x'y : en tant 
qu’on n’a égard qu’à elle, on peut prendre a ,/3,</,/3'à volonté, 
pourvu qu’elle soit satisfaite : il suffira donc que l’axe des y' 
soit tracé dans le plan dont nous venons de donner l’équ., 
pour que la transformée n’ait pas de terme en

De même, en éliminant « et (i" de la 2e équ., à l’aide des 
équ. de l’axe des /, x = «"z, y ~ @"z, on aura un plan tel, 
que si l’on prend pour axe des z' toute droite qu’on y trace
rait, la transformée sera privée du terme en x'z'. Mais, d’après 
la forme des deux ires équ., il est clair que ce second plan est 
le même que le premier : donc, si l’on y trace les axes des./' 
et z' à volonté, ce plan sera celui des y' et z', et la transfor
mée n’aura pas de termes en x'y et x'z'. La direction de ces 
axes , dans ce plan, étant quelconque , on a une infinité de sys
tèmes qui atteignent ce but; l’équ. (2) sera, comme on voit, 
celle d’un plan parallèle à celui qui coupe par moitié toutes 
les parallèles aux x, et qu’on nomme Plan diamétral. Si, en 
outre, on veut que le terme en y'z disparaisse, la 3e équ. de
vra faire connaître «' et ; et l’on voit qu’il y a une infinité 
d’axes obliques qui remplissent les trois conditions imposées.
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683. Mais admettons que les x',y' et z soient rectangu
laires; l’axe des x devra être perpend. au plan desj-' z dont 
nous avons trouvé l’equ.; et pour que x ~ uz, y ~ (Zz soient 
les équ. d’une perpend. à ce plan (2), il faut que (n° 668)

Substituant dans (3) la valeur de a. tirée de (4), on trouve

Cette cqu. du 3e degré donne pour /3 au moins une racine 
réelle; l’equ. (4) en donne ensuite une pour a; ainsi l’axe des 
x est déterminé de manière à être perpend. au planj-'z', et à 
priver l’equ. des ternies en x'z et xy'. Il reste à tracer dans 
ce plan y' zles axes à angle droit, et tels que le terme j-'z' 
disparaisse; mais il est évident qu’on trouvera de même un 
plan des x'z , tel que l’axe des y lui soit perpend., et que 
les termes xy'zy soient chassés. Or, il arrive que les condi
tions qui expriment que l’axe desy' est perpend. à ce plan, sont 
encore les équ. (3) et (4), en sorte que la même équ. du 3e de
gré doit encore donner /3'. Il en est de même pour l’axe des z . 
Donc les trois racines de l’équ. en & sont réelles, et sont les va
leurs de |S' et â" ; par suite «, a! et <*' sont données par 
l’équ. (4)-

Il nyadonc quun système d’axes rectangulaires qui délivre 
l’équ. des termes en x'y', x'z', y'z, et il en existe un dans tous 
les cas ; notre calcul enseigne à trouver ces axes.

Ce système prend le nom d’Axes principaux de la surjace.

684- Analysons lescas que peut offrir l’équ. du 3e degré en 

l’équ. est privée du 1er terme: ou sait qu’alors une des racines 
cle /3 est infinie, aussi bien que a, qui, d’après l’équ. se
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réduit à e» -j-fî — o ; les angles correspondans sont droits : l’un 
des axes, celui des z', par ex., se trouve dans le plan et 
l’on obtient son équ. en éliminant « et $ à l’aide de x~az, 
y~(iz-, cette équ. est ex fy — o, Les directions des^'etz' 
sont données par notre équ. en /?, réduite au 2e degré.

2®. Si, outre ce icr coefficient, le 2e est aussi = o, tirant b 
de l’équ. ci-dessus , pour substituer dans le facteur de £2, il se 
réduit au dernier terme de l’équ. en /3 :

Ces deux équ. expriment la condition dont il s’agit. Or, le 
coefficient de /3 se déduit de celui de /3a, en changeant b en c, 
et d en e, et il en est de même pour le ier et le dernier terme 
de l’équ. en donc l’équ. du 3e degré est satisfaite d’elle- 
même. Il existe alors une infinité de systèmes d’axes rectangu
laires, qui chassent les termes en xy', x z ety'z'. Éliminant 
a et b des équ. (3) et (4), à l’aide des deux équ. de condition 
ci-dessus, on trouve qu’elles sont le produit de et
efi—d par le facteur commun eda. -f- JdÇi-\- fe. Ces facteurs 
sont donc nuis ; et éliminant a et /S, on trouve

Les deux ircs sont les équ. de l’un des axes; la 3e, celle d’un 
plan qui lui est perpend., et dans lequel sont tracés les deux 
autres axes sous des directions arbitraires. Ce plan coupera la 
surface selon une courbe où tous les axes à angle droit sont 
principaux, qui est par conséquent un cercle, seule des courbes 
du 2e degré qui jouisse de cette propriété. La surface est alors 
de révolution autour de l’axe dont nous venons de donner les 
équ.; c’est ce qu’on reconnaît bientôt en transportant l’origine 
au centre du cercle. (Voy. Annales de Malh., t. IL)

685. L’équ., une fois dégagée des trois rectangles, est telle 
que

Chassons les tonnes de première dimension, en transpor- 
r. il ai
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tant l’origine (n° 676) : il est clair que ce calcul sera possible, 
excepte' si l’équ. manque de l’un des carrés x',y\ z* : nous 
examinerons ces cas à part ; il s’agit d’abord de discuter l’équ.

Toute droite passant par l’origine, coupe la surface en deux 
points, à égales distances des deux parts , puisque l’équ. reste 
la même après avoir changé les signes de x, j- et z : l’origine 
étant au milieu de toutes les cordes menées par ce point, est 
un Centre j la surface jouit donc de la propriété d’avoir un 
centre, toutes les fois que la transformée ne manque d’aucun 
des carrés des variables.

Nous prendrons toujours n positif : il reste à examiner les 
cas où k et m sont positifs, ou négatifs, ou de signes differens.

686. Si, dans l’équ. (6), k, m et n sont positifs , il faut que 
h le soit aussi, sans quoi l’équ. serait absurde et ne représente
rait rien ; et si h est nul, on a x=o, y = o et z — o à la fois 
(n° 112), et la surface n’est qu’un seul point.

Mais quand h est positif, en faisant séparément x, y ou z 
nul, on trouve des équ. à l’ellipse, courbes qui résultent de la 
section de notre surface par les trois plans coordonnés. Tout 
plan parallèle à ceux-ci donne aussi des ellipses, et il serait 
aisé de voir qu’il en est de même de toutes les sections planes 
(n° 679) : c’est pour cela que ce corps a le nom d’Ellipsoïde. 
Les longueurs A,I>,C des trois axesprincipaux s’obtiennent en 
cherchant les sections de la surface par les axes des x, y et z, 
savoir, kC* — h, , nA — h; éliminant k, m et n de
l’équ. (6).

telle est l’équ. de l’ellipsoïde rapporté à son centre et à ses trois 
axes principaux. On peut concevoir cette surface engendrée 
par une ellipse tracée dans le plan xy, mobile parallèlement à 
elle-même, pendant que ses deux axes varient, cette courbe 
glissant le long d’une autre ellipse tracée dans le plan xz. Si
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deux des quantités A,B,C sont égales, on a un ellipsoïde de 
révolution ; si A~ B = C, on a une sphère.

687. Supposons k négatif, ni et h positifs, ou

En posant x ou y nul, on reconnaît que les sections par les 
plans de yz et xz sont des hyperboles, dont l’axe des z est 
le 2e axe i les plans menés par l’axe des z donnent cette même 
courbe; on dit que la surface est un liyperboloïde. Les sections 
parallèles au plan de xy sont toujours des ellipses réelles, où 
A, B , —1 désignant les longueurs comprises sur les axes,
à partir de l’origine ; l’équ. est la même que ci-dessus, au signe 
près du 1er terme, qui devient ici négatif.

688. Enfin , quand k et h sont négatifs, 

tous les plans qui sont menés par l’axe desz coupent la surface 
selon des hyperboles , dont l’axe des z est le premier axe; le 
plan xy ne rencontre pas la surface , et ses parallèles, au-delà 
dedeux limites opposées, donnent des ellipses. On a un Zyy?er- 
boloïde à deux nappes autour de l’axe des z. L’équ. en A, B, 
C est encore la même que ci-dessus, excepté que le terme en z’ 
est seul positif.

68g. Lorsque A =0, on a, dans ces deux cas, Âz’zxmy'-f-nx’, 
équ. d’un cône, qui est à nos liyperboloïdes ce que les asymp
totes étaient à l’hyperbole. (A'iy. p. 3oo.)

11 resterait à traiter le cas de k et ni négatifs; mais il se ré
duit à une simple inversion dans les axes, pour le ramener aux 
deux précédons. L’hypcrboloïde est à une ou deux nappes au
tour de l’axe des x, selon que h est négatif ou positif.

690. Quand l’équ. (5) est privée de l’un des carrés, de .r’ par 
ex., en transportant l’origine, on peut dégager cette équ. du 
terme constant, et des ire’ puissances de y et z, savoir,
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Les sections par les plans des xz et xy sont des paraboles tour
nées dans un sens, ou dans le sens opposé, selon les signes de 
k, m et A; les plans parallèles à ceux- ci donnent aussi des pa
raboles. Les plans parallèles auxj'z donnent des ellipses. ou des 
hyperboles, selon le signe de m. La surface est un paraboloide 
elliptique dans un cas, hyperbolique dans l’autre; k — m 
lorsque le paraboloide est de révolution.

691. Quand h ss o, l’cqu. a la forme a’z2 ± b'ÿ1 = o, selon 
les signes de k et m. Dans un cas, on a z — o et y = o , quel 
que soit x ; la surface se réduit à l’axe des x : dans l’autre, 
(«z -\-l>y).(az— by) =0 indique qu’on peut rendre à volonté 
chaque facteur nul : ainsi, l’on a le système de deux plans qui 
se croisent selon l’axe des x.

692. Lorsque l’équ. (5) est privée de deux carrés, par ex., 
de x2 et./2, en transportant l’origine parallèlement aux z, on 
réduira l’équ. à

Les sections par les plans menés selon l’axe des z sont des pa
raboles. Le plan xy et ses parallèles donnent des droites qui 
sont parallèles entre elles. La surface est donc un cylindre à 
base parabolique (n° 660).

Si les trois carrés manquaient dans l’équ. (5), elle serait celle 
d’un plan.

693. Il est bien aisé de reconnaître le cas où la proposée(i) 
est décomposable en deux facteurs rationnels ; ceux où elle est 
formée de carrés positifs, qui se résolvent en deux équ., repré
sentant la section de deux plans; enfin ceux où, étant formée 
de trois parties essentiellement positives, elle est absurde. Tout 
ceci est analogue à ce qu’on a dit n°’453 et 45g.
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LIVRE SEPTIÈME.
CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL.

1. RÈGLES GÉNÉRALES DE LA DIFFÉRENTIATION.

Définitions, Théorème de Taylor.

tkji. PI us une branche de connaissances embrasse d'objets 
et reçoit d’applications diverses, et plus il est difficile d’en 
donner une définition exacte qui permette d’en concevoir toute 
l’étendue, et comprenne tous les sujets que l’on peut y ratta
cher. Cette partie de la haute analyse, qu’on nomme Calcul 
différentiel, à des questions si variées, que nous
n’en pouvons exposer la nature sans faire d’abord quelques ob
servations préliminaires.

Étant donnée une équ.y—f (.r) entre deux variables a? ctjr, 
qu’on peut regarder comme représentée par une courbe plane 
BMM' (fig. 4°) rapportée à deux axes coordonnes rectangu
laires AxyAy, on comprend que si l’on attribue à l’abscisse x 
une suite de valeurs quelconques, d’où l’on tirera celles des 
ordonnées correspondantes^, on aura une série de points J/, M' 
de la courbe; mais que ces points seront séparés les uns des 
autres par un certain intervalle, quelque voisines qu’on sup
pose les valeurs de x. Ainsi, dans cet état l’équation y—fx 
n’exprime pas qu’il y ait continuité entre les points. Cette re
marque peut ctre faite pour toute équ. entre 3,4 • • • variables. 
Voyons si l’analyse ne peut pas fournir quelque artifice propre 
à manifester la continuité dans les fonctions.

Prenons pour exemple l’cqu,j=ax -f~ bx* l~ c- apres-
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avoir considéré le point M, qui a pour coordonnées x et y, 
nous voulons prendre un autre point M' pour le comparer au 
Ier, en nommant .r-f- h et y -f- Æ ses coordonnées AP', P'M', 
on aura jr~]-k ~a(x-i- (x 4*  ^)a4"c> et développant
j' 4- A =r (or34- bx*  -f*  c) -f- (îar*  4- zbx)h 4- (3ax 4- 6)Aa4- aA3. 

Or, le coefficient de la ire puissance de h, savoir 3ax% 4- "ibx, 
est déduit de la fonction proposée, en porte l’empreinte, et ne 
convient qu’à elle; de plus ce coefficient est indépendant de h, 
qui est la distance PP' des extrémités des deux abscisses, et 
qui, par suite, mesure l’intervalle des deux points de la courbe : 
donc ce coefficient est composé de manière à exprimer qu’on 
considère deux points de la courbe aussi rapprochés qu’on 
veut, et par conséquent que la fonction est continue. Les coef- 
iiciens de h*  participent à cette propriété. De là on tire que 
toutes les fois qu’une question proposée, de quelque nature 
qu’elle soit, reposera sur la notion de continuité, les coef
ficiens des puissances de h. dans le développement de cette 
fonction, où x est remplacé par x 4- Æ, convenablement com
binés et analysés, pourront résoudre le problème.

Raisonnons de même sur le cas généraly— f(x) : le signe f 
représente ici une fonction quelconque de x. Si l’on remplace 
x par et j"par f-J-k, on aura l’équ. y4"
il s’agit maintenant de développer f (x-f-h) de manière à 
mettre en évidence les termes affectés des différentes puissances 
de h. Ce calcul sera soumis à la nature de la fonction f, et nous 
verrons bientôt comment on peut l’effect ucr pour chaque forme 
de f : contentons-nous de faire remarquer ici que si l’on prend 
h = 0, ce qui suppose Æ~o, et fait coïncider le 2e point avec 
le i,r, tous les termes où h est facteur devront disparaître dans 
le développement dont il s’agit de f(x-p li), en sorte qu’il 11e 
restera que le seul ier terme, qui par conséquent doit être/"(x), 
ouj-. On voit aussi que h ne peut être affecté d’aucun expo
sant négatif, car s’il existait dans ftx-t-Ji) un terme tel que 

MMh~m, lequel équivaut à —, en faisant li nul, ce terme deve-
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liant infini, on ne retrouverait plus /'(.r). H suit de là que 
jfx 4- II) doit se développer de cette manière.........................
f(x4-h) — fx 4. une suite de termes dont h estfacteur à diffe
rentes puissances positives.

6g5. Mais on peut voir qu’en général

savoir, outre le terme fx, dont on vient de prouver l’existence, 
i°. un terme y h contenant la ir* puissance de h multipliée par 
une fonction de x seul, que nous désignons parj7, et 2°. un 
ensemble d’autres termes où h entre à des puissances supé
rieures à la 1'*, et que nous désignons par «h ; « étant fonction 
de x et de A, et admettant encore le facteur h à quelque 
puissance positive.

Pour prouver cette proposition, qui sert de base à tout le 
calcul différentiel, menons une tangente TH au point M(x,y) 
de la courbe BM M' dont l’équ. est y — fx. On sait que cette 
droite s’obtient en menant par ce point M une ligne quel
conque SMM’, appelée sécante, et la faisant tourner autour du 
point 57 jusqu’à ce que les points M et M' de section coïnci
dent ensemble. Faisons par analyse cette opération géomé
trique. En changeant x en x-\-h, ety eny-pk, pour consi
dérer un second point 57' de la courbe, nous aurons...............
J ' 4“ == / 0e 4" pour l’ordonnée P'M' ; on a 

ou 

d’où le triangle rectangle MM' (f donne

Pour en déduire la direction de la tangente cherchée TM, il 
faut, dans celte expression, faire A nul, afin d’exprimer que 
M' se rapproche de M jusqu’à coïncidence. La valeur de 
tang 7757(5 est donc ce que devient le dernier membre ci- 
dessus , lorsqu’on y pose h — 0 Et puisque la direction cher-
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328 calcul différentiel.
clice de lu tangente dépend du po>int M, il est clair qu’on doit 
trouver une fonction de x pour résultat ; nommons-la j-'.

De la résulte que la valeur de ce dernier membre doit être 
formée de deux parties; i°. du terme qui est indépendant 
de h; d’autres termes dont h est facteur à diverses puis
sances positives, et qui disparaissent lorsqu’on pose h = o. 
Désignons ces termes ensemble par », qui est une fonction de 
x et de h et nous aurons

équation qui revient à celle ci-dessus (i), en chassant le déno
minateur h et transposant f(x~). Pour que ce raisonnement ne 
fût pas exact, il faudrait que le point {x,y} que nous avons pris 
sur la courbe n’eût aucune tangente, ce qui ne saurait arriver 
que dans certains cas spéciaux , où en effet le calcul différentiel 
présente des résultats obscurs : mais tant qu’on se tient dans 
des généralités qui laissent x quelconque, on est assuré que 
l’équation (i) est toujours vraie.

696. Quelle que soit la forme de la fonction f, on est donc 
certain que l’expression f(x -f- h) est susceptible, par des cal
culs convenables , d’être développée en plusieurs termes , dont 
le i"est la fonction proposée f(x}’, le 2e un terme y h qui ne 
renferme h qu’à la ire puissance et est facteur d’une fonction 
de x; enfin d’autres termes compris dans la forme qui tous 
contiennent le facteur h à quelque puissance plus élevée que 
un, c’est-à-dire h = o donnant » = o.

Le second terme y h a pour coefficient^' une fonction de x, 
qui est essentiellement résultante de la proposée./, ou/r; et 
de plus, comme elle est indépendante de h, elle est propre à 
exprimer que la fonction f est continue, puisqu’elle provient 
de ce qu’011 considère à la fois deux points d’une courbe aussi 
voisins qu’on veut. Ce facteur y de la ire puissance de h est ce 
qu’on appelle la dérivée ou le coefficient différentiel de la fonc
tion j : on l’exprime aussi par f\x). (7". p. ^5.)
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La fonction » est elle-même susceptible , comme on va bien
tôt le dire, de se développer en plusieurs termes, procédant 
selon les puissances de et dont chaque coefficient peut, 
aussi bien quejy', exprimer la continuité dans : mais comme 
on verra que ces coefficiens dépendent dey, cette remarque 
n’affaiblit en rien notre conséquence; seulement, selon les pro
blèmes, on peut être conduit à préférer tel ou tel de ces coef
ficiens pour cet objet.

6g-;. On voit, dans l’équation (2), que plus h décroît, et plus 
« devient petit, jusqu’à être nul quand h devient zéro : on en 
tire cette conséquence, qui donne même souvent un excellent 
procédé de calcul pour déduire la fonction /'{sc} de /*(.r),  ffuc 
la dérivée yf d’une fonction y e;st ce que devient le Ier membre 
de l’équation (2) lorsqu’on remd h nul ; c’est-à-dire que la dé
rivée y', ou le coefficient différentiel d’une fonction^, est la li
mite du rapport de l’accroissement de celte fonction y à celui de 
la variable x y en effet, le numérateur/*  (x -f- h} —f(x} est l’ex
cès de la fonction variée sur la fonction primitive, et le déno
minateur est l’accroissement h attribué à x. {ffoy. ce qu’on a 
dit n° 113 sur les limites.}

6g8. L’origine du mot différentiel est. utile à connaître. Puis
que, dans l’équation (2), le terme « est aussi petit qu’on veut 
avec à, tandis que j-', qui est indépendant de A, reste cons
tant, il est clair que plus h sera petit, plus le 2e membre ap
prochera de se réduire à y ; ainsi la différence f{x -f- h}— f(x} 
se réduit à y'h, pour des valeurs de h très petites; et comme 
y h est la différence entre la fonction variée et la fonction pri
mitive, on a appelé y'h une petite différence, ou une différen
tielle. Et même Leibnitz, inventeur de ce calcul, ayant dési
gné par le signe d un accroissement infiniment petit attribué 
à une variable , dy et dx ont été des symboles destinés à rem
placer les lettres k et h ci-dessus , et l’on a euydx (au lieu de 
y'li} pour la différentielle dej^, savoir dy —y'dx. Cette nota
tion est reçue dans le genre de calcul dont nous exposons les 
principes. La dérivée ou le coefficient différentiel de la fonc-
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terme, ou de la ire puissance de h dans le développement de 
la fonction variée f(x-|-h)/ ou la limite du rapport de l’ac
croissement de la fonction f(x) à celui de la variable x; ou en
fin le coefficient de la différence infiniment petite dy = y'dx, 
qu'on trouve lorsque x croît de dx.

En attachant au mot dérivée l’acception précédente, nous 
pouvons définir le calcul différentiel, une branche de haute 
analysé, dans laquelle on recherche les dérivées de toutes les 
fonctions proposées, on assigne leurs propriétés particulières, 
et Von applique ces dérivées aux problèmes dans lesquels la 
continuité des fonctions est une des conditions essentielles.

Regardons l’expression y comme connue, lorsque fx est 
donné; puisquej-* est une fonction dex, elle est susceptible 
de varier, et d’avoir à son tour une dérivée, que nous désigne
rons par y"; de même, la dérivée de y" sera celle dey" 
seraj-,v. .. On conçoit donc ce qu’on entend par les dérivées 
de premier, de second, de troisième ordre. . .

6gg. Nous ne savons pas encore comment x et h enitrent dans 
« (équ. 2) ; voyons à développer celte fonction. Représentons 
y 4- m par P ; cette équ. deviendra

Or P, qui était fonction de xet de h, l’est actuellement de 
xel z; ces variables sont indépendantes, puisque leur diff. h 
est arbitraire. On peut donc regarder z comme un nombre cons
tant donné, et faire varier x seul (avecy et P qui contiennent 
x). Changeons donc x en x -f- i dans la dernière équ. i°. f z ne 
changera pas ; 20. y deviendra y 4- y'i -p@i ; 3°. P(z — x) se 
changera en f}-\-P'i-pyi) (z— x— z). Ne conservons dans 
toute l’cqu. que les coefficiens des termes où i est au 1er degré, 
savoir 

d’où
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Traitons cette équ. comme la précédente. Le changement de x 
en x -f- i donne P' =-y" —• T1' 4- P" (z — x)..., d’où 

de même

Éliminons P,P',PU,... des équ. (3), (4), (5)... puis rétablis
sons Æau lieu de z — x, et nous aurons 

c’est la formule appelée Théorème de Taylor, du nom du cé
lèbre géomètre qui l’a découverte.

Par le théorème (i), toute fonction fx était décomposée en 
y y h -f- ah, la 3e partie ah renfermant tous les termes où h 
aune puissance supérieure à la première: maintenant nous 
connaissons la composition de ces derniers termes.

Tout cela est conforme à ce qu’on a exposé n° 527 ; mais ici 
fx, qui désignait alors un polynôme rationnel et entier , re
présente une fonction quelconque de x.

Il est donc démontré que lorsqu’on attribue à x un accrois
sement h dans une fonction quelconque fx, la série (^), dé
veloppement de f(x-\~h'), 11a que des puissances entières et 
positives de b, du moins quand x conserve une valeur indéter
minée (n° 695). Cette série sert à trouver ce développe
ment, toutes les fois qu’on sait tirer defx les dérivées succes-

subslituant dans l’équ. , f (xfh) devient (x-\-hyn, et l’on
retrouve la série de Newton (p. 11). Il suffit donc desavoir que 
le 2e terme de (x -f- liyn est mx^'h, pour en avoir le dévelop
pement total, quel que soit l’exposant m.

Nous avons appris, page 233 et suiv., à développer diverses
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fonctions en séries : comme la rec herche de ces expressions est 
une application simple des principes du calcul des dérivations, 
nous les tirerons de la formule de Taylor, en suivant les règles 
de ce calcul: nous ne ferons donc aucun usage de ces séries 
avant de les avoir démontrées de nouveau.

Règles de la différentiation des Fonctions algébriques.

700. La manière dont la dérivée jr' est composée en x, dé
pend delà fonction primitiveet en porte l’empreinte. 11 
faut, pour chaque fonction proposée, savoir former cette déri
vée : c’est ce qu’on obtient par deux procédés. Le i* r résulte de 
la définition même, exprimée par l’équ. (1).

On changera x enx-f- h dans la Jonction proposée fx, et 
l’on exécutera les calculs nécessaires pour mettre en évidence le 
terme affecté de la irepuissance rte h; le coefficient de ce terme 
est la dérivée cherchée y', ou fx.

701. Le second procédé est fondé sur la propriété des limites, 
n° 697. Après avoir changé x eux 4“'b on retranchera la 
fonction proposée, et l’on divisera par h, afin de composer le 
rapport/"'4" * > de l’accroissement de la fonction à celui de la 
variable: puis faisant décroître h indéfiniment, on cherchera 
la grandeur vers laquelle ce rapport tend sans cesse, c.-à-d. 
qn’on en cherchera la valeur dans le cas de h = o : cette limite 
sera/-'.

Mais il convient de composer des règles pour chaque espèce 
de fonction, afin d’être dispensé d’appliquer directement ces 
procédés, dans les divers exemples qu’on rencontre : ces règles 
donnent la dérivée pour chaque cas, sans qu’il soit nécessaire 
défaire desraisonnemens spéciaux ; on opère alors comme lors
qu’on fait une multiplication, une extraction de racines, ou 
tout autre calcul algébrique.

702. Soit/= yf 4-—Cl. ........  étant des
constantes; u, /.. . des fonctions de x. Pour obtenir la dérivée, 
appliquons la première règle. En mettant x 4- h pour x, A ne
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change pas , Bt devient B(u + u'h + ah), Ct est changé en 
C(l+l'h +βh) ; ainsi la fonction variéef(x +h) est ici

Donc, f'=Bl'—Cl’... La dérivée d’un polynome est la 
somme des dérvées de tous les termes, en conservant les signes 
et les coefficiers : les termes constans ont zéro pour dérivée.

Ainsi, y=l2—x2 donne y' =-2x.

703. Pour y=uxt, u et t étant fonctions de x : mettant 
x + h pour x, il vient f(x+h) ou

De même , y=u.t.v, em faisant t.v=z, devient y= u.z ; 
d’où y'=u'z+uz' : mais aussi z'= t'v+ tv' ; donc

 Ainsi la dériv’e d’un produit est la somme des dérivées prises 
en regardant successivement chaque facteur comme seul va
riable. Notre démonstration s’étend à 4,5... facteurs.
y=(a+x)(a—x) donne y'=(a—x)i—(a+x)i,puis

que + I et — I sont les dérivées des facteurs; ou y' = — 2X.
y= (a+bx)x3 donney'=bx3+ 3x2(a +bx).

704. z et u étant des fonctions identiques de x, changeons x
en x + h dans z =u; nous aurons

Donc z’ = u' (n° 616) ; de même , on a z" = u", z''' =u'''..... 
Donc, deux foncions identiques ont aussi leurs dérivées iden
tiques pour tous les ordres.

puis
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La dérivée d’une fraction est égale à celle du numérateur, 
moins le produit de la fraction proposée par la dérivée de son 
dénominateur , celte différence divisée par ce dénominateur.

706. Ou bien, est égale au dénominateur multiplié par la 
dérivée du numérateur, moins le numérateur multiplié par la 
dérivée du dénominateur, cette différence divisée par le carré 
du dénominateur.

On peut encore tirer ces règles en effectuant la division de

d’où y =etc.

Ainsi, , donne y'

707. Si le numérateur u est constant, on fera u'=o, et l’on 
, ul' yt' .aura y' =: la derivee d' une fraction dont le nu-

mèraleur est constant, est moins le produit du numérateur par 
la dérivée du dénominateur, divisé par le carré de ce dénomi
nateur.

Par ex., donne y'

708. Cherchons maintenant la dérivée des puissances.
i°.Si m est entier et positif dans y=xm, comme xm=x.xm-1, 

la dérivée relative au Ier facteur est 1 .xm-1 ; d’après la règle 
des produits, il en faut dire autant de chacun des m facteurs; 
dont la dérivée est y' =mxm-1.

Et s’il s’agit de y=zm, z étant une fonction de x, comme 
zm = z.zm-1 la dérivée relative au ier facteur est z',zm-1; cha-
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cun des m facteurs z donne cette même quantité. Donc la dé
rivée est y' = mzm-1.z '.

Par ex., y=(a +bx+cx2)m=zm, en faisant

et l’on a

Pour
et par la règle n°

Enfin,

d’où

Quand m est entier et négatif,

on en vertu de la règle n0707,

et de ce qu’on vient de démontrer, I°.

Ainsi

Pour y

3°. Quand ni est fractionnaire,

yq = zp, en élevant à la puissance q : prenons les dérivées des 
deux membres qui sont des fonctions identiques de x(n° 704) ; 
p et q sont ici des entiers positifs ou négatifs ; il suit des deux 
cas précédcns que qyq-1 y' = pzp-1. z'; comme p=qm, et 
y=zm, on a (voy. n0 710)

Quel que soit l'exposant m, z étant une fonction de x, la 
dérivée de zm est donc mzm—l. z' , z' étant une dérivée qu’on tire 
de z=fx. Mous ne disons rien des exposans irrationnels ou 
imaginaires, qui rentrent dans les précédons. (Voy. p. 16 ) Au 
reste voici une démonstration qui embrasse tous les cas.

www.rcin.org.pl



336 calcul différentiel.

709. Changeons x en x+ h dans y = xm, 

en divisant tout par xm, et faisant h = xz. Or, (1 + z)m est 
indépendant de x, puisque, h étant arbitraire, z est quelconque, 
même quand on détermine x: il faut donc que notre dernier 
membre soit aussi sans x, et par conséquent le second terme 

en particulier ; d’où  constante ; c.-à-d. que y' doit être 

composé en x, de manière que divisé par xm-1, le quotient 
soit une fonction de m, telle que fm, ou y'=xm-1 .fm.

Déterminons fm. Nous avons

Donc 

en changeant m en n et en m+n. Mais en multipliant les 
deux irC’ équ., on trouve pour produit la 3e équ., excepté 
qu’il y a fm +fn, au lieu de f(m+  n) : donc ( note, p. 299)

En considérant n comme un accroissement de m, on a 
f(m+n) =fm + nf'm+etc.; partant,fn = nf'm + etc. ; 
et puisque le Ier membre est indépendant de m, le 2e doit aussi 
l’être, savoir,fm=un nombre inconnu a; d'oùf''=f'''=...=o, 

et

Il s’agit de déterminer la constante numérique a. Or, on a

Faisant

Ainsi,

Maintenant pour y = zm, où z est fonction de x, on a
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7 io- Pour'.

c’est la formule des dérivées des fonctions radicales.

Pour on fait

De même donne/'

Comme les radicaux du 2e degré se rencontrent plus souvent, 
on forme une règle pour le cas de m — 2 ; y = ç/z donne 

z z*
y =---- -  : la dérivée d'un radical carré est le quotient de la2 Z
dérivée de la fonction affectée de ce radical, divisée par le 
double de ce même radical.

Par ex., donne (

Pour

on a

Enfin, donne

Si l’on eût multiplié haut et bas la fraction proposée par 
x -f- xa), on aurait eu

711.Étant donnée une fonction compliquée./— fx, supposons
T. II. 22
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qu’en représentant par z une partie de cette fonction, ou z=Fx, 
la proposée devienne plus simple et exprimée en z seul, y=φz; 
on a ces trois équ., dont la Ire résulte de l’élimination des z 
entre les deux autres :

Nous allons tirer la dérivée y' de ces deux dernières, sans nous 
servir de la Ire. Comme il y a deux variables x et z, notre no
tation ne suffit plus ; car y' ne désigne pas plus la dérivée de 
la Ire équ. que celle de la 3e ; cependant x est variable dans 
l’une, z dans l’autre, et les fonctions f et φ sont très différentes. 
La dérivée de y s’exprime aussi bien par d y que par y' (n°698); 
et puisque la dérivée de x est x' = I, ou dx = I, nous écri- 

d yrons pour marquer que la dérivée de y est prise relative

ment à la variable principale x, qui reçoit l’accroissement 
arbitraire h. On appelle dy la différentielle de y, expression 
synonyme de dérivée, et qui n’en diffère que par la notation 
quelle suppose. (V. p. 329.)

Changeant x en x+h dans (2), et désignant par k l’accrois- 
dz

sement de z, Z — z=k, on a k=dz/dxh + ... ; dès-lors pour 

que y devienne, 
dans l'equ. (3), la meme quantite faut changer z en z-\-kt 
savoir,

Le coefficient de k est ici la dérivée de y=φz, prise comme 
si z était seule variable et indépendante de x, ce qu’exprime 
notre notation.

Substituant pour k sa valeur, on a
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Donc (*)

Le 2e membre est le produit des dérivées des équ. (2) et (3), 
c’est-à-dire de Qz par rapport à z, et de Fx par rapport à x. 
La dérivée d'une fonction de z, lorsque z est fonction de x, est 
le produit des dérivées de ces deux fonctions.

Il est inutile de donner des exemples de ce théorème , qui a 
déjà été appliqué, n° 708, à la dérivée de z"’; il nous sera 
d’ailleurs très utile par la suite.

712. Il peut arriver que l’équ, jr=fx soit assez composée 
pour qu’il soit nécessaire d’y introduire deux variables z et w, 
représentant des fonctions de z; alors l’équation proposée 
jF== fx. . . (1) résulte de l’élimination de z et u entre ces trois 
équ. données

11 s’agit de tirer de celles-ci la dérivée delà première, comme 
si l'on eût changé x en x 4- h dans l’équ. (1). Cette transfor
mation faite dans les équ. (2) et (3), donne pour les accroisse- 
mens k et r qui reçoivent z et u,

Changeons donc z en z 4- k, et u en u 4- i dans l’équ. (4) ; et 
comme cette partie du calcul est la même, soit que k et i aient 
une valeur déterminée, soient qu’ils restent arbitraires, z et u 
y sont traités comme des variables indépendantes. Il est donc 
permis de changer d’abord z en z 4- k sans altérer u ; puis , 
dans le résultat, de mettre u 4-* pour u sans faire varier z.

(*) Observez que les dz ne s’entre-détruisent pas , parce que le dz qui di
vise dy indique, non-seulement une division, mais aussi que la dérivée ou 
différentielle dy est tirée de l’équ. y — <pz, comme si l’accroissement h était 
attribué à z, et non pas à x ; alors dz est = 1 : d’un autre côté, le multipli
cateur dz indique que la dérivée de z est tirée de l’équ. z — Fx, x ayant pris 
l’accroissement h , ou dx — i.

22 . .
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Ce double calcul conduira au même but que si l’on eût fait à 
la fois les deux changemens.

Mettant z-f-Æ pour z dans (z,n), «est assimile aux

autres constantes de l’équ., et y devient II

reste à substituer ici u + i pour u. Le ier terme y doit alors 
être considéré comme ne contenant qu’une seule variable u, et 
devient

Le 2e terme est pareillement une fonction de la va

riable «; mettant u -f- i pour u , le développement, commencera 
par ce même premier terme ( n° 6g4), en sorte (que la somme 
est

11 n’a pas été besoin de considérer les termes subsiéquens, parce 
que le but du calcul étant de trouver le coefliciient de A, les 
termes ia, P, ik. .. . donneraient des A2, h3.. . Substituons 
donc ici les valeurs ci-dessus de k et i, nous avons

Le coefficient de h est la dérivée cherchée, comme si on l’eût 
tirée directement de l’équ. proposée y =Jx, savoir,

La remarque de la note précédente s’applique ici.

7i3. S’il y avait trois variables dans la fonction transformée
il suffirait d’ajouter au 2e membre un 3e terme

de même forme et ainsi de suite.
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Donc, la dérivée d'une fonction corn posée de différentes 

fon ctions particulières, est la somme des dérivées relatives à 
chacune , considérée séparément et indépendamment l'une de 
l'autre, en suivant la règle du n° j 11. Il est visible que les dé
rivations des produits et des quotiens ne sont que des cas par
ticuliers de ce théorème (nos 703 et 707 ).

Soit on a en faisant

La dérivée de j-, u étant constante, est pour la

dérivée relative à iz, par les règles nos 707 et 708, 20. La somme

est la dérivée cherchée: donc

en faisant

prenant les dérivées successivement, en ne considérant qu’une 
variable z, u, ou Z, et ajoutant, on a

Lorsque les valeurs qu’on doit égaler à des variables z ,u... 
ne sont pas très compliquées, on préfère opérer sans le secours 
de cette transformation , en la supposant tacitement. C’est ainsi 
qu’on tire de suite de

714. Après avoir trouvé la dérivée en traitant cette fonc
tion de r selon les règles qui viennent detre posées, on en 
tirera la dérivée du 2' ordrejr": celle-ci donnera de même^/', 
puisj',v, etc.
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Pat exemple, y=x-1 donne y'=—x-2, y"=2x-3, 
y'''= - 2. 3x-4 etc.,y(n) = ±2.3... nx-(n+1).

De même donne,

Pour

715. I1 est facile maintenant d’appliquer le théorème de 
Taylor (A, n°699) à toutes les fonctions algébriques, c.-à-d. 
d’en obtenir le développement en série, selon les puissances 
croissantes de h, lorsqu’on y a changé x en x + h.

I. Soit y= x -1 ; nous venons de trouver y', y".... Donc

Ce développement est une progression par quotient (p. 234).

II. donne de même

III. Pour = √x; on trouve y',y''..., et substituant dans 
la série de Taylor, on a

IV. En général, y=xm donne le développement de la for
mule de Newton, quel que soit l’exposant m.
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Fondions exponentielles et logarithmiques.

716. Pour avoir la dérivée de y =fx=z ax, suivons la règle 
du n° 700 : il vient 

d’où , en divisant par

Le 1" membre de cette équation étant indépendant de x, le 2e, 
et en particulier le coefficient de h, doit aussi l’être: donc, 
y doit être composé en x, de telle sorte que, divisé par a*, le 
quotient soit une constante k t fonction inconnue de la base n, 
y' =. kax. Ainsi,

d’après la formule de Taylor. La constante k se détermine 
comme au n°6a5 : on pose x—t ; puis, dans a~ 1 A4...
on fait k = 1, et l’on désigne par e la base qui correspond , 
e = 2,711281828.. . Enfin, on pose kx = 1 dans la ire série ;

I

le 2e membre devient e, et l’on a ak = e, a — e * ; d’où

selon que le système des log. est quelconque, ou a pour base e, 
ou enfin a. Les notations convenues p. 244» sont ici employées: 
ln désigne que la base des log. est e, ou qu’il s’agit des log. 
népériens, etc. En un mot, le Calcul différentiel reproduit les 
séries démontrées n° 6a5, et par suite les conséquences qu’on 
en avait tirées.

717. Soit y — a1, z étant une fonction derr, z==/r: la 
règle n’ 711 donne y' = kat.z'= a’.z'l a\ z'se tire dez=/z. 
La dérivée d’une exponentielle est le produit de celle meme
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quantité par la dérivée de l’exposant, et par la constante k, 
qui est le log. népérien de la base.

718. Pour y=Logx, la règle n°700 conduit à 

en posant h = xz. Observez , comme n° 709, que z est indépen
dant de x, puisqu’en changeant convenablement l’arbitraire h, 
z peut demeurer constant lorsque x varie. Le 2e membre, et 
en particulier le terme y'xz, doit donc ne pas contenir x ; y 
est compose en x de manière que le produit y' x soit une cons
tante M, y'x = M. Ainsi, (n° 714),

Quant à la valeur inconnue de M, elle dépend de la base a 
du système. Soit t le log. de 1 +z, at= 1 + z =I+kt+1/2k2t2...;
d’où z= kt( 1 +1/2 kt....). Substituant dans la série de
Log (1 + z), nous avons , en supprimant le facteur commun t,

Cette relation doit subsister, quel que soit t, k et 37 conservant 
leurs valeurs constantes. Soitpris z=o, d’où t=0, puis I=Mk;

d’où

I1 estaisé de voir que M est ce que nous avons nommé le mo
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dule(p. 245), facteur constant dans un système de log., qui sert 
à traduire ceux-ci en log. népériens, et réciproquement. On re
trouve donc ici les mêmes séries et la même théorie que précé
demment.

719. Soit y= Log z, z étant une fonction de x ; on a (n° 711),

La dérivée du log. d’une fonction est la dérivée de cette fonction, 
multipliée par le module et divisée par cette même fonction. 
Le facteur M est 1, quand il s’agit des log. népériens (*).

720. Les log. servent souvent à faciliter la recherche des dé
rivées.

I. Soit y= ulvz.... ; on en tire 1y= lu + lt + lv + ...;

(*) On aurait pu tirer la dérivée de celle des exponentielles :y=az donne

• Réciproquement, de cette der

nière équ. on peut déduire la précédente , c.-à-d. la dérivée y' de ax.
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puis Multipliant par la proposée,

on a y', ce qui prouve que la règle n° 703 est vraie, quel que 
soit le nombre des facteurs.

II. y=z' donne ly = t. lz, 

donc

III. De

donne ly = tulz ; donc

Fonctions circulaires.

721. Cherchons la dérivée de y= sin x, le rayon étant 1 ; 
on a sin (x+-h) = sin x cos h +- cos x. sin h=y +-y'h+etc. ; 

d’où 2 cosx. sin h = 2y'h + etc., sin h = y/cosx h+etc.cosx
Le 2e membre doit ne pas contenir x ; ainsi le coefficient de h 
est une constante inconnue A, y'=A cos x, sin h=Ah +etc.; 

on en tire sin h/h = A+ etc.; et faisant décroître h, on voit que 

A est la limite du rapport du sinus à l’arc h, limite (n° 362) 
qu’on sait être = 1 ; ainsi A = 1, y' = cos x.

De même pour z = cos x,

cos (x +- h) = cosx.cos h +-sin x.sin h = z+-zh +etc.

En retranchant, on en tire 2 sinx. sin h=-2z'h +etc.;

puis sin h= -z/sinx h + etc.; mais on a trouvé sin h= h+ etc.;sin x —
r

en comparant, on a  = j , z' =— sin x.sinx

Une fois connues les dérivées de sin x et cos x, il est aisé de
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passer aux dérivées d’ordres supérieurs, et l’on trouve qu’elles 
se reproduisent périodiquement dans l’ordre

Le théorème de Taylor donne par conséquent

Faisons ensuite successivement x = o et = 9o°, nous trou
vons les mêmes séries que page 249 ; d’où résultent la forma
tion des tables , le rapport π du diamètre à la circonférence et 
les formules des n°s 628 à 635.

722. Pour y= sin z, on y = z'.cos z. 

Si y = cos z, on ay' = — z'.sin z.

La dérivée de la tangente d’un arc est le carré de la sécante , 
multiplié par la dérivée de l'arc fonction de x.

Pour y = cot z, on a y' = -z/sin2z.

Puisque √1/2(1-cosx) = cos 1/2 x, la dérivée de ce radical 
est —1/2sin 1/2 x ; c’est en effet ce que le calcul donne.

Soit on

De on tire

Pour , on puis
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donne . séc z: c’est la déri-

Pour on .

M. Legendre a donné dans la Conn. des Tems de 1819 des 
séries propres au calcul des log. de sin., cos. et tang.

Soit y = log. sin x ; appliquant le théorème de Taylor, et 
désignant par M le module, on a

Transposant log sin x, il vient, la diff. Δ entre ce log et celui 
de sin (x+h),

On trouve de même pour les diff.Δ, et Δ2 entre les log. des 
cos. ou des tang. de x+ h et de x ;

h représente ici la longueur de l’arc différentiel. (V. t.1, p. 366.)
C’est ainsi que pour avoir log sin 27°33' connaissant logarithme
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sin 27°3o', on fait h =arc de 3'=3 sin I'. Voici le calcul :

Le 3e terme ne produit rien quand 
on ne prend que 7 décimales .

Cette méthode est surtout utile lorsqu’on veut calculer les log. 
avec une grande approximation.

723. Supposons que x soit le sinus d’un arc y; ce qu’on 
écrit ainsi :

La variable x qui reçoit l’accroissement h, n’est plus l’arc, 
mais bien le sinus. Or l’équ. x = sin y donne

Pour on a donc

Pour on aurait

Prenons,

et puisque

Ainsi, la dérivée d'un arc, exprimée par son sinus, est 1 di
visé par le cosinus ; celle d’un arc exprimée par son cosinus, 
est — 1 divisé par le sinus ; enfin, celle d'un arc exprimé par 
sa tangente, est 1 divisé par 1+ le carré de cette tangente.

Si le rayon, au lieu d’être 1 , était r, on aurait, en rendant 
les formules homogènes ( n° 347, 20.),
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Dérivées des Équations.

724. En résolvant l’équ. F(x,y) = o sous la forme y=fx,
il serait facile d’en tirer y', y'',y'". . : mais cette résolution, 
qui est rarement possible, n’est nullement nécessaire; car met
tons, pour y, sa valeur fx dans la proposée;il en résultera une 
fonction de x identiquement nulle , que nous désignerons par 
z = F(x,fx) =0; les dérivées z', z", z"'... seront nulles 
(no 704). Or, pour obtenir z', il convient, d’après ce qu’on a 
vu n° 712, de simplifier l’expression compliquée F(x, fx), 
en égalant à y le groupe de termes fx, et d’appli quer la règle 
de ce n° à l’équ. z = F(x,y) = 0, qui est la proposée même. 
Donc

Ces deux termes sont des fonctions connues de x et y, qu’on 
nomme Différentielles partielles. Par exemple , de l’équation 

— r2= z = 0, on tire

De même x2+y2—2rx=r2 donne

720. Il est vrai que y' est exprimé en x et y, et non en x 
seul, comme cela serait arrivé si l’on eût résolu l’équation 
F(x ,y) = o. Si l’on veut déduire y' en x seul, il reste à éll- 
miner y entre l’équ. z = o, et sa dérivée z'= o.

C’est ainsi que , dans le premier exemple, on a x2 + y2 = r2,

Celte élimination , qui est rarement utile , élève y' au degré 
même où se trouvait y dans la proposée z=o; car quand il y a
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n valeurs de y=fx, comme le calcul de la dérivation laisse dans 
y' les mêmes radicaux que dans fx (n° 710), y' a aussi n va
leurs. Si y' n’est qu’au 1er degré dans z' = o, cela vient de ce 
que y s’y trouve aussi, et comporte les mêmes radicaux que 
l’élimination de y doit reproduire.

726. L’équ. z'= o renferme x t y' et y, qui sont des fonc
tions de x. Le raisonnement du n° 724 prouve qu’on peut en 
tirer l’équ. z" = o, en regardant y et y' comme contenant x, et 
appliquant la règle n° 712. La notation dont on s’est servi de

vient alors plus étendue. Par ex. signifieront

que dans la première, la dérivée est prise d’abord en considé
rant x comme variable, et qu’on a pris ensuite la dérivée du 
résultat relativement à y; dans la deuxième, on prend les dé
rivées trois fois successives : deux fois par rapport à x, et une 
fois pour y. Du reste, il suit de ce qu’on a dit (n° 712), que ces 
dérivées peuvent être prises dans tel ordre qu’on veut: dans le 
2e cas, on pourrait, par ex., les prendre par rapport à y, puis 
deux fois pour x, ou bien une fois pour x, une fois pour y, et 
enfin une pour x. (Voy. n° 743.)

D’après cela, l’équ donne

Cette équ. du Ier degré en y" donnera y" exprimée en x, y et y'; 
on pourra éliminer y' à l’aide de l’équ. z' = o ; et si l’on veut 
chasser y par l’équ. z = o, alors le degré dey" s’élèvera.

Le dernier ex. n° 724 (2ax2 — 3ay2) y' + 4x3 + 4axy =0 , 
en prenant les dérivées relativement à x, y et y', comme va
riables indépendantes, donne

727. Si la proposée z = o renferme un terme constant, il 
disparaît de la dérivée z' = o, comme on l’a vu n° 702. Ainsi,
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x2+y2 = r2 donne x+ yy' = o. qui est indépendant der, et 
ex prime une propriété commune à tous les cercles dont le centre 
est à l’origine. Il est même permis de chasser telle constante 
qu’on veut, en l’éliminant à l’aide des e'qu. z=o, z' =o, sauf 
à faire reparaître celle qu’on aurait chassée d’abord.y=ax+b 
donne y' = a, qui ne contient pas b ; et chassant a, on a........
y =y'x+ b , qui est indépendante de a.

La dérivée du 2e ordre perd une 2e constante; celle du 3e 
ordre, une 3e constante, etc., et le résultat exprime ainsi une 
propriété de l’équ. proposée, quelles que soient ces constantes. 
y2  = a—bx2 donne yy' = — bx,yy''=—b ; et chas
sant b, il vient cette équ. dégagée de a et b,yy'=(yy"+

On peut encore chasser une constante c, en résolvant la pro
posée z=o, sous la forme c=f(x,y), et différenciant. 
Commeles deux procédés doivent conduire à des résultats équi- 
valens, et que celui-ci introduit des radicaux dépendans du de
gré de c, il est visible que si l’on préfère éliminer c entre les 
équ. z = o,z'= o, le degré dey' doit s’élever. Par ex., 

donnent

728. On voit donc que toute dérivée de l’ordre n, de l’équ. 
z = F (x, y) = o, ne doit contenir y(n) qu’au Ier degré; quand 
il en est autrement, l’équ. ne provient pas d’une dérivation 
immédiate, mais de ce qu’on a éliminé quelque constante, 
ou x, ou y, à l’aide de l’équ. proposée.

Changement de la Variable indépendante.

729. Toute question générale, traitée par le Calcul différen
tiel, conduit à une expression en x, y, y',y" . , telle que

Lorsqu’on veut l’appliquer ensuite à un ex. proposé y=Fx, 
il faut tirer (y'), (y'') substituer dans ψ et cette fonction
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n’est plus exprimée qu’en x. Les crochets ( ) sont mis pour in
diquer que x est variable principale, et reçoit l’accroisse
ment h. Mais il peut arriver qu’au lieu de y = Fx on donne 
deux équ. qui lient y et x à une 3e variable t.

Il faudrait donc éliminer t entre ces deux équ. pour obtenir 
y = Fx, en tirer (y'), (y”),... et substituer dans ψ. Ce calcul, 
ordinairement long, ou même impossible à effectuer, n’est pas 
nécessaire; il suffit d’exprimer la fonction ψ en t, à l’aide des 
équ. (a) et de leurs dérivées φ',f'...: celles-ci ne sont plus
prises par rapport à x, mais bien à t, devenue variable indé
pendante. Proposons-nous donc de modifier la fonction don- 
néeψ, pour l’amener à renfermer t,φ',f'.., au lieu de x,y,(y')...
Soient h, k, i les accroissemens que prennent ensemble les va
riables x, y, t :

Ces dérivées se rapportent aux fonctions respectives F, φ, f ; 
est la dérivée de Fx relative à x ; y' et x' sont celles des 

équ. (a) par rapport à t, ou

La fonction ψ est donnée en (y'), (y")..., et l’on veut la 
traduire en x',y’,x'',y''..., qui sont des fonctions connues de t.

Égalant les valeurs de k, puis mettant pour h la série (3), en 
se bornant aux deux premières puissances de h, on a

et comme i est quelconque (n° 6I6),

Donc, pour exprimer ψ en t seul, il faut y substituer à
T II. 23
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On peut tirer (y"), (y''')... de la valeur de (y'), qui est le quo
tient des dérivées relatives à t, tirées des équations (a) ;

Car (y') représente une fonction

de x, (y') = F'x, qu'on peut à son tour regarder comme une 
fonction de t, telle que (y')=φtt, puisque x = f t.

Qu’on raisonne de même pour ces trois dernières e'qu., on en 
conclura que (y") doit être le quotient des dérivées de 0.

relatives à t. Or, celle de donc, en

divisant par x' dérivée de ft, on retrouve l’expression D ci- 
dessus de (y''). Pareillement, la dérivée de cette valeur de(y") 
étant divisée par x', donne

et ainsi des autres. On peut donc employer ϯ de trois manières:
Io En éliminant t entre les équ. (a), tirant (y'), (y").....

de . résultante y = Fx ; enfin, substituant dans ϯ ;
2°. En mettant dans ϯ pour (y' ),(y'')...,leurs valeurs (D),

(E)..., ce qui exprime ϯ en x,y,y',y''..., et par suite en Z, à
l’aide des équ. (a) et de leurs dérivées;

3*.  Enfin , en formant en fonction de t la fraction (y' )=y' /y' ,

puis prenant les dérivées relatives à Z, divisant chaque fois par 
x' ou f't , et enfin substituant dans ψ les valeurs ainsi obtenues 
pour (y'),(y'')...

730. Soit r une fonction donnée de t, r=ft supposons que 
les e'quations (a) soient x = cos t,y=rsin t (*);  d’où

(') Ces équ. sont celles qui transforment les coordonnées de rectangulaires 
en polaires (n° 385) : lorsqu'une formule différentielle ϯ aura été trouvée 
pour le ier système, le calcul suivant la réduira à être propre au 2Θ. C’est ce
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etc.........

Substituant, dans ϯ, d’abord les expressions (D) qui y intro
duiront y', x',y"..., au lieu de (y'), (y")..., puis celles que 
nous venons d’obtenir, il n’y entrera plus que t et r, r', r"..., 
qui sont connues en t, par l’équ. r = ft. Par ex., si

d’après la valeur (D) de (y') : et comme celles de x' et y' don- 
nent y'x—x'y=r2,yy'+xx' = rr' (cette équ. est la dérivée

de x2+y2 = r2) , on trouve enfin ϯ = r/r'. 

Pareillement, soit 4

on a

donc

ϯ est donc connu pour chaque valeur de t, puisque les for
mules seront exprimées eu t seul, lorsqu’on aura r = f t.

731. Quand ϯ a été ainsi transformé, t est variable indé
pendante; et si l’on veut que x soit remis dans son état pri
mitif, il suffira de poser x'=I, d’où o = x" = x''' = .... ; 
car y' redevient (y') , et par suite y" se change en (y"), etc. 
C’est ce qu’on peut vérifier sur nos exemples.

Une fois que ϯ est généralisé et convient à la variable princi- 

qui a lieu pour les valeurs suivantes de ϯ : l’une exprime la tang. de l’angle β, 
que fait un rayon vecteur avec la tang. à une courbe quelconque, l’autre en est 
le rayon de courbure (n°s 724, 733). Ces expressions sont donc, par notre 
calcul, traduites en coordonnées polaires.

23. .
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pale Z, il est indifférent que x l’ait été originairement, et l’on 
peut supposer que c’était quelque autre variable u qui était in
dépendante. Or, en faisant x'= I, on exprime que la variable 
principale est x ; donc t'= I établit la même chose pour t : la 
condition qui exprime que t est variable principale , est t'=l; 
d’où o=t"=t'"... on dit alors que la différentielle de t est cons
tante. Lorsque ϯa été généralisé pour convenir à toute variable 
principale , aucune différentielle n'y est constante.

Puisque la série (3) p. 353, dérive de l’éq. x=ft,x' désigne 

et x' = I montre que la différentielle de x relative à une 
dt
3e variable t quelconque, est constante. De même , si l’on pose 
l'=I ,pour que t devienne variable principale, il faut entendre 
que la dérivée de t, relative à une autre variable u, est constante.

Voici l’usage de cette proposition.

732. S’il arrive que ϯ ne contienne pas x, ϯ=[y,(j' 
l’équ. x = f t n’est plus nécessaire, et il suffit d’en avoir la dé
rivée x'=f''t, car les relations (D) n’introduisent pas x dans ϯ, 
mais seulement x',y',..., et les calculs précédens sont faciles. 
Or, si cette équ. dérivée donnée contenait Z, au lieu de x, pour 
variable dépendante, qu’on ait, par ex., F(t,t',x)= o, il fau
drait d’abord généraliser cette équ., pour qu’aucune différen- 

z' , tielle n’y soit constante , en mettant  pour t' ; puis taire t'=I, 

pour rendre t variable principale; ce qui revient à remplacer de
 suite z par

Supposons, par ex., que les équ. (a) soient y = φt, y=t', 
la dérivée étant ici relative à x; pour qu’elle le devienne à Z, 
on fera

Quand ϯ aura été généralisé par les relations (D), on y intro-
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duira ces valeurs, et ϯ se trouvera exprime' en t, et en dérivées 
relatives à t, si x n’y entre pas. C’est ainsi que

On voit que ϯ sera exprimé en fonction de t, puisque y', y'' 
ont des dérivées relatives à Z, qu’on tire de y=φt; ϯ sera donc 
connu pour chaque valeur de Z.

De même, si les équ. (a) sont y= φt, t'2 = I +(y')2, les
dérivées étant relatives à x, on change celle-ci en t'2=x'2+y'2; 
posant t = I, la variable indépendante est t, et l’on a.........
x'2 +y'2 = I ; d’où x'x" + y' y'' = o. Notre valeur de ϯ gêné- 

y' 
ralisée devient donc, en éliminant x" ou y ", ϯ = x/y'' =-y/x''.

Pour obtenir ϯ en fonction de t, il ne reste plus qu’à tirer de 
y = φt, les dérivées y',y'', relatives à t, puis x' = √(I—y'2), 
et substituer dans ϯ= x' : y''. Si au lieu de y =φt, on eût 
donné x = f t, on aurait opéré de meme sur la 2e valeur de ϯ

Prenons encore x étant variable principale. et

où l’on veut que t le soit à son tour, et que t'2= I+ (y')2; les 
formules D, E donnent, après avoir multiplié haut et bas par x'5,

de x'2+y'2= I,on tire x' x"+y'y''=o,x'x'''+y'y'''+y''2=o
Éliminant de cette dernière x", puis y'2, à l’aide des deux pré

cédentes , on trouve Par là l’expression

ϯ devient enfin

733. Quelques démonstrations peuvent être simplifiées par
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ces principes. Si l’on a l’équ. y =fx (*),  et ses dérivées (y),(y'), 
relatives à x, et qu’on veuille trouver les dérivées de x = φy 
relatives à y, sans résoudre la première équation, on fera 
y' = I, o = y" s= y"'... dans les équ. (D), c.-à-d. qu’il suf

fira de poser |

Par exemple, y = ax donne (y') = kax : on en tire

dante. Il est visible qu’on a ainsi la dérivée de x = Log y. 
Pour y = sin x, on a (y') = cos x; donc, on trouve

Enfin, de y= tang x on tire la dérivée de x=arc (tang=y) :

734. Pour généraliser une fonction ϯ du 1er ordre, on change

en supprimant le diviseur commun de dt; mais en conservant 
le souvenir que, dans le 2e membre, dy et dx désignent des 
différentielles prises relativement à t. Donc, quand une fonction 
dérivée ϯ est du Iet ordre, et qu'on l'a exprimée par la notation

(*)  Ceci peut se démontrer directement ; car soient k et h les accroissemens 
que prennent ensemble y et x ; 

d’où

puis
Enfin, on a les valeurs de y' y'' ....

www.rcin.org.pl



SÉRIE DE TAYLOR FAUTIVE. 359

différentielle cl, elle ne devra éprouver aucune altération lors
qu’on voudra changer de variable indépendante ; seulement 
les cl y, dx... quiy entrent désigneront les différentielles rela
tives à cette nouvelle variable. C’est ce qui rend la notation 
différentielle très commode dans le Calcul intégral, et dans 
toute opération où l’on est conduit à changer de variable prin
cipale, pourvu qu’il n’y entre que des dérivées de Ier ordre.

Soit y — s*n cosz.z', revient à dj- = cos z.dz ; d’où

ce calcul est préférable à celui du

n° 733, pour obtenir la dérivée de l’équ. z =arc (sin = y').

Au reste , l’avantage dont nous parlons n’a plus lieu pour le 
2e ordre, car la 2* formule (Z?) devient

Ici les dérivées sont relatives à une troisième variable t, dont 
on suppose que x et y sont des fonctions données. Il suit des 
principes d’où nous sommes partis, que le ier membre n’est 

d y
autre chose que la dérivée de qu’on divise ensuite par dx; 

et qu’en considérant ces dj'ct dx comme des fonctions de t, on 
peut poser (n° 729, 3°.) 

en sorte qu’il est bien facile de retrouver les équ. (D), (fi1)..., 
et même de les conserver dans la mémoire.

Des cas où la Se'rie de Taylor est en défaut.

735. La formule (^, n” 699) peut ne pas être vraie, quand 
on mettra pour x un nombre a; car y—fx, devenant f(a -j~ h) 
lorsqu’on change x en a A, il se pourra que, x étant engagé
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sous des radicaux , la valeurs -f- k, qu’on mettra pour x, laisse 
7z sous quelque radical, parce que les constantes de la fonction 
f auraient détruit a : ainsi h aurait des puissances fraction
naires. On sent d’ailleurs que ne contenant d’autre
variable que 7z, n’est pas toujours développable suivant les 
puissances entières et positives de h. C’est ainsi que cot 7z, log h... 
ont des exposans négatifs pour A, puisque h = o les rend in
finis.

De même donne .ou

Enfin, devient

Jusqu’ici nos règles ont été sans exception, parce que x a 
conservé sa valeur générale; mais quand nous voudrons appli
quer ces règles à des cas particuliers où x sera un nombre 
donné, il se pourra qu’accidentellement on tombe sur une ex
ception du théorème de Taylor ; il convient de trouver des ca
ractères qui annoncent cette circonstance, et d’apprendre ce 
qu’on doit faire alors pour trouver la vraie série de f(a 4- h).

■j36. Ordonnons, suivant 7z, le développement de f(a 4- A) ; 
m étant la moindre puissance fractionnaire de 7z, comprise 
entre les entiers l et 14- 1 ; on a

Si m est négatif, Mh'n est le 1" terme de la série. A,ByC. .. 
sont en général, des constantes finies et inconnues.

Puisque cette équ. a lieu , quel que soit A, prenons les déri
vées relatives à cette variable :
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En faisant h = o , on trouve

Les coefliciens A ,B... L sont donc les valeurs que prend fx 
et ses dérivées , lorsqu’on y fait x — a, précisément comme 
dans la série de Taylor. Mais à chaque dérivation , le Ier terme 
disparaît, parce qu’il est constant; à la Ie dérivation, on ob
tient L ; à la (/-f- i)', on a 

et comme m est une fraction <^Z r, ce Ier terme a un expo
sant négatif, et Æz=o donne /'<,+9a=oo. A partir de 
toutes les dérivées sont de même infinies, parce que cet expo
sant reste sans cesse négatif (n° 708, 20.).

Donc, i°. si la valeur or ne rend infinie aucune des fonc
tions J-, y', y". .., le développement de Taylor n’est pas fau
tif (n° 699).

20. Si Tune des fonctions y, y', y"... devient infinie pour 
x = a, toutes les suivantes le sont aussi; le théorème de Taylor 
n’est fautif qu’à partir du terme qui contient la première dé
rivée infinie ; h reçoit en ce lieu un exposant fractionnaire:

3°. Si j- est infini, y', y" ■ • • le sont aussi, et h a des puis
sances négatives.

4°. Pour y= x™, comme la dérivée de l’ordre n est de la 
forme Axm~n, qu’aucune valeur de x ne rend infinie, si ce 
n’est x = o, quand m n’est pas entier et positif, on reconnaît 
que la formule du binôme (x -f- A)m n’est jamais fautive (ce cas 
excepté). On en dira autant des séries de a*, Log (i-f-or), sin x 
et cos x.

737. Il reste à trouver le développement qui doit remplacer 
la partie fautive, quand ce cas existe : à cet effet, changez x 
en a -\-h dans fx, et faites le développement de f(a -f- h) à 
l’aide des séries connues. Par ex.,
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x = a rend y' infini ; dlonc y'',y'''... le sont aussi,et h doit 
avoir un exposant entre o et I dans le développement de 
Y = f (a+h): le Ier terme est y =c. Qu’on change en effet

Soit encore 

d’où

x=a donne y=c+a, y'=I ; les autres dérivées sont infinies. 
Le développement de f(a + h) commence par (c + a) + h, 
les autres termes ne procèdent plus selon h2, h3... En effet, 
mettons a +h pour x, y devient

738. Lorsqu’on a trouvé les divers termes non fautifs de la 
série Y, pour obtenir les suivans, retranchez de f(a+h) la 
partie connue, le reste étant réduit, sera une fonction S de h, 
qu’il s’agira de développer en une série qui ne procède plus se
lon les puissances entières de h.

Soit A la valeur de S pour h = o ; on a S= A+Mhm,

m étant la plus haute puissance de h qui divise S — A, afin 

que le quotient M = S-A/hm ne soit nul, ni infini, pour h=o. 

Cette condition fera connaître le nombre m, et la fonction M 
de h. De même on fera h = o dans M, et B étant la valeur que 
prend alors M, on posera M = B + Nhn, et l’on trouvera n 
et N et ainsi de suite. Donc, 

sera le développement demandé. Si S doit avoir des puis
sances négatives de h, on fera h=h'-1, et l’on développera 
selon h'; on changera ensuite les signes des exposans de h'. 

( Voyez les fonct. analyt.f nos II et I20.)

www.rcin.org.pl



SÉRIE DE TAYLOR FAUTIVE. 365

■j3gh Examinons ce qui arrive, lorsque x = a cliaSse un 
terme P de la fonction fa* P a pour facteur quelque puissance 
m de x — a ( n° 520), ouP= Q ( x —a)m.

i°. Si m est entier et positif, la dérivée m‘ contient un terme 
dégagé du facteur x — a, puisque l’exposant s’abaisse succes- 
sivem ent jusqu’à... 2, I, o ; ainsi le facteur Q, qui a disparu de 
toutesles dérivées , reparaît dans la m* et les suivantes : le théo
rème de Taylor n’est pas fautif, et il ne se présente ici rien de 
particulier. Soitjr =(x—à)*.(x— b) — ax'1-, on a

2°. Quandm est une fraction comprise entre Z et i, x~=a 
fait disparaître Q de toutes les dérivées ; celle de l’ordre l-\- i 
prenant le facteur (x — l’exposant est négatif, la dé
rivée infinie, et la série de Taylor fautive à partir de ce terme ; 
et en effet, puisque le radical indiqué par (x— a)m disparaît 
de toute la série , et reste cependant dans /'(a -f- h), les deux 
membres n’auraient pas autant de valeurs l’un que l’autre, si 
h ne prenait ce même radical.

Ainsi 

donne

Voyez aussi les exemples, n°* 735 et 737.

3°. Si m est négatif, P et toutes ses dérivées, ayant x — a 
au dénominateur, sont infinis pourxr=a, et le développe
ment de Taylor étant fautif dès le Ier terme, h a des puissances 
négatives. C’est ce qui arrive pour

7^0. Supposons que x = a fasse disparaître de y un radical 
qui subsiste dans y'f c.-à-d. que la ir* puissance de x — a soit 
facteur de ce radical ; pour x == a, y' se trouve avoir plus de
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valeurs que j-, à cause du radical, qui n’existe que dans y . 
En élevant l’équ. y —fx à la puissance convenable, on pourra 
détruire ce radical, qui n’entrera plus dans l’équ. z=F(r, r)=o.

Prenons la dérivée et substituons

a pour x, et pour y la valeur unique dont il s’agit ; les coefti- 
ciens deviendront des nombres A et B , savoir, A -f- By — o. 
Mais par supposition, y' a au moins deux valeurs correspon
dantes « et /3, savoir, A -J- B» — o, A -f- Z>/3 = o; donc

— £) = o,ou£ = o et^=o, puisque a est différent 
de £. Donc notre équ. dérivée de z = o est satisfaite d’elle- 
même et indépendante de toute valeur de r' :

Passons à l’équ. dérivée du 2e ordre (n° 726), qui a la forme

le ier terme disparaît ; et comme M,Net L sont des fonctions 
de x et y sans radicaux, l’équ. My'* -f 2 Ny'4- L = o fera con
naître les deux valeurs de y , attendu que M,N et L sont des 
constantes connues : à moins qu’il ne dût y avoir plus de deux 
valeurs de y', contre une de y, pour x = a-, car M et L de
vraient se trouver nuis ensemble, et il faudrait recourir àl’équ. 
du 3e ordre, y" et y'n s’en iraient, parce que leurs coefliciens

étant qui sont nuis, y' entrerait alors au
cube.

En général, on doit remonter à une dérivée de l’ordre du ra
dical que x ~ a chasse de y.

Soit, par ex.,

Mais la proposée
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revient à

Chaque membre devient nul quand x=y=a. La dérivée du 
2e ordre est

qui donne (y'— I)2 = a — b, et la même valeur de y' que ci- 
dessus.

De même donne
quand x= a. Mais si l’on chasse le radical, et qu’on prenne 
les dérivées des trois premiers ordres

x=a et y = o satisfont aux trois premières équ., et la 4e donne

comme ci-devant.
Si le radical disparaît de y et y', mais reste dans y", (x—a)2 

est facteur de y et y', qui ont un égal nombre de valeurs, tan
dis que y"en a davantage, pour x=a. Si donc on fait évanouir 
le radical de la proposée y=fx, et qu’on cherche y" à l’aide 
de la dérivée du 2e ordre de l’équ. implicite z = o, elle devra 
donner y" = °/°, comme se trouvant satisfaite d’elle-même. 
On passera aux dérivées 3e, 4e..., qui seules peuvent faire con
naître y".

On raisonne de même quand (x — a)3 est facteur d’un radi
cal dans y=fx, etc.

Par exemple, y = x+(x—a)2 √x, quand x = a, donne 
y=a, y'=I, y'' = ±2√a : mais la proposée revient à

d’où
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Quand x=a, on trouve jr — a; tout se détruit dans l’équ. du
1er ordre ; celle du 2e donne j''= i ; la suivante est o=o, et
enfin la dernière donne jr" — ±.2\/a.

Limites de la Série de Taylor.

Prenons un terme Ah* de la série a. étant
positif; ce terme et tous ceux qui suivent ont une somme de la 
forme h*( A4-Bhfi} (n° 738). Or, A -f- Bhfi se réduit à A lors
que h est nul, et croît par degrés insensibles avec le facteur h : 
si h est très petit, A l’emporte donc sur Bhft. Ainsi, on peut 
prendre li assez petit pour qu’un terme quelconque de la série 
f(a 4- h) surpasse la somme de tous ceux qui le suivent.

742. Quand a croît et devient a-\-h, fa peut être de 
nature à augmenter ou à diminuer, h étant positif. Dans la 
série fa 4- h)—fa 4- hf a... comme on peut prendre h très 
petit, le signe de fa détermine celui du développement de 
fa -J- 7t) —fa\ si fa est positif, fa est donc croissant ; le 
contraire arrive quand fa a le signe—. C’est ainsi que sin a 
croît jusqu’à go°, pour décroître ensuite, parce que la dérivée 
cos a est positive.dans le Ier quadrans, négative dans le 2e. 
Donc, si f'x reste positif depuis x = a jusqu’à x=a-f-b, sans 
devenir inf ni, fx va croissant dans toute cette étendue.

Que dans f(a4-h) on fasse croître h de zéro à b, et que 
et a + h=q soient les valeurs qui donnent le 

moindre et le plus grand résultat : 

seront positifs : or, ce sont les dérivées, relatives à h, de (*)

(*) F(x-|-A) devient Fz, quand on pose x-j-h — zj prenons la dérivée re
lative soit à x, soit à h, comme z'=i, elle sera également F'z ( n° 712). On 
peut donc supposer F'(x-^h') provenue indifféremment de la variation de 
x ou de h dans F(x-^-h). Ainsi, quoique nous considérions ici des dérivées 
relatives à A, elles se trouvent être les mêmes que si on les eût prises pour x, 
et fait ensuite x=a.
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Ces fonctions doivent donc croître depuis à=o jusqu’à h-=^b ; 
et comme h—o les rend nulles, elles sont positives dans cette 
étendue, ou 

ce serait le contraire si h était négatif : doncfa 4- 
un nombre compris en tre bfp et hfq, c’est-à-d. que si l’on borne 
la série f(a -f- li) au seul premier terme fa, l'erreur est > lif ’ p 
et < lif ’q.

Admettons maintenant que la série de Taylor ne soit pas fau
tive dans ses trois 1e" termes + u4"^
Soient /> et 7 les valeurs moindre et plus grande que reçoit 
f (a-f- A), depuis h=z o jusqu’à 7z = 6 ; dans cette étendue, les 
quantités 

sont positives, ainsi que leurs primitives

puisque h=o les rend nulles. Il faut en dire autant des primi
tives de ces dernières, qui sont

donc

A étant un nombre compris entre f"p et f"q. En bornant la 
série de Taylor aux deux premiers termes, P erreur est donc 
comprise entre les limites -li'f "p et i- h’f ffq.

En général, si l’on arrête la série de f(a au terme 
qui précède à", l’erreur sera comprise entre les produits de 

A»
----- -  par fWp et fWq, ou par des nombres, l’un plus 

grand que la i”, l’autre inférieur à la 2 e de ces quantités ip et q 
sont les valeurs dex4~^> qui rendent j"{x-\-h} le plus petit 
et le plus grand dans l’étendue comprise de h = o à h quelcon
que. Mais il faut qu’aucune des fonctionsfx, fx,. . .fWx ne 
devienne infinie depuis x — «jusqu’à x = a + h.
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Et puisquep et q sont des valeurs intermédiaires entre a et 
. r n hn. f(n') (aj) . ,a + h , 1 erreur est —-— ------, i étant un nombre convena-i .2.3...n J

blement choisi et inconnu. On peut donc poser exactement, 
pourvu qu’aucune des dérivées ne soit infinie,

Nous avons ainsi une nouvelle démonstration de la série de 
Taylor, et nous savons mesurer l’erreur qu’on commet en l’ar
rêtant à un terme désigné, ou obtenir une expression finie qui 
en soit la valeur.

Par e 
la plus petite et la plus grande valeur répondent à 7r=o et h 

quelconque. Les limites de l’erreur sont les produits de 

par ax et a1"*"*. Pour aft, ces derniers facteurs sont i et ah.

Pour , les limites sont

Enfin, donne l’erreur
est donc entre ces limites

Développement des fonctions de plusieurs Variables.

743. Soit z une fonction de deux variables indépendantes 
x ely, z y) ; proposons-nous de changer x en x 4- h ,
y en y 4- k , et de développer selon les puissances de ces ac- 
croissemens arbitraires h et k. Opérons comme nous l’avons 
fait n° 712; au lieu de faire à la fois ces deux changernens, 
mettons d’abord x \-h pour x, sans faire varier y; z, considérée 
comme fonction d’une seule variable x, deviendra
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Dans ce résiltat, mettons partouty-\-k pourjr, sans changer 

x. D’abord 1< 1er terme z deviendra

De même, représentons par u , la fonction de x et y désignée 

parÉï.. en Mettant y -f- k pour y, u se changera en...........

Ainsi, remettant pour u sa valeur

deviendra

deviendra

ainsi de suite. En réunissant ces diverses parties, on a

Le terme général est

Il est visible qu’on aurait pu changer d’abord y en J--J- k, 
puis dans le résultat x en x -f- Ji. Mais par là on aurait obtenu 
une scrie de forme différente de la première, qui aurait dû lui 
être identique : toutes les dérivées relatives à x auraient précédé 
celles de y. Il suffit, pour y parvenir, de changer ci-dessus 
y en x, et À- en k, et réciproquement. L’identité de ce nou-

T. II. 24

www.rcin.org.pl



57O CALCUL DIFFÉRENTIEL.

veau résultat avec le précédent, donne, en comparant terme 
à terme,

Concluons de là que lorsqu’on doit prendre les dérivées succes
sives d’une fonction z relativement à deux variables, il est in
différent dans, quel ordre on fera celte double opération.

la dérivée de la ire, par rapport à j-, ainsi que celle de la 2e, 

relativement à x, sont également-------- .

Les dérivées du 2e ordre sont

donc est à la fois la dérivée de la 1”, relativement ày,

et la dérivée du 2e ordre de relativement à x ; est la dé

rivée de par rapport à x, et aussi celle du 2’ ordre de 

par rapport à y ; et ainsi des autres.

744- Puisque x y sont indépendans dans l’éqi. z~f{xy\ 
on peut en prendre la dérivée relativement à x seul, ou à y ; dé
signons par p et q les fonctions connues de x ety, qu’on trouve 

pour ces dérivées respectives, — ==/,> = ^ais Y

avait une dépendance établie entre y et x, telle que y~^x^ 
ces différences partielles ne pourraient plus être pisés à part, 
puisque la variation de x en traînerait celle dey. Pour renfermer 
ces deux cas en un seul, on a coutume de suppo.'er que cette

www.rcin.org.pl



"ONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 5yi

relation y = <px existe, et la dérivée se met sous la forme 
dz=z/?d.T — qdy (n° 724) ; mais comme on laisse cette fonc
tion <p' arbitraire, il faudra y avoir égard dans les usages aux
quels cette e'qu. sera réservée. Si la question exige que la dé
pendance soit établie, de y=(?x on tirera dj-= j*'dx, et 
substituant on aura dz = (p -^-gy'') dx. Si la dépendance 
n’existe pas, l’équ. différentielle se partagera d’elle-même en 
deux autres : car dz représente la différentielle de z prise rela

tivement à x et y ensemble, ou et, comme

l’équ. subsiste quel que soit Qx, ou sa dérivée y', on aura

donne

équ. qu’on partage en deux autres

donne

d’où l’on tire

Soit en général u = o, une équ. entre les trois variables 
xt y et z; si l’on a en outre une autre relation z= F(x, y), 
on ne doit plus considérer dans la proposée qu’une seule va
riable indépendante; ainsi l’on a (n° 713)

d’où

parce que z = F(.r, y) donne dz=pdx-[-qdy. On tirera donc 
24.
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d*-
aisément la valeur de , qui est la dérivée qu’on aurait ob

tenue en éliminant z de l’équ. u = o.
Mais s’il n’y a aucune autre relation que u = o, on en pourra 

supposer une, pourvu qu’elle demeure arbitraire ; en sorte que 
notre équ. se partagera en deux autres, à cause que y est 
quelconque, 

où p et y sont les dérivées ou différentielles partielles de z rela
tives àx et y. C’est, en effet, ce qu’aurait donné l’équ. u — o, 
si l’on y eût regardé tour à tour y et x comme constàns, ainsi 
qu’au n° 724; l’équ. (1) est donc la dérivée de u — o, qu’il y 
ait ou non un autre dépendance entre les variables x, y et z.

Il est inutile d’insister sur les dérivées des ordres supérieurs, 
et il est évident qu’on pourra différentiel- chaque équ. du 1er 
ordre, soit par rapport à x, soit relativement à y, ce qui en 
donnera trois du 2e ordre : et ainsi des autres ordres.

On pourra aisément trouver le développement des fonctions 
de 3,4. .variables suivant les puissances de leurs accroisse- 
mens, puisqu’il ne s’agira que de répéter les mêmes opérations 
séparément pour chaque variable.

745. Nous avons dit que la dérivée d’une équ. entre deux 
variables peut servir à l’élimination d’une constante. Il se pré
sente quelque chose de plus étendu dans le cas de trois va
riables : c’est ici le germe du calcul aux différences partielles, 
devenu si célèbre par ses applications à la Mécanique, à l’As- 
tronomie, etc.

Soit z=.fty t désignant ici une fonction connue de deux va
riables, t = F{x,y}. Les dérivées relatives à x ety séparément 
sont (n° 711) 

la fonctionf't est la même de part et d’autre, et les dérivées

www.rcin.org.pl



FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 3^3

, sont supposées connues enxetj”. En divisant,/'t dis-

paraît, et l’on trouve relation qui exprime

que z est une fonction de z, z=ft, quelle que soit d’ailleurs la 
forme de cette fonction f.

Par exemple, | donne

d’où
Or, de quelque manière que entre dans la valeur de z,

cette dernière équ. demeurera la même; elle s’accordera avec

D’où il suit que toute fonction de xa -f- j-a doit être un cas par
ticulier de l’équation aux différentielles partielles py—qx=o.

De mêmej-— bz—f{x—az), lorsqu’on différentie séparé
ment par rapport à z et x, puis àz et j-, donne

Éliminant/’, on a ap 4- bq-=. i pour l’équ. aux différentielles 
partielles de la proposée, quelque forme qu’ait d’ailleurs la 
fonction f.

En traitant de même ou trouve

Nous aurons par la suite occasion de faire sentir l’importance 
de cette théorie ; nous nous bornerons ici à dire que les trois 
équ. du 2e ordre peuvent servir à éliminer deux fonctions ar
bitraires /z, <pz, qui existeraient dans l’équ. proposée, etc.
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H. APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL.

Développement en séries des Jonctions d'une seule 
Variable.

746. Faisons x = o dans la série de Taylor (page 331 ), et 
désignons par f, f' f"... les valeurs constantes que premnent 
fx, f'x, f''x,.... lorsqu’on y met zéro pour x, on a 

I1 est vrai que cette formule n’a lieu qu’autant que x = o ne 
rend infinie aucune des quantités fx,f'x... (p. 361 ). Chan
geant ici h en x, f', f''. .. sont indépendans de h, il viemt

Telle est la formule, due à Maclaurin, qui sert à développer 
toute fonction de x en série suivant les puissances entières et 
positives de x, lorsqu’elle en est susceptible.

Par exemple,

d’où 

ce qui reproduit la série de Newton (p. II).
De y=sin x, on tire y'=cos x, y"=-sin x, y"'= -cos x; 

d’où o, I, o et — I pour les valeurs alternatives de f,f',f''... 
jusqu’à l’infini. En substituant ci-dessus, on trouve la série de 
sin x (p. 249).

On appliquera aisément les mêmes calculs à cos x, ax, 
log (1 + x). , . , et, en général, à toute fonction de x. Si l’on 
prend y = arc ( tang = x), on retrouvera la série N (p. 254 )• 

(Voy. n° 840.)

747. Si l’une des fonctions f,f',f". . . est infinie , la formule
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de Maclaurin ne peut plus être employée, parce que la fonction 
proposée ne procède pas suivant les puissances entières et posi
tives de la variable. Il faut alors, ou la soumettre aux procédés 
du n° 738, ou plutôt lui faire subir une transformation qui la 
rende propre à notre calcul : la supposition de y = xkz remplit 
souvemt ce but, en déterminant la constante k, de sorte que 
x = 0 ne rende infinie aucune des fonctions z, z' ,z". . .

Par ex., la série de cot x ne peut procéder suivant les puis

sances; positives de x, puisque cot 0=∞. Faisons y= z/x=cot x ;

d’où ou, à cause des formules G et H, p. 249,

foncti on dont on aura aisément les dérivées successives, qui ne 
sont pas infinies lorsque x est nul. On trouve f=1, f' = 0, 
f''=-2/3, f'''=o...; d’où

Z et - ou cot
x

Ce procédé a d’ailleurs l’inconvénient de ne pas faire connaître 
la loi de la série, quoiqu’elle soit mise ici en évidence.

Nous enseignerons bientôt les moyens d’employer le Calcul 
différentiel au développement de y en une fraction continue 
fonction de x. (Voy. n° 875.) On en tire même y sous la forme 
de série, d’après le procédé de la note p. 180.

748. On peut appliquer aussi le théorème de Maclaurin aux 
équ. à deux variables. Ainsi, pour mz3— xz = m., on prendra 
z',z"...(n° 724), on fera x = o, et l’on aura

d’où
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On peut même développer suivant les puissances descen
dantes de x. On mettra t-1 pour x ; et après avoir obtenu la 
série selon les exposans croissans de t, on remettra x-1 pour 
Z, et l’on aura celle qu'on demande. Par exemple, pour........
my3 — x3y— mx3=o, on fera x3 = t-1; d’ou my3t3—y = m; 
on prendra les dérivées y', y". .., relatives à t, puis on fera 
partout Z = o; enfin, on mettra les résultats pour f, f' ,f". .. 
dans la série de Maclaurin, où z tiendra lieu de x. Ce calcul 
donnera , en remettant x-3 pour t,

749. On propose de développer u=fy suivant les puissances 
de x, y étant lié à x par l’équation 

les fonctions fy et φy sont données. Observons que si, à l’aide 
de l’équ. (1), on éliminait y, u ne contiendrait plus que x, et 
la formule de Maclaurin deviendrait applicable. On cherche
rait alors u, u', u''..., puisen f,f',f''..., en faisant x=o. Or, le 
calcul différentiel sert à trouver les dérivées u', u"... sans re
courir à l’élimination. En effet, les dérivées (n° 711) relatives 
à x et t de l’équ. u = fy, sont 

d’où 

en éliminant Or les dérivées de l’équ. (I) relatives à t et à

, et l’équ. précédente devient

Nous pouvons tirer de là toutes les dérivées successives de u par 
rapport à x; car prenons-en les dérivées relativement à x et à
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Z, nous aurons

d’où

mais donc la parenthèse se réduit à 2<pj-,

et le produit par <p 'y, à 2^.^= dérivée de çty relative à t; 
ainsi

Donc, en multipliant une dérivée par et prenant de 

nouveau la dérivée de ce produit par rapport à t, on passe à 

la dérivée de l’ordre suivant. Maintenant représentons —

d2w du ,paru, nous avons et d apres la réglé qu on vient

de trouver

donc

de même

et ainsi de suite ; la loi est manifeste.

Faisons maintenant x=o dans la fonction fy qu’on veut
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développer, et dans ses dérivées successives, pour obtenir les 
expressions qui ont été désignées par f,f',f"... dans la série 
de Maclaurin (n°746) ; l’équ. (I) se réduit à y=t, d’où fy=ft.

devient 

a enfin, les accens désignant des dérivées prises par rap
port à t,

Telle est la formule de Lagrange. (Voy. Méc. cél.,t. I, p. 177 ) 
Si fy est = y, d’où f'y = 1 = f't, on a simplement

Soit demandée la valeur développée de u = ym, en suppo
sant y = t + xyn. Comparant à l’équation (I), on a 

d’où

On aurait aussi la valeur de yn, dans le cas où l’équ. (I) se
rait remplacée par a +βy + γym = 0 ; il suffirait de faire ici

75o. En faisant ci-devant x = I, on trouve le développe
ment de fy, lorsque y= t +φy,

On tire de là la puissance n de la moindre racine y de l’équation

Les traits indiquent des dérivées relatives à t; on ne met pour 
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t sa valeur numérique , quaprès les calculs ( voyez Résol. 
numér. , note XI ).

Par ex., l’équ. γy2 — βy + a=o est ramenée à la forme 
y=t+φy en posant 

prenant les dérivées convenables, on trouve enfin 

terme général

Pour avoir la puissance n de la plus grande racine y, il faudrait 
changer y en y-1, c.-à-d. remplacer, dans le résultat, α par y, 
y par α, et yn par y-n.

751. Lorsqu’on veut la Ire puissance de y, l’équation étant 
y = t+ φy, on fait ci-dessus n = I,

Cette suite s’applique surtout à la méthode inverse des séries^ 
qui consiste à tirer la valeur dey de l’équ.α+βy+γy2+...=o,
qu’on réduit à la forme y = t+φy, en posant 

il vient enfin

Sur la Résolution des Équations.

752. Démontrons de nouveau plusieurs théorèmes sur les 
équations.

I. Soit y une fonction de x, qui admet les facteurs (x—
(x—b)n.., en sorte qu’on ait
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P ne contenant que des facteurs du ier degré inégaux ; prenant' 
les log. des deux membres et leurs dérivées, on trouve

Ainsi, la fonction de x proposée a
pour plus grand commun diviseur, avec sa dérivée, ce qui re
produit le théorème des racines égales fo. 61).

II. La dérivée de

, qui se réduit est

aussi la dérivée de

Comme cette équ. doit avoir lieu quel que soit x, on n’ajoute 
pas de constante arbitraire A, puisque x—o donnerait A~o. 
On en conclut le théorème ( I, p. 25a ), d’où il sera aisé de 
tirer les formules Æ, L, J/, et par suite les facteurs de 
(p. j43).

III. L’équ. , étant décomposée
en ses facteurs simples {x — a) (x—b {x — c)..., leslog. de ces 
deux fonctions de x sont identiques; d’où

et prenant les dérivées de part et d’autre, on retrouve l’équ. 
de la page 164, et par suite le théorème de Newton sur les 
sommes des puissances des racines, qui forment une série ré
currente dont l’échelle de relation est — p, — q..., — u.

IV. Px désignant une fonction rationnelle et entière de x, 
soit k la partie approchée d’une des racines de l’équ. Z*x=o, 
et y la correction qu’elle doit subir ; d’où x = k 4- y, et

Lorsqu’on néglige y*t y3---, attendu que y est une petite 
quantité, on trouve la méthode de Newton (p. 86).

En ne négligeant aucun terme, on peut tirer la valeur de y 
de cette équ., à l’aide de la série n° 7$!. On y fera et — Pk ■>
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et posant, pour abréger, ; qui est la pre

mière correction en signe contraire, il vient

La racine cherchée, ou Æ-4-r, est donc

C’est ainsi que de l’équ. x3— 2t = 5, on tire k =2,1 pour 
valeur approchée de l’une de ses racines (p. 87); or

donc

et

Sur les Valeurs o, o x °o , etc.
753. Nous avons dit ( p. 43, 20.) que quand x~a change une 

fraction proposée en £, x — a est facteur commun des deux 
termes, et qu’il faut la dégager de ce facteur, qui peut y entrer 
à des puissances différentes. Le calcul différentiel donne un 
moyen facile d’atteindre ce but, et d’avoir la valeur de cette 
fraction, dans le cas de x — a, -valeur qui est nulle, ou finie, 
ou infinie. Changeons x en x 4- h ; la fraction proposée

deviendra

faisons ensuite x = a : P et Q sont nuis ; on divise ensuite haut 
et bas par h, et l’on a

quand A = o; les suppositions de x— a et h — o reviennent

à avoir changé x en a. Ainsi, lorsque S’il ar-
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rive que P' ou Q' soit encore — o, la fraction est donc nulle ou 
infinie ; et si P' et Q’ disparaissent Ensemble des développe- 
mens il faudra les diviser par | A1 et faire A = o ; on aura,

pour et ainsi de suite.

Donc, pour avoir la valeur d’une fraction qui devient £ lors
que x = a, on dijférentiera le numérateur et te dénominateur 
un même nombre de fois, jusqu’à ce que l’un ou l’autre ne 
devienne plus zéro lorsqu’on mettra a pour x. Il ne faut pas 
craindre que toutes les de'rive'es P', (f, P", Q"... soient nulles, 
car alors, quel que soit h, on aurait/Ça-f- à) = o, ce qui est 
impossible.

754. Voici quelques exemples de cette théorie.

I. La somme des n premiers termes de la progression........

fraction devient £ ; prenant les dérivées des deux termes, qui 
sont nxn~l et 1, puis faisant x=i, il vient n pour la somme 
cherchée, ce qui est évident.

II. Soit qui devient | pour x = c ; les dé

rivées du i,r ordre donnent encore il faut pro

céder à une nouvelle dérivation, et l’on a Il a fallu deux 

opérations successives, parce que (x—c)a étaitfacteurcommun.

III. De même donne ° pourx^= a; les

dérivées des deux termes sont 3a?2— aax— a\ et 2 a?; la ire est 
nulle quand x~a; zéro est donc la valeur cherchée, ce qui 
vient de ce que le facteur du numérateur est (a?— n)a, et que 
celui du dénominateur est (a?—a). Pour la même fraction ren
versée, on aurait trouvé l’infini, par une raison semblable. C’est
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ce qui arrive pour xz=a dans

IV. x = o rend les dérivées donnent

V. Pour dans le cas où l’arc x est

le quadrans, on a

VI. Quand devient £ : les

de'rive'es des deux termes donnent

VIL On verra de même que x — i donne £ pour

755. La méthode que nous venons d’exposer cessera d’être 
applicable si le théorème de Taylor est fautif dans l’ordre des 
termes qu’on est obligé de conserver: ce qu’on reconnaîtra ai
sément, puisque l’une des dérivées auxquelles on sera conduit 
deviendra infinie. Alors il faudra changer x en a + ^dans P 
et Ç), et effectuer les de'veloppemens (n°738), en se bornant au 

p 1 .
ier terme de chacun. On aura — — , m ou n étantQ Bhn 4- ... ’
fractionnaire ou négatif. On divisera les deux termes par la 
puissance la plus basse de h, et l’on fera li — o. Si m — n, on x
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la valeur finie A/B ; la proposée est nulle ou infinie, suivant que

1. Soit donne |, et il est inutile de re

courir aux dérivées des deux termes, puisqu’elles deviennent in
finies (n° 739, 20.). Faisant x= a +h, on trouve pour h = o,

IL devient °/° pour x = a ; faisons

x = a+ h ; nous avons

en développant par la formule du binome, divisant haut et bas
par h2, et faisant ensuite h = 0.

III. Pour dans on

mettra c+h pour x ; on pourra même employer la formule de 
Taylor à la recherche des termes provenus de (x— c)√(x—b) 
et √(x+ c), pour lesquels elle n’est pas fautive ( no 789) ; on

aura divisant par √h et faisant en

suite h= 0, on trouve I pour la valeur cherchée.

IV. en changeant x

en a + h, et développant; divisant ensuite haut et bas par h, 
et faisant h=o, on a 1/3 pour valeur de la proposée quand x=a.

756. Lorsque x=a donne à un produit P X Q la forme 

o X ∞ , on met pour Q une valeur I/R , telle que R soit nul 
v 
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P . .pour x= a; alors on a la fraction P/R qui devient o/o. Par ex.,

est dans ce cas quand x= I ; comme

en traitant cette fraction

par les règles prescrites.

Quand P/Q devient ∞/∞, P et Q ont la forme t/B, R devenant  
nul pour x = a; ainsi la proposée rentre dans le cas de

Soit par ex., la frac

 P/Q devient ∞/∞ lorsque x = a ; mais elle se change en

Enfin, si l’on a ∞ — ∞ pour x=a, on transformera l’expres

sion en   et , P et Q étant nuis, ou , qui rentre dans

ce qu’on vient de dire. C’est ainsi que x tang x —1/2π séc x, 
dans le cas où x=9o°, devient

Des Maxima et Minima.

757. Lorsqu’en attribuant à x differentes valeurs successives 
dans une fonction y=fx, elle croît d’abord pour diminuer 
ensuite, on donne le nom de maximum à l’état de la fonction 
qui sépare les accroissemens des décroissemens ; et si fx di
minue d’abord pour croître ensuite , le minimum est la valeur 
qui sépare ces deux états. On dit donc qu’une fonction fx est 
rendue un maximum ou un minimum par la supposition de x=a, 
lorsqu’elle est plus grande dans le 1er cas, et plus petite dans le

T. II. 25
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2e, que les valeurs qu elle aurait en prenant pour x deux nom
bres, l'un > a , l'autre < a, immédiatement.

Ainsi, pour juger si fa est un maximum ou un minimum, 
il faut que f (a + h ) et f (a—h) soient tous deux > fa, ou tous 
deux < fa, quelque petit que soit h. Mais

Dans ces développemens, on pourra toujours prendre h assez 
petit pour que le ternie h f'a l’emporte sur la somme de ceux 
qui le suivent (n° 741), en sorte que le signe de hf' a sera 
celui de toute la suite à partir de ce ternie. On aura donc 
f(a±h)=fa±xh ; fa ne pouvant pas être compris entre ces 
deux valeurs, n’est ni maximum ni minimum : ainsi, il faut que 
f'a = o. Pour trouver les valeurs de x , qui sont seules capables 
de rendre fx un maximum ou un minimum, il faut donc ré- 
soudre l'équation y' = f' x = o.

Alors nos de'veloppemens sont

Si fa est positif, on voit que f(a ± h) =fa + ah2 ; d’où il suit 
qu’il y a minimum; on a un maximum quand f''a est négatif.

Mais si f''a = o,

et l’on retombe sur un développement semblable à celui du 
1er cas, d’où il résulte qu’il n’y a ni maximum, ni minimum, 
quand fa n’est pas nul: et si f"'a=o,f'Va est négatif pour le 
Ier de ces états, et positif pour le 2e; et ainsi de suite;

Apres avoir trouve les racines de l'équation f'x = o, on 
substituera chacune dans f"x, f'"x. • •, jusqu'à la première 
dérivée qui n'est pas nulle : la racine a correspondra à un 
maximum si celle dérivée est de signe contraire à celui de 
fa, et à un minimum si les signes sont les memes ; mais 
il faut que cette dérivée soit d’ordre pair, car sans cela la 
racine a ne répondrait ni à un maximum, ni à un minimum.
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758. Présentons quelques exemples.

I. Pour ; cette quantité ne

pouvant être rendue nulle, la fonction n’est suscep
tible, ni de maximum, ni de minimum.

Il. y=b—(x—a)2 donne y'=-2(x—a)=o, d’où x=a, 
y"=-2; ainsi x=a donne le maximum y=b, puisque y" 
est négatif; c’est ce qui est d’ailleurs visible.
y'=b + (x—a)2 a au contraire un minimum.
En général y'=X (x—a)n=o donne x = a,

Il sera facile de voir que x = a donne un maximum ou un 
minimum, suivant que X devient par là négatif ou positif, 
pourvu que n soit impair.

III. Soit. on en tire

y'=o donne x = ±I; mais alors 
donc x=I répond au maximum 1/2 ; et x=-1 au mini
mum—1/2; ou plutôt au maximum négatif, puisque nous sommes 
convenus de regarder les quantités comme plus petites quand 
elles sont plus avancées vers l’infini négatif.

IV. Pour on trouve

y' = o donne my = x ; éliminant x et y à l’aide de la proposée, 
on trouve

on a donc un maximum et un minimum.
25..
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V. Pareillement x3— 3axy+y3 = o donne

on voit que x = o répond au minimum y=o,et x=a 3√2 au
maximum

VI. Partager un nombre a en deux parties, de sorte que le 
produit de la puissance m de l’une, par la puissance n de 
l’autre, soit le plus grand possible. En prenant x pour l’une des 
parties,il faudra rendre un maximum la quantité

d’où

donne cette dernière

racine convient au maximum qui est mmnn les

deux autres répondent à des minima quand m et n sont pairs.
Pour partager un nombre a en deux parties dont le pro

duit soit le plus grand possible, il faut en prendre la moitié 
( n° 97, 3°.). C’est ce qu’on voit quand m= n=1.

VII. Quel est le nombres dont la racine x est un maximum? 
On a ( n° 720 )

le nombre cherché est donc la base des logarithmes népériens, 
ou x = e=2,71828...

VIII. De toutes les fractions quelle est celle qui surpasse sa 
puissance me du plus grand nombre possible ? Soit x cette frac
tion; on a y=x— xm,
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IX. De toutes les cordes supplémentaires d’une ellipse, 
quelles sont celles qui forment le plus grand angle? En dési
gnant par a et b les demi-axes, α la tangente de l’angle que l’une 
de ces cordes fait avec les x, l’angle des cordes (n° 409) a pour

tangente c’est cette quantité qu’il s’agit de rendre

un maximum par une valeur convenable de α, ou plutôt (en 
négligeant le diviseur constant α2— b2)

donc les cordes dont il s’agit sont dirigées à l’une des extrémités 
du petit axe : leurs parallèles, menées par le centre, sont les 
diamètres conjugués qui forment le plus grand angle possible : 
ces diamètres sont égaux. ( Voy. p. 452 du Ier vol.)

X. De tous les triangles construits sur une même base α, et 
Isopérimètres, c.-à-d. de même contour 2p, quel est celui dont 
l’aire est la plus grande? On a (n° 3I8, III)

en désignant l’aire par y, et l’un des côtés inconnus par x ; car 
le 3e côté est 2p—a — x. Pour rendre y2 un maximum., pre
nons les log. et la dérivée, nous aurons

d’où

ainsi le triangle cherché est isoscèle.

En général, de tous les polygones isopérimètres, celui dont 
l’aire est laplus grande est équilatéral ; car soit ABCDE (fig. 4I) 
le polynome maximum, si AB n’est pas= BC,faisons le trian
gle isoscèle AIC, tel que AI+IC=AB+BC ; nous aurons le 
triangle AIC>ABC, d’où AICDE>ABCDE, ce qui est 
contraire à l’hypothèse.

XI. Sur une base donnée AC=a (fig. 42), quel est le plus 
petit des triangles circonscrits au cercle OF? Soit le rayon 

AF=AD=x, le périmètre 2p,CF sera= CE=a—x ;
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BE=BD sera = p— a. Lies trois côtés étant α, p— x et 
p — a+ x, on a pour l’aire y du triangle (n°3I8, III) 

d’où 

à cause de y =pr (n°3I8, IV) : prenant la dérivée, et faisant 
y'=o, on trouvera (y—αr) (α—2x)=o; d’où x = 1/2a; 
F est le milieu de AC ; les deux autres côtés sont égaux, et le 
triangle est isoscèle.

XII. Sur les côtés d’un carré ABCD (fig. 35), prenons les 
parties égales quelconques Aa,Bb,Cc,Dd; la figure abcd sera 
un carré; car, I°. aB=bC..., le triangle dAa=aBb=..., 
d’où ab =bc = cd= ad ; 20. a est le sommet de deux angles 
complémens,et de l’angle dab ; donc celui-ci est droit; de même 
pour l’angle abc, etc....

Cela posé, de tous les carrés inscrits dans un carré donné, 
on demande quel est le plus petit? Soit AB =a, Aa = x, 
d’où aB=a— x ; puis le triangle Aad donne

donc x = 1/2 a ; ainsi le point a est au milieu de ABB

XIII. De tous les parallélépipèdes rectangles égaux à un cube 
donné a3, et dont la ligne b est une arete, quel est celui dont la 
surface est la plus petite? Soient x et z les autres arêtes ,bxz sera 
le volume = a3 : donc, les dimensions du parallélépipède sont 

b,x et a3/bx; a3/b,  bx et a3/x sont donc les aires des faces ; le dou- 
 

ble de leur somme est l’aire totale,

donc les deux autres dimensions x et z doivent être égales.
Si le côté b n’est pas donné, x étant toujours l’un d eux, les 

autres doivent être √ a3/b;  2a3/b+ 4√ a3x est donc l'aire totale, 
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d’où 

le cube proposé est donc le parallélépipède rectangle de moindre 
surface.

Lorsqu’on veut appliquer cette théorie aux courbes, on 
forme (n° 724) la dérivée de leur équ. : les racines réelles de x 
et y, qui satisfont à la proposée et à sa dérivée, s’obtiennent 
par l’élimination ; elles peuvent seules répondre à des maxima 
ou minima d’ordonnées. On prendra la dérivée du 2e ordre, 
et faisant y' = o, puis mettant pour x et y l’une des couples de 
racines obtenues, si x=Ap et y=pO (fig. I) rendent y" né
gatif, le point O sera un maximum : si les coordonnées dp", 
p"o" rendent y " positif, o" sera au contraire un minimum.

Quand les développemens de f(a±h) sont fautifs dans les 
tenues auxquels on est forcé de recourir pour reconnaître les 
maxima ou minima, il faut chercher ces développemens tels 
qu’ils doivent être (n° 738),et voir s’ils sont en effet l’un et 

l’autre ou Ainsi y=b+ (x — a)5/3 donne

y'=o donne x=a,qui rend y"=∞ ; ainsi la formule de 
Taylor est fautive. Mais f(a±h) =b±h 5/3, donc il n’y a ni 

maximum ni minimum. Au contraire y=b+(x—a)4/3, on
tire

donc x=a et y=b répondent à un minimum. On aurait un 

maximum pour y=b — (x—a)4/3.

760. Quant aux fonctions de deux variables, z=f(x,y), 
imitons les raisonnemens du n° 757. Changeons x en x + h, et 
y en y+k et développons comme n° 743 ; en faisant k = ah, 
nous aurons
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Or, pour qu’on ait toujours Z<z,ou Z>z, quelque petits 
que soient h et k, il faut que le second terme soit nul indé
pendamment de α, d’où

mais en outre, le terme suivant doit être positif dans le cas du 
minimum, et négatif pour le maximum. On éliminera donc x et 
y entre les équ. (I), et leurs racines pourront seules convenir au 
but proposé : il faudra substituer ces racines dans le terme sui- 

vant    , qui  devra être perpétuellement de même

signe,quelque valeur qu’on attribue à α, et quel qu’en soit le 
signe. Or, une quantité A+2αB+Cα2 ne peut conserver son
signe quel que soit α,à moins que ses facteurs ne soient ima
ginaires (n° 139, 90.), ce qui exige que AC — B2 soit > o. Il 
faut donc qu’on ait

devront donc être de même signe : s’il est négatif,

pour k = o, ou a = o, notre trinome devenant

négatif ,1e trinome conserve toujours ce signe ; il y a donc maxi

mum; il y a minimum quand sont positifs. Et si

la condition (2) n’est pas remplie, il n’y a ni maximum, ni 
minimum.

Quand les racines des equ. (I) rendent nuis les termes de 
notre trinome, il faut recourir au terme du développement 
qui doit aussi être nul,puis au 5e, et ainsi de suite.

761. Quelle est, par ex., la plus courte distance entre deux 
droites données? Nous prendrons l’une de ces lignes pour axe 
des x,et l’autre aura pour équation
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Prenons sur la ire un point, dont J?' soit l’abscisse : sa distaucc 
à un point quelconque de la seconde sera R,savoir (n° 654)

ou

Désignons ce 2e membre par f,nous aurons

Puisque x=x , la ligne cherchée est perpend. à l’axe des x, 
et par conséquent elle l’est aussi à la 2e droite qu’on aurait pu 
prendre pour cet axe : c’est ce qu’on sait déjà (n° 274)’ ^u 
reste

la condition (2) est satisfaite, puisque il y a

minimum. La longueur de la ligne cherchée est R

L’équ. de sa projection sur le plan yz étant y — Az, comme 
elle passe par un point (x,y,z) de la 2e droite,

donc ces lignes satisfont à la condition (n° 673,6°.), et sont per
pend. entre elles; ce qu’on avait déjà prouvé.

Méthode des Tangentes.

762. Soit proposé de mener une tangente TTU (fîg. 4°) au 
point A/(x,y) de la courbe MM', dont l’équation est donnée 
j =fx : celle de la droite TMH est
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X et Y étant les coordoinntées variables de la droite, x et 
celles du point de contact « l’angle T. Il a été prouvé, 
n° 6g5, que la dérivée y' =f x est la tangente de l’angle 7', 
la limite du rapport des acciroissemens MQ et M'Q des coor
données x et j*. C’est même sur ce principe que nous avons établi 
l’existence des dérivées pour toute fonction de x, et par suite 
le Calcul différentiel entier. Donc (n° 346)

i°. La normale MN fait avec l’axe des x un angle ( n° 370)

dont la tangente est----- ; son équation est donc

a0. En faisant I = 0, on a les abscisses A T, AN, des pieds 
de la tangente et de la normale ; d’où l’on tire x—A", ou

Lorsque ces valeurs ont un signe négatif, cela indique que ces 
lignes tombent en sens opposé à celui de notre figure ; il suffit 
alors d’examiner si c’est y oujr' qui est négatif, pour reconnaître 
la situation de ces lignes. {Voy. n° 33g.)

3°. Les hypoténuses TM et MN donnent les longueurs

4°. En appliquant le raisonnement ci-dessus {voyez n° 420) 
au cas où l’angle des coordonnées est quelconque,on trouvera 
que l’équation de la tangente et la valeur de la sous-tangente 
restent les mêmes.

763. Voici quelques exemples de ces formules :

I. Dans la parabole , d’oû la

normale MN
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II. Pour l’ellipse et l’hyperbole a’y1 ± b'x'1—±.aib* ; d’où

on tire de là les sous-tangentes, etc. {Voy. n°’4o8

et 414.) Par ex., on trouve pour la longueur de la normale, 
en faisant c2 = a'*

III. Pour l’équ. , on trouve La pa

rabole en est un cas particulier : c’est ce qui a fait donner aux 
courbes renfermées dans cette ëqu. le nom de paraboles, m 
et n. étant positifs, yzz=.d*x s’appelle la première parabole cu
bique; y''-=.ax'i est la seconde.

De même, on donne le nom ^hyperboles aux courbes dont

l’équ. est leur sous-tangente est

elle est la même,prise en signe contraire,que dans le cas pré
cédent.

IV. Pour la courbe dont l’équ. est xs — 3axy 4- y3 = o, 
on a

sous-tangente etc.

V. Dans la logarithmique (n° 469) ,y = ax donne...............
Z 1= ; la sous-tangente est égale au module (n° 6a5).

VI. boient
(hg. 43), 1 équ. de la cycloïde AMF est x=arc (sin = z)—z, 
(n° 472) ; l’arc est ici pris dans le cercle générateur MGD, dont 
le rayon = r. La dérivée est donc (n° 723)

équ. où

Donc,chassant z et z', la cycloïde a pour équation dérivée 

l’origine étant au point de rebroussement A.
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Pour mener une tangente TM, on remarquera que 
sous-normale=yy'= √( 2ry—y2) = z = MQ.

Ainsi,la ligne MD menée au point de contact D du cercle gé
nérateur avec l’axe AE, est la normale. La corde MD en est la 
longueur; on obtient, en effet, y√(i+y'2) = √(2ry). La 
corde supplémentaire MG est la tangente. On voit donc que 
pour mener une tang. en M, on décrira MN parallèle à l’axe 
AE , puis la corde KF,et enfin MG parallèle à KF.

Si l’origine est située au point le plus élevé F, en sorte qu’on 
prenne FS=x, SM=y, l’équation de la cycloïde est..........
x = arc (sin=z) + z (n° 472) ; la dérivée est

On aurait aussi trouvé cette équ. en transportant l’origine en F 
(changeant x en πr— x, et y en 2r—y).

764. On peut résoudre un grand nombre de problèmes rela- 
tifsaux tangentes, tels que de les tracer par un point extérieur, 
ou parallèlement à une droite donnée, ou etc. (V. nOs 407 et 413.) 
Cherchons,par ex.,l’angle β formé par la tang. TM (fig. 44), 
et le rayon vecteur AM mené de l’origine au point de contact 
M(x,y). L’angle Θ que ce rayon vecteur fait avec les x est donné 

par tang Θ=y/x ; d’ailleurs tang a =y' ;donc

Dans les applications, il faut avoir attention au signe que prend 
cette fraction.

Pour l’équ. y2+x2=r2, qui appartient au cercle,on trouve 
tang β = ∞, ce qui est d’ailleurs évident.

765. Lorsqu’une courbe BM (fig. 44) est rapportée à des 
coordonnées polaires AM= r, MAP = 0, les formules pré
cédentes ne peuvent servir qu’autant qu’on traduit préalable
ment l’équ. r=fO de la courbe,en x et y, a l’aide des relations 
(n° 385)
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Transformons,au contraire,en ret fl lesformulesde tang. ,etc. 
Prenons donc 6 pour variable indépendante au lieu de x-, et ce 
calcul, qu’on a déjà fait page 355, donne

766. On pourrait de même traduire en r, r et ô les valeurs 

yy , "—r, etc. ; mais, à cause de leur complication, on préfère 

le procédé suivant. On nomme sous-tangentc la longueur de la 
partie AT, prise sur la perpend. à AM ; le point 7’étant ainsi 
déterminé, la tangente TM s’ensuit. Or, le triangle T AM 
donne AT— AM tang. /3, ou

Pour la spirale d’Archimède (n° 473, fig. 45), on a

Ainsi la sous-tangente AT est égale eu longueur à l’arc de cerc 
décrit du rayon AM=r, et qui mesure l’angle MAx=6. Qua 
à l’angle /3, il croît sans cesse avec l’arc Ô ; et comme ce n’e 
qu’après une infinité de révolutions du rayon vecteur qi 
6 devient infini,l’angle droit est la limite de /3.

Dans la spirale hyperbolique (n° 474) 

la sous-tangente est constante ; l’asymptote est la limite de 
toutes les tangentes; enfin, l’angle du rayon vecteur avec la 
tangente est obtus et décroît à mesure que ô augmente. {Voyez 
dans le ier volume,la figure 287.)

Pour la spirale logarithmique (n° 474)
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La couche coupe toius ses ray/ons vecteurs sous le même angle, 
qui est de £5°, quand <a est lia base des log. népériens : la sous- 
tang. croît proportionnellement au rayon vecteur.

Des Rectifications et Quadratures.

767. Lorsque l’équ. j=fx d’une courbe BMM' (fig. 40) est 
donnée, la longueur BM — s d’un arc développe' est déter
minée quand ses extrémités B et M sont connues : cherchons 
cette longueur. Pour cela, remarquons que B restant fixe, j 
varie avec le point M ; ainsi s est une fonction de x = AP, 
qu’il s’agit de trouver. s—Fx. Si x croît de h—PP', y croîtra 
de M'Q = k, et j de MM' — l; donc 

d’où
corde

D’un autre côté,la tangente MH donne (n° 762) 

donc

Plus h décroît,plus ce rapport approche de l’unité; 1 est donc 
aussi la limite du 1er membre; et puisque l’arc J/J/'est compris 
entre sa corde et la ligne brisée MII-\- M'Il■> 1 est aussi la li
mite du rapport de la corde à l’arc,ou de

Cette formule sert à rectifier tous les arcs de courbe. On y 
met pouir y' sa valeur /'x, tirée de l’équ. donnée y~fx de 
la courb<e ,et l’on obtient la dérivée s de l’équ. s =. Fx ; il fau t 
ensuite intégrer F'x, c.-à-d. remonter de cette dérivée à sa

www.rcin.org.pl



RECTIFICATIONS ET QUADRATURES. 399

fonction primitive Fx. Nous donnerons bientôt (n°849) les 
moyens de faire ce calcul.

L’équ. du cerclet dont le centre est à l’origine, est 

c’est la dérivée de l’arc de cercle s, exprimée en fonction de 
son sinus ou cosinus (qui est x, voyez n° 723). Pour rectifier 
l’arc de cercle, il faudrait donc intégrer cette fonction (n° 
849, III).

D’après notre valeur de s' , on peut simplifier les formules de 
la page 394; qui deviennent

768. Pour obtenir l’aire BCPM = t (fig. 40), imitons les 
raisonncmens précédens; nous verrons que lest fonction de x, 
ou t = φx; que les accroissemens k et i de l’ordonnée et de 
l’aire pour l’abscisse xsont

On a rectangle MPP'Q=yh, LP P'M'=(y+k)h; l’unité est la

limite de leur rapport y/y+k, I est donc aussi la limite du

rapport entre le rectangle M P P' Q=yh et l’accroissement... 
MP P'M' = i de l’aire t. Ce rapport est

Il faudra mettre ici fx pour y, et intégrer l’équation t'=fx. 
Si les coordonnées faisaient l’angle a, on trouverait

t' =y sin α.
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769. Cherchons l’aire AKM= (fig. 44), comprise entre 
deux rayons vecteurs AM, AK, dont le dernier demeure fixe, 
l’autre variant avec M. On a l’aire AKM ou 

mais 

donc
Or, la variation du point M ne change pas les points B, C et 
K : prenant la dérivée, en regardant ABMK et ABCD comme 
constans,

Traduisons les valeurs de s', y' et r'en coordonnées polaires; r

etΘ; en mettant pour (n° 729), 

la variable principale est devenue quelconque ; pour qu’elle 
soit Θ, il suffit de mettre ici, pour x, y, x' et y'. les valeurs 
du n° 730, et il viendra 

qui sont les formules des rectifications et des quadratures de 
courbes rapportées à des coordonnées polaires, l’e'qu. étant 
r=fΘ : on aurait d’ailleurs pu les obtenir directement par la 
méthode des limites.

Des Osculations.

770. Si l’on prend un point M (fig. 46) sur une courbe BMZ, 
et qu’on mène une tangente TM et une normale MN; puis, 
des différons centres a, b... pris sur la normale , si l’on décrit 
des cercles qui passent en M, TM sera leur tangente commune. 
Or, il est clair que, par la disposition de ces cercles, les uns 
sont en dedans, les autres en dehors de la courbe ; en sorte
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qu’il en est un qui approche plus que tout autre de la courbe 
BMZ, de part et d’autre du point M. C’est ce qu’on nomme 
le Cercle oscillateur ; son centre D et son rayon DM sont 
appele's Centre elRajon de courbure ; et comme en changeant 
le point M, le cercle change aussi de centre et de rayon, on 
nomme Développée la courbe IODy qui passe par tous les 
centres de courbure : la ligne donne'e BMZ. est la Dévelop
pante de 1OD.

Pour trouver le cercle osculateur d’une courbe, en un point 
donné M, il faudra exprimer en analyse les conditions qui le 
déterminent : généralisons ces considérations. Concevons deux 
courbes qui se coupent; leurs équ. j—fx, Y=FX donnent 
jr — Y pour la même abscisse x~X, qui est celle du point 
commun : jusqu’ici il n’y a qu’une simple intersection. Com
parons le cours des deux lignes de part et d’autre de ce point, 
et pour cela, mettons xh pour x et X, dans j et Y; les 
ordonnées correspondantes sont 

d’où 
pour la distance entre les deux points de nos courbes dont 
l’abscisse est x -f- b : il faut dans Y', Y"..., remplacer X par 
x. Plus J' sera petit pour une valeur donnée de A, plus les 
points correspondans seront voisins , de sorte que le degré de 
rapprochement de nos courbes dépend de la petitesse de dans 
une étendue déterminée b.

Or, s’il arrive que la valeur de x, pour laquelle j-=F, rend 
aussi = on a 

et nos deux courbes approchent plus l’une de l’autre que ne le 
ferait une troisième qui, passant par le même point (x, j'), ne 
remplirait pas cette même condition. Car, soit 7=<p£ l’équ. de 
celle-ci, la distance A, entre les points de cette courbe et de 
la première, qui ont pour abscisse x est

T. TI. 26
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en supposant <çx=fx, pour qu’elles aient le point commun 
(x,y). Or, les valeurs de «T et â ont la forme 

d’où

Si donc on prend h assez petit ( n° 74[) pour que le terme Ahj 
donne son signe à cette série, A — J ayant le signe de A , on 
aura AJ' pour cette valeur de h , et pour toutes celles qui 
sont moindres, quelque soitle signe de A. Ainsi la courbej^Fa: 
approche de celle y—fx, dans toute cette étendue h , et de 
part et d’autre du point commun , plus que ne le fait la 3e 
courbe quelle qu’en soit la nature.

Si, outre y'—Y', on a aussi y" = Y", on verra de même que 
nos deux courbes approchent l’une de l’autre, dans les points 
voisins de celui qui est commun , plus qu’une troisième qui ne 
remplirait pas ces deux conditions , et ainsi de suite. Nous di
rons de deux lignes qu’elles ont un Contact ou une Osculation 
du i" ordre, lorsqu’elles satisfont aux conditions y—Y,y~Y'', 
pour la même abscisse x De même J*= K,K, y"— Y"se
ront les conditions du contact du 2e ordre, etc ; et il est dé
montré que ces deux courbes sont plus proches l’une de l’autre 
vers le point commun , qu’une 3e courbe, à moins que celle-ci 
ne forme une semblable osculation.

771. Ces principes posés , si quelques-unes des constantes 
a, b, c. .. . que renferment les équ. y = fx, Y — FX des 
deux courbes, sont arbitraires, la nature de ces lignes est fixée, 
mais leur position et certaines dimensions ne le sont pas. On 
peut donc déterminer n-f-1 de ces constantes par un nombre égal 
de conditions y= Y,y' — Y',y"=Y". . . . , et les courbes au
ront ainsi un contact du n‘ ordre : elles approcheront plus près 
l’une de l’autre que toute autre courbe qui ne formerait pas une 
osculation du même ordre.

772. Appliquons ceci à la ligne droite : soit y~fx l’équ. don-
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née d’une courbe. Prenons une droite dont la situation soit in
déterminée-, nos équ.sont 

a et b étant quelconques. Si l’on pose y— Y et y'-=Y', ou 

il y aura osculation du icr ordre ; la droite sera tangente : en 
effet, pour qu’une autre droite approchât plus qu’elle de la 
courbe, de part et d’autre du point commun , il faudrait que 
celle-ci remplît les mêmes conditions , c.-à-d. qu’elle eût les 
mêmes valeurs pour ses constantes. Ainsi, y' est la tangente 
de l’angle que fait notre droite avec les axes ; éliminant a et b, 
l’équ. de la tangente est 

comme n° 762. On tire aisément de là l’équ. de la normale, la 
valeur de la sous-tangente, etc.

773. Raisonnons de même pour le cercle : les équ. de la 
courbe donnée, et d’un cercle considéré dans une situation 
quelconque, sont 

a et b sont les coordonnées du centre, R est le rayon. Nous 
établirons un contact du 2e ordre pour déterminer ces trois 
constantes. Les dérivées de cette dernière équ. sont 

donc

Tirant y —b et x— a des deux dernières,
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la ire donne

On a donc ainsi le rayon et le centre de courbure. Tout autre 
cercle approchera moins de notre courbe que celui-ci, parce 
qu’il devrait remplir les mêmes conditions, c.-à-d. coïncider 
avec lui.

774- voit que, r°- tangente à la courbe l’est aussi au 
cercle osculaleur, puisque jr' a la même valeur pour l’une et 
l’autre.

2°. L’équ. de la normale est jr‘ (K—y) J-X— x = o;si l’on 
y met a et b pour X et K, elle est satisfaite, puisqu’on retrouve 
la relation (2), qui ne suppose qu’un contact du 1er ordre entre 
la courbe et le cercle : donc le centre de courbure est sur la 
normale, ainsi que le centre de tout cercle qui a la même tan
gente TM (fig. 46).

3°. Si l’on élimine x et entre l’équ. y=fx de la courbe, et 
celles 2 et 3 qui déterminent a et Z», on aura une relation entre 
les coordonnées du centre de courbure, quel que soit le point JZ; 
ce sera donc Véqu. de la développée.

4°. Puisque R, a et b sont des fonctions de x, que le calcul 
détermine aisément, si on les substituait dans les équ. 1 et 2, 
elles seraient identiques : on peut donc les différentier en regar
dant R, a et b comme variables. Opérons d’abord sur l’équ. (2); 
il vient 

d’où

(*) La valeur de R doit comporter le signe ±: ; mais comme cette expression' 
n’a de sens que lorsqu’elle est positive ( n° 336 ), on devra préférer celui de 
ces deux signes qui donnera à la valeur de R le signe 4-. Si y" est positif, ce 
qui arrive lorsque la courbe tourne sa convexité vers l’axe des x, on prendra 
le signe 4- ; il faudra préférer le signe — dans le cas contraire. (Foy. n° 783.)

www.rcin.org.pl



OSCULATIONS. 405
retranchant de (3) : c’est, comme on devait s’y attendre, la 

dérivée de l’équ. (2) par rapport à a et b seuls. On a donc 

 = pour la tangente de l’angle que fait la normale avec 

l’axe des x. Soit b = φα l’équ. de la développée; sa tangente au 
point (a, b) fait avec l’axe des x un angle dont la tang. trigo— 

nometnque est  (n° 729), puisque, dans notre 

calcul, nous avons regardé b et a comme des fonctions où x est 
variable principale. Donc la normale à la développante est tan
gente à la développée.

5°. Faisons la même chose pour l’équ. (I), c’est-à-dire pre- 
nons-en la dérivée en faisant tout varier, et ôtons le résultat de 
l’équ. (2); ou plutôt prenons la dérivée de (I) relativement à 
at b et R seuls. Il vient

Pour en tirer une relation qui appartienne à tous les points de 
la développée, il faut éliminer x et y. Mettons donc pour 
x — a et y— b leurs valeurs tirées de (I) et (2) ; après y avoir

CL
substitué—a'/b' pour y', on trouve 

donc

Si l’on prend a pour variable principale, R' = √(I + b'2) 
est la dérive'e du rayon de courbure relativement à a. Mais celle 
de l’arc s de la développée est aussi s' = √ (1 + bt2) (n° 767) ; 
donc R' = s', équ. qui est la dérivée de R = s+A, A étant 
une constante arbitraire (n° 808).

Pour un autre arc S de développée, le rayon de courbure est
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S A, l’origine fixe de cet art étant la même ; ainsi 5 — S est 
la différence des deux rayons. IL suit de là que si O et D (fig. 46) 
sont les centres de courbure des points B et Jf, l’arc OD de la 
développée est la différence des rayons de courbure BO, MD. 
Donc, si l’on courbe un fil sur la développée OD, et si on le 
tend suivant BO, en le déroulant de dessus OD, l’extrémité B 
décrira la développante BM : c’est sur cette propriété qu’est 
fondée la dénomination de ces courbes.

6°. Les expressions du rayon de courbure et des coordonnées 
du centre se présentent sous diverses formes, suivant qu’on y 
prend telle ou telle variable pour indépendante. C’est ainsi qu’on 
a vu(n° 732) que 

suivant que la variable principale est arbitraire, ou bien est 
l’arc*' : si cette variable est l’abscisse x, on peut écrire ainsi les 
valeurs de R, a et b,

70. Si les coordonnées sont polaires, on exprimera x et y 
en fonction de ces nouvelles coordonnées AM — r, MAP—ù 
(fig. 44); puis on substituera pour x, x'. ... leurs valeurs 
dans celle de R où aucune variable n’est principale. {Voj. les 
formules, n° r]3o.') On a, toutes réductions faites,

775 Appliquons cette théorie à quelques exemples.
z P n P*I. Pour la parabole j"2 = en subs

tituant dans nos formules, on trouve
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N étant la longueur de la normale ( n° 763, I). Donc le rayon 
de courbure de la parabole est égal au cube de la normale, di
visé par le carré du demi-paramètre. Au sommet A ( fig. 46), 
où x = o, on a R=p; ainsi, la distance AI du sommet à 
son centre de courbure est le double de celle du foyer. Plus 
x croît, plus la courbure diminue , et cela indéfiniment. Les 
coordonnées du centre de courbure sont

Éliminant x et y de y2=2px, on a, pour équ. de la développée,

 , en transportant l’origine

en I : c’est la seconde parabole cubique. Nous apprendrons 
bientôt à la discuter (p. 418).

II. Pour l’ellipse on a m2 y2 +n2x2 = m2n2, 

c étant la distance du foyer au centre, c2 = m2—n2.

Telles sont les valeurs du rayon et des coordonnées du centre 
de courbure pour l’ellipse. En comparant les valeurs de R, de 
la normale (p. 395) et du paramètre p, on reconnaît que 

: c’est le même théorème que pour la para-

bole. Puisqu’un arc de la développée est la différence entre les 
rayons de courbure qui partent de ses extrémités ( p. 406), et 
que ces rayons sont des quantités finies, cet arc est rectifiable. 
La même chose arrive pour toutes les courbes algébriques; on 
peut trouver une droite de même longueur qu’un arc donné 
de la développée.

Comme R décroît quand x augmente , c’est aux quatre ex-
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trémités des axes que R est maximum ou minimum : aux som
mets O, O' de l’ellipse (fig. 73) la courbure est la plus grande,

, elle y est la moins

grande, les points 

ainsi déterminés, sont les centres de courbure des extrémités 
des axes. Pour avoir l’e'qu. de la développée, tirons les valeurs 
de x et y de celles de a et b, et substituons dans l’équ. de 
l’ellipse ; nous avons

en faisant Ch=q, Ci=p. D’après ce qui sera dit (p.4I9), 
on trouve que la courbe a des rebroussemens aux quatre points 
h, h', i, i' , et qu’elle est formée de quatre arcs convexes vers les 
deux axes, à l’égard desquels elle est symétrique : la développée 
est dessinée au ponctué dans la ligure 73.

Pour l’hyperbole (n° 397), changez n en n√— I.

III. La cycloïde (fig. 43) donne (p. 395)

d’où

Le rayon de courbure étant double de la normale, prolon
geons MD, et prenons MD=MD, M' sera le centre de cour
bure ; il serait aisé d’en déduire la figure delà développée, mais 
nous préférerons suivre la méthode générale , qui donne

pour éliminer x et Comme l’équ. de la cycloïde est une dé- 

îive'e, nous prendrons celle de a et b, 
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Divisant ces valeurs , on a

en mettant — b pour,/. Or, si l’on prend les ordonnées posi- 
. .. . b’ t btivesâ en sens contraire, il vient —=1/ ——qui est préci

sément l’équ. de la même cycloïde, lorsque l’origine est en F. 
Donc la développée LA de la cycloïde est une cycloïde égale ; 
l’arc AL est identique avec FA', le sommet F est porté en A.

(\
IV. Dans la spirale logarithmique (fig. 45), r=a?;

d’où 

la tangente de l’angle AMN~y du rayon vecteur avec la nor
male étant = 1 a (n° 766). La projection du rayon de courbure 
MN sur le rayon vecteur est ■■= r ; ainsi, la perpend. AN, élevée 
sur ce rayon au pôle, rencontre la normale au centre 2Vde cour
bure. AM est donc la sous-tangente de la développée, et A N son 
rayon vecteur; AM forme avec la courbe MI, en chaque point, 
le même angle $ que AN fait avec la développée. Donc, la dé
veloppée est cette même courbe placée en sens différent.

On appliquerait de même la tLe'orie des osculations à des cour
bes d’un ordre plus élevé (voy. Fond, anal., n° 117); et il est 
visible que deux courbes qui ont un contact du 2e, 3e, 4°« • • • 
ordre, ont même tangente et même cercle osculateur à ce 
point.

776 La différence entre les ordonnées des deux courbes étant 
ÆZA'"-|-7Wim~‘4-...., suivant que Mhm est positif ou né

gatif, comme le signe de J* est celui de ce terme quand h est 
très petit, l’ordonnée delà courbe est plus grande ou moindre 
que celle de son osculatrice : ce qui fait j uger si la ire est en-dessus 
ou en-dessous de l’autre. Mettant — h pour h, le signe de Mhm 
changera lorsque m sera impair, et la courbe sera coupée par son 
osculatrice au point commun. On voit donc qu’une courbe est 
toujours coupée par soit cercle osculateur.

www.rcin.org.pl



CAL«GLL DHÏFÊREHTIEL.

Des A symptotes.

y']']. Si le développement Aef(x -f- h) est fautif,alors on ne 
peut établir une osculation qu’autant que la série de 
procède suivan t la meme loi, du moins dans l’ordre des premiers 
termes qu’on doit comparer : cette condition dépend de la 
nature des fonctions fx et Fx, et ne peut avoir lieu qu’acci- 
dentellement,c.-à-d. pour de certaines valeurs de x ; le même 
raisonnement exige alors qu’on égale les premiers coefficiens 
pour qu’il y ait osculation. (Voy. Foncl. analyt , n° 120.)

Soient y~fx,y— Fx les équ. de deux courbes : supposons 
qu’on ait développé fx et Fx en séries, suivant les puissances 
descendantes de x (voy. p. 3^6), en sorte que chacune de ces 
fonctions soit mise sous la forme

Si les exposans de ces deux développemens sont les mêmes jus
qu’à un certain termeet qu’on puisse disposer de quel
ques constantes pour rendre aussi les 1er5 coefficiens égaux sans 
introduire d’imaginaires, la différence entre deux ordonnées 
quelconques sera M'x~m . . Il suit de là que l’une de nos 
courbes ira en s’approchant continuellement de l’autre,à me
sure que x croîtra, mais sans jamais l’atteindre : et il y aura 
un terme, passé lequel aucune autre courbe,qui ne remplirait 
pas ces conditions, ne pourra en approcher davantage. Nos 
courbes seront donc des Asymptotes l’une de l’autre.

Ainsi, quand une courbe s'étend indéfiniment, elle a une in
finité d’asymptotes, qu’on trouve en développant y—fx eu 
série descendait te,et prenant pour ordonnée de la ligne cher
chée la somme des premiers termes,jusqu’à un rang quelconque 
dont l’exposant soit négatif; ou bien en composant une fonc
tion Fx, dont le développement commence par ces mêmes 
premiers termes.

I. Par exemple,pour l’hyperbole (n° jib)
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Donc les droites qui ont pour équ. sont les asymp

totes rectilignes, et jouissent seules de cette propriété. 
Il en est de même de x = o et j- = o, pour xy=m".

II. La courbe dont l’équ. est est formée

de quatre branches syme'triques par rapport aux axes,et dont 
nous pourrons bientôt trouver la figure. On a (n° 135 )

selon qu’on forme le développement suivant les puissances de 
x ou de j-. Les droites qui ont pour équ. j*=o et x~ a, 
sont donc des asymptotes. L’hyperbole quia pour asymptotes 
les axes des x et des J",et k pour puissance, l’est aussi ; mais le 
rapprochement est ici beaucoup plus grand.

La droite y—— x—a est donc une asymptote ; elle se cons
truit en prenant AB-=AC — a, et tirant BC,

p désignant ± 2). Donc, en construisant les droites
GF, GH (fig. 48), qui ont pour ordonnées ces deux premiers 
termes, on aura les asymptotes rectilignes de la courbe pro
posée.

Des Points multiples et conjugués.

yfô. Lorsque les branches d’une courbe passent par un même 
point, soit en se coupant, soit en se touchant, ce point est ap
pelé double, triple. .. ., multiple, suivant qu’il est commun à 
deux, trois........ , ou plusieurs branches. Étant donnée l’équ.
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d’une courbe,proposons-nous de déterminer ces points, si elle 
en a, et leur nature.

Soient 7z=o, My'-\-N—o
l’équ. en x et y de la courbe, et sa dérivée : on suppose V 
délivré de radicaux.

Ier cas. Si les branches de la courbe se coupent au point 
cherché, il y a plusieurs tangentes en ce point : ainsi, pour une 
valeur de x et celle de y qui y répond, y' doit avoir autant de 
valeurs qu’il y a de branches. Or, on a vu (n° 74°) que cette 
condition rend M et N nuis.

2e cas. Si les branches de la courbe se touchent, il n’y a 
qu’une valeur dey'; et même quand le contact est du Çn— i)' 
ordre,il n’y a (n° 771) qu’une valeur de y', y".. .y(n~'') ; mais 
on doit en trouver plusieurs pour f*).  Or, l’équation dérivée 
de l’ordre n a la forme .. —0,37 étant ici le même
coeflicient (n° 726) que pour y', y"..., dans les dérivées suc
cessives; et comme cette équation est du 1er degré,et exempte 
de radicaux ; elle ne peut donner plusieurs valeurs dej'-C") pour 
une seule de x et dey : on a donc encore M =o,et pair consé
quent N= o,par la même raison qu’au n° 740.

Concluons de là que, pour trouver les points multiples d’une 
courbe, on égalera à zéro les dérivées M eZ N de son équ. N~o, 
prises tour à tour par rapport à y et à x. Puis, éliminant x et y 
entre deux de ces équ.

M — o, A'=o, r=o...(i):

les valeurs réelles qui satisferont à la 3e, pourront seules ap
partenir aux points multiples.

Je dis pourront appartenir, parce que ces points peuvent aussi 
11e pas exister avec ces équ.,ainsi qu’on va le voir. On passera 
à la dérivée du 2e ordre (n° 726), My '-|-P/a-f-etc. = ° ; et 
prenant l’une des couples de valeurs de x et y qu’on vient de 
trouver, on les substituera ici -.y" disparaîtra,et y' sera donné 
par une équ. du 2e degré. Si les racines sont réelles, il y aura un 
point double; les deux tangentes à ces branches seront dstenni-
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nées par ces valeurs dej-', et donneront la direction des courbes 
en ce lieu.

77g. Mais si les racines sont imaginaires, il y aura un point 
sans tangente,et par conséquent tout-à-fait isolé des branches 
de la courbe; c’est ce qu’on nomme un Pointconjugué. En effet, 
s’il y a un tel point pour l’abscisse a, les ordonnées voisines 
doivent être imaginaires; en supposant l’équ. 7Z—o, mise sous 
la forme y — fx, si l’on y met a zt h pour x, la valeur corres
pondante de j", ou f{a±h), sera imaginaire pour h très 
petit. Soit j’W le ier coefficient qui sera imaginaire dans cette 
série; comme l’équ. A/x^-j-etc.—o ne peut présenterj-C'O sous 
cette forme,attendu qu’elle ne contient pas de radicaux,même 
après en avoir éliminé y , y".. *>, il faut donc que l’on
ait M— o,et par suite A7 = o.

Ainsi, les points conjugués sont compris parmi ceux que 
donnent les équ. (i); mais on les distingue en ce que la courbe 
n’y peut avoir de tangente : y doit être imaginaire , x et y 
étant réels.

780. Il pourrait arriver que tous les termes de la dérivée du 
-2>e ordre disparussent : alors il faudrait recourir à celle du 3e, 
d’où et y" s’en iraient, et qui contiendrait^' au 3e degré. IL 
y aurait un point triple, si les trois racines étaient réelles, et 
il n’y aurait pas de*point multiple dans le cas contraire.

Quand on est forcé de recourir à l’équ. du 4e ordre, où y' est 
au 4e degré, la courbe a un point quadruple, double ou con
jugué, suivant que les quatre racines sont réelles,ou que deux 
sont imaginaires , ou qu’enfin aucune n’est réelle ; et ainsi de 
suite.

781. Voici quelques exemples.
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Mous avons omis les termes en y", y"'.. .., qui disparaîtraient 
par la suite du calcul. De

3
on tire y=—b, x=√3(3ab2), qui ne satisfont pas à la 
proposée; et x=o, y=o : l’origine peut donc être un point 
multiple. Mais tous les termes de la dérivée du 2e ordre dispa
raissent; celle du 3e devient ay'3 = b, qui ne donne pour y' 
qu’une seule racine réelle; donc notre courbe n’a pas de point 
multiple.

II. Prenons

d’où

En posant y (2 y2+3x2) = o, x(4x2—5x3 + 6y2) = o,
on trouve que x = o et y=o peuvent seules remplir ces 
conditions et satisfaire à la proposée. Les dérivées des 2e et 3e
ordres sont par là nulles d’elles-mêmes ; celle du 4e devient 
y'4+3y'2+I=o, dont les racines sont imaginaires; ainsi, 
l’origine est un point conjugué.

III. Pour 

on a

Voici comment on trouvera la figure de la courbe, qui d’ailleurs 
est symétrique par rapport à l’axe des y, puisque x n’entre 
dans la proposée qu’avec des puissances paires. On fera 

et combinant ces e'qu. avec la proposée, on trouvera qu’il ne 
peut y avoir que trois points multiples, savoir,

Ces points sont doubles; les tangentes Ec. Ef, Da, Db......... 
font, avec Ax, des angles qui ont pour tangentes 
pour le point
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Pour les points où la tangente est parallèle aux x, on fera y' 
nul, ou o = x(x2—a2).I0. x=0 répond à y = -a,ce qui re
donne le point E, pour lequel y est o/o,et non pas= o; on trouve 
aussi le maximum en F,y=1/2a.2°.x=±a donne, outre les 
points D et D', les minima O et H pour lesquels y= — 3/2a.

Enfin, y'=∞, ou y(y+α) = o fait connaître les points 
I et G, où la courbe a sa tangente parallèle aux y : on trouve 
AB=AC =DE.

IV. Soit encore x4+2ax2y—ay3 = o (fig. 5o);

d’où

Après avoir trouvé que l’origine peut seule être un point mul
tiple, on est conduit à la dérivée du 3e ordre, qui donne 
y'= o et y' = ± √2. Ainsi, en A il y a un point triple : la 
courbe a pour tangentes l’axe des x, et les lignes A B, Ac à 45°.

On a les minima H et O en faisant y'=o ; ou x(x2+ay)=o,
d’où
Enfin les limites G et F setrouvent en posant
d’où

V. L’équ.y4 — axy2 +x4 = o (fig. 5I) donne

On trouve que l’origine est un point triple ; et comme i’on a 
y '= o et y'= ∞, les axes sont tangens à la courbe.

VI. On pourra s’exercer (fig. 52) sur l’équation.................
la courbe a aussi un point triple

à l’origine. (Voy. encore l’ex. IV, p. 4II,  fig. 48.)
782. Lorsque l’éq. est explicite, la recherche des points 

multiples est bien plus aisée. On a vu (p. 363) que l’abscisse 
correspondante doit chasser un radical de la valeur de y, en 
rendant nul son coefficient. Le degré de ce radical dépend du 
nombre des branches, et l’exposant du coefficient détermine 
s’il y a simple intersection ou osculation.
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L’équ.

y perd un radical pourr x=i, qui ne disparaît pas de y'. Ainsi, 
l’origine étant en / (fig. 53 ), IC' = I donne un point double 
en C, pour lequel les branches se coupent sous un angle droit, 
puisque y'= ±I. D’ail leurs, x=5/3 donne les maxima vers D
et D'; IA=2 fixe la limite A de la courbe.

Pour l’équ. y= (2 — x) √(I—x), la courbe a un point 
conjugué dont l’abscisse est x = 2, parce que y est imaginaire 
dans les points voisins. L’origine est de même un point conju
gué pour la courbe dont l’équ. est y=x√(x— b).

Enfin, y = (x— a)2 √(x—b) + c, où a>b, est l’équ. de la 
courbe EDFG (fig. 54) formée de deux branches qui ont en D 
la même tangente ED. Si x—a eût été au cube, les deux 
branches auraient eu même cercle osculateur, etc...

Du reste, un point triple, quadruple... est annoncé par un 
radical du 3e, 4e degré....

On a décrit un cercle du diamètre AI = 2r (fig. 53); une 
droite AF tourne en A, tandis que PN,perpend. à AI,glisse 
parallèlement. On demande quelle est la courbe AMC des points 
M de section de ces deux droites mobiles, le point N étant sans 
cesse au milieu de l’arc AN F sous-entendu par AF. L’origine 
étant en C,leséqu. des droites mobiles PN,AF sont x = α, 
y =β(x—r); les coordonnées du point M sont CP =a, 

PM=β(α— r) : comme PN est une ordonnée au cercle,
PN2 = r2 — α2.Or, N étant le milieu de l’arc ANF, le rayon 
CN est perpend. sur AF, et les triangles APM, CPN sont 
semblables : d’ou

telle est l’équ. de condition entre les constantes a et β (n° 462) ; 
en les éliminant, à l’aide de x=α,y=β (x— r), il vient,
pour l’équ. de la courbe proposée,
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Il est aise' de reconnaître la fig. 53. L’origine C a un point 
double,pour lequel y'= ±I : les tangentes y sont inclinees à 
45 degrés sur AI. La feuille AC a un maximum vers D, et 
ne s’étend pas au-delà du sommet A, qui est une limite. De 
même que le point M est donné par le milieu N de l’arc ANF, 
le milieu N' de l’arc AN'F donne M' : on a ainsi deux branches 
infinies CO, CO' ; les points O et O' de section avec le cercle 
ont pour abscisse —1/2r. Ces branches ont pour asymptotes, la 
tangente du cercle au point I.

Concavité, convexité et points singuliers des 
Courbes.

783. On peut employer les situations diverses de la tangente 
à la recherche de la figure des courbes (nos4o6,411). Étant don
née l’équ. y = fx, et sa tang. au point (x, y), comparons 
les ordonnées pour la même abscisse x+h (n° 722), fig. 22.

Comme on peut prendre h assez petit pour que le signe de 
1/2y"h2 soit celui du reste de la série,l’ordonnée de la courbe est 
plus grande ou plus petite que celle de la tangente,suivant que 
y" est positif ou négatif; en sorte que la courbe tourne vers 
l’axe des x sa convexité dans le Ier cas, et sa concavité dans 
le 2e. Si les ordonnées étaient négatives, ce serait visiblement 
le contraire : donc une courbe tourne vers l'axe des x sa con
vexité ou sa concavité, suivant que y et y" sont de memes signes 
ou de signes contraires. (V. p. 76.)

Il est aisé de voir qu’au point d’inflexion M (fig. 59 et 60), 
où la courbe change sa concavité en convexité,y'' doit aussi 
changer de signe, ce qui exige qu’en ce point y" soit nul ou 
infini : à moins cependant que/ ne change de signe en même 
temps que/", le point qu’on considère se trouvant dans ce cas 
sur l’axe des x. C’est au reste ce qui va être développé.

784. Après avoir pris un point (α,β) sur notre courbe, pour 
T. II. 27
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juger s’il présente quelque particularité, c’est-à-dire s’il est 
Singulier, il faut comparer les parties de la courbe de part et 
d’autre de ce point, pour les ordonnées Distinguons
deux cas.

Ier cas. Le développement de f ( α + h ) ne contenant pour h 
aucun exposant fractionnaire dont le dénominateur soit pair, 

on a
Les coefficiens sont réels, puisque, s’ils étaient imaginaires, le 
point (a, β) serait conjugué (n° 779). De plus (quel que soit 
le signe de h) ha, hb. .. sont réels, en sorte que la courbe s’é
tend de part et d’autre du point (a, β).

1 °. Si le développement de f(α + h) est fautif dès le deuxième 
terme Aha , ou si a est une fraction >0 et < I,y' est infini 
( n° 736), et au point (α, β) la tang. est perpend. aux x. En 
prenant les dérivées relatives à h, on a

La valeur de f' (a+h) est destinée à donner la direction de la 
tang. au point de la courbe dont l’abscisse est a + h, puisqu’il 
est indifférent que x ou h ait varié dans f(x + h). ( Voyez 
la note, p. 366.)

Cela posé, le signe de Aha et de ses dérivées décide de celui 
des séries entières, lorsque h est très petit. Que a soit une frac

tion — , où n est impair : si m l’est aussi, l’ordonnée f(α + h) 

croît d’un côté et décroît de l’autre côté de l’ordonnée tangente, 
n

parce que A√hm change de signe avec h. Il y a donc une in
flexion, disposée comme le montrent les fig. 55 et 56, suivant 
que A est positif ou négatif.

En effet, f'" (α + h) change aussi de signe avec h, parce que 
a—2 donne à h, dans le Ier terme, un exposant impair m—2n : 
ainsi, la courbe présente d’un côté sa concavité, et de l’autre sa 
convexité à l’axe des x (n° 783). Nous avons construit les équ.
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On en dira autant pour y3 = a2x, et (y — I)3 = I — x.
Il

Mais si m est pair, A√hm a toujours le même signe que A, 
quel que soit celui de h, en sorte que les ordonnées, voisines de 
notre tangente de part et d’autre, croissent lorsque A est posi
tif, et décroissent dans le cas contraire, à peu près comme pour 
les maxima. La courbe prend la forme indiquée fig. 57 et 58, 
que nous appellerons Cératoïde (*).  Le signe de f" (α + h) est 
visiblement négatif pour l’un et positif pour l’autre, en sorte 
que la courbe doit présenter à l’axe des x, des deux côtés de 
l’ordonnée tangente, sa concavité ou sa convexité, suivant que 
A a le signe + ou le signe —.

Les équ. y =β+(x—a)2/3 et =β — (x— a)2/3 donnent les
fig. 57 et 58. On en trouve un autre exemple dans la Cycloïde.

2o Mais si le développement n’est pas fautif dans les deux 
premiers ternies , a=I, b >I, y' n’est plus infini, et l’on a 
A pour la tang. de l’angle que fait avec l’axe des x la droite qui 
touche la courbe au point (a, β) : elle est parallèle aux x, si 
A = o ; inclinée à 45°, si A = I, etc.

D’après cela, si l’exposant b est un nombre pair, ou une 
fraction dont le numérateur soit pair, la courbe ne présente au 
point (α, β) rien de particulier, puisqu’elle s’étend, de part et 
d’autre, au-dessus de la tangente si B est positif, et au-des
sous si B est négatif; la différence entre les ordonnées de ces 
deux lignes étant Bhb + etc. On voit d’ailleurs qu’alors le signe 
de f" (α+ h) est le même que celui de B.

C’est ce qui a lieu pour l’équ. y = β +x + (x — α)4/3.

(*) Nous avons préféré les dénominations de Cératoïde et Ramphoïde à 
celles de rebroussement de la ire et de la 2e espèce sous lesquelles ces points 
sont connus. Ces mots sont dérivés de Ktpxc , corne, bec d’oiseàu,
LiSiç, forme.

.27.
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Cependant, si A=o, il y a maximun ou minimum. (Voy, 
4.

p. 391.) Cela arrive pour y=β+k(x—α)4/3.

Quand b est un nombre impair, ou une fraction dont le nu- 
772 n

mérateur m est impair, b = change de

signe avec h, les ordonnées croissent d’un côte et décroissent 
de l’autre : de plus, f" (α + h) est dans le même cas, puisque 
l’exposant de son Ier terme est aussi un nombre impair b —2, 
ou une fraction dont le numérateur m— 2n est impair : donc 
il y a une inflexion au point (a, β), dont la disposition dépend 
de la direction de la tangente, et du signe de B.

Voici plusieurs exemples.

la tangente est inclinée à 45° dans les exemples I°, et 3° ; à 135° 
dans le 5e ; elle est parallèle aux x dans le 4e.

Si b est entier (c.-à-d., 3, 5, 7...),y" est nul ; on pourra rap
procher notre théorème de celui des maxima (n°757). Chacune
des racines de y'' =o ne peut répondre à une inflexion, qu’au- 
tant que la ire des dérivées y"',y'V..., qu’elle ne rend pas 
nulle, est d’ordre impair. Si b n’est pas entier, comme il est 
> 1, y" est nul ou infini, suivant que b est > ou < 2.

785. 2e CAS. Le développement de f(α+h) contenant un 
radical pair, l’une des ordonnées f(α+h) ou f(α-h) est
imaginaire ; l’autre est double, à cause du radical pair qui y in
troduit le signe ±. Ainsi, la courbe ne s’étend que d’un côté 
de l’ordonnée β, et elle a deux branches.

I°. Si le développement est fautif dès le 2e terme, a est 
entre o et 1 ; l’ordonnée β est tangente. Supposons que 

a — —, n étant pair, le terme ±An√hm montre que le
n

point (a, β) est une Limite de la courbe dans le sens des x ; elle
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la forme NMQ ou N'MQ' (fig. 61), suivant que h doit 
être pris en + ou en — ; l’une des ordonnées est > β, l’autre 
est <β ou PM : d’ailleurs, pour les points voisins de M, l’une 
des valeurs de f" (α + h) est positive, l’autre est négative ; ce 
qui prouve que l’une des brandies NM est convexe, et que 
l’autre QM est concave vers l’axe des x.

Les equ.
donnent, l’une QMN, l’autre Q'MN'. Nous en avons trouvé 
plusieurs exemples (n° 781).

Mais si le radical pair affecte un des termes qui suivent Ahα, 
pour les ordonnées voisines de celle qui est tangente, β est 

<f(α+h) quand A est positif; le contraire a lieu lorsque A 
est négatif ; en sorte que les branches de courbe ont (fig. 62) 
la forme QMN dans un cas, Q'MN' dans l’autre. On voit d’ail
leurs qu’alors f" (a+h) étant de signe contraire à A, la courbe 
doit affecter cette figure, que nous nommerons une Ramphoïde. 
C’est ce qui a lieu pour y = β + k (x —α)1/3+l(x—α)1/4.

Quand h doit être négatif, pour que f(α+h) soit réel, la 
courbe est à gauche de l’ordonnée tangente PM.

2°. Lorsque le développement n’est fautif qu’au-delà du 2e 
terme, a=i, et la tangente à la courbe au point (α, β) sera fa
cile à construire. Si le terme Bhb porte le radical pair, il a la

n

forme ± B √hm ; l’une des branches est au-dessus de la tang., 
l’autre s’abaisse au-dessous,puisquecette droite a pour ordonnée 
Y = β+Ah : il y a donc une Cératoide. On a y" nul ou infini,

• *1  suivant que b est > ou < 2. Pour l’équ. y = β+x +(x—α)3/2, 
(fig. 65) la tangente est inclinée à 45°, quand x = α.

5
Pour 2y=-1—x+2 ( 1 — x)5/2, on a la fig. 64.

Mais si l’exposant, dont le dénominateur est pair, est au-delà 
de Bhb, le signe de B suffit pour décider quelle est la plus 
grande, de l’ordonnée de la courbe, ou de celle β + Ah de la 
tangente. On voit donc qu’il y a une Ramphoïde. On a (fig. 66)
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pour l’équation

786. Concluons de là que, I° aux limites, dans le sens des x 
ou dans le sens des y, y' est nul ou infini.

20. Aux inflexions et aux cératoïdes, y" est nul ou infini.
3°. Pour trouver les points singuliers, il faut prendre la dé

rivée My'+ N=o de l’équ. φ (x,y) = o de la courbe ; faire 
M o ou N= o : en tirer, à l’aide de φ (x, y) = o, les racines 
qui peuvent seules appartenir aux limites.

4°. On prendra de même la dérivée du 2e ordre, ou celle 

de y' = —M/N , qui donne y" =Q/N (on suivra la ire règle du 

n° 7o5), puis on posera Q=o, ou N=o : ces équ. feront con
naître l’x et l'y des points qui sont des inflexions ou des céra
toïdes.

5°. 11 faudra ensuite chercher le développement de f(x+h), 
pour chacune des valeurs de x ainsi obtenues, ou plutôt recon
naître le cours de la courbe de part et d’autre du point qu’elles 
déterminent.

6°. Les ramphoïdes et les cératoïdes peuvent être considérées 
comme des points multiples et soumis à la même analyse : elles 
ont une tangente commune à leurs deux branches au point de 
rebroussement.

70. On peut encore, dans la discussion des équations, s’aider 
du développement de y en série ascendante ou descendante 
(n° 747) suivant les puissances de x ; on aura aisément les limites 
de la courbe, si elle en comporte ; et pour les branches infinies, 
on obtiendra leurs asymptotes courbes ou droites, etc.

Voici encore quelques exemples : on en trouvera beaucoup 
d’autres dans le Traité de Cramer.
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Des Surfaces et des Courbes dans l’espace.

787. Soient z = f(x,y), Z = F (X, Y) les équations de 
deux surfaces courbes; pour qu’elles aient un point commun 
(x,y,z), il faut que pour les mêmes ordonnées Z=z, on ait 
x = X, y = Y. Prenons sur chacune un autre point répon
dant aux abscisses x + h et y + k ; nous représenterons, pour 
abréger, les z correspondans (n° 743) par

La distance entre les deux points dont il s’agit est

Si P=p et Q=q, c.-à-d. si les différentielles partielles du 
Ier ordre de nos fonctions f et F sont respectivement égales, les 
raisonnemens du n° 770 feront voir qu’une 3e surface ne pourra 
approcher des premières autant qu’elles approchent l’une de 
l’autre, à moins que celle-là ne remplisse les mêmes conditions 
à leur égard : il y a alors contact du Ier ordre. Pour le contact 
du 2e ordre, il faudrait en outre que les différences partielles 
du 2e ordre fussent aussi égales entre elles, ou

Par ex., tout plan a pour équ. (n° 659) Z = AX+ BY +C ; 
sa position dépend des constantes A, B, C, qu’on peut déter
miner en établissant une osculation du Ier ordre, x, y et z 
étant les coordonnées du point de contact, il vient
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p et q désignant toujours les fonctions tirées de l’équ.dx dy
de la surface courbe ; cette équ. ayant par corséquent 

pour dérivée dz = pdx +qdy.
Si l’on élimine A, B, C, on trouve, pour le plan tangent,

Une fois l’équ. du plan tangent obtenue, il sera facile de 
trouver tout ce qui se rapporte à sa position. Par ex., le cos. de 

l’angle φ qu’il fait avec le plan xy, est cos φ

La normale qui passe par le point (x,y,z) est de plus per
pendiculaire au plan tangent; ces conditions, exprimées en 
analyse (n° 668), donnent, pour les équ. de la normale,

788. Voici plusieurs exemples de l’usage qu’on peut faire des 
équations A et B.

I. Tous les cylindres ont cette propriété distinctive, que le 
p an qui les touche en un point, touche selon une génératrice ; 
cette droite est parallèle à une autre (n° 680) dont on donne les 
eq. x=az,y=bz. Énonçons ce fait en analyse, et nous aurons 
exprime que la surface touchée est un cylindre, sans avoir par
ticularisé la courbe directrice; nous aurons donc l’équation de 
toute espèce de cylindre. On a donné (n° 667) la condition du 
parallélisme d’un plan avec une droite : elle devient ici (où 
A=p, B=q), ap+bq= I, équ. cherchée. (Voy. p. 373.)

II. Le plan tangent au cône passe par le sommet. Mettons 
pour X, Y et Z, dans l’équ. (A), les coordonnées a, b, c de 
ce point, et l’équ. z— c=p(x—a)+q(y—b), exprimant 
la propriété qui caractérise toute surface conique, quelle qu’en 
soit la base, sera l’équ. de cette surface (n° 745).

III. Imaginons qu’une droite coupe sans cesse l’axe des z et 
demeure horizontale, tandis qu’elle glisse le long d’une courbe: 
elle engendre une surface nommée Conoïde, à cause de sa res
semblance avec un cône dont le sommet aurait une arête. Ce.
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qui caractérise ces surfaces, c’est qu’un plan les touche selon 
une génératrice horizontale : exprimons analytiquement cette 
propriété. En faisant Z = z, dans l’équation (A), nous avons 
(X— x)p + (Y —y) q = o; ce sont les équ. d’une horizon
tale tracée dans le plan tangent. Pour que cette droite coupe 
l’axe des z, il faut que sa projection sur le plan xy passe par 
l’origine, ou bien que px+qy= 0 : telle est l’équ. de tous les 
conoïdes.

IV. Toute normale d’une surface quelconque de révolution 
va couper l’axe ; donc, si l’on élimine X, Y, Z, entre les équa
tions (B) de la normale et celles de l’axe de révolution, l’équ. 
résultante en x, y, z, exprimant la propriété énoncée, sera celle 
de là surface de révolution, quel qu’en soit le méridien. Par ex., 
si l’axe est celui des z, dont les équations sont X=o, Y = o, 
l’élimination donne py=qx, équ. de toute surface de révolution 
autour de l’axe des z (n° 745).

Lorsqu’on veut particulariser une espèce de surface cylin
drique, conique... , il faut introduire, pour p et q, des fonc
tions de x et y, qui sont déterminées par la nature de la courbe 
directrice donnée. C’est ce qui sera examiné par la suite (n°901).

78g. Nous avons traité (n° 760) des maxima des fonctions 
de deux variables. Il en résulte que si l’on veut trouver les z 
maxima ou minima d’une surface courbe, dont on a l’équation 
z==f(x,y), il faudra poser p = o, q = 0 (le plan tangent pa
rallèle aux xy), et éliminer x, y et z entre ces trois équ.; mais 
les coordonnées ainsi obtenues n’appartiendront à des points 
doués de la propriété dont il s’agit, qu’autant qu’elles satisfe
ront à la condition (2) (p. 392), qui apprendra à distinguer le 
maximum du minimum.

79o. Pour que le plan tangent soit perpend. au plan yz, il 
faut que son équ. soit réduite à la forme Z —z = q (Y— y) 
(n°655) ; ainsi p= o. Plus généralement, soit

Pdx + Qdy+ Rdz = o,

la différentielle de l’équ. d’une surface (n° 744); P = o est la
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condition qui exprime que le plan tangent est perpend. au plan 
yz. Il faut donc que les coordonnées x, y, z du point de contact 
satisfassent à l’équ. P = o, et à celle φ (x, y, z) = o de la sur
face. Telles sont donc les équ. de la courbe qui jouit de la pro
priété que le plan tangent soit perpend. au plan yz; cette courbe 
est la limite de la surface dans le sens des yz. Ainsi, en élimi
nant x, on a la projection de la surface sur le plan des yz. De 
même, celle sur le plan xy se trouve en éliminant z entre φ=o, 
et R=o. Les deux équ. P=o, Q = o se rapportent au maxi
mum de z, etc.

Pour la sphère , par exemple (n° 654 ),
(x —a)a+(y —b)a+(z-c)s=rs,

la dérivée relative à z seul est z — c=o; éliminant z, on a 
(x—a)2+(y—b)2 = r2, pour l’équ. du cercle de projection 
sur lé plan ce qui est d’ailleurs visible.

791. Projetons sur le plan xy l’arc s de courbe dans l’espace, 
puis développons (n° 787, 4°.) le cylindre formé par le système 
des perpend. à ce plan : la base est un arc l, projection de l’arc s. 
Or, on peut concevoir cet arc s rapporté aux coordonnées rec
tangles l et z, puisque A est étendu en ligne droite ; l’aire t du 
cylindre et la longueur de l’arc s seront données (nos 767 et 768.) 
par les relations t' = z, /a=i 4-z'2, dans lesquelles les déri
vées se rapportent à A. Si l’on veut qu’elles soient relatives à a.’, 
on aura (n° 734)

dt=zdl, ds2= dl2+dz2.

Mais l’arc l est rapporté aux variables du plan xy, en sorte que 
dl2 = dx2+ dy2 ; donc

dt = z√(dx2+dy2),
ds2 = dx2 +dy2+dz2.

Une courbe dans l’espace est donnée par les équ. de deux sur
faces dont elle est l’intersection, telles que M= o, N=o: 
qu’on en tire les différentielles dy et dz en fonction de x, et 
qu’on substitue, l’intégration de ces formules donnera , d’une
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part,l’aire t du cylindre droit,qui a pour base la projection de 
l’arc , et qui est terminée par cet arc ; et de l’autre la longueur 
de l’arc rectifié.

792. Supposons que le trapèze curviligne CBMP (fig. 40) 
tourne autour de l’axe Ax ; cherchons le volume v et l’aire u 
du corps de révolution qu’il engendre,l’équ. de l’arc BM étant 
donnée,y =fx. Soient v=Fx,u=φx ; il s’agit de déterminer 
les fonctions F et tp. Attribuons à x l’accroissement PP'=h ; 
y, v et u deviendront y + k , v +i, u+l; d’où

k=y'h+..., i=v'h +..., l=u'h+...

Il s’agit maintenant, pour appliquer la méthode des limites, 
de trouver des grandeurs qui comprennent entre elles les 
accroissemens i et Z, quelque petit que soit h.

I°. Les rectangles MPP' Q, LPP'M', engendrent, dans leur 
révolution autour de Ax, des cylindres dont les volumes sont 

et πy2 et π(y+k)2h (n°3o8): leur rapport ayant l’unité pour 
limite, et le volume z, engendré par l’aire MM'P'P, étant 
toujours intermédiaire entre ceux-ci,l’unité doit être aussi la

limite du rapport =- ou--------- - ; donc.. . . 

2°. La corde MM' et la tangente MH décrivent des troncs 
de cône, dont les aires (n° 290,3°.) sont π(2y+k).MM', et 
π(2y+y'h). HM : le rapport de MM' à MH tend sans cesse
vers l’unité (n° 767 ) ; la limite du rapport de nos deux aires est 
donc 1, qui est par conséquent celle du rapport

attendu que l’aire Z décrite par l’arc MM' est intermédiaire 
entre les premières, quelque petit que soit h. Donc

u' = 2 π y√(1+y'2 ) = 2πys'.
On mettra fx pour y dans ces valeurs de v' et u', et l’on in

tégrera; c.-à-d. qu’on remontera aux fonctions v et u dont elles 
sont les dérivées ( n°851).
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7Çg3. Traçons sur un plan AP B (fig. 67) un trapèze CDEF. 
Soiemt cdefsz projection sur un autre plan AQB, et a. l’angle 
de c<es deux plans ; supposons que les côtés CD ,EFsoient per- 
pend. à l’intersection AB, on a (n° 354) cd— CD X cos a, 
ef=.EFx cos « ; donc l’aire du trapèze

Cette relation entrenotre trapèze et sa projection a également 
lieu pour un triangle quelconque DIF(fig. 68), puisqu’en me
nant les perpend. CD, LF sur AB, et CE parallèle à DF, on 
forme le parallélogramme CD LF, dont Faire est double de celle 
du triangle DIF. Or, d’une part, toute figure rectiligne est 
décomposable en triangles ; de l’autre, on peut, parla méthode 
des limites, étendre aussi la proposition à toute aire plane 
curviligne. Donc la projection P sur un plan d’une aire plane 
quelconque h., est le produit de cette aire par le cosinus de 
l’angle des deux plans, P = A cos «.

Soient donc les angles que fait une aire plane A avec
les plans coordonnés; P, P', P*, ses trois projections ; on a 

faisant la somme des carrés, il vient 

à cause de cos2a-j-cos1a'-+-cosa«"=i (n°674,i0-). Donc,Ze 
carré d’une aire plane quelconque est la somme des carrés de 
ses trois projections sur les plans rectangulaires coordonnés.

Ces théorèmes servent à trouver l’étendue des surfaces planes 
situées dans l’espace,en les ramenant à être exprimées à l’aide 
de deux variables.

794. Soit z =/(•£, J") l’équ. d’une surface courbe ; menons 
quatre plans parallèles deux à deux , à ceux deszrz et desjpz ; 
cherchons le volume V et. l’aire t/du corps MNEF (fig. 6g) 
renfermé entre ces limites. Attribuons à x et y les accroisse— 
mens li et le point M{x,y, z) sera comparé au point C: le 
corps aura pris l’accroissement renfermé entre les plans MEX
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SD,FM.)SB ; V et U sont donc des fonctions de x et y qi’il 
s’agit de déterminer, x étant augmenté de A, et de A,F sera 
accru (n° ^4^) de

Or, si l’on n’eût fait croître que x de h, ou bien que J de À , le 
corps aurait reçu l’augmentation

donc,en retranchant, on a volume MCRQ

On verrait de même que l’aire MC

Pour appliquer ici la méthode des limites, cherchons les 
grandeurs entre lesquelles ce volume et cette aire soient ttu- 
jours renfermés, quelque petit que soit h ; représentons le corps 
MCRSQP à part (tig. 70).

i°. Le parallélépipède rectangle MPSs a pour volume h'cz \ 
celui du parallélépipède construit sur la même base, et djnt 
SC= z +l est la hauteur, est = hk (z 4-1).

Le rapport de ces volumes ayant l’unité pour limite r

1 est aussi la limite de

On mettra donc pour z sa valeur/*(x ,y), puis on intégrera 
deux fois , d’abord relativement à x, en regardant y connue 
constant; enfin, on intégrera de nouveau le résultat par rapport 
à y seul. (T7oy. n° 852.)

20. Menons un plan tangent Ms' au point M (x ,y, z) ; l’aire
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Mr'sq', qui est renfermée entre les plans MR,MÇ) R,
est (n° 7g3) le quotient de sa base PQRSdivisée parle cosinus 
de l’angle qu’elle fait avec le plan xj-, savoir (n° 674- >'"O :

Mais il est facile de voir que l’unité est la limite du rapport de 
d’Z7q—7- hk 4-. . . à cette quantité. Donc

Il faudra donc différentier l’éq. de la surface;
puis de dz=jpdÆ-f- ydj', tirer les valeurs dep et q en fonction 
de x et y, et les substituer ici ; enfin, intégrer comme on l’a 
dit ci-dëssus. Nous donnerons des applications de ces diverses 
formules (n° 855).

7p5. Imitons en trois dimensions ce qui a été dit des oscula
tions des courbes planes. Z—F(X, F) sont les
équ. de deux surfaces courbes ; si elles ont un point commun 

z), pour en comparer l’écartement dans les parties voi
sines de ce point, on changera X et x en x-±-h, Y et j’ en 
j- 4- k, et l’on prendra la différence f des z. Continuons de 
supposer

que de même P, Q.. . aient de semblables significations pour 
la 2 e surface. Ou démontrera précisément, comme 110 770, que 
si l’on a P=zp} Ç) —y, la différence J' étant du 2e ordre en k 
et k, aucune autre surface, qui ne remplirait pas les mêmes 
conditions, ne pourrait approcher de la ire surface autant que 
le fait la 2e ; et si, eu outre , on a R = r, S = s , T=t, l’os
culation sera du 2e ordre , et les deux surfaces auront un plus 
grand degré de rapprochement dans la région voisine du point 
commun, et ainsi de suite.
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courbes et surfaces.
' Soit, par ex., un plan Z — AX -f- B P ’-f- C ; il aura un 
contact du ier ordre avec la surface z—f{x^jr}, si l’on déter
mine les constantes A, B, C par ces conditions, que le plan 
passe par le point donné (a?, et qu’on ait A=p, B —q. 
De là résulte l’équ. {A) du plan tangent (n° 797).

Pour la sphère, on a l’équation

On établit ainsi un simple contact au pointa:, z (n° 744)

ces trois équations déterminent les coordonnées du centre, et par 
conséquent lasphère, dans le casd’un simple contact, lorsque le 

£ 
rayon n est connu. En posant, pourabréger, =<?,
l’élimination donne 

cette sphère a même plan tangent que la surface; son centre est 
sur la normale , équ. (5) p. Pour que l’osculation fût du 
2e ordre, il faudrait déterminer l’arbitraire n de manière à 
rendre /ïz=r,5=j, T= t : puisqu’on n’a qu’une constante à 
déterminer, on ne peut remplir ces trois conditions; en géné
ral toute surface n’a donc pas une sphère osculatrice comme 
une courbe a un cercle osculateur.

796. Mais rendons la somme des termes du 2e ordre de la 
série (n° 787) les mêmes pour la sphère et notre surface, ou 

a. étant le rapport k h ; on trouve pour les dérivées du 2e ordre 
de l’équ. de la sphère relatives à x et à j-,

7, r, s, t sont des fonctions de x ety, qu’on tire de l’équation 
z==/ï*>j) de la surface proposée; « est la tangente de l’angle
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que fait, avec l’axe des x , une droite qui touche au point 
commun, et est menée dams une direction arbitraire. Cette 
équ. fait connaître z—c en fonction de x,y et a. ; les équ. (i) 
donnent ensuite a, b, et le Tayon n de courbure de la section 
faite par un plan passant par la normale et la tangente dont il 
s’agit. On peut donc trouver les courbures de la surface dans 
toutes les directions imaginables.

Ayons surtout égard aux sections dont la courbure est la 
plus grande ; faisons varier n par rapport à et seul, et posons 
n—o (n° 757). Mais, d’après l’équ. (i),on a alors c'=o,en pre
nant z,p, <?,constans; donc la dérivée de l’équ. (2) relative à 
c et a, en faisant c' nul, donne : 

en multipliant par et et retranchant de (2). Il est aisé d’éliminer 
a. entre ces deux équ., et d’arriver à cette relation destinee à 
donner z— c,

ou

On en tire deux valeurs de z — ç, et par suite (1) donne les 
rayons n de la plus grande et de la moindre courbure de la sur
face au point donné (a?, JK, z) : enfin,l’une des équ. (3) fait con
naître cl , ou les directions de ces deux courbures.

Concevons nos deux lignes de courbure tracées à la surface 
proposée ; elles sont indépendantes du système d’axes auquel 
celle-ci est rapportée, et restent constantes lorsqu’on change 
de plans coordonnés. Prenons le plan tangent pour celui des 
xy ; il est visible que r,y, z, p et q sont nuis, et les équ. (3) 
deviennent 

d’où
Le produit des deux racines de cl étant — 1. on en conclut que 
les deux courbes se coupent à angle droit. Donc, à l’exception 
des cas très particuliers où l’équ. (4) serait satisfaite d’elle-
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même , sur toute surface, si l'on prend un point quelconque, il 
y a toujjours deux plans, passant par la normale en ce point, 
qui sonit perpend. l’un à l’autre, et donnent la plus grande et 
la moindre courbure de la surface. Les ëqu. précédentes font 
connaître ces deux directions, et par suite les rayons db ces 
deux co»urbures.

797. Étant donne'e une courbe dans l’espace , parles équ. de 
deux suirfaces dont elle est l’intersection, en éliminant successi
vement x etentre ces équ., on aura remplacé ces surfaces par 
deux cy lindres perpend. aux plans coordonnés des xz et des yzy 
et les équ. résultantes z-=fx ,zz=.Fy, seront celles des projec
tions de la courbe sur ces plans. Une tang. à la courbe l est aux 
cylindres , et par conséquent ses projections sont tang. à celles 
de la courbe; ainsi les équ. de la tang. sont

Qu’on mette/1'* et F'x pourp et g,et ces équ. seront détermi
nées. E n éliminant x, y, z , entre nos quatre équ., or. a une 
relation entre X,Y, Z, qui est l’équation de la tangente en un 
point quelconque de la courbe, c.-à-d. celle de la surface engen
drée par une droite mobile sans cesse tangente. Si cette surface 
est un plan, la courbe est plane , autrement elle a une double 
courbure : on distinguera donc aisément ces deux cas l’un de 
l’autre.

Au point de contact, il y a une infinité de perpend. à la tan
gente; cette multitude de normales déterminent le plan nor
mal , dont il est facile de trouver l’e'qu. (n° 668),

798. On peut appliquer la théorie des contacts des surfaces 
aux courbes à double courbure , mais nous n’entrerons pas ici 
dans ces détails. [Voyez Fond, analyl. (n° i41), et l’alnaF 
appl. de Monge.] Bornons-nous à la recherche du plan oscu- 
lateur. Soient z=fx,y--^x les équ. de la courbe; celle du 
plan qui passe par le point (x,y, a), est

T. II. 28
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Déterminons A et B en établissant un contact du 2*  ordre. Si 
l’on change x en x +h,y et z recevront, pour la courbe, les 
accroissemens

Metto s donc x+h, y+k, z +l pour X, Y, Z, dans l’éq u.
du plan : il vient l=Ah +Bk,ou

Les arbitraires A et B seront déterminées par ces deux condi
tions A+Bϯ'=f', Bϯ"=f'' ; donc 1équation du plan oscu- 
lateur est

De la méthode infinitésimale.

799. Nous avons déjà remarqué (tome I, note, page 297), 
en appliquant la méthode des limites ( n° 113) à une équ. entre 
des constantes et des variables qui peuvent être rendues aussi 
petites qu’on veut, que lorsqu’on n’a besoin que de la relation 
qui lie les termes constans , ce n’est pas commettre une erreur 
que de négliger dans le calcul quelques-uns des termes qu’on 
sait devoir disparaître par la nature même du procédé. Il en a 
été de même (n° 422) pour la méthode des tangentes. La certi
tude mathématique ne sera donc pas altérée par ces omissions 
volontaires, pourvu qu’on se soit assuré qu’en effet elles n’affec
tent que les quantités qui, par la nature même de l’opération , 
doivent disparaître du résultat.

On pourra donc, dans toute question semblable, omettre les 
termes indéfiniment petits, que les géomètres ont appelés, avec 
Leibnitz, des infiniment petits. En se dispensant d’y avoir égard, 
on abrégera beaucoup les calculs, puisqu’il est souvent difficile 
d’évaluer ces termes ; et les résultats seront exacts. On pourra 
inême présenter la théorie avec la rigueur géométrique, en 
prouvant que les quantités omises sont au rang de celles qui
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doivent en être supprimées. Cette méthode est précieuse, non- 
seulement pour graver les résultats dans la mémoire, mais en
core pour les spéculations analytiques compliquées; et il im
porte de ne pas se priver d’un secours aussi puissant, surtout 
en considérant qu’on peut toujours rendre au procédé la ri
gueur qui lui manque en apparence.

800. Les applications de ces notions aux élémens de Géo
métrie sont si faciles, que nous nous dispenserons de les faire ; 
chacun pourra aisément y suppléer. Mais venons-en à celles du 
Calcul différentiel.

Soient y, z, t... des fonctions données quelconques de x ; si 
x prend l’accroissement dx, ceux que prendront y, z... résul 
feront des relations données qui lient ces variables à x, et l’on 
aura

dy = Adx + Bdx2 +. . . , dz = A'dx + B'dx2+. ..

Or, quel que soit le but de notre opération, d y doit être com
biné avec dz, dt.. . , de manière à former une équ. M = o. 
Lorsqu’on aura substitué à dy, dz... leurs valeurs, dx sera fac
teur commun, et pourra être omis dans l’équ. M=o, en sorte 
que les premiers coefficiens A, A',... en soient seuls exempts. 
Mais x,y, z. .. étant maintenant regardés comme des termes 
fixes, leurs accroissemens dx, dy... pourront être rendus aussi 
petits qu’on voudra, de sorte qu’en faisant dx = o, l’équ. M=o 
devra perdre tous les termes B, B'... On pourra donc d’avance 
dégager le calcul de ces termes, et dire que dy = Adx, 
dz = A'dx... ; les autres termes sont négligés comme des infi
niment petits du 2e ordre, expression qui sert à éviter une cir
conlocution.

On conçoit les grandeurs comme formées de parties quel
conques élémentaires, qu’on nomme Différentielles, et qu’on 
désigne par la lettre d, comme nous l’avons indiqué n°698. Ces 
différentielles, comparées aux élémens véritables, n’en diffè
rent que de quantités négligeables, c.-à-d. de valeurs que le 
calcul ferait disparaître si l’on y avait égard. Le résultat n’etant 
pas atteint de cette sorte d’erreur, en prenant ainsi des quan- 

2.8 .
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tités défectueuses au li eu des véritables, on se trouve conduit a 
' des calculs et à des considérations simples qui abrègent singu
lièrement les opérations.

dx, dy, différentielles de x et y, ne sont pas précisément 
les accroissemens de ces variables, quoiqu’on les traite comme 
tels, puisqu’au lieu de prendre dy = Adx + Bdx2..., on 
prend seulement dy = Adx; ce sont des quantités qui ne 
different de ces accroissemens que de parties qui s’entre-détrui
sent par le calcul, et qu’il est inutile de considérer.

A est la dérivée que nous avons désignée par y ', et que nous 
savons trouver pour toute fonction. Il est, au reste, bien aisé 
de l’obtenir de nouveau , en partant des principes mêmes que 
nous venons d’exposer. En voici quelques exemples :

Soit y==zt, z et t étant des fonctions de x, on a 

en négligeant dz.dt, qui ne contient que dx2, dx3.. .
Pour y=zm, on a dy=(z+dz)m—zm=mzm-1dz, en né

gligeant les dz2, dz3. . . (Voy. n° 708.)
Soit y = az; d’où dy = az+dz— az = az (adz — 1); mais 

(p. 243) on ah=1+kh+...; donc dy=kazdz, en sup
primant les d.r7, dx3...

y = Log z donne z = ay, et

801. La méthode infinitésimale consiste, comme on voit, à 
substituer dans le calcul, aux véritables accroissemens qui en 
font l’objet, d’autres quantités dont l’erreur soit de nature à 
ne pas altérer le résultat. Au lieu des variations véritables, qui 
seraient difficiles à traiter et compliqueraient les opérations, on 
prend à leur place d’autres quantités plus simples, et qui se prê
tent mieux aux recherches qu’on en a vue, aux calculs qu’on 
doit exécuter. Mais pour être en droit de prendre des valeurs
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défectueuses, il faut, avant tout, s’être assure'qu’il n’en résul
tera aucune erreur, et que si l’on ajoutait à celles-ci ce qui leur 
manque, ces parties ajoutées s’entre-détruiraient.

Ainsi, pour que la méthode puisse être employée en toute 
sûreté , il faut remplir une condition indispensable , celle de 
légalité des limites, ou dernières raisons, qui consiste à compa
rer les grandeurs véritables à celles qu’on leur substitue , à les 
faire varier ensemble , et à voir si, dans leur diminution pro
gressive, leur rapport tend sans cesse vers l’unité, car l’unité 
en doit être la limite. Si un arc de courbe BM (fig. 40) a pour 
accroissement l’arc MM', on pourra prendre en sa place la corde 
MM'; cette corde sera la différentielle de l’arc, attendu qu’en 
rapprochant les points M et M', l’arc et la corde diminuent, 
et leur rapport tend vers l’unité qui en est la limite. Mais on 
ne doit pas prendre MQ pour différentielle de MM', sous pré
texte que MM' et MQ tendent à l’égalité, et deviennent nuis 
ensemble, car le rapport MM' ; MQn’a pas I pour limite. C’est 
ainsi que ax2 et bx, qui deviennent nuis ensemble, ont pour 

rapport , dont la limite est zéro, et non pas I.

En comparant un arc de cercle à son sinus, on peut prendre 
l’accroissement de l’un pour celui de l’autre : y = sin z donne 
dy= sin (z+ dz) —sin z, ou sin z cos dz + sin dz.cos z — sin z. 
En remplaçant sin dz par dz et cos dz par I, parce que les rap
ports de ces grandeurs tendent vers l’unité , on trouve.........
dy = dz.cos z. On trouverait de même la différentielle dé cos x, 
de arc (tang = x)....

Un principe qu’on ne doit jamais perdre de vue, dans ce 
genre dé considérations, est celui de l’homogénéité, qui consiste 
en ce que les différentielles doivent être de même nature que la 
grandeur qu’on considère, et de même ordre entre elles. On ne 
peut donc prendre pour différentielle d’un solide qu’un autre 
solide; pour celle d’une surface qu’une aire, etc. ; on ne doit pas 
regarder une ligne comme la somme d’une infinité de points , 
une aire comme a réunion d’une série de lignes, etc.; et en. 

www.rcin.org.pl



/|58 CALCUL DIFFÉRENTIEL.

outre, toute formule ne devra jamais renfermer que des terme? 
où les différentielles seront de même ordre.

Cet artifice, qui traite les différentielles comme si elles étaient 
exactes, donne lieu, il est vrai, à des équ. défectueuses; mais 
on ne doit pas s’en inquiéter, parce qu’on est convaincu que le 
résultat définitif n’en sera pas atteint, toutes les fois qu’on n’aura 
en vue que les limites, lesquelles sont les mêmes pour les diffé
rentielles et pour les élémens véritables. Ce calcul se présente 
d’abord comme un moyen d’approximation, puisqu’on rem
place ceux-ci par des quantités qui en sont voisines ; mais comme 
on ne destine ce calcul qu’à la détermination des dernières rai
sons , qui sont les mêmes pour les uns et les autres, le calcul ac
quiert la rigueur même de l’Algèbre ; et le langage , aussi bien 
que la notation, en ont toute l’exactitude, puisque dès qu’oit 
prononce les mots d’infiniment petit, de différentielle, on en
tend ne faire usage du calcul que dans les problèmes qui dépen
dent, non plus des grandeurs qu’on a envisagées, mais des rap
ports de leurs dernières raisons. Une différentielle est donc une 
partie de la différence, partie dont le rapport avec cette diffé
rence a l’unité pour limite.

Dans le Calcul intégral, qui a pour but de remonter des dé
rivées aux fonctions primitives, on regarde l’intégrale comme 
la somme des élémens ou des différentielles, ainsi que nous au
rons occasion de le remarquer, nos 842, 846 et 852.

Les applications de ces principes à la Géométrie et à la Mé
canique sont très fréquentes. Voici quelques exemples des pre
mières.

802. Soient BM = s (fig. 40) un arc de courbe, les coordon
nées de M étant x et y ; enfin y= fx l’equ. de cette courbe. La 
tangente TM sera supposée le prolongement de l’élément infi
niment petit MM' de la courbe ; ce qui revient à dire que la 
corde de l’arc MM' = ds, pouvant approcher autant qu’on 

veut de MH, l’angle M'MQ, dont la tangente =M'Q/MQ, ne dif-

fère de HMQ que d’une quantité indéfiniment petite. En résol- 
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vaut le triangle M'MQ, dont les côtés sont dx, dy et ds, on a 
donc, comme n° 762 et p. 399,

Puisque l’arc MM' =s et sa corde ont l’unité pour limite de 
leur rapport, on peut substituer l’arc ds  à sa corde, et l’on a 
la longueur de l’hypoténuse, ou ds = √(dx2 +dy2).

Soit t l’aire CBMP ; le rectangle indéfiniment petit 
MP P' Q =ydx pourra être pris pour dt ; donc dt=ydx.

8o3. Appliquons ce procédé aux coordonnées polaires. Du 
pôle A (fig. 45) pour centre, décrivons l’arc MQ par le point

M (r, Θ), nous aurons ou ; donc

Menons A T perpendiculaire sur AM, et la tangente TM' qui 
se confond avec l’arc, suivant l’élément MM' = ds, or, les 
triangles semblables MM' Q, TM A donnent (voy. p.397) 

donc

Dans le triangle rectangle TM A, on a

De plus,MM'2 = MQ2 + M'Q2 devient ds2= r2dΘ2+dr2. 
Enfin, l’aire ABM = r comprise entre deux rayons vecteurs 
a pour différentielle AMM', qu’on peut regarder comme égal 
à AMQ; or AMQ = 1/2 AM x MQ; d’où dr = 1/2 r2d (p. 400).

804. Dans sa révolution autour de Ax (fig. 40), CBMP en
gendre un corps dont le volume est v et l’aire u; or, l’arc 
MM' décrit la différentielle de u, qui est un tronc de cône, et 
= 1/2 MM' (cir. PM + cir. P' M'), ou plutôt = MM' x cir. PM; 
donc du= aπyds. De même l’aire MPP'M' engendre la diffé
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rentielle du volume v qu’on peut regarder comme égal au cy
lindre décrit par MPP' Q=PP' X cercle PM; donc dv=πy2dx. 
Cela est conforme au n° 792.

Soit la surface courbe BD (fig. 69) dont léqu. z=f(x,y) est 
donnée ; lorsqu’on fera croître x de dx, le volume V=EFMN 

dVcroîtra de MBFR = dV/dx dx. Si, dans ce résultat, on augmente 

y de dy; le volume MBR croîtra de MCSP

De même l’aire MN = U augmente de

Cela posé, 1°. le plan Mrsq (fig. 70), parallèle au plan xy, 
forme le parallélépipède MPSs dont le volume est zdxdy; 
donc d2V= zdxdy, formule qui revient à celle du n° 794.

20. Le plan tangent Mr's'q' peut être supposé confondu avec 
la surface dans l’étendue de MC-, et comme (n° 793) la base 
PS, ou dydx, est = MC X cos a, a désignant l’inclinaison 
de ce plan sur celui des xy, on a

Donc

8o5. Soit M=o l’équ. d’une surface en x,y, z et les cons
tantes arbitraires a, et β. Si « et β reçoivent des valeurs fixes, 
la surface aura tous ses points déterminés dans l’espace. Mais 
qu on trace à volonté une courbe sur le plan xy, y =φx, et 
qu on établisse entre β et α la même liaison, β=φα; enchâssant
β de M, on pourra ensuite attribuer à α une série de valeurs 
successives. M=o deviendra l’équ. d’une multitude de surfaces 
courbes, qui ne différeront entre elles que par la grandeur des 
constantes a. et β. La suite infinie de ces surfaces forme ce qu’on 
nomme une Enveloppe.

Pour considérer la surface qui varie par le changement 
de et, dans deux états infiniment voisins, il faut différentier M. 
par rapport à α. M= o, M' = o, particularisent, pour une va-
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leur donnée de a, la courbe d’intersection, ou plutôt de contact 
des deux surfaces voisines : c’est cette courbe qu’on a appele'e 
Caractéristique. Qu’on élimine α entre ces deux équ., et l’on 
aura une e'qu. en x, y, z, sans α ni β, qui appartiendra à cette 
courbe, quelle que soit la position de la surface mobile : ce sera 
donc l’équ. de l’Enveloppe.

De plus, pour une caractéristique, déterminée par une valeur 
particulière de α, si l’on fait varier α infiniment peu , M et M 
devenant M' et M", on aura une seconde caractéristique infini
ment voisine de la ire. Pour les points communs à l’une et à 
l’autre, on a les trois équ. M =o, M' = o, M"=o, les déri
vées étant ici relatives à « seul. En faisant passer a. par toutes 
les grandeurs possibles, chaque état donnera des points particu
liers de l’enveloppe, lesquels sont ceux du contact des carac
téristiques considérées dans leurs situations consécutives. La 
courbe qui les joint est nommée arete de rebroussement ; elle 
est touchée par toutes les caractéristiques , précisément de la 
même manière que l’enveloppe touche toutes les enveloppées 
selon ces courbes. Les deux équ. de cette arete s’obtiennent en 
éliminant α entre les trois équ. précédentes.

Enfin, éliminant α entre les équ. M = o, M'=o, M" = o, 
M'' = o, où les dérivées sont toujours relatives à α, on verra 
de même qu’on obtient celui des points de l'arête de rebrousse
ment qui forme lui-même un rebroussement ou une inflexion.

806. Prenons le plan pour surface mobile, les caractéristiques 
seront des droites, et l’enveloppe jouira de la propriété d’être 
une surface développable, de pouvoir s’étendre sur un plan, 
sans rupture ni duplicature, en ne la supposant ni flexible, 
ni extensible. En effet, si l’on fait tourner chaque élément de 
cette surface autour de la droite de section par l’élément voisin, 
on pourra visiblement amener tous ces élémens à se trouver 
appliqués sur un plan.

Les surfaces développables peuvent être regardées comme 
formées d’élémens plans d’une longueur indéfinie ; tels sont le 
cône et le cylindre. Cherchons une équ. qui appartienne à toutes
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ces surfaces, sans avoir egard à la nature du mouvement que 
prend le plan mobile. Le plan tangent coïncidant avec un élé
ment plan, il est clair que x, y et z peuvent varier, sans que 
pour cela ce plan varie. L’équ. est (A,p. 424)

Z = pX + qY + z —px — qy.

Différentions par rapport à x, y et z, et exprimons que p, q et 
z—px —qy ne changent pas. De ces trois conditions, le calcul 
montre que l’une est comprise dans les deux autres, eu sorte 
qu’on n’a que ces deux équ. dp = o, dq = o, ou plutôt (en 
conservant la notation de la p. 43o) r +sy' = o, s + ty' = o. 
Ici, y'' dépend de là direction selon laquelle le point de contact 
a changé; en éliminant y', il vient enfin, pour l’équ. de toutes 
les surfaces développables, quelle qu’en soit d’ailleurs la géné
ration particulière, rt—s2 = o.

A’oy. l’Analyse de Monge, où cet illustre géomètre a présenté 
une foule d’applications curieuses de la doctrine infinitésimale 
aux surfaces courbes.

II. INTÉGRATION DES FONCTIONS d’uNE SEULE VARIABLE.

Règles fondamentales.

807. Le calcul intégral a pour but de remonter des fonctions
dérivées à leurs primitives; on y parvient à l’aide d’une suite 
de principes et de transformations. Pour éviter les modifica
tions qu’il faudrait faire éprouver aux formules, en vertu des 
divers changemens de variable indépendante ( n° 734), nous 
préférerons l’emploi de là notation de Leibnitz. Lorsqu’on veut 
marquer qu’on doit prendre l’intégrale d’une fonction, on la 
fait précéder du signe J' qu’on prononce Somme ; ainsi.........
y' = 4x3 étant la dérivée de x4+c, on écrira dy = 4x3dx, 
d’où y = 4x3dx =x4+c.

808. Examinons la relation qui doit exister entre les fonctions
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primitives fx et Fx d’une même dérivée y' . Le théorème de
Taylor donne

f (x + h) = fx +y'h +1/2 y"h2+...,
F (x + h) = Fx+y'h + 1/2y''h2 +..., ,

d’où f (x + h)- F(x+ h) = fx — Fx,

Il faut donc que fx—Fx n’éprouve aucun changement, lors
qu’on y change x en x + h-, ainsi fx—Fx conserve la même 
valeur C, quel que soit x,fx =Fx+C. Donc, toutes les fonc
tions primitives qui ont même dérivée, ne diffèrent entre elles 
que par la valeur du terme constant. Si l'on ajoute une cons
tante arbitraire à toute intégrale, elle prendra la forme la plus 
générale dont elle soit susceptible.

809. En renversant les règles principales du calcul des déri
vations, on trouvera autant de règles du calcul intégral. Il sera 
facile d’en conclure que,

I. L'intégrale d’un polynome est la somme des intégrales de 
ses divers termes ; on conserve à chaque terme son signe et son 
coefficient (n° 702).

II. Pour intégrer zndz, il faut augmenter l'exposant n d’une 
unité, supprimer le facteur dz, et diviser par l’exposant ainsi 

augmenté (n° 702); ou f Azndz=      +  C.

Pareillement Az-ndz, ou Adz ; zn, a pour intégrale
Az-n+1 A----------- = — ---------------- . Ainsi, lorsque la variable est au — n 4- 1--------- (n — 1) zn-1--------- ’ 

dénominateur, on prend la fraction en signe contraire ; on y 
diminue l'exposant de là variable d’une unité, et l’on multiplie 
le dénominateur par cet exposant ainsi diminué.

Ces règles s’appliquent aussi aux fonctions qu’on peut rame
ner à zndz. Pour axn-1dx(b+cxn)m, on remarque que la dif
férentielle de b + cxn est ncxn-1dx ; puisque notre Icr facteur 
n’en diffère que par la constante nc, on le prépare pour l’a-
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mener à cette forme , et l’on a

en faisant b+cxn = z. On a donc, pour intégrale,

La transformation qui a introduit z n’était même pas néces
saire, et il conviendra à l’avenir de l’éviter, parce qu’elle fait 
languir les calculs.

De même

III. La règle précédente est en défaut lorsque m =- j, 
puisqu’on trouve fz-1dz=∞ ; mais cela vient de ce que l’inté
grale appartient à une autre espèce de fonction. On sait (n° 719)

que De même

Donc, toute fraction dont le numérateur est la différentielle du 
dénominateur, a pour intégrale le logarithme de ce dénomina
teur. Dans ce cas, nous mettrons à l’avenir, pour la commo
dité des calculs, la constante arbitraire sous la forme IC.

Pour intégrer , je remarque qu’au facteur constant 

près 5, cette fraction rentre dans la règle précédente : je la 
prépare donc ainsi

IV. Toute fraction dont le dénominateur est un radical carré, 
et dont le numérateur est la différentielle de la fonction que ce 
radical affecte, a pour intégrale le double de ce radical (n° 710),

ou

V. Une des règles les plus importantes à considérer, est 
celle de l’intégration par parties ; voici en quoi elle consiste.
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On a vu (n° 703) que d (ut) = udt + tdu; donc, en intégrant, 

ut=fudt+ftdu 
et fudt = ut—ftdu;
ainsi, apres avoir décomposé une différentielle proposée en deux 
facteurs, dont l’un soit directement intégrable, on intégrera en 
regardant l’autre facteur comme constant; mais on retranchera 
ensuite l'intégrale de la quantité qu’on obtient, en dijférentiant 
ce résultat par rapport à la seule fonction qu’on a prise pour 
constante.

Ainsi, pour intégrer lx.dx, je regarde dx comme seule va
riable, et j’ai x.lx; je différentie ce résultat par rapport à 
Ix seul, et j’obtiens

dxflx.dx = x.lx — fx.dx/x — = xlx — x +C.

Cette règle offre l’avantage de faire dépendre l’intégrale cher
chée d’une autre intégrale; et l’adresse de ce genre de calcul 
consiste à faire la décomposition en deux facteurs, de sorte que 
le dernier soit moins compliqué que la proposée.

VI. La règle du n° 723 donne, le rayon étant I, 

On pourrait aussi supposer le rayon = r, et l’on aurait ces 
mêmes seconds membres pour valeurs respectives des intégrales 

Pour obtenir  on divisera haut et bas par a, 
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en faisant D'onc est l’inté

grale cherchée, le rayon étant i ; d’où

On trouve de même

K Des fractions rationnelles.

810. Nous avons donné (p. 223) des procédés généraux pour 
A7décomposer toute fraction rationnelle — en d’autres, dont la

forme soit l’une des suivantes :

.A,B,p, q, n..., étant des constantes, et les facteurs de x'-±px-\-q 
étant imaginaires. Il s’agit donc de donner des règles pour 
remonter de ces fractions aux expressions dont elles sont les 
dérivées. Remarquons que chassant le termepx des deux der
nières , par la transformation (page 48), x=z—±p, puis, 
faisant q— ^p2, quantité positive par supposition, on a 
simplement

1er cas. L’intégrale de

Par ex., on a vu ( p. 224) que

www.rcin.org.pl



FRACTIONS RATIONNELLES. ù47

donc est l’intégrale, d’où

De même

2e cas. La fraction a pour intégrale (règle II)

Par exemple (p. 225),

donne pour intégrale

3* cas. Pour la fraction on intègre séparément

la première par la règle III, la deuxième

par celle VI (n° 809). On trouve

Ainsi (p. 225) on décompose

le 1" terme Pour le 2e on fait

qui donne l’une de ces intégrale est
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l’autre donne Donc

Prenons pour second exemple (p. 225)

l’intégrale est

4e cas. Il s’agit d’intégrer une série de fractions de la

forme n étant successivement = i, 2,3... Pour

cela, chacune se partage en deux,

La ire s’intégre sur-le-champ (règle II) (*), et donne

; si cependant n = i, on a i A1 (za 4' £4).

8i i. Quant à la 2e, on en facilite l’intégration en la faisant 
dépendre d’une autre plus simple. K et L étant des cocfficiens 
indéterminés, on suppose (**)

Pour trouver les valeurs de K et L, on différentiera cette équ. ; 
puis on réduira au même dénominateur (z24-/3a)'1, et l’on aura

(*) En faisant e2 — t*, la fraction devient monome, on a

(**) La forme de cette équ. est légitimée par la suite du calcul qui sert à 
trouver K et L. Cette transformation est indiquée par l’habitude de l’analyse, 
qui fait prévoir que le résultat ne peut contenir que des termes de deux es
pèces, les uns multipliés pars’, les autres constans.
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d’où, comparant terme à terme, on tire

Tirant les valeurs de K et L , et les substituant, on obtient 
enfin

L’usage de cette équ. est facile à concevoir. On a une série

de fractions de la forme on intégrera d’abord celle

où ia la plus grande valeur n, et notre formule la remplacera par

deux termes, l’un intégré, et l’autre de la forme

qui s’ajoutera avec la fraction suivante. On continuera ainsi jus

qu’à la fraction , dont l’intégrale est connue (règle VI).

Soit, par exemple,

le i" terme de chacune donne, par la règle II,

Quant aux seconds termes, on a, par notre formule,

Or, ce dernier terme, joint à celui de notre 2e fraction, donne

mais on a de même

enfin, ajoutant ce terme à intégrer avec la troisième fraction, 
on trouve

T. II. 29
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Il 11e s’agit plus que: de réumir ces diverses parties, et l’on a , 
pour l’intégrale de la fonction proposée,

En opérant de même, on trouvera l’intégrale de............

Cette fraction étant décomposée

(p.226), les seuls termes dont l’intégration peut présentei 
quelque difficulté sont

En voici encore deux exemples (voy. p. 227 et 23o) :

Fonctions irrationnelles.

812. Il suit de ce qu’on vient de voir, qu’on sait intégrer 
toutes les fonctions algébriques rationnelles , et celles qu’on 
peut rendre telles par des transformations.

Voyons d’abord les radicaux monomes.

Soit

il est visible qu’en faisant x — z6, les irrationnalités disparaî
tront, puisque 6 est divisible par les dénominateurs 3 et 2 des
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exposans fractionnaires proposés. Par là ou aura à intégrer

ce qui n’offre pas de difficulté.

Pour J/x.dx : (x—i), on fera x = z’, et l’on aura

8i3. Prenons maintenant une fonction quelconque affectée 
du radical \/(A -f- Bx -f- Cx2). Après avoir dégagé x’ de son 
coefficient C, en multipliant et divisant par t/C, il se présente 
deux cas, suivant que x2 est positif ou négatif (*).

i'r cas. Si l’on a |/ (a -f- bx-t-x*'), on fera (**) 

ainsi tout est devenu rationnel dans la fonction proposée.

(*) X désignant une fonction rationnelle de x, on a à intégrer 

ces deux expressions se traitent comme il est dit ci-après. On pourrait même 
ramener la 2e à la ire, en multipliant et divisant par le radical : 

d’<;ù

(“) On pourrait encore faire ici le radical = x ± « : ce qui conduirait aux 

mêmes valeurs de x et dar; le radical deviendrait et tout

serait rendu rationnel.

www.rcin.org.pl



45‘A calcul intégral.
En prenant, par ex., les signes inférieurs, on trouve

Donc aussi

Pour intégrer

d’où

puisque x=i doit rendre y nul : on retrouve donc la formule 
(n° 631)

814. 2e cas. Si l’on a \/{a-\-bx—x4), la méthode précé
dente ne peut être appliquée sans introduire des imaginaires ; 
mais remarquons que le trinôme a-\-bx— x2 doit avoir ses 
facteurs réels, puisque sans cela il serait négatif, quel que fût 
x (p. 80). Le radical étant alors imaginaire, il faudrait, comme 
dans l’exemple précédent, mettre \/—1 en facteur, puisqu’on 
ne doit pas espérer de trouver l’intégrale réelle. On retombe
rait alors sur le cas qu’on vient de traiter. Soient donc et et £ 
les deux racines réelles de x4—bx — a = 0 ; on fera

Carrant et supprimant le facteur commun x— a, on a. .... 
x — — «)z* ; x et dx sont donc rationnels.
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C’est ainsi qu’on trouve

De même pour , qu’on sait d’ailleurs être l’arc

dont le sinus est x. on fera d’où

ou

Pour , on fait

On pourrait appliquer ce procédé au Ier cas, lorsque les 
racines de xa bx -j- a = o sont réelles.

8i5. L’adresse qu’on acquiert par l’habitude indique les 
transformations les plus favorables. Ainsi,on pourra faire dis
paraître le second terme sous le radical (n° 5o6), ce qui le 
mettra sous la forme i/( 2“ zt , ou [/( a1 ± ), en sorte
qu’on aura pour termes à intégrer (w/. n° 821)

Dans ce dernier cas, l’irrationnalité disparaît en faisant. . .. 
[/(a3±zi) = a— uzf parce que le carré de cette équ. est
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divisible par z ; d’où

C’est ainsi que devient , en faisant

x= b—z; l’intégrale est donc (règle VI )

On aurait pu aussi faire la transformation précédente , qui au
rait donné

De même, en faisant x =z — a, on a 

l’équ. de la Chaînette (voy. ma Méc., n° 91) est donc (p. 452)

Différentielles binomes.

816. Proposons-nous d’intégrer Kx"'dx(a+bxn)p, m,n,p 
étant quelconques, entiers ou fractionnaires, positifs ou néga

tifs (*)  ; on supposera d’où

devant les deux membres à la puissance m + 1, et différen-

(') On pourrait rendre aisément m et n entiers par le procédé (n°812). 
Ainsi x1/3dx(a + bx1/2)p , en faisant x = z6 devient 6z7dz (a+bz3)p. Mais 

cette transformation n’est nullement nécessaire pour ce qui va être dit
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ciant , il viendra

Quand l’exposant de z—a est entier, on sait intégrer la fonction. 
 Si -m+1/n= I, on doit intégrer zpdz; si m+1/n- I est positif

 

et= on a une suite de monomes, en développant (z—a)hzpdz ; 

enfin , si m+1/n —1 est négatif, on a une fraction rationnelle.
n

Donc toutes les fois que l'exposant de x hors du binome, aug
menté de I, est divisible par celui de x dans le binome, on 
sait intégrer la fonction.

817. Ce cas n’est pas le seul où l’on sache intégrer; en divi
sant le binome proposé par xn, et multipliant hors du binome 
par xnP, on a

Or, en reproduisant ici le théorème précédent, il est clair que 
cette expression sera intégrable pourvu qu’on ait

ou plutôt entier.

Ainsi, lorsque la condition indiquée précédemment ne sera pas 

rem plie , on ajoutera p au résultat fractionnaire obtenu - , 

et, si la somme est entière, la fonction sera intégrale par 
cette voie.

818. Nous ferons remarquer que si p est fractionnaire (et ce 
cas est le plus important, puisque sans cela on n’aurait à in-
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tegrer qu’une suite de monomes), en supposant que q soit le 
dénominateur de p, il sera plus facile de faire le calcul, en 
faisant a +bxn = zq.

Ou demande, par ex. , d’intégrer 

est ici—1/3 ; mais si l’on ajoute — 5/3, la somme est—2; pour
5

intégrer il faut donc multiplier et diviser par (x3)-5/3ou x-5, et 
l’on a 

On fera d’où puis éle

vant à la puissance — 6 , et différentiant, on trouve x-7dx ; 

d’où — 1/a2 (1—z-3)dz, dont l’intégrale est

De même x3da(a2+x2)1/3 deviendra 3/2dz(z6—a2z3), en fai
sant a2+x2=z3; on en conclura pour l’intégrale de la propo- 

3
sée, 3/56√(a2+x2)4(4x2 — 3a2) +c. On a aussi

819. Lorsque les conditions d'intégrabilité ne sont pas rem
plies, on cherche à faire dépendre l’intégrale demandée d’une 
autre qui soit plus facile à obtenir ; c’est ce qu’on fait à l’aide 
de l’intégration par parties (voy. p. 445). En faisant toujours 
z = a+ bxn, et supposant d’abord z constant, nous aurons 

d’où 

à cause de
Mais
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donc

Égalant les valeurs (I) et (2), on trouve

Changeons p — I en p, et m +n en m, nous aurons

En mettant pour le dernier terme de l’équation (2) sa valeur 
que donne (3), on obtient 

équation où l’on a
820. Voici l’usage de ces diverses formules,
I°. L’équation (A) fait dépendre l’intégrale fxmdx.zp de 

Jxm-nzpdx : elle sert à diminuer l'exposant de x hors du bi
nome de n unités par une Ire opération ; puis celui-ci de n, par 
une 2e, etc. ; en sorte que l’intégrale proposée dépendra de 
fxm-inzpdx, i étant un nombre entier positif.

20. La formule (B) sert au contraire à diminuer l'exposant 
p du binôme de 1, 2, 3... i unités.

3°. En résolvant les équ. (A) et (B), par rapport au terme 
à intégrer dans le 2' membre, on obtient, en changeant m—n 
en m dans (A), et p— 1 en p dans (B),

Ces formules servent au contraire à augmenter les exposans de x 
hors du binome z, et celui du binome, ce qui est utile lorsque 
l’un ou l’autre est négatif.

4°. On pourra donc déterminer d’avance la loi des exposans 
de x dans le résultat d’une intégration proposée. Ainsi, il sera
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facile de prévoir cette fiorme, par ex.

On évitera donc, si l’on veut, l’usage assez pénible de nos 
formules, en égalant le,*s différentielles de ces quantités, com
parant ensuite terme à terme, comme dans la méthode des 
coefficiens indéterminés (n°8i i), ce qui fera connaître A,ByC.

821. Nous donnerons ici un procédé d’intégration qui est re
marquable par sa simplicité et par les nombreuses circonstances 
où il peut être appliqué.

Différentions la fonction x”-1 ^/(i— a?5); nous aurons

multiplions et divisons le 1er terme de cette différentielle par 
|/(i—x’), il viendra

enfin, intégrant et transposant, on a

En appliquant le même genre de calcul à
on trouve

Ces formules servent à intégrer toute fonction affectée du ra
dical puisqu on peut la ramener a la

forme . Il est facile, en di-

visa nt haut et bas par a.de changer ensuite le radical en
ou Or, les expressions /i et F serviront à faire dé—
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pendre, en dernière analyse, l’intégrale cherchée de

. si n est impair,

. si n est pair.

Les deux ires rentrent dans la règle IV (p. 444) ; 3e a 
donnée (n® 813) ; la 4' est l’arc (sin — .r).

Par exemple, on a

822. Si l’exposant n était négatif, on ne pourrait plus ap
pliquer les formules E et F, mais en faisant x — z~', on re
tomberait sur celles-ci : en effet on a

On pourrait aussi traiter le cas actuel directement par un calcul 
semblable au précédent (n° 821); car, en différentiant.........
x-n+1|/(i — a?2), etc., on trouve 

formule dont l’usage est facile à concevoir. On a d’ailleurs
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(n° 8i3)

On trouvera de même

Des Fonctions exponentielles.

823. Il suit des règles de la différentiation (n°7i6) que

On saura donc intégrer deux des cas particuliers que peu
vent présenter les exponentielles.

i°. Si z=f(ax), la fonction zaxdxy en faisant ax=zuy de- 
, fu.du

viendra —z—.\a

Par ex.,

20. En différentiant zexy on a exdx(z -p z') ; en sorte que 
toute fonction exponentielle, pour laquelle le facteur de exdx 
est formé de deux parties, dont l’une est la dérivée de l’autre, 
sera facile à intégrer. Par exemple,

De même, en faisant 1 -px = z, on trouve

824. Mais, dans tout autre cas, on devra recourir à l’inté
gration par parties (V. p. 444)* ^ar ex> > Pour ^"dx.ax, on re
gardera d’abord x" comme constant, et l’on aura
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en traitant de même axxn~làx, et ainsi de suite, de proche en 
proche, on aura

Il est évident que le même calcul s’appliquera à z
étant une fonction algébrique et entière de x.

Donc

825. Mais si l'exposant n est négatif, en réfléchissant sur 
l’esprit de la méthode qui vient d’être employée, on verra qu’il 
faudrait au contraire faire croître successivement l’exposant 
àex. On intégrera donc, en regardant d’abord a1 comme cons
tant, et il viendra

En faisant ici le même raisonnement, on réduira la fonction à 
la forme

Mais ici on ne peut pas pousser plus loin le calcul, parce qu’il 
faudrait ci-dessus faire n — 1, ce qui donnerait l’infini, lan
gage dont l’Algèbre se sert pour indiquer qu’il y a absurdité.

------a long-temps exercé les analystes, et l’on

est forcé de la regarder comme une transcendante d’une espèce 
particulière, qui ne peut dépendre des arcs de cercle, ni des lo
garithmes. A défaut de méthode rigoureuse, on emploie les sé
ries ( p. 243)
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Multipliant par dx et intégrant chaque terme , il vient

826. Si n était fractionnaire, l’une ou l’autre des méthodes 
précédentes servirait à réduire l’exposant de x à être compris 
entre o, et 1 ou—1, et le développement en série (nos 7^6, 840) 
servirait ensuite à donner, par approximation, l’intégrale 
cherchée.

Tout ce qu’on a dit ici peut également s’appliquer à zaxdx, 
lorsque z est une fonction quelconque algébrique de x.

Des Fonctions logarithmiques.

827. Proposons-nous d’intéger zàx.\nx, zétant une fonction 
quelconque algébrique de x.

Si n est entier et positif, on intégrera par parties, en regar
dant d’abord l"x comme constant; il viendra 

et comme fzAx est supposée connue par les principes anté
rieurs, on voit que l’intégration proposée est réduite à celle 
d’une fonction de même forme, où l’exposant du logarithme 
est moindre. Le même calcul appliqué à celle-ci, et de proche 
en proche aux suivantes, achèvera l’intégration.

Ainsi, pour x'n\nx ,àx, on a 

et ainsi de suite. En réunissant ces résultats successifs, on 
trouvera
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828. Mais si n est entier et négatif, on verra, comme pré
cédemment (n° 825), que pour faire croître au contraire l’ex
posant du logarithme, il faut prendre d’abord z constant dans 
l’intégration par parties de fzdx\nx. Comme 

on partagera zAx.\nx en ces deux facteurs 

d’où 

formule qui remplit visiblement le but qu’on veut atteindre. 
Mais,pour mieux voir la nature des obstacles qu’on rencontre, 
appliquons ceci à 

opérant de même sur ce dernier terme, etc., puis réunissant 
ces divers résultats, on aura

Nous sommes obligés de nous arrêter ici ; car nous ne pour
rions prendre n = i, dans notre formule, sans y introduire 
l’infini. Mais faisons

Il vient 

en posant lz = u. On reproduit donc ici la fonction du n° 825, 
qu’on ne sait intégrer que par les séries.

82g. Lorsque n est fractionnaire, soit positif, soit négatif, 
1 une ou 1 autre de ces formules ramène l’intégrale de zJr . l"x

www.rcin.org.pl



464 CALCUL INTÉGRAL.

à celle d’une fonction -de même forme, n étant compris entre
i et — i. Après quoi il faudra recourir au développement en
séries (nos >j46> 84°).

Des Fonctions circulaires.

83o. S’il entre des arcs dans une fonction , pour l’intégrer, 
ou remarquera que la différentielle de ces arcs est algébrique, 
et que, pa^conséquent, si l’on pratique l’intégration par par
ties,en regardant ces arcs d’abord comme constans (F. p. 44^)» 
la fonction proposée en sera exempte. Ainsi, z étant une fonc
tion de r, on a

De même on trouvera

831. Mais lorsque les fonctions renferment des lignes trigo- 
nométriques, il y a plusieurs manières de les intégrer, qui 
offrent tantôt plus , tantôt moins d’avantages. Nous allons 
exposer les principales.

lre Méthode. On peut toujours ramener ces fonctions aux 
différentielles binômes , en faisant sinx ou cosx = z.

En effet, soit 

d’où
i°. Si n est impair, le radical disparaît.
2°. Si m est impair, la ire condition d’intégrabilité (n°8i6) 

est remplie , puisque i est entier.
3°. Si m et n sont pairs, la 2e condition ( il0 817 ) est satis

faite, puisque (m-f-n) est entier.
On trouvera , par exemple,
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832. IIe Méthode. Il suit du n° 722, que

Or, on a appris ( p. 256) à de'velopper toute puissance de sin x 
et cos x en se'ries, suivant les multiples de l’arc .r ; on aura donc 
à intégrer une suite de termes de la forme ci-dessus.

Par exemple,

On emploie souvent cette méthode, parce qu’il est plus facile 
d’obtenir les solutions numériques, quand on préfère les sinus 
et cosinus des multiples des arcs, aux puissances de ces lignes

833. IIIe Méthode. Les formules (Æ, n° 63o) serviront aussi 
à traduire en exponentielles les sinus,cosinus.... ce qui ramè
nera l’intégrale de ceux-ci à celle des premières (n° 823).

834. La IVe Méthode consiste dans l’intégration par parties. 
Comme — dxsin x est la différentielle de cos x,décomposons le

tcur ayant pour intégrale on obtient

Mettons pour cos"4"^, sa valeur
transposant, h vient

En opérant, par rapport au cosinus , de la même manière
T. II. 3o
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que nous venons de le faire pour le sinus, on aura

Ces formules abaissent l’exposant du sinus ou du cosinus; 
leur usage combiné et successif donne l’intégrale lorsque m et 
n sont entiers et positifs. Par exemple, on a 

or, ce dernier terme = — 1/3 cos x + c; réunissant ces diverses 
parties, on a

835. Mais si m ou n est négatif, ces formules exigent quelque 
modification. La Ire donne,en changeant n en— n,

qui fera, comme on voit,dépendre l’intégrale cherchée de celle 
dxsinx dx . . de dxsinx/, ou dx/, selon que m est impair ou pair. L unecosnx cosnx

de ces intégrales s’obtient en faisant cos x=z, ce qui donne

l’autre va être donnée (n° 836).

La seconde (K) de nos formules, en faisant n négatif, et 
résolvant par rapport au dernier terme,puis changeant n en 
n — 2, donne

L’intégrale demandée se ramène donc à celle de dx sinmx, ou
dx sinm x • *à , selon que n est pair ou impair. La Ire va être

cosx
donnée, la 2e l’est par la formule (I) et le n° 838, 2°, ou 4° 
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836. Si l’on fait n ou m nul dans les équ. I et K, on a

changeant dans ces équ. m en — m+2,nen—n+2, on trouve

An lieu de déduire ainsi toutes ces formules des deux équ. I 
et K, on pourrait les trouver directement. Il suffirait pour 
cela de réfléchir à la nature de l’intégration par parties , et au 
but qu’on s’y doit proposer.

On pourrait encore intégrer d’une autre manière les frac

tions ; car la première, par ex. , si m

est pair et = 2h, équivaut à développant

(I— sin2x)h, on a une suite de termes de la forme sinkx.dx. 
Si m est impair et = 2h+I, on a

en faisant sinx=z.

837. Pour le cas où les exposans du sinus et du cosinus sont 
à la fois négatifs, en multipliant le numérateur par cos2x+sin2x, 
on a

On parvient donc à des fractions dégagées de sinx, ou de cosx.
Si m=n comme sin x cosx=1/2sin2x, en faisant 2x =z,

3o.
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la fraction proposée se change en

838. Nous intégrons à part cinq fonctions circulaires, soit 
parce qu’elles offrent des calculs plus simples , soit parce que 
nos formules y ramènent toutes les autres.

i°. Soit en faisant cos x = z, on a , fraction

rationnelle (p. 446); d’où

et, comme (n° 359) on a

2°. Un calcul semblable, en faisant sin x = z, donne

3°. Pour comme le numérateur est la différentielle

du dénominateur (règle III, p. 444), on a

4°. On a de même

5°. En ajoutant ces deux dernières formules , on trouve
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Constantes arbitraires. Intégration par séries.

839. Soit P l’intégrale d’une fonction zdx de x, ou.... 
dP=zdx, et c la constante arbitraire qu’on doit ajouter pour, 
qu’elle soit la plus générale possible (n° 808), on a

Tant qu’il ne s’agit que d’un calcul, c reste quelconque; mais 
lorsqu’on veut appliquer cette intégrale à une question déter
minée, la constante c cesse d’être arbitraire , et doit satisfaire 
à des conditions prescrites. Si, par ex., on demande l’aire 
BCPM=t ( fig. 40), comprise entre les ordonnées BC, PM, 
dont la position répond aux abscisses a et b, comme (n° 768) 
dz=ydx, on a t = fydx = P + c. Or, l’aire P+c, com
mençant lorsque x=AC=a, t doit être nul lorsqu’on fera 
x = a dans P+c, ou A+c= o, A étant la valeur que 
prend la fonction de x désignée par P, lorsque x=a ; on tire 
de là c =— A, d’où l’aire t=P—A. Il restera ensuite à 
mettre b pour x, et l’aire sera renfermée dans les limites pres
crites.

En général, pour déterminer la constante arbitraire, d’après 
les conditions de la question, on cherchera quelle valeur k doit 
prendre l’intégrale t = P+c lorsque x=a, savoir, k+A+c, 
d’où

sans qu’il soit, comme on voit, nécessaire de connaître l’ori— 
gine de l'intégrale, c.-à-d. sans savoir pour quelle valeur a de 
x elle est nulle.

Toute intégrale dont l’origine n’est pas fixée , se nomme In~ 
définie; elle n’est Complète que quand elle renferme une cons
tante arbitraire. Lorsque les limites a et b sont données , on a 
t = P — A en vertu de la Ire; mettant pour x la 2e limite b, 
il vient t= B — A , pour la valeur absolue numérique et cons
tante de t =fydx : c’est ce qu’on nomme une Intégrale définie, 
A et B étant les valeurs que prend P lorsque x = a et. b. En
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remarquant la forme de cette expression, ri est visible que pour 
l’obtenir, il suffit de faire x = a <?z x=b dans l'intégrale in
définie P, et de retrancher le premier résultat du second. Tout 
ceci s’éclaircira bientôt.

M. Fourier a imaginé une notation fort commode pour dési
gner les intégrales définies ; on affecte le signe f d’intégration 
de deux indices, l’un inférieur qui se rapporte à la tre limite

de l’intégrale, l’autre supérieur pour la 2e limite. indique

une intégrale prise depuis x~ a, jusqu’à x=b. C’est ainsi que

, parce que l’intégrale — cos x devient—i eto

aux deux limites. L’expression indique que l’intégrale

commence à et s’étend jusqu’à une valeur indéfinie de la
variable x.

840. Lorsqu’une fonction proposée n’est pas susceptible d’une 
intégration exacte, on a recours aux approximations. Ainsi, 
pour trouver fzdx, on développera z en série, suivant les puis
sances ascendantes ou descendantes de x (n° 746) ; puis multi
pliant chaque terme par da?, on l’intégrera. Mous n’en donne
rons que deux exemples.

; cette intégrale est arc ( , En dé

veloppant

d’où

2°. Pour on développera

d’où
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On n’a pas ajouté de constante, parce qu’on suppose que l’arc 
dont il s’agit ici est le plus petit de ceux dont x est le sinus 
ou la tangente, arc qui est nul quand le sin. et la tang. le sont 
La i" de ces formules a servi (n° 631 ) à trouver le rapport ?r 
de la circonférence au diamètre; on peut employer la 2e au 
meme usage, car le tiers du quadrans ayant ~ pour sinus, eu 
faisant r = ona ,

Du reste, la loi de ces séries suit du calcul même.

841. Pour qu’une série soit de quelque usage dans les appli
cations numériques, il faut qu’elle converge (p. 23o) ; il est donc 
convenable d’avoir divers procédés pour effectuer ces sortes 
d’intégrations. La suivante est due à Jean Bernoulli.

Faisons A= — a? dans la formule de Taylor; comme/(x— x) 
oujf(o), est ce que devient 7-, oufx, lorsque a? = o,/(o) est 
une constante b; donc

Or, la dérivée^' de y étant donnée, l’intégration consiste à 
trouvery\ soit/zdx l’intégrale cherchée, z—y, z —y"..., 
cl l’on trouve

Il suit de ce qu’on vu (n° qu’on peut obtenir des li
mites de la somme des termes négligés.

Par exemple, pour on a
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842. La formule de Taylor donne aussi pour z=fx,

d’où

en faisant h —b — a. Si Ion prend ensuite x=.a, ce qui 
change z, z', z". .. en des constantes A, A', A*..., on 
obtient 

c’est l’intégrale fzàx entre les limites x = a etx=b (n°83g). 
Mais pour que cette série soit applicable, il faut que celle de 
Taylor ne soit pas fautive. On examinera donc la marche de 
la fonction z depuis x = « jusqu’à xz= b, afin de reconnaître 
si elle devient infinie, pour de certaines valeurs intermédiaires 
de cette variable x.

On pourra faire converger la série autant qu’on voudra; car, 
partageant l’intervalle b — a en «parties égales z, en sorte 
que b —a—ni, on prendra d’abord l’intégrale entre les limites 
a et a -f- i, c.-à-d. qu’on mettra ci-dessus a 4“ i pour b. De 
même on prendra l’intégrale depuis a -f- z'jusqu’à a -}- 2z ; en
suite depuis cette quantité jusqu’à a -f-3z. . .

On fera donc successivement 

d’où

843. La somme de ces équations est
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Telle est l’intégrale de fzàx entre les limites de a à b. Si l’on 
prend i assez petit pour se borner au seul 1er terme, on a 

série dont les divers termes sont les valeurs que prend succes
sivement la fonction zdx, lorsqu’on fait x égal à a, a-^i, 
a-\-?.i.. • C’est pour cela que dans la méthode infinitésimale on 
regarde l’intégrale comme la Somme d’un nombre infini d’élé- 
mens, qui sont les valeurs consécutives que prend la fonction 
lorsqu’on fait passer la variable par toutes les valeurs intermé
diaires entre ses limites; c’est ce qui s’éclaircira par la suite 
(n° 846, 2°.).

Consultez sur les approximations des intégrales définies un 
beau Mémoire de M. Poisson, inséré parmi ceux de l’institut, 
1826. M. Cauchy a aussi écrit sur le même sujet, et en a fait 
des applications à des questions de Géométrie et de Mécanique 
très curieuses. La Théorie de la chaleur, par M. Fourier, ren
ferme un grand nombre de questions qui se rapportent aux in
tégrales définies.

844- Nous ne dirons rien des intégrations du 2e, 3*... ordre 
des fonctions d’une seule variable , puisqu’elles rentrent dans 
ce qu’on a exposé. Il y a alors, 2, 3.... constantes arbi
traires.

Par exemple, pour on intégrera une pre

mière fois; et comme la fraction proposée se décompose (p. 225)

en et que la première donne (n° 81 1 )

il reste à intégrer de nouveau

On a donc
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Des Quadratures et Rectifications.

845. L’aire t d’une courbe plane (n° 768) est = fydx, et il 
s’agit d’intégrer cette expression entre les limites convenables; 
c’est pour cela qu’on a donné le nom de Méthode des quadra
tures aux procédés qui nous ont occupés jusqu’ici, par lesquels 
on obtient l’intégrale des fonctions d’une seule variable. En 
voici divers exemples.

1. Pour la parabole AM (fig. 71 ), y2 =2px; donc

Quand l’aire doit partir du sommet A, x = o donne t = o, 
ainsi c est nul; donc l’aire MAM' d’un segment de parabole est 
les deux tiers du rectangle circonscrit M'N'NM.

Si l’aire est comprise entre BC et PM, en faisant AB — a, 
BC — b =√(2pa), t est nul lorsque x = a, d’où c= — 2/3 ab,
puis t = 2/3 (xy—ab). L’aire C'CMM' est les deux tiers de la 
différence des rectangles N'M et D'C.

mxy
Pour les paraboles de tous les degrés y'm=axn, on a t=

Toutes ces courbes sont donc carrables.
II. Pour l’hyperbole équilatère MN (fig. 72) entre ses asymp

totes Ax, Ay, on a xy = m2 (n° 418) ; donc 

l’aire t ne peut être prise depuis l’axe Ay, parce que x=o, don
nerait t=o, et c=— m2lo = ∞. Mais, si l’aire doit commencer 
à l’ordonnée BC qui passe par le sommet C, comme AB=m

X(n°418), on a c = — m2lm, d’où t = m2x/m. On voit donc que m
si m = 1, on a t = lx : chaque aire prise à partir de BC, est 
donc le logarithme népérien de l’abscisse.

Lorsque l’angle des asymptotes est α, l’aire est (p. 399),
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-, en faisant m = i ; donc t = Log x,

en prenant pour système de log. celui dont le module est 
M=sin α (n° 718). Si l’angle αest droit, M = I, on retombe 
sur le   cas, et l’on obtient les log. népériens; mais on voit 
qu’en faisant varier l’angle α des asymptotes, on peut obtenir 
tous les systèmes pour lesquels M< 1. Ainsi, lorsque la base 
est 10, on a M=o,4342944819; l’angle qui a ce nombre pour 
sinus, le rayon étant 1, est α=25° 44' 25", 47 : tel est l’angle 
que doivent former les asymptotes d’une hyperbole dont la 
puissance est 1, pour que chaque aire soit le log. tabulaire 
de son abscisse. On voit par là que c’est très improprement 
qu’on avait donné la dénomination de Logarithmes hyperbo
liques aux log. népériens, puisque tous les systèmes de log. 
trouvent leurs représentations dans les aires de diverses hy
perboles.

III. Pour le cercle y2= a2— x2, l’origine étant au centre

en multipliant et divisant par Or, ce dernier terme

est facile à intégrer par parties , puisque- est la diffé

rentielle de — √(a2—x2) ; donc

Substituons et transposons t, nous aurons

mais la formule ds2 = dx2 + dy2 appliquée à notre cercle,

donne ds donc , en prenant l’arc s

dans les mêmes limites que l’intégrale proposée, on a enfin 
i = 1/2 xy-+1/2as+ c. Soient CA =b, AB=k (fig. 73) ; doublons
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et intégrons depuis x = b jusqu’à x=a, pour obtenir l’aire du 
segment BOB' ; nous aurons (n0 839) 1/2 a X arc BOB' — bk : 
puis ajoutant le triangle CBB' il vient

Pour l’aire du cercle, t=f dx√(a2—x2), on développe le 
radical ( V. p. 1 7 ) et l’on a

et intégrant depuis x = o,

IV. Pour l’ellipse (fig. 73),

z désignant la partie de l’aire du cercle circonscrit qui est com
prise entre les ordonnées limites. Les aires t et z sont donc dans 
le rapport constant de b à a. Ainsi, l’aire du cercle est à celle 
de l’ellipse, ou l’aire d'un segment de cercle est à celle du 
segment de V ellipse inscrite qui est terminée par les mêmes 
ordonnées , comme le grand axe est au petit; et, puisque 
l’aire du cercle circonscrit est πa2, celle de l’ellipse entière est 
= πab.

V. Pour la cycloïde FM A (fig. 43), mettons l’origine en F, 
et soit FS=x, SM=y, nous aurons (n° 763, VI),

Cette intégrale est l’aire de la portion FKN du cercle généra
teur; donc l’aire FyAM=FKEB = 1/2πr2. Comme d’ailleurs 
AE=πr, le rectangle yE=2πr2, d’où AFE = 3/2πr2: l’aire 
AF A' de la cycloïde entière est triple de celle du cercle gé
nérateur.
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VII. La méthode de Simpson pour évaluer les aires curvi- 
ligrues planes par approximation, mérite d’être exposée.

Clherchons d’abord l’aire d’un petit segment CEM (fig. 74) 
d’unie courbe quelconque rapportée aux axes rectangulaires Ax, 
Ay, et nommons α l’angle MCH formé parla corde CM avec Ax. 
Menions l’ordonnée KE, par le milieu K entre les ordonnées 
ternninales CB, MP. On peut sensiblement regarder l’arc CM 
comme appartenant à une parabole dont le sommet L ré— 
pomd au milieu I de la corde. L’aire du segment est donc 
CE.MI = 2/3CM .LI. Or les triangles LEI, MCH, donnent

Ciela posé, faisons BK = KP=h, CB =y', KE = y", 
PM = y''', l’aire CBPME se compose 

du trapèze
donc le segment

, et la petite aire

Supposons l’aire plane BACD (fig. 75 ) qu’on veut mesurer, 
limitée par la courbe AC, la droite BD et les perpendicu
laires AB, CD ; on coupera la base BD en un nombre pair de 
par ties égales, dont h sera la longueur, et par les points de di
visions, on mènera des ordonnées y', y" ,y"’... yn qui couperont 
l’aire en élémens dont les surfaces respectives seront exprimées 
deux à deux par la formule ci-dessus : la 2e, la 3e,. .. seront

la somme

ayant tracé un nombre impair d'ordonnées équi-dislantes, 
faites leur somme , plus celle de toutes les ordonnées de rangs 
pairs, moins la moitié des deux extrêmes; le tout multiplié 
par 2/3 de leur intervalle h.
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La même règle s’applique évidemment au cas où l’aire est 
comme ACFE terminée par deux courbes opposées, en appe
lant y', y", y”. ... les longueurs totales de chaque parallèle.

Plus h est petit, et plus le résultat est approché de l’aire de
mandée. Ce théorème s’applique à toute surface irrégulière, 
parce qu’on peut la décomposer en d’autres qu’on évalue sé
parément, et qu’on ajoute ou retrauche ensuite, selon les cas. 
Lorsqu’il arrive que la base se trouve coupée par la courbe, 
la même règle reçoit son application, en faisant égale à zéro 
l’ordonnée du point de section.

846. Nous ferons ici quelques remarques.
1°. Si l’aire t est comprise entre les branches BM, DK, d’une 

même courbe (fig. 78), ou entre deux courbes differentes don
nées, en nommant Y=Fx, y=fx, les ordonnées PM, PE, 
on a
BCPM=fYdx, DCPE=fydx, d’où BDEM=J(Y—y)dx.

2o. Selon la méthode infinitésimale (n°s 802, 843) l’aire 
t peut être considérée comme la somme de rectangles tels que 
m (fig. 78), dont dx et dy sont les côtés; dxdy est donc 
l’élément de l’aire t, et il s’agit d’intégrer ffdxdy entre les 
limites convenables.

Pareillement, concevons que dans le cercle CB (fig. 76) on 
ait pris un élément m en un lieu quelconque ; sa distance au 
centre, ou Cm=r, et l’angle mCx = 9 en fixent la position. 
L’aire de l’élément peut être représentée par dr.dô, dont l’inté
grale relative à 6 est 6dr : en la prenant depuis b = o jusqu’à 
0 = 2πr, on a l’aire d’une couronne circulaire = 2πrdr, dont 
l’épaisseur dr est infiniment petite. L’intégrale est πr2 ; prise 
depuis le centre C où r=o, jusqu’à la circonférence B où 
r = R = le rayon du cercle, on a πR2 pour l’aire du cercle.

Appelons r la corde AB (fig. 77) formant le segment circu
laire AOB, dont on demande l’aire; a le rayon AC; on peut 
considérer la surface comme ayant pour élément le triangle 
différentiel B Ab, dont l’aire est dt = — 1/2 r2dα, en appelant a 
l'angle B AD : on met ici le signe —parce que α diminue quand
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 augmente (n°742). Or, dans le triangle rectangle ABD, on a 
r = 2a cos a, d’où

Ainsi l’aire dt =—1/2 r2 dα donne

l’intégrale est prise ici depuis r = o, et exprime l’aire du seg
ment AOB dont la corde est r. En faisant r=a, on a l’aire

du demi-cercle =1/2 (2a)2 égalant à

1/2πα2 , on trouve pour π cette série convergente dont la loi est 
manifeste

3°. Quand Faire sera renfermée entre deux courbes BM, DE 
(fig 78), dont on a les équ. Y=Fx, y=fx, on intégrera 
l’élément m = dydx depuis PE jusqu’à PM 52, c.-à-d. que ydx 
devenant (Y—y)dx, sera une fonction connue de x, représen
tant l’élément ME compris entre deux ordonnées infiniment 
voisines. Il restera à intégrer relativement à x entre les limites 
AC, AP ; et si l’aire est comprise dans le contour d’une courbe 
fermée, on intégrera (Y—y)dx depuis la moindre valeur de x 
jusqu’à la plus grande. Lorsque Faire est renferme'e entre quatre 
branches de courbes, telles que BM, BI, IK, KM, il est 
facile de la partager par des droites parallèles aux axes, en 
parties qu’on sache évaluer séparément d’après les principes 
précédons.

Les paraboles opposées AF, AF' (fig. 80) ont pour équ.
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jr*=±:2pa?; intégrons l’élément m — dxdy relativement à .r,

4°. L’ordonnée y de la courbe ne doit pas devenir infinie 
entre les limites de l’aire (n° 842).

5°. L’élément j-dx change de signe avec y ou r, d’où il suit 
que l’aire devient négative lorsque x ou y sont de signes con
traires.

Lorsque la courbe coupe l’axe des x entre les limites de 
l’aire, il faut chercher chacune des deux parties et ajouter, 
parce que l’une est positive e t l’autre négative, et que la somme 
demandée doit être obtenue sans avoir égard à ce dernier signe.

Par ex., la courbe KACD ( fig. 79) a pour équ.y — x — x3, 
AK -=AI— 1 ; l’origine est en A. L’aire t — \x*— jad-f- c;

être terminée en £Z>, où AE—\/^, on trouve z—o, ce qui in
dique seulement que les aires B CI, IED sont égales et de signes 
contraires. En effet, on voit aisément que BCI~^~ — DIE. 
De même, l’aire prise depuis K jusqu’en I est nulle, parce que 
aci=\=—koa.

847- Pour donner une application de la formule (n^ôg), 
r = \ (yy —y), qui sert à trouver l’aire r comprise entre 
deux rayons vecteurs, cherchons l’aire CMO (fig. 73) dans

Comme l’aire r est comptée depuis un rayon fixe , tel que CO, 
jusqu’au rayon CM, le signe — provient de ce que x décroît 
quand r croît ( n° 742).
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Mars la formule ( n° 767 ) des rectifications, appliquée au cer
cle dont le rayon est a, donne pour longueur de son arc s, 

l’arc s entre les mêmes limites que r, x= CO et x= CA. 
Quand b = a, on a r — 1/2 as ; ainsi , le secteur circulaire 
BCO = 1/2 CO x arc BO; et

Pour l’hyperbole MN ( fig. 72 ), on a xy=m2, d’où t'=—y 
et dr=—ydx, r=—fydx : donc le secteur quelconque hy- 
perbolique CAM = CBPM.

848. Lorsque les coordonnées sont polaires (fig. 45), on a 
(n°769), dr = 1/2 r’dO. Ainsi, dans la spirale d’Archimède

Pour l’aire AIO formée par une révolution entière du rayon 
vecteur AM, il faut prendre l’intégrale depuis r=o jusqu’à 
r=a. On obtient AIO = 1/3 πa2 = le tiers du cercle dont le 
rayon est AI.

Remarquons que pour pouvoir étendre l’intégrale au-delà 
de 6 = 36o°, il faut avoir égard à ce que cette 2e aire contient 
celle qu’on vient d’obtenir, comme (n°846, 5°.).

849. Donnons quelques exemples de la formule ( n° 767 ) 
des rectifications , s =j√(dx2+dy2).

I. Pour la parabole, y2 = 2px donne

Cette intégrale est (n° 813, p. 451 )

Si l’arc s commence en A (fig. 71),y=o donne s = o : on
T. II. 31
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en tire c= —1/2 p2lp ; donc

IL Pour la seconde parabole cubique y3=ax2, on a

En général, y = axn représente toutes les paraboles ou les 
hyperboles , suivant que n est une fraction positive ou néga
tive : on obtient s =fdx√(I + n2a2x2n-2). Toutes les fois 
(n° 816) que 2(n — 1) est exactement contenu dans 1, ou 

que est entier, on aura l’arc s sous forme finie.

III. Pour le cercle, suivant que l’origine est au centre ou à 
l’extrémité du diamètre, on a y2 = r2—x2, ou j2=2rx—x2. 

Dans ces deux cas, il vient s =f rdx/x. En mettant pour y sa 

valeur en x, on voit que l’intégration ne peut s’effectuer que 
par séries (n°84o), ou par des arcs de cercle, ce qui ramène 
la question au point d’où l’on est parti.

IV. Pour l’ellipse, a2y2+b2x2=a2b2 donne 

en faisant ae = √(a2 — b2) ; e désigne le rapport de l’excentri
cité au demi-grand axe. On ne peut intégrer cette expression 
que par une série ; mais il faudra disposer le calcul de manière 
à la rendre convergente. Ainsi on pourra développer (n° 485,11), 
√(a2 — e2x2).

Ou bien on fera l’arc O B ( fig. 73 ) du cercle circonscrit — Θ, 

d’où

puis
On aura à intégrer une suite de termes de la forme A cos2mΘ dΘ 
(n° 836) ; par là l’arc OM dépendra , à l’aide d’une série, de 
l’arc correspondant O B du cercle circonscrit.
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La rectification de l’hyperbole offre un calcul semblable.
V. Dans la cycloïde (fig.43), l’origine étant en F, on a

(n° 763, VI)

On n’ajoute pas de constante , lorsque l’arc commence 
en F. Or √(2ry) =KF ; donc FM =2 fois la corde KF.

85o. Si les coordonnées sont polaires ( no 769), on a 
ds=√(r2ô2+dr2). Ainsi, la spirale d’Archimède, oÙ 2πr=aΘ, 

donne

Eu comparant cette expression à celle de l’arc de parabole, on 
voit que les longueurs des arcs de ces courbes sont égales, lors

que r est l’ordonnée de la parabole, et-le paramètre.

Dans la spirale logarithmique (n° 474 ), Θ=lr; on trouve 
s = fdr√2 = r√2 + c : si l’arc commence au pôle, c = o, 
et l’on a s = r√2. Ainsi, quoique la courbe n’atteigne son 
pôle qu’après un nombre infini de révolutions, l’arc s est fini et 
égal à la diagonale du carré construit sur le rayon vecteur qui 
le termine.

Voyez, pour les courbes à double courbure, ce qu’on a dit 
n0 791.

Des aires et des volumes des Corps.

851. Le volume et l’aire u d’un corps de révolution autour 
de l' axe des x s’obtiennent (n0 792) en intégrant

Voici quelques applications de ces formules.
I. Pour l’ellipse, en recourant à la valeur de ds (no849, IV), 

on trouve
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La icr donne p si le sommet est line

des limites, c=— | a. Soit donc 2 la hauteur du segment d’eb>

lipsoïde, oux=.a—z, le volume Pour

l’ellipsoïde entier, z=2u, et l’on a | irb'a. Il en résulte que, 1°. le 
volume de la sphère=| ira3 ; 20. l’ellipsoïde de révolution est à 
la sphère circonscrite ZZ 6* : aa; 3°. chacun de ces corps est les 
| du cylindre qui lui est circonscrit ; 4°- enfin le segment sphé
rique = | z).

L’intégrale qui entre dans la valeur de u est visiblement l’aire 
d’une portion de cercle concentrique à l’ellipse comprise entre 

les mêmes limites que l’arc générateur, et dont le rayon est

Soit z cette aire facile à obtenir; on aura u —
a

S’il s’agit de la sphère, on a (n° 849, III), ; d’où

u ~ fmr&x. On trouve aisément 2%rz pour la surface de la ca
lotte ou de la zone dont z est la hauteur ; et 4^7’2 pour l’aire de 
la sphère entière.

II. Pour la parabole y* = 20*, on trouve

si l’origine est au sommet, c = o et C = —a3. On a donc ainsi 
le volume et l’aire d’un segment de paraboloïde de révolution.

IL Soitym — axn ; on en tire

Ce calcul se rapporte aux paraboles et aux hyperboles, suivant 
que n est positif ou négatif.
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85a. Le volume ^et l’aire U d’un corps sont donnés par les
formules (n° 794)

Voici comment on doit entendre ces doubles intégrales. Après 
avoir mis pour z, p et q leurs valeurs en x et en y, tirées de 
l’équ. de la surface proposée (n° 787), on intégrera, en regar
dant comme constant x ou y à volonté, suivant que l’une of
frira des calculs plus simples que l’autre . On aura ensuite égard 
aux limites que la question détermine.

Par ex., si l’aire TJ\ qu’on demande, doit être comprise entre 
deux plans parallèles aux xz,y = a , y —b, et qu’on ait in
tégré par rapport ày, on prendra l’intégrale entre les limites 
a et b, x étant regardé comme constant. On aura ainsi l’aire 
MB (fîg. 69) d’une tranche dont l’épaisseur est infiniment 
petite = d#, terminée aux deux plans ME, SB, dont il s’agit. 
Cette ire intégrale sera delà forme tpx.dx, c.-à-d. délivrée dey, 
mais contenant x. On intégrera de nouveau, relativement à x, 
depuis la plus petite jusqu’à la plus grande valeur de cette va
riable; et l’on aura l’aire demandée, qu’on regarde comme la 
somme d’une série infinie de tranches semblables.

Si le corps est terminé latéralement par des surfaces courbes, 
on devra introduire, dans la ira intégrale, des fonctions de x, 
pour les limites de y, en opérant d’une manière analogue au 
n* 846. Des exemples éclairciront tout ceci.

Pour la sphère (fig. 81),

On fera d’abord y constant, et r®—j-a = ^/a; d’où
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Une ireintégratiou donne, pour l’une, rd7.arc^sin= Or, le 

plan xy coupe la sphère suivant un cercle Cr, dont l’équation est 
x’-f-j'*=ra, et dans lequel l’abscisse AF=z±]/{rt—y^—±A 
est le rayon du cercle formé par le plan coupantDmC. Si donc 
on prend cette intégrale depuis x =— A jusqu’à x = 
on aura l’aire infiniment étroite DmC d’une bande parallèle 
aux .rz, et tracée sur l’hémisphère supérieur.

Faisons donc x —— A et x~-\~A dans notre arc ci-dessus, 
puis retranchant le ier résultat du 2e, nous aurons 7rrdr, parce 
que l’arc dont le sinus~ i, est Intégrons par rapport à r, 
qu’on a prise pour constante ; nous aurons pour 2e intégrale, 
et les limites étant — r et r, qui sont la plus petite et la plus 
grande valeur de j", 25rr4 sera l’aire de l’hémisphère supérieur.

Disons-en autant pour le volume F (p. 4^8),

Prenons les limites — A et 4- A, comme ci-dessus; le ier terme 
disparaît, et l’on a Il faut donc intégrer de nouveau
’ t (r1—j-2) dy, qui représente la volume de la trancheDmCE; 
et l’on a * sr (r'^y— Ijr5}, qui revient à 7rr3 entre les limites
— r et 4-r. C’est le volume de la demi-sphère.

L’élément du volume /' est d.rd%dz : on intègre d’abord par 
rapport à z, depuis le z de la surface inférieure, qui limite le 
corps, jusqu'au z de la surface supérieure : ainsi, l’on met dans 
zdxdy ces deux valeurs de z en fonction de x et y, telles qu'on 
les tire des équ. de ces deux surfaces : on a ainsi le parallélépi
pède compris entre elles, et élevé sur la base drrdjr. On intègre 
ensuite relativement à x, pour former la somme de tous les 
prismes qui composent une tranche dont d/- est l’épaisseur, et 
qui est comprise entre deux plans parallèles aux arz. Supposons 
que le volume T7 soit compris dans un cylindre MNg (lig. 8?.), 
élevé sur une base donnée mng, les limites de cette 2e inté
grale résultent d’un section quelconque Pmn, faite dans le 
corps par un plan perpend. aux y : ainsi l’on prendra l’inté-

www.rcin.org.pl



CUBA.TURES. 48?
pale depuis x — Prn jusqu’à .r== Pn, valeurs qu’on tire en
fonction de y de l’équ. de lacourbe rnfng, base de notre cylin
dre. Soient .r et .r=ces valeurs ; on les mettra succes
sivement pour x dans l’intégrale, et l’on retranchera les résul
tats l’un de l’autre. Il ne restera plus qu’à intégrer une fonction 
de y, depuis la moindre valeur AB de y jusqu’à la plus 
grande AC, valeurs qu’on tire encore de l’équ. de la base fng.

Cherchons, par ex.,1e volume du cône droit. Prenons son axe 
pour celui des y, et le sommet pour origine : l’équ. est (n° 661) 
/y» Ta /eqant la tang. de l’angle formé par l’axe et les
génératrices. Or, zdxdy devient—x’)dxd^r, depuis lez 
inférieur jusqu’au supérieur, puisque z = zt — x2 ).
L’intégrale relative à xat été donnée ci-dessus et p. 453, savoir,

Comme en faisant z = o, l’équ. du cône donne .r~ ±ly poul
ies limites du corps, il faut changer ici x en — ly (ce qui donne 
zéro), puis en 4~ ly [d’où 2/ya. arc ( tang. = oo ) = TrZy3 ] ; il 
vient, en retranchant, w-Z^’dj-, qu’il faut intégrer depuisy=o, 
ou le sommet, jusqu’à jy= h, qui répond à la base. Donc enfin 
le volume du cône droit est iirBh3, ce qui revient au théorème 
connu.

De même, si les limites de l’aire sont déterminées par une 
courbe FMNG tracée sur la surface dont il s’agit, on cherchera 
sa projection^ sur le plan xy (n° 656), qui déterminera un 
cylindre droit, pour lequel on raisonnera précisément de la 
même manière. On intégrera donc dard/ ^/(i </*)  entre
les limites ci-dessus désignées.

En voici un exemple.
Soient tracées, sui- le plan xy, les deux paraboles égales et 

opposées FAE, F'AE' (fig. 8o), dont y2 = nx, y2 =— nx 
sont les équ.; puis la parallèle FF'à l’axe des x, AC étant = b. 
De plus, concevons un cône droit à base circulaire , dont le 
sommet serait à l’origine A, et qui aurait pour axe celui des z, 
l’cqu. étant z — k^Çx2 -f-jy’), (n° 66i). On demande de trou
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ver l’aire du cône comprise dans le cylindre droit élevé sur 
AMFF' M'. L’équ. du côae donne 

l’élément de l’aire du cône estl/(i 4-k*) dxdj-, sa projection est 
en m. L’intégrale relative à x est |/ ( 1 4- k%) xdy, qu’il faut pren
dre depuis M'jusqu’en M, et l’on aura l’aire de la bande infi
niment étroite qui est projetée en MM'. Or les équ. des para
boles donnent, pour les abscisses des points M'' et J/, limites de 
l’intégrale,

Opérant maintenant pour y sur cette ire intégrale, il vient

V(1 4- A’), qu’il faut prendre de A en C, c.-à-d. depuis 

y— o jusqu’à y=.b. On obtient, pour l’aire demandée, 

3^V/(,+Â2)-

L’application de ces principes à la recherclie des centres de 
gravité et des momens d’inertie est surtout remarquable. (Foy. 
ma Mécanique, n05 64 et 241)

IV. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS ENTRE DEUX VARIABLES.

Séparation des Variables ; Équations homogènes.

853. Intégrons les équ. du 1er ordre entre deux variables.
Soit proposée l’équ. différentielle Mdy 4- Ardx = o, qui est 

du 1er ordre entre les deux variables x ety. Il est clair que si 
elles 11c sont pas mêlées, en sorte que M ne contienne pas x, et 
que A7 soit sans y, l’intégrale de l’équ. sera la somme des inté* 
grales qu’on trouvera par les principes antérieurs,

fMdy 4- fNdx — consts
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Il en sera de même de toute équ. dont on pourra séparer les 
variables. Le cas le plus simple est celui où M est fonction de x, 
et N de y seulement; car, divisant l’équation par MN, on a

C’est ainsi que 

donne

854. Si M=XY, N=XlYl, X et XComme en faisant z = o, l’équ. du cône donne .r~ ±ly poulies limites du corps, il faut changer ici x en — ly (ce qui donne zéro), puis en 4~ ly [d’où 2/ya. arc ( tang. = oo ) = TrZy3 ] ; il vient, en retranchant, w-Z^’dj-, qu’il faut intégrer depuisy=o, ou le sommet, jusqu’à jy= h, qui répond à la base. Donc enfin le volume du cône droit est iirBh3, ce qui revient au théorème connu. De même, si les limites de l’aire sont déterminées par une courbe FMNG tracée sur la surface dont il s’agit, on cherchera sa projection^ sur le plan xy (n° 656), qui déterminera un cylindre droit, pour lequel on raisonnera précisément de la même manière. On intégrera donc dard/ ^/(i </*) entreles limites ci-dessus désignées.En voici un exemple.Soient tracées, sui- le plan xy, les deux paraboles égales et opposées FAE, F'AE' (fig. 8o), dont y2 = nx, y2 =— nx sont les équ.; puis la parallèle FF'à l’axe des x, AC étant = b. De plus, concevons un cône droit à base circulaire , dont le sommet serait à l’origine A, et qui aurait pour axe celui des z, l’cqu. étant z — k^Çx2 -f-jy’), (n° 66i). On demande de trou, étant des fonctions 
de x, Y et Yt des fonctions dej", on a XKdjr + X^Y/lx — o, 
qui donne, en divisant par XYt,

855. La séparation des variables est encore possible dans les 
équ. homogènes (n° 322 ) par rapport a x et y. Soit m le degré 
de chaque terme AykxK} ou m = h-{- k ; en divisant l’équ. par

On voit donc que ÆZ et TV deviendront des fonctions de z seul, 
en sorte que si l’on divise par M l’équ. Æfdj* -f- Ndx = o, on 
aura ch' 4- Zdx — o. Maisy=xz donne dy = xdz 4-zdx, donc 
xdz (z Z) dx — o -, d’où

T. Prenons, pour i" ex.,
Divisons par ax -f~ by ; nous trouverons 

équ. facile à intégrer. Il faudra ensuite substituer'^ pour z.

C’est ainsi que ydy -j- (x 2j) d.r = o, à cause de a = o ,
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dz au numérateur du 2e terme, qui devient ou

. On a donc à intégrer

d’où

ou

II. Pour a/md/ 4- (xm 4- Z'j'm)dx = o, on a

III. Soit ; posant y — .rz, et
divisant par x, on trouve

transposant cy et élevant au carré.
IV. Quelle est la courbe dont Faire B CMP (fig. 71) est égale 

au cube de l’ordonnée PM, qui la termine, divisé par l’abs
cisse ; et cela pour chacun de ses points , à partir d’une or- 

donnée fixe B Cl De fyàx——, on tire, en différentiant,

puis enfin

856. Toute équation qu’on pourra rendre homogène sera
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donc intégrable. Ainsi pour

on fait
d’où

puis 

la proposée devient homogène,

Quand mb—na — o , ce calcul cesse d’être possible, mais alors

et la proposée est 

dont on sépare les variables en faisant ax-}- b v — v ; on subs

titue cette valeur, et

85^. Prenons l’équation linéaire, ou du ier degré en j-,

P et Q étant des fonctions de x ; on fera r=zl, d’où 

dans l’équ. = z et Z sont des fonctions de x, dont l’une 
est visiblement arbitraire ; on peut donc la déterminer en éga
lant à zéro le coefficient de z; donc

La iTe donne d’où et comme

Pt\x ne contient pas y, l’intégrale u de P&x est facile à trouver. 
On a donc

L’équ. ldz = Odx , devient eadz= Oe“dx ; d’où
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Q et u sont des fonctions connues de x, et l’intégrale fQeudx

étant obtenue, on remettra pour z sa valeur y/t ouyeu-a ce qui 

donnera enfin l’intégrale demandée

Il suit de ce calcul, qu’il est inutile d’ajouter une constante a à 
l’intégrale fPdx = u. (

Soit, par exemple, dy +ydx = ax3dx ; on a 

donc

Pour l’e'qu.

donc 

enfin,

858. Traitons enfin l'équ. de Riccati, ainsi nommée parce 
que ce savant s’en est le premier occupé;

i°. Si m = o, on a (p. 224) 

donc

20. Quand m n’est pas nul, on pose 
l’on trouve
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transformée homogène si m= — 2, et qu’on intègre en sépa
rant les variables, quand m = — 4*

3°. Dans tout autre cas , soit fait z—V~', a:m+3 = z/, puis

et l’on a cette équ. semblable à la proposée,

on pourra donc la traiter comme ci-dessus, et l’intégrer lorsque 
n sera— 2 ou — 4*

Et si n n’est pas — 2 ou — 4> en effectuant une transforma
tion semblable, et continuant de proche en proche, selon les 
mêmes procédés, on sera ramené à des équ. de mêmes formes 
que la proposée, ayant pour la variable, dans le 2e membre,

un exposant successivement =

c.-à-d. que cet exposant est

Que l’une de ces fractions soit nulle, ou—2, ou—4 > l’intégrale

sera facile à trouver: savoir, , z étant un entier quel

conque, positif, ou zéro.
Si l’on eût commencé par faire y = Z—', xm+‘=z, dans la 

proposée , le même calcul aurait conduit à trouver qne l’inté

gration est possible lorsque m ; ainsi m:

la condition d’inlégrabilité de l’équ. de Riccati.

Du Facteur propre à rendre intégrable.

859. L’équ. MAy -f- 2VcLr = o ne résulte pas toujours im
médiatement de la différentiation d’une équ./^Xjj') = o ; car 
on a pu, après ce calcul, multiplier ou diviser toute l’équ. par
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une fonction quelconque, ou en éliminer une constante (n° 727) 
à l’aille de f(x, y) = o, ou enfin faire telle combinaision qu’on 
voudra de ces équ. entre elles. L’équ. proposée peut donc ne pas 
être une différentielle exacte.

En général, soit u — f(x,y), la différentielle étant..........

Ainsi, toutes les fois que Mdy + Ndx est une différentielle 
exacte, la condition (I) doit être remplie. Réciproquement, 
si M et N satisfont à la condition (1), Mdy+Ndx est une diffé
rentielle exacte qu'il sera toujours possible d’intégrer.

Pour démon trer cette réciproque, intégrons Mdy en regardant 
x comineconstant, et soi t P l’intégrale, fonction connue de x et y,

résultant de fMdy, relative à y seul, ou Prenant pour

la constante arbitraire une quantité X, qui pourra contenir x, 
nous aurons P+Y pour l’intégrale de Mdy relative a y. Prou
vons que P+X est l’intégrale de Mdy+Ndx, quand l’équ. (I) 
a lieu. 1

La différentielle complète de P+ X est

d’où l’on doit conclure que P+X sera l’intégrale de Mdy+Ndx 
(qui sera par conséquent une différentielle exacte), si l’on peut 
déterminer X de sorte que ce trinome soit = Mdy + Ndx, ou

Or, en différentiant M = — par rapport à x, on trouve, en 

vertu de la condition supposée (i),
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OU , relative à j-. est donc une

fonction de x, ce qu’il s’agissait de démontrer.
L’intégrale cherchée est donc P -4-X, P étant celle de Mdy 

par rapport à y seul, et X l’intégrale de la fonction de x donnée 
par l’é qu. (2). Nous avons donc démontré notre réciproque en 
même temps que nous avons donné un procédé d’intégration 
de MAy-\-Ndx.

Il est inutile de dire qu’on peut également commencer par 
intégrer TVdx, y étant constant, et compléter l’intégrale par 
une fonction Y dey, etc... On préférera celle de ces deux voies 
qui facilitera davantage le calcul.

I. S oit proposé d’intégrer

on tro uve P = by1 ; ainsi by* + X est l’intégrale cherchée, puis
que la condition (1) est remplie. La différentielle de re
lative à x, comparée à Ndx, donne (p. 4^1) 

donc, on a ô/a4-ax4-l.c[x4*V/(,4"xa)]’
11. De même pour

^près avoir reconnu que l’équ. (1) est satisfaite, on intégrera 
Ndx par rapport à x ; on trouvera
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en désignant par Y une fonction dey. Différentiant cette ex
pression par rapport ày, et comparant à AZdy, on aura.........
dl = 3Zy’dy, d’où Y~bf c. Ainsi l’intégrale est obtenue 
complètement. En faisant as=.b — o, on trouve

Cette intégrale, employée par M. Laplace (Mécan. cél., 
t. I, p. 6), est un cas particulier de la précédente.

III. On trouvera de même

860. Quand d/dy-f- A\l.r ne satisfait pas à la condition d’in- 
tégrabilité , on peut se proposer de trouver si, en multipliant 
cette expression par une fonction z de x et y, elle pourrait de
venir une différentielle exacte. Màjr4-Adr=o résulte de l’éli
mination d’une constante entre la primitivef(x, y, c) = o, et 
sa différentielle immédiate. Mettons ces équations sous la forme 

c-=<f> (a?,y),ce qui est permis; K représente une 
fonction quelconque de x et y. La dérivée de c=^(ar, y) étant

et, comme la cons

tante c n’entre plus ici, cette expression (n° 727) est identique 
avecy'-f- Æ, ou 

comme ces deux membres sont identiques, et que <?' est une 
dérivée exacte, P(y'-f-Æ) doit également en être une, ce qui 
prouve qu’zïy a toujours un facteur P propre à rendre intégrable 
la fonction y'-f- K , ainsi que toute équation différentielle du 
premier ordre entre x et y.

Cherchons ce facteur, que nous représenterons par z.
Mz<\y-{-Nzàx ne peut être différentielle exacte qu’au tant que

www.rcin.org.pl



DIFFÉRENTIELLES EXACTES. 497

Cette équ. aux différentielles partielles est rarement utile à 
cause de la difficulté des calculs ; mais on peut en tirer quelques 
propriétés remarquables.

i‘. Si l’intégrale u de Z(J/dj"-|-Ædx) était connue, le facteur 

z serait facile à trouver ; car en comparant

avec -f- Ndx), qui lui est identique, on en tirerait
aisément z.

2°. Multipliant l’équ. du =z ( Mdy -f- A7drr) par une fonc
tion quelconque de u, telle que <pu , nous avons

Or, le premier membre étant une différentielle exacte , le 
deuxième , qui lui est identique, doit jouir de la même pro
priété ; d’où il suit qu’il y a une infinité de facteurs z. (pu propres 
à rendre intégrable toute fonction de x et de jg et que la con
naissance de l’un d’entre eux z suffit pour en obtenir un nombre 
infini d’autres z.<pu.

3°. Si le facteur z ne contient que l’une des variables x ou y, 
on le trouve aisément ; car soit z fonction de x seul, l’équ. (3) 
se réduit à 

parce que ,et que • n’est plus une différence par

tielle. L’intégration de cette e'qu. donnera z; car l’hypothèse 
exige que le 2e membre soit indépendant dejr; on reconnaîtra 
même à ce caractère si la supposition est légitime.

De même, si z est fonction de jr seul, on a 

et le 2e membre doit être indépendant de x. On remarque dans 
les équ. (4) et (5) que la partie renfermée dans les paren
thèses est nulle, lorsque J/dy + Aùlx est une différentielle 
exacte.

T. II. 32
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I. Soit, par exemple, dx+(adx+2bydy)√(i+x2) = o ;
la condition d’intégrabilité n’est pas remplie, puisque

mais cette quantité, divisée par M ou 2by√(I+x2), donne

pour quotient cette fonction de x ———donc l’équ. sera 

rendue intégrable par un facteur fonction de x. L’équation (4) 
donne

Donc La proposée prendalors la forme qu’on

a traitée n° 859, I.

IL L’équ. linéaire dy+ Pydx = Qdx donne

aussi la condition (I) n’a pas lieu ; mais cette fonction P, di-
dzvisée par , donne une fonction de x; ainsi dz/z = Pdx,

d’où Iz =JPdx=u, et z=eu. Tel est le facteur qui rend la 
proposée intégrable. Elle devient eudy+eu(Py—Q)dx=o ; 
il ne s’agit plus que de suivre le procédé du n° 85g. Intégrant 
eudy par rapport à y, on a euy+X, dont la différentielle re
lative à x, comparée à en(Py—Q)dx, donne dX=— euQdx; 
donc l’intégrale cherchée est, comme on le sait déjà ( n°857),

III. De même, donne

lz =lx ; ainsi, il faut multiplier la proposée par x pour qu’elle 
soit intégrable. On trouve enfin, pour intégrale,

IV. Le facteur propre à rendre intégrables les fonctions ho
mogènes se trouve aisément. Soit m le degré ( n° 322) d’une
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telle fonction F des variables x, y... ; si on les remplace par 
lx , ly. .., l étant un nombre quelconque , F deviendra lmF; 
faisant Z=i —|— A , F devient donc

D’un autre côté, x,y... sont devenus x -j-hx,y-j- hy..., 
et la fonction Fde (x-f- At), (y-j-^iy).... se développe sui
vant le théorème (n° 743),

Comparant les puissances semblables de h , dans ces deux déve- 
loppemens, on trouve

86r. Pouv appliquer ce théorème à Mdy -f- Ndx , M et N 
étant homogènes du degré p, cherchons s’il existe un facteur 
homogène z, qui rende zMdy-j-zNdx une différentielle exacte ; 
soit n le degré de z. Comme Nz est homogène du degré p-{-n, 
la propriété ci-dessus donne 

or, on suppose 

en substituant dans la précédente pour ce dernier terme sa va
leur, il vient 

ou 

cette équation est satisfaite, en faisant
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alors le degré n de z est = —p — i d’où p -b n -4- i = o

Donc est intégrable ; l’intégration ne présente plus

ensuite de difficulté (n° 85g).
On trouve que doit être

divisé par . intégrant , par rapport

à r, on a 1 ajoutant A’, différen-
tiant par rapport à x, et comparant, il vient 

ainsi, 

comme n° 855, III.
862. On a quelquefois besoin de différentiel’, relativement 

à y, des fonctions qui, telles que u — j'Màx, sont affectées du 
signe d’intégration par rapport àx; on différentie alors sous le 
signe f. En effet, puisqu’on a 

et intégrant par rapport à x, on trouve

Sur les Solutions singulières ou particulières.

863. Soit proposée une e’qu. différentielle V— o, qui ait 
pour intégrale complète/(x, y,c)=zo,c étant la constante 
arbitraire. La différentielle immédiate de cette équation sera 

x = o ; la proposée doit résulter de l’élimination de c 
entre ces deux dernières (n° 727). Tant que celles-ci demeurent 
les mêmes, on doit retomber sur la proposée 7z=o, par l’éli-
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initiation dec, quelque grandeur qu’on prenne pour c, dans l’une 
et Faut re , quand même c serait une fonction de x et y : cela 
est évident. Differentiant/'=o par rapport à x, j~ et c, on a 

Pdy 4- Qdx + Càc= o, 
qui se réduit à Pdj- -f- Qdx = o, en posant Cdc — o ; donc, 
toute valeur de c qui satisfait à cette condition, change y = o 
en une équation 5=o, telle que sa différentielle est encore 
Pdy-]- Qdx~o : l’élimination de centre les équ. Cdc—o,f=o 
redonnera la proposée Z^=o; donc 5=0 est une relation 
entre x etjr qui satisfait à l’équ. 7^=0, et en est une intégrale.

Cdc —o donne,
i°. dc=o, c = const., et la fonction/'reste la même.
2°. C~o peut donner une valeur constante et déterminée 

dec;/=o devient alors une intégrale particulière, qui n’offre 
rien de remarquable : c’est un cas renfermé dans le précédé;, t, 
où l’on a pris pour c un nombre désigné.

3°. Cne contient pas c, quand c n’est dans f qu’au i" degré ; 
alors on ne doit pas poser C=o, cette équ. ne pouvant donner 
de valeur de c; ou plutôt (7=0 donne une intégrale particu
lière, qui répond à c infini.

4°. C = o , ou = o , peut donner pour c une fonction va
riable, c = <?(x,jj; p étant substituée à c dans/=o, on aura 
une équ .5=0, dont la différentielle sera encore jPd/-f- Qdx=o, 
en éliminant <p.

En général, 5 n’est pas compris dans/*(x,  y, c), puisque c ne 
peut y recevoir que des valeurs constantes, tandis que c est de
venu variable. L’équ. 5 = o, qui ne renferme pas de constante 
arbitraire, offre donc une relation entre x et j-, qui satisfait à 
la proposée 7z=o, quoique n’étant pas comprise dans son in
tégrale générale. C’est ce qu’on nomme une Solution singulière 
ou particulière.

Par exemple, l’élimination de la constante c entre l’équatipn 
j,■' — 20^-j-x' = c7, et sa dérivée, donne (n° 727)

( — 4T.r./ — = 0 ’>
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mais si l’on regarde c comme seule variable dans l’e'quation 
primitive proposée, on aura c — —y, ce qui la changera en 
xa-^aya=o. On peut aisément s’assurer, parlecalcul, quecette 
équ. satisfait à notre équ. différentielle, quoiqu’elle ne soit pas 
comprise dans son intégrale.

Pareillement x* — icy—b— c’ = o, a pour dérivée, après 
l’élimination de c,

La dérivée relative à c seul donne y ct=a o ; d’où c=— y, 
puis xa-f-ya = b ; c’est la solution singulière de notre équation 
dérivée.

L’équ. yz=. ,r -f- (c — i)2 i/ar, donne C=2(c— i) \/ x — o ; 
d’où c = i, puis y—x, cas particulier de l’intégrale com
plète ; ce n’est donc pas une solution singulière. Ceci se rap
porte à ce qui a été dit (20.).

Enfin, l’équ. ya -f- xa = icx, donne C=2X=o, qui, ne 
contenant pas c, ne donne encore qu’une intégrale particulière 
relative à c — 00. ( Voyez le cas 3°. )

864. Nous ferons ici quelques remarques.
i°. Les solutions singulières doivent être cherchées avec au

tant de soin que les intégrales complètes, parce qu’elles peuvent 
renfermer la vraie solution du problème, qui conduit à l’équa
tion différentielle qu’on a intégrée.

exprime la condition pour que^

ait des racines égales relatives à c (n° 024)- Si donc, à l’aide 
de l’équ. singulière, on chasse x ou y, l’intégrale complète 
de l’équ. résultante aura des facteurs égaux. C’est ainsi que, 
dans notre Ier exemple, si l’on fait x’ = — 271, la proposée 
devient

3°. Puisque la constante c est arbitraire, on peut considérer 
l’intégrale complètef(x,y, c) = o comme l’équ. d’une infinité 
de courbes, dont le paramètre c est différent. Si donc on at-
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tribue à c toutes les valeurs possibles, ces lignes consécutives 
se couperont deux à deux en une série de points, dont le 
système formera une courbe tangente à chacune. L’équ. 
J\x,y, c) =o appartient à l’une de nos courbes, ainsi qu’à 
la courbe qui les embrasse toutes; seulement c est constant 
dans le icr cas, quels que soient x etj-; tandis que dans le 2e, 
c est une fonction variable des coordonnées du point de con
tact. La tangente, en ce point, étant déterminée par y', est 
la même pour l’une et pour l’autre ; y' doit donc conserver la 
même valeur, que c soit constant ou variable dans/’(ar,j-,c)=o;

d/* d’où il suit que si l’on élimine c entre /'=o, et-^ = o, 

l’équ. résultante en x et y, qui est la solution singulière, ap
partient à la ligne de contact des courbes comprises dans Vin
tégrale complète. (Voyez n° 8o5.)

4°. Résolvons par rapport à c l’équ. fly,y, c) — ot et soit 
c—^/(r^.Si l’on substituaitpour c,dans f(x,yy c)=o, 
le résultat serait identiquement nui, ainsi que toutes les dérivées 
relatives, soit à X, soit à y. On a donc (n° 712)

propre aux solutions singulières, offre encore un moyen de les 
obtenir.

qui rend cette fraction infinie, est la solu
tion singulière.

En posant -, ou*-^ infini, il conviendra de s’assurer si la 
r d.r dy

relation entre x ety, qui en résulte, combinée avec la propo
sée, ne donne pas <p (x, y) = const ; car alors on n’aurait qu’une 
intégrale particulière.

www.rcin.org.pl



5o4 calcul intégral.

5°. L’existence des solutions singulières est une conséquence 

de ce que l’équ C=o, donne pour c une valeur va

riable c = φ(x,y) : mais il se peut que la fonction φ soit ré
ductible à une constante, en vertu de l’intégrale complète... 
f(.r, y , c)=o, ou que f contînt c sous la forme (c— a) (c —φ), 
en sorte que c=<p reviendrait à c = a; alors on n’aurait plus 
qu’une intégrale particulière, comme si l’on eût pris un nombre 
déterminé pour c. Donc, pour que C = o donne une solution 
singulière, il faut qu’il n’en résulte pour c , ni une constante, 
ni même une fonction variable φ qui, mise dans f = o, revien
drait à y prendre pour c une valeur constante.

Par exemple,

donne

d’où puis

Cette équ. n’est qu’une intégrale particulière provenue de 
c — o.

De même , donne

la proposée, qui revient à (c—i) (c — x — y) = o, devient 
(x+y—I)2=o; ainsi on a x=y=I, intégrale particu
lière provenue de c=i, après avoir divisé par c — i.

c=I donne l’intégrale particulière y = x; c = x donne la 
même chose, et non pas une solution singulière, quoique c soit 
variable.

Enfin , 1/2 (x+I) donne la solution singulière.
6°. Soit z le multiplicateur qui rend dérivée exacte l’éqvation 

y'+K=o, en sorte que z(y'+K)=φ'=o o ait pour pri-
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mitive <?(x, y) — c ; la solution singulière <9=0 ne doit pas 
êtrecomprise dans cetteéquation. Parconse'quent, si de 5=0, 
on tire; y en fonction de x ,y=-^x, la substitution dans la 
fonction ne doit pas la réduire à une constante; ainsi
sa déri vée <f>' ne doit pas être nulle.

On woit donc que des deux expressions jr' -\-K, et <p’ ou 
z(j-'-{-Æ), l’une doit être nulle en vertu de j*  = 4^, tandis 
que l’aiutre ne doit pas l’être ; ce qui ne peut avoir lieu qu’au- 
tant qiue z est infini. Il en résulte que les solutions singulières 
rendenit infinis tous les facteurs propres à rendre intégrable 
l’équ. «différentielle proposée ; ou plutôt, que les solutions singu
lières de cette équ. ne sont autre chose que les facteurs algébri
ques, que l’on peut mettre en évidence, et séparer entièrement 
de cette équ. par une tranformation convenable.

( Fq/cz un Mémoire de M. Poisson, i3e Journ. Polyt., où il 
est démontré qu’on peut toujours délivrer une équ duier ordre 
de sa solution particulière, ou en introduire une à volonté.)

865.. Concevons que j==X satisfasse à une équ. proposée 
y~F[x, /), X étant une fonction donnée de x , et qu’on ait

X' = F(x,X)...........(I);
cherchons à reconnaître si y = X est une solution singulière, 
ou une intégrale particulière; X ne renfermant pas de constante 
arbitraire. Soitj*=4(- r>«) l’intégrale complète de j*'=F(ar,  j-) ; 
a étant la constante arbitraire : si X est un cas particulier 
de 4(x,a), en sorte que ^(x^a) devienne X lorsqu’on
attribue à a une valeur b, il faut que ÿ(x, a) — X soit zéro 
pour a~b t donc ( n° 54<>)

4(or, a) —X=(a— b)mz,

m étant la plus haute puissance de a — b, et z une fonction de 
x et a qui ne devient o, ni oo, pour a —b. Représentons la 
constante {a—b')m par c ; l’intégrale complète de = 7?(-r,.%) 
sera donc = X -f- cz.

Si l’on substitue cette valeur de y dans j*-' = F(x, j-), cette
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relation deviendra identique,

Or, d’une part, le développement de z suivant les puissances 
ascendantes de c, a la forme (n° ^38) z=Æ 4- Aca. 
les exposans a , b,.. étant crcissans et positifs , et K, A,B... 
des fonctions de x; car z n’est ni oo, ni o, lorsque c = o. 
Donc

De l’autre part, le développement de F(xcz) doit pa
reillement être F(x,X) + Ncnzn -f- Mcmz m4-.. . n, m. . .étant 
croissans et positifs. Cette série est d’ailleurs facile à obtenir 
(n° 746), et l’on doit regarder comme connus les nombres n, 
m..., ainsi que les fonctions de x désignées par 2V, M.... Si 
donc l’on met ici pour z sa valeur développée , on a , en vertu 
de (1),

Il s’agit donc de savoir s’il est possible de déterminer z , ou 
plutôt les coefïiciens A, B... en fonction de x,et les nombres 
a, b... , de manière à rendre cette équ. identique; car, si cela 
n’est pas possible, y = X est une solution singulière ; dans le 
cas contraire , on a une intégrale particulière.

Il se présente trois cas.
i°. Si n^> 1, le terme K'c n’en rencontre pas de semblable 

qui puisse le détruire : on fera donc Æ' = o, d’où Ær=const. 
Puis on posera a-j- i=n, A' —NKn, ce qui déterminera 
a—n— 1, et A=fNKnAx-, et ainsi des autres termes. 
L’identité sera donc toujours possible, et y — X sera une inté
grale particulière.

20. Siw=i, la même chose aura lieu; car, posant K'—NK, 
on aura lÆ=/'Ndx : il sera facile ensuite d’ordonner les deux 
membres, et de comparer les exposans et les coefïiciens respectifs 
des termes de même rang. On déterminera ainsi les exposans 
a, b. .., et les coefïiciens K , A, B. ..

3°. Enfin, si , le terme NcnKn n’en trouvera aucun autre
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qui lui soit semblable , puisqu’il n’y a pas d’exposant de c qui 
soit <^i dans le 1er membre : et comme K ne peut être nul, 
il ne sera possible en aucune manière de satisfaire à l’identité r 
jr—X sera donc une solution singulière.

866. Puisque n <^i dans ce dernier cas , en mettant X-^-cz 
pour dans F(x si le développement de Taylor est fautif 
entre le 1e* et le 2* terme, c.-à-d. si la dérivée de F{x,jr} 
relative à jr est infinie (n° 7 36 , 30.)>t/ = X est une solution 
singulière. Réciproquement une valeur jrx=zX qui satisfait à

infini, est une solution singulière,

puisqu’elle donne au développement de F(ar,X4-cz) la forme

La condition , forme donc le véritable ca

ractère des solutions singulières , et l’on voit que pour qu’elle 
soit remplie, si la fonction F est algébrique, elle doit renfermer 
un radical (n° 739,3°. ) que l’hypothèsey=X fait disparaître. 
Dans le iw de nos exemples, p. 5o2, on a

et cette dernière fraction est rendue infinie par la solution sin
gulière j-9= b — x2.

867. Il est donc facile d'obtenir les solutions singulières 
sans connaître l’intégrale complète; car en tirant la valeur de

on l’égalera à l’infini : soit on fera 7’=o, ou

F=co. Considérant tous les facteurs de ces équations, les 
résultats qui satisferont ày=.F(x,jr} seront seuls les solutions 
singulières.

Pour , ce qui exige
que k soit <j, et jr—n-. et comme la proposée n’est satisfaite 
par jf =z n que si k est positif, on voit qu’elle n’est susceptible
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de solution singulière que si k est entre o et i. L’intégrale

complète est

Il n’est pas nécessaire de donner à l’équation dérivée la forme 
explicite pour appliquer notre théorème; car,
soit Z2- = o , la relation donnée entre x, y et y ; on peut con
sidérer y' comme une fonction de x et y, que cette équation 
détermine; ainsi, la différence partielle de y relative à y, sera 
donnée (n° 712) par

or, est infini quand

en sorte qu’on obtiendra toutesles solutions singulières par celte 
voie. S’il arrive même que la fonction V soit algébrique, 
rationnelle et entière , cette dernière condition ne sera pas 

dZ^ possible. Il faudra ensuite éliminer r' entre Zz=oet-—, = o.
dy

On ne devra d’ailleurs prendre que les facteurs de cette dernière, 
dV dVqui 11e sont pas communs entre , et -r—. 
dy dy

Ce calcul ne fera connaître que celles des solutions singulières 
qui contiennent y; celles qui 11e renferment que x échappent à 
cette règle ; pour obtenir celles-ci, on devra raisonner de même 
par rapport à x : on trouvera ainsi, outre les solutions déjà 
connues où entrent x et y. celles qui ne dépendent pas de y.

i°. Ainsi, donne

en diffe'rentiant par rapport à y' seul : éliminant y entre ces 
équ., on trouve la solution singulière, qui est x'1 4-2jr2 = »•

20. De même
ou
donne
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3°. Pour on trouve

d’où xy — y' (xa— a2) ; puis éliminant y', on a, pour la so
lution singulière , x*-py* — a'.

4°- Celle de , ou T, est une fonction quelconque

de y s’obtient en éliminant y' à l’aide de x

86<8. Puisque sans connaître l’intégrale complète d’une équ. 
dérivée 7z=o, on sait en trouver les solutions singulières, et 
que le facteur z, propre à rendre intégrable la proposée , est 
alors infini (n° 864,6°.), on peut souvent, par des artifices 
d’analyse, trouver ce facteur z. Un exemple tiré du Mémoire 
de T rembley ( Acad. Turin , 1790 — 91 ) suffira pour faire en
tend re ce procédé.

Dans l’ex. 3e nous avons trouvé xi-\-y'*—c?—o pour solu
tion singulière; la proposée résolue par rapport à y', donne

qui est visiblement satisfaite par o?2— a‘~o : on essaiera si 
le facteur z a la forme (x’—a’^Çy2-^- x2— ai')n, m et n étant 
des indéterminées. Pour cela, on multipliera l’équ. ci-dessus par 
cette fonction, et l’on posera la condition (1) (n° 85g), puis 
on verra qu’elle est remplie en prenant m~—1, — 4 ;
ainsi, le facteur qui rend la proposée intégrable est

Des Équations où les Différentielles passent le premier 
degré.

869. Cherchons l’intégrale de F(x, y, y, jé*.. .y'm) — o . 
Comme cette équ. ne peut provenir que de l’élimination d’une 
constante c entre l’équ. intégrale et sa dérivée immédiate,dans 
lesquelles c entre à la puissance m, soit c — ${xty') la valeur 
de cette constante tirée de l’intégrale; <p'(x,y')~ o ne ton-
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tiendra y' qu’au i" degré, et l’on pourra en tirer y'—X, 
X contenant x et y affectés de radicaux : et puisqu’en les 
faisant disparaître par des élévations de puissances, on doit 
reproduire la proposée jF=o, il s’ensuit que y—Y doit être 
facteur de F.

Si donc on résout la proposée par rapport à y', et qu’on in
tègre ses facteurs y'—X=o, y'— X^o..on voit que ces 
intégrales seront celles de la proposée qui répondent aux di
verses valeurs de c-~ç> (x,y). Soient P~ o, Ç)=o, Æ = o..., 
ces intégrales; leurs produits PQ~oyPQR—o..satisferont 
aussi à la proposée, car la dérivée du produit PQR.......... étant
P' QR.. .~}~PQ'R.. .-j-PQR'... 4 etc., chaque terme est nul 
en particulier.

Par exemple, yy'*-^ 2xy'=y donne

et comme le Ier membre est visiblement (n° 809, IV) la dérivée 
de , on a pour intégrale

870. Au reste, il est des cas où l’on peut, par des artifices 
de calcul, éviter la résolution des équ. par rapport à y' : les 
deux exemples qui suivent sont dans ce cas.

I. Supposons que l’équ. ne contienne que x ety', et soit 
facile à résoudre par rapport à x, en sorte qu’on ait x~Fy. 
Comme <ly — ydx donne (n° 80g, V), y = xy' — fady', en 
mettant pour x sa valeur Fy', on a

Après avoir intégré [Fy . dy', ce qui rentre dans les quadra
tures , on éliminera y' à l’aide de la proposée x— Fy .

Ainsi pour (1 -}-y'i')x = 1, on a
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ce dernier terme = arc (tang ==/)-|-c ; éliminanty', on trouve 
enfin, pour l’intégrale demandée,

II. Si l’équ. a la formey ~=y'xFy , en différentiant, on a

à cause de dy z=y'dx.

En égalant chaque facteur à o, il vient

Il ne reste plus qu’à éliminer y', entre la proposée et l’une ou 
l’autre de ces équ. Celle-ci ne donne qu’une solution singu
lière (n° 867, 4°. ) : la ire conduit à l’intégrale complète 
y = cx + C, en désignant par C ce que devient Fy' lorsqu’on 
y remplace y' par c, ou C—Fc.

Ainsi,, se inet sous la forme

d’où

la ire donne pour intégrale complète ; 1»
2 conduit à la solution singulière y*-}- x2=a\ lorsqu on en 
tire la valeur dey' pour la substituer dans la proposée.

Des Constantes arbitraires ; de VIntégration des équa
tions différentielles à l’aide des séries et de leurs 
constructions.

871. Reprenons la série de Maclaurin (n° 7A6),

dans laquelle fo, f o, f"o. .. sont les valeurs constantes que 
prennent fx, fx, f"x... . , lorsqu’on fait x = o. Si l’équ. 
dérivée donnée est du Ier ordre, on en tirerayu. . en 
fonction de y et x, par des dérivations successives. Puisque
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x “ o répond à y=/o, en substituant ces deux valeurs dans 
y , y". .., on aura celles de f o, fo, et, par conséquent, 
tout sera connu dans notre série, excepté fo qui «demeurera 
arbitraire.

De même, si la dérivée donnée est du 2e ordre, on en tire 
y" y'".. • en fonction de x, y et y'; or, .r=o répond à y ~fo 
ety'=.fo-, mettant ces valeurs dans celles de y"y y"..., puis 
dans la série, tout y est connu, excepté les constantes fo olfo 
qui sont quelconques.

Et ainsi des ordres supérieurs.
Ce mode d’intégration ne peut être employé lorsqu’on ren

contre l’infini en faisant .r = o ; dans fx, fx , f"x. .., et la 
série de Maclaurin ne subsiste plus. Mais faisons x~=^a dans 
celle de Taylor, a étant un nombre quelconque, qui ne rende 
infinie aucune de ces fonctions ( n° 735) ; en désignant par A, 
A', A".... les valeurs qu’elles prennent alors, nous avons 

d’où 
en posant l’arbitraire h = x—a. Le même raisonnement que 
ci-dessus montre que tout est ici connu, excepté la constante v/, 
si l’équ. proposée est du ier ordre; excepté A et A', si elle est 
du 2e, etc.; du reste, quoiqu’on ait pris a à volonté, cette lettre 
ne compte pas pour une constante arbitraire ; c’est la valeur A 
que prend alors y qui en tient lieu.

Concluons de là que, iu. il existe toujours une série qui est 
l’intégrale de toute équ. différentielle entre deux variables ; on 
sait trouver cette série, aux difficultés prés que le calcul peut 
offrir.

2°. LJintégrale renferme toujours autant de constantes arbi
traires quily a d’unités dans l'ordre de la dérivée. Quoique 
fondée sur la théorie des suites, cette conséquence a pourtant 
toute la rigueur convenable, puisqu’on peut regarder toute 
série comme le développement d’une expression finiey= fx, 
laquelle doit contenir autant de constantes arbitraires que la 
série.
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3°- De quelque manière qu’on soit parvenu à une intégrale, 

qui r enferme le nombre convenable de constantes arbitraires, 
celte équ. sera la primitive de la proposée, et renfermera né
cessairement toute autre intégrale qui y satisferait aussi avec 
le même nombre de constantes arbitraires.

87 2. En faisant — x dans 

on a

Donc, i°. si l’équ. dérivée donnée est du ier ordre, on aura 
y’, y"....... en fonction de x et y ; eu sorte qu’en substituant
dans la formule (i), on aura l’intégrale, fo étant la constante 
arbitraire.

2°. Si l’équation proposée est du 2e ordre, y", y"'... seront 
donnés en x, y et y’ ; en sorte qu’en substituant dans (i)et(2), 
on aura deux équ. entre x,y et y', chacune contenant une 
constante arbitraire , ce qui formera deux équ. intégrales du 
ier ordre.

Et ainsi de suite. Il est d’ailleurs évident, par la forme même 
de ces intégrales, qu’elles sont différentes. Ainsi, toute équ. du 
ne ordre, a n intégrales de l'ordre n — i. Si ces dernières 
étaient connues, l’intégrale finie le serait bientôt, puisqu’il suf
firait d’éliminer entre elles y', y"... ., yn~l. Donc, ayant une 
équ. dérivée du 2e ordre , on aura également sa primitive abso
lue, soit en éliminant y' entre ses deux dérivées du ier ordre, 
soit en cherchant une relation finie entre x et y, qui contienne 
deux constantes arbitraires, et qui satisfasse à la proposée. On 
en dira autant des autres ordres.

Il nous resterait à démontrer, sur l’intégration des équ. des 
ordres supérieurs, plusieurs théorèmes relatifs aux facteurs 

T. IL 33
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propres à rendre intégrables et aux solutions singulières. Vol. 
12e, Journ.. Polyt., leçons 13, 14 et i5, par Lagrange.

873. La théorie que nous venons d’exposer est démontrée 
complètement; mais elle n’est pas toujours propre à faire con
naître l’intégrale approximative , à moins qu’on ne recoure à 
des transformations qui amènent la fonction à l’état nécessaire 
pour qu’on puisse y appliquer les principes précédens.

Lorsquel’intégrale ne doit pas procéder suivant les puissances 
entières et positives de x , 011 aura 

et il s’agira de déterminer les exposans a,b,c..., et les coefli- 
ciens A, B ,C.. .Pour cela, on en tirera les valeurs de y',y"... 
et on les substituera dans la dérivée proposée , que nous sup
posons du Ier ordre et qui devra être rendue identique; puis 
ordonnant par rapport à a?, on comparera terme à terme les 
puissances de même ordre , ainsi que leurs coefficiens, comme 
page 262 ; ce qui déterminera A, a, B, b...

Ainsi, pour ( 1 y}y— 1, on aura 

d’où

Donc 

puis 

et

Si l’on eût pu présumer la loi des exposans , |||.., on 
les aurait employés sur-le-champ dans la série (1), ce qui au-- 
rait simplifié les calculs; ou plutôt, faisant la transformation
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za=x, on aurait pu ensuite appliquer la se'rie de Maclaurin.

On verra de même que l’équ. dy +ydx=z axmdx, donne

874. L’intégrale ainsi obtenue manque de généralité, parce 
qu’elle est privée de constante arbitraire; mais si l’on change 
dans l’équ. différentielle proposée x en z + a, et y en t + b 
on développera t en z ; en sorte que la série l soit nulle lorsque 
z= o ; puis substituant pour z et t leurs valeurs x—a et y—b, 
on aura l’intégrale cherchée, où a et b tiendront lieu de la 
constante arbitraire c, puisque dans l’intégrale f (x,y,c)=o, 
c peut être déterminé en fonction de a et b. 11 sera aisé d’étendre 
ces principes aux ordres supérieurs.

875. On peut aussi approcher des intégrales à l’aide des frac
tions continues. Soit y= Axα,Bxb, Cxc.. ., en suivant la no

tation p. 177, cette valeur de y sera représentée par

z désignant le reste de la fraction continue, ou z=Bxb, Cxc... 
Substituant dans l’équ. différentielle proposée pour y celte va
leur, en négligeant z, ou faisant y=Axa, on ne conservera que 
les Iers termes, parce qu’on regardera x comme très petit (note, 
page 3o8). On trouvera A et a par la comparaison des coeffi- 
ciens et des exposans ; puis on fera , dans l’équ. différentielle

proposée, ; raisonnant de même pour la transfor

mée en z, on fera z = Bxb ; puis , après avoir trouvé B et b, on

posera dans l’équ. en z ; et ainsi de suite.

Parex., my+(1+x)y'=o, en faisant y=Axa, devient 
( m +a ). Axa+aAaxa-1= o , qui se réduit à aAxa-1 = o, à 
cause de x très petit ; donc a=o , et A reste indéterminé. On 

Afait ensuite y =, et l’on a m(I+z) = (I +x)z' ; d’où

posant z= Bxb, on tire m+Bxb ( m — b) =bBxb-1 ; ou plu-
33..
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tôt mzxz.bBxb~1 ; donc et B~m. On fera ensuite

z — —. : enfin on obtiendra ceitte fraction continue pour
i-H 1

intégrale :

Comme l’équ. propose'e a pour intégrale a:)_w,
on a ainsi le développement de cette fonction en fraction con
tinue.

On pourrait en déduire l’intégrale sous la forme d’une série. 
( Vov. la note, p. 180.)

De même , l’e'qu. dx = donne ce développement
de F arc en fonction de la tangente. ( T'oy. n° 631)

Consultez sur ce sujet le Calcul intégral de Lacroix, tome II, 
n° 668, ouvrage dont on ne saurait trop recommander la lec
ture, et dans lequel on trouve réuni tout ce qui est connu sur 
la doctrine de l’intégration.

876. Lorsqu’une équ. différentielle proposée appartient à 
une courbe, il peut être utile de construire cette courbe, sans 
intégrer l’équ., en opérant ainsi qu’il suit:

Supposons d’abord que l’équation soit du premier ordre, 
F(x, y, y'} = o ; concevons que la constante soit déterminée 
par la condition que x = a donne./= b. On prendra (fig. 83) 
AB ~ a, BC — b, et le point C sera sui’ la courbe cherchée. 
En substituant a et b pour x et y dans F=o, on en tirera 
pour y' une valeur qui fixera la direction de la tangente KC 
au point. C. Prenons un point D assez voisin de C, pour qu’on 
puisse, sans erreur notable, regarder la droite CD comme con
fondue avec l’arc de courbe; AF—a, FD = b' seront les 
coordonnées d’un autre point D de notre courbe ; en sorte qu’on 
pourra faire x = a, et y — b' dans F— o, et en tirer la va
leur de y' correspondante, et par conséquent la situation de la 
tangente JE, qui s’écartera très peu de la ire. On continuera
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d’opérer de même pour un 3e point ; et l’on voit que la courbe 
sera remplacée par un polygone CDEZ.

On pourrait encore raisonner de la manière suivante. Ou 
tirerait de l’e'qu. F = o et de sa dérivée les v aleurs de j7 etj-", 
en fonction de x et/-, et on les substituerait dans celle du 
rayon de courbure R (n° y r]3'); puis, traçant la tangente KC, 
et menant une perpend. CN égale à ce rayon, xety étant rem
placés par a et b, on décrirait du centre Arun arc de cercle CD ; 
on regarderait ensuite le point D comme étant sur la courbe, ses 
coordonnées étant d et b'. On mènerait de nouveau la tangente 
JD et le rayon de courbure DO, etc. La courbe serait alors 
remplacée par un système d’arcs de cerclescontigus. Il est même 
évident que l’erreur serait moindre qu’en se servant des tan
gentes seules, et qu’on pourrait en conséquence, prendre les 
points C, D, E plus écartés les uns des autres; ce qui rendrait 
les constructions moins pénibles.

877. Si l’équation différentielle proposée est du 2e ordre, 
F(x,y',y'') = o; après avoir choisi de même un point arbi
traire C pour un de ceux de la courbe, il faut en outre prendre 
à volonté une droite quelconque KC pour tang. en C’, cette 
double condition détermine les deux constantes. On tirera la 
valeur dey", et par suite celle du rayon de courbure R, en fonc
tion de x,y ety' ; et comme ces quantités sont connues pour le 
point C, on décrira l’arc de cercle CD, comme précédemment. 
Le point D de cet arc étant supposé sur la courbe, on décrira 
sa normale DN, en menant au premier centre N une ligne 
droite. Pour le second point D, on connaîtra donc ses coor
données u', b', et la valeur dey' qui résulte de la direction de 
la tangente 1D en D, et l’on calculera la valeur de R' pour ce 
point D : prenant OD~ R' on décrira l’arc DE, et l’on aura 
un 3e point E, dont on connaîtra les coordonnées et la direc
tion de la normale ; et ainsi de suite.

Un raisonnement semblable donne le moyen de remplacer la 
courbe par une série d’arcs de paraboles osculatrices.

On pourrait aussi appliquer ces principes aux équ. difleren-
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tieiles du 3e ordre ; niais alors non-seulement il faudrait pren
dre arbitrairement un point Cet sa tangente KC, mais encore 
le rayon CN du cercle osculateur en ce premier point, ce qui 
déterminerait les trois constantes arbitraires. On ne pourrait 
ensuite remplacer la courbe que par une suite de paraboles dont 
le contact serait du 3e ordre. On en dira autant des ordres su
périeurs.

Concluons de là que toute équ. différentielle entre deux va
riables peut être construite par une courbe, qui a autant de 
paramètres arbitraires que d’unités dans l’ordre de l’équation. 
Ceci s’accorde avec le ^871, où l’on a prouvé que cette équ. 
a toujours une intégrale.

Des Équations des ordres supérieurs, et en particulier 
du second ordre.

878. Dans les équ du Ier ordre, on a pu prendre pour prin
cipale telle variable qu’on avoulu, sans que pour cela les pro
cédés d’intégration exigeassent des modifications : c’est un des 
avantages qu’offre la notation de Leibnitz (n° ^34)■ Mais il 
est maintenant indispensable d’indiquer, dans chaque équ., 
quelle est la différentielle qu’on a prise pour constante, et d’y 
avoir égard à chaque transformation que peut nécessiter le 
calcul.

Si donc on veut que da? soit constant, au lieu de toute autre 
différentielle, qu’on a regardée comme telle, dans une équation 
donnée, il faut modifier cette équ. à l’aide de la thé orie conuue 
(nOij3i). Ainsi, pour dj.dy = ad2.r, ou ax" =jé, on a pris 
pour constante d-s = ^/(dx’ -f- dy1) ; donc a(s'jc"—a/s") =y'/a ; 
puis posant x' = 1, on a x" = o, /‘=i 4 ys, s s" —yy,

3
yV’ =— as", — — ry'', ou (dx2-p dy2) 2 ==—«d^d2y,

où dur est constant. Cette équation, mise sotis la forme........

«/■" 4- (i 4-y'2) ’ = o, va bientôt être intégrée (n° 880).
Pareillement, pour que dur soit constant au lieu de ds dans
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on remarquera que cette équætion

équivaut à

qu’on écrit s e'tant toujours variable princi

pale ; d’où aucune dérivée n’étant

constante. Enfin, x' = i, donne
puis

dx est constant, et k et b sont les constantes arbitraires:

Ce n’est pas , au reste , qu’on ne puisse quelquefois préférer 
à x toute autre variable principale, et intégrer; mais, par la 
suite, à moins que nous n’avertissions du contraire, nous pren
drons toujours dx constant.

879. L’équation la plus générale du 2* ordre a la forme 
F\y", x)=o ; il convient d’examiner d’abord les cas per- 
ticuliers où elle ne renfermerait pas les quatre quantités/",^', 
y et x. S’il n’en entre que deux, l’équ. peut avoir l’une de ces 
trois formes,

Quand y' n’est accompagné que dej1' et x, ou dey et y, l’équ. 
est de l’une des deux formes :

Intégrons d’abord ces cinq cas particuliers.
I. Si l’onaj'"==/x, commey"dx—dy', la proposée revient 

à d/' = /r.dx. Soit y' ~ C, l’intégrale de celte équ, ;
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comme y'dx= dy, on a

Soit, par ex., d2y= adx2, ou y' =adx ; il vient d’abord

De même, soit d2y = axndx2, ou y" = axn, ou enfin....

Observez que le calcul ci-dessus s’applique également à 
ou d. 

11 ne s’agit plus que d’opérer de nouveau comme sur la propo
sée. L’intégrale a la forme

le signe fn désignant n intégrations successives.

II. 880. Si la proposée a la forme F(y", y') = 0, en met- 

tant pour  ordre entre y' et x ; et l’on 

en tire dx = fy' .dy'. De plus, comme dy = y'dx, on a 
dy=y'f'y'.dy'. Ces deux équ. étant intégrées, désignons- 
en les intégrales par

A et B étant les constantes arbitraires, M et N des fonctions 
connues de y' . On voit donc qu’il ne s’agit plus que d’éliminer 
y' entre ces équ. (n°872), et l’on aura l’intégrale cherchée avec 
ses deux constantes.

Soit , on trouve

d’où

puis (n° 817)
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et enfin

Cette intégration donne la solution de ce problème : quelle est 
la courbe dont le rayon de courbure est constant, ou R = a? 
Le cercle jouit seul de cette propriété.

Ce procédé s’applique à tous les ordres, pourvu que l’e’qu. 
soit delà forme F[ r(n—')]=o. Ainsi pour y"' r")=o, ou

fera
et

Mettant ensuite pour y' cette intégrale dans dy—ydx, on par
vient à des valeurs dex et dej- exprimées en y", et renfermant 
trois constantes arbitraires : on élimine ensuite y* entre elles 
(n° 872).

III. 881. Passons aux équ. de la forme y" — Fy ; en multi
pliant dy' — y"dx par y'd.r==dy, on trouve

mettant ici pour y" sa valeur Fy, on a y'dy'= Fy.dy ; d’où

puis

Par exemple devient

donc, intégrant, on a

qui équivaut à

De même donne

d’ou on fait on intègre et
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on trouve enfin

Ce procède s’applique à toutes les équations de la forme 
Fy (n~2); car soit, parexemple,t/'v = Fy"; comme. .. 

j-,vdx3 = d’j'" —Fjr".dx’, on intégrera deux fois, et l’on aura 
x — <py, avec deux constantes. D’ailleurs, y—jydxs’intégre 
après avoir mis pour dx sa valeur en y : substituant ensuite 
cette valeur de dx et celle de y dans j-=/j-'dx, on obtient 
aussi jr en y. Il ne reste plus qu’à éliminer y à l’aide de 
x~(py ; et le résultat, qui contient quatre constantes arbi
traires, est l’intégrale complète cherchée.

IV. 882. Si l’équ. a la forme F{x, y,y’)~o, elle ne con- 
d y'tient pas y; on la ramène au Ier ordre en mettant^— pour 

y, puisqu’elle ne renferme plus que y et x ; elle rentre alors 
dans les cas déjà traités, et l’on sait l’intégrer toutes les fois 
qu’elle est séparable, ou homogène, ou, etc. (Voy. p. 488.)

Supposons donc cette intégration effectuée, et soit.............
4 (x > Y•> cette intégrale ; il se présentera trois cas :

i°. Lorsqu’on sait résoudre l’intégrale par rapport à y, et

20. Si, au contraire, on peut tirer la valeur de x en y,

3°. Si l’on ne peut employer l’une ou l’autre de ces voies, 
on cherchera à exprimer x et j-', à l’aide de quelque transfor
mation, par des fonctions X et Y d’une 3e variable z ; car

Quelle est la courbe dont le rayon de courbure R est réci-

proque à l’abscisse? Soit 71 =— ; d’où (n® 773)2 JC
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OU équ. qui est séparable :

En tirant la valeur de y', y = fy'dx donne

la ligne demandée est formée par une lame élastique qu’on 
courbe. (Voyez n° 938.)

Si l’on eût voulu que R fût une fonction donnée X de 

l’abscisse x, on aurait posé (I+ y'2)3/2=Xy". Le même calcul 
aurait donné

Telle est la solution du problème inverse des rayons de cour
bure.

Soit on met cette
équ. sous la forme

qui est linéaire ( n° 857) et devient intégrable en la divisant par 
√ (I+y)2. (Voy. p. 498.) On trouve

Mais devient

il ne reste plus qu’à chasser de là y', à l’aide de la valeur de x. 
On trouve, tout calcul fait, et en faisant, pour abréger, 
z=√(a2+b2- x2),
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Enfin 2(a2y'2 + x2)y" = xy' donne l’équ. homogène ( n° 855) 
2(a2y'2+x2)dy'=xy'dx, qu’on séparé en posant x=y'z ; d’où

On intègre par log., et il vient

or, y =fy’ dx, lorsqu’on met pour y' et dx leurs valeurs en z, 
devient y = 2/3c2z ( 3a2 + z2 ) + b. Il faudra enfin éliminer z 
entre ces valeurs de x et de y.

883. V. Supposons que l’équation du 2e ordre ait la forme 
F (y",y',y)= o,c.-à-d. que x n'y entre pas. La substitution de 
la valeur (A, p. 521) de y’, réduira la proposée au Ier ordre 
entre / et/'.

Par ex., si y" = f(y',y),on trouve y'dy'= dy.f(y',y), dont 
la forme est assez simple.

I°. Si l’intégrale qu’on obtiendra est résoluble par rapport a
, y' , en sorte que y' =fy, on aura dx =,et l'on en con

clura aisément x en/.
2°. Si l’on peut tirer y en fonction de y', ou y=fy', dy=y'dx 

donnera

on chassera ensuite y' de l’intégrale à l’aide de y= fy'.
3°. Enfin, si ces deux cas n’ont pas lieu, on cherchera à expri

mer y' et y en fonctions d’une 3e variable z, et y'dx = dy 
deviendra Zdx = Tdz, etc.

L’équ. se change en

d’où (p.491)
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Il faut ensuite éliminer y' entre ces équ. On trouve, par ex., 
lorsque c = o,

L’équ. aby" devient

Pour intégrer, on fera/ = — à cause de l’homogénéité, et l’on 
aura abzdy—abydz = z2dy√(z2 + a2) ; l’équ. est sépa
rable , et faisant ensuite √ (z2 +a2)=tz ; on en tire z,dz, et

1' on substitue ; on trouve il sera aise d ob-

tenir y en fonction de t, ainsi que y' : par conséquent aussi

x = . On éliminera ensuite t.

Soit y''+Ay' + By = o, A et B étant constans : on a l’équ. 
homogène y' dy' + Ay' dy + Bydy = o ; on fait y'=yu;

d’où

en désignant par a et b les racines de u2 +Au+ B =o ; et à
cause de dy =y'dx, on trouve

enfin, retranchant ; on obtient pour intégrale complète, 
y (b — a) =— meax + nebx, qu’on peut mettre sous la forme 
y = Ceax + Debx, C et D étant des constantes arbitraires.

Si a et b sont imaginaires, ou
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on trouve , en substituan t ci-dessus,

Mettant pour sa valeur (L,p. 253),on a

Enfin, si a = b, en reprenant le calcul, on a

or, d’où

éliminant u — a, on trouve enfin

884. L’équ. y" + Py' +Qy = o, P et Q étant des fonc
tions quelconques de x, s’intégre par une transformation très 
simple. On fait

d’où
 
parce que le facteur commun e disparaît. Le calcul est 
donc réduit à l’intégration de l’équation du premier ordre, 
du + (u2 + Pu + Q ) dx = o.

Par exemple, si P et Q sont constans, et a, b les racines de 
u2+Pu+ Q = o, i1 est évident que u=a et u=b satisfont à 
cette transformée : donc on a fudx =ax+m, ou = bx+n, et

La somme de ces valeurs de y satisfait donc à la proposée; 
ainsi son intégrale complète est, à cause des deux constantes 
arbitraires C et D, y= Ceax + Debx.

Quand les racines de u2+ Pu + Q = o sont imaginaires, ou 
u= k ± h√—I, on a vu ci-dessus comment ce résultat prend 
la forme y= Cekx cos ( hx +f). Et si les racines sont égales,
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il faut intégrer l’équation du+(u— a)2dx=o, qui donne

On retrouve donc ainsi les résultats obtenus dans le dernier 
exemple.

885. Intégrons l’équ. linéaire ou du Ier degré en y,

P, Q et R étant des fonctions quelconques de x seul. Il est 
aisé de ramener l’intégrale de cette équ. à celle du paragraphe 
précédent, en faisant disparaître le terme R. Pour cela, faisons, 
comme n° 857, y = tz ; d’où

En substituant et partageant l’équ. résultante en deux autres, 
à cause des variables t et z, on a

et

ou

Supposons que la Ire soit intégrée (n° 884), et qu’on en ait tiré 
la valeur de z en x ; la 2e sera linéaire du Ier ordre entre t' et x, 
et sera facile à intégrer d’après ce qu’on a vu (n° 857).

En changeant no 857, y en t', P en on a

Donc on a

puis
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La double intégration que renferme ce résultat introduit deux 
constantes arbitraires, et par conséquent l’intégrale complète de 
la proposée permet d’employer pour les valeurs de z et des 
fonctions quelconques de x qui satisfassent aux équ. (I) et (3).

Appliquons ces préceptes

équ. où

I°. l’équ. (I) devient

à cause de ( n° 884 ) : cette équ. est rendue homo
gène en faisant u = v -1, et l’on sépare ensuite, en posant 
x =vs(n° 855). On trouve

on n’ajoute pas de constante. Restituant pour v et s leurs va
leurs u-1 et ux, on obtient

2o. D’un autre côté, l’équ. (3) donne φ = x; d’où l’on tire 
fRφzdx =f adx = ax +b, et l’équ. (4) devient

cette dernière intégrale revient (n° 617) au quart de

donc

De même donne pour l’équ. (I),
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on y satisfait en prenant

D’ailleurs φ = I, et fRφzdx=fmdx = mx+b ; donc

886. Lorsqu’on comptant y, x, dy, dx, et d'y, chacun pour 
un facteur, l’e'qu. est homogène, on l’intègre en posant 

u,y' et z étant de nouvelles variables. En effet, la transformée, 
dans notre hypothèse d’homogénéité, aura partout x en facteur 
à la meme puissance, attendu que y' et y'' sont censés être des 
degrés, o et — I (n° 855). Ainsi, la division dégageant l’e'qu. 
de la variable x, elle sera réduite à la forme z=f(y', u).

Or, on a dy = y'dx = udx + xdu, xdy' = zdx, 

mettant f pour z dans (3), cette équ. est du Ier ordre en y et u, 
et on l’intégrera : qu’on tire de là y' = φu, et qu’on substitue 
dans (2), cette équ. séparée aura pour intégrale 1x = ϯu; il 
restera à éliminer u, à l’aide de y=ux, et l’on aura l’inté
grale complète, puisque les équ, (3) et (2) ont introduit chacune 
une constante arbitraire.

ainsi, éliminant y' entre ces

deux intégrales, il vient x2-2axu=C; puis, éliminant u 
de y =ut, x2— 2ay = C est l’intégrale cherche'e.

88;. Soit l’équ, Ay+ By'+.........Ky (n) =o, dont les coef-
ficiens sont constans; faisons y = cehx, d’où
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Donc, si l’on prend pour h les n racines h, k, l.. . . de cette 
éq., et pour c lés n constantes c, c' ,c"..., la proposée sera satisfaite 
par toutes les valeurs y=cehx,c'ekx... ainsi que parla somme de 
ces quantités : L’intégrale complète est donc

S’il y a des racines imaginaires, elles seront par couples , 
h=a±b√—I, et deux de nos termes réunis formeront 
eax ( cebx√-1+ c’e-bx√-1). qu’on réduit (e'qu. L, p. 253) à

888. Lorsque l’équ. (M) a des racines égales, (N) n’est plus 
qu’une intégrale particulière. Que h= k, par ex., les deux Iers 
termes de (N) se réduisent à (c+c') ehx, où c + c' ne compte 
que pour une seule constante, et il n’y a plus que n— I arbi
traires.

I°. Si toutes les racines de (M) sont égales , la proposée est

puisque (M) revient alors à (h— h)n=o. Or, soit y'= ut 
d’où y=ut'+tu',y"=ul"+2t'u'+u''t,y'''=ut'''+3 etc..., 
faisons y=ehx; comme t '= hehx=ht, t'' = h2t...., t(i)=hit.
on trouve

Substituons dans (P), et nous aurons une équ. dont tous les 
ternies s’entre-détruiront, excepté le dernier u(n); donc u(n)=o, 
savoir u = a+ bx + cx2, .. + f xn-1 ; et il vient pour l’inté
grale complète, dans le cas supposé ,

20. Quand l’équ. (M) a m racines = α, elle a [h—α)m pour 
facteur, sous la forme hm+Ahm-1+Bhm-2+... αm. Com
posons l’équ.

www.rcin.org.pl



ÉQUATIONS DES ORDRES SUPÉRIEURS. 531

On a vu que l’intégrale de celle-ci est (a -f- bx. .. -f- fxm~'}ea.x. 
D’un autre c<ôté, la proposée est satisfaite par jy = c'elx...,
valeurs correspondantes aux n — m racines inégales de h dans 
l’éq. (M). Comme, par la propriété des éq. linéaires, la somme 
de ces solutions doit aussi satisfaire à la proposée, l’intégrale 
complète est 

a, b.. c, c'. , ; sont les n constantes arbitraires ; a, A, l.. 
sont les racines de l’équ. (Æf).

d’où

889. L’équation Linéaire de tous les ordres est

Supposons que X désigne une fonction donnée de x, et que 
A, B. .. soient cons tans. On sait toujours réduire l’intégration 
à la résolution des équ. parle procédé suivant, que nous appli
querons seulement au 2e ordre :

Soit e~hx dr le facteur qui rend cette équ. intégrable : comme 
Xe~hx dx est la différentielle d’une fonction de x, telle que P, 
le i*r membre e~hxdx {Ay-\- By' -j- Cy"), est aussi celle d’une 
fonction delà forme e~hx (ay-^-by). Différencions donc ce ré
sultat, et comparons terme à terme, nous aurons 

d’oii

La constante inconnue h est l’une des racines de la ire de ces 
équ. ; les deux autres donnent a et b, et l’intégrale du 1" ordre.
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Il faudra de nouveau opérer sur cette équ, ou plutôt mettre 
pour h les deux racines A'et h", puis éliminer/-' entre les deux 
résultats , ce qui donnera l’intégrale complète (n° 872.)

Pour l’équation du degré n, le même raisonnement prouve 
que h est racine de l’équ.

et autant on connaîtra de ces racines, autant on aura d’inté
grales de l’ordre ri — 1, de la forme

entre lesquelles on éliminera un nombre égal de quantités 
’ , ce qui réduira le problème à un ordre d’au

tant moindre, ou même fera connaître l’intégrale complète , si 
l’on a toutes les racines h. ( Voyez le Calcul intégr. d’Euler, 
t. Il, p. 402.) On a

Éliminations entre les Équations différentielles.

890. Si l’on a deux équ. entre ar,y et t, l’élimination de t 
conduira à une relat ion entre x et y, mais si ces équ. sont dif
férentielles, ce calcul exige des procédés nouveaux.

étant les équ. les plus générales à trois inconnues, éliminons il/, 
divisons par le coefficient de dx, et faisons en autant pour dx; 
nos équ. seront mises sous la forme la plus simple

Nous supposerons ici que les coefficiens sont constans, et
S des fonctions de /. Multiplions la 2e par une indéter

minée k, et ajoutons à la ire, nous aurons
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Cela posé , il est visible que le 2e terme d.r -f- kAy serait la dif
férentielle du Ier, abstraction faite de k}Al, si l’on avait

Prenant pour k l’une des racines de cette e'qu., l’on aura

ou
en faisant x -\-ky — u. Il sera aisé d’intégrer cette équation 
linéaire (n° 857), et d’en tirer la valeur de u en fonction de t, 
ou x 4- ky —fl ; on mettra tour à tour pour k les deux racines 
de notre e'qu., et il ne restera plus qu’à éliminer 1 entre les 
résultats.

Si les racines de k sont imaginaires , on remplace les expo
nentielles par dessin, et cos., comme n0’ 883 et 884- Et si 
elles sont égales, on n’obtient, il est vrai, qu’une seule inté
grale entre x ty et Z; mais en tirant la valeur de l’une de ces 
variables, et substituant dans l’une des proposées, on doit in
tégrer de nouveau l’équ. résultante à deux variables.

8qi. Si l’on a trois cqu. et quatre variables a?, y, z et z, 
pour éliminer z et z, et obtenir une relation entre x et y, on 
posera

Nous supposons que T, S et R sont fonctions de Z seul ; et 
que les autres coefficiens sont constans. Pour opérer de même, 
multiplions la 2e par k et la 3e par Z, k et l étant deux indéter
minées; puis, ajoutautle tout, mettons le résultat sous la forme
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Or, il est clair que la partie renfermée entre les crochets aura 
pour différentille dx+ kdy+ldz, si l’on détermine l et k par 
les conditions 

donc, si l’on fait x + ky + lz = u, on aura

Intégrant cette équ. linéaire, il viendra u en fonction de t, 
ou x + ky + lz= ft ; et comme k et l sont donnés par des équ. 
du 3e degré, en en substituant les racines dans cette intégrale, 
elle donnera trois équ. entre x, y, t et z, qui serviront à élimi
ner t et z.

892. Si l’on a les équ. du 2e ordre 

on fera

et l’on aura 

on aura donc quatre équ. entre les cinq variables p, q, x,y et t, 
et on les traitera par le procédé expliqué ci-dessus. On voit que 
ce genre de calcul s’applique en général aux équ. du Ier degré 
et de tous les ordres , quel que soit leur nombre.

Quelques Problèmes de Géométrie.

893. Lorsque , dans l'équa. F(x, y, c)=o d’une courbe, la 
constante c est arbitraire ,et qu’on lui attribue successivement 
toutes les valeurs possibles, on a un système infini de lignes.. 
On nomme Trajectoires les courbes qui coupent celles-ci sous 
le même angle; en sorte que si, par ex., la trajectoire est

www.rcin.org.pl



PROBLÈMES. 535
Orthogonale, en menant des tangentes à cette courbe et à la
couribe variable, à leur point d’intersection, ces tangentes seront
à angles droits.

Voici le moyen général d’obtenir l’équ.(x,y) =o des trajec
toires. Soit F(Y,X, c)=ol’équ. de la courbe mobile, à raison 
du paramètre variable c. Pour une valeur de c, cette courbe 
pren<d une situation déterminée AM (fig. 84) : menons des 
tangentes à cette ligne et à la trajectoire DM en leur point 
comuuun M; Y'et y' en fixeront les inclinaisons sur l’axe des x, 
et l’angleT'MT' qu’elles forment entre elles a pour tangente

11 faut ici remplacer Y et X par y et x, parce qu’il s’agit d’un 
point commun aux deux courbes : a est une constante ou une 
fonction donnée. Le raisonnement du n° 462 démontre que si 
l’on élimine c entre cette équ. et celle F (y , x, c)=o de la 
courbe coupée, et qu’on intègre, on aura celle de là trajectoire. 
Si elle est orthogonale, on trouve simplement, au lieu de (I),l'éq.

Par ex., si l’on demande la courbe qui coupe à angle droit 
une droite qui tourne autour de l’origine, Y=cX donnera 
Y' = c, et l’équation (2) deviendra I+cy'=o : éliminant c
à l’aide de y = cx, on trouve xdx+ydy=o ; d’où x2+y2=A2. 
Donc la trajectoire est un cercle de rayon arbitraire.

Mais si la droite doit être coupée sous un angle donné, dont 
a est la tangente , le même calcul appliqué à l’équ. (1) donne 
pour la trajectoire, cette équ. différ. homogène (n° 855) 

d’où 

équ. qui apppartient à la spirale logarithmique (n° 474), ainsi 
qu’on peut s’en convaincre en traduisant cette relation en coor
données polaires (n° 385).
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Pour l’équ. Xm Yn = c, qui appartient aux hyperboles et pa
raboles de tous les ordres ,1c même calcul donne l’e'qu. homo
gène (nx + amy)y' =anx— my. Quand la trajectoire doit être 
orthogonale, myy' = nx ajant pour intégrale my2— nx2=A, 
cette courbe est une hyberbole du 2e degré , ou une ellipse, 
suivant que l’exposant n est positif ou négatif.

La trajectoire orthogonale du cercle qui a pour équation 
y2 = 2cx — x2, est un autrecercle dont l’équ. est y2+ x2=Ay. 
On le construit en prenant pour centre un point quelconque de 
l’axe des y, et pour rayon la distance de ce point à l’origine.

894. Lorsqu’on se propose de trouver une courbe dont la 
soutangente ou la tangente...(soit une fonction donnée de 
x et de y, il suit des formuler (n° 762) qu’il faut intégrer les 
e'qu. y=y'φ,y√(I+y'2)=y'φ.... c’est pour cela qu’on a 
donné le nom de méthode inverse des tangentes à la branche 
de calcul qui est relative à l’intégration des équ. du 1er ordre 
entre x et y.

En voici quelques exemples.
Quelle est la courbe dont en chaque point la longueur n de 

la normale et l’abscisse t du pied de cette droite, ont entre elles 
une relation donnée n=Ft? Puisque (n° 762) on a t=x+yy' 
et n =y√(I+y'2), il est clair que le problème proposé se
réduit à intégrer l’équ. y√(I+y 2) = F(x+yy').

Si l’on veut que n et t soientles coordonnées d’une parabole, 
dont 2p est le paramètre , il faut que n2 = 2pt, d’où

Pour intégrer cette équ. , résolvons-la par rapport à yy' , puis 
divisons tout par le radical, nous aurons 

or, le 1"terme est visiblement la dérivée de √(p2+2px—y2), 
donc √(p2 + spx—-y2 ) = a — x. Si l’on carre , on obtient, 
en mettant c au lieu de la constante arbitraire a-\-p,
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La courbe cherchée est donc un cercle dont le centre est en un
lieu quelconque de l’axe des x, et dont le rayon est moyen
proportionnel entre ip et la distance de ce point à l’origine.
C’est, au reste, ce qui est d’ailleurs visible.

Mais, outre cette multitude infinie de cercles quisatisfontau 
problème , il y a encore pour solution une parabole ; car, en 
remontant aux procédés desnos 863et 867 , on trouvera l’e'qu. 
singulière — ?.px -j-/>’. Il est facile de vérifier ( comme on 
l’avuLno864, 3°. ) que cette parabole résulte de l’intersection 
continuelle de tous les cercles successifs compris dans la solu
tion générale.

8g5. Touver une courbe telle, que les perpend. abaissées 
de deux points fixes sur toutes ses tangentes forment un rec
tangle constant = k. Prenons pour axe des x la ligne qui joint 
les deux points , l’un étant à l’origine , et l’autre distant de2<2 : 
le n° 3^4 fait connaître les expressions des distances de ces deux 
points à la tangente , qui a pour équ. F — j-=y(X— x), et 
l’on trouve

Cette équ. s’intégre en la différentiant d’abord ; y est facteur 
commun, et l’on trouve y — o, et 

la ire donne y qui change la proposée en 

ce sont les équ. de deux droites; et il est aisé de s’assurer 
qu’elles répondent en effet au problème. Le nombre des droites 
comprises par couple dans cette relation est d’ailleurs infini.

Quant à l’équ. (2), si l’on en tire la valeur dey, et qu’on la 
substitue dans (1), en changeant x en x a, ona

On trouve donc une ellipse qui a polir foyers les points fixes 
donnés, et pour demi-axes ÿ(k |/Æ. Cette courbe est
une solution singulière du problème, etrésulte de l’intersection
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successive des droites comprises dans l’intégrale complète.
On pourra s’exercer encore aux questions suivantes :
Trouver une courbe telle , que toutes lesperpend. abaissées 

d’un point donné sur ses tangentes soient égales.
Quelle est la courbe telle, que les lignes menées à deux points 

fixes , d’un point quelconque de son cours , soient également 
inclinées sur la tangente?

V. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS QUI RENFERMENT TROIS

VARIABLES.

Équations différentielles totales.

896. Puisque l’équ. dz—pdx 4- qdy résulte de la somme 
des dérivées (n° 744) de z—f^x^y'')^ prises relativement à x 
cl y considérées comme variables indépendantes,on en conclut 
que les fonctions de x ety représentées par/? et q doivent être 
telles, qu’on ait (n° 743)

Si une équ. proposée satisfait à cette condition , on intégrera la 
différentielle exacte /?dx-|- qdy, par le procédé du n° 85g ; le 
résultat sera la valeur de z ouf (y, y). C’est ainsi que , d’après 
l’ex. I, p. 4g5, l’on voit que l’intégrale de 

est
897. Si l’équ. différentielle proposée est implicite,

P, Q et R étant des fonctions de x,y et z, on pourra la 
mettre sous la forme dz=pdx~f-qdy, eiCfaisant.....................

p =—yr, q——Pour reconnaître si la condition (1)
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est remplie, commep contient z qui est fonction de x et y, 
pour obtenir le premier membre de l’e'qu. (i), il ne faut pas se 
borner à regarder x comme constant dans p yty comme varia
ble; il faut en outre faire varier z par rapporta y ; d’où (n° 744)

, à cause de On en dira autant de q rela

tivement à x ; on a donc , au lieu de la condition (i),

Remettant pour/? et q leurs valeurs, on a

équ. qui exprime que z est une fonction de deux variables in
dépendantes , auxquelles elle est liée par une seule équ.

8g8. Soit F le facteur qui rend l’équ. Pdx4-Qd/4-Zïdz==o, 
la différentielle exacte de /'(x,y, z) = o. Il suit des principes 
développés (p. 3^0), que, si l’on fait x constant, ou da?=o, 
l’e'qu. FQdy -j- FRdz — o doit être une différentielle exacte 
entre y et z : on doit en dire autant pour dy~ o, et dz =so ; 
d’ou l’on tire

ou

Or, si l’on multiplie respectivement ces équ. par P, Ç) et R, 
et qu’on les ajoute , les 2" membres se détruiront, en sorte 
que le facteur commun F disparaissant, on retombera sur la 
relation (2); donc on ne peut espérer de rendre la proposée
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intégrable à l’aide d’un facteur F, qu’autant que la condition (2) 
est satisfaite. Toute équ. entre deux variables est intégrable, 
au moins par approximation, tandis qu’il n’en est pas de même 
des équ. à trois variables ou plus.

899. Si les différentielles passent le Ier degré, voici ce qui a 
lieu. Quelle que soit l’intégrale cherchée en la différentiant, il 
est clair qu’on peut la mettre sous la forme Pdx4-Qdj‘4-7ïdz=o, 
à laquelle la proposée doit être réductible ; donc, si l’on résout 
la proposée par rapport à dz, les dx et dj" ne doivent pas de
meurer engagés sous le radical : elle n’est donc intégrable 
qu’autant qu’elle est de'couiposable en facteurs rationnels. Pour 

le radical compris dans la valeur de dz est 

en le soumettant à la condition connue (n° i38), on trouve

Si cette équ. est satisfaite, on aura à intégrer deux équ. de la 
forme Pdx 4- Qd/-f-7ldz = o, dont la proposée est le pro
duit.

900. Pour intégrer Pdx-}- Qd/ 4-7îdz = o , lorsque la con
dition (2) est remplie , on regardera comme constante l’une des 
variables , telle que z; puis on intégrera Pdx -j- Qdj'=o. Soit 
/( x,^, z, Z) = o l’intégrale , Z étant la constante arbitraire 
qui peut contenir z : on différentiera cette équ. complètement, 
et l’on comparera à la proposée; il devra en résulter pour dZ 
une expression indépendante de x etj-, fonction de z et Z seuls; 
l’intégration fera connaître Z. Ce procédé résulte des principes 
mêmes de la diflérentiation des équ. (n° 744 )•

I. Soit dx (j--b z) 4- dj-(x 4- z) 4- dz (x 4-jr)=o; en faisant 
dz=o, on a dx (j~+z) 4~dj' (x4- — dont l’intégrale
(n°853) est 44'1) (j'}-z) — Z. Différentions ce résultat, 
et comparons à la proposée, nous aurons dZ = azdz, d’où 
Z = za-f-c. Donc l’intégrale demandée est rz ~c.
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II. Avant de traiter l’équ. zâx +xdj +ydz = o , on la sou
mettra à la condition (2) ; et comme x + y + z n’est pas nul, 
on voit que l’équ. n’est pas intégrable. Si l’on exécutait le calcul 
indiqué pour l’intégration, on trouverait que Z ne peut être 
dégagé de x et y.

III. Pour [x(x—a) +y (y— b)] dz= (z—c) (xdx+ydy),
la même chose a lieu, à moins que a et b ne soient nuis. Dans 
ce cas, on a (x2+y2) dz= (z — c) (xdx +ydy) ; on intègre 
en faisant dz=o; d’où x2+y2=Z2. Différéetiant et com
parant à la proposée, on trouve Zdz=(z—c)dZ ; d’où 
Z = A(z— c). Ainsi l’intégrale est x2+y2=A2 (z—c)2.

IV. Soit encore proposée l’équ.

En faisant dz nul, on doit intégrer

ou

Puisque cet arc est une fonction de z, sa tangente l’est aussi, 
et l’on peut poser, en faisant le dénominateur = φ

Différentions cette équ., chassons le dénominateur φ2, et com-

(*)  On trouve souvent des formules dans lesquelles on doit ajouter des arcs 
donnés parleurs tang. Soit arc ( tang = α) +arc (tang=β); met n désignant 
ces deux arcs, ou α = tang m, β = tang n, il s’agit de trouver l’expression 
de l’arc m+ n. On a (équ. K, n° 359)

C’est ainsi qu'on a réduit l’équ. ci-dessus.
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parons à la proposée multipliée par 2z; comme les termes er 
da: et dr sont les mêmes des deux parts, on égale entre eux 
les autres termes, savoir :

Mettons pour 0 sa valeur tirée de (a), et supprimons le facteur 
commun x 4~ Y 4- z >

C’est cette équ. qui est destinée à donner Z en z, et qui doit 
ne pas contenir x et y. On tire de (a)

Substituant, on trouve que 2Z(za—xy) est facteur commun, 
et l’on a Z(Z— i)dz-j-z.dZ = o ; donc

Avec cette valeur de Z, l’équ. (a) est l’intégrale demandée , 
qu’on peut écrire a:/-|-zz+j'z=c(^ + (7’-f-2;).

90 ï . Si la condition (2) n’est pas satisfaite, en suivant le pro
cédé qu’on vient d’indiquer, dZ ne peut plus être exprimé en z 
et Z seuls. F étant le facteur qui rend intégrable Pdx 4- Qdj-, 
et u 4-Z l’intégrale de FPdx-i- FQdy ; comparons la différen
tielle de u 4" Z = o avec FPdx 4- FQdy 4- FRdz =z o ; nous 
trouvons 

x, J"et z entrent ici, en sorte qu’on ne peut en tirer Z, ni l’in
tégrale demandée u -F Z—o, comme cela arrive quand la con
dition d’intégrabilité est remplie. Il n’en résulte pas moins que 
u-{-Z~ o satisferait à la proposée et en serait l’intégrale , si 
l’on déterminait Z en fonction de z, Zzzzçz, de manière à 
avoir en même temps la relation (5). Or, on a vu ( n” 744)
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que, dans la différentiation des équ., on suppose tacitement 
que les variables x et j' sont dépendantes, en vertu d’une rela
tion arbitraire qui les lie l’une à l’autre. Dans le cas actuel, on 
ne peut intégrer sans établir cette dépendance : on voit que, si 
l’on pose Z~çz, le système de nos deux équ.

satisfait à la proposée, quelle que soit d’ailleurs la forme de la 
fonction <p.

Les équ. qui ne satisfont point à la condition d’intégrabilité 
étaient autrefois appelées Absurdes : on établissait en prin
cipe qu’elles ne signifiaient rien, et qu’un problème susceptible 
de solution ne pouvait jamais conduire à ces sortes de relations, 
qu’on prétendait équivaloir aux imaginaires. Monge prouva que 
cette opinion est fausse, en donnant la théorie précédente.

Si l’on cherche une surface courbe qui remplisse certaines 
conditions , lesquelles, traduites en analyse, conduisent à une 
équ. différentielle entre les coordonnées ar, y et z, les points 
de l’espace qui satisfont au problème sont donc , dans le cas 
présent, non pas ceux d’une surface, mais ceux d’une courbe à 
double courbure, parce que l’e'qu. ne peut exister qu’en se par
tageant d’elle-même en deux, ainsi que cela s’est souvent ren
contré d’ailleurs (n09 112, 573, 616). Bien plus, comme p 
est arbitraire, ce n’est pas une seule courbe qui répond au 
problème, mais une infinité de courbes soumises à une loi 
commune.

Ainsi, pour zdz -f- xdj- -f- ydz = o, on trouvera 

d’où 

pour les équ. (6) dont le système satisfait à la proposée, quelle 
que soit la fonction q>.

Dans l’ex. III du n° 900, on a
donc
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Équations différentielles partielles du premier ordre.

902. Soit l’équ. dz —p&x qày ; p et q sont les différen
tielles partielles de z, par rapport à x et y respectivement. 
Nous avons donné les moyens de remonter de cette équ. à son 
intégrale z —f{x, y}; proposons-nous maintenant de trouver 
l’équ. z—f(x, y} par la seule connaissance de l’un des coeffi- 
ciens p et q , ou d’une relation entre eux.

Prenons d’abord le cas où q n’entre pas dans la relation, savoir, 
F(p, x,y, z) = o. On sait que les variables x ety sont in
dépendantes dans l'intégrale z=y l’une pouvant varier
sans l’autre (n° "44); comme çn’est pas dans la proposée, cette 
équ. se rapporte au cas où x et z ont seuls varié, puisque si 
y variait, la relation donnée F=o demeurerait la même.Il s’agit 

dzdonc de fairep —dans la proposée, et d’intégrer une équ. 

entre les variables xetz,y étant supposé constant. Alors la 
constante additive à l’intégrale devra être une fonction arbi
traire de y, que nous représenterons par <py.

Donc, pour intégrer l’équation F(p, x, y, z) = 0, il faut en 
éliminer p à Faide de dz=pdx, intégrer en prenant y constant, 
et ajouter

On raisonnera de même à l’égard de q pour intégrer l’équ

Par ex., p~3x2 a pour intégrale z=.r3 -f- <py.

Pourpré (a*—y —x'j = a, on trouve

Soit qxy-f- az = o; on intègre xyàz -j- azây =0, x étant 
constant,et l’on al(z^/a) = lc; d’où zxya—<px.

Enfin, soit p(y*-é x“) ~y’' -f~za; d’où résulte l’équ. homo-
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gène puis

ou (note page 54i)

go3. Prenons l’équ. ge'ne'rale linéaire du Ier ordre

P, Q, tétant des fonctions données desx.y, z. Éliminonsp 
de dz==pdx-f-^cl/, nous aurons

équ. à laquelle il faut satisfaire delà manière la plus générale, 
q étant quelconque , puisque, d’après l’équ. proposée, q reste 
indéterminé. Quand les variables x, y t z, sont séparées dans 
cette équ., chaque membre peut être rendu intégrable en 
particulier. Soient sr = «, f—& les intégrales des équations 
respectives

l’équation revient à judw—ÿ^'dp, p et pc étant les facteurs qui 
rendent les équ. (2) intégrables ; et pour que cette équ. le soit 

elle-même, il faut que — q soit une fonction de 9, savoir...
fi,

= <p désignant une fonction tout-à-fait arbitraire.
Lorsque les z sont mêlées dans les équ. (2), si* = «t, 

et /> =/3, sont des fonctions qui y satisfont, la proposée a 
encore pour intégrale v — <pp ; et c’est ce qui nous reste à dé
montrer.

En effet, pour reconnaître si la proposée est satisfaite par 
une équ. quelconque tf = <pp, il faut qu’en la différenciant sous 
la forme dz =pdx-f- qàjr, les valeurs qu’on trouvera pour p 
ety, étant substituées, donnent Pp -f- Qq = V. £es différen
tielles de sr =<*, p —@> étant

T. II. 35
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ou trouve pour la différentielle de w — <pp = o, relative

Tirant de làp et q, pour substituer dans Pp 4- Ç)q = 7Z, on 
trouve que l’équ. w ~q>f satisfait à la proposée, si l’on a

Mais si l’on admet que les fonctions ir et f ont été choisies de 
manière à satisfaire aux équ. (2), on peut tirer de celles-ci, dz 
et dx pour substituer dans dw = o et dp = o; et l’on trouve 
que les e'qu. qui expriment la condition déterminante de sr et p, 
sont

. . . . *•
ainsi 7r— <pp satisfait à la proposée , la fonction <p demeurant 
arbitraire, et =<pp est l’intégrale demandée.

Si l’on élimine dx entre les équ. (2), il vient Çdz—Pdy=o ; 
deux des équ. suivantes contiennent donc la 3e, et peuvent être 
employées indifféremment :

Concluons de là, que l’intégration de l’équ. aux différen
tielles partielles du 1er ordre Pp -f- Qq — V, se réduit à satis
faire à deux des équ. (3), par des fonctions 7r = «, p = /3, 
et à posera = 0p, <p désignant une fonction arbitraire, a et 
des constantes, qui n’entrent pas dans l’intégrale, attendu que 
la fonction <p contient autant de constantes qu’on veut.

Si l’on fait <ppconst., on a =const., qui satisfait aussi 
à la proposée ; en sorte que ar=« et p= /3 en sont des inté
grales particulières.

904. Examinons d’abord ce qui arrive dans divers cas.

i°. Si 7^ est nul, l’une de nos équ. (3) est dz=o,z = a=sr; 
il ne restera donc, dans la 2e, que les deux variables x eijr ;
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l’intégrale p =β s’obtiendra ensuite (chap. IV), et z = φp sera 
l’intégrale de Pp + Qq = o.

Par ex., py = qx, donne P=y, Q=-x, ydy+xdx=o, 
d’où p =x2 +y2, puis z=φ(x2+ y2), équ. finie des surfaces 
de révolution autour de l’axe des z (n°" 662 et 745).

Pour px+qy=o, on trouve xdy—y dx=o, ly= lαx, y=αx,

De même, soit q=pP, P ne contenant pas z, l’intégrale 
est

F étant le facteur qui rend intégrable dx+Pdy.
2°. Quand il arrive que deux des équ. (3) ne contiennent 

que deux variables et leurs différentielles, l’intégration donne 
aisément πet p.

Soit proposée l’équation px + qy = nz ; d’où xdz = nzdx, 
xdy=ydx, puis z = axn,y:=βx; on en tire α et β, valeurs 

de π et p, et par suite l’intégrale cherchée z= xnφ(y/x). on

voit que φ est homogène et quelconque ; et comme la proposée 
est l’énoncé du théorème des fonctions homogènes (p. 499), 
on en retrouve ainsi la démonstration pour le cas de deux 
variables.

3*.  Quand l’une des équ. (3) est seule entre deux variables, 
après l’avoir intégrée, on élimine a l'aide de ce résultat π=α, 

35. .
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l’une des variables de la 2e ou 3’ de nos équ., puis on intègre, 
et l’on a p = (3; on remet tt pour « dans />, et l’on a tf = , ou 
p = 0.«r.

Pour i 

la 2* donne j-= /3X; chassant y de la ire, elle devient 

puis 

et enfin

go5. Mais quand x, j cl z sont inêlc'es dans les équ. (3), 
il n’est plus possible d’intégrer chacune en particulier, carjy 
ne peut être supposé constant dans la ire, ni z dans la 2e........
On est alors obligé de recourir à des artifices particuliers 
d’analyse. C’est ainsi qu’on parvient souvent à intégrer, en 
substituant pourp ou q, dans les équ. suivantes, la valeur tirée 
de la proposée ; ces équ. résultent de dz = pAx -f- 7'1/, traité 
par l’intégration par parties.

Par ex., si p est une fonction donnée de ç, telle que /> = Q, 
la relation (6) devient 

d’où il suit que le facteur de d-y doit ne contenir ni r, ni y,
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la fonction <p est arbitraire. L’intégrale résulte ensuite de i’éli- 
înimation de q entre ces deux équ., lorsque cette fonction <p a 
été déterminée (n° 919).

g«o6. Après avoir mis dans dz = ydx -f- ÿdj-, la valeur de y 
ou celle de q, tirée de la proposée, on a une équ. différen- 
tiellle entre les quatre variables x, y, z et q ou y. Supposons 
que cette équ. soit réductible à être une différentielle exacte, 
en [prenant pour constante y ou q, ou une fonction 0 de cette 
lettre; et soit z, 6) = c, l’iutégrale dans cette hypo
thèse de 6 constant. Il est visible que si l’on différentie cette 
équi., on reproduira celle d’où on l’a tirée, non-seulement 0 
et c- demeurant constans; mais même, si ô et c sont des va

riables, pourvu qu’on ait dfl— dc = o. Ainsi, pour rendre 

à 0 tson état de fonction variable quelconque dans l’équ. diffé- 
renttielle, et que cependant l’équ. f=c en soit toujours l’in- 
téguale, il suffira de supposer que c est une fonction arbitraire 
de £3, telle, qu’on ait ensemble

Dans le cas où la proposée est différentielle exacte, 6 étant yris 
y ouïr constant, on intégrera dans cette hyyoth'ese, et l’on aura 
la nre de ces équ., quon dijjérentiera ensuite relativement à 0 
seu l, your former la a* ; le système de ces deux équ. satisfera à 
la proposée, ç étant une fonction arbitraire. Quand on aura 
déterminé (p (n° 919), il restera à éliminer 0 entre elles, et l’on 
aura l’intégrale demandée.

Il suit de ce qu’on a vu (n° 8o5), que si la ire équ. est con
sidérée comme appartenant à une surface courbe dont ô serait 
un paramètre variable, ces deux équ. sont celles de la caracté
ristique ; la recherche de cette courbe revient, comme on voit, 
à l’intégration de l’équ. proposée.

Soit donnée l’équ. z~yq-, on trouve
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en posant q =x 0-}-x; l’intégrale est, pour û constant,

en diflerentiant relativement à 6 seul. Le système de ces deux 
équ. est l’intégrale de la proposée z—pq.

907. On facilite souvent l’intégration en introduisant une in
déterminée 0, qui permette de partager l’équation proposée en 
deux. Soit /(p, x) — ; faisons f(p, x) — fi ; d’où.........
F(cp j) =5 0; résolvons ces équ. par rapport à p et y, nous 
aurons

Intégrons en prenant ô constant, d’après ce qu’on vient de 
dire ;

il restera à différentier relativement à ô seul, et à éliminer ô 
entre ces équ., après avoir déterminé la fonction <p.

Par ex., pour l’équ. a^pq = x’r*, on a

Donc

908. Quand l’équ. Pp-{~ Qq — P, est homogène en x, j, z, 
on fait x=Zz, j-—uz; P, Ç), V se changent en P,z", Qtz", 
V,zn (n° 855), et les équ. (3) donnent 

d’où

L’intégrale de cette équ. en z et u étant trouvée, on s’en ser
vira pour éliminer soit z, soit u, de l’une des précédentes, 
qu’on sait alors intégrer: enfin, éliminant u et z par x = Zz, 
j- = uz, on aies solutions -r et f des équ. (3), et par suite 
l’in tégralc x
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Pour l’équ. pxz+ qyz =x2, on trouve 

d’où 

enfin,

Équations différentielles partielles du 2e ordre.

gog. Outre les cpefficiens p et q du Ier ordre, l’équation 
peut contenir 

d’où

Il s’agit d’intégrer l’équ.f(x,y, z, p, q, r, s, t) = o.

Remarquons d’abord qu’on doit considérer y comme cons
tant dans l’équ. qui a la forme r=Pp + Q, qui revient à

et Q étant des fonctions de x,y et z ; car

les différentielles partielles q, s et t, qui se rapportent à la 
variation de y, n’entrent pas ici (n° 902) : on a alors à inté
grer une équ. aux différentielles ordinaires du 2e ordre entre x 
et z ; mais au lieu de la constante additive, on prendra une 
fonction arbitraire φy.

dz 
Par exemple, si z n’entre pas dans P et Q, en substitnant

pour p, on ; la fonction  est li

néaire entre les variables p et x; y est d’ailleurs constant ; 
l’intégrale est donc (n° 857), en faisant u = fPdx, 
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intégrant de nouveau, et ajoutant une nouvelle fonction arbi
traire ϯy, on a l’intégrale demandée.

Lorsque

Pour l’équ. xyr = (n—1)py +a, comme dans cet exemple

on a

on obtient

Enfin soit xr=(n— I)p, on a nz= xn φy+ϯy.

910. Pour intégrer

faut prendre x constant, et ajouter φx et ϯx.

Soit at = xy ; on a d’abord puis

ou. L’intégrale de . , rentre da  la

théorie des cubatures (n° 852);

C’est ainsi que s = ax+by, donne

912. Soit s = Mp+N, M et N étant connus en x et y, ou

p et y sont ici seules variables, et l’on retombe sur une equ. 
linéaire (n° 857) ; donc, faisant u=fMdy, on a
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Intégrant ensuite, par rapport à x, il vient

Par ex., pour sxy = bpx + ay, on trouve

913. Prenons l’équ. linéaire du 2 e ordre

R, S, T, V sont donne's en x, y, z, p et q. Éliminant r et 
t par les équ. (S), qui servent de définition à ces fonctions, 
on a

Supposons qu’on connaisse deux fonctions çr, p, qui rendent 
nul chaque membre respectif, ou qu’on ait %• = a, p , avec

Il s’agit de prouver qu’ici, comme au n°go3, 7r=<pp satisfera 
à la proposée, quelle que soit la fonction <p, v et p contenant 
x,y, z, petq. Pour le démontrer, ramenons d’abord ces équ. 
au i‘r ordre, en posant dy = f2dx, il vient

La 1 ** de ces équ. donne pour H deux valeurs en x, y, z, p, q ; 
et l’on suppose que w=a et p = £ ont été déterminés de ma
nière à satisfaire aux équ. (2). Formons donc les différentielles 
complètes dw = o, dpzxo, sous la forme

Mettons pdx-j-qdy pour dz, Odxpourdj'î enfin, pour d<7 sa 
valeur tirée de (2), nous aurons deux sortes de termes dans 
chaque équ., les uns facteurs de dx, les autres de dp; en les
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égalant séparément à zéro (attendu que la proposée.............
Rr-j-Ss...~ E, ne pouvant déterminer qu’une des quantités 
rts,t, en fonction des autres, et de x, z, p et qy dx et dp 
restent indépendant), il vient

Ceséqu. expriment la condition que t et p satisfont aux con
ditions (2). Cela posé, pour reconnaître si en effet l’équation 
7r = <?p satisfait à la proposée, prenons sa différentielle com
plète djr = çép.d/>, ou 

substituons-y pour A, D, at d, leurs valeurs tirées des quatre 
e'qu. précédentes, etpdx-j-qdj- pour dz; enfin, réunissant les 
termes qui ont pour coefficiens B, C, E, b, c, e, nous voyons 
qu’ils ont pour facteur l’une ou l’autre des quantités 

lesquelles sont nulles en vertu des équ. (2), et cela quelle que 
soit la fonction p; doncw = <pp est l’intégrale première de la 
proposée, <p désignant une fonction arbitraire de x et y.

On se trouve ainsi conduit à traiter les équ. (2); mais il faut 
remarquer qu’outre ces deux relations, on ait dz=pdx-f-qdj', 
ce qui ne fait que trois équ. entre les cinq variables x, y, z,p 
et q. Il pourrait donc se faire que l’équ. qu’on obtiendrait entre 
trois de ces quantités, par l’élimination, ne remplît pas la 
condition d’intégrabilité (n° 897) ; dans ce cas, elle ne provien
drait pas d’une équ. unique. On serait alors conduit à une 
intégration inexécutable, sans que pour cela on fût en droit de 
conclure qu’elle n’est pas possible, et que l’équ. différentielle 
proposée ne résulte pas d’une seule primitive.

Concluons de là que, pour intégrer l’équ. linéaire du 2e ordre 
Tt — P, 011 posera les équ. (1) et (2); la ire fera
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connaître Ω, dont la valeur, substituée dans (2), donnera deux 
équ. auxquelles il faudra satisfaire par des intégrales π=a, 
p = β : on fera π = φp, et il restera à intégrer cette équ. du 
irr ordre.

Comme l’équ. (I) est du 2 degré, on en tire deux valeurs 
de Ω; on préférera celle qui se prêtera mieux aux calculs ulté
rieurs.

Celle-ci donne p=βq ; l’autre revient à dz = o, z = α ; et 
β =φα, ou p = qφz, reste à intégrer de nouveau.

Appliquons la méthode du n° 903, qui donne 

posant β =ϯα, il vient enfin pour l’intégrale cherchée, φ et ϯz. 
étant les deux fonctions arbitraires, y+xφz = ϯz.

Les  equ. (2) du n° 903 sont ici dz = dx.φ, xdy =ydx ; on 
tire de cette dernière y=αx ; chassant y de l’autre,dz=φα,

Dans l’exemple suivant on a fait p+q=m,

L’équation (I) est 

d’où Ω = I. Quant à l’autre racine de Ω, comme elle con-
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duirait à une intégrale première, contenant p+q sous le signe 
φ, et hors ce signe , elle ne peut être employée. Les équ. (2) 
sont

dy = dx, (1+qm)dp = (I + pm)dq.

On a x—y=α; pour intégrer la 2e faisons p — q= n, et 
p + q = m ; ou en tire les valeurs de p, q, dp , dq, et l’on a 
cette équation séparable mndm = (2 + m2)dn, qui donne... 
n = β √(2 + m2); ainsi, β = φα devient

 

Pour intégrer de nouveau cetteéqu., mettons pour p et q leurs 
valeurs en m et n dans dz=pdx+qdy ; il vient

2dz=(m+ n)dx + (m— n)dy
=m(dx+dy)+(dx—dy)√(2+m2).φ'(x—y). 

Intégrons, en supposant m constant, par la méthode du n°906, 
et nous trouvons que l’intégrale cherchée est représentée par le 
système des deux équations

2z + ϯm=m(x + y) + √(2+m2)φ(x—y), 

915. La complication de ces calculs empêche très souvent 
qu’ils ne réussissent; mais dans le cas où les coefficiens R, S et 'I' 
sont constans, et V fonction de x et y, l’équ. (I) donne pour Ω 
• leux valeurs numériques, telles que m et n : et les relations (2), 
auxquelles π =a et p= β doivent satisfaire, s’intégrent et don
nent , pour la racine m,

y= mx+ α et Rmp+Tq=mfVdx :

On devra substituer dans V, pour y, sa valeur mx + α ; puis 
fVdx ne dépendra plus que des quadratures. L’intégration 
faite , on ajoutera une constante β, et l’on remettra pour a. sa 
valeur y—mx. On aura donc les équ. cherchées π=α, p =β, 
en sorte que p = φ'π=π'(y— mx), deviendra

Rmp+Tq =mfVdx+φ'(y-mx).
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On raisonnera de même pour la 2® racine n de £2 , ou plutôt 
on changera ici m en n : mais il suffît de traiter l’un de ces deux 
cas, parce que l’autre conduit au même résultat. On choisit 
celui qui se prête le mieux au calcul.

11 s’agit maintenant d’intégrer de nouveau : pour cela, repre
nons notre ïre intégrale, et tirons-en la valeur dep pour la 
mettre dans dz=pdx 4- <p\y : remarquant que par la nature 
des deux racines met n de £2, on a Rmn = T, on trouve 

en comprenant dans <?'le diviseur constant m. Or, pour in
tégrer cette équ. (n°9o3), on égalera à zéro chaque membre 
séparément ; d’où

Il convient, avant tout, de faire quelques remarques :
i°. On devra mettre nx -|-c pour y dans la 2e équ., et in

tégrer par rapport à x ; puis on remettrajr — nx pour c dans le 
résultat.

2°. Les deux intégrales J’AxfP’Ax nécessitent une distinction 
importante, puisqu’on a d’abord mis mx 4- a pour y dans V, 
et y—mx pour a dans le résultat; tandis qu’on doit faire 
Y — rtx 4-e dansdx/7zdx, et restituer y—nx pour c.

tante «—m dans <?; ainsi, l’on a ç>(y—mx).
4°. Enfin, la constante Z» est une fonction quelconque ^de c,

Par ex., pour

Donc
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Cette intégrale s’obtient aisément ( n° 837, ou 809, V); elle 
devient — kx — entremettant 2x pour «'Ainsi

Pour , qui est l’équ. des cordes

vibrantes (yojr. ma Mécanique, n° 310), on

Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur cette ma
tière, au Calcul intégral de M. Lacroix.

gi6. On intègre quelquefois en suivant le procédé dun^o1?, 
qui consiste à partager la proposée en deux équ. à l’aide d’une 
indéterminée 9. Par ex., l’équ. rt z=. s*, des surfaces dévelop

pables , donne

Cette équ. n’est intégrable qu’autant que ô est fonction de q ; 
donc p—Qq est l’intégrale ire. L’équ. dz—pdx-j-qdy devient 
dz=dx.<pq-^~qdjr •. supposant q constant, par la méthode 
du n° 906, il vient

Toutes les surfaces développables sont comprises dans le système 
de ces deux équ., et pour l’une d’elles qu’on déterminerait en 
particulier, il faudrait trouver les fonctions <p et puis éli
miner q entre les deux équ. résultantes.

Intégration des Équations différentielles partielles 
par les séries.

917. Prenons le 2e ordre pour ex. des intégrales approchées. 
Soit donnée une équ. entre r, s,t... x; choisissons l’une des va-
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ïiables, telle quex, et posons la formule de Maclaurin (n° 7^)

f, f f".... de'signent ici des fonctions cherchées de y, qui 
sont ce que deviennent l’intégrale z—f(x, y} et ses dérivées 
relatives à x, lorsqu’on fait x~o (*). Qu’on tire de la pro
posée r=F(r,st t,p, q, xf y), il est clair que si l’on change

x en zéro, z en /, p en f', enfin ou il n’entrera

dans la valeur de r que f et leurs dérivées par rapport à j-,

puisque q devient ainsi, r deviendra f". De

même la dérivée de r, relative à x, donnera f \ à l’aide des 
mêmes fonctions f et y', qui demeurent quelconques : et 
ainsi pour yiT, fv.... en sorte que la série contiendra deux 
fonctions arbitraires de y.

Pour le 3e ordre, le même raisonnement prouve que la série 
ci-dessus est l’intégrale et contient les trois fonctions quelcon
ques f f ’, f En général, toute équ. différ. partielle d’ordre n 
a une intégrale qui contient n fonctions arbitraires.

918. Lagrange a encore proposé d’approcher des intégrales 
par la méthode des coefficiens indéterminés. On pose

En prenant les différentielles convenables, substituant dans la 
proposée , et égalant entre eux les termes où x entre au même 
degré, on a diverses équ. qui servent à trouver celles des fonc
tions de y qui ne doivent pas rester arbitraires.

Par ex., pour 7’ = y, on trouve

(*) Si la fonction./(x, j") devait être de nature à donner l’infini pour quelque 
valeur deil faudrait, comme 011 l’a fait n°87r, changer xen æ— a ; 
dans la proposée, a étant une constante qu’on prend à volonté, de manière 
à ne plus rencontrer de dérivées infinies dansées calculs qu’on va exposer.
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substituant dansr~q et comparant, on trouve

De même pour l’cqu. , on trouve

Des Fonctions arbitraires.

gig. On dira pour les fonctions arbitraires p, 4.........des
équ. différ. partielles, ce qu’on a dit (n° 83g) pour les cons
tantes introduites dans les intégrations ordinaires. Tant qu’on 
ne veut qu’intégrer, c.-à-d. composer une expression qui , 
soumise aux règles du Calcul différentiel, satisfasse à la pro
posée , ces fonctions ........ sont en effet quelconques.
Mais si les résultats doivent être appliqués à des questions de 
Géométrie , de Mécanique, etc., ces fonctions peuvent cesser 
d’être arbitraires. Quelques exemples suffiront pour l’intelli
gence de cet exposé.

On a vu (n09 660, ^5) que l’équ. des surfaces cylindriques est

La ire est l’intégrale de la 2e, la forme de la fonction q> 
dépendant de la courbe directrice. Or, si la base du cylindre 
sur le plan xy est donnée par son équ. y—fx, il faudra que 
<p soit telle, que cette base soit comprise parmi les points de 
l’espace que désigne l’équ. y—bzz=.Ç){x—az). Si donc on y 
fait z = o, les équ. y=<px,y—fx seront identiques. Donc les 
fonctions p et/ont même forme, c.à-d. que si l’on change dans 
y=.fx,y en y—bz, et x en x— az, l’équ. qu’on obtiendra 
sera celle du cylindre particulier dont il s’agit (n° 788,1).

Généralement, soient M-=:o, A'=o les équ. de la direc
trice : on fera x — az=zu, et éliminant entre ces trois équ., 
on en tirera les valeurs de x, y et z, et par suite celle de 
y-r-bz ou <pu, en fonction de u, c.-à-d. qu’on aura la manière
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dont <pu est composé en u. Il ne restera plus qu’à mettre x— az 
pour u, dans y — bz = q>u, pour avoir l’équ. de la surface 
cylindrique particulière dont il s’agit.

Pareillement les surfaces de révolution autour de l’axe des z 
ont pour équ. py — qx , dont l’intégrale est ar1-f- ya=çz 
(nos 662,7^5) ; la fonction <p demeure indéterminée tant que 
la génératrice de la surface reste quelconque : mais si cette 
courbe est donnée par ses équ. M=o, N=o, dans toutes 
ses situations elle sera sur la surface ; les x , y et z seront les 
mêmes. Posons z=u , éliminons x,y et z entre ces trois équ., 
puis substituons leurs valeurs dans xa-^-y2=ç>u, nous saurons 
comment la fonction <p est composée en u ; remettant donc z 
pour u, et x24-J"4 Pour > nous aurons particularisé <p , de 
manière que l’équ. appartiendra exclusivement à la surface 
proposée.

Et si le corps est engendré par la révolution d’une surface 
mobile, qui serait invariablement liée à l’axe desz, et dont 
on aurait l’équ. M—o, en la considérant dans l’une de ses 
positions, différentiant, on trouvera les expressions de p et q 
enx, y etz; substituées dans py—qx—o, on aura l’équ. 
N~o de la courbe de contact du corps générateur avec la 
surface engendrée , puisque les plans tangens sont communs à 
l’une et à l’autre. On a ainsi les équ. d’une courbe qu’on 
peut regarder comme génératrice, et l’on retombe sur le cas 
précédent.

Le conoïde a pour équ. px-{-qy=o, dont l’intégrale est 
y= x.<pz ( p. 4^5,548). Faisons z—u,et tironsx,y et z en 
à l’aide des équ. M—q , ZV=o de la courbe directrice; enfin, 
mettons pour x et y leurs valeurs dans y~x.çu , et nous sau
rons comment (pu est composé en u. Enfin , remplaçant u par z, 
nous aurons <p z, et l’équ. particulière y — x.cpz du conoïde 
proposé.

Quand la directrice est un cercle tracé dans un plan parallèle 
aux yz, dont les équ. sont x — a , j-2-|-z‘2 = £>•*,  on trouve

L’équ. des cônes est z — c=p(x—o)-j-q(y—à), dont 
T. II. 36
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base soit un cercle trace' sur le plan ayet le centre à l’origine, on a 

d’où

Substituant dans y— b-=(z — c^tpu, pour x, y et z ces va
leurs, on a c<pu ~ b — |/[r’—(a — cu)aJ- Enfin, remettant 
pour u et <pu leurs valeurs, on a pour l’équ. du cône, comme 
page 3oo,

920. Ces ex. suffisent pour montrer comment on doit déter
miner les fonctions arbitraires, lorsqu’on veut appliquer les 
calculs généraux aux cas particuliers. Soit en général K — (p (L} 
une intégrale contenant une fonction arbitraire <p, K et L étant 
des fonctions données de x,j*etz : la condition prescrite établit' 
quel’éq. devient z)=o, lorsqu’on suppose/^x,^, z) — o.
Cette condition revient, en Géométrie, à demander que la sur
face cherchée dont l’équ. est K — tpL, passe par la courbe 
donnée dontles éq. sont Fz=o,y==o. Pour satisfaire à cette con
dition, on fera L—u ; et l’on tirera x, y et z en «de ces trois éq. : 
puis, substituant ces valeurs dans K, on aura pour résultat une 
fonctionZ<,, qui sera = <pu exprimé en u, ce qui déterminera 
la composition de la fonction <p. Enfin, on remettra L pour 1/, 
dans K = Æ,, et l’on aura l’intégrale cherchée.

S’il y avait deux fonctions arbitraires à déterminer, il fau
drait donner deux conditions. Un calcul semblable au précé
dent ferait connaître ces fonctions.

921. Mais si la nature de la question, et cela a lieu dans 
un grand nombre de problèmes de Physique et de Géométrie 
transcendante, ne permet pas de déterminer les fonctions arbi
traires, elles restent quelconques, et les propriétés qu’on dé
couvre, sans particulariser ces fonctions, ont lieu en général. 
Pour tirer nos explications de la Géométrie, s’il entre un terme 
de la forme <px, et qu’on décrive sur le plan xy la ligne qui a
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pour équ. j- — <px, toutes ses ordonnées y seront les valeurs de 
la fonction p, en sorte que cette courbe soit non-seulement 
quelconque , mais même puisse être tracée à la main par un 
mouvement libre et irrégulier ; la courbe peut même être 
Discontinue, c.-à-d. formée de branches différentes placées 
bout à bout, ou Disconùguë, c.-à-d. formée de parties isolées 
et séparées les unes des autres. C’est Euler qui a mis ces prin
cipes hors de doute, même contre l'avis de d’Alembert, qu’on 
peut regarder comme l’inventeur du calcul aux différences par
tielles; calcul dont les ressources sont immenses, les applica
tions d’une utilité sans bornes , et qui, comme on voit, est le 
moyen dont on se sert pour soumettre les fonctions irrégulières 
à l’analyse mathématique.

VI. CALCUL DES VARIATIONS.

922. Les problèmes des Isopérimètres avaient déjà été résolus 
par divers géomètres avant la découverte du Calcul des varia
tions ; mais les procédés dont on se servait ne formaient pas 
un corps de doctrine, et chacun de ces problèmes n’était ré
solu que par une méthode qui lui était particulière, et par des 
artifices d’analyse souvent très détournés. Il appartenait au 
célèbre Lagrange de ramener toutes les solutions à une méthode 
uniforme. Voici en quoi elle consiste.

Étant donnée une fonction Z = F(x, y, yy"...), en dési
gnant par y , y"... les dérivées de y considéré comme fonc
tion de xy y=tpXy on peutse proposer de faire jouir Z de di
verses propriétés ( telle que d’être un maximum, ou toute autre), 
soit en assignant aux variables x, y, des valeurs numériques , 
soit en établissant des relations entre ces variables, et les liant 
par des équations. Quand l’équ. y — qtx est donnée, on en dé
duit y, y , y"... en fonction de x, et substituant, Z devient 
—fx. On peut assigner, par les règles connues du Calcul diffé
rentiel, quelles sont les valeurs de x qui rendentfx un maxi
mum ou un minimum. On détermine ainsi quels sont les points 

36.. 
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d’une courbe donne'e, pour lesquels la fonction propose'e Z est 
plus grande ou moindre que pour tout autre point de la même 
courbe voisin du premier.

Mais si l’équ.j, = ^x n’est point donnée, alors, prenant suc
cessivement pour différentes formes, la fonction Z —fx 
prendra elle-même différentes expressions en x ; on peut se 
proposer d’assigner à une forme propre à rendre Z plus 
grande ou plus petite que pour toute autre forme de <çx, pour 
la même valeur numérique de x, quelle qu'elle soit d’ailleurs. 
Cette dernière espèce de problème appartient au calcul des Va
riations. 11 s’en faut de beaucoup qu’il se borne à la théorie des 
maxima et minima; mais nous nous contenterons de traiter 
cette matière, parce qu’elle suffit pour l'intelligence complète 
des règles de ce calcul. N’oublions pas toutefois que, dans ce 
qui va être dit, les variables x et y ne sont pas indépendantes, 
mais seulement que l’équ. qui les lie entre elles, est
inconnue, et qu’on ne la suppose donnée que pour faciliter la 
résolution du problème, x doit être regardée comme une quan
tité quelconque qui reste la même pour les différentes formes 
y=.q>x-t les formes de (?, (?', sont donc variables, tandis
que x est constant.

cp3. Dans Z = F(x, y, y', y"....) mettons y -}-k pour 
y, y' k' pour y'........ , k étant une fonction arbitraire de x,
et k', k"... ses dérivées. Or, Z deviendra

Le théorème de Taylor (n° 7^) a lieu, que les quantités 
i, k soient indépendantes ou dépendantes; ainsi l’on a

de sorte qu’on peut regarder x,y,y',yu... comme autant de 
variables indépendantes, en tant qu’il ne s’agit que de trouver 
ce développement.

Cela posé, la nature de la question exige que l’équ. j- = ip.r 
ait été déterminée de manière que, pour la même valeur de x,
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on ait toujours Z, > Z, ou Z, <^Z s em raisonnant comme 
dams la théorie des maxiina et mzrnnra ordinaires (n° 7^7), 
on voit qu’il faut que les termes du 1" (Ordre soient nuis, et 
qui’on ait

Puiisque k est arbitraire pour chaque valeur de .r, et qu’il n’est 
pats nécessaire que sa valeur, ou sa forme, restent les mêmes, 
quiand x varie ou est constant, F, k”.. . sont aussi arbitraires 
quœ k. Car, pour une valeur quelconque x = X, on peut sup- 
pojser k=a + b(x — X} + ±c(x—X)24-etc., X, a, b, c,..., 
étaint prises à volonté; et comme cette équ. et ses différentielles 
doiivent avoir lieu, quel que soit.r, elles devront subsister lors- 
qu<e x = X, ce qui donne k = a, k' — b, k" — c........ Donc,
noitre équ. Z, — Z 4- • • • ne peut être satisfaite, vu l’indépen- 
damce de a, b, c..., à moins que chaque terme ne soit nul, 
Aimsi, elle se partage en autant d’autres qu’elle renferme de 
termes, et l’on a

(n) étant l’ordre le plus élevé de j dans Z. Ces diverses équ. 
devront s’accorder tontes entre elles, et subsister en même 
temps, quel que soit x. Si cet accord a lieu, il y aura maximum 
ou minimum, et la relation qui en résultera entre et x sera 
l’écqu. cherchée, y — <px, qui aura la propriété de rendre Z 
plus grand ou plus petit que ne pourrait faire toute autre rela
tion entre x et y. On distinguera le maximun du minimum, 
suivant les théories ordinaires, d’après les signes des termes 
du 2e ordre de Z,. (Voyez page 392.)

Mais si toutes ces équ. donnent des relations différentes entre 
x et j-, le problème sera impossible dans l’état de généralité 
qu’on lui a donné ; et s’il arrive que quelques-unes seulement 
de ces équ. s’accordent entre elles, alors la fonction Z aura des 
maxima et minirna, relatifs à quelques-unes des quantités
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y, y ' ■> y '■ sans en avoir d’absolus et de communs à toutes 
ces quantités. Les équ. qui s’accordent entre elles donneront 
les relations qui établissent les maxima et rrânima relatifs. Et 
si l’on ne veut rendre X un maximum ou un minimum que par 
rapport à l’une des quantités yiL.. corn me alors il ne fau
dra satisfaire qu’à une équ., le problème sera toujours possible.

924• U- su^1 des considérations précédentes, que,
i°. Les quantités x et y sont dépendantes l’une de l’autre, et 

que néanmoins on doit les faire varier comme si elles étaient 
indépendantes, puisque ce n’est qu’un procédé de calcul pour 
parvenir au résultat.

20. Ces variations 11e sont pas infiniment petites; et si l’on 
emploie le Calcul différentiel pour les obtenir, ce n’est que 
comme un moyen expéditif d’avoir le second terme du déve
loppement, le seul qui soit ici nécessaire.

Appliquons ces notions générales à des exemples.
I. Prenons sur l’axe des x d’une courbe deux abscisses zn et n, 

et menons des parallèles indéfinies à l’axe des y. Soit./ — (px 
l’équ. de celte courbe : si par un point quelconque on mène une 
tangente, elle coupera nos parallèles en des points qui ont 
( n° 762) pour ordonnées l=.y+y (m — x) et —x).
Si la forme de <p est donnée, tout est ici connu ; mais si elle ne 
l’est point, on peut demander quelle est la courbe qui jouit de 
la propriété d’avoir, pour chaque point de tangence, le produit 
de ces deux ordonnées plus petit que pour toute autre courbe 
On a ici Z — Z X à, ou

D’après l’énoncé du problème, les courbes qui passent pat- 
un meme point (x, y), ont des tangentes de directions diverses ; 
et celle qu’on cherche doit avoir une tangente telle, que la con
dition Z ̂ maximum soit remplie. On doit donc regardera? ety 
comme constans dans àZ — o ; d’où 

puis intégrant,
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La courbe est une ellipse ou une hypeirbole, selon q ue C est 
négatif ou positif, les sommets sont donmés par x = ?n et = n: 
dans le iercas, le produit l. h, ou Z, e:st un maximum, parce 
que y" a le signe — ; dans le 2e, Z est um minimum, ou plutôt 
un maximum négatif : ce produit est d’ailleurs constant.. . 
//i ——.1 C(m— n)2, carré du demi-second axe ; c’est ce qu’on 
trouve en substituant dans Z pour y et y leurs valeurs.

II. Quelle est la courbe pour laquelle, en chacun de ses points, 
le carré de la sous-normale augmentée de l’abscisse, est un 
minimum? On a Z = (yy' + x)2, d’où l’on tire deux équ., 
qui s’accordent enfaisantj"j/-j-'r==o> et Par suite xQ-f-y,=r‘. 
Donc tous les cercles décrits de l’origine comme centre, satis
font seuls à la question.

925. La théorie que nous venons d’exposer n’est pas d’une 
grande étendue-, mais elle sert de développement préliminaire, 
utile pour l’intelligence du problème beaucoup plus intéressant 
qui nous reste à résoudre. 11 s’agit d’appliquer tous les raison- 
nemens précédens à une fonction de la forme fZ : le signe / 
indique que la fonction Z est différentielle, et qu’après l’avoir 
intégrée entre les limites désignées, on veut la faire jouir des 
propriétés précédentes. La difficulté qui se rencontre ici vient 
donc de ce qu’il faut résoudre le problème sans faire l’inté
gration ; car on voit assez qu’il est en général impossible de 
l’exécuter.

Lorsqu’un corps se meut, on peut comparer entre eux, soit 
les divers points du corps dans l’une de ses positions, soit le lieu 
qu’occupe successivement un point désigné dans les instans 
suivans. Dans le 1er cas, le corps est considéré comme fixe, et 
le signe d se rapportera aux changemens des coordonnées de sa 
surface; dans le 2e, on doit exprimer, par un signe nouveau, des 
variations tout-à-l’ait indépendantes des irea, et nous nous 
servirons de ?. Quand nous considérons une courbe immobile, 
ou même variable, mais prise dans l’une de ses positions, d#, dy... 
annoncent une comparaison entre ses coordonnées ; mais, pour 
avoir égard aux divers lieux qu’occupe un même point d’une
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courbe, variable de forme selon une loi quelconque, nous; écri
rons hc, ty........ .. qui désignent les accroissemens considérés
sous ce point de vue, et sont des fonctions de x, j-.... Pareil
lement dx devenant d(x-f-<J'x), croîtra de dchr; d’x croîtra de 
d’J'x, etc.

Observons que les variations indiquées par le signe sont 
finies, et tout-à-fait indépendantes de celles que désigne la 
caractéristique d : les opérations auxquelles ces signes se rap
portent étant pareillement indépendantes, l’ordre dans lequel 
on les exécutera doit être indifférent pour le résultat. De sorte 
que ?.dx et d.cTx sont deux choses identiques, aussi bien que 
da.^x et J'.d’x..., et que //U et Jj'U.

Il s’agit maintenant d’établir des relations entrex,^, z..., 
de manière que fZ soit un maximum ou un minimum entre 
des limites désignées. Afin de rendre les calculs plus symétri
ques, nous ne supposerons aucune différentielle constante : d’ail
leurs nous n’introduirons ici que trois variables, parce qu’il sera 
aisé de généraliser les résultats, et que cela suffit pour entendre 
la théorie. Pour abréger, remplaçons dx, d2x. .,d/, d2jr-..,etc., 
par xy, x„.. .,^,7,..., etc., de sorte que

x, jr et z recevant les accroissemens arbitraires et finis 
<Ix, J'z, dx ou xz devient d(x-f-<hr) := dx-f-^dxou 
x/-J-JŸx/; de même x/z croît de «Tx^, et ainsi des autres; de 
sorte qu’en développant Z,, par le théorème de Taylor, et in
tégrant, fZ devient

La condition du maximum et du minimum exige que l’inté
grale des termes du Ier ordre soit nulle entre les limites dési
gnées, quels que soient Jx, et Jz, ainsi qu’on l’a vu précé
demment. Prenons la différentielle de la fonction connue Z, en
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regardant rr, x^ x,comme autant de variables 
indépendantes ; nous aurons

m, n..., J/, TV..., u, e'tant les coefficiens des différences 
partielles de Z par rapport à rr, x/...,jr> y..., traites
comme autant de variables ; ce sont donc des fonctions connues 
pour chaque valeur propose’e de Z. En pratiquant cette diffé
rentiation absolument de la même manière par le signe d, on a

Or, cette quantité' connue, et dont le nombre des termes est 
limite', est précisément celle qui est sous le signe f, dans les 
termes du Ier ordre de notre développement : en sorte que la 
condition du maximum ou du minimum demandée , est que 
/J'Z=o, entre les limites désignées, quelles que soient les va
riations iïx, ty, £z. Observons qu’ici, comme précédemment, 
le calcul différentiel n’est employé que comme un moyen facile 
d’obtenir l’assemblage des termes qu’il faut égaler à zéro ; de 
sorte que les variations sont encore finies et quelconques.

Nous avons dit qu’on pouvait mettre dJxau lieu de J’.drr; 
ainsi la ire ligne de l’équ. équivaut à 

m, n... contiennent des différ., de sorte que le défaut d’homo
généité n’est ici qu’apparent. Il s’agitmaintenant d’intégrer; or, 
la suite du calcul fera voir qu’il est nécessaire de dégager du 
signe /, autant que possible, les termes qui contiennent dJ*. 
Pour y parvenir, on emploie la formule de l’intégration par 
parties ( p. 445) ;
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En réunissant ces résultats, on a cette suite dont la loi est 
facile à saisir,

L’intégrale de (/^), ou f.àZ = o, devient donc

K étant la constante arbitraire. Nous avons coupé notre équ. 
en deux, parce que les termes qui restent sous le signe / ne 
pouvant être intégrés, à moins qu’on ne donne à J’z, des
valeurs particulières, ce qui est contre l’hypotlièse, fè'Z ne 
peut devenir = o, qu’autant que ces termes sont nuis à part ; 
et même si la nature delà question n’établit entre è~x,üj et àz, 
aucune relation, l’indépendance de ces variations exige que 
l’équ. (B) se partage en trois autres,

926. Donc pour trouver les relations entre z, qui
rendent JZ un maximum, on prendra la différentielle de la 
fonction donnée Z, en considérant a?, j-, z, dx,d/, dz,d’.r... 
comme autant de variables indépendantes, et en se servant de la 
lettre J1 pour désigner les accroissemens ; c’est ce qu’on appelle 
prendre la 'variation de Z. Comparant le résultat à l’équ. (//), 
on en tirera les valeurs de n, N..., en Æ’, j', z, et
leurs différentielles exprimées par d. Il faudra ensuite les subs
tituer dans les équ. C et Z) ; la i,c se rapporte aux limites 
entre lesquelles le maximum doit exister; les équ. (Z?) cons
tituent les relations cherchées : elles sont différentielles entre 
x, y, z ; et, sauf le cas d’absurdité, elles ne peuvent former des 
conditions distinctes, puisqu’elles détermineraient des valeurs 
numériques pour les variables. Si la question proposée serap-
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porte à la Géométrie, ces équ. sont cellles de la courbe ou de la 
surface qui jouit de la propriété demandée.

927. Comme l’intégration est effectuée et doit être prise entre 
des limites désignées, les termes qui restent et composent l’équa
tion (C) se rapportent à ces limites; elle est devenue de la 
forme K-j- L— o , L étant une fonction de x, j, z, <£r, 
Jz... Marquons d’un accent les valeurs numériques de ces va
riables à la ire limite, et de deux à la 2e. Comme l’intégrale 
doit être prise entre ces limites, il faut marquer les divers 
termes de L, qui composent l’équ. (C) d’abord d’un , puis de 
deux accens; retrancher le icr résultat du 2e, et égaler à zéro 
(n° 889); de sorte que l’équ. Lu — L, — o ne renfermera plus 
de variables, puisque xfix... aurontpris les valeurs x^èxt...y 
xt/, assignées par les limites de l’intégration. On ne
doit pas oublier que ces accens se rapportent aux limites de 
l'intégrale , et ne désignent pas des dérivées.

Il se présente maintenant quatre cas.
i°. Si les limites sont données et fixes (*),  c.-à-d. si les 

valeurs extrêmes de x,jr et z sont constantes, comme êx^ 
d^xz, etc. , à~xu> éfix, etc., sont nuis , tous les termes de Lt 
et Lu sont zéro, et l’équation (C) est satisfaite d’elle-même. 
Alors on détermine les constantes que l’intégration introduit 
dans les équ. (D), par les conditions que comportent les 
limites.

(*) Ce cas revient, en Géométrie, à celui où l’on cherche une courbe qui, 
outre qu’elle doit jouir de la propriété de maximum ou minimum demandée, 
doit encore passer par deux points donnés. Les équ. (D) sont celles de la courbe 
cherchée; on en détermine les constantes par la condition que cette courbe 
passe par les deux points dont il s’agit.

(**) Cela signifie, en Géométrie, que la courbe cherchée doit être terminée 
a des points qui ne sont plus fixes , mais qui doivent être situes sur deux 
courbes ou deux surfaces données.

2°. Si les limites sont arbitraires et indépendantes, alora 
chacun des coefficiens de S'x è'xu..., dans l’équ. (C), est nul en 
particulier.

3°. existe des équ. de conditions pour les limites (**)*
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c.-à-d. si la nature de la question lie entre elles , par des ëqu , 
quelques-unes des quantités 3rz,j-y, z,, xzz,j;z, zu, on se servira 
des différ. de ces équ. pour obtenir plusieurs des variations 
£rz, $xu...,en fonction des autres; en substituant dans
L"—!->■=■ o, ces variations se trouveront réduites au plus petit 
nombre possible : ces dernières étant absolument indépen
dantes , l’e'qu. se partagera en plusieurs autres, en égalant leurs 
coefficiens à zéro.

Au lieu de cette marche, on peut prendre la suivante , qui 
est plus élégante. Soient u = o, v=o..., les équ. de condition 
données; on multipliera leurs variations Ju, Jv..., par des in
déterminées A, a'... ; ce qui donnera Aj'u-f-A’A'-f-..., fonction 
connue de Sx,, Jxit, fy{. .. Ajoutant cette somme à L„ — Lz, 
on aura

On traitera toutes les variations <^rz, • • > comme indé
pendantes, et égalant leurs coefficiens à zéro, on éliminera 
entre ces équ. les indéterminées A, a’. .. On parviendra par ce 
calcul au même résultat que par la méthode précédente ; car 
on n’a fait que des opérations permises, et l’on obtient ainsi 
le même nombre d’équ. finales. Ce calcul revient à la méthode 
d’élimination donnée dans l’Algèbre (n° 111).

Il faut observer qu’on ne doit pas conclure des équ. w = o, 
p = o..., qu’aux limites on ait diz = o, de —o... ; ces condi
tions sont indépendantes,et peuvent fort bien ne pas coexister. 
Si toutefois la chose avait eu lieu ainsi (*),  il faudrait regarder 
du —o, de=o..., comme de nouvelles conditions, et outre 
le terme A<Tu, il faudrait aussi comprendre x'i'du...

(*) S’il s’agit d’une question de Géométrie, la courbe cherchée doit, dans, 
ce cas, avoir à sa limite un contact d’un certain ordre avec la courbe ou la 
surface dont l’équ. est w = o.

4°. Nous ne dirons rien pour le cas où l’une des limites est 
fixe et l’autre assujettie à certaines conditions, ou même tout-
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à-fait arbitraire (*),  parce qu’il rentre dans les trois cas pré
cédons.

(*) Alors la courbe cherchée a l’une de ses extrémités assujettie à passer 
par un point fixe , tandis que l’autre doit être ou quelconque, ou située sur 
une courbe ou sur une surface donnée.

928. Il pourrait aussi arriver que la nature de la question 
assujettît les vantions <Lr, Jy et J'z à de certaines conditions 
données par des équ. e=o, ô=o ..., et cela indépendamment 
des limites ; comme , par ex., lorsque la courbe cherchée doit 
être tracée sur une surface courbe donnée. Alors l’équ. {B} ne 
se partagerait plus en trois,et les équ. (Z)) n’auraient plus lieu. 
Il faudrait d’abord réduire , comme ci-dessus , les variations 
au plus petit nombre possible dans la formule (5) à l’aide des 
équ. de condition , et égaler à zéro les coefliciens des variations 
restantes; ou, ce qui revient au même, ajouter à (Z?) les termes 
Aj'e-f-A'Jô-f-... ; partager cette équ. en d’autres en y regardant

comme indépendantes; enfin, éliminer les indé
terminées A, a'. . .

Nous ferons observer que, dans les cas particuliers, il est 
souvent préférable de faire , sur la fonction donnée Z} tous les 
calculs qui ont conduit aux équ. (Z?) et (C), au lieu de com
parer chaque cas particulier aux formules générales précédem
ment données.

Tels sont les principes généraux du calcul des variations : 
appliquons-les à des exemples.

929. Quelleestla courbe CMK plane (fig. 44) dont la longueur 
MK, comprise entre deux rayons vecteurs AM et AK ,est la plus 
petite possibel? On a (nos 8o3 , 76g) s z=f |/(r*dô a dr2) = Z , 
il s’agit de trouver la relation r=<p0, qui rend Z un minimum. 
La variation est ’
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comparant à l’équ. où l’on supposera x — r,y = b, on a

les équ. (£)) sont

En éliminant <19 , puis <1$ , entre ces équ. et dss= r“dJï-|-dr#, 
ou reconnaît qu’elles s’accordent ; en sorte qu’il suffit d’inté
grer l’une. Mais la perpend. AI, abaissée de l’origine A sur 
une tangente quelconque TM, est 

qui équivaut (page 45g) à 

comme cette perpend. est ici constante, la ligne cherchée est 
droite. Les limites M et K étant indéterminées, l’emploi des 
e'qu. (C) n’a pas été nécessaire.

g3o. Trouver la plus courte ligne entre deux points donnés, 
ou entre deux courbes données.

La longueur 5 de la ligne est 
(n° 791); il s agit de rendre cette quantité un minimum; on a 

et comparant avec la formule {A}, on trouve 

les autres coefliciens P, p, %... sont nuis. Les équations (D) 
deviennent donc ici

www.rcin.org.pl



Calcul des variations. 575
d’où l’on conclut dx = ads, dy = bds et dz = cds. En carrant 
et ajoutant, on obtient a2 + b2+ c2= I, condition que les 
constantes a,b,c doivent remplir pour que ces équ. soient 
compatibles entre elles. Par la division, on trouve 

les projections de la ligne cherchée sont donc des droites; ainsi 
cette ligne est elle-même une droite.

Pour en déterminer la position, il faut connaître les cinq 
constantes a, b, c, a' et b'. S’il s’agit de trouver la plus courte 
distance entre deux points fixes donnés (fig. 85), A(x,y,z ,),

l’équ. (C) a lieu d’elle-même. En assujettissant nos deux équa
tions à être satisfaites lorsqu’on y substitue x,, x,,,y, etc.,pour 
x, y et z, on obtiendra quatre équ., qui, avec a2+ b2+ c2= I, 
détermineront nos cinq constantes.

Supposons que la 2e limite soit un point fixe C dans le plan 
xy, et la ire une courbe AB, située aussi dans ce plan ; l’équa
tion bx =ay+a' suffit alors. Soit y,,=fx, l’équ. de AB ;

on tire ; l’équ. (C) devient

et comme la 2e limite C est fixe, il suffit de combiner ensemble

On aurait pu aussi multiplier l’équation de condition... 
3y,—Aàx=o par l’indéterminée A, et ajouter à L,, ce qui 
eût donné 

d’où

Éliminant A , on obtient de même dx, + Ady,=o.
Mais puisque le point A(x, ,y, ) est sur notre droite AC, on

a aussi d’où et ce qui
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fait voir que la droite AC est normale (n° 762) à la courbe 
proposée AB. La constante a se détermine par la considération 
de la 2e limite qui est fixe et donnée.

Il serait facile d’appliquer le raisonnement précédent aux 
trois dimensions, on parviendrait à la même conséquence ; on 
peut donc conclure qu’en général, la plus courte distance AC 
(fig, 86), entre deux courbes AB, CD, est la droite AC qui 
est normale à l’une et à l’autre.

Si la plus courte ligne demandée devait être tracée sur une 
surface courbe, dont u — o serait l’équ., alors l’équ. {B) ne 
se décomposerait plus en trois, à moins qu’on n’y ajoutât le 
terme ; alors on pourrait regarder ïx, ïjr et $z comme 
indépendans , et l’on trouverait les relations

Éliminant A, on a les deux équations 

qui sont celles de la courbe cherchée.
Prenons pour exemple la moindre distance A'C mesurée 

sur une sphère qui a son centre à l’origine : d’où

Nos équations deviennent, en prenant d$ constant,

Intégrant, on a

En multipliant la ire de ces équ. par—y, la 2e par x, la 3e 
par z, et ajoutant, on trouve ay-= bx-\-ez , équ. d’un plan 
qui passe par l’origine des coordonnées. Ainsi, la courbe cher
chée est le grand cercle A'C' ( fig. 86), qui passe par les deux 
points donnés A' et C', ou qui est normale aux deux courbes
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A B et CD , qui servent de limites, et sont données ssur la 
surface sphérique.

g3i. Lorsqu’un corps se meut dans un fluide, il en épnouve 
une résistance qui dépend de sa forme, toutes ciirconstances 
égales d’ailleurs : si ce corps est de révolution et se; meut dans 
le sens de son axe , la Mécanique prouve que la reisistamee est 
la moindre possible, quand l’équation de la courbe génératrice 
remplit la condition.

Déterminons cette courbe génératrice du solide de moindre 
résistance. En prenant la variation , on trouve 

la 2e équ. (Z?) est M— d2V= o ; et il suit du calcul qu’on vient 
de faire sur Z, que 

î cause de Af s=dZV. Ainsi, en intégrant, on a

Donc Observez que la ire des équ. (Z)),
ou m—dn=o, aurait donné de suite ce même résultat, savoir, 
—dn=o, ou— n — a ; en sorte que ces deux équ. conduisent 
au même but. On a 

en substituant pour y sa valeur, cette intégrale est facile à 
obtenir; il reste ensuite à éliminer y entre ces valeurs de

T. II. 37
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x et de y, et l’on obtient l’équ. de la courbe demandée, 
contenant deux constantes qu’on déterminera d’après des 
conditions données.

932. Quelle est la courbe ABM (fig. 46), dans laquelle l'aire 
BODM, comprise entre l’arc BM, les rayons de courbure BO, 
MD, qui le terminent, et l’arc OD de la développée, est un 

rayon de courbure MD est (n°773,p. 4o4) ; le pro

duit est l’élément de l’aire proposée,

Il s’agit de trouver l’équ. jr—fx, qui rend fZ un minimum. 
Prenons la variation 3Z, et nous bornant à la 2e des équations 
(D), qui suffit à notre objet, nous trouvons

Or,

en mettant 4«H-dP pour N. D’ailleurs y"ùx=.Ay, change ces 
dieux derniers termes en

Donc, en intégrant 

enfin,
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D’un autre côté, y=fy'(]x = y'x — fxàr', ou

ce dernier terme s’intégre par parties, et l’on a

Éliminons l’arc tang. entre ces valeurs de x et de y :

enfin

€ette équation, rapprochée de celle delà page 483, montre que 
la courbe cherchée est une cycloïde, dont on déterminera les 
quatre constantes d’après un égal nombre de conditions données.

933. Prenons pour 3e ex. la fonction étant

un arc de courbe, ou d5a=dxa~|"d<7-2-f-dza : il s’agit de rendre 
/Z un minimum. Ce problème revient à trouver la courbe AC 
(fig. 85) suivant laquelle un corps pesant doit tomber, pour 
mettre le moins de temps possible à passer de C' en A.
Mécanique, n° 192). Formant la variation nous trouvons

enfin, m=.M—P... =0. Les équ. D deviennent

Nous omettons ici la 3e équ.,qu’on peut démontrer être com
prise, dans les deux autres; condition sans laquelle le problème 
proposé serait absurde. En intégrant, et divisant l’un par l’autre 
les résultats, on obtientdj—mlx; ce qui prouve que la projee- 

37. .
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lion de la courbe sur le plan xj est une droite, et que, par con
séquent, cette courbe est décrite dans un plan perpend. aux x y. 
Prenons ce plan pour celui des xz ; la ire des équ. (i) suffira ,
et nous aurons i et comme

on trouve En posant

on reconnaît que cette équ. est celle d’une cycloïde (wp. p.3g5) 
dont k* est le diamètre du cercle générateur.

Quand les limites sont deux point fixes A et C' ( fig. 85 ), il 
n’y a aucune autre condition à remplir, si ce n’est de faire 
passer la cycloïde AC' par ces deux points, ce qui détermine 
les valeurs des constantes k et h.

Si la 2e limite est un point fixe Cz, et si la ire est une courbe 
AB située , ainsi que le point fixe, dans le plan vertical des xz 

et

Il suffit de rendre L, nul, en ayant égard à la ire limite qui est 
une courbe AB dont est l’équ. donnée. On en déduit
S'x' —Ai'z^ o; multipliant par A, ajoutant à L, on trouve les 
deux équ.

En éliminant A, on obtient dzy -J- Adx'—o. La cycloïde devra 
donc couper à angle droit la courbe donnée AB-, la constante à 
sera déterminée en comparant l’équ. de la cycloïde à la précé
dente.

On trouvera dans les trois dimensions la même conséquence, 
de sorte que la courbe de plus vite descente, en partant d’une 
courbe quelconque CD ( fig. 86), pour aller à une autre AB, 
est une cj'doïde A'C' normale à ces deux dernières. La même 
chose aurait aussi lieu si les deux limites étaient prises sur deux 
surfaces courbes, ainsi qu’on peut s’en convaincre.

Quand la courbe doit être tracée sur une surface donnée par
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son équation zz=o,l’équ.(Æ) ne se partage en trois équ. qu’après 
avoir ajouté aJu, ce qui donne, au lie u des équ. (i), trois équ. 
entre lesquelles, éliminant A, on aurait celles de la courbe 
cherchée. Si l’on avait pour limites deux points fixes, les cons
tantes seraient déterminées par la condition que la courbe 
passât par ces deux points : lorsqu’on a pour limites deux 
courbes, celle qu’on cherche doit les couper à angle droit 
comme ci-dessus. Ainsi, le reste du problème est le même dans 
les deux cas.

g34- QzzeZZe est la courbe BM (fig. 78) dont la longueur 
est donnée, qui passe en B et en M, et qui intercepte entre ses 
ordonnées terminales BC, PM et l’axe Ax, l’aire la plus 
grande? fyàx doit être un maximum, l’arc 5 étant constant : 
il faut donc combiner la variation de fZ=fjrdx avec celle de 
/j/(dx2 -f- dj,-2) — const. = o, suivant ce qu’on a vu n° 928 , 
afin de pouvoir partager l’équ. B en deux autres. On trouve 
pour la variation complète

d’où

et

Ces équ. sont identiques, puisqu’en intégrant l’une ou l’autre 
on parvient au même résultat; on ne doit donc pas éliminer à 
entre elles. La ire donne, en mettant |/( dxa-f-djr2) pour ds,

La courbe cherchée est donc un cercle ; et suivant qu’il tourne 
sa convexité ou sa concavité à l’axe des x, l’aire est un mini
mum. ou un maximum. On doit déterminer les constantes c, 
c et A par la condition que le cercle passe par les points B et 
3/, et que l’arc BM ait la longueur exigée. Tel est le plus 
simple des problèmes Isopérimèires.
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g35. Quelle est la courbe RM ( fig. 78 ) pour laquelle faire 
BCMP soit donnée, l’arc BM étant le plus court possible. ? 
On a ici ft/(dx'a4- dj'*) — minimum, avec la condition.........
Çpéx —const. = 0. En imitant le raisonnement ci-dessus, on 
obtient 

équ. visiblement les mêmes que celles que nous venons de 
trouver : le cercle est donc encore la courbe demandée.

g36. On demande quelle doit être la courbe MK (fig. 44) 
la plus courte possible, l’aire MAK comprise entre les deux 
rayons vecteurs AM, AK étant donnée?

On doit avoir s — f |/(do?24-d/1) = minimum, avec la con-

Ces équ. s’accordent visiblement, et il suffit d’intégrer la ire, 
A étant une constante arbitraire ; il vient 

On fera àj- -f- c — z, et l’intégration sera facile ( n° 809, IV) :

La courbe cherchée est donc un
cercle, assujetti à passer par les points M et K , et à former 
l’aire MAK de grandeur donnée. En sorte que toute autre 
courbe, passant par deux points Met K de cette circonférence, 
et formant la même aire, aurait l’arc intercepté dans l’angle 
MAK plus long que l’arc de cercle, quels que soient les points 
M et K. On verra de même que le cercle répond aussi au pro
blème inverse : de toutes les courbes, d'égale longueur entre 
deux points donnés, quelle est celle dont l'aire MAK est un 
maximum ?
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^3']. Parmi toutes les courbes planes, terminées par deux 

ordonnées BC, PM (fig. 71), qui engendrent dans leurs révo
lutions des corps dont l’aire est la même, on demande quelle 
est celle qui produit le plus grand volume?

On a

D’où il est facile de tirer

Ces équ. s’accordent entre elles, et la ire donne

Si la constante c = o, on trouve dx d’où

e'qu. d’un cercle dont le centre est en
un lieu quelconque de 1 axe des x, et qui doit passer par les 
deux points donne's. Toutefois ce cercle ne re'pond au problème 
qu’autant que l’aire engendrée par la révolution de l’arc CM 
se trouve avoir l’étendue exigée : en effet, l’équ. intégrale ne 
renferme que deux constantes, qu’on déterminera par la con
dition que la ligne passe par les points C et M. La solution 
générale du problème est donnée par l’équ. (1).

q38. De toutes les courbes planes, d'égale longueur entre 
deux points donnés, quelle est celle qui, dans sa révolution 
engendre un volume ou une aire maximum ?

Dans les deux cas, En outre, dans
1 un /^/adx, et dans 1 autre faryas (n° 792), doit etre un 
maximum. D’abord, dans le 1" cas, Z — Try^dx. En raiso*~ 
nant comme ci-dessus, on trouve

La courbe dont il s’agit ici jouit de la propriété qivs0’ *’ayon
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de courbure R est en effet, on a

Cette courbe est l’Élastique, dont le rayon de courbure est en 
raison inverse de l’ordonnée. Outre c et A, on a une 3e cons
tante; les conditions que la courbe passe par les deux points 
donne's, et ait la longueur exige'e, servent à déterminer ces 
trois quantités.

Dans le 2e cas,

La courbe demandée est une Chaînette (p. 4^4)» dont l’axe est 
horizontal : il y a maximum ou minimum, suivant qu’elle pré
sente à l’axe des x sa concavité ou sa convexité.

939. Quelle est la courbe de longueur donnée s, entre deux 
points fixes, pour laquelle/yds est un maximum? On trouvera 
aisément

A*
On obtient la même courbe que ci-dessus. Comme est

l’ordonnée verticale du centre de gravité d’un arc de coiirbe 
dont s est la longueur ( voy. ma Mécanique, n° 64), on voit 
que le centre de gravité d’un arc quelconque de la chaînette 
est plus bas que celui d’un arc de toute autre courbe terminé 
aux mêmes points.

940. En raisonnant de même pour Çy^Ax — minimum , et 
/j^x^xconst., on trouve y2 -J- xy = c, ou plutôt y= c : on 

y* y4 dxa unt droite parallèle aux x. Comme --—=- est l’ordonnée r 2/ydx
verticqltdu centre de gravité de toute aire plane ( voyez ma 

no celui d’un rectangle vertical dont un côté
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est horizontal, est le plus bas possible. En sorte que toute 
masse d’eau dont la surface supérieure est horizontale, a son 
centre de gravité le plus profondément situé.

Consultez l’ouvrage d’Euler, intitulé : Methodus inveniendi 
lineas curvas maximi minimise proprietate gaudentes.

VIII. DIFFÉRENCES ET SÉRIES.

Méthode directe des Différences. Interpolation.

g4t- Étant donnée une série a, 6, c, retranchons
chaque terme du suivant; cé—b— a, b'=c— b, c'=d—c... 
formeront la série a', b', c', d'... des différences premières.

On trouve de même la série a', b", c", d".........des diffé
rences secondes, a!' = b'— d , b" — c' — b', c"~ df — c'.........;
celles-ci donnent les différences troisièmes à" — b" — a", 
b'” = c" — b"... ; et ainsi de suite. Ces différences sont indi
quées par A, et l’on donne à cette caractéristique un exposant 
qui en marque l’ordre ; An est un terme de la suite des diffé
rences nes. On conserve d’ailleurs à chaque différence son signe, 
lequel est —, quand on la tire d’une suite décroissante.

Par exemple, la fonction y— x3— gr -|-6, en faisant suc
cessivement x = o, ï, 2,3,4-. • donne une série de nombres, 
dont j- est le terme général, et d’où l’on tire les différences, 
ainsi qu’il suit :

942. On voit que les différences troisièmes sont ici constantes, 
et que les différences deuxièmes font une équidifférence : on 
arrive à des différences constantes toutes les fois que y est une
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fonction rationnelle et entière de x, ainsi que nous l’allons 
démontrer.

Que dans le monome kxm on fasse x — ct}(Z} y... 6, x, A (ces 
nombres ayant h pour différence constante), on a la série 

coefficiens de la formule du binôme, on trouve

Telle est la différence première entre deux termes quelconques 
de la série k»m, k/3m, Xym.... La différence entre les termes 
qui précèdent, ou k(xm—6m~), s’en déduit en changeant A en x, 
x en 6; et comme x—x—h, il faut mettre A—Jt pour A dans ce 
2e membre :

Retranchant ces résultats, les deux premiers termes disparais
sent , et il vient, pour la différence 2e d’un rang arbitraire,

Changeant de même A en A—li dans ce dernier développement, 
et retranchant,les deux ier’termes disparaissent,et l’on a pour 
diffe'r. 3e,

et ainsi de suite. Chacune de ces différences a un terme de moins 
dans son développement que la précédente; la ire a m termes ; 
la 2e en a m—i, la 3e m—-2........ , etc. ; d’après la forme du
ier terme,qui finit par rester seul dans la différence mf, on voit 
que celle-ci se réduit à la quantité constante 1.2,3.. .mkhm.

Si dans les fonctions M et A7, on prend pour x deux nombres, 
les résultats étant m et n, celui qui provient de M-4- N est 
m Soient de même m' et n' les résultats donnés par deux 
autres valeurs de a?; la différence ire, provenue de 7IZ —f—TV 7 
est visiblement (m — wZ) -f- (ri — n). Il faut en dire autant 
des diffe'r. 3es, 4e8- • • : Xa de la somme est la somme des
dij/ér.
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Donc, si l’on fait x=ce,@,y.... dans kxm-]-pxm~'-±-.... r 
la différ. {m— i)' depxm~l étant constante, la me sera nulle, 
donc pour notre polynôme la différ. me est la même que s’il 
n’y avait que son Ier ternie kxm. Donc , la différence me est 
constante, lorsqu'on substitue à x des nombres équidifférens, 
dans une fonction rationnelle et entière de degré m.

f)43- On voit donc que , si l’on est conduit à substituer des 
nombres équidifférens , ainsi qu’on le fait pour résoudre une 
équ. numérique (page 92 et 216), il suffira de chercher les 
(m -f-i) i8rs résultats , d’en former les différences ires, 2e5... : 
la me n’aura qu’un terme; comme on sait qu’elle est constante 
et =1.2.3. . .mkhm, on prolongera cette série à volonté. On 
prolongera ensuite , par des additions successives, la série des 
différ. (m— 1)“ au-delà des deux termes connus; celle de 
(m—2)“ sera de même prolongée... ; enfin la série des ré
sultats provenus de ces substitutions, le sera aussi, autant qu’on 
voudra, par simples additions.

C’est ce qu’on voit dans cet ex. : a4—at*— 2a?-{- ï .

Ces séries se déduisent de celle qui est constamment 6.6.6... 
et des termes initiaux déjà trouvés pour chacune : un terme 
s'obtient en ajoutant celui qui est à sa gaucheavec le nombre 
écrit au-dessus de ce dernier. On peut aussi continuer les séries 
dans le sens contraire, pour obtenir les résultats de...........
x — — 1 , — 2, — 3... . Un terme s’obtient alors en retranchant 
le nombre inscrit au-dessus de l'inconnue de celui qui est à 
droite de celle-ci.

Dans le but qu’on se propose, de résoudre une équ., il n’est 
plus besoin de pousser la série des résultats au-delà du terme 
où l’on ne doit rencontrer que des nombres de même signe, 
ce qui arrive dès que tous les termes d’une colonne quelconque
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sont positifs du coté gauche,et alternatifs dans le sens opposé, 
puisque les additions ou soustractions qui servent à prolonger 
les séries conservent constamment ces mêmes signes aux résul
tats. On obtient donc , par cette voie, des limites des racines 
soit positives, soit négatives.

944- A. l’avenir, nous désignerons par la fonction de x 
qui est le terme général de la série proposée, et engendre tous 
les termes, en faisant x — o, i ,2,3...; par ex. ,j-5 désignera, 
qu’on y a fait x = 5, ou qu’on a égard au terme qui en a 5 
avant lui (le nombre 91, dans le dernier ex.) D’après cela,

En général,

945, Formons les différences de la série quelconque

En éliminant &, ô', c,cz...., des équations de la ire ligne, on 
réduit le 2e membre à ne contenir que a, a', a"........ On peut
au§si obtenir des valeurs de a, a", d"..qui ne renferment 
aucune lettre accentuée : on trouve

Comme les initiales a', a, a ... sont
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et que «, Z», <?, d... sont J’o, JF,, . •» on trouve

En général,

g46. Ces équ. donnent, l’une un terme quelconque de rang 
x (le terme général de la série), quand on connaît le Ier terme 
de tous les ordres de différences ; l’autre l’initial de la série 
des n's différences, connaissant tous les termes de la série 

/Ka* • • Pour appliquer la ire à l’ex. du n° 943, on fera

On se grave dans la mémoire les équations {A} et (5), en 
remarquant que 

pourvu que, dans les développemens de ces puissances, on 
transforme les puissances de A/0, en exposans de A.pour mar
quer l’ordre des différences , et les puissances de j* en indices, 
mais il faut qu’on mette au lieu du 1er terme 1.

g47* Quelle que soit la série proposée ayb,c,d..on peut 
toujours la concevoir tirée d’une autre dont on aurait omis 
périodiquement certains termes, par ex., dont on aurait pris 
les termes de 2 en 2, ou de 3 en 3, ou de 4 eu 4»« • Étant 
donnée la ire série a, b, c.... ou plutôt son terme général 

A), proposons-nous de retrouver cette suite primitive, 
que nous désignerons par

On voit qu’on suppose ici que h — 1 termes ont été supprimés
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entre a et b , autant entre b et c........ , lesquels ternies étaient
soumis à la même loi de génération que la série a.b.c... qui en 
fait partie. L’interpolation consiste à insérer entre les termes 
d’une suite proposée , un nombre désigné de ternies soumis à 
la même loi : pour interpoler, il faut donc trouver ces inter
médiaires, ou plutôt le terme général de la série (C). Il suffit 
visiblement de poser dans l’e'qu. ÇA), terme général de a,b,c... 

la condition x = ,z marquant le rang d’un ternie de la nou

velle série ÇC) ; car en faisant

On retrouve donc ainsi les mêmes nombres a, b, c.... que si 
l’on eût fait x = o, 1,2... dans A, et en outre h—1 termes 
intermédiaires. Cette substitution conduit à

Cette équ. donnera jrx quand x = z, z étant entier ou 
fractionnaire. On tire de la série proposée, a, b, c, d.. . , les 
différences de tous les ordres , et le terme initial de ces séries 
représente A1, a7. ..

Mais, pour pouvoir appliquer cette formule , il faut qu’on 
soit conduit à des différences constantes, afin qu’elle soit ter
minée, ou au moins qu’elle ait pour A1, A3.... des valeurs dé
croissantes qui rendent la suite D convergente : le développe
ment donne alors la grandeur approchée d’un ternie répondant 
à x=z ; bien entendu qu’il ne faut pas que les facteurs de A 
croissent assez pour détruire cette convergence, ce qui restreint 
z à ne pas dépasser une limite.

Par ex., on trouve n° 364 > X que

l’arc de 6o° a pour corde 1000,0 . , z.
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Puisque la différence est à peu près constante , du moins de 
6o° à 75°, on peut, dans cette étendue , employer l’équ. (D) ; 
faisant h—5, il vient, pour la quantité à ajouter à J-O=iooo,

Ainsi, en prenant z = i ,2,3..., puis ajoutant 1000 , on en lire 
les cordes de 6i°, 62°, 63°.... ; et même prenant pour z des 
valeurs fractionnaires, on a la corde d’un arc quelconque 
intermédiaire entre 6o° et 75°. Mais on ne doit guère étendre 
l’usage des différences ainsi obtenues, au-delà des limites d’où 
elles ont été tirées. Voici encore un ex.

On a

Nous considérons ici la partie décimale du log. comme étant 
un nombre entier. En faisant A = io, il vient, pour la partie 
additive à log 3100,

Pouravoir les log. de 3ioi, 3io2,3ro3...,on fera z=i ,2,3..., 
et même,si l’on veut log. 3107,58, on prendra z = 7,58, d’où 
résulterai 0606 pour quantité à ajouter au log. de 3100; savoir, 
log. 310758 == 5,4924223. T7oy. mon Astronomie pratique, 
n° 77, et ma Géodésie, n° 378.

948. Ces procédés s’emploient utilement pour abréger le 
calcul des tables de log. de sinus, de cordes, etc. On se borne 
à chercher directement des résultats d’espace à autre, et on 
comble ensuite l’intervalle par Interpolation.

Le plus souvent la série proposée a, b, c..., ou la table de 
nombres qu’on veut interpoler, répond aux rangs 1, 2,3..., 
alors Zt=i, et l’on cherche, quelque terme intermédiaire à yo 
et j répondant au rang z; l’équ. (Z?) devient alors

i°. Quand il arrive que a8 est nul, ou très petit, la série se

www.rcin.org.pl



5g2 différences finies.

réduit à/o4- za‘ ; d’où l’on tire que la diff. za* croît propor
tionnellement à z; c.-à-d., qu’il faut ajouter à y0 une partie 
de proportionnelle à z. Nous avons fait souvent usage de cette 
remarque (nos 91, III, et 626).

20. Lorsque A3 est constant, ou A3 très petit, ce qui arrive le 
plus souvent,

Ainsi formez j (z—1) A2, et corrigez A1 de cette quantité; 
puis considérez la série comme ayant ce résultat pour différ. 
ire, et que la différ. seconde y fut nulle; ce qui ramène la re
cherche au cas précédent. Par ex.

Comme les A3 sont constans, pour avoir log 310,758 , on fait 
z ~ 0,758, d’où | (z—1) Aa—o, 121 .45 — 5,445 ; ajoutant à 
A', on a 13gg2,445 qu’il faut multiplier par z ; le produit est 
10606,27 ; dont log 310,758 = 2,4924223.

3°. Quand A3 est constant, ou que A4 est négligeable, la 
série (£) n’a que quatre termes, et l’on voit qu’il faut corriger 
A2 de | (z — 2) A3, et regarder cette quantité A3 comme une 
différ. 2e constante ; et ainsi de suite.

On peut voir des applications de cette théorie à la p. 101 des 
tables de log. de Callet, où l’on calcule ces log. avec 20 déci
males.

4°. Réciproquement, si les termes yz et yo sont donnés et 
qu’on demande le rang z du Ier, la différ. 2e étant constante , 
on a

On fait d’abord le calcul en négligeant le 2e terme du dénom., 
ce qui donne une valeur approchée de z, qu’on substitue en
suite pour z dans la formule (F) sans y rien omettre.

www.rcin.org.pl



INTERPOLATION. 5g5

Si l’on connaît le résultat du calcul, dans l’ex. précédent, on 
en tire le numér. yz—j-0_ 10606, qui, divisé par A' = i3g8;, 
donne une ire approximation, z —0,758: cette valeur mise

pour z, dans F, donne

Le problème inverse se résoudra de même lorsque A3 sera 
constant, etc. Conn. des Tenus, 1819, p. 3o3.)

g4g. Voici une manière commode de diriger le calcul quand 
A* est constant, et qu’on veut trouver n nombres intermé
diaires successifs entre et En changeant 7, en z-|-i dans 
(Z?) et retranchant, on a la valeur générale de la différ. ire 
pour la nouvelle série interpolée : faisant de même sur celle-ci, 
on obtient la différ. 2e, savoir :

Différ. , Différ.

On veut insérer n termes entre et yx ; il faut prendre 
h = 11 -4- 1 ; puis faisant z = o, on a le terme initial des diffé
rences

on calculera J12, puis J0 ; ce terme initial J'1 servira à composer 
la suite des diffe'rences ire8 de la série interpolée en est la 
différ. constante); puis, enfin, on a cette série par de simples 
additions.

Veut-on, dansl’ex- de la p. 5g i, calculer les log. de3ioi ,3102, 
3io3..on interpolera g nombres entre ceux qui sont donnés : 
d’où n — 9, t= — 0,45, ^' = i4°o,725. On forme d’abord 
l’équidifférence qui a J1 pour terme initial, et— o,45 pour 
différ. constante , les différ. premières sont

Des additions successives, en partant de log 3xoo, donneront 
les log. consécutifs qu’on cherche.

Je suppose qu’on ait observé un phénomène physique de 12* 
T. II. 38
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en 13*, et que les résultats mesurés aient donné

Si je veux trouver l’état qui répond à 4A, 8*, i2A..j’inter
polerai 2 termes, d’où n=2, /‘1 = 16, J*1 = 58; composant 
l’équidifférence qui commence par 58, et dont la raison est 16, 
j’aurai les différences i'eï de la nouvelle série, et par suite 
celle-ci :

La supposition des différ. 2f8 constantes convient à presque 
tous 'es cas , lorsqu’on peut choisir des durées convenables. 
On fait fréquemment usage de cette méthode en Astronomie ; 
et même quand l’observation, ou le calcul, donne des résul
tats dont les différ. 2*8 offrent une marche peu régulière, on im
pute ce défaut à des erreurs , qu’on corrige en rétablissant une 
marche uniforme.

g5o. Les tables astronomiques, géodésiques..., se forment 
d’après ces principes. On calcule directement divers termes, 
qu’on prend assez rapprochés pour que les différences irc> ou 2“ 
soient constantes; puis on interpole pour obtenir les nombres 
intermédiaires. V. mon Astronomie pratique, n° 78.

Ainsi, quand une série convergente donne la valeur de j', à 
l’aide de celle d’une variable x ; au lieu de calculer y chaque 
fois que x est connu, quand la formule est d’un fréquent usage, 
on détermine les résultats^/ pour des grandeurs de x graduelle
ment croissantes , de manière que les y soient peu différons : 

Jii inscrit, en forme de table, chaque valeur de y près de celle 
qu’on nomme V Argument de cette table. Pour des nombres 

x intermédiaires, de simples proportions damnent /, comme
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on l’a vu pour les log. (1er vol., page ia3), et à la simple 
inspection, on obtient les résultats cherchés.

Quand la série a deux variables, ou argumens, xetz, les 
valeurs de y se disposent en table à double entrée, comme celle 
dePythagore (n° i4) ; en prenant pour coordonnées x et z, le 
résultatest contenu dans la case déterminée ainsi. Par ex., ayant 
pris z=i, on rangera sur la tre ligne toutes les valeurs de 
y correspondantes à a?= 1,2, 3... ; on mettra sur une2eligne, 
celles que donne z = 2 ; dans une 3e, celles de z = 3.. . Pour 
obtenir le résultat qui répond à x = 3 et x = 5, on s’arrêtera 
à la case qui, dans la 3e colonne, occupe le 5e rang. Les va
leurs intermédiaires s’obtiennent d’une manière analogue à ce 
qui a été dit. V. p. 21 et 2^.

g5i. Nous avons supposé jusqu’ici que les x croissent par des 
équidifférences. S’il n’en est pas ainsi, et qu’on connaisse les 
résultats y~ a, b, c, d... provenus des suppositions quel
conques x = 7,^..., on peut recourir à la théorie ex
posée n° 4^5, lorsqu’il s’agissait de faire passer une courbe 
parabolique par une suite de points donnés : ce problème n’est 
en effet qu’une interpolation. On peut aussi opérer comme il 
suit.

A l’aide des valeurs correspondantes connues a, ce, b, £..., 
formez les fractions consécutives :

Éliminant entre ces équ., on trouve successivement
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On cherchera donc les différences ires entre les résultats a, b, 
c..., et l’on divisera parles différences entre les suppositions 
», 7..., ce qui donnera A, A,, A,... ; traitant ces nombres
d’une manière analogue, on en déduira B} B,, Ba... -, ceux-ci 
donnent C, Ct... ; et enfin substituant, on a le terme général 
demandé.

En exécutant les multiplications,l’expression reçoit la forme 
a + a'x-^-a'x1.... de tout polynôme rationnel et entier; cela 
vient de ce qu’on a négligé les différences supérieures (n° g4?- ).

Corde de 

on a
On peut négliger les différences 3e’, et poser

g52. En considérant toute fonction yx, de xy comme étant 
le terme général de la série que donne x=m,m-j-, 
si l’on prend les différences entre ces résultats, pour obtenir 
une nouvelle série, le terme général sera ce qu’on nomme la 
Différence première de la fonction proposée yx, qui est repré
sentée par &yx. Ainsi, on obtient cette différ. en changeant x 
en x dans et retranchant yx du résultat; le reste en
gendrera la série des différences ire’, en faisant x — m , m -J- ,

etc. C’est ainsi que

Il restera à réduire cette expression, ou à la développer selon 
les puissances de h.. .

En général, il suit du théorème de Taylor, que
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P our obtenir la différence 2e, il faudrait opérer sur Ayx, comme 
oui a fait pour la proposée ; et ainsi des différences 3e’, 4's-. -

Intégration des Différences. Sommation des Suites.

g53. L’intégration a ici pour but de remonter d’une diffé
rence donnée en x, à la fonction qui l’a produite; c.-à-d. de 
retrouver le terme général j-* d’une série 
connaissant celui de la série d’une différence d’ordre quel
conque connue. Cette opération s’indique par le signe S.

Par ex,, S(3x’-j-x—2) doit rappeler l’idée suivante, sachant 
que A == 1 : une fonction jrx engendre une série, en y faisant 
x — o, 1,2,3...; les différences ires qui s’ensuivent forment 
une autre suite dont 3x* + x— 2 est le terme général (elle est 
ici — 2, 2, 12, 28...). L’objet qu’on se propose en intégrant 
est donc de trouver fonction qui, si l’on metx-f-i pour x, 
donnera,en retranchant,le reste 3xa-f-x—2.

Il est facile de voir que, i°. les signes S et A se détruisent 
(comme f et J); ainsi ^^fx—fx.

954. Le problème de déterminer jrx par sa différence ire, ne 
renferme pas les données nécessaires pour être résolu complète
ment ; car pour recomposer la série provenue de en partant 
de—-2,2, 12, 28..., faisons le t,r terme jro — a, nous trou
vons, par des additions successives, a, a — 2, a-j-2, 04-12..., 
et a demeure arbitraire.

Toute intégrale peut être considérée comme comprise dans 
l’équ. (p. 58g); car en prenant x = o, 1, 2, 3..., dans 
la différence lre donnée en x, on formera la suite des diffé
rences if*‘; retranchant celles ci consécutivement, on aura les 
différences 2e’, puis les 3e’, 4es««- Le terme initial de ces séries 
sera A‘jo, . . , et ces valeurs substituées dans (y/) don
nent Ainsi, dans l’exemple ci-dessus (qui n’est que celui
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5y8 DIFFÉRENCES FINIES

du n° 943» quand a~ 1), on a (n° g46)

d’où
En général, le 1er terme j-0 de l’équ. {A} est une constante 

arbitraire,qui doit s’ajouter à l’intégrale. Si la fonction donne'e 
est une différence 2e, il faudra, par une ir® intégration, re
monter à la différence irB, et de celle-ci à jrx ; ainsi ,1’on aura 
deux constantes arbitraires ; et, en effet, l’équ. {A} fait con
naître encore en trouvant ûa, A3... ; seulement et &'yo 
restent quelconques. Et ainsi des ordres supérieurs.

g55. Proposons-nous de trouver Zxm, l’exposant m étant 
entier et positif. Représentons ce développement par 

a, b, c... étant des exposans décroissans qu’il s’agit de déter
miner, aussi bien que les coefliciensp,q." Prenons la différence 
ire, en supprimant le Saui" membre, puis changeant x en 
x-^h dans le 2e, et retranchant. En nous bornant aux deux 
iers termes, nous avons

Or, pour que l’identité soit établie, les exposans doivent donner 
les équ. a—i~m, a—%~b—1; d’où a = m-4~i, b~m; de 
plus, les coefliciens donnent

Quant aux autres termes , il est visible que les exposans sont 
tous entiers et positifs ; et l’on peut même reconnaître qu’ils 
manquent de 2 en 2; c’est, au reste , ce qui suit du calcul ci- 
après. Posons donc 

et déterminons a, 0, y... Prenons,comme ci-dessus, la diffé
rence ire, en mettant x-{- h pour x, et retranchant : et d’abord 
en transposantpxmJ!'y—l*"1, 011 trouve que le irr membre, à
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cause de ph(m 4-1 ) — i, se re'duit à

Pour abréger, nous omettons ici les termes du développement 
de 2 en 2 ,que le calcul prouverait s’entre-détruire ; et nous dé
signons par i, m, A'\ A"... les coefliciens du binôme. Venons- 
en au deuxième membre , et faisons le même calcul sur.........
«x1"—... nous aurons, avec les mêmes puissances 
respectives de x et de A,

En comparant terme à terme, on en tire aisément 

d’où l’on tire enfin

Ce développement a pour coefliciens ceux du binôme de deux 
en deux termes, multipliés par de certains facteurs numé
riques a, b, c..., qu’on a nommés Nombres Bernoulliens, 
parce que Jacques Bernoulli les a le premier déterminés. Ces 
facteurs sont d’un fréquent usage dans la théorie des suites ; 
nous donnerons un moyen plus facile de les évaluer (n° 957) : 
en voici d’avance les valeurs.

q56. Concluons de là que , pour obtenir Sx”', m étant un
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nombre donné entier positif, il faut, outre les deux premiers

termes , prendre le développement de

en rejetant les termes de rangs impairs, Ier, 3e, 5e..., et mul
tiplier les termes conservés, respectivement par a , b, c..........
x et h n’ont que des exposons pairs quand m est impair, et réci
proquement; en sorte qu’on doit aussi rejeter le dernier terme 
hm, lorsqu’il vient en rang inutile ; la quotité des termes est 
j m -4- 2 , quand m est pair; et \(m -f- 3) quand m est impair, 
c.-à-d. la même pour un nombre pair et pour l’impair qui suit.

Veut-on on développera

et conservant les termes, on aura

donc

C’est ainsi qu’on obtient
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957. Voici un moyen facile d’étendre aussi loin qu’on veut 
les valeurs des nombres bernoulliens a, b, c.... Qu’on fasse 
ar=Æ=i, dans l’équ. (Z?) ; est le terme général de la série 
qui a xm pour différence 1te ; nous considérerons ici S1, et cette 
série est la suite naturelle o, 1,2, 3.... Prenons zéro pour 

i*r membre , et transposons

En faisant m = 2, le 2e membre se réduit à am, d’où l’on tire 
<7 = T‘-; m=4 donne am + b A", ou 4^4-4^, Pour membre; 
on trouve am 4- bA'f 6c, pour m = 6.... ; ainsi, en procé
dant selon les nombres pairs ttj = 2,4» 6, 8...., on obtient 
chaque fois une équ. qui a un terme de plus, et sert à trouver 
de proche en proche le dernier terme 2a,4^,6c... mk.

g58. Prenons la différence du produit 

en mettant x-^-h pour x, et retranchant, il vient 

divisant par ce dernier facteur constant,intégrant,et remettant 
pour jra sa valeur, on trouve

Cette équation donne l'intégrale du produit de facteurs qui 
forment une é qui différence.

959. En prenant la différence du 2* membre, on vérifie 
l’équation
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g6o. Soit yx-=.ax \ la différence est

donc

961. L’équ. suivante est n° 8 dans la note de la p. 3^3, 1 vol.,

or,

intégrant et changeant x -J- en z, on a

On trouverait de même

Lorsqu’on veut intégrer des puissances de sinus et cosiïius, 
on les traduit en sin. et cos. d’arcs multiples (yoy. p. 256), et 
on a des termes de la forme A sin qx, A cos qx ; faisant yx=z, 
l’intégration est donnée par les équ. précédentes.

962. Soit représentée l’intégrale d’un produit uz par

u, z et t représentant des fonctions de x , celle-ci inconnue, u 
et z données. En changeant x en x-\-h dans uSz-j-t, u devient 
u-j-Azz, z devient z4-Az,etc. ,et l’on a 

retranchant notre 2e membre uAz -f“ G on en obtient la diffé
rence , ou celle de uz ; de là résulte l’équation

Donc 

cette formule répond à l’intégration par parties des fonctions 
différentielles, p. 44^
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g63. Il n’y a qu’un petit nombre de fonctions dont on sait 
trouver l’intégrale finie ; on a recours aux séries quand on ne 
sait pas intégrer exactement. Celle de Taylor ùjrxz=yh + • • • 
(n° q5î) , donne 

où y, sont les de'rive'es successives de Regardons y
coin me une fonction z donne'e en x ; il faudra faire y=z,y—z',

puis

Cette équ. donne Sz, quand on sait trouver Sz', Sz"... ; pre
nons la dérivée des deux membres; celle du 1er sera Sz', ainsi 
qu’on peut s’en assurer. On tirera de là Sz", puis Sz'"........ ; et,
même sans faire ces calculs, il est aisé de voir que le résultat 
de la substitution de ces valeurs sera de la forme

Il reste à déterminer les facteurs B, C... Or, si z = xm, 
on en tire fzdx, z', z*..., et, substituant, il vient une série 
qui doit être identique avec (Z?), et, par conséquent, privée 
des puissances m— 2, m— 4 - • • En sorte qu’on posera

a,btc... étant les nombres bernoulliens.

Par ex.

donc

964. La 6érie a, b, e, d............k, ly ayant pour différ. i’e
a', b'fc , on a vu (n° g45) que 

équ. dont la somme donne

Si les nombres a, b' ,c'... sont connus, on peut les considérer
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6o4 DIFFÉRENCES FINIES.

comme étant les différ. ire> d’une autre se'rie a, b r c..., puis
qu’il est aisé de composer celle-ci à l’aide de la ire et du terme 
initial a. Par définition ( n°g53 ) nous savons qu’un terme quel
conque b', pris dans la série donnée a', b', c'..., n’est autre 
chose que AZ, puisque l'~m—l‘t en intégrant l' — kl, on a 
SZ' = Z, ou 

en supposant l’initial a compris dans la constante du signe S. 
Donc, en prenant l’intégrale d’un ternie quelconque d’une 
série , on obtient la somme de tous les termes qui le précédent,

Bien entendu que pour avoir la somme de la série, y compris 
le terme généralyx, il faut ajouteryx à l’intégrale, ou bien y 
changer x en x -p i, ou enfin changer x en 1 dansavant 
d’intégrer. Du reste, on détermine la constante en rendant la 
somme =jro quand x = i.

g65. On sait donc trouver le terme sommatoire de toute 
série dont on connaît le terme général, en fonction rationnelle 
et entière de Soit yx — Axm — Bx* C, m et n étant 
entiers et positifs, on a Alx™ — 4" pour somme
des termes jusqu’à yx exclusivement. Cette intégrale une fois 
trouvée par l’équ. D, on changera xen x-|-> 1, et l’on déter
minera convenablement la constante.

Soit, par ex., yx — x(yx—1); changeons x en zr-fr-*, et 
intégrons le résultat; nous trouvons 

on n’ajoute pas de constante, parce que x = o doit rendre la 
somme nulle <yoy. p. 25).

La série i™, 2m, 3'n.. . des puissances m's des nombres natu
rels, se trouve en prenant ( équ. Z?) : mais il faut ensuite 
ajouter le Xe terme qui est xm, c.-à-d. qu’il suffit de chan
ger — 2e terme de l’équ. D, en -r {xm : il reste ensuite 
à déterminer la constante, d’après le terme auquel on veut que
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la somme commence. Par ex., pour la suite des carrés, on 
pnend Sx2, p. 600, en changeant le signe du 2e terme, et l’on a 

la constante est = o, parce que la somme est nulle quand x=o. 
Mais si l’on veut que la somme s’étende de n2 à x2, elle est nulle

Cette théorie s’applique à la sommation des nombres figurés. 
Pair ex., pour ajouter les x ieT* nombres pyramidaux 1.4.10.20 .. 
(p.. 21), il faut intégrer le terme général ±x(x 4- 2) (x -f- 1);

966. Les nombres figurés inverses sont des fractions qui 
ont 1 pour numérateur, et pour dénominateur une suite figurée. 
Le x' terme de l’ordrep est (p. 22 )

est l’intégrale (n°g5g). Changeons a? en x-f- 1, puis détermi
nons la constante en rendant la somme nulle quand x = o, 
nous aurons C=z^~---- - ; et la somme des x ic” termes est

Faisons successivementp=3, 4, 5...., et nous aurons

www.rcin.org.pl



6o6 différences finies.
et ainsi de suite. Pour obtenir la somme totale de nos séries, il

. faut rendre x infini, ce qui donne -—- pour la limite dont

elles approchent sans cesse.
Pour la série sin a, sin (a+h), sin (a+2h)............ ,  on a

(n’961)

changeant x en x+I, et déterminant C par la condition que 
x = — I rende la somme nulle, on trouve, pour terme som
ma toire,

ou

en vertu de l’équ. (8) de la note p. 373, Ier vol.
La suite cos a, cos (a+h), cos (a+2h)... donne de même

pour terme sommatoire,

FIN.
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Erratum du Tome I.

Page 44^ ligne en remontant, + j/n5 ^Lsez — Vn

Errata du Tome II.

Pages 27 ligne 11, le 1" de A, lisez le premier de' A
33 8, en remontant, m!u lisez m."

273 et 275 lisez trigonométrie sphérique, au titre de la 
page.

Ajoutez à la fin de l’art. 626, p. 247 ,

La série E est peu convergente pour les petits nombres 2, 3,
5... Voici l’usage qu’en fait Borda {Tableau de log. décimales) ;

il pose d’où

Telle est la différ. entre les log. de deux nombres m et n, 
exprimée par une série très convergente, surtout quand m et 
n sont grands et peu différens. Ainsi, pour m= 101 etn=ioo, 
le ier chiffre significatif du 2e terme n’est que du 8e ordre dé- 
çimal, et dès le nombre 100, on peut se contenter du 1er terme, 
lorsqu’on ne calcule les log. qu’avec 7 chiffres décimaux, et on 
obtient la différ. entre deux log. successifs.

Pour les petits nombres, Borda pose

il trouve et les log. népériens
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qu’on fasse successvement p — 5, 6, 7 et 8, on aura

Ces se'ries rapidement convergentes, sont faciles à calculer, et 
on tire ensuite leslog. de 2, 3,5 et 7 par l’élimination entre 
ces quatre équ. du 1e1 degré. Haros a imaginé de poser

Il obtient ainsi une série procédant selon les puissances im

paires de , qui est tellement convergente, que

dèsp = 12, le 2e terme a son ier chiffre significatif au 9e ordre 
de décimales. Il obtient ainsi le log. de/? 4- 5, lorsqu’il con
naît les log. dep4-4>2î4"3,p,p — 3 et p — 5.
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