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Vorwort.

Das  methodifde Lehrbud) der Elementar-Mathematif, bdefjen
erften Teil i) Hiermit eridjeinen lafje, griindet fih auf eine mehr al3
bretundzivanzigjdbhrige Lehrerfahrung an  verfdhiebenen Unterrvichts-
anftalten, zu denen mehreve Gymnafien, eine Kinigliche Provinzial-
Geterbejdhule und eine Realfdhule mit Fachflajfen gehoren und auf
eine faft zwanzigjdhrige diveftoviale Thitigteit.

Der Unlap zur DBearbeitung bdes Werfed mwurbe durd) die
preupijhe Schulveform und bdie Lehrplanerlafje von 1892 gegebern.
Auf meine Teilnahme an den Reformberatungen und auf frithere
Leriffentlihungen braudje id) wohl nicht befondersd hinguveifen. Aud
durd) die Beteiligung an den Diveftovenfonferengen der Proving Weit-
falen, an den Lebhrplanberatungen fitr die mittleren Fad)jchulen, die im
Sahre 1883 im Rultusminifterium ftattfanden, und an den Arbeiten
der Sdulfommiffion ded LVeveind der Deutjhen Jngenieuve Hhoffe id
einigen Cinblid in dad wirtliche Hnterrichtsbediirfnis getwonnen
st Haben. : BT b et

S Habe das Lehrbud) ‘ald ein methodijchesd begeichnet. WMaf-
gebend fitr die Wnordnung waren aljo nicht wiffenjchaftlich-jyftematijche,
fonbern nur piadagogijdhe Gefichtdpuntte, was durdjausd den Forbe:
rungen der Sdjulrveform entjpridht. Die Elemente ded Cuflid be-
ginnen mit der Definition ded Punftes, der Geraden u. {. w., und
eine ununterbrochene Kette von Sdhluffolgerungen fithet dort ohne
Abjdhweifungen zum bvorgeftecten Jiele hin. Meag Ddiefe Art der
Darftellung nod) jo wiffenjdhajtlich und jyftematijch fein, einen wirflic
padagogifchen Wert Hat fie niht. Quartaner fann man nidt ohne
Weitered auf dem Wege der abjtraften Definition und der formalen
Qogif in die Welt der mathematijhen Grdfen einfithren, man muf
bielmehr mit der Bejdyreibung forperlicher Modelle beginnen und erft
nad) gewonnener Kldrung der Vegriffe zur iwiffenjdhaftlicheren Be-
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v Bortwort.

Handlung iibergehen. Jm [brigen Handelt e3 fich bei bem mathe-
matijhen Lehrgebdude nicht um eine Rette, fondern um ein viel:
verztveigted e von Wabhrheiten. Der von Cuflid eingefdhlagene
Weg ift nicht der einzige, fomdern ein vereingelter unter unzdahligen
andeven, zwijchen denen ed eben jo zahlreidhe Berbindungdglieder giebt,
die Dbiseilen in wunbderbar iibervajhender Weife bon Ddem einen
Gebiete in dad anbdere hiniiberfithren.

Der Lehritoff ift nicht nach wiffenjdhajtlichen Kategorieen, fondern
aud praftijen Griinden nach) Klajjen und Jahrgingen geordnet.
Die Anpajjung an dag wirvtlide Unterridhtdbediirfnisd und
der Anjdhluf an die Lehrplan-Vorjdriften von 1892 find
dabei dag allein Vejtimmende gewefen.

Wm jedoch die Brauchbarfeit ded Buchesd nicht auf eirte eingige
Art von Hiheren Schulen zu bejhranfen, tourde in den Lehrgang
der eingelnen Klafjen Ciniged aufgenommen, wad auf dem Gymnafium
gany entbehrt, ober einer hiheren Rlafje, odex ettva dem Redjenuntervichte
und gegebenenfall3 dem Beidenunterrvichte zugetviefen tverden fonnte.
Durd) Cinflammerung und Randbemerfungen wird an entfprechender
Ctelle jedesmal davauj aufmerfjom gemacht.

Dadurd) wird nicht nur mande IMMisdbeutung befeitigt, die man
den mewen Lehrplinen mit Unvedht entgegengebracht Hat, jondern dem
Lehrer gugleid) einiger Spielvaum jur individuellen Behanbdlungsiveife
gelaffen, und died entjpricht durchaud der bei den Reformberatungen
audgejprochenen Abficht ded Minifteriums, unsd von der allzuftarren
Gebunbdenheit der Lehrplane zu befreien. Wollen dodh) aud
die bom Untervichtd-Miniftevium versffentlichten nur zeigen, ivie ettva
dad beftimmt vorgejdhriebene Jiel errveicht werden fann, ohne jedoch
eine wangdeife BVefolgung Hi3 in die fleinften Eingelheiten zu
verfangen. Scdon die Riirze der Darftellung ift ein Beweid dafiir,
bap ber imbividuellen Ausdgeftaltung hinveidhender Spielvaum gelafjen
terden joll.

Dad Lehrbud) tweiht im Sinme der preupijhen Schulveform
von den bidher gebrauchten in manderfei Hinfidht derartig ab, daf
sur Crirterung der mapgebenden Gefichtspuntte mehr Raum erforderlich
ift, a3 id) fiir dad Vortwort beanjpruden darf. Jnjolge deffen Habe
i) fiir die Qehrer der Mathematif ein befonderes Begleit:
wort gejdyrieben, weldes den Herven Kollegen von der BVerlags-
Budhhandlung beveittillig verabfolgt wird.

So bleibt Denn nur nod) zu bemerfen, dap der erfte Teil bid
sur Abjhluppriifung der BVollanftalten und der gleidvertigen Ent-
lafjung8priifung der BHhoheven Schulen mit fechsjahriger Unterridhts-
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Bormwort. v

pauer veiht und durd) Pereingiehung bder Logarithmen und ihrer
Anwendung auf Jinjesdzind-Rednung, Trigonometrie und Stereo-
metrie, auferdem aber durch) Unleitung zum vidtigen ftereometrijchen
Beidynen jene Abrundung der mathematijdhen Borbildbung zu geben
fudgt, die den jungen Qeuten, die jofort ind praftijdhe LQeben iiber-
gehen oder zu Hoheven Fadhjchulen itberfiedeln twollen, einige Biirg-
fhaft Dafiiv giebt, daf fie den Dortigen Unforderungen gegeniiber
nidht allzu Hilflo3 daftehen twerden.

Hagen i. W., den 16. Degember 1893.

Dr. 6. fjolymiiller,
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Erite QIBtetIung.
Geometrie.

A. Ychraujgabe der Quarta.
(Criter Jahrgang.)

I Einleitung,

Sm praftifden Qeben und in der Wiffenjdhaft {pielt dad genaue
Mejjen von Griofen eine widhtige Rolle. Entfermungen mipt man
3. B. in Metern, die Grofe von Flddenviumen in Duadratmetern,
pen Jubalt vonm RKorpern in RKubifmetern und Ddie Jeitgropen in
Gefunden. Gejdwindigleiten bejtimmt man 3 B. durcd) bdie Anzahl
der in einer Sefunde juviidgelegten Meter, Gewidhte und Krdfte mift
man 3 B. in Kilogrammen, die Wirme in Graden nad) Celfius,
und ebenfo twerden eleftrijhe Spannungen, medanifde Arbeiten, die
Qeiftungsfibigleit der Majdhinen w. j. w. in Dbejtimmten Mafen oder
Cinheiten gemeffen. Die gemefjene Grofe tird jededmal durd) die «
Ynzahl der entjprechenden Cinbeiten dargejtellt. Sieht man von den,
leteren ab, fo Hat man die Fahl allein, die man naturgemd ald
eine Sahlengriofe begeichnet.

Die Wiffen|daft, die fih mit den mefbaren Griofen und den
Bahlen befdhiftigt, wird Mathematif genannt. [Der geeignete
deutjhe Name tiivde Grifenlehre oder Mepfunit jein.]

Nan unterjdeidet jedod) reine und angewandte Niathematit.
Die reine Mathematif bejdhdftigt fih nur mit den grundlegenden
Raum- und Jabhlengrofen. Jn der angetwandten Mathematif Handelt
e3 fih um dad3 Nupbarmachen der gewonnenen Crgebnifife fiir die
®ebiete anberer Grofen. Beifpiele der angewandien NMathematit
bieten die mathematijche PHyfif, bejonderd bdie Medhanif, die Uftro-

Polzmiiller, Mathematif. I. 1
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2 Grite Abteilung: Geometrie.

nomie, die mathematijhe Geographie, die Nautif, bdie Landmef-
funjt, da3 Marfjcheiden, die Baufunde, die Majdhinenfunde wu. §. .

Sn Folgendem Handelt e fidh nur um die veine Mathematif.
Die Reumlehre wird Geometrie, die Jahlenlehre Arithmetif ge-
nannt.  Bundd)ft jollen die Anfang3griinde der Raumlehre behandelt
werben.

IL Allgemeines fiber den Raumbegrif und die Ranmlehre.

1) Gimtlige Rbrper, die wir finnlidh) wabhrnehmen, befinden
fig im Weltvaume. Diefer erftredt fih nad) allen Ridtungen
hin ind Unbegrenzte (Cndlofe, Unendliche). Wollte man verfuchen,
ihn ald begrenyt su denfen, fo viirbe aud dbem Begriffe ber Grenze
folgen, daf e3 {id) dabei Do) nur um bdie Abgrenzung gegen einen
anderen Raum Handeln fonnte, daf man alfo nur einen Teil ded
Gejamtraumes ind Wuge gefaht Hatte. Den endlofen Raum {id) vor-
suftellen, diberfteigt die Fdhigteit de3 menjdhlichen Geiftes. Man ge-
langt Hochjtens bid zu dem Begriffe eined immer grofer und grifer
erdenden Raumes.

2) Borftellbar find nur vollftandig begrengte (enbdliche) Teile
besd Raumed. Jeder wirfliche Korper nimmt einen ringd umjdlofjenen
Zeil bed Raumes ein. Dabei fann man fid) die Raumerfitllung ald
eine pollfommene Ddenfen, den Korper demnach) al8 durdjaus mafjfiv
annehmen. Dann gremzt die fichtbare Oberflache ded Kbrperds den
Suuen=-Raum gegen Dden AuBen-Raum ab. Die Oberfliche gehort
foroohl dem Junen-Raume, ald auch dem AnBen-Raume an, fie befiht
feine Dide, fie nimmt felbft Feinen forperlichen Raum ein, fie ift nur
die Grenze zweier Raume. WAlfo: Der Raum ift teilbar, und
3iar teilbar durd) Fladen.

3) Flachen fommen ebenfalld unbegrenst und begrenzt fein. Sind
fie begrenst, fo find die Grenzen Linien. Aud) die Linien find ent-
teber Degrvenzt oder umbegremzt. Jm  erjteren Falle Deien die
Grengen Punfkte.

4) UAn jedem wirflihen Korper unterjheidet man Form und
Stoff (Geftalt und materiellen Juhalt). Die Geftalt fann 3. B. bie
bes Wiirfel3, der Kugel, der Pyramide fein, al8 Stoff fann man
3 B. Cijen, Holz, Stein annehmen. Nur die Unterfudung der
Geftalt gehort der Raumlehre an, die ver jtofflichen Berhaltnifje
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II. Allgemeined iiber den Raumbegriff und die Raumlehre. 3

bagegen irgend einem Bweige der Naturiwiffenjdaft, 3 B. bder
Chemie, der Mineralogie, der Botanif. Die Raumlehre bejdhdftigt
fih alfo nicht mit dem fjteinermen, eifernen ober holzernmen Wiirfel,
nidgt mit dem Wajjer- oder Quftwiivfel, fondern mit der Wiirfelgeftalt
an fid), ohne jede Vezugnahme auj den Stoff. Diefer nur gedadjte
(abitrafte) Wiirfel joll ber mathematijdhe Witrfel heifen. Allgemein
hat man in diefem Sinne jtreng ju jdeiden wijhen mathematijden
Rorpern und wirtliden (phyfifhen) Kirpern.

Der Unterfdied jiwvijchen Ddiefen beiden Arten von RKdrpern ijt
ein fehr tveitgehender. Betvachtet man 3. B. die Teile eines nod) fo
genau gearbeiteten Metalliviivfeld unter ftarfer BVergroferung, jo zeigen
fid) pielfache Mangel und Ungenauigfeiten. Die Fladjen find nicht
vollfommen eben, dad Wuge bemerft jogar Vertiefungen, die darvauf
fchliegen laffen, daB im Jmmern des RKbrperd fid) Hohlraume (Poren)
befinden. Die KRanten, in denen die Fladen zujammenitoen, find
nid)t vollfommten geradlinig, fonderm bhier und dort |dhwanfend in
ber Ridhtung, aud) find fie nicht vollfommen {dHarf, fondern in ver:
fchiedenem Grade abgerundet. Die Eden endlid), in denen bdie
Ranten zujammentreffer, find nicht vollfommen fpis, fondern fie ex-
fheinen al8 abgerundet oder abgebrochen. Aud) davauf fei aufnterfiam
gemacht, daf Der irflihe Korper durd) Crivirmung gleidymapig oder
ungleimafpig audgedehnt twerden fanm, twobei dad leptere Geftalt:
vevinberungen Herbeifithrt.

BVon allen diefen Ungenauigfeiten und Cigentitmlichfeiten it bei
dem mathematijhen Kibrper ebenfall abzufehen. Die Raumlehre be-
fdhdaftigt i) nur mit dem unverdnderlichen, vollfommen genauen
Wiivfel, der abfolut genauen Kugel u. . w., alfo nur mit Jdeal-
geftalten, die in Der Wirflichteit nicht vorhanden find und nur ge-
bacht toerben fommen. Die genaueften Mobdelle, Ddie genaueften
Beidnungen mathematijher Gebilde find dodh) nur ungenaue und
rofe Bervanjdaulidhungen jener Jdealgeftalten.

5) Diefe Jdealgeftalten Hhaben aber den grofen BVorzug,
bap man iiber fie mit untriigliher Gewipheit und voll:
fommener Genauigfeit beftimmte Ausdjagen maden fanm
Qingen, Fladeninhalte, Kovperinhalte u. |. w. laffen fidh Hier deshalb
mit voller Genauigleit angeben, weil von Sdhwanfungen der geraben
Qinien, von Unebenheiten der Flacdhen, von unvolfommener Raum:
exfitllung und von fonftigen fjtovenden JBufdlligfeiten nirgends bdie
Rede ift. Die entfprechenden Ausjagen laffen fich bei twirtlichen

Korpern gar nidht ober dodh) nur mit einiger Anniherung madhen.
1#
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4 Grite Abteilung: Geometrie.

Jn der That denft fidh jeder, der einen Metalliviivfel ober einen
Gteinquabder, den Jnbalt eined Baumitammes obder eined cylindrijdhen
®efapes bevedhnen till, an Stelle des tvirflichen Korpers den ent-
fprechenden mathematijchen Rovper, fiithrt die BVevedyrung an diefem
aud, worin eine auBerordentliche Crleichterung liegt, und zieht die
entiprechenden Sdhliifie, 3 B. unter Annahme gleihmapiger Mafjen=
verteilung.

6) Borldufig geniige in Bezug auf dad, wad bdie Raumlehre
will, folgendbe Crflarung: Die Raumlehre oder Geometrie be-
fhaftigt Jich) mit den gefebmaBig geftalteten mathematijden
QRbrpern und den an ihnen auftretenden Fladen, Linien
und Punften, mit den Cigenfdaften und gegenfeitigen Be-
siehungen diefer Gebilbe, mit ihrer Berednung und Kon-
ftruftion.

Die rein mathematijhe Konjtruftion ift nad) Obigem nur in
der Vorftellung miglich), dag Herftellen der Jeidhmungen und Niodelle
it alfo nur ein BVeranfaulichen der erfteren, demn jebe gezeichnete
Qinie 3 B. Hat eine gewiffe Breite, wodurd) fie erft fichtbar wird,
biefe Breite ift aber bei ber mathematijdhen Linie nicht vorhanbden.

Um eine nzahl der vorher angemwandien Benennungen ein-
gebender zu exfdutern, follen undd)jt vorbereitende Betracdhtungen an
beftimmten Mobdellen angeftellt twerden.

TIL. @rliinterung der widgtigten geometrifthen Begriffe an
Modellen und Beidymmgen,

a) Wiirfel und Quadrat, Ghene und Gerabde.

7) Der grundlegende Kovper fiiv die Cinteilung ded Raumes ift
der fdhon aud dem Rechenunterricht befannte Wiirfel. Sein Modell
ift entiveder ein forperliches (3. B. der maffive Holawiirfel), oder ein
Flachenmodell (aus Pappe oder Papier angefertigt), oder ein Linien-
modell (3 B. Drahtgejtell). Dasd Punftmodell verjuche man fih im
®eifte porzuftellen, indem man den Ecdpuniten ihre Lage im Raume
antett.

Dad Veodell foll zundchjt in feinen eingelnen Teilen bejchrieben
werben, wobei die gegenfeitigen Beziehungen der Teile zu bejprechen
find. Gpiter follen die dabei angewandten geometrijchen BVegriffe ge-
flart und die eftva audgefprochenen Vehauptungen bewiefen twerben.
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III. @rlduterung d. widtigit. geometr. Begriffe an Mobdellen u. Jeidynungen. 5

8) Man 3ahlt am Wiirfel 6 ebene Fladen, 12 gerabdlinige
Kanten und 8 Ccdpunfte. Die Wiirfelflachen find Duadrate.
Se e jujammenitofende Ddiefer Flachen ftehen aufeinander
fenfredyt oder bilden einen redjten Winfel, wdahrend fe 3ivei
gegeniiber(iegende gleichlaufend (ober parallel) find und dtberall
dbenfelben Abjtand von einander Haben. Die Wiirfelflachen find
jamtlic dbereinftimmend (find fongruent ober deden fidh). Je
stoei jujammenijtofende Kanten ftehen aufeinander fenfrecht, je vier
pon ihnen find parallel, fo daf man drei Gruppen paralleler Kanten,
aljo drei Hauptridgtungen am Wiirfel hat. Da jamtlihe Kanten
gleich lang find, jo fagt man, der Wiirfel fei ebenjo lang ivie
breit und Hod) Bon jeder Wiirfelflache und den Kanten Der gegen-
iiberfiegenden Flache jagt man ebenfalls, fie jeien pavallel, bon jeber
Rante aber, fie fjtehe fenfrecht auf jeder Der beiden Flachen, mit
denen fie in Dden Cdpuntten zujammenjtoht. Jn jeder Ecde des
Wiirfeld treffen drei Ranten und drei Fladhen zujammen. Wegen
ber Ubereinftimmung aller Flahen, ebenfo aller Ranten, aller Winkel-
verhdltniffe und aller Cden nennt man den Wiirfel einen vegel:
mapigen Qorper.

9) Die Cdpunite jind ald Durd)fdnittdpunite der verlingert
gebachten Ranten aufjufaffen, die Kanten ald Durd)jdnittslinien
ber erieitert zu denfenden Flahen. Die Cdpunfte find ugleid) die
Grengpuntte der Ranten, die Kanten die Grenzlinien der Fladen,
die Quadrate endlich die Grenzfladen ded Kdrpers.

10) Die Punfte, Kanten, Flachen und der Wiirfelfdrper felbjt
finnen in gemwiffe Vetwequngsdbeziehungen zu einanber gefebt werden,
bie den Rorper jozujagen vor dem geiftigen g1,
Auge entjtehen laffen. Jn Fig. 1 ift der H i
Wiirfel davgeftellt. Denft man fidh) den ;
Punft A gevadlinig nad) B bewegt, fo 3 F
entjteht die Gerade AB af3 Weg des
Punttes 4. Denft man fich die Gerade !
AB unter Hingleiten der Cndpunfte auf i
AD und BC in die Qage DC verjdyoben, \D ¢
jo entjteht die Quadrat-Flade ABCD al8 |-~
Weg der Geraben AB. Dentt man fich et
biefe Fladhe bis in die Lage EFGH Hinaufbewegt, wobei ihre Ccen
fi) in den fenfrechten Ranten zu Dbewegen Hhaben, jo entjteht der
Wiirfel ald Weg der Flade ABCD.

Nmgefehrt fann man i vorftellen, die Hohe bdes Wiirfeld
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6 Crite Abteilung: Geometrie.

nehme allmahlich ab, um jchlieplich gang u verfhivinden, dann bleibt
nur nod) die Flige ABCD iibrig. Lt man die Breite diefer
Slache bis zur Null cbnehmen, fo bleibt nur nod) die Gerade A B.
Nimmt die Linge derfelben ebenfalld zur Null ab, jo ift nur nod
der Punft 4 vorhanden.

©p erfennt man, dafy der Wiirfel-Riorper drei Dimenfionen
oder Uusdehnungen Hat, Qinge, Breite und Hohe, daf jede
Quadrat-Fladhe nur zwei befipt, QWnge und Breite, daf Dder
Ranten-Linie nur eine einzige zufommt, die Qinge, wihrend der
Puntt gar feine Wusdehnung Hat. Der Punft ift alfo nur
eine im Raume gedadte Stelle ohne jede Ausdbehnung.

11) Um tiefer in da3 Wejen der geradlinigen RKanten ein-
sudringen, Detrachte man jept neben dem erften Wiirfel nod) einen
stveiten von berfelben Rantenlinge. Jede Kante ded eimen [aft fid)
mit jeder Rante de3 anbdern genmau zur Dectung bringen, d. h. ohne
daf Qiiden zwijden beiden fihtbar tverden. Diefe Decung fann auf
stoeierlei Avt gefdhehen, erjt in Der eimen, dann in der entgegen:
gefebten Ridhtung. Folglih: Gleihlange Gerabe deden {id
(find fongruent) auf zweierfei Art. Man fann die KRanten an
einander Hinjchieben, fo daf bdie eine gewiffermaBen die Verldngerung
der ambdern giebt, wobei anbere Stiie, vie vorber, genau aneinander
lagern. Man jdliet daraus: Teile einer Geraden fonnen in
der Geraden und ihrer Verldngerung verjdoben werden,
ohne feitli) aud diefer Herausdzutreten. Diefe Cigenjdhaften
teilt aber bdie Gerade mit einigen frummen Linien, die aud) aud
fongruenten Teilen Deftehen.*) Den Hauptunterjhied findet man
folgendermafen: Man fjtelle die volle Decdung der beiden Kanten
wiedber her, verdrehe aber den einen Wiirfel gegen den andern, inbem
man die Endpuntte der angelegten Kante fejt halt. Wud) bei diefem
Drehen wird die Dedung nidht geftort. Folglidh: Die gerabde
Qinie ift eine Linie, die, unter Fefthaltung von zweien
ihrer Punfte gedreht, ihre Lage nidht dndert. Man braudht
nur gebogene Drahte unter Fejthaltung zweier , Punfte” zu drehen, um
su feben, dafy fie dabei unzihlige verfdiedene Lagen an=
nehmen. Darvaus folgt: Jwijden zwei Punften ift nur eime
eingige Gerade moglich)  Jebe frumme SLinie jwifden 3ivei
Puntten fann dagegen dort unendlid) oft angebracd)t verden. Die
®ejamtheit der Punfte auBerhalb der beiden fejtgehaltenen Punfte,

*) Kreislinie und Schraubenlinie fonnen ebenfalld in fich jelbjt betwegt
werden.
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III. Grlduterung d. wichtigit. geometr. Begriffe an Modellen u. Jeidynungen. 7

bie bei ber Drehung ebenfalls ifhre Qage nicht dndern iviirden, giebt
bie beidberfeitige Fortjepung der Geraden ind Endloje. [Die
Trangmiffiondwellen unferer Fabrifen find um fo beffer fonjtruiert
und um fo genauer geradlinig, je iveniger ihre Drehungsbetwegung
durd) feitlide Shwantungen fihtbar wird, je weniger fie ,jdhlagen’.]
Nun ijt aber erfahrungdmdpig aud)y ber fiivzejte Weg eines
 Punttes zwijden zwei Geraden nur in einer einzigen Art
mbglich, er muf alfo mit der Gevaben itbereinftimmen. Folglich:
Die gerade Linie ift Der fitrzefte Weg zwifden jwei Puntten.
Sie ift Hirzer al8 jeber Umiveg, d. . al8 jede frumme Linie ober
gebrodjene Linie atvijdjen Den beiden Punften. So ift 3 B. die
lingjte Geite eines Dreiedd*) dod) FHirzer ald die Summe der
beiden anbern. [Straff gejpannte Fiden geben daber ziemlid) genau
gerade Linien. Wnwendung auf dad Abjdniiren geraber Linien
mitte(8 gefpannter Fiden beim Bauen, auf dem Jimmerplae und
auf dem Sdniivboden der Sdifisiverft.] Aus Obigem folgt zugleid):
Bmwei Gerade fonnen fid) nur in einem eingigen Puntte
fdhneiden. Denn jdnitten fie fidh zweimal, jo hitte man zwijden
beiden Sdnittpuntten zivei getrennte Gerade, wad unmdglidh) ift. —
Der Abjtand zweier Punfte ift die gemejjene Linge ihrer geraben
Berbindungslinie. (Das Wort Berbindbungslinie foll FHinjtig ftets
eine Gevade bedeuten.)

12) Das Hiilfamittel zum Beidhnen gerader SLinien ift bda3
Qineal. [Pritfung der Braud)barfeit durd) Jeichnen einer Geraden,
Umlegen de3 Qineald nnd Anpajfen derfelben KRante an die Gerade.]
Die Hauptaujgabe ijt: Jwei gegebene Puntte dburd) eine Gerade
su verbinden. Bum Abmeffen der Linge benubt man den Jivfel
Mit Lineal und Bivtel [6{t man ferner die Aufgabe: Eine gegebene
®erade um fid) felbjt zu verlingern (fie zu verdoppeln),
fie 3u verdreifadyen, vervierfacdhen u. j. w. Durd) Abtragen
einer aufeinanderfolgenden Reihe gleich langer Stiide auf einer Geraden
erhilt man einen MaBitab, der ebenfalld zum Meffen benubt werden
fann. [Mapitdbe zeigen 3 B. Millimeter, Dezimeter und Meter an.]
Mit Bivfel odber Mafjtad tweift man nad), dap die Ranten bes
Wiirfels gleid) lang find. Die Wiirfelflachen find alfo undcdjt Vier-
ede (Bierfeite) mit gleid) langen Seiten.

[Der Sdiiler itbe fih jchon jept im Jiehen gerader Linten mit
Qineal und Reiffeder und fjtelle mit Hiilfe des Jirkels 3. B. Centi-
meter- Mapitibe von 10 oder 20 cm Linge her.]

#) @eradlinig von drei Seiten begrenzte ebene Fldade.
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8 Crjte Ubteilung: Geometrie.

13) Jept foll die Befdaffendeit der Witrfelfladyen genauer
unterjucht tverden.

Qegt man eine Rante de3 einen Wiirfeld (oder bdie des Lineald)
auf eine Flacde ded andern Wiirfeld8, fo erfennt man feine Liide
swifhen ihnen. Diefed genaue Wneinanderpaffen bleibt erhalten, wie
man aud) die Rante auf der Flache verjhiebe oder auj ihr verdrehe.
Demnad) gehort die Wiirfelflache su der Art von Flachen, auf denen
fig von jedem Punfte nad) jedem amdern eime Gerabe jiehen [aft,
die gany in der Flade bleibt. Solde Flachen nennt man ebeme
Fladen. WAlfo: Cine Cbhene ift eine Flacde, in der {ich von
jedem Punfte nad) jedem andern Punfte eine Gerade ziehen
[dft, die nivgendsd aud der Flade Hheraudtritt. Cine Fldde,
auf der died mnicht diberall miglih) ift, Peift eime frumme Flache.
[ieb Beifpiele amn.]

Gleitet demnac) eine Gerade auf ziwei fich fhneidenden Gerabden,
3 B. auf wei zujammenjtofenden Wiirfelfanten Hin, fo fann ibhyr
Weg nur Ddiejenige Cbene fein, die jwijdhen den beiden Geraden mig-
(i ift. Weil diefe Ebene alle anbeven wifden den beiden Geraben
miglichen Geraden gang in fih aufnimmt, fo ijt ziwijcen betben nur
diefe einzige Cbene moglich. Aljo: Durd) jwei fid) dhneidbende
®erabde ift jtets eine und nur eine Chene bHeftimmt. Ragt die
bewegte Gerade iiber die beiden fich) jchneidenden Pinaus, jo erhilt
man ugleid) die Fortjepung der Ebene, die fich ind8 Endlofe erjtveden
fann. Aud) durd) drei Punfte im Raume, die nidht in einer
®ervabdben liegen, ift ftetd eime Gbene moglidh), denn bon dem
einen aud faffen fih nac) ben Dbeiden andern Gerabe ziehen.

Dasfelbe gilt von einer Geraden und einem auBerhalb derjelben
(iegenden Punfte, denn durd) diefen (ift fich eine Gerade legen, die
die anbdere irgendwo {dhneibdet.

Dagegen brauchen vier Puntte nidht immer in einer Ebhene Fu
liegen, Denn der vierte fann fidh auferhalb der duvd) die drei andern
beftimmten Gbene befinben. [Bierbeinige Tijhe und Stithle wadeln
bidweilen, dretbeinige nie. Warum?]

Auch durd) zwei Gerade lapt fich niht immer eine EChbene legen,
denn ifjre Endpuntte fomnen vier Punfte fein, die nicht zu derfelben
Gbene gehiven. Diefe Geraden jdneiden fih dann nidt, tvie tweit
man fie aud) verldngeve, denn fonjt twiirde fich dod eine Ebene durd
fie und bdie bier Punfte legen laffen. Sid) freuzende Gerabde
find folche, durc) die fih feine Cbene legen [dft. Man nennt fie
aud) windjdyiefe Gerade. [Sude windjdhieje Gerade am Wiirfel,
an Den Wanden desd Jimmersd auf. €3 giebt windjdhiefe Dicher,
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III, Grlduterung d. widtigft. geometr. Begriffe an Modellen u. Jeidhnungen. 9

b. b nidht ebene Dicher, da bistveilen die (Horizontale) Firfte und
die (horizontale) Grundlinie der Dadhfliche ded unvegelmipigen Grund-
riffes halber tindjdjiefe Gerade find. Ein aud windidiefen Geraden
bejtehendes Bieved heifst ein windjdjiefes Bieved. ]

14) Stellt man den einen Wiirfel auf den anbdern, jo beriihren
fih die entfprechenden beiden Flachen vollfommen, wie man fie and
aufeinander Hinjdjicbe oder aufeimander bverdrehe. Denft man fich
auf den einen Wiirfel ftatt Ded weiten eine ditnne Metallplatte auf
gelegt, durd) die eine ebene Fliche vevanjdaulicht werden foll, fo
(aBt fich die genannte Decfung jotoohl mit der einen, ald auch mit
ber andberen Seite Der Platte evzielen. Alfo: Legt man jei
Ebenen aufeinander, fo fann man die eine auf der andberen
und ihrer Verlangerung beliebig verjdhieben und verdrehen,
ofhne Daf beibe irgendiwo ausdeinanber tretem, und das ge:
naue UAneinanderpajjen bleibt aud) nad) dem Umilappen
ber einen Gbene erhalten. Der Verjud) mit frummen Flichen
seigt, Dafp ihr Bujammenpafjen enttveder durch) Veridiebung allein,
oder Durd) Drehung allein, oder durd) beided zugleidh) aufgehoben
tird, ebenfo durd) dad Umiflappen nebjt Ver{dhiebung und Drehung
aufgehoben werden muf. (Beifpiele.)

Damit ift erflirt, wad e3 jagen fjoll, dap bdie gleidhjeitigen
Bierede ded Wiirfeld nicht windjdhiefe, fondern ebene Bievede find.
Jept ift aud) folgende Crfldrung verftindlid): Die HRaumlehre
serfallt in die Qehre von Den ebemen Gebilden, d. h. bie
Planimetrie und die Lehre von den nidyt ebenen Gebilden,
b. . bie Stereometrie. Die Planimetrie wird aud) als Geometrie|
(im engeren Sinne) bejeidnet. |

15) Jebt joll unterjucdyt tverben, tvad ed bebeutet, dafy gemwiffe
Wiirfelfldden ober Wiirfelfanten ober aud) Flachen und Kanten auf:
einander fenfredyt ftehen.

Cin rubhig an einem Faden hingendes Getvidht giebt diefem bie
Gejtalt einer Geraden und eine Ridhtung, die man ald die fent:
vedte begeicdhuet. (BVergleihe daz Lot der Maurer, von dem bie
Begeidhnung lotredht fommt. Bom aufredht {tehenden IMenjchen
fommt die Bezeidhnung [dGheitelvecdht oder vertifal, vom Perpen=
dbifel der Uhr bie BVejeihmuing perpendifuliir.)

Die freie Oberflache ruhig ftehenden Wafjers in eimem griferen
Gefafe darf, wie man mit dem Lineale priifen fann, ald eine Ebene
betrachtet werden. Die Lage diefer Ebene twird ald die wageredte
oder horizontale begeicdhnet. Jn diefer Ebene laffen fich von jedenmt
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10 Crite Abteilung: Geometrie.

Punfte aus beliebig viele Gerade ziehen, die man jamtlich ald Hori-
sontale Gervabe begeihnet. [BVergl. die Wafferiwage (Kanaliwage)
und andere Nivellier-Jnjtrumente, mit denen gepriift wird, ob Gerabde
ober Gbenen Yovizontal find. Untvendung beim Bauen, beim Ber-
ebnen (PRlanieren) grifever Plase und beim Herftellen der wageredten
Sdjienenbahn (Cifenbahn-Planumn).]

Gbenen und Gerade, die mnicht Horizontal find, werden ald
fdrige Gbenen, beztv. Gerade begeicdhnet. [SRugeln rollen von hin=
veichend jchiefen Ebenen Herab, gripere Wafjermaffen fliefen aud) bei
dem gevingften Gefdlle quf ihnen abivirtd, wie man e3 an jedem
Gtrome beobadhten Tann.]

16) Bon jeder fenfrechten Geraden jagt man, fie ftehe fent-
red)t auf jeder wageredhten Chene und auf jeder wageredten
Gevadben, von der {ie gejdnitten wird. Steht alfo 3 B. der
Wiirfel auf der wageredhten Cbhene ded Tijhes, und zeigt die Pritfung
mit dem Qote, daf Ddie Seitenfanten fenfredite Gervade find, fo ijt
sugleid) gezeigt, dafy Ddiefe erftend fenfrecht auf bden anftofBenden
Grundfanten ftehen, und dap fie weitend auc) fenfredht auf der
Grundflache bde3 Wiirfeld fjtehen. Died gilt nun f{tetd, iwelde
Wiirfelflache man aud) ald Grundflddhe betracdhte, und auferdem wird
bie gegenfeitige Qage der Ranten, ebenjo die Lage der RKanten zu
den Flachen nicht gedndert, tvenn man dem Wiirfel eine beliebige
jhrige Stellung im Raume giebt. Folglich: a) Je bret in einer
©de zujommenitoende Wiirfelfanten fjtehen aufeinander fenfrecht;
b) jede Wiirfelfante fteht fenfrecht anf den beiden Wiirfelflachen,
mit Ddenen fie in Den Ccpunften zujommentrifit. Allgemein fagt
man fiiv gany Deliebige Qagen: Zwei {id) jdhneidende Gevade
ftehen aufeinandber fenfred)t, wenn dadurd), dak man bdie
eine in eine jenfredite Lage bringt, die andere in eine wage=
redhte Lage gezwungen wird.

17) Bon jwei fidh) jchneidenden Geraden, die fentrecht aufeimander
fteben, jagt man auch, jie bilben einen vedten Winfel mit-
einander. Die beiden Geraden heifien dabei Schentel desd Wintels,
der Sdnittpuntt Heipt der Sdheitel dedjelben. [Der allgemeine Be-
griff bed Winteld fjoll “erft jpdater erldutert terden.] An den auf-
einanber gelegten Flachen zweier Wiirfel erfennt man, daf redhte
Winfel o zur Dedung gebracdht werden Fommen, daf ihre Schentel
aufeinanderfallen. Sind die Schentellingen verichieden, jo fagt man
tropbem ganz allgemein, die Winfel feien fongruent. Aljo:

Redte Wintfel find fongruent.
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Berltingert man die Schenfel eined vedhten Wintels iiber den
Sdjeitel hinaud, o entftehen im Gangen dier um den Scheitelpuntt
herum [liegende Winfel, die tvie die Probe zeigt, unteveinander zur
Decung gebrad)t werden fomnen, folglih famtlid) Rechte find. Aljo:
Jn der Gbene fonmen um einen Punft herum vier redte
Wintel aneinander gelegt werden. [Man lege bier Duabdrate
entfprecdjend aneinander oder ftelle vier Wiirfel in derfelben TWeife
sujammen.]

18) Auf Grund der Rongrueny rechter Winfel fann man alsd
vborldufiges $iilfemittel zum Beidhnen Dderfelben eine Schablone
verienden, dad allgemein gebraudjte Rechtwinteldreied (firzer Wintel-
breied ober Wintelhaten ge-
nannt). Jn Fig. 2 ift gezeigt:
a) wie man mit Hiilfe des
Qineald und des Winfel:
dreieds auf einer Geraden
AB im Punfte C eine Sent-
redte (ein Lot) CD erridy:-
tet, b) wie man von einem
Punfte D ausd auf eine Ge-
Yané 4B ein Lot fallt,
c) ie man priift, ob ein
Wintel BCD ein Redter ijt. B

[Die Braudbarfeit des Win-
feldreiedd priift man, indem man
mit feiner 9iilfe einen vechten
Winfel BCOD zeidhnet, BC iiber C hinausd verldngert und verjudht,
ob bas Winfeldreied genau in den Winfel DCA Dhineinpaft.]

Bei jedem redhtwinfligen Dreied jollen von jeht ab die ben
vedhten Winfel einjdhliefenden Seiten ald Katheten, die ihm gegen-
iiberfiegende Seite al3 Hypotenuje begeichuet twerden.

Fig. 2.

19) Jm Anfdluf an dad unter 16) gefagte gilt fiir allgemeine
(Jdhrige) Lagen folgendes: Eine Gerade und eine Ebhene jtehen
aufeinanbder fenfredht, wenn dadurd), dap man die Gerabde
in eine jenfredite Lage bringt, die Cbhene in eine horizontale
Qage gezwungen wird. Bringt man dagegen die Gerade in eine
horizontale Lage, jo wird die Cbene in eine Lage gezwungen, die
man die fenfredite Qage nennt. Wo findet dies am Wiirfel jtatt,
wenn man ihn auf die Chene ded Tijched jtellt? — Pritfung mit dem
Qote zeigt an den Geitenflichen diefes Wiirfeld, daff man in einer
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12 Crite Abteilung: Geometrie.

fenfrechten Gbene unzdblige fenfrechite Gevabe ziehen fann. Durd
stoei fenfrechte Gerabe (Bt fid) fjtetd eine fenfredjte Ebeme Tlegen.
Bon der fenfredhten Chene fagt man, jie jtehe fenfredht auf
jeder wagevedhten Ebene: Wllgemein gilt fiiv beliebige jdhrige
Qagen: Jwei Chenen jtehen aufeinander fenfredt, wenn
daburd), dap man Dder einmen eine Horizontale Lage giebt,
bie anbderve in eine fenfredite Qage gezwungen wird. Cr-
ridhtet man auf der Sdnittfante jolder Cbenen in eimem Punfte
Qote, die in den Ebenen liegem, fo bilden diefe einen vechten Winfel.
Umgefehrt: Stehen bdiefe Lote aufeinander jenfrecht, o ftehen audy
die Ebenen aufeinander fenfrecht und bilden einen vechten Winfel.
[Beige died am Wiirfel und an den Wanden ded Jimmers.] Die
vont Ebenen gebildeten rvechten Winfel find fongruent. [Mdglichleit
bes Queinanderjchiebend von Schadpteln und RKajten mit redhten
Winteln.]

20) ©teht eine Gevade fenfred)t anf einer Ebene, fo bildet fie,
wie unter 16) geeigt wurbe, mit allen durd) ihren Fufppuntt (Schnitt:
puntt) gehenden Gevaden der CEbene vehte Winfel. Da Diefe aber
unteveinander fongruent find, fo folgt: Die Drehung einer Geraden
um eine jie redhtwinflig jdhneidende fejte Gerade giebt al3
Weg eine Chene, die auf der Gevabdben fenfredt jteht. (Drehe
sur Probe dad Winfeldreied um eine der Katheten.) Anders aus-
gedriidt: Dreht fid) eime CEbene um eine u ihr fenfredte
®erade, jo bewegt jie jich in jid) felbjt. Dreht man eine
Gbene unter Fefthaltung zweier ihrer Punfte (ogl. die fich um die
Angeln drehende Stubenthiir), jo bleibt die gerade BVerbindungslinie
diefer Punfte unverdinbdert in ihrer Lage. Durd) wei Punfte lafjen
fih aljo unzdahlige Gbenen Tlegen und famtliche jdhneiden fich in der
LBerbindungsdlinie diefer Puntte. Folglid): Sdhneiden fich zwvei
Ebenen, fo ift die Durd)fdnittdlinie eine Gerabe. Kennt
man zwei Sdhnittpuntte der Ehenen, jo fennt man aud die
gange Sdnittlinie beidber Chenen.

[Um Wiirfel der Fig. 1 find durch) die Punfte B und F bdie
fenfrechten Gbenen ABFE, BCGF und FBDH gelegt. BF ijt
ihre gemeinjdaftliche Shnittlinie. BF fteht jenfrecht auf BA, BD
und BC. Man fann die Cbene ABFE um BF in bie Lage
BCGF brehen. Dabei bewegt jich AB in der Grundflache ABCD.
Beige am Wiicfel vechte Winfel, die zwifdhen den Kanten, zwijchen
den Cbenen und wijden Kanten und Ebenen vorfommen. ]

*) Man denfe jid) nod) die Geraben BD und FH gezogen.
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21) QJebt joll unterjucht tverben, was e3 heifst, je vier Wiirfel-
fanten jeien gleidhlaufend oder pavallel. Ju bdiefem Jwede fei
Einiges iiber den Vegriff der Symmetrie vorausdgedict.

Berlingert man dag von einem Punfte D auf eine Gerade AB
(Big. 3) gefillte Lot DC iiber die Gerade hinaus um fid) felbit, fo
baf D,C = DC ift, jo nennt man den Puntt D, das Spiegelbild
von D in Bezug auf die Gerade AB. Jn Fig. 3 ift and) von
einem andern Punfte £ dad Spiegelbild E; deis
gebilbet. Damit ift zugleid) dad Spiegelbild il
D, E, yu der Geraden DE gefunden. Klappt
man den [inf3 von A B liegenden Teil der
Figur um die Gerade AB auf den vedhten c D,

D
Teil, jo deden fich twegen der Kongrueny der \ _
vecdhten Winfel und der Gleichheit der Langen
die Qote mit ihren Fortjepungen (welde E\_ F /E

lepteven alfo Spiegelbilder der Lote {ind), jo 3 .
dafp die Endpuntte fid) gleichjalld decen. Weil \ !
fo D auf D, und E auf E, filt, jo deden e 2

fih aud) die Gevaden DE und D, E,. Da3j
Gpiegelbild eined ebemen Gebildes "l

gegen eine Gerade derfelben Cbhene ift g
ftetd ein fongruented Gebilde. [Die
Dedung  fann im allgemeinen nur durd) A

Umflappen um die fpiegelnde Gevade erveidht
werden.] Diefe bejondere Lage fongruenter Gebilde gegen einander
nennt man die jpmmetrifde Lage. Die {piegelnde Gerabe Heift
die Symmetrieadhfe. Jn Fig. 3 find 3. B. die Vievede CDEF
und CD,E,F fongruent und fymmetrijd) su einander in Bezug auf
die Symmetrieachfe A B. Dasfelbe gilt von bden Dreieden CDG
und CD,G. Folglih: Redytwintlige Dreiede jind fongruent,
wenn die Katheten des einen gleich denen ded andern find.

Die Punfte der Symmetrieadhie entjpreden beim Umtlappen fidh
felbft. BWerbinbet man zivei anbderdliegende entjprechende Punite jym:-
metrifder Gebilde durd) eine Gerade, fo fteht diefe fenfrecht auf der
Symmetrieachfe und tird durc) diefelbe Halbiert.

[Jeder Punft der Geraden AB in Fig. 3 ift gleidhweit von
D und D, entfernt, denn bdie entfprechenden rechtvintligen Dreiece
find ebenjo, wie DCG und D,CG fongruent. Dreht man nun AB
um bdie fejtgehaltene Gerade DD, fo ijt der Weg von AB eine
Cbene. Dabei bleibt jeber Puntt der gedrehten Geraben gleid) mweit
bon D und D, entfernt. Alfo gilt folgende Crildrung der Cbhene:
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14 Grite Abteilung: Geometrie.

Die Gbene ift eine Flache, bei der jeder Punft gleichen Ab-
ftand von jwei gegebenen Raumpuntten hat D ijt fymmetrijdh
gegent D, in Bezug auf die {o entjtandene Cbeme. E3 giebt alfo
aud) Symmetrie im Raume gegen eine Ebene. Dabei findet jedoch
im allgemeinen feine RKongrueny ftatt. ©o fann 3 B. die redte
Hand in fymmetrijhe Lage gegen bdie linfe gebradht twerbem, beide
find aber nidht fongruent, fo daf 3 B. der rechte Handjchubh nicht
auf die linfe Hand paht. Dagegen ift dad Spiegelbild der rechten
Hand fongruent der linfen Hand.]

Die Symmetrie ift nidt nur fiiv die Geometrie, jondern aud
fiir bas Beidnen von Kunjtformen und fiir die Wvdjiteftur von be-
fonberer Widhtigteit.

NAufgabe. Bu einer beliebigen gerablinigen Figur (3 B. ju
einem unvegelmdRBigen %}unfe&) die fymmetrifde Figur in Bezug
auf eine beliebige @erade derfelben Ebene zu fonftruieven.

22) Die Symmetrie Ia%t fid) sum Beiveife des folgenden iwid-
tigen Sabes benupen:

Stehen zwei Gerabe einer Gbhene auf einer dritten
Geraden Dderjelben Cbenme fenfredht, fo {dneiden fie jid
nidyt, wie weit man jie aud) beiderfeits verlangere.

Betweis., Jn Figur 3 feien DC und EF Lote auf AB. Man
bilbe ihr piegelbild gegen A B, alfo die Fortjebungen itber AB
hinaus und denfe fid) beidbe Gerade nad) rehtd und lintd ing Enbd-
[ofe verldngert. Der linfe Teil der Jeidhnung ift dem vedhten Teile
fongruent. Angenommen alfo, die beiben Lote jhnitten fich auf der
linfen Geite, bann miiften fie fih in fongruenter Weife auch auf
ber rvehten Seite jhneiden. Dann aber hatte man zwei getrennte
®erade jwifden den beiden Scnittpuntten, wad unmiglich ift. Aljo
ift dad Sdneidben der beidben Lote iiberhaupt unmoglich. [Dan bhalte
stvei Stiabe fenfrecht gegen den Spiegel oder lege einen Wiirfel an
diefen an und unterjuche die Spiegelbilder im bejprodhnen Sinne.]

Bezeidhnet man nun Gervade einer Ebheme, die {idh) nidht
fdhneiden, wie weit man jie aud) verldngere, ald pavallel (b. 5.
gleichlaufend), fo (afst i) der Sap auch folgendermafen ausdjprechen:

Stehen zwei Gevabe einer Cbeme auf eimer dritten
®erabden derfelben Cbene jentredt, fo jind fie parallel

Bei dem in Fig. 1 davgejtellten Wiirfel ftehen EA und BF
fenfred)t auf der in ihrer Ebene liegenden Gervaben A B, beide find
aljo pavallel. Dasjelbe gilt von BF und CG in Beyug auj BC,
dasjelbe von CG und DH in Bezug auf CD, ebenjo von DH
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III. @rlduterung d. widhtigft. geometr. Begriffe an Modellen u. Jeichnungen. 15

und AFE in Beyug auf AD. €3 gilt aber aud) von AE und CG
in Bezug auf die in derfelben Ebene liegende Gerade AC, ebenjo
von BF und DH in Bejug auf BD. Folglidh: Je vier KRanten
pes Wiirfels find parallel. Ilberhaupt erfennt man: QLote auf
derjelben Cbhene {ind ftetd pavallel

23) Das Wefen der pavallelen Geraden flavt fih durd) Fig. 4
genauer auf. Hier feien AB und CD unbegrenzte Gerade, beide fent-
redht auf der unbegrengten Geraden EF, aljo parallel. M und N feien
die Sdnittpuntte mit EF. Man erteile jept der Geraden EF in der

Fig. 4.

I
E

&,

.,\\ /‘F;
Ez\ \\ /FZ

i
o N E
g \\\ i

B

G

RS

N, IV/ NV

N
/ \\ F,
5

Beichnungsebene eine Drehung um M, fo toeit, bis fie wieder mit der
Anfangslage ujammenfdllt, aber in entgegengefebter Ridhtung. Nahm
EF {o bdie Qagen E, F,, E,F,, E,F,, EF, E,F; an, {o wanderte
der Durdhidynitt N itber N, und N, nad) rvechts. Niberte fih EF
der fage FyFy, wo e mit CD ufammenfillt, jo entzog fich der
teit fortriidfende Schnittpuntt allmdhli) der Beobadhtung, und in der
Qage CD felbft fonnte er nidht mehr vorfanden fein. Dreht man
EF iiber die Qage CD hinaug, fo fommt der Schnittpuntt (intd aus
groBer Cntfernung Heranviidend vieder zum Vorfdein und geht iiber
N, und N, nad) dem Audgangdpunfte N zuviic.

Aus der njdauung entnimmt man dabei Folgendesd: EF hat
in allen Qagen mit AB einen Sdnittpuntt, nur in der,
pavallelen Lage nidht. Je niher EF der parvallelen Lage fommt,
in um o groBerer Cntfermung legt der Sdnittpuntt. (BVei un-
endlidjer Unndaferung an die pavallele Lage jagt man, der Sdhnitt-
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16 Grjte Abteilung: Geometrie.

punft fei unendlidh) fern.) Das Paffieven der parallelen Lage lEft
den Sdnittpunft ploplich einen unendlid) groBen Sprung von red)ts
nad) linfs (ober umgefehrt) machen. Jm Ubrigen ift feine Bewegung
bei ftetiger Drehung eine ftetige. Weil bdie Parallelen gegen dasd
gemeinidaftliche Lot gleichioeit gedreht find (um 90°), gelten fie af8
gleidgeridhtet. it 3 B. die eine Horizontal, jo ift e3 aud) bie
anbdere, ift die eine vertifal, fo ift e3 aud) die anbere.

Ferner entnitmt man qud der Unjdhauung diefed Drehungs:
verfahrens folgendes:

Durd) einen Punft (M) (aft fidh u einer Geraden (4B)
nur eine eingige Parvallele legen.

Da man diefe erhilt, wenn man auf dem vom Punfte (M) auf
die Gerade (A B) gefillten Lote in M eine Sentrechte ervichtet, jo folgt:

Steht eine Gerade jenfred)t auf einer von 3wei Paral:
Lelen, jo fteht jie aud) jenfredh)t auf dber anbern.

Unterfudht man aljo den Abjtand jweier Pavallelen an irgend
einer Stelle, fo Handelt e3 fih um die Mefjung der dort auf beiden
sugleid) fenfrecht ftehenden Geraden.

24) Das Spiegelbild einer Geradben gegen eine u ibhr
Parvallele ift eine Pavallele zu beiben.

Fig. 5. Sn Fig. 5 feien die unbegrenzten Gevaden 4B
D B p, und CD yparallel, C;D; fei dbag Spiegelbild von
CD geger AB. PWeil mun (inf8 von AB fein
Sdnitt ftattfindet, jo findet ein jolder aud) rechts
vont AB nidht ftatt. Alfo treffen fid) weder D, C,
und AB, nod) D,C; und DC.

(Der Beweis fann aud) mit Hiilfe eined gemein-
fdhaftlichen Loted gefithrt twerden. Mit Hiilfe desd
lepteven zeigt man aud), daf zwei Gerade, die
su einer dritten pavallel find, aud) unter
fid parvallel find.)

¢ % c 25) Jn Fig. 6 ftehen AB und CD Dbeide fent:

reht auf KL, und FE ftehe fenfredht auf ben
beiden Pavallefen. E,F, fei dad Spiegelbild von EF in Bezug auf
KL. Aus der Symmetrie folgt, daf EF = E, F, ijt, dak aljo die
Pavallelen bei F und F, bdenfelben Abftand Hhaben. BVerjchiebt man
. Dad fpiegelnde Lot KL nad) rehtd ober linf3, fo verjdhiebt fih auch
E, F,, aber e3 bleibt ftetd glei) EF. Folglih ijt der Abjtand der
Pavallelen AB und CD iiberall glei) EF. Allgemein folgt: Paral=
lele erabe haben iiberall Denfelben Abjtand.
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26) Sind mm AB und CD jivei Gerade derfelben Cherne, die zu-
nddhit nur an zivei Stellen denjelben Abjtand E F beztv. E, F, in demjelben
Ginne (alfo nicht ent- ig. 6.
gegengefebt) haben, fo
(6Bt fid) zeigen, daf fie i
itberall Denjelben AH-
ftand EF Baben, aljo
pavallel find. Denndie .~ i L
su A B durd) F gelegte '
Parallefe fann das Lot
E,F, nad) vorigem
Sabe nur in F, jdnei-
dert. Danun wijden ¥
und F, nuv eine eingige
®erabe miglich ift, fo
fallt FF, gang mit dex
Parallelen zujammen.
Alfo: Haben zwei Gervabe einer Ebene an zwei Stellen gleide
Cntfernung von einander, und zwar in demfelben Sinne,
fo haben jie itberall denjelben Abjtand, fie find alfo parallel

27) Dentt man fid) eine Gerabe C'D um die in der Jeidnungs-
ebene liegende SParvallele A B gedreht, jo entjteht die fogenannte
Cylinderfladye. Diefe enthilt alle Puntte und alle Parallelen des
JRaumes, bdie von AB bdiefelbe Cntfernung fHhaben. AB bheifit die
Acdhje bder Cylinderflache oder aud) des Cylinderfdrpers. Da
nun die Jeihnungebene die Drehung ftetd mitgemad)t Hat, jo war
fie in jeber Lage stvijchen beiden Parvallelen vorhanden. Daraus folgt:

Durd) wet Parallele Ldaft jich jtetd eine Ehene legemn.
(Dadburd) bejtitigt fidh die Bemerfung am Schluf von 19.) Folglich
entfteht auc) dann eine Ebhene, wenn eine Gerade auf zwei
Larallelen Hingleitet.

28) Beidjnet man zivei Ravallele und ziwei ifrer Abftinde, o entiteht
ein Biered mit lauter vedhten

A

E G E

K

Winfeln, das fogen. Redhted. "

(§ig. 7, ABCD.) AC umd D= e

BD find die Diagonalen PaLe e

dedfelben. Je jivei gegeniiber- ) \,/;”/ "

liegende Seiten find Abjtande o i

der anbern pavallelen Seiten. S | e ;

Folglidh: A 55 —B
Holymitller, Mathematif. I. 2
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18 Crite Abteilung: Geometrie.

Die Gegenfeiten desd Redteds jind einanber gleid.
Serner hat dag Rechtedt ztvei Shymmetrieachien, jo daf die Diagonalen
gleid) find und fid) gegenfeitig Halbieren. I ift der Mittelpuntt.

Sind jwei zujammenftofende Redhtecsfeiten gleich, fo Heifit
ba3 Redted ein Quadrat. (Vergl. Fig. 8.) Jwei Quabrate von

Sig. 8. gleidher Seitenlinge laffen fid) (auf Grund bder
D C Rongruens rvehter Winfel) zur Decung bringen
(find fongruent). Diefe Dedung Lkt fich erzielen,
indbem man eine Seite ded einen auf eine De:
liebige Seite Ded ambdern fegt. Weil demnad
jebe eite jede andeve und jede Ece ebenfalls
jede anbere erfepen fanm, nennt man dad Quabdrat
ein regelmifiged BVieved. Dasfelbe hat vier
Symmetrieacdhjen, die in Fig. 8 angegeben find.

Jebt ift aufgeflart, was e3 Heifen foll, gemwiffe Wiirfelfanten
fhnitten i) nicht, wie tweit man fie auc) verlingere, und Hitten ftets
denfelben Abftand von einander; die Wiirfelfldchen aber feien regel-
mipige Bierede ober Quabrate.

A B

29) Aufgabe. a) Mit Hiilfe ded Winfeldreieds durd einen
Punft C ju einer Geraden 4B eine Parallele zu ziehen.
Jn Fig. 9 ift gezeigt, wie man junddit dasd Winteldreied mit der
einen Qathete an AB anpafit, jobann dag Lineal an die andeve Kathete
Fig. 9. anlegt und fejthilt. Dag Dreied tvird
- jebt am Qineale Hin verjdhoben, bi3 es
ourd) C geht, worauf die gefuchte Paral-
lele CD gegogen twerden fann. [CD und
AB find beide jenfrecht auf EF.]
. ufgabe. b) Nber einer beliebig
liegenden Gevaden AB ein Quadrat
su ervichten.

Auflojung. Crridhte in den Endpuntten
auf A B Genfredhte und madye beide gleid)
AB. Die Berbindbungslinie der neuen
Enbpuntte wird vbon felbft gleich und pa-
rallel ju 4B.

Aufgabe. c) [ber einer Horizontalen
®eraden von der Linge 5 cm ein Redyted von der Hohe 3 em zu
seidhren.  Diefes Redhted foll mit Hiilfe de3 Mafjtabs in Quadrate
von Der Seitenlinge 1 cm gerlegt werden. Die Anzahl der Quadrate
ift angugeben. Bemerfung: Man exhilt 3 - 5 = 15 Duadratcentimeter
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und bezeichnet died al3 den Jubalt ded Redhteds. [Daber jagt man
in abgefiivzter Redeweife: Der Jnhalt eines Redteds ift
Grundlinie mal Hohe.]

30) Btwei parvallele, nur einfeitig begrengte Geradbe AB und CD
mogen auf AC fenfreht ftehen. Jept drehe man das Gebilde um AC,
fo daf zwei auf AC fenfrechte Cbenen entjtehen. Weil die Paval:
lelen iiberall denfelben Abjtand Haben und fidh) nirgends fdhneiden, fo
Haben aud) die beiben Ebenen iiberall denjelben Abftand und jdhneiden
fih nirgends. Solche Chenen nennt man pavallele Chenen. Folglidh:

Stehen zwet Chenen auf derfelben Geraben fenfredt,
fo jind fie parallel. (Bergleihe parallele Jimmertwdnde und bdie
fie verbinbenden Ranten.)

Sene Bedingung ift bei gegenitberliegenden Witrfelflachen erfiillt,
alfo find biefelben parallel. — Bon jeder Geraden in einer zu einer
andern parallelen Cbene jagt man, fie jei jur lepteven pavallel. [Beige
died am Wiirfel.]

31) Bwei Wiirfel von derfelben RKantenlinge jind fon-
gruent, d. §. man fann fie fih in der BVorjtellung fo in einander
gejhoben denfen, daff die Ccden bed eimen in die Ded andern, die
Ranten ded einen in bie ded anbern, die Flachen des eimen in bie
pes andern fallen. Denn zunddhft laffen fih zvei Duadrate auf
einanber decden. Wegen der Kongrueny der vechten Winfel (bei Kanten,
und bei Flachen) fallen auc) die feitlidhen Flachen und Kanten zu-
fammen . §. w.

Dabei ift e3 gleidhgiiltig, welche Flachen man zur Decfung bringt.
Folglich: Der Wiirfel ijt ein regelmiBiger Korper.

32) Aufgabe: Das Flacennet eined Wiirfeld von gegebener
Qantenldnge zu zeihnen und den Sig. 10.

Rrper im Nodell  darzuftellen. R

Sn Figur 10 ijt dad Nep ge-
seidhnet. Wo fich Quadrate beriihren,
ift nach) dem Ausidhneiden der Ge-
famtfigur jedesmal ein Knid u
machen. —

Damit find famtliche geome:
trijhen Begriffe, die in Dber Be-
fdhreibung des Wiirfeld vorfommen,
evfdutert und die audgejprodjenen
Behauptungen bewiefen. Mit Ritcficht auf die Mbungen im prafijden
Recdhnen jollen jedod) nod) einige Bemerfungen angefdylofjen werden.

2*

(
1
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20 Grite Abtetlung: Geometrie.

33) Au3 4 Quabdraten von gleider Seitenlange lpt fidh) ein
Quadrat von doppelter Seitenlinge zujammenlegen (warum?), aus 9
Quabdraten ein Duadrat von dreifadher Seitenlinge, ausd 16 Quabdraten
ein folched von vierfacher Seitenldnge, u. §. w. Man nennt daher
bie Baflen 1-1=1,2-2=4,3.3=9,4-4=—16 u | m.
Quadratzahlen.®) [Der Schitler zeidhne die entfprechenden Figuven.]
Auferdem folgt: Verhalten jid) die Seitenldangen verjdiedener
Duadbrate wie 1:2:3:4 u. | ., jo verhalten fich ihre
Flahenrdume twie die Quadratzahlen 1:4:9:16 u | w.
Demnad) verhalten fid) Quadratmillimeter, Duadratcentimeter, Quadrat-
decimeter und Quabdbratmeter wie 1:10-10:100-100:1000- 1000
oder toie 1:100: 10000 : 1000 000.

Allgemein:

Die JInhalte zweier Quabrate verhalten fid), wie die
Duadratzahlen ihrer Seitenldangen.

34) Aus 8 Wiirfeln von gleiher RKantenlinge lapt fidh ein
Wiirfel von doppelter Kantenlinge aufbauen (tvarum?), aud 27 ein
folcher von dreifacher RKantenlinge, aud 64 ein folder bon vierfacher
Qantenfdnge u. {. w. Daber nennt man die Jahlen 1-1-1 =1,
2.2.2=28,8-3-3=27, 4-4-4=64 u |. w. Rubifzahlen
(cubus = Wiirfel). BVerhalten fid) alfo die Kantenldngen von
Wiirfeln wie 1:2:3:4 . §. w. o verhalten jih) ihre Raum-
inhalte wie dDie Qubifzahlen 1:8:27:64 u | w.

Daher verhalten fich Kubifmillimeter, Kubifcentimeter, Kubif:
decimeter, SQubifmeter wie 1 : 10 - 10 - 10 : 100 - 100 - 100 :
1000 - 1000 - 1000 oder twie 1 : 1000 : 1000 000 : 1000 000 000.
Allgemein: Die JInhalte zweier Wiirfel verhalten {id), wie
die Qubifzahlen ihrer Rantenldngen.

35) Dag Getidht eines Kubifmillimeterd Wafjer**) Heifst Milli=
grammnt, dad eined Kubifceniimeterd heift Gramm, dad eined Kubif:
decimeterd fHeift Rilogramm, dasd eined Kubifmeters Tonne. Diefe
Getvichte verhalten fih aljo wie die leptgenanuten Bahlen. — Cin
©diff von 8000 KRubifmeter Wafjerverdrangung z B. iviegt mit
feiner Qadung ebenjoviel, wie dad verdringte Wafjer, aljo 8000
ZTonnen. — Unter {pezififdem Getwidht eined Stoffed verfteht
man die Bahl, die angiebt, wieviel mal {o {hwer irgend eine Menge
pesfelben ijt, ald ein gleicher Rauminfalt (Volumen) Wafjer.

*) Die Urithmetit jdhreibt 12, 22, 3* u.|. w. ftatt 1.1, 2.2, 3.3,
u. §. w; fie hreibt fermer 18, 22 3%, ... ftatt1.1.1, 2.2.2,8.8.3, ...
**) Chemijch vein, im Juftande gropter Didhtigleit (bei 4° Celfius).
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Nufgabe. Wieviel wiegt ein Cifenviirfel von 4 mm Ranten-
ldnge, ober bon 4 cm, oder bon 4 dem, ober bon 4 m RKantenldnge,
wenn  das  fpecifijfe  Gewidht des Cifens 7,5 ift?  (Anfldjung
480 Milligramm, beztv. 480 g, 480 kg, 480 Tonmnen.)

Nufgobe. Wieviel iiegt ein SKubifmeter Luft, wenn ibhr
fpecififches Gewicht .o ift?)

ufldjung. 3 = 177 ke.

Aufgabe. Wieviel Quabdratfilometer faft eine Duabratmeile,
wenn 1 Meile glei) 7,56 RKilometer ift?

Nuflojung. 7,56 7,56 = 56,256 Quabdratfilometer.

NAujgabe. Wieviele Rubitfilometer faft eine Kubifmeile?

36) UAus Wiirfeln gleiher Kantenlinge (aft fidh ein Kbrper
aufbauen, der bon 6 Recjtecfen begrenst ift, der fogenannte Redhteds-
torper. Liegen in Den drei Houptridtungen 3 B. 2, 3 und 5 Wiirfel
an= begtv. iibeveinanber, jo handelt e3 fidh um 2 - 3 - 5 = 30 Wiirfel.
Deshald jagt man abgekiirzt, der Jnbhalt des Redjtectstorpersd fei das
Produft aud drei aneinander jtofenden Ranten.

b) Kugel und Kreis, Bogen und Winfel.

37) Das jdon befprodene Lot (Gewidht am Fabden hangend)
(it fih um den VBefeftigungdpuntt Herum mnach jeder Ridhtung in
Rendelfhwingungen verfegen, wobet der Abftand vom feften Punfte
ftets derfelbe Dleibt. Demnad) giebt e3 auch in der Geometrie un-
sahlige Punfte, die bon einem gegebenen fejten LPunite
diefelbe Cntfernung Haben. Die Gefamtheit diefer Puntte
heifpt die Qugelfladhe, der gegebene Punft ihr Mittelpunitt
(Centrum), ber von der Fladhe eingefdhlofjene Korper heift
bie Rugel. (Dagd Rugelmodell ift su benuben, 3. B. der Erdglobus.)

38) Die Kugelflache ift eine frumme, fiberall in {ich guriic-
laufende Flade, fie ift aljo nivgends von Kanten begremzt und
zeigt feine Cdpuntte. Jede vom Centrum zur Kugelflade gehende
Gevade Beipt Rabdius der Kugel (Halbmefier), jebe Gerade durdh
pag Centrum, von Kugelflache su Kugelflade gemefien, heift Durd-
meffer. Lebtever ijt dag Doppelte ded Radiug. Wlle Rabdien, ebenfo

*) Gewodhnlide Jujammenjepung bder atmojphirijhen Luft, Ddabei
0° Gelfiug und 1 Atmojphare Spannung (760 mm BVarometerftand).
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22 Grite Abteilung: Geometrie.

alle Durdymefjer der Kugel find einanbder gleid). Die Endpuntte des
Durdymefjers heien Gegenpuntte (bei der Erdfugel Antipodenpunite,
Gegenfiifslerpunite).

39) Qugeln von gleichem Radiug {ind Fongruent. Bringt
man fie ndmlic) in der BVorjtellung mit den Mittelpuntten jujammen,
fo beden fich die Oberfladien volljtandig genmau, weil fonjt ungleiche
Radien vorhanbden fein miiBten. Dabei fann man die eine Kugel be-
liebig um da3 Centrum bdreben, ohne daff die Decdung aufgehoben wird.
Seder Punft der Oberfliche fann eben jeden anbern erfepen, d. h. die
Rugel ift ein Kdrper von vollfommener RegelmiBigteit.

40) Bom Centvum aug lajt fih nach) jebem Vunfte der Kugel-
flache ein Radiud ziehen. Jeder Radiusd hat eine beftimmte Richtung
im Raume. Der Gefamtheit der Radien entfpricht die Ge-
famtheit der vom Centrum aus moglidhen Ridhtungen. Wie
grop man dabei den Rabdiug nimmt, das ift gleidgiiltig. Dad Ge-
fagte gilt von allen Rugeln desfelben Centrums (foncentrijhe Kugeln).
Hat man Dbeliebig biele Qugeln bdesjelben Centrums und zieht man
cinten durchgehenden Radiug, o {dhneidet diefer famtliche Sugeln.
Bon allen Shnittpuntten fagt man, fie legen vom Centrum aus
gevechinet in derfelben Ridhtung. [Betvadhtet man 3 B. dad jdhein-
bare Himmeldgetvdlbe ald Kugelflache mit dem Auge ald Centrum,
jo fann man fih vom uge aud nad) jebem Punfte der Flache, 3. B.
auc) nac) jedem Sterne, einen Radiud gezogen denfen, wodurd) alle
vom uge aud in da3 Weltall gehenden Richtungen zur Borjtellung
gelangen.|

41) Qegt man durd) das RKugelcentrum eine Ebene, o
fdhneiden fidh KQugel und Cbhene in einmer ebenen, frummen,
in fid) zuriidlaufenden Linie (Rurve), die fiberall von dbem
in der Gbene liegenden Centrum denfelben Abftand Hat
Diefe Linie Heift Rreid (Kreislinie, Peripherie), die von ihm um:
fhloffene Flache Beifst die Rreisflache. Jede durd) bag Centrum
gelegte Cbene giebt einen fogenaunten Hauptidhnitt der Kugel, und
diefer muf, da dber Radiug gleich dbem der Kugel ift, ftets ein grofter
Rreid der Qugel fein. [Auf dem Crdglobus find die Langentreije ober
Meridiane foldhe gripten Kreife, ebenjo der Hquator. Grogere Kreife
find auf der Rugel unmioglih, da ihr Radiug iiber die Kugel hinaus
reidhen toiirde.] Die Kugelflache wird durd) jeden Hauptidynitt in ztvei
Halbtugelfladen zerlegt, die Kugel felbjt in zivei Halbfugeln.
Die erfteren und ebenfo die lepteven, {ind nac) den obigen Bemerfungen
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iiber die miglihen Werdrehungen fongruent. Der Hauptjdhnitt ift
eine Symmetrie-Chene der Kugel.

42) Jebe Gerade, die zwei Punfte der RKreislinie verbindet,
eifit eine Sehne (Chorde) des RKreifes. Geht fie durd) dad Kreis-
centrum, jo Heift fie Durdymejfer desd Rreifes. Der Durchmefier
befteht aud zivei gleichen Radien oder Halbmejjern. Samtliche
Durchmefjer, ebenjo famtliche Radien ded Rrveifed find einander gleid).
Die Gejamtheit aller Rabien, die fih vom Mittelpuntte des Kreifes
aud nad) feiner Pevipherie ziehen lafjen, entjpricht der Gefamtbheit
der bom Centrum aud in der Ebene miglihen Ridhtungen. Sdyneidet
ein Radiud beliebig diele foncentrijhe RKreife der Ebene, jo jagt man
von jamtlihen Schnittpuntten, fie ligen, vom Centrum aud geredhnet
in berfelben Ridhtung. Sind alfo von einer Gevaden zivei Puntte,
gegebent und ift einer a8 Audgangdpuntt betracdhtet, jo ift die Ridjtung
der Geradben und ihrer gejamten Verlangerung beftimmt. Cine Gerade
von gegeberter Linge, deren Ridtung eindeutig beftimmt ijt, Heifst
Strede. Jn der andeven Ridhtung genommen, Heift fie bie entgegen:-
gefepte Strede. Jft die Ridhtung gleicdhgiiltig, fo Heift die doppelt
begrenzte Gerabe einfad) bie Gerade AB oder CD, je nad) der Be:
seidhnung ihrer Cubdpuntte.

Die von einem Punfte aud ind Unendlide gehende, alfo nur
einfeitig begrenzte ®erade, Deifit Strahl. Rreife von Ddemfelben
Radiug find fongruent. Sie decen fidh, {obald man fie mit den
Mittelpuntten aufeinanderfegt. Dabei fann man die Kreife in der
Ebene beliebig gegen einander verdrehen, ofhne daf die Dedung auf:
gehoben wird. Die RKreislinie ift alfo eine vollfommen vegel:
mafige ebene Rurve, jeder threr Punfte fann jeden andern erfesen.
Die verlingerte Sehne heift Sefante. Sie fannm mit dem RKreife
nur et Punfte gemein Haben.

43) Rreislinie und Rreisfliche werben durd) jeben Duvdy-
meffer in fongruente Halbireidlinien bezv. Halbfreidfladen ge-
teilt. Folglich: Der Durdymeffer ift eine Symmetrieadhfe ded Kreifes.
Den Durdymefier fann man ald die Grundlinie (Bafis) des Halb-
freijed ober Dder Palbfreisflache betracdhten. Halt man die Endpuntte
ded Durchmefiers feft, und dreht man den Halbfreid volljtandig Herum,
fo it der Weg der Halbfreislinie die Kugelflache, der Weg der Halb-
freidfldche Der Rugelforper. Die eingelnen Punfte der Peripherie be-
halten dabei ifren Abjtand von der Drehungdadhje bei, legen aljo
KQreife zuviid, die fogenannten Ravallelfreife. [Geht die Drehung
nidgt volljtandig Herum, jo Deit die entjtehende Flihe dad Kugel
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sweiet, der entjtehende Rovper fann ald Meridianausjdnitt oder ald
forperlidied Rugelzweied begeichnet werden. |

44) $Hilt man den einen Cndpunft einer begremgten Gervaden

feft, und dreht man fie in der Ebene voljtindig Hevum, jo bejdhreibt

Fig. 11. der andere CEnbpuntt einen Kreid, die Gerabe

B felbft eime Rreisflache. Geht die Drehung

\ nidht volljtandig Herum, fo ijt die entjtehende

frumme Linte ein Kreidbogen, die entjtehende

Slache ein Kreidausjdunitt (Kreiz-Seftor).

Lergl. Fig. 11. Der Seftor ift alfo eine von

einem Rreidbogen und zwei ju ihm gehorigen

Radien begremzte ebene Flache. BVerbindet man bdie Endpunfte der

beiben Rabdien, jo erhilt man die Sehne Hed Seftord beztv. ded Bogens.

Nufgabe. Jeihne mit Bivfel und Reiffeder foncentrijche Kreife

mit den Radien 1, 2, 3, 4, 5 u. | w. Centimeter und ziehe et

aufeinander fenfrechte Durchmefjer desd griften Kreifed mit Hiilfe des

Qineald und de3 Winfeldreieds.

[Bemerfung. Jeber der Rreife wird dabei in fongruente Viertel=

freife, jede Rreisflache in fongruente BVievtelfreizflachen jerlegt |

M A

giﬂ- i 45) Bu einer Rreidfehne fonnen zwei Bogen

i gehoren, die im allgemeinen verjchieden find. Jn

W ¢ &igur 12 gehoren zur Sehne AB bdie Bogen

: ACB und BDA. Wird nichts3 Bejonberes ge-

2 \ fagt, 1o ijt getwdhnlich der fleinere Bogen gemeint.

D Cbenjo gehoren zu tvei Kreisvadien tvei im |
allgemeinen verfdhiedene Seftoren. Jn Fig. 12 |
3 B. handelt e3 {ih um bdie Seftoven MACB |
und MBDA. BWird nid)ts befonberes gefagt, fo ift in der Regel der
fleinere von betden gemeint. Die durc) die Sehne abgefdhnittenen Teile
ber Rreisflache Heifen Kreidabidhnitte (Segmente).

A /\/Jj\ 46) Bivei Bogen eines Kreifes Heifen gleid,

/N / wenn fie fich gur Decung bringen lajjen. Dabei
/ \L \ fallen die Sreidmittelpuntte und die Endpunite
M \) der Bogen aufeinander. Die Decung ift in
(// s sweierlei Sinne miglid), diveft und nad) ge:
B,(\/ i fchehenem Umtlappen ded einen Bogens. Dabet

decden fid) aud) bdie zugehorigen Sehmen, bdenn
swifden zwei Punften ift nur eine eingige Gerade moglicd). Aus
bemfelben Grunbe Ddeden fih aud) bdie ugehorigen Seftoven und
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Gegmente. BVergl. Fig. 13. Aljo: Bu gleiden Bogen einesd
Kreifes gehdrven gleiche Sehnen, fongruente Seftoren und
fongruente Segmente. Cntjprechend folgt ausd der Decdung fon:
gruenter Kveidfeftoven:

Bu fongruenten Seftorven gehoren fongruente Bogen,
gleidge Sehnen, fongruente Segmente und fongruente Drei-
ece. Diefe Dreiede find gleidhfdhentlige, . §. joldpe, in Ddenen
jwei Seiten gleiche Linge Hhaben (die Radien). Jhre gleiden Seiten
Deifen Schentel, die dritte Heifit Grundlinie (Bafis).

©pridht man bet Sehnen mur bon den fleineren Bogen, Segmenten
und Gettoren, (ober mur von den grdpeven), o folgt ebenfo: Bu
gleichen Sehnen eines Rreifed gehdren fongruente Bogen,
fongruente Segmente, fongruente Seftoren und fongruente
Dreiece. Aus lepterem folgt:

Gleichjchentlige Dreiecte find fongruent, tvenn die Lingen ihrer
Schentel iibeveinftimmen und auch) die Grundlinien gleid) lang find.

47) Nufgabe. Gegeben fei ein Kreid und in ihm eine (nidht
allzugrofie) Sefhne AB.  Gine Reiht aufeinanderfolgender Sehnen
von Dderfelben Ldinge joll in den RKreid einge- Jig. 14.
tragen fverden. Davauf follen jamtliche End- ey
punfte mit dem Centrum verbunbden twerdeir. // \ P

Auflsjung. Man nehme AB (Fig. 14) I~ |\ /
in den Jirvfel, {dhlage damit einen Vogen um \ML—-— 14

B, bder ben GSdnuittpunft C giebt, fdhlage \
ebenfo einen Bogen um C, bder ben Sdmitt= N\
punft D giebt u. | w. Die Bollendung B0 vs. ol

per Beidhnung gefdhieht mit dem Lineal nacdh Art der Fig. 14.

Bemerfungen: Die entftandenen Bogen, Segmente, Seftoren
und Dreiece find fongruent. Tritt der Fall ein, dafy die Reibhe der
Bogen nach einem Umgange fdhliept (baf alfo der Eubpunft des
lepten Bogens auf 4 fallt), fo ift der Kreis in eine Anzah!
fongruenter Bogen eingeteilt, die Kreisflache in eine An-
sahl fongruenter Seftoven. Dad von den Sehnen gebilbete
Bieled heift dann ein regelmdaBiges Vieled (vegulires Polygom).
Hat man ndmlich) et iibeveinjtimmende veguldve Polygorne, jo lafjen
fie fich nicht nur auf eine eingige Wrt zur Dectung bringen, fondern
jebe ©eite Des eimen fannm aquf eine beliebige Seite ded andern
gelegt werden, fo dafy jede Seite bezw. Ecte durd) jedbe anbdeve erfept
werden fann.  Jeber Radiug des Wieleds fann ald Symmetrieadyfe
betradjtet twerden.
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26 Grite Abteilung: Geometrie.

RegelmiBige Vielede jind joldye BVielecte, deven Ed-
puntte jamtlid) auf einem RKreife liegen, und deren Seiten
gleid) lang find und nad) einem Umgange jhlieen. Sie
faffen fich ftetd in eine Wnzahl fongruenter gleichjdentliger Dreiecte
serlegen, deven Gpigen im IMittelpuntte zujammenfallen.

Bahlreihe regelmdfige Bielece laffen fih nur durd) probe:
weifed Abfteden von Punften auf einem Kreife mit Hiilfe derjelben
Birteldfinung fonftruieren. Bei anderen find genaue (erafte) Kon:
jtruftionen moglich, jedodh) zieht bdie Prarid aud) Hier bideilen das
probetveife Abfteden vor.

Nufgabe. Verfudhe durd) probeweifes Abjtecfen folgende regel=
mapigen Figuren in gegebene RKveife eingugeichnen: Dad rvegelmipige

Fig. 15.

2 /, \\ \\\‘ /// \\\ : // 7\\\
// o RN s /
{ // \ | | {\\

A |
e 13/ it
\ \/ﬁ L “—,‘/ \\

W
/

:\\ // ,v/ \\ / i
B N 3] s 7 \
Bt i \\/// P Z1

Dreied, Bieved, (Quadrat), Fiinfed, Sedhsed, Siebened u. f. w.
Cinige find in vorjtehenden Figuven dargejtellt.

48) Die regelmipige Kreisdteilung findet im praftijhen Leben
vielfache Anwendung. Die Jahnrdder bder Majdinen twerden mit
ihrer Hiilfe fonjtruiert. Der Rand ded Bifferblattes jeder Uhr ift, der
halben Stundenzahl ded Taged entjprechend, in 12 gleiche Teile ein-
geteilt. Jn Der Regel ift jeder diefer Teile wieder in 5 zerlegt, fo
dag man im Ganzen 60 Hat, wad der Minutengahl der Stunde
entjpricht. Denft man fih jeben Ddiefer Teile iieder in 6 gleidhe
Teile gerlegt, fo ergiebt fich die widhtige Einteilung bed Kreifes
in 360 gleidge Teile, die 3 B. bei dem Uquator der Grde
sur UAnwendung fommt Der 360. Teil einmer Kreisdlinie
heipt ein Bogengrad. Der ganze RKreid 3ahlt 360 Grade, ge-
fdhrieben 360° bder Halbfreid zahit 180° (bgl. den Trvandporteur des
Reifzengs), der BViertelfreis 90° . f. w. [Jeber Meridbian-Halbireid
bes3 Crdglobud gerfallt in einen ndrdlichen und einen fjiidlichen Teil,
berent jeder in 90 Grabe eingeteilt ift. Die Ortsbeftimmung gejdhieht
mit $Hiilfe der Mevidiane und Parallelfreife, 3 B. 80° pitlicher
Qiinge, 50° nordlicher Breite] Fiir nod) genauere Meffungen Hat
man den ®rad nod) in 60 Minuten, die Minute in 60 Sefunden

www.rcin.org.pl



II1. Grlduterung d. widytigft. geometr. BVegriffe an Deodellen u Jeidhnungen. 27

eingeteilt. [Den Hovizont teilt man, 3 B. von Norben ausdgebhend,
in 4, begv. 8, 16 u. f. . gleihe Teile ein, wad bie Himmels-
richtungen giebt, vgl. die Windrofe ded KRompah (Voufjole) und den
Horizontaltreid der FeldbmeRinjtrumente. Mit Hiilfe der Himmels-
vihtung und Dder Gradeinteilung bder Benithalfreife (die Ddurd) bden
hochjten Punft der fdheinbaven Himmeldtugel gehen und Hauptichnitte
derfelben find) fann man den augenblidlihen Ort eined Sternes am
Himmeldgewsloe beftimmen. Cin folder fann fih 3 B. in der Ridh-
tung Nordojt in Hohe 50° befinden.]

49) Fig. 16 ftellt ztwei foncentrifhe Qreife dav, in denen bie
Radien MA und MB um denjelben Bruchteil der betveffenden Kreife
(3. B. ;) gedbreht und in die Lage MA, begv. MB, gelangt find.
Die Bogen AA, und BB, Haben verjdhiedene Liinge, ihre Gradzah!
ift aber diefelbe (3. B. 45°), denn e3 hanbdelt
fih eben um Denjelben Bruchteil jedes
Rreifes. Das Maf der Drehung ober S R 1
ber Wintfel der beiden Rabdien ift demmachy 7 B
fitr den Radius des einen Kreifes dasfelbe, [ / /\
fie fiir Den Ded ambernm, d. §. ev ift unz | | I
abfhingig bon der Linge des Radius. | |
Sieht man von diefer Linge ab, fo fpridt O £
man, {tatt bon Bogengraden, von Winfel- P LA
graben und teilt die volle Umbdrehung in |
360 Wintelgrade, die Halbe in 180 Wintel-

- grade ein, fpricht alfo 3. B. von einem Winfel von 45° ohne jede Bezug-
nahme auf die Linge der Schentel des Wintels. Den Wintel nennt man,
indem man einen beliebigen Puntt jedes Schenfels und ben Sdheitel
(Scnittpuntt) nennt, lehteven jebod) in die Mitte jept. Dad Jeidhen
fiiv Winkel ijt <. S ift 3. B. in Fig. 13 nur ein Winfel dargejtellt,
der ald ST AMA, odder al3 9 BMB, oder AMB, ober BMA,
bezeidhnet tverben fann, aber, twemnn man von der Drehungdrichtung
abfieht, aud) al8 A, M A, B, MA u. i w. gelefen werden darf. Gleiche
Winfel find joldhe, die i), abgefehen von der Linge der Schentel, Fur
Dectung bringen laflen. Die Decung fann auf zwvei Arten gejchehen,
piveft und nad) gefhehenem Umflappen. Zu zvei Radien eines
Rveifes gehiven ftetd zwei Winfel. Jn der Regel ift der fleinere von
beidben gemeint.

50) Bei einem Winfel unteriheidet man Red)td- und Linfs-

Drehung. Die Redtddrehung entfpricdht dem Gange ded Uhraeigers,
die Linfsdbrehung ift die entgegengefebte. DHdaufig nimmt man die
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nad) rechts gehende Horizontale ald die Unfangdrichtung an und be-
trachtet die Linfsdrehung afl8 die pofitive, die Rechtddrehung al8 die
negative Drehung. Dann entjpridht jedem Wintfel ein fiix
allemal eine bejtimmte Rihtung. Bon jedem Punfte fonnen nad
jeder Ridhtung hin Strahlen ausgehen. An jedem Strahle hat man die
Ridhtung und die Lage ded Ausdgangdpunftesd ju unterjdheiden;
an jeber Strede alfo jind ju unterfheiden a) Ridhtung, b) Lage
bes Ausgangspunttes, c) Linge derfelben. Unterjdeiden fid
sivet Gtreden einer Gbene nur Dbeziiglid) der Qage ded Audgangs-
punfted, ftimmen fie alfo in ber

6;(? i Ridhtung und der Linge itberein,

7 ) fo nennt man die Strecen gleid).

135, w"\ Strahlen von gleiher Richtung,
die alfo gegen die Horizontal nadh

E vech)t8 gehende Gerade gleichiweit

180° 3 [0"60)  gebreht find, nennt man gleidh-

geridhtet, woritber jpdter bejonbders
su fpredjen ift. [Jm gewdhnlichen
Qeben Debeuten Strede und Linge
pasfelbe, in der Mathematif aber
hanbelt 8 {ich um ganz verjchiedene
Begriffe] Jn Fig. 17 find fiiv diefe Unjdhauung gleid) lange
Streden von den Ridhtungen 0° 45° 90° 135° 180° 225° 270°
315° mit demfelben udgangspuntte dargeftellt. Denft man fidh) ein
Redyted um eine feiner Seiten gedreht (vgl. die gedrehte Stubenthiir),
fo jpricht man ebenfo twie hier von Drehungen, die von der Groge
0% 90° 270° 360" u. dergl. fein fommen. Die Grdfe des Winfels
wird dann nach der Drehung der ald8 Nabien bewegten Seiten de3
Redyteds gemeflen. Wlfo: Sdneiden i) zwei Cbenen und er:
rvidhtet man in einem Punfte der Sdhnittlinie Sote in beiden
Cbenen, fo gilt der Winfel zwifden den Loten ald der von
ben Cbenen gebildete Winfel

Cinigen Winfeln Hhat man befondere Namen gegeben. Der
Winfel von 0° Heifit Nulltvintel, der von 90° ift der fdhon be:
~fprochene vedhte Wintel, der von 180° Heifit der flache oder ge-
ftredte Winfel (feine Schentel gehen nad) entgegengefebter Richtung),
der von 360° Heift BVollwintel. Winkel, bdie fleiner find ald 180",
Deifen Hohle ober fonfave Winfel, joldhe, die grofer find ald 180°,
nennt man fonvere oder itberftumpfe. (Nach) Obigem (bgl. 49) ijt,
wenn nid)td befondered gejagt wird, ftetd der fonfave Wintel gemeint).
Winfel, die fleiner find ald 90° nennt man jpipe Winkel, foldhe, die

2%
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sioifdhen 90° und 180° fiegen Beifen ftumpfe Wintel. Crgdangen
fih aivei Winfel zu 90° jo nennt man fie Komplementwintel
(3- B. 60° und 30°), folche, die fih zu 180° ergdnmzen, Heifgen
Supplementwintel.

51) Jeber von jwei Radien eined Kreijed gebildete Wintel
heipt Centriwinfel Da durd) die Ccden desd vegelmdpigen Bieleds
ftetd ein Rveid gelegt werden fanm, bdeffen Centrum im Mittelpuntte
pes WBieledd liegt, o fann man aud) bei dem regelmdiBigen Vielect
ben Winfel, der durd) die Verbindbungslinien ded Mittelpunttes mit
pen Cudpuntten einer Seite gebildet tird, ald Eentritwintel begeichnen.

Der Centritvinfel ded rvegelmdafigen Dreiedd ift dann §gg= 120°,
der Ded rege!maﬁtgen Biereds (Quadrates) 310 = 90° der ded regel-
mdfigen %unfecfé — = 72° ber de3 regefma%tgen Sed)3eds %0 — 60°

W o Die burcf) die ©eiten und Radien des Vieleds gebtibeten
gleichjchenfligen Dreiedfe waven al8 fongruent nadhgewiefen. Man
fcliept Daraus: Gleihjhentlige Dreiecte find fongruent, wenn fie in
den Scdjenteln und dem Winfel an der Spige (dem bon den Schenfeln
eingefhloffenen Wintel) iibereinfimmen. Nun fonnten aber die ent-
{prechenden Bogen und Sehnen auf zweierlei vt zur Decung ge:
bracht twerden, Ddiveft und umgeflappt, und da nur gleiche Wintel fich
deden fonnen, fo folgt: Die Bajis-Winfel desd gleichjdhentligen
Dreiedsd find einander gleid), oder: Gleidhen Seiten bdes
Dreieds liegen gleiche Winfel gegenitber. Jm gleichieitigen
Dreiede find demnad) alle Wintel einander gleid).

Jeber bon zwei benachbarten Seiten bed regelmdfigen Polygons
eingejchloffene Wintel befteht aud zwei gleihen Vafidwinteln, folglich:
Die Winfel eined rvegelmipigen Polhgons ftimmen iiberein.
(Vgl. Fig. 14.)

52) Hufgabe. Cinen gegebenen Winfel AM B an eine gegebene
Geradbe K1 in einem gegebenen Puntte M, nad) einer der vier bor:
Handenen Moglichfeiten anzutvagen. (Fig. 18 auf folgender Seite.)

Auflojung. Schlage um M mit beliebigem Radiug MC einen
Bogen CD von Sdentel zu Scenfel und mit demfelben Rabius
einen folchen um DL, Dder 3 B. bei C; Dbeginnt. Darvauf nimm
pen Abjtand CD in den Jivfel und fdhlage damit um C, einen
Bogen, der in Dy {dneidet. M, D, giebt dann den zweiten Schentel
ded gefuchten Winfels.

(Seftoren mit gleihen Radien find namlid) fongruent, wenn ihre
Sebnen gleid) lang find).
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g 15 Aujgabe. Bilde bdie
s Gumme und die Differeny
stweter gegebener Winfel.

[563) Borliufige Bemer-
fung iitber den Rreidumfang.
Legt man itber die Wolbung
einer Halbfreidjheibe einen

L Ditnmen Faben und zieht
\ man ihn ftraff, ohme ihn
/ gewaltfam audzudbehuen, jo

3 erhilt man jiemlich genau
ol A\'\/c bie Qinge der halben Kreis-
\ / fimie. Jft der Radius der
Sdyeibe von  Dder LQéinge

/u 100 mm, jo findet man fiix

den Halbfreid als Liinge rund

314 mm, ijt der Radius

;/{ von der Liinge 1000 mm,

fo findet man fitr den Halb=

frei3 vund 3142 mm. Je genauer man mift (oder, wie e3 fpiter ge:
et wird, vechnet), um jo genauer findet man, daff die Liinge ded Halb-
freifes das 3,14159 ... fache De3 Radiud ift. Diefe Bahl begeichnet
man mit dem griedifchen Budhftaben = ((ied pi). Folglich: Die Lange
pes Halbiveifed ift das w-fade Desd Radius, aljo: Der Umfang
bes ganzen Kreifesd ift bad 2n-fadje Desd Radiusg, oder u = 2rm.

Aufgabe. Wie grofy ift der Uquatorumfang der Grde, wenn
der Radiug zu 859 Neilen angenommen iwird?

Aufgabe. Nimm an, die Crbe bewege fidh in einem Jahre
etnmal um bdie Sonne in einer RKreidbahn von 20 Millionen Meilen
Radius. Wie grof ift der Weg filr ein ganged Jahr? Nimm dad
Sahr 3u 365 Tagen an und beredyne den Weg fitr einen Tag, eine
Stunbe, eine Minute, eine Sefunbe. Nimm bdad Jahr Fu 365% Tag
an, und fithre diefelben Redhynungen aus.]

54) Bon jept ab merfe man folgende Vegeihnungen: A\ bedeutet
Dreiect, ~ bebeutet fongruent, = bebeutet pavallel, 4 bedeutet gleich und
pavallel, _| Dedeutet jenfrecht, > bedeutet grifer, < bebeutet fleiner.

Aljo: A ABC =/ A, B,C, bepeutet: Dreied ABC ijt fon=

' gruent bem Dreied A, B, C,.
AB || CD bedeutet: AB ijt pavallel ju CD.
AB 4t CD bedveutet: AB ijt gleih und parvallel CD.
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AB | CD bYebeutet: AB jteht jenfrecht auf CD.
AB > CD ., AB ijt griger al3 CD.
ABit< 0D ,  AB ijt fleiner al3 CD.

Puntte werben jtetd mit grofen lateinijden Budjtaben bezeichnet,
Geitenldngen mit fleinen; Winfel terden in der Regel mit Fleinen
griechifhen Budhjtaben bezeichnet, 3. B. « (lied Alpha), B (lied Beta),
y (lied Gamma), 0 (lied Delta), ¢ (Cpfilon). Jm Dreied erhalten
jeder Ccdpuntt, bder jugehivige Winfel und bdie gegeniiberliegende
©eite die entjprechenden Budhjtaben der gemannten WAlphabete, fo daf
A, « und a, ebenfo B, f und b ujammengehiren.

IV. ilbungen mit Winkeln wnd Dreiecken und Ableitung
entfpredhender Sihe und Ronfiruktionen.

55) Berliingeve den einen Schenfel eined gegebenen Winteld «
itber den Sdjeitel hinaud. Wie grof twirD Dder neu entftehende
Winfel g2 (Fig. 19.)

Da ein geftredter Winfel entfteht, ift « 4 f = 180°% alfo wird

6 =180 —a. Sft & B oi— 600, Fig. 19.
fo mug B = 180° — 60° =
120° fein.

Pan nennt den fo enttan-
denten  Supplement - Winfel den /;/
Nebentwinfel von e

fo jind aud) ihre Nebenwintel
gleidy, benn die Differens 180°— «
fann  nur einen eingigen Wert
haben.*) Die PHalbievungslinien
iveier Nebentwintel ftehen auf ein-
ander fenfredyt. (Warum?)

56) Berldangere beide Schentel
eined Winfeld iiber den Scheitel Hinaus. Wie grof ift der von
ben beiben neuen Schenfeln gebildete Wintel o, ? (Fig. 19.)

Sind jwei Wintel gleid, [ ﬁ?

*) An bdiefer Stelle fann bder felbftverftindliche Grundjah: Gleidhed
pon Gleidhem jubtrafhiert, giebt Gleidhes, an Beifpielen verdeutlicht
werden, ebenjo bdie entjprechenden Grundjape itber Addition, Multiplifation
und Divifion. BVgl. die Jujammenitellung am Sdhlup ded Jahrgangs.
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Beide Winfel find die Nebentwinfel desfelben Winfeld B, jeber
ift alfo gleih) 180" — B, beide ftimmen demmnadh itbevein.

Man  bezeichnet awei foldhe Winfel o« und o, ald Sdeitel:
winfel. Wlfjo: Scheitelwinte! {ind einander gleid.

57) Um ivieviel Gradbe mup man eine Gerade DE mindejtens
drefen, um fie in die entgegengefepte Rage zu bringen? Um 180°
Wie grop mup demnad) die Winfeljumme im Dreiedt fein?

Sn Fig. 20 fet DE bdie Ridhtung bder einen Dreiedsieite.
Dreht man fie um den Punft 4 Hi3 in die Lage D, E, der jtveiten

g, 50. Dreiedzieite, jo hat man

D D, ihr die Redhtsdrehung «

A gegeben. Dreht man fie

o X P jst um B bis in die

Qage Dy E,, jo Hat man

ihr dazu nod) die Red)t3-

, drejung f erteilt. Dreht

i man fie endlich um C big

ROV in bie Qage Dy E,, o Bhat

man ihr nod) die Rechts-

drehung y ecteilt. Nun ift aber D, E; die entgegengejepte Lage

st DE, folglih BHat die gejamte Drehung 180° betragen, H. b
« + f + y =180"%)

Alfjo: Die Summe der Winfel jedbesd Dreiedsd ift
gleidh) 2 Redhten oder gleid) 180°.

Beijpiel. Drehte man bie

(Ey)D

i”ffl Horizontale D E exft um o = 40°,

VIR . X fodann um B = 80° fo betrug

Ps e /\ die Drehung bisd jept 120" und e3

b / \ \ \ waven nod) 60° nitig, um die ent:

f/ v / . gegengefebte Lage zu erzwingen.
3 f C A \k / N 58) Folgerung: Jeder Wintel

ded gleidhfeitigen Dreiectd betrigt
60° odenn bie Winfel find ein-
anber gleid), ihre Summe aber

/ ift 180°.
LGN Folgerung: Trdgt man den
Rabdiug des Kreifed 6mal Hinter-
*) Die angegebenen Drehungen find an der Jeichnung auf der Wandtafel

mit einem Lineal praftijd) vorzunehmen, damit der gleiche Drehungsjinn dem
Gdhitler ztveifellod flar twerde.
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IV. {lbungen mit Winfeln u. Dreiecen u. Ableit. entjpr. Sipe u. Ronjtruft. 33

einander auf der Peripherie ab, fo erhilt man Ddad regelmdfige
Sedpsed. (Fig. 21.)

Beweis. MAB ift ein gleidhjeitiged Dreiect, folglich ift
X AMB = 60 = 56(?— Das Dreiect [dft fidh) alfo 6mal um M
Herumlegen.

Folgerung. Jieht man in Fig. 21 die Gevaden AC, CE und EA4,
fo exhilt man dad bem RKreife einbefdhriebene gleichjeitige Dreied, denn
X AMC = 120° = " Gbenfo ijt I CME — L EMA — 60°.

59) Nujgabe. Der Winfel an der Spike eined gleichjhentligen
Dreiedd fei y, wie grof ift jeber Vafidtwintel?
Auflifung. <Co + <P =180° — y; Ko = K B, folglidh

<< 2 @ = 180° — y, daher a—90°——§

Beijpiel: €3 fei y = 30°, damn ift ¢« = 90° — 15" = h0
ebenfo B = 75° Probe: 75° + 75° 4+ 30° = 180°.

Aufgabe. Wie grof ift jeder Wintel desd vegelmdpigen Fiinfeds?

Auflojung. Sein Centriwinfel betrigt = 0 — 720 Folglidh ift
der Bafisintel jedesd der gleichjchentligen SDtetecfe 90° — 36° = 54°,
Seder Fiinfedswintel ift dad Doppelte, alfo 108°.

[Hufgabe. Wie grof ift der Winfel ded vegelmdpigen n-Cd3?

Anflifung. ein Centriminfel ift *> , folglich jeder Bofis-
1800

toinfel 90°———n—, folglich Der bdoppelt fo grofe n:CEd3wintel
1800 — 2%
n

60) Stimmen zwei Dreiede in zwei Winfeln iiberein,
fo ftimmen {ie aud) im dritten {iberein.

Beweid. Jn den Dbeiden Dreieden fei T « = 9T o, und
<L B = << By; dann ift in Dem einen Dreiede y = 180° — (« 4 B),
im anbern y, = 180° — (e, + B,), alfo y = y,.

Betfptel.” €3 fei o =o, = 207 B ==, =100% ¢3 folgt
§ vy o P,

Bemerfungen: Die jpiben Winfel im redtwintligen Dreiede
find Complementivinfel. it 3. B. der eine 30° jo ift der andere 60°.
Sind bdie RKatheten gleich, jo ift jeder gleich 45° benn die Bafidwintel
miiffent gleidh fein. Jedbed Dreied fann nidht mehr ald einen rechten
ober einen ftumpfen Winfel enthalten. (Warum?) Dad Dreied
enthalt nur fonfave Winfel.

Polzmitller, Mathematif. I 3
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61) Sap: Jedber Aufenwinfel eined Dreieds ift gleid
der Summe der an den beiden andern Eden liegenden
. Dreiedsmwinfel.

s gl Unter Aufentvinfel eines

Dreietd verfteht man jeden

Wintel, der durd) Berlinge-

K rung einer Dreiectsjeite entfteht,
\O . B. 6 in Fig. 22

' ' Hier ift 4y = 180°—q,

aber aud) d = 180" — ¢, folg-

lig 0 =B + p. [0 fann im Sinne der BVetvadtung 57) als Summe

der Gingeldrehungen y und B aufgefafst twerden.]

62) Grflarung. Werden zwei pavallele Gevade, 3 B. AB
und CD in Fig. 23 von einer dritten gefdhnitten, {o nennt man die
siwijchen den Parallelen (iegenden
Wintel inneve Winfel, die iib-

/ rigen dufere. Juuere find o,
11 1

Fig 23.

B, o und B, dufere find «, B,

oy und B,. Man begeidhnet ferner

/ a und o ald Gegenwintel
i p ober forrefpondievende (fich ent-
fprechende), ebenjo B und B, «,

I 2 und o B, und By Jedes Paar
enthalt einen innmern und einen

% B, 2 dufieven, die aber nicht Neben-
BV ' tinfel find, und die auf derjelben

Seite der {dhneidenden Geraden

I 4 [iegen. Ferner bezeichnet man o«

und oy ald Wedhfelwintel,

E ebenfo B und By, o uNd «y, B,

und By Jeded Paar enthilt et
innere oder jwei dufere auf verfdhiedenen Seiten der jdhneidenbden
Gevaden. CEndlich) begeihnet man « und p; ald entgegengefebte
Winfel, ebenfo B und o, By und o5, oy und B, Jeded Paar ent-
Dalt wei innere ober givei dufere auf derjelben Seite dex jdneibenden Ge-
vaben. Ungenommen nun, 3wei Gegentvintel find gleid), 3.B. e =¢,,
fo miiffen aud) die Sdheiteltvinfel und Nebenwinfel diejer beiden gleid)
fein, 0. 9. alle Gegenwintelpaave find gleich, ebenfo alle Wechjelwintel
paare, jedes Paar entgegengefepter muf aber ztvei Recdhte betragen. (Die
entfprechenden Umfehrungen bilde jelbjt.) Jn der That gilt folgender Sah:
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Werden zwei Parvallele von einer dritten gefdnitten,
fo find je zwei Gegenwinfel gleidh, je zwei Wed)felwintel
gleid), und je jwei entgegengefepte Winfel betragen zu=
fammen zwei Redte.

Beweis, EF Hhat in allen Teilen diefelbe Ridhtung. Nad
Abjdhnitt 23) find Parallele ald gleichgerichtet zu betradhten, folglich
ift der Ridhtungdunterihied « ebenjo grof, twie der Richtungdunter=
fhied «,. Folglidh ift aud) ¢ = oy, und o 4 B, = 180° u. {. .

Bemerfung. Man fann aud) 4B um den Punft G in die
Lage FE bdrehen, dann um H in bdie LQage DC. Die gejamte
Drehung ift g+ «, und da die Ridhtung von DC entgegengefeht
su der von AB ift, jo mup g+ o = 180° fein.

63) Umfehrung. Werden jwei Gerade von einer dritten
gejchnitten, und jind dabei zwei Gegenwinfel einander gleid
(oder find zwei Wedhfelwinfel gleid), oder {ind zwei ent-
gegengefepte Winfel zufammen zwei Redte), fo jind die
beiden Geraden parallel*)

Beweis. Angenommen, AB und CD (Fig. 23) dnitten fid) in
einem nacd) vechtd im Cndlichen liegenden Punfte X unter einem
Winfel y, fo Hitte man ein Dreied mit einer Winteljumme, die grofer
wdre, al8 zivei Recdhte. Denn da jhon o 4+ g = 2R ijt, wmiifte
a4+ B+ y>2R fein. Died ift aber beim Dreied unmoglih. —

Ober: Angenommen AB tire nidhgt pavallel su CD, jo liege
fig durd) G die Pavallele GK jiehen. Diefe tviitde mit EF den
Winfel « = o, bilden, und fo Hhatte man den Wintel « zweimal, ohne
baf awifden beidben o Decung fjtattfande. Died ift aber unmiglich.

Aud) folgender Betweis werbe geiibt: Der rechte Teil der Figur 23)
werde in der Gbeme um 180° gedreht, dann [afit er fid) genau auf
den linfen Teil decten, jo dafp der Flachenraum 1 auf I, 2 auf I
und 3 auf III fdllt. Ungenommen nun, die Linien GA und HC Hes
linfen Teiled jhnitten fich, fo miiften {ich in entjprechender Weife andh
bie bed rechten Teild {dhneidben. Man Hatte alfo zwifdhen den beiden
Sdnittpuntten jivei getrennte Gerade, wad unmiglidh) ift.

64) Beweife folgende Nbungsfige:

a) Winfel mit pavallelen und gleidgeridhteten Schenteln find
gleich; ebenfo foldhe mit pavallelen und eutgegengefeht gervidhteten
Sdjenteln; bdagegen betragen Winfel mit pavallelen Schenfeln, von

*) €3 ijt geredhtfertigt, aud) dann von Gegenwinfeln u.f{. w. zu fpreden,
wenn Gerade, die angendfhert pavallel find, von einer dritten gejdhnitten werden.
8%
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denen da3 eine Paar gleichgerichtet, das anbere entgegengefest gerichtet
ift, sujommen jwei Redhte. (Sudje jededmal die Figur jur Figur 23
3u vervolljtindigen.)

b) Fallt man von einem Punfte auBerhalb eined Winfels und
feines Sdjeitelwintels Lote auf defjen Schentel, jo bilben diefe einen
gleih grofen Winfel.

Falt man fie von einem innerhalb des Wintel3 oder feines
Sdeitelivinteld (iegenden Punfte aud, fo entfteht fein Supplement:
winfel. —

65) Nufgabe: Cin Dreied zu fonftruieren aus jwei
Seiten a und b und dem eingejhloffenen Wintel 5.

Fig. 24
a

N

Auflojung. Qege die Gerade a als BC (Fig. 24) beliebig
hin, trage in C den Winfel y an fie an, madje den neuen Schenfel
CA gleih b und verbinde A4 mit B. Dreied ABC ift dasd gejudte,
denn e3 enthilt die gegebenen Stiicfe.*)

Bemerfungen: Die Aufgabe ift ftetd miglic), fobald p ein fon:
faver Winfel ift. Sie ift aber nur auf eine eingige Art mibglich.
Qonjtruiert man namlich) zwei Lojungen ABC und 4, B, C,, fo fann
man B,C, auf BC fo beden (fei e3 bdiveft, oder nad) gejchehenem
Umflappen), daf << p; auf p, folglih C, 4, auf CA fillt. Da A4,
auf A und B, auf B fillt, fillt 4, B, auf AB, < e, dedt fich
mit «, und ebenfo T B, mit B. Aud bder Gleichheit der drei ge-
gebenen Stitfe folgt alfo die ber nidht gegebenen, und o gilt der Sah:
Dreiede {ind fongruent, wenn jie itbereinftimmen in wei
Seiten und dem von ihnen eingefdhloffenen Winkel. (Criter
RKongruenzfap.)

66) Nufgabe: GCin Dreied zu Ffonftruieren ausd einer
Seite a und den beiden anliegenden Winfeln g und y.

*) Die Bejdhreibung jeder Konjtruftion miihte mit einem foldhen Schlup-
fage enden. Jn Fufunjt joll er in der Regel weggelafjen werbden.
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Aufldjung. LQege a ald BC beliebig hin (Fig. 25) und tvage bei
B den BWinfel B, bei C den Wintel y auf derfelben Seite der Geraden an.
Die entjtehenden Schentel {ind bid zum Durdhjdnitt 4 zu verldngern.

Fig. 25.

\ ¥

Bemerfungen: Die Aufgabe ijt ftetd moglich, jobald g+ < 180°
ift. Sie ift aber nur auf eingige Wrt moglich), denn fonjtruiert man
swei Dreiede ABC und A, B,C;, {o deden fie fid). Man fann
namlid) (divett oder nad) gefhehenem Umflappen) B, C, auf BC fo
legen, Daf B, auf B und p, auf p fallt. Da nun die aufeinander
fallenden freien Sdhenfel nur einen eingigen Shnittpuntt haben finnen,
fo muf 4, auf A fallen, fjolglich ijt B4, = BA, C;4, = CA und
K o, = «. Stimmen alfo die gegebenen Ctiide iiberein, fo ftimmen
die Dreiece in allen iibrigen Stitden iiberein.

War nun gegeben a, « und B, aljo eine Seite, ein gegeniiber-
[iegenber und ein anliegender Winfel, o war die Sadje diefelbe, nur
mufite man jundd)it den zweiten anliegenden Winfel y gemdf bder
ormel y = 180" — (« 4 B) fonftruieren. Dann fonnte die vorige
Ronjtruftion angetwandt werben.

Da Dbeibe ufgaben nur eine einzige LWwjung ermidglichen, fo
folgt der Sap: Bwei Dreiede {ind fongruent, wenn fie iiber:
einftimmen in 3wei Seiten und jwei gleidhliegenden (homo-
logen) Winfeln. (Bweiter Kongruenzjag.)

Bemerfung., Filt man in einem redhtwinfligen Dreiee von
bem Sdjeitel ded rvechten Winteld8 auf die Hypotenufe ein Lot, {o
serfallt es in jivei Dreiee, in Ddemen eine Seite und jivei Winfel
iibereinftimmen. Diefe Winfel find aber nicht gleidhliegende, dabher
find die Dreiede im allgemeinen nicht fongruent. Der Bujap gleid)-
liegend ift alfp im lepten Sabe unentbehrlid.

67) UAndere Kongruengen und einige Lehriige und Konftruftionen
laffen fih aud Figur 26 ableiten. Jn Dderfelben find zvei fidh
fdhneidende RKRrveife Ddavgeftellt. Jhre Mittelpunfte ¢ und D find
burd) eine Gevade verbunbden, die jogenannte Centrale beider Rreife,
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bie nod) bid zu den Rreidpunften E und F hin verldingert ift. Diefe
Centrale ift die Shmmetvieacdhje beiber Rreife. it alfo ein Durdy-

Sig. 26. fhnittdpuntt A borhanden,
fo mufy nodh ein zveiter
Sdnittpuntt B, fein Spie-

gelbild, vorhanden fein,
mehr al wei Sdnitte

/ find aber nidht moglich.

A Biftdiegemeinjchaftliche

Sehne, KL die gemein:

3 fhaftliche Sefante. AB

/ | ift (nach Abjchnitt 21) in

| @ Halbiert unbd fteht jent-

/ vecdht auf CD. CB ift dad

Gpiegelbild von CA, BD

] a3 von AD. Winfel

i 3 G : 7 ACD ijt bas Gpiegelbild
G

bon < BCD, fo daf
Winfel ACB Yalbiert ift.
Ebenfo ift ST ADC das
Gpiegelbild von BDC,
folglih << ADB Bal:
biert. Wintel CBD ift
Spiegelbild von CAD,
alfo  find Dbeide gleidh.
Dreiet CBD ift al3
©piegelbild von Dreied ACD bdiejem fongruent. Jibhle nod) andere
fongruente Dreiede und Halbierte BVogen auf. Abgefehen von bereits
bewiefenen Sdapen ergeben fid) folgende:

68) a) Stimmen jwei Dreiede in den drei Seiten itber:
ein, {o find fjie fongruent (ftimmen alfo aud) in Dden gleidh-
liegenden Winteln iibevein). Denn fie laffen fih ftetd wie ACD
und BCD fymmetrif) aneinanderfepen, fo dafy ein Teil der Fig. 26
entfteht.  Folglih Hat die Aufgabe: ein Dreied ausd ben drei
Seiten zu fonftruieven, nur eine eingige LWwjung. Diefe findet
man, indem man eine der gegebenen Seiten beliebig hinlegt und mit
den beiden andern Seiten afd Nabien um die Cndpuntte der erfteren
Bogen {Ghlagt. BVerbindet man bdiefe Cndpunfte mit einem Dder
Sdynittpuntte diejer Bogen, fo ift dad Dreiet fonjtruiert. — Sah 68
ift ber dritte Rongruenziab.
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69) b) Stehen iiber derfelben Geraden (4B) zvei gleidhjchentlige
Dreiede (ABC und ABD), und verbindet man die Spigen derfelben,
fo wird der Winfel an jeder Spige DHalbiert, die Bafis halbiert, und
die BVerbindungslinie fteht fenfredht auf der Bafis.

Die Detreffende Figur ift nur ein Teil der bereitd Lejprochenen
Fig. 26.  (Man fann die gleidjchentligen Dreiede ABC und ADB
aud) auf derfelben Seite der Geraben anbringen.) Daraud ergiebt
fich bie Ljung einiger Aufgaben:

70) Aufgobe. Cine gegebene Gevade AB zu halbieren.
Aufl. Man fdhlage um die Endpuntte A und B Bogen mit derfelben
Birfelbffnung und verbinde die Schnittpuntte. Weil die BVerbindungs-
linie die Spigen zweier gleidhjdhentligen Dreiede itber AB verbinbdet,
ift AB Dalbiert. (Fig. 26.) Gtetd ift nur eine LWwjung moglich. -

71) Aufgabe. BVon einem gegebenen Punfte C aus auf
eine gegebene Gerade KL ein Qot zu fallen.

Nuflojung. Man jdhlage um C mit hinveidend grofer Jirfeldffnung
einen Bogen, der die Gerabe KL in zivei Puntten A und B jdyneidet.
it derfelben Jirfeltffnung jdhlage man um 4 und B Bogen, die
fidh in D jduneiden. CD ift dad gefuchte Lot, denn man Hat die
©pigen zveier gleidhjchentligen Dreiecte Dderfelben Bafid verbunbden.
(Fig. 26.) Gtets ift nur eine Lbjung miglid).

72) Aufgabe. Aufeiner Geraden KL in einem beliebigen
Punfte G ein Lot zu ervidten.

Auflojung. Man jhlage von G aud auf der Geraden KL nad
beiben Seiten gleidhe Stitde G A und G B ab (ift G Cndpuntt der Ge-
vaben, fo muf vorher verlingert werden), {Hhlage mit groferer Jivfel-
offmumg um 4 und B Bogen, die auf der einen Seite den Sdhnitt C
geben. Die Gerade GC ift die gefudhte Senfredhte, denn die Figur
ift mur ein Teil ber Fig. 26. Stetd ift nur eine Lojung moglic.

©oll zugleich YHalbiert und Had Lot evvidhtet werden, fo gilt
Ronjtruftion 70.

73) Aufgabe. Cinen gegebenen Winfel 3u halbieren.

NAuflojung. Man jdhlage um den Scheitel C einen Bogen, der die
Sdentel in 4 und B {dneidet. Um A und B fdlage man 3wei
Bogen mit derfelben Jirvfeldffnung, die fih in D jdneiden. CD
halbiert den Wintel, denn man Hat die Spigen gleidhjchentliger Drei-
edfe bon gemeinjdaftlicher Bafis berbunben (Big. 26.) Ctets it
nur eine Lojung miglid.
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74) c¢) Berbindet man die Spige eined gleichjchentligen Dreieds
mit dem Halbierungdpunfte der Bajis, fo wird der Winfel an ber
Gpige halbiert, und die BVerbindungslinie jteht auf der Bafis fenfrecht.

d) Falt man von ber Spipe ded gleichjchentligen Dreieds auf
die Bafig ein Lot, jo wird bie BVafid und der Winfel an der Spibe
halbiert.

e) Dag im Halbierungdpuntte der Bafis einesd gleidhjchentligen
Dretedd auf diefer errichtete Lot geht durch die Spibe dedfelben und
halbiert Den Winfel an der Spike. €3 geht diberhaupt durcdh die
Cpigen aller gleidfeitigen Dreiede, bdie fid) iiber der Geraben er-
ridjten laffen.

f) Halbiert man den Winfel an der Spibe des gleichjchentligen
Dreieds, jo fteht die Halbierungslinie auf der Bafis fenfrecht und
halbiert biefelbe.

g) Gind in einem Dreiede zwei Winfel gleich), jo ift dag Dreied
gleidhihentlig. Halbiert man namlid) den dritten Wintel, o Hat man
fongruente Dreiede (nach dem 2. Rongruenjape). Gleichen Winfeln
de3 Dreied liegen alfo gleiche Seiten gegeniiber.

Die Folgerungen c, d, e und f, lajfen fich in den einen Gefichts-
puntt zujammenfaffen, dafp dasd gleihjdhentlige Dreied eine
Symmetriead)fe Hat, die auf verfdjiedene Wrt fonftruiert werden
fan. — Demnad) Hat dad rvegelmdfige Dreted 3 Symmetrieadjen,
bag regelmdfpige Bieved 4, ba3 regelmdfige Fiinfet 5, bag regelmipige
Sed)zec 6, u. §. .

75) Diefe Sipe laffen nod) andere Wusdrudsweifen zu, von
derten nur ztvei genannt werben mbgen:

d*) Das vom Kreidcentrum auf die Sehne gefdllte Lot Halbiert
die Sehne.

e*) Die im Halbierungspunite der Sehne auf ihr er-
ridhtete Senfredite geht durd) den Mittelpunft des Kreifes.

Den Mittelpuntt eined gegebenen RKreifes fann man alfo finben,
indem man in den Halbierungdpuntten ztveier nicht parallelen Sehnen
Cenfredite ervichtet. Jhr Schnittpuntt ift das Centvum.

76) Aus 73) folgt, daf man man mit Bivfel und Lineal den
Qreid in 2, 4, 8, 16, 32 u. . w. gleihe Teile teilen fann; ebenfo
fann man, vom vegelmdafigen Sech3ed ausgehend (bgl. 58), ihn in
3, 6, 12, 24 u. i w. gleihe Teile einteilen. Man fann demnadh
pad regelmdpige 4-Cd, 8:Cd, 16:Cd, 32:Cd u. {. tw. und ebenjo
dad vegelmdRige 8-, 6-, 12:, 24:G¢ u. j . genau Fonftruieven.
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Bis jept {ind baher der genauen Konjtruftion folgende Winfel zu-
ginglich: 360°, 180° 90°, 45° 223° 117" w f w. ferner: 1207,

60° 30° 15% 73 87 u.f. .

Jn ber Prayid werben zivei Arten von Winfeldreieden gebraudt;
Dag eine ijt ein halbes Quadrat, d. h. ein gleidhjdhentlig rechtvinfliges
Dreie mit den Bafiswinfeln 45° und 45° da3 anbdere ift ein halbes
gleidhjeitiged Dreie mit den Winfeln 60° und 30°. Seine fleinere

Rathete it die Dalfte der Hypotenufe.

77) Der fleineren Dreiedfeite liegt ftetd der fleineve
Winfel, der griferen Seite der grofere Winfel gegeniiber.
Beweis, J[n Figur 27 jei AC < BC, fo daf fih CA von
C au3 auf CB an:
tragen [Gfit, was den c Big. 27.
Teilpuntt D und durd
die Gerade AD bda3
gleichjchentlige Dreiect
ADC giebt. In diefem
i d—<04d,. Da 9 )
aber 8, > ift (a5 Lo
upentvinfel ded Drei-
ed3 ABD), jo ijt aud) 6 > B, und da ¢ nur ein Teil von « ift,
fo ift erft vedit « > B. Damit it der Saf beiefen.
Bemerfung: Der fleineven Seite liegt ftetd ein jpiter Winfel
gegenitber. (Warum?)

78) Dem griferen Dreiedswintel liegt die grifere
Seite, dem fleineven die fleinere Seite gegeniiber.

Beweis: In Figur 28 fei <<« > << B, o bap fidh B ald B,
bet A an AB o an:
tragen [afgt, daf der ¢ Tig. 28.
Sdyentel AD innerhalb
de3 Dreied3 liegt. Da-
bei ift AC < AD +
DC (benn AC ift der
fitrzejte Weg wijcdhen
A und C). Fiix AD
fann man aber, bda
B = B, iit, BD fepen, aljo ift auch AC < BD + DC, vder AC < BC,
womit der Sap bewiefen ift. Der BVeweid [t fih aud) indbiveft mit
Hilfe de3 vorigen Sabes geben.
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79) Folgerung: Das Lot ift die fiirzefte Linie von einem
Runfte nad) einer Geraden. Denn jebe anbere Gerabe liegt in
Fig. 29. dem entjtehenden Dreiecte dem
purd) bda3 Lot gebilbeten
vechten Wintel gegenitber. So
ift in §ig. 29 MB > MA.
M Folglich:
Crrichtet man im Cndpuntte
eined Radbiud auf ihm eine
Genfredhte, fo [liegen alle
v > Puntte diefer beiderfeits in3
Enbdloje verldngerten Geraden
auferhalb de3 Rreifed, mit dem fie nur den Endbpunft ded Radiusd
gemein hat. Diefe Linie beviihrt ben RKreid, jhneidet ihn aber nicht
und heifit Tangente ded Kreifes. Folglich gilt der Sah:

Die Kreisdtangente jteht auf dem zugehorigen Radius
Jenfredt.

Die Ronftruftion der Tangente in einem gegebenen RKreidpuntte
gefhieht alfo mit Hiilfe bes Radiug. Das im Berithrungdpuntte
auf der Tangente errvidhtete Lot geht durch) den Mittel-
puntt desd RKreifes.

80) Aufgabe: Cin Dreied ju Fonftruieren ausd jwei Seiten
aund b und dbem bevr griBeren a gegeniiberliegenden Winfel «.

i Fig. 80.

X

Aufldjung. SLege b ald8 AC (Fig. 30) beliebig hin, trage
den gegebenen Winfel o in 4 an AC an und verldngeve den mneuen
Sdjenfel AX beliebig teit. Davauf nimm a in den Jirfel und
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fdhlage damit um C einen Bogen, der A X in B jdneidet. Die Ver-
bindungslinie BC bvollendet da3 gefudhte Dreied.

Bemerfung: Die Aufgabe ijt jtets miglich, enn « fonfab ift. Der
um C gejdlagene Bogen jdhneidet allerdingd 4 X nod) einmal, jedod)
in ber Werlingerung itber A fhinaud, denn da a > b angenomuen
ift, fallt A innerhalb des mit @ um C gejdhlagenen Kreifed. Demnad
ift nur eine eingige Lojung mioglih). Died ergiebt fih aud) fo: Hat
man nod) eine zieite Lbjung A4, B, 0, durdgefiihrt, fo laft fih 9 o
auf << e decen, und zwar jo, daf die gleiden Seiten 4,C, und AC,
affo auch die Punfte C; und C auf einander fallen. Aud) die un-
beftimmten Schenfel AX, und AX Dbeden fidh, ebenfo ifhre Ber-
langerungen iiber A4 Dhinaus. Da nun aucd) die beiden mit a um C
gefchlagenen Sreife fich decfen, o decen fich audh) die Schnittpuntte D,
und D beyw. B, und B. Folglich fallen aud) die Geraden C, B,
und CB aufeinander, die beiden Dreiecte aljo decen fih — Davaus
folgt Der vbierte SKongruenzjab: ;

Biwei Dreiede find fongruent, wenn jie iibereinftimmen
in zwei Seiten und dem bder griferen von ihnen gegen-
itberliegenden Winfel

[Der Betweis (aht fih aud) fithren, indem man die Dreiede mit
den grioBeren Seiten fo amneinander legt, daf bie gleihnamigen Enbd-
punfte diefer Seiten aufeinander fallen. Dadurd) entfteht eine Figur
nacd) vt der Figur 26. An Figur 26 laffen fidh die famtlichen
vier bi8 jeht befprocjenen Kongruenzjabe betveifen.]

81) Anfgabe. Cin Dreied ju Fonjtruieren aus jwei Seiten
a und b und dem dev fleinern b gegeniiberlegenden Wintel .

&
&¥ig. 31. C

Aufldjung. Lege a ald BC in Fig. 81 beliebig hin und trage
an BC in B den Winfel B an, defen freien Schenfel B X beliebig zu
verfangern ift. Darvauf nimm b in den Jirkel und jdhlage um C einen
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RKreid.  Jft nun b grofer ald8 bder Wbjtand CD (von C nad) 4 X)
und, twie vorausdgejept, fleiner ald @, Jo jdhneidet der Kreid die Gerabe
BX jweimal, in 4 und 4, und zwar, da B auferhalb de3 RKreijes
bleibt, auf derfelben Seite von B. €3 entjtehen dann 3twei Dreiece,
ABC und A,BC, bdie die gegebenen Stiide enthalten.

Bemerfung., Damit die Aufgabe miglich fei, mufy g, weldes
per fleineren Seite gegeniiberliegt, ein jpiger Winfel fein, aufBerbem
muf b groBer fein, ald der bei ber Konftruftion auftretende Abftand CD.
St b < CD, jo ift die Aufgabe unldgbar. Jft b > CD, jo giebt e3
sivei Qojungen, eine mit fpibem Winfel «, eine andeve mit ftumpfem
Winfel o, und zwar find « und o Supplementvinfel. Samtlicde
Qbjungen, die man ausfithrt, find entweder dem Dreiede A BC ober
pem Dreiede A, BC fongruent, wad faft wortlih ebenjo, tvie bei 80,
durd) Aufeinanderlegen betviefen werden fam.

Sn Fig. 30 ift gezeigt, tvie fic) die beiden durch Konjtruftion 81
gefundenen Dreiece jo aneinander legen lafjen, daf ein gleid)jhentliges
Dreief BDC entfteht, in dem fich die {hrige Teillinie CA befinbdet.

Nod) war der dritte Fall zu ertodhnen, da b = CD ift. Dann
giebt die Ronftruftion nmur das eine Dreied BDC (Fig. 31), eldhes
bei D einen vedhten Wintel DHat.

Nennt man zwei fpibe Winfel gleichartig, ebenfp tvei ftumpfe,
ebenfo atwei vehte, fo Ffamm man al8 fiinften KRongruenzjap
folgenden ausjprecen:

Bwei Dreiede jind fongruent, wenn jie ibereinftimmen
in zwei Seiten und dem Dder fleimeven gegeniiberliegenden
Winfel, und wenn auferdem der der groferen Seite gegen:
iiber(iegende Winfel in Heiden Dreieden gleidartig ift.

Bemerfung, BVielede jind fongruent, wenn fie fid in
homologe Dreiece zerlegen lajfen, die fongruent jind. Jn
fongruenten Figurven ftimmen alle homologen Linien, Homo:
[ogen Winfel und Homologen Fladenteile itberein.

82) Riirgere Ljung der Aufgabe: Durd) eimen gegebenen
Punft zu einer gegebenen Gervaben eine Pavallele yu legen.
i o Sn Fig. 32 fei C der gegebene
CG———— yF  Puntt, AB bie gegebene Gerade.

Ky d RNimm auf AB Deliebig den Puntt

D an, jdhlage mit Birteldffnung DC

um D einen RKreid, der den Sdnitt

P E auf AB giebt. INit derfelben

D yay B Birteldfinung jhlage um C umd

(7
' /
‘
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E Bogen, die fid) in F jdneiden. Die Geradbe CF ift die gejuchte
Parallele.

Beweis. Die gleid)identligen Dreiede CDE und CFE find
fongruent nad) dem 3. Rongruenzjape. Folglih find die Wechjel-
winfel ¢ und B einander gleidh, folglid) ift CF | AB.

83) Fallt man von einem Punfte der Halbierungslinie
eined Winteld auf deffen Sdhentel
Qote, o find bdiefelben gleidh lang fi:: 85 B
und jdhneiden aujdenSdentelngleiche
Stiicde ab.

Fithre den Vetveis mit Hiilfe des ziwei-
ten Rongruenzjages, juche Umfehrungen de3
Sabes zu bilden und unterjuche, was daraus
fitr die von einem Punfte B an einen Kreid
gezogenen Tangenten folgt. (Fig. 33.)

84) Aufgabe. Um einen RKreis
ein rvegelmdpiges Dreied, Bierved,
Sedysed, AUdted u. §. w. zu zeidhnen.

Auflojung. Fiihre die entjprechenden RKreidteilungen durd) und
ervidhte auf Den teilenden Rabdien in ihren CEndpuntten Lote.

V. Alberficytliche Bufammenfellung dev widgtighen Grgebnifle,
befonders der planimetrifdyen.

Die Mathematif ift die Qehre von den mefbaven Grifen.

Die reine Mathematif ijt die Lehre von den Raum- und Jahlen:
qrifen.

Die Geometrie ift die Lehre von den RaumgrdBen.

Die Writhmetif ift die Lehre von den Bahlengrifen.

Der Puntt ijt dasjenige geometrijhe Gebilde, weldes feine Ans-
dehmung Hat.

Die Linie ift dasdjenige geometrijhe Gebilde, weldes eine Aus:
dehmung, die Linge Hat.

Die Flahe ift dasdjenige geometrijhe Gebilde, tvelhed zivei
Ausdbehnungen, Lange und Breite Hat.
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Der Kirper ift dasdjenige geometrijhe Gebilde, twelhed bdrei
Ausbehnungen, Linge, Breite und Hohe Hat.

Durd) Bewegung ded Punfted entfteht eine Linde.
Durch) Bewegung einer Linie entjteht im allgemeinen eine Fldche.
Durd) Betwegung einer Flacde entfteht im allgemeinen ein Korper.

Die Grengen einer Linie find Puntte. Linien {ind teilbar duvdh
Puntte.

Die Grengen einer Flahe find LQinien. Flachen find teilbar
durd) Qinien.

Die Grengen eined Kirperd find Flachen. RKbrper und Rdume
find teilbar durch Flachen.

Qinien jdneidben fih in Puntten.
Jlachen jchneidben fich in Linien.

Die gerade RQinie ift die Linie, bdie, unter Fejthaltung zieier
ihrer Puntte gedrveht, ihre Lage nidht dndert. Sie ift wijden zvei
Runften nur einmal mbglih und zugleich) der Hirzefte Weg wijchen
beiden. Der Ubftand beider Punfte Heift die Linge der Geradem.
Die Gerade fann beiderfeitd ind Endlofe verldngert erden. Gleid)
lange Teile einer Gevaden {ind auf zweierlei Art fongruent. Die
®erade fann in ihrer Verldngerung verjhoben iwerden, ofne aud
diefer Devaudzutveten. Bivei Gerade fommnen fih Hiochjtens in eimem
Punfte {dneiden.

Qrumme LQinien {ind folde LQinien, die nidht famtlihe Cigen-
fhaften der Geraden befigen.

Der Strahl ift die einfeitig begrenzte Gerabe. An ihm it die
Ridhtung und bdie Lage ded WAusgangspuntted zu unterjdheiden. Der
begrenzte Strahl Heift Strede, an ihr ift zu unterjdeiden Ridtung,
Qage be3 Audgangdpunfted und Qinge. Der Wintel ift dad Ma
der Drehung aiveier Strahlen gegen einander. Die beiden Strahlen
heifen Schentel, ihr Ausgangdpuntt heiht Scheitelpuntt des Winfels.
Winfel, die fich decen, Heifen gleihe Winfel. Die volle Umbrehuug
witd in 360 gleihe Teile eingeteilt. Jeder diefer Teile heipt ein
®rad. Der geftredte Winfel ift ein jolher von 180°, ber rechte
Wintel ein jolder von 90°. Winfel, die grofer {ind ald 180° Heifen
fonveye Wintel; folde die Feiner find ald 180° Heifien fonfave Winfel.
Wintel zwifden 0° und 90° Peifjen pige Winfel. Wintel zwijden
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90% und 180° Beifent ftumpfe Wintel. Supplementivinfel find jolde,
die fidh zu zivet Rechten ergingen. KRomplementiwinfel find foldhe, die
sujammen einen Redpten geben. Durc) BVerlingerung eines Winfel:
fdhente(d iiber Den Scheitel BHinaus entjteht ein Nebenmwinfel Hes
Winteld. Durd) BVerlangerung beider Winfeljhentel iiber den Scheitel
hinausd entjtehen zvei Neben- und ein Scheitelvinfel. Die Summe
soeier, Nebenwinfel giebt 180°. Scheitelivinfel find. einander gleid.

Die fentrecdhte Richtung ift diejenige, die durch einen mit einem
Gewidhte belajteten aufgehingten Faden angegeben tvird. Jebe mit
diefer Richtung einen vecdhten Winfel bildende Gerade Hat eine Richtung,
bie man al3 wagerecht bezeichuet. LBon einem vedhten Winfel jagt
man, feine Sdenfel ftehen aufeinander fenfredit. Die von einem
Puntte aud auf eine Gevade gefillte Senfredjte (bas Lot) giebt den
Abjtand de3 Punttes von der Geraben an.

Die Ebene ift diejenige Flidye, in der fich von jedem Punfte nad
jedem andern eine Gerade legen [Gfit, die nirgends aud der Fladpe
heraustritt. Sie entjteht, wenn eine Gerade auf zwei fich) hneidenden
®eraden hingleitet, ober twenn eine Gerade fih um eine fejte Gerade
dreft, die fie unter einem vecdhten Winfel jdhneidet. Die Gefamtheit
aller Punfte, deven jeber von ziwei gegebenmen Raumpunften diefelbe
Entfernung Hat, ijt eine Cbene. Cine ebene Flade fann in ihrer
Griveiterung  beliebig verfhoben und verbreht twerden, ohue fie zu
verlaffen. Diefe Dedtung mup aud) nach gejchehenem Umflappen erx-
halten bleiben, wenn die Flache eine Ebene fein joll.

Cine Cbene ift beftimmt durd) sivei fih {hneidende Gerabe, oder
burd) eine Gevade und einen auBerhald derjelben liegenden Punft,
oder durch drei Punfte, die nidht in einer geraben Linie liegen.

Durd) vier Punfte oder durd) zwei Gerade (aft fich nidht immer
eine Gbene legen. Bwei Gerade, durd) die fidh feine Ehene legen [(aft,
heifen i) freuzende ober twindichiefe Gerade.

KReumme Fladhen find joldhe, die nicdht jamtliche Eigenjchaften der
Cbene befitsen. A

Die Lehre pon Dden in Dder Ebene liegenden Gebilden Beifit
Planimetrie (ebene Geometrie); die von den nidht in einer Ebene
liegenben Gebilden Peift Steveometrie (Raumgeometrie).

Lerlingert man dad von eimem Punfte aud auf eine Gervade
gefallte Qot iiber die Gevabe hinaus um fidh felbft, fo erhalt man
ba3 Spiegelbild Ddes Pumfted und ded Lotes in Begug anf die Ge-
rabe. Da3d CSpiegelbild eined ebemen geometrijhen Gebildes gegen
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eine ®erade derfelben Gbene Yaft fich mit diefem zur Decung bringen,
und beidbe liegen fymmetrijd) zu einander. Die jpiegelnde Gerade
heift Spmmetrieadhfe. Geometrifhe Gebilde, die fidh zur Dedung
bringen laffen, Heifien fongruent.

©tehen ztvei Gerade einer Gbeme auf eimer britten Dderfelben
Gbene fenfredht, jo Heifen fie parvallel. Parallele Gerade jdhneiden fidh
nie, joweit man fie aud) verlangert, fie behalten ftets denfelben Ab-
ftand von einander. Durd) zwei parvallele Gervade [aft fidh) jtets eine
Gbene legen. Durd) einen Punft [GEpt fih zu einer Gervaden nur
eine Parallele legen. )

Werben jiwei pavallele Gerabe von einer dritten gejchnitten, fo
find je swei Gegentvinfel gleid, je zwei Wed)jelwintel gleich, und je
stvei entgegengefepte Winfel betvagen jwei Redhte. Jft umgetehrt bei
sivei folchen Winfeln dad Ungegebene der Fall, fo find die Geraden
pavallel. (Die Crfldrung bdiefer Winfelnamen fiehe im Teyte.)

@Eine ringdum von Geraden begrenzte ebene Flade Heift ein
Bieled. Die Geraden DHeifien Seiten desfelben, die Durdhjdhnittdpunite
sujammenitoender Geiten Beiffen CEcen bed Vieleds. Die von be:
nacdhbarten Seiten gebilbeten Winfel DHeifen Winfel ded Bieleds.
LBerlangerung einer Seite giebt einen Wupentvinfel des Vieleds. Die
LBerbindungslinie von jwei Eckpuntten, die nidht zu einer Seite ge-
horen, Beifit Diagonale ded BVieleds. Das BVieled Heift regelmipig,
wenn alle feine Seiten und ebenfo alle feine Winfel unteveinander
gleih find. Die Centriwinfel des regelmipigen Bieledd find gleidh.
Dasfelbe Hat eben fo biele Symmetrieachien, wie Seiten. Sind alle
Winfel eine3 Dreiecs jpige, fo heipt e3 pipwintlig, ift einer davon
ein vedter, fo Beifst ed3 vedjtwinflig, ift einer davon ein ftumpfer, jo
heifpt e3 ftumpfivinflig. Die Summe der Dreiectdtwinfel betvigt 180°.
Der AuBentwinfel ded Dreiedd ift gleidh der Summe der Winfel an
pen andern Ccden. Sind zwei Dretedsivinfel gleich, o ift dad Dreied
gleidhjchentlig (und umgefehrt). Das gleidhjdentlige Dreied Hat eine
Symmetrieadhfe. Sind alle Dreiectdwintel gleidh, jo ift dad Dreied
gleidhfeitig (und umgefehrt).

Die Summe weier Dreiedsjeiten ift grofer ald die dritte. Die
Differeny zveier Dreiecsieiten ift fleiner ald bdie Ddritte.

Bivet Dreiede find fongruent, tvenn fie iibereinjtimmen:

a) in zivei Seiten und dem eingefdhlofjenen Winkel, ober

b) in einer Seite und zwei gleichliegenden Winfeln, ober

c) in allen drei Seiten, ober
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d) in zwei Geiten und dem bder groferen gegeniiberliegenden
Wintel, .ober

e) in jwei Geiten und bdem Dder fleineven gegeniiberliegenden
Wintel, ‘vorausgefeht, daf der der griferen Seite gegeniiberliegenbde
Winfel in beiden Dreieden gleihartig ijt.

Der griferen Dreiecieite liegt der grifere Dreiedswinfel gegen-
itber (und umgefehrt).

Der RKreid ift diejenige ebene in fidh zuviicflaufende RKurve, die
itberall bon einem fejten Punfte, dem Mittelpuntte, denfelben Abjtand
hat. Diefer fonftante Abjtand BHeiit Rabding. Die Berbindungslinie
siveier Rreispunite heift Sehne. Die verlingerte Sehne Heifit Sefante.
®eht die Sehne durc) den Mittelpuntt, o Heiht fie Durchmeffer.
Diefer it Shymmetrieadhje ded Kreifes. Das im Cndpuntte ded Rabdiug
auf Ddiefem ervichtete Qot heift Tangente. Der von zwei Rabien be:
grenzte Rveisteil Deift RKRueidausidhnitt. Der durd) die Sehne ab-
gejchnittene Kreisteil heifst Kreidabidhnitt. Cin Teil ded Kreidumfangd
heifpt Kreidbogen. Der Bogengrad ift der 360. Teil ded Kreidumfangs.
Die Gerade und der Kreid {dhneiden fid) Hichjtens in jwet Puntten.
Bivet RKreife {hneiden fih hidhjtensd in zvei Punften. Die Tangente
beriihrt Den Rreid nur in einem Punfte.

Seded regelmdpige BVieled Hat einen umbejhriebenen und einen
einbefdhriebenen Kreid. Regelmipige Bielede gleicher Seitenzahl find
fongruent, wenn fie in der Seitenlinge oder im Radiud ded um:
oder einbejdricbenen RKreifes itbereinjtimmen.

Die RKonftruftions-Pojtulate (Forderungen) iwaren: Jwei .
gegebenne Punfte durc) eine Gerade zu verbinden; um einen Punft
mit gegebenem NRabiugd einen Rreid zu jdhlagen.

Die grundlegenden KRonftruftionen find folgende:

1) Gine Strede zu verdoppeln.

2) Gine Gtrede zu Halbieven.

3) Cinen Winfel zu verdoppeln.

4) Ginen Winfel zu Halbieren.

5) Auf einer Geraden in einem gegebenen Pumfte ein Lot zu
errichten. ]

6) WBon einem - gegebenen Punfte auf eine Gerade ein Lot
su fallen. .

7) Ginen gegebenen Winfel an eine Gerade in einem gegebenen
Puntte angutvagen. :

Polzmitller, Mathematif. I 4

www.rcin.org.pl



50 Crite Abteilung: Geometrie.

8) Durd) einen gegebemen Pumft u einer Geraden eine Paral:
lele zu ziehen.

Alle iibrigen Konjtruftionen twerben aud bdiefen abgeIettet be-
fonders folgende:

9) Bu einem ebenen ®ebilbe dad Gpiegelbild in Bezug auf
eine Gerade zu fonftruieren.

10) Cin Dreied aud drei zur Kongrueny geniigenden Stiicen
zu fonjtruieren.

11) Regelmipige Polygone von gemwifjer Seitenzah!l ju fonjtruieren.

Gelegentli) find an Beifpielen die folgenden Grundiige zu
erf{dutern:
1) Sind e @rof;en einer Dritten - gleich, o {ind fie unter

fidh gleidh.
St a="b und b =¢, jo ift aud) ¢ = c.

2) Gleihes zu Gleidjem addiert giebt Gleiches.
St a=a, undb b =", jo folgt a + b =a, + b,.
3) Gleides von Gleichem fubtrabhiert giebt Gleides.
St a=a, und b =1, fo folgt a — a;, =0 — b,.
4) Gleihes mit Gleihem multipliziert giebt Gleiches.
St a =a, und b =10,, fo folgt adb = ab,.
5) Gleihes durd) Gleiches dividiert 'giebt @Ieid)eé.

ay

St @ = a, und b =1b,, fo folgt ——IT-
1

B. Plonimetrijde Lehraufgabe der Tertia b.
(Btweiter Jahrgang.)

I Vou den Vieredken im allgemeinen.

85) Aufgabe. Jn wieviel Punften fonnen jid) hodiftens
vier Gerade fdyneiden?

Auflojung. Bwei Gerade jdneiden itc[; hochitens in eimem
PRuntte; eine dritte Gerade fann mit jeber der beiden erften nur
einen Sdnittpunft geben, drei Gerabe {chneiden {idh alfo hochjtens
in 1 4 2 =23 Punften. Cine vierte Gerade giebt mit jeder bder
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drei erften Hiochjtend einen Schnittpuntt, folglich jhneiden jich vier
Gerade Hodhftens in 1 4+ 2 + 3 = 6 Punften.

Bemerfung. Verfudhe, um alle Moglichfeiten fennen zu. lernen,
bier Gerade zu jeidhnen, bdie, foiveit man fie auc) verlingert, fidh
doch in feimem Punfte, ober nur in eimem, oder mur in jivei, in drei,
i vier, in fiinf Puntten {dneiden, endlich joldhe, die fih in fech3
Punften fdneiden. (Weldhe diefer ufgaben ift etva unmiglich,
welde etwa auf mehreve tefentlich verfdhiedene Arten [(§8bar?)

Der leptgenannte Fall ift in Fig. 34 bargeftellt. Man nennt
diefe Beidhnung dad vollftindige. Bierjeit. €8 giebt zu drei Wrten
vonBiereden Bevanlafjung, 1) ABCD,
2) BEDF, 3) AECF. Die erfte
diefer Fladhen Hat nur fonfave Wintel,
und die Seiten fdneiden fich nur in
ven Edpuntten, fonijt nidht im Bereicdhe
der Flache. Dad jiveite Bieved Hat
aufier den vier Cden B, E, D, I nod
einen Sdnittpunft C. Dasd dritte Hat
bei C einen fonveren Winfel. Wir
bejdhaftigen unsé eingebhenber
nur mit Bierveden Dbder erjten
Art. Wird nichts Bejonbered gejagt, jo ift tetd von einem foldhen
die Rede, und Cntjprechendes {oll auch) vbon den BVieleden gelten.

Fig. 84.

86) WAufgabe. Wie viele BVerbindungsdlinien giebt es
hodyftend 3wifden vier Punften?

Aufldjung. Jwijden zwei Punften ijt Hodjtens eine Verbin-
bungslinie moglich. CEin dritter Punft giebt Hiodhitend zu jiwei neuen
Berbindungslinien Veranlafjung, ein vierter Hochitens zu dret neuen
LBerbindungen. Die Hidhjte migliche Jahl von Verbindungen ift aljo
hier 1 4+ 2 4 3=26. Alfo: BVier Fig. 85.
Punfte Haben Hhodhjtens fedhs
geradbe BVerbinbungslinien.

Bemerfung. Verjuche, 4 Punite
su eidmen,” die mnur Fu einer
®eraben Beranlafjung geben, ober
nur zu bier Geraden, und fjolde,
die ¢ 6 Geraden Beranlafjung
geben. Sind nod) andeve Falle moglich? Fig. 35 ftellt den Fall
pes gebraudhlichen Bievedd dar. AB, BC, CD und DA gelten al3
©eiten desfelben, AC und BD al3 Diagonalen. [Wollte man AB,

4*
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BD, DC und CA a3 Geiten nehmen, jo hitten AD und BC al3
Diagonalen ju gelten. BVerfuche aud) fiiv ein BVieved der dritten vt
die Diagonalen zu finben.)

87) Die Summe bder Winfel im BVierved betrdgt vier
Redte.

Beweis, Jn Fig. 35 bdenfe man fih ABCD durd) bdie
Diagonale BD in zwei Dreiede zerlegt, dann ift in dem einen
o+ B, + 6, = 2R, im andeven y 4 B, + 0, = 2 R. Die Summe
biefer Winfel giebt die dDer vier Bievectdintel.

88) Daz gewdhnliche Vievedt fann, abgefehen von der allgemeinjten
Form, in vielen befonderen Formen auftveter, von demen jedodh) nur
bie folgenden von Bebeutung find:

a) Dag Trapes, bei dem ein Seitenpaar parallel ift,

b) dag Parallelogramm, bei dem jwei Seitenpaare parallel find,

c) bag gleidhfchentlige Trapes, bei dem ein CSeitenpaar
parallel, dad anbere gleid), aber nicht pavallel ift.

d) dbas Redted, d. h. dag Rarallelogramm mtt lauter rechten
Winteln,

e) ber Rhombus, d. h. dag gleichjeitige Parallelogramm,

f) ba3 Quadrat, d. h. dad gleidfeitige Rechtedt.

Das Trapez und feine Spezialform Ffommen nur gelegentlid
sur Sprade.  Bunddit ift dad Paralelogramm mit feinen Spezial:
formen zu behanbeln.

IL Von den Povallelogrammen.

89) Die Gegenfeiten und die Gegenwinfel ded Pa-
rallelogramms jind einander gleidh.
Beweis. Durd) die Diagonale
D ¢ BD witd dag Parallelogramm
/\ / ABCD (%ig. 36) in zwei fon-
/ / gruente Dreiecfe geteilt, denn beibe
/ b / Dreiecte ftimmen {ibevein. in der
ﬁ/ Seite BD, in den Winteln J, und
o, 1 [ B, (bie als Wedhfeltwintel bei Pa-
vallelen gleich) find) und in den
Winfeln B, und 0, (aud bemfelben Grunde), alfo nad) dem 2. Kon-
gruenzjage. Folglich find die den gleihen Winteln gegeniiberliegenden

Jig. 36.
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Geiten gleid, . . AB = CD und AD = OB, ferner ift « = y,
auferdem aber 9, + 0y, =B+ By, D. h. L ADC = T ABC.

90) Sind in einem Vieved fe zwei gegenitberliegenbde
Seiten einander gleid), fo ift e3 ein Parallelogramm.

Beweis. Die RKongruen; der Dreiede in Figur 36) folgt jebt
nad) dem britten Kongruemzfape. Aus ihr folgt 6, =B,, jo dah
AD| BC ijt; auferbem folgt 0, = B,, fo dafp aud) DC || AB ijt.

91) Sind in einem Bieved jzwei Seiten gleid) und
parallel, fo ift e3 ein Parvallelogramm.

Beweisd. Jft in Fig. 36 AB 4 DC, fo folgt aud bdem
Parallelizmus, daff 9, = B, ift. Die Dreiede ftimmen jeht in zwei
Geiten und dem eingejchloffenen Winfel itberein, find aljo fongruent
nac) dem erften Rongruenzjape. Folglidh ift aud) o, = B, und daher
aud) AD || BC, alfo ABCD ein Parallelogramm.

92) Die Diagonalen jeded Pavallelogramms Halbieven fich
gegenfeitig. :

Beweisd. Jn Figur 37 find die Dreiede ABE und CDE
nach) dem jweiten Rongruengjape fongruent, denn DC = AB, 0 =
und y = ¢, folglih find die den gleichen Winfeln gegeniiberliegenden
Seiten gleih, . ). AE= EC und DE = EB.

Bemerfung. Jeded Parallelogramm Hat et Mittellinien (FG
und HJ), die zu den Seiten pavallel find und durd) den Durdh:
fdnittspunft Dder Diagonalen Fig. 87.
gehen. Gie gerlegen a3 Paral-
lelogramm in vier fongruente
Rarallelogramme, denn fie lafjen
fih mit den Diagonalen o auf
einander decen, daf fongruente
Dreiede (pveiter KRongruenzjah)
auf einander fallen. Die Mit-
tellinten Halbieren alfo die Geiten und find ihnen begiiglic) gleidh.

93) Palbieven ficdh in einem BVieved die Diagonalen gegenfeitig,
fo ift a3 Biered ein Parallelogramn.

Beweis. 3t in Figur 37 DE= BE und AE=CE, o
find die Dreiede ABE und CDE, da aud) die Scheitelivinfel iiber:
einftimmen, fongruent (nady bem erften Rongruensjabe). Folglid)
it AB = CD, und bda aud) die Wedjjeltvinfel iibereinjtinmen:
AB||DC, aljo ABCD ein Parallelogramm.
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94) Jft im Parallelogramm ein Winfel ein redyter, fo find
jamtliche Wintel rvedhte (warum?), dad Pavallelogramm ift alfo ein
Rechte. JIm Redytede {ind beide

g . Diagonalen gleid). Sind in einem
Parallelogramme die Diagonalen gleid)

b )2 ¢ oo, fo ift es ein Rechted. (Wa-
rum?) Durd) die Cden bded Redht-

4 4 edd lapt fih ein RKreid legen. Das

Redhte hat zwei Symmetrieachjen, die
Mittellinien des Rechteds. (Vgl. Fig. 38
4 E 2 b Abjdhnitt 28).

95) &ind 1in einem Parallelo-
gramme 3wei zufaytmenitoBende Seiten
gleid), fo find alle Seiten gleid) (warum?), das Pavallelogramm ijt
alfo ein Rhombus.
Jm Rhombus tehen die Diagonalen aufeinander jent:
redt. (Warum?) Beide find Symmetrieachfen dez Rhombus. Die
Fig. 89. : Winfel ded Rhombus find durd
X die Diagonalen Halbiert. (Wa-
rum?) Die vom Sdnittpuntte
der Diagonalen auf die Seiten
be3 Rhombus gefdllten Lote find
gleich lang, in den Rhombus laft
fih aljo ein RKveid befchreiben.
(Bemweife died an Fig. 39).
Ctehen in eimem Bieved die Diagonalen auf einander fenfredht,
und Halbieren fie ficd) gegenfeitig, o ift dad Bieved ein RHombus.
(Warum?) Werden in einem Parvallelogramm bdie Winfel durch) bdie
Diagonalen Halbiert, fo ift e3 ein Rhombus.

96) Das LDuadrat ift Rhombus und Rechted zugleid), feine
Diagonalen find alfo gleid), Halbieren fih) gegenfeitig und ftehen auf
g 40, einander fenfred)t. Die Winfel

ok el JH de3 Quabdratd werden durd) die

D 4
/ iy Diagonalen Halbiert. Jn Ddasd
£, 7 Quabdrat und um dasdjelbe (aft fich
/ \ ein Rrei befdyreiben. (Bgl. 29.)
: B

i e 97) Halbiert man ineinem Tra=

5 pej die nicht parallelen Seiten, und
3ieht man die Verbindungslinie der Halbierungspuntte, jo ift diefe zu bem
anbeven Seitenpaare parallel und gleid) der halben Summe diejer Seiten.
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Beweis. Jn Figur 40 jei ABCD dad Trape;, E und F feien
die Halbievungsdpuntte der nicht parvallelen Seiten AD und BC. Man
lege durch) F eine Parallele G H ju AD von der einen Parallelen Hid zur
Berldngerung der anderen, dann ift A FBG =~ A FCH (3weiter
Rongruenzjab), alfo GF = FH und {omit EF Mittellinie be3
Parallelogrammd AGHD. Daraud folgt EF H# AG # DH.
Ferner ift :

EF = DC + CH,
und zugleidh
: EF — AB — GB,

folglich) durch Addition der linfen und redhten Seiten der Gleihungen:
9 EF — AB + DC + (CH — GB), ober, ba CH — GB =0ift,
2 EF = AB + DC

i B ABLE DO

Bemerfung. Man nennt daher EF Had arithmetijhe Mittel
swifhen AB und DC. Da A CHF ~ BGF ift, {o hat dad Paral-
lelogramm AGHD bdenfelben Flacheninhalt, twie dad Trapey ABCD.
(Man braudt nur GBEF an Stelle von. HCF zu fepen, um bdie
Berwandlung Herbeizufithren.) y

98) Nufgabe. Eine gerade Linie in drei gleidhe Teile u
zerlegen.

NAuflojung. Jn Fig. 41 fet AB bdie zu teilende Gerade. . Man
lege burc) A eine beliebig gerichtete Gevade AX und {dhneide auf
ihr Die Deliebige Strede AC dreimal
hintereinander ab, a3 die Puntte D und
E giebt. Darvauf ziehe man EB und -
dagu durcd) D und C die Pavallelen DG
ud CF. Dann it AF=FG@=GB. = pd ...

Beweis, N\ AFC>~/ CHD
A DJE (warum?), folgli) AF = CH
= DJ, folgli) aud) AF=FG =GB
(warum?).

" Gntfprecjend 18ft man bdie allge: ! Va ¢
meinere Aufgabe:

Cine gegebene Gerade in beliebig viele gleidhe Teile
zu 3erlegen.

Aud der zugehirigen Jeidhnung ergtef)t fih der (fur die dar:
ftellende Geometrie widtige) Sap:

Fig. 4l.
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99) Jft eine Gerade in gleidhe Teile geteilt, und legt
man durd) die Teilpunfte Parallele, jo wird jede bdie
Parvallelen {dhneidende Ge-
Big. 42. B rvade in gleidhe Teile geteilt.
7 Sdyneidet die lehtere die Paval
G lelen vechtivintlig, wie in Fig. 42,
fo nennt man die Stiide C, D,,
& D, E,, E F, u{.w die Pro:
= jeftionen der Gtiide CD, DE,
P EF u.j.w. auf die Gerade AB.
D Afo: Man erhalt die Pro-
0/1 jeftion einer Strede aufeine
e : ®erabe berfelben Chene, in-
pem man von ihren CEnbd:-
puntten aus Lote auf die
Wadhy Gerade fallt.
4 ¢ D E E G H B 9usDbigem folgt: Die Pro-
jeftionen, gleider Gtiide
einer Geraden auf eine Gerabe derjelben Cbene jind ein-
ander gleid.
Dasfelbe gilt von den Projeftionen gleidher Stiide
paralleler Geraden auf eine andere Gerabde derfelben Chene.

7

100) Aufgabe. Cin Parallelogramm durd) Parallele zu dem
einen Geitenpaare in eine beliebige Amzahl gleicher Teile einguteilen.
(Aufldfung leicht.)

101. a) ﬁﬁuugﬁiui;. Lerbindet man die Halbierungdpuntte
der Seiten eines Dreiedd, fo wird diefed in bier fongruente Dreiecte
serlegt, deren entjprechende Seiten pavallel liegen. (BVgl. 99.)

b) Umfehrung. Legt man durd) bdie Ccen eined Dreiectsd
Parvallele zu den Gegenfeiten, und tverden die Parallelen Hinling-
li) verlangert, jo entfteht ein Dveied mit Ddenfelben Winfeln und
boppelt {o langen Seiten, die Halbiert find. [Die Figur enthdlt vier
iibereinftimmende Dreiecte. |

c) Folgerung. Haben zwei Dreiede gleihe Winfel und ver-
Dalten fid) swei entjprechende Seiten der beiden Dreiece tvie 1: 2, fo
verhalten fich aud) die andern entfprechenden Seiten wie 1: 2. (Vgl.
Jigur zu a.)

102) Da3 Quadrat itber der Hypotenufe eines vedyt-
winfligen Dreiedd ift gleid) der Summe der Duadrate fiber
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II. Bon den Parallelogrammenn. DIl

ben beiben Ratheten®). (Lehrjab De3 Pythagorad ober Pytha:
goreijcer Lehriab.) ,
Beweis. Jn Fig. 43a ift ein rvehtwintliges Dreted mit den
Seiten a, b, ¢ dargejtellt.
Fig. 43b ftellt dad Quadrat iiber der Seite (a -+ b) dar.
Sn diefes Qauadrat ift dad redhtwintlige Dreied viermal {o eingelegt,
daf in der Mitte ein Rhombus mit der Seite ¢ entfteht. Jn jeber

Fig. 43.

a

a B i

¢ b b

[ b

Ece de3 Nhombus ftoen wei DreiedSivinfel « und f zujammen,
deven Summe 90° Detrigt, fo Ddaf fiix den Rhombuswinfel 90°
itbrig bleiben. Demmnad) ift der Rhombud bdasd Duadrat iiber der
Hypotenufe ¢, und dad Duabdrat iiber ¢ ift gleih dem Duadrate
itber (@ + b) vermindert um das BVierfadje ded gegebenen Dreieds.

Jn Figur 43b ift von dem Quadrate iiber (a 4 ) das ge-
gebene Dreied biermal in anberer Weije abgezogen, fo ndmlich, daf
stwei Quabdrate itbrig Hleiben, dasd iiber @ und dasd iiber b.

Jn beiden Figuven ift alfo von demjelben Quabdrate je viermal
dasdjelbe DreieE abgezogen, folglidh) miijfen die Rejtfiguren gleichen

*) Diefer Flachenjap wird hier eingejchaltet, um in der Kreidlehre lang-
atmige Crovterungen itber die Ubjtande der Sefhnen vom Kreidmittelpunite
su exjpaven. Wuc) feine Wichtigleit im allgemeinen (Bt einen einfachen
- porldufigen Beweid jchon in der Untertertia ald mwiinjdhensivert erjdheinen.

v
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58 Crite Abteilung: Geometrie.

Flacheninhalt haben, d. §. bag Duadrat itber ¢ ijt gleidh) der Summe
ber Quadrate itber ¢ und b [Jn Unlehnung an bdie Wvithmetit
fann man fagen bie Mafzahlen a, b und ¢ fte[)en in Dder Be-

sehung ¢ = a® 4 v°] '

%nlgetung Dasd Quadrat iiber einer Kathete einesd redyt-
winfligen Dreieds ift gleidh der Differens zwifden dem
Hypotenufenquadrate und dem anderen Kathetenquadrate.
[Jn Fig. 43 ift 2 = ¢ — a® und ebenfo a® = c* — V2]

Beijpiel. Cin redhtiwinfliges Dreied Habe Ratheten von der
Linge 3 em und 4 cm. Wie grop ift die Hypotenuje?

Auflojung. Das Quadrat iitber der einen RKathete Hat den
Flacheninhalt 9 qem, dasd iiber der andern fafst 16 qem, beide Fu-
fammen faffen alfo 25 qam. ©o grofy ift der Jnhalt de3d Hypotenujen-
quabrated.  Folgli) hat die Hypotenufe die Leinge 5 cm. [BVeim
Bauen werden bisweilen Stangen, deven Lingen fih wie 3:4:5
verhalten, benupt, um genan den vechten Winkel fiiv die Wanbde feft-
zulegen.]

Beijpiel. Cin redtwintliges Dreiec Habe die Hypotenufe 13 cm
und die Rathete 12 cm, twie lang ift die anbdere Kathete?

Auflojung. Dad Quadrat iiber der Hypotenufe hat 169 qem,
bag iiber ber eimen Rathete fafit 144 qem. Die Differens beider ijt
25 qem, und died muf gleidh dem Jnbalte Hed anderen SKatheten-
quadrated fein. Diefe Kathete Hat alfo die Linge 5 cm.

103) ufgabe. Jn Quadratform die Summe der Qua:-
drate zu bildben, die {idh iiber den Geraden a und b er-
ridten faffen. ¢

Auflojung. Man zeidhne einen vechten Winfel mit den Schenteln
a und b und vollende dad rvedhtiwinflige Dreied. Dad Quabdrat diber
der @npotenuie ift bad gejuchte.

Hufgabe. JIn Quadratform die Differeny ber Duabdrate
su bilden, bdie fidh iiber den Geraben ¢ und b erridten
Laffen. (c>b)

Q[uﬂniung Man fonftruiere ein Dreied aud ¢ und b und
dem c gegenitberfiegenden Winfel 90° (BVgl. Ab{chnitt 80). Das
Quabdrat iiber der gefunbdenen RKathete ift das gefudhte.
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IIL. Wom freife.

104) a) Befaunt find bereitd folgende Vegriffe: Kveis, RKreis:
flache, Rreidumfang, Sehne, Sefante, Durdymefjer, Halbmefjer, Bogen,
Centriwinfel, Seftor, Seqment, Tangente, Kreidteilung, regelmipiges
Bielef. Befannt find bdie Sipe itber bdie Kongrueny von Bogen,
Centriwinfeln, Segmenten und Seftoven gleidher Kreife und die Sipe
itber dag vom Mittelpunfte auf die Sehne gefillte Lot bezw. iiber
die im Halbierungdpunite der Sehne auf ihr ervidtete Senfrechte.

b) Weitere Crildrungen: Liegt der
Sdheitel eines Winfeld auf der Kreidlinie
~und find feine Schentel Sefhnen, jo Heifst dex
Winfel ein Peripheriewinfel, vergl. Iy
in Fig. 44. Man fagt vom Peripherie- -
winfel y, er ftehe auf dem Bogen AC.
Ebenjo fteht der zugehirige Centriwinfel auf
dem Bogen 4 C, dagegen der fonvere Centri
winfel B auf dem Bogen ADC. — Riegt
der ©dpeitel eined Winfeld auf bder Peri-
pherie und find jeine Schentel eine Sehne und eine Tangente, fo Heifst
er ein Tangenten-Sehnen-Wintel, vergl. die Winfel 0 und
in Jig. 44. Sdyneiden fich) wei
Rreife, und zeichnet man in einem
Sdynittpuntte die beiden Tangenten,
fo erhalt man den Winfel, unter
dem fich die Kreife {chneiden. (Ge-
‘wohnlid ift der Winfel « (Fig. 45)
aioijhen den nacd) innen gehenden
Tangenten gemeint, nidht fein
Nebenwintel B.)

Qiegen die Ccfen eined BViel-
ed3 famtlih) auf einem Rreife, fo
fagt man, da3 Bieled fei dem RKreife einbefdyrieben, der Rreid fei
dem Bieled umbefhrieben ober er fei fein Um= Sig. 46.
Rreis (vergl Fig. 46). PHandelt e fidh dabei
um ein  Bieved, fo DHeifst e3 ein Sehnen:
piered. Sind bdie Seiten eined Bieleds jamt:

li) Tangenten eines. Rreifed, fo jagt man,
da3 Bieled fei bem Rreife umbejdhrieben,
der Rreid fei ihm einbefdrieben . ober
fein Jn-Rreis. BVergl Fig. 47. Hanbelt

%0 /a8
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wig. 41. e3 fid) dabei um ein Biered, fo Heifst
diefe3 ein Tangentenbviered.
Berithren die Seiten eined Bieleds
einen Qreid teild unmittelbar, teifs in
ihren Werlingerungen ober famtlic
nur in den Verlingerungen, fo fagt
man, dad BVieled fei dem RKreife an-
bejdrieben, ebenfo fei Der -Rreid
e dem Bielecfe anbejcdhrieben oder fein
An-Rreis. BVergl. 3. éB ble Bievede ABCD in Fig. 48a und
48b. (Beidme ein Biered, bei dem feine Seite direft beriihrt.)

Fig. 48a. Big. 48 b.

P

105) Sap: Gleidhe Sehnen eined Kreifed haben gleiden
Abftand vom Mittelpunfte; von zwei ungleihen Sehnen
eined RKreifed Hat die grifere den fleinmeren Abjtand vom
Mittelpuntte. < 1y

Beweid, a) it in Fig. 49 AB = A, B, und find MC und
MC, ihre Abjtinde vom SL)htteIpunfte fo ift audy AC = 4,0,

Fig. 49. Fig. 50.

BA!

ferner AM = A; M und die rvedhten Winfel bei C und C; find
gleid, folglich ift A ACM ~ A A,C, M, folglihy MC = MC,.

b) Jn Fig. 50, in der die entjprechenden Bezeichmungen zu be-
nupen find, fei AB > A, B,, aljo aud) die Hilfte a grofer ald die
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Hilfte ;. Da nun nad) Pythagoras ¢ =1r* — a* und ¢,>=1>—aq,?

ift, Jo mufy ¢ <e,* fein, Denn bei ¢ ift mehr von »? abgezogen al3 beie,®.

Jit aber bag Quadrat iiber ¢ fleiner al3 das diber ¢, jo ift aud) e <e.
Bemerfung. Wie lauten die Umfehrungen diejer Sihe?

106) Jeder Peripheriewinfel ift die Hdalfte ded auf
demjelben Bogen jtehenden Centriwintels.
Beweis, Criter Fall. Sdhenfel 4 M (Fig. 51a) liegt auf 4 B.

Fig. bla. Fig. 51b.

Dann ift « =B+ y Qufpenwinfel), da aber g = y ift, fo folgt
o
¢=2f uth f—=5-

Bweiter Fall. I liegt zwijhen AB und BC. (Fig. 51b.)
Man  ziehe den Durchmefjer BD. Dann ift ¢, = 24, (joeben be:
wiefen) und ay = 26,, folglih ¢, + 0o =28, + Bs), 0.h. L AMC
— 2.(X4B0), alfo LABC = ; X AMC.

Dritter Fall. M liegt auferhald ABC. (Fig. 51c.) Man
siehe den Durchmefler BD. Danmn ift « + o, = 2(8 + B,), aber
o, = 26, folglid) durd) Subtraftion « = 26.

107) Folgerungen. a) Peripheriewinfel auf gleiden
Bogen gleider Rreife jind einander gleidh; gleiche Peripherie-
winfel gleiher Rreife ftehen auf gleichen Fig. 52.

Bogen” (Bu beweifen mit Hilfe der zu-

gehorigen Centritintel.) ’ B
b) Jeber Peripherviewinfel im e

Halbfreife ift ein Redter. ‘
Beweis, Der zugehorige Centrimwintel c

(AMC in Fig. 52) ift glei) 2 Redyten, der

Reripheviewinfel alfo die Hiljte. (Die Auf:

gabe, ein Quabdrat zu fonftruieren, weldes gleid)

ber Differens ziveier gegebenen ijt, laft jept welhe andeve Lofung zu?)
¢) Jeder Winfel itber einem Bogen, der feinen Scheitel aufer-

www.rcin.org.pl



62 ' Grite Abteilung: Geometrie.

halb De3 Rreifes Bhat, ift fleiner ald jeder zum Bogen gehirige

Peripheriewintel; jeder Winfel itber dem Bogen, der feinen Sdheitel

5 innerhalb des Rreifes Hat, ift grifer
al3 jeder Peripherietvinfel iiber bdem-
felben Bogen.

Beweis. JIn Fig. 53 it 4 > 9,
weil ¢ AuBenwintel ded Dreieds ADC
ift. Gbenjo ift ¢ > 0 (al3 Anfentvintel des
Dreieds AED).

- Bemerfung. Samtlice gleichen Winfel
itber einer Geraben 4 B haben ifre Scheitel
auf einem Rreidbogen durd) 4 und B;
fleinere Winfel iiber AB fHaben bden

Sdeitel auflerhalb bdiefes Bogens, grdfere dagegen inmerhalb.

d) 3u jeber Selhne A B gehiren zwei Bogen, folglich) audh et

Avten von Peripheriewinteln, jpige und jtumpfe. Die entjprechenden

Fig. 54| Wintel find Supplementwinfel. Jn Fig. 54

3 B. ift die Summe de3 fonfaven und des fon-

veren Centritvintels gleid) 4 Redhten, folglich ijt

y+ d=2R. Daraus ergiebt fich der Saf:
Jn jedem Sehnenviervede ift die

Summe zweier gegeniitberliegenden

Winfel gleid) zwei Redyten. Umieh-

rung: it in einem Bierede die Summe

tveier  gegenitberliegenden Winfel gleid)
swei Redhten, fo ift es ein Sehnenviered. (Warum?)

Fig. 5.

108) WUufgabe. Um ein gegebenesd Dreied ABC
einen Kreid zu bejdhreiben.

Auflojung. Man ervidhte im Halbierungdpuntte D auf BC ein
Qot (Fig. 55), ebenjo im Halbierungs:
punfte E auf AC. Der Schnittpuntt
M diefer Qote ift ber Mittelpuntt des
gejuchten RKreifes.

Betweis, BM=MC, dennt \MDB
~ MDCyCM =AM, benn AEMC .
~ EMA. Polglih MA = MB
= 0.

Bemerfung. Falt man von M ein
Qot auf die dritte Seite AB, o wird
biefe ebenfalld Balbiert. Folglic:

Fig. 55.
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Die auf ben Dreiedfeiten in den Halbierungdpuniten
erviditeten Lote jdhneiden jich in einem Punfte, dem Mittel-
puntte ded Um-Rreifes. — Berbindet man diefen Punft mit den
Ecden Dbe3 Dreied3, o bilden bdie Verbindungslinien Winfel, bdie
doppelt jo grof find, ald die Dreiedsiwinfel. — Enthalt dad Dreiec
nur fpibe Winfel, fo liegt der Mittelpuntt ped Um-RKreifes innerhalb
De3 Dreiedsd; enthilt e3 einen ftumpfen Wintel, o liegt er auferhalb;
enthilt e einen vechten Winfel, jo Itegt er auf der .‘{)npotenuie und hal=
biert bdiefelbe. (Wa:-
rum?)— Jftin einem
Bieved die Summe
a3tveier gegeniiberlie-
genben Winfel gleid)
atvet Redhten, fo (Gt
fich ebenjo die Aujgabe
[Bfen, um diefe3 einen
Rreid zu {dhlagen.

109) Jeder
Zangentenjeh- 4
nenwintel *ift
gleid) jedem Peripheriewinfel im entgegengefebten RKreis-
abfdnitt.

Beweis. Jn Fig. 56 fei AB die in C beriihrende Iangente OD
¢ine Sehne. Jieht man den Durch- :
meffer C E und die Sehne ED, fo ift Big. 57.
a=90°—y (tvarum?) und eﬁenf 0 -
a, = 90" —y (warum?), folglidh
a=q,. Nunift aber feder Peripherie-
toinfel itber D C, der auf derjelben
Geite von DC liegt, gleich «,, fiiv
~ ben jpigen Winfel « alfo ift der
Sap betviefen.

Beidynet man nun einen Pe-
ripheriewintel D F'C auf der andern
Seite, fo ift f; = 180" — o, (Selh- e,
nenviered), ebenfo f = 180° — ¢,
folglidh) aud) g =p,. Der Sah
gilt aljo aud) vom jtumpfen Winfel.

110) Aufgabe. {lber einer
®eraden AB einen RKreis:- D

B
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bogen zu zeidynen, der einen gegebenen Winfel « ald Peri-
pheriemwinfel iiber AB in jid) fapt.

Aufldjung. it AB die gegebene Gerade (Fig. 57) und «
der gegebene Wintel, fo trage man « ald T BAD an die Gerade
AB an. $n A ervidte man em Lot auf AD, ebenjo im Halbierungs:
punfte C auf AB. Die Qote jdhneiden fidh) im Mittelpuntte des ge-
fuchten Rreizbogens. (Warum?)

Bemerfung. Jit « ein rechter Winfel, fo hat man iiber 4B
af3 Durcdhmeffer einen Halbfreid u jdhlagen.

IV. Vermifthte Wbungsfihe und Aufgaben fiber Dreiecke,
Vicrecke, Vielecke und Breife.

111) Grflarungen. Die von den GCden 4, B, C auf die
Gegenfeiten a, b, ¢ (oder ihre Werlingerungen) gefallten Lote 7y,
h, und h, Yeifen die Hohen ded Dreieds. Die von Ddenfelbent
Eden nad) den Halbierungdpuntten der Gegenjeiten gehenden Ge-
vaben ¢, &y, t, Deifen die IMittellinien bes Dreietd. Der Rabdius
de3 Um-Rreifes foll » Heifsen.

[112) Aujgaben. a) Cin Dreied zu fonfjtruieren aus Seite «q,
pem Winfel o« und der Hohe A,.

b) Gin. Dreied zu fonjtruieven aus Seite a, Winfel « und der
Mittellinie 7.

c) Gin Dreied zu fonftruieren aud », a und 7.

d) Gin Dreiec zu fonjtruieven ausd », a und .

e) Gin Dreied zu fonjtruieven aqud a, hy und kg (Venupe
den Halbfreis iiber a.)

Bemerfung. Unterfuche bei jeder diefer Wujgaben, unter welden
Bebingungen eine ober etwa jtvei verjdjiedene Lojungen moglich find.
St nur eine Lojung miglidh, fo ift jededmal ein newer Rongruenzjap
gefunden, 3 B. zwei Dreiede find fongruent, wenn fie itbeveinftimmen
in a, « und n,.]

113) Saf. Die Hohen eined Dreiedsd {dneiden fid
famtlich in einem Punfte.

Beweid. Jn Fig. 58 jei ABC da3 gegebene Dreiet mit feinen
brei Hihen AH, BI und CK. Durd) die Eden ded Dreieds find
Parallele zu den Seiten gelegt, die ein Dreied DEF geben, deffen
Geiten in A, B und C Dalbiert find (vergl. 101). Weil nun AH,
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BJ und CK RQote auf diefen Seiten in ihren Halbievungspuntten
find, jo jchneiden fie fich nach Fig. 5.
- 108) in einem Punfte. c

114) WAufgabe. Bon
einem auferhalb eines
Kreifes gelegenen Puntte
aud an Ddenjelben ZTan-
genten zu ziehen.

Auflojung. Jn Fig. 59 \
fei A der auBerhalb des um M \
gefhlagenen Rreifed gegebene
Punft. Man verbinde 4 mit M,
halbiere AM in B und {fhlage um B mit BM ald Radiud einen
Rreid, der den gegebenen in C und D f{dneidet. Die Geraden AC
und DC find bdie gejuchten Fig. 59.
Tangenten. (MC ift ndm=
lic) Radiug und AC_L MC.
Ebenfo ift es bei D.)
Bemerfung. Die bei-
den Tangenten find ein=
anber gleid). Der Wintel
sivijchen ihnen ijt Halbiert
(vergl. 83). Alle Kreife,
bie tvei fid) fchneidende Ge-
rade berithren, Haben ihre
Mittelpuntte auf der Hal-
bievungslinie pes Wintels.

115) Aufgabe. Jn
ein gegebened Dreied ABC einen Kreid zu befdreiben.
Aufldjung. Man hal=
bieve die Winfel bei B und 8ig. 60.
C (§ig. 60). Der Snitt-
punft M ift dann Dder ge-
fudhte Mittelpunkt.  Mit
dem Abjtande dedjelben von
einer ber Linien {hlage man
den Rreis. Diefer beriihrt
famtliche Geraden.

3
Beweis. MD, ME ¥
und MF feien die Lote von M B/: D u

Holzmitller, Mathematif. I. )
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66 Grite Abteilung: Geometrie.

nad) den Dreiedjeiten, dann ift A FBM ~ A BDM, folglih MD
=MF; AMDC ~ /\ MEC, folgli) MD = M E. Demnad beriihrt
der um M mit MD gejchlagene Kreid die Dreiedfeiten in D, E und F. -

Bemerfung. 2 A Halbiert den Winfel bei 4. (Warum?) Folglich
gilt ber Sapy: Die Winfelhalbierenden ded Dreiedd fdhneiden
fidh famtlich in einem Punfte, Dem Mittel=
punfte desd Jn-Kreijes.

116) Aufgabe. An die Seite BC eines
gegebenen Dreieds ABC einen Un=
Rreis des lepteren zu legen (Fig. 61).

NAuflojung. Halbieve die an der Seite
B liegenden Aufeniinfel. BVom Sdnittpuntte
M, der Halbierungslinien falle dag Lot M, D
auf BO. Der mit diefem um M, gejdhlagene Kreid
berithrt die Dreiectjeiten bestv. ihre Verldnge-
rungen in D, E und F. (Betweid wie vorber.)

Bemerfung. 2, A Halbiert den Wintel
bei 4. Folglich gilt der Sab:

Die PHalbierenden eined Dreiecdivinfels und der an den anbdern
Ccen liegenden ufentwintel {hneiden fidh) jamtlich in einem Puntte,
dem Mittelpunfte des einen An-RKreifes.

117) Sa. Bildet man in einem Dreied A BC dad Fuppuntt:
Dreied DEF der Hihen, jo ijt der Sdhnittpuntt M der Hihen bder
%ig. 62. Mittelpuntt des Jn-Rreifes fiiv dad
c Dreied DEF, wibhrend die Eden
A, B und C die Mittelpuntte der
brei An-RKreife find.
% Beweis. CEMD ijt ein Seh-
nenvieved, .denn Die gegeniiber-
liegenden Winfel D und E find
Redhte. Folglich find fitr den Um=
Rreid diefes Bieved3 o, und w, als
Reripheriewinfel iiber der Sebhne
EM einander gleic). Ebenjo ijt
DMFB ein Cefhnenvieved und
o = .  Nun ftimmen aber
/A CME wd A BMF in den vechten Winfeln und den Scheiteliwinfeln
iibevein, folglidh ift o, = a5, folglich audh) oy =e,. Aljo ift << EDF
halbiert. Dasfelbe gilt von den Winfeln bei E und F. BD aber hal-
biert den Uupenwinfel des Dreiedds DEF bei D (warum?), ebenjo

A Fig. 61.

A
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halbieven bdie iibrigen Seiten ded Dreiedd ABC die Aufentvinfel

vou DEF. Damit ift der Sap bewiefen. (Vgl. 115 u. 116.)
Bemerfung. Die Radien desd Jn-RKreifed und der An:Kreife

follen {tetd mit o, o,, 0., 05 bezeidhnet werben, twobet die lefsten drei den

die Seiten a, b, ¢ diveft be- Sig. 63.

vithrenben Kreijen angehiren.

118)Sak: DieSumme
3iweier Gegenjeiten eines
Tangentenviereds ift
gleidh) Dder SGumme Dder
peiden andern Gegen-
feiten.

S Fig. 63 find fols
gende ZTangenten gleid): «
==aag b —by, =gy
d=d,, folglih ift « + b
+et+d=a+b+e+d, 5 AB+ CD= BC -+ DA.

Umfehrung: Jit bei einem Bierved die Summe des einen Gegen:
feitenpaars gleich der Ded ambern, {o ift es ein Tangentenvieved.

" Beweis. Angenommen, ABCD in Fig. 64 hitte in dem ange:
gebenen Sinme gleidhe Seitenfummen und toiirde von dem gezeichneten
Rreife nur an drei Seiten Fig. 64.
berithrt, twibhrend DC ab-
liegt, fo fomnte man bdie
vierte Tangente CD, ziehen.
Dann wiirbe fein AB
CD, = AD, + BC, und
Cnad)  Der . Vorausjepung
AB+CD=(AD,+D,D)
+ BC, folglich durd) Sub-
traftion CD —CD,= D,D
oder CD=CD, 4 D,D
0. §. Die Gumme jziveier
Dreiedsfeiten iiirde gleidh
ber ODritten fein.  Diefer g
Wiberfprud) fann nur dadurd) aufgehoben werden da D auf D,
fallt. — Cntjprechend toird der Beweid gefithrt, wenn man annimmt,
CD fjdnitte den RKreis.

Bemerfung. BVerfude die entjpredenden Sie fiiv die anbe:
jdhriebenen Bievece ausdzujprechen.

5*
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68 Crite Abteilung: Geometrie.

119) Aufgabe. Cin Dreied Habe die Seiten a, b und c
Wie grofp jind die Ubjdnitte p,, p,, ps, die durd) die Be:
Fig. 65. vithrungdpuntte des Jn-
4 Rreifes entftehen.
Aujlojung. Jn Fig. 65 ift
2p, + 2p; + 2p,
: =a-+40b- e
sugleich ift
2ps + 2ps = 2a,
folglich durc) Subtraftion:
2pp=a-+b+c— 2a

v

=b-+4+c¢c—a,
¢ folglidy p, = “‘%_b'l'cl

120) Diefelbe UAufgabe fiir den WUnfreid mit
Radiug o; zu lofen

Nuflojung. Jn Fig. 66 ift AF=AB -+ BD und AE
= AC + CD, folgli) AF+ AE=a-+40b-+c, und, dba AF

o 4 —AEif, AFP—AE=2F2%F¢

A3 AF — py = c und py+ py =a
folgt durc) Addition AF -+ p, = a
+c¢, alfo pp=a+c— AF =a

4+ b .

BRI G, 28 bk Lot sl g
b Sabds .

SRR a-+ - _c, a3 mit den Formeln

fiiv py und py in 119) dibereinftimmt.

Folglich: Der WUnfreid teilt die
diveft beviihrte Seite in diefelben
Stiide, wie der Jnfreis, nur find
beide in Der Qage vertaufdt. (Um
bie (1bereinftimmung u einer vollfommuen
su maden, ift ausnahmsiveife bei B
und C nidht p, bejw. py fondern p, beztv. p, gejdhrieben. Die be:
wiefene [bereinftimmung ift eine Quelle widtiger Sae. Bei den
it yp)

lepteven fept man
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[121) Aufgaben: a) Ein Dreiec su fonftruieven aus y, o und «,

b) " " n " " J’/ 91 " al
C) " " " " n V@ n h‘ll
d) M " " " n V9 n hl']

122) Die Mittellinien eired Dreiedsd fdneiden fid) in
einem Punfte und von jeder ift der dritte Teil abgefdnitten.

Bemerfung. Jn Fig. 67 find
F und E Halbierungdpunfte bder
Dreiedsieiten, folglih nad) Ab-
fdnitt 101) FE | BC. Demnad
haben bdie Dreiefe FEG und
BCG gleihe Winfel, und- da
FE= | BC iit (nady 101), o
folgt (ebenfalls nady 101) FG
= 160 md EG = ;G B, oder
FG = 2FC mby EG = ;EB.
Da ebenfo AD von EB ben
dritten Teil abjdhneiden muf, gehen alle Mittellinien durd) &, und von
jeber ift ber dritte Teil abgefdhnitten. [Aus Griinden der Mecdhanit
heit G der Schwerpuntt der Punfte 4, B und C und der Dreieds-
flache A BC, nidht aber ded Dreiedsumfangs. Bei gleihjhentligen
und gleichjeitigen Dretecten
fallen Mittellinien mit ge-
wiffen Hohen und Winfel
halbievenden Fujammen.]

123) Aufgabe. Cin
Dreied aud den dret ¢ ¢
Mittellinien &, t, undfy :
su fonfjtruiern.

Aufldjung.  Kon-
ftruieve aud den Seiten
Tty oty und 3 4 (Fig. 68)
ba3 Dreied BGH, hal-
bieve GH in D, j3iehe
BD und bverdoppele e3,
a3 BC giebt, verlingere BG bi3 BE = t, wird, jiehe CE bi3
sum Sdnitte A mit Berldngerung von DG und ziehe AB.

Warum ift dad Dveied ABC da3 verlangte? Wann ijt die
Konjtruftion moglich?

Fig. 67. A

Fig. 68. A
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[Aufgaben. Cin Dreted zu fonftruieren aud a, &, und 4,
" " " " ” a, tl " t?l
" " " " n @ t2 " hl-
(Bemertung ur lepten Aufgabe: A liegt auf einer Parallelen
st a im Ubjtande A, E auf einer Parvallelen im Halben Abjtanbde.)
Bemerfung: Die Mittelpuntte der Jn-, Um= und An-RKreife,
der Hohendurdhichnitt und der Durchjchnitt der Mittellinien ded Dreieds
terden al8 merfiirdige Puntte desfelben bezeidynet. ]

124) Aufgabe. Ju jzwei Kreifen die gemeinjdaftlichen
Tangenten ju jeidhnen.

NAuflojung. Sind M und M, bdie Mittelpunfte der Dbeiden
Rreife (Fig. 69) und » und », die Rabien, fo jhlage um M einen

Fig. 69.

Rreid8 mit Radiud r—r; und lege von M, aud an diefen die
Tangente M, A. Davauf ziehe MA b8 B und evvidte auf AB
in B ein Qot. Diefes ift die gemeinjaftlihe Tangente. (Warum?)

Bemerfung. Liegen die Kreife gany audeinander, fo laffen fich
aud) innere Tangenten legen. Fiir diefe benupe man einen Hiilfs-
freis mit Radiug » 4 »,.

Berithren fich die Rveife von aufsen, fo fallen die inmerven
Tangenten in eine zujammen, berithren fie fich inmerflih, fo fallen
die dufBeren Tangenten in eine ujammen.

Die Shmmetrie gegen die Centrale M, zeigt, daf jotvohl die
beidben duferen, al8 aud) die beiben inneven Tangenten fich) in Puntten
ber Centrale {chneiden. Die Schnittpuntte Heifen dufever und innerer
Apnlicheitspuntt beider RKreife. Praftijhe Anwendung finden bdie
Figuren Dder dufeven und inneren Tangenten bei den Riementrieben
der Fabrifen. Die duBeren Tangenten geben gleihlaufende, die inneren
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entgegengefet drehendbe Rider. Die Gefamtfigur findet Anwendung
bet der Grlduterung ded Kern= und Halbjdhattens dber Erde bezw. des
Mondes und bei der Erfldrung der totalen und ringfsrmigen Sonnen-
finjternifie. ©piter tritt die Figur noc) mehrfad) in Hedeutungdvoller
LWeife auf.

[125) Anfgaben. a) Cin Dreied su fonftruieven aus o, o und g,;

b) " " " ”n n % 91 ” 92;
C) " ” " " n %@ kl;
d) ” ”n " " n % 92 p hl']
(Die Lfung von a) ergiebt fih aus Fig. 70.)
Bemerfung., Aus je drei von einander unabfhiangigen Stiicen [kt
fich ftets ein Dreied fonjtruieren. Diefe Stitcke tonmnen jein: Seiten a, b, ¢,
%inEI «, ﬁl Ve 'bﬁben hlr h?l h3r Fig. 70.
Mittellinien ¢, 1,, 1;, Wintelhalbie-
rende 811 Sgr 3 Rabien 7 Q1 Qu Q2 Q3
Winfel zifden eingelnen der ge-
nannten Linien, Abjdnitte derjelben
. dgl. AUn Stelle eines Stiicfes fann
die Cigenjchafjt der Gleichjchentligteit
treten, an Stelle 3weier Stitde bdie
Cigenjhaft der Gleidhjeitigteit. €8
giebt aud leichtere Pofitiondaufgaben,
3. B. ein gleidjeitiges Dreied bvon
gegebener Seite o in ein andered zu
legen, bap die Gcden desd erjteren auf
die Seiten de3 anbern fallen, ober jo
um dad andeve zu legen, dafy die Seiten
ded einen durd) bie Gcen ded anbdern
gehen. Statt Dreied mag bei Ddiefer
Aufgabe aud) Quadrat oder regelmdfpiges BVielet gefagt twerden. Hierher
gehorven auch die Aufgaben, Kreife von gegebenem Radius in borgejdhrie-
bene Qagen zu bringen. Hiufig ift von Nupen der Begriff ded geo-
metrifen Ortes, 0.§). ber Gejamtheit ber moglichen Lagen eined Punftes,
wobet e3 ficd) hier um eine Gerade ober einen Kreid Handelt. Nidht alle
Aufgaben find ohne Weitered auf dem Standpunite der Klafje (53bar,
jedocdh) fann der Sdhiiler zahlreidhe [98bare Aufgaben felbift
audfindig madyen. Wujgaben, die, tvie Nr. 123, nur durd) Kunit:
griffe su (6jen find, miiffen vorldufig ausgejdhlofien werden.

126) Aufgaben. Cinen RKreid mit gegebenem Radiusg u
seidynen, der

www.rcin.org.pl



72 Crite Abteilung: Geometrie.

a) 3ivei gegebene Gevade beriihrt,

b) eine gegebene Gerade berithrt und durd) einen gegebenen
Puntt gebht,

c) eine gegebene Gevabe und einen gegebenen Kreid beviihrt,

d) stei gegebene Rreife beviifrt.

[127) Aufgabe. Cinen RKreid zu fonftruieven, bder einen ge-
gebenen Rreid und aiwei feiner Tangenten Deriihrt.]

128) Nufgabe. Jn wieviel Punften f[dneiden fid
hochftens n Gerade?

Auflojung. Die Fortjepung der Betradhtung 85) giebt fiir 5 Ge-
rade 1 + 2 4 3 4+ 4 = 10 Sdnittpuntte, fiix » Gerade 1 4 2
+ 34 -+ (n— 1) Puntte. Wie viele find died? €3 fei 3 B.
1424344 7+ 8=uz, tvo z die Summe bedeutet, alfo aud
84+ 7-+6-+4--+4+ 2+ 1=u=x, oder durd) Adbdition:
94+9+4+9+4+--4+9+ 9=2z, odber 8 -9 = 22z, die Summe

von 1 big 8 ijt alfo z = 2. lgemein findet man die Summe

2
ber Bahlen von 1 big » als das Halbe Produft aus » und der nadit
griperen Jahl.
Folglih: » Gerade fdhneiden jidh Hochitens in &2})&

Punften. (Probe an 5, 6, 7 u. | w. Geraden.)

129) Uufgabe. Wieviel Verbindungslinien find hoditens
swifden » Puniten moglich?

Auflojung. Hodjtens 1 +2 434 -+ (n—1)=
Gerade. (Probe an 5, 6, 7 --- Punften).

Aufgabe. Wie viele Diagonalen Hat hidhjtens das all:
gemeine n=Ed¢?

(n— l)n

Auflojung. Die » Seiten find von bden Li moglicen
LBerbindungslinien abzuziehen, aljo Hleiben ~—— £ o g N e i —2 L
Fig. 71. —-—2;=g~|:n—1—2] o_zﬁa_ 3) Dia:

gonafen.  (Probe am aIIgememen 4:Ed,
5:Cd, 6-Cd.)

130) HAnufgabe. Wie grof ift bdie
Winfeljumme ded getwdhnliden n-Ccds?
Auflojung. Das gewdhnlidhe »-Cd (dht
fih mit Hiilfe eined inneven Punftes in »
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I. Bon der Flachengleichheit ebener Gebilde. 73

Dreiede von der Winfeljumme 27 Redhte zerlegen (Fig. 71). Die
Winfel um den inneren Punft betragen zujammen 4 Rechte und find
abguziehen. Dabei bleibt itbrig die Winfeljumme 27 — 4 Rechte oder
2(n—2) Redhte. (Probe am gewdhnliden 4:Cd, 5:Cd, 6:Cd u.j. w.)

C. Planimetrijde Lehranfgabe der Tertia a.
(Secunda der Realjdule).

(Dritter Jahrgang.)
I. Pon der SFlidgengleichheit ebener Gebilde.

131) Sa: Da3 Quabdrat fiber der Summe jweier Seiten
ift gleidh ber SGumme der Quadrate iiber den einzelnen
Seiten vermehrt um dasd dop-
pelte Redyted ausd beiden.

Der Beweid ergiebt fidh aus
Jig. 43¢, in der da3 Quabdrat |0 b
iiber (a 4 b) in entfprechender » NS | Vg
Weife zerlegt ift. — [Jn arith-
metijdjer Sdjreibiweife lautet Dder
Sah: a-b

(a + b)? = a* + b* + 2ab.]

132) Gbenio folgt aus Fig. 72 e
folgender Sah:

Dag Quabrat diber der
Differeny zweier Seiten ift gleid) der Summe der Quadrate
fiber diefen Seiten, vermindert um dasd doppelte Redted
aud beidben Seiten.

Beweis, €3 fet AB=a, IB=0, alfo AT=10a — b it
mm ABCD ba3 Quadrat iiber « und der Sujap DEFG bda3
Quadrat diber b, jo braudgt man nur IK || BC zu legen und FG
bi3 H zu verlingern, um in BCKI und EFHK jzivei Rechtede 3u
evhalten, Deven jeded die eiten a und b hat. Zieht man bdiefe
Redptede von der Gejamtfigur ab, o bleibt da3 Quadrat ATHG
iibrig, toelches iiber (o — b) ervidhtet ift. [Jn der Sprache der
Arithmetif lautet der Sap (a — b)* = a® 4 b — 2ab.]

Fig. T2
7 Z? Kb
i
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133) 3Bieht man durd) einmen Punft der Diagomale
eined Parvallelogramms Parallele zu den Seiten, jo ent:
ftehen zwei nid)t von bder Diagonale gejdhnittene Paral:
lelogramme, die gleidjen Fladeninhalt Hhaben.

Beweis. JIn Fig. 73 jei ABCD bda3 Pavallelogramm und
I ber Punft der Diagonale, durd) den EF und G H, die Parallelen

o su den Ceiten, gehen.
F Nun ift Dreied A BD =
/A BCD. Bon dem exften
siehe man A BEI, von

D o
iklis 7
bem anbdern dad gleidpe
Dreie BHI ab, jodann
] bon Dem erfteren noch
A = 3 A DGI, vom anbern

ba3 gleidye Dreted D FI,
pann miiffen von jebem bder grofen Dreiede flachengleiche Stiice
itbrig bleiben, o baf AEIG = IHCF ijt. [Man nennt die beiden
Parallelogramme wohl aud) Crginzungsdparallelogramme.].

134) Aufgabe. Cin Redted Habe die Seiten a und b.
€3 {oll in ein inBhaltgleidhed Redhted mit Der gegebemen
Seite ¢ verwandelt werden. ;

Auflojung. Jn Fig. 74 fei ABCD das gegebene Rechte mit
den Geiten @ unbd b, ¢ jei die gegebene Seite Ded gefuchten Rechteds.
Man verlingere 4D um DF
= ¢ und ziehe FC bhi3 zum
s Sdynitte G mit der Berlingerung
R : pon AB, bamn ijt BG = d
D < H  bie jweite Seite Ded gefuchten
t Redytedts, tweldes al8 CHIE

\\\‘ i gegeidynet ift. Der Beweis beruht

b . darauf, baf ABCD und CHIE

al3 Crgingungdparallelogramne

gle 4 il inhaltagleid) find. [Uvithmetifdh
i gefchrieben: e ijt ab = cd.]

135) Bemerfung. Fafit man eine Seite eined Parallelogramms
a8 Grundlinie auf, jo verfteht man unter Hihe des Parallelogramms
pen Abjtand der Grundlinie von ihrer Gegenfeite.

Sa. Jebes Parallelogramm ift inhaltsgleid) mit einem
Redtede von gleidher Grundlinie und gleidher Hohe.

Beweis. Die Grundlinie des Pavallelogramms fei A B; iiber

Fig. 74.
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I. Bon der Flachengleichheit ebener Gebilde. 75

ihr geidhne man dad NRedjted von Dderfelben Hihe. Dann entfteht
entioeder eine Figur nad) vt von Fig. 75, wo 3ivei Ecpuntte beider
Bierede in C gujammenfallen, oder eine Figur nad) Art von 76, two
F oifden D und C, liegt oder eine Figur nach) Art von 77, two
FE auferhald DC liegt.

Jn Fig. 75 it ABEC = /A ABC 4+ /A BCE, obder, bda

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 77
c /1: D FC Vs, c P
,// G
/
/ /
'B A B A B

ABCE=~/AADCift, ABEC = AABC 4+ A ACD = ABCD,
womit der Sap fiir diefen Fall bewiefen ift.

S Fig. 76 ift ebenfo ABEF=ABCF + /\ BCE = ABCF
+ ADF = ABCD.

Su §ig. 77 it ABEF =/ ABG + A BCE — A\ GCF
= AABG + A ADF — A GCF = ABCD.

[Jit ¢ die Grundlinie und 72 die Hohe, jo ift in der Spradpe

der Arithmetif g - 2 der Jubhalt ded Redjtectsd. Folglich ift aud) beim

Parallelogramm F = g - 1.]

136) Folgerungen:

a) Parallelogramme von gleiden Grundlinien und
gletchen Hohen {ind fladengleid. Gig. 78.

Da, wie Fig. 78 zeigt, jebed Dreiect D ¢
al3 Hilfte eined beftimmien Parallelo-
gramms von derjelben Grundlinie und der-
felben Hihe betrachtet werben fann, jo folgt:

b) Dreiede von gleider Grund:-
linie und gleidher Hohe find in-

hHaltdgleid.
c) Jebes Dreied ift die Halfte
eines Redjteds ober Parallelo- #

gramm3 von Dderfelben Grundlinie und bderfelben Hohe.
[3ft ¢ Ddie Grundlinie, - bdie Hohe bdes Dreieds, fo ijt
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76 Crite Abteilung: Geometrie.

in  der Gprade Dder Hrithmetif Dder Jnhalt bed Dreiedd
F = Sgh]

Flachengleiche Dreiede und flachengleidhe Rarallelogramme diber
berfelben Grundlinie liegen zwifchen zwei pavallelen Geraben.

187) Bweiter Betweisd ded Pythagoreifden Lehriapes.
Sn Fig. 79 ift A JAB = % O ACHJ, denn beide ftehen iiber
denfelben Grundlinien AJ und liegen zwifdhen den Pavallelen AJ
und BH. Gbenfo ift A ACD = L ADKI, denn beide ftehen
iiber Der Grundlinie AD und fiegen zwifhen den Parvallelen AD
Fig. 79. und CK. Nun ijt aber AJAB
i ~ A CAD, benn JA = CA,
AB=AD, X JAB = 90°
4+ ¢ = L CAD. Reil bie
I G Dreiede inbaltdgleich find, ift
nad) Obigem aud) ACHJ =
% ADKL. Gbenjo wird auf der
r anbern Oeite gezeigt, dah
PR BCGF = KEBL ijt. $olg-
A i sy lih ift die Summe der beiden
AL Rathetenquadrate  gleih) der
i Summe der Redytede ADKL
; und EBKL, 9. 5. gleih dem
Hypotenujenquadrate.
/ ; Dabei ift nod) folgender
DY— ¢ g Gap gefunden: '
Das Quabdrat itber etner
Rathete ded redtwinfligen Dreieds ift gleidh) dem Rechted
aud der Hhpotenuje und der Projeftion bder Kathete auf
die Hypotenuje. "
©o it 3. B. in Fig. 79 ACHJ = ALKD, bdabei ift AL die
Projeftion von AC auf die Hypotenufe AB, und AD ift gleih der
Hypotenuje A B.

138) Aufgabe. a) Cin gegebened Redjted in ein Quadrat
3u verwandeln.

Aufldjung. ALKD in Fig. 79 fei dagd gegebene NRechted.
Man verlingere die feinere Seite AL, 618 AB — AD wird. llber
AB al3 Durdymefier zeidne man einen Halblreid und verlingere
KL bi3 zum Sdnittpuntte C mit dem Halbfreife. Die BVerbindungs-
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I. Von der Flichengleichheit ebener Gebilbe. 741

linte CA ijt bann die Seite ded gejudjten Duabdrates. (Der Betweis
liegt in Nr. 137).)

Aujgabe b) Cin Quadrat in ein Redted von gegebener
Seite zu verwanbdeln.

Aufgabe ¢) Cin Quadrat in ein andered von doppelter, drei-
facher, vierfacher, fiinffacher u. j. . Groge zu verwandeln.

uflojung. Handelt e3 fih um o in Fig. 80, fo ervidite
man im  Cndpunfte von a Ddad
Qot a, dann giebt b die Grund-
linie Ded doppelt o grofen Qua-
drate3. Sept man an b dad Lot a,
fo giebt ¢ die Seite be3 dreifacden
Quabdrates u. . .

Fig. 80.

139) Aujgabe. Cin belie-
biges Bieled (3 B. ein Fiinfed)
in ein Quadrat 3u verwandeln.

3t ABCDE in Fig. 81 dad gegebene Fiinfed, jo fdhneide man
durd) eine Diagonale, 3 B. AD, ein Dreied ab und lege durd
deffen freie Cce

E eine Pavallele “--~._ e

su AD. SBer: i o ¢

lingert man jept B w7 PR

CD big zum e P

Sdnittpuntte H
mit der Paral-
felen, und ver-
binbet man H
mit 4, fo it
Dreied ADE
durch) ein gleid)
grofes A ADH P
exfebt, affo das
Fimfed in baz gleidh grofie Bieved ABCH verwanbdelt.

Wiederholt man bdiefe RKonftvuftion am Bieved, {o vermwanbdelt
man diefed in ein Dreied. Man Halbiere eine al3 Grundlinie be:
trachtete Geite diefes Dveiedd und ervidhte iiber diefer Hilfte ein
Rechtet, toelhed mit dem Dreiek gleihe Hohe Hat, alfo mit ihm
inhaltagleic) ift. Diefed Rechted ift fdhlieplich in ein Quadrat zu
veriandel.

€
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78 Crite Abteilung: Geometrie.

140) Saf. Dasd Duadrat fiber einer Dreiedjeite, die
einem {pigen Wintel gegeniiberliegt, ijt gleih der Summe
der Quabdrate
Big. 82. ¢ itber Den beiden
anbern Seiten,
H permindert L um
pa3 Ddoppelte
c Redted ausd
F einer biefer Sei-
ten und der Pro-
o jeftion Der an=
bexar: lanf die-
" = [B I;efliz (%eraﬁgei
rter Pythago-

reijher Qehriaf.)

Grjter Betweis.
Beige an Figur 82
(wie Dei dem ge:
wohnliden Pytha-

ad K ¥ goreijden Lehriape)
daf folgende Redt-
ede gleid) find: ADKL — APOI, KEBL — FMNB, NMGC
— CPOH, baf alfo AB* = BC? 4 AC* — (CPOH 4- NMGC),
ober AB? = BC? 4+ AC? —2-CPOHijt. $Hier ift aber CPOH Ha3
Fig. 83. Redhted aud AC und der Projeftion CP

von CB auf CA.

Bweiter Beweis. Jn Fig. 86 ift
F=(b—p)+W=b"—2bp+p*+ 1,
ober, ba p* 4 A? = a? ift, * =a®+ 0?
— 2bp.

141) Sah. DadQuadratiibereiner
Dreiedfeite, die einem ftumpfen
Winfel gegenitberliegt, ift gleich der
Summe der Quadrate iiber den beiden andern Seiten, ver:
mehrt um dad doppelte Redhted ausd einmer diefer Seiten
und der Projeftion der andern auf diefelbe.

Berjuche den Betweid twie vorher auf zivei Wrten zu fithren und
au geigen, daf jest ¢ = a® + 02 4 2bp wird.
Demnad) ijt in jedem Dreiece

A =a®+ b 2bp,
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je naddem der Seite ¢ ein fpiger oder ein ftumpfer Winfel gegen-
itberliegt.

II. Lingen- and Fliichenbevedynungen an ebenen Gebilden.

142) $Hat ein Rechted Seiten, die fich verhalten vie zivei ganze
Bahlen m und =, fo [EBt e8 fidh in jo viel Quabdrate zerlegen,
ivie da3 Produft der Jahlen angiebt, aljo in Fig. 84.

m - n Quabdrate. D c

Beijpiel: Jjit AB:BC=3:5, jo Hanbelt
e3 fih um 3 -5 = 15 Quadrate. Died war {dhon
frither gezeigt. €3 fragt fich jedod), ob die Cinteilung
in Quabdrate ftetd moglich ift.

143) BWerhalten fidh) die Rechtectsfeiten wie 3ivei
gebrodhene ,Bafhlen, fo laffen fih bdiefe gleih- 2 it
namig machen, und bdie Jdhler geben ein ganzzahliges BVerhiltnis.
Das Produft der mnewen Jahlen giebt bdie Anzahl der Quabdrate.

Beijpiel: Jft AB: BC = I: L, jo it audy AB:BC
= 1.2 —18:35. Da3 Redted (it fich alfo in 18- 35 Quabdrate
etnteilen. (Vidweilen ift nod) ein Riirzen ded Verhiltnifjes midglid.)

Sind die gebrodhenen Fahlen gejchlofjene Dezimalbriicdhe, ijt
3 8. AB:BC=1,23:2,156, o ijt da3 gangzahlige Berhdltnis
1230 :2156. €3 fann nod) in 615 : 1078 gefiirzt twerdben. Die
Bahl der Quadrate ijt 615 - 1078.

144) LBerhalten fich die Redhtectsieiten jo, daf im Verhdltnifje
ein ober 3tvei endlofe Dezimalbriiche vorfonmen, fo bertwandelt man
diefe in gewohnliche Briihe nnd verfihrt wie vorher.

Beijpiel: Das Verhiltnis fei 2: 5,23 8154 8154 8154 ... ..

Man jepe den Dejimalbrud) gleid) =, jo daf

1000000 z = 5238154,8154 8154 . . ... , und
100 z = 528,8154 8154 .. . .. , affo burd
Subtraftion 999 900 2 = 5 237 631,0000 0000 . . . .. , und demnach
der Degimalbrud)y 2= ;’93379%? it*)  Jept ift dad Berhiltnis

*) Merfe folgende fury gefafite Regel: Schreibe die Jahl bid zum Schluf
der erjten Periode, jobann die Fahl bid zum Schlup der BVorperiobe, ziehe
diefe bon Der erfteren ab und dividiere den Rejt durc) eine Jahl, die jo oft die
Biffer 9 hat, ald die Periode Stellen 3dhit, und fo oft die Jiffer 0, ald die
%ornenobe Stellen fat. Diejer Brudh ift der Wert ded petwbtid)en Dezimal=
brudy3 in gewdhnlichen Jahlen.
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80 Grite Abteilung: Geometrie.

2 : S2TBL ober 1999800 : 5237 631. Die Jahl der Ouabdrate ift

demnacd) dag Produft der beiben lepten Bahlen.

Snoallen diefen Fallen war dad Verhdltnid in ein
ganzzahliges zu verwandeln, und die Quadratteilung war
theovetifdh moglid). Soldhe Berhaltnifje nennt man rationale
Berhaltnijfe.

[145) it jedod) die eine von beiden Jahlen ein endlofer Degimalz
brucd) ofhne Periode, jo twird die Werwandlung in ein ganzzahliges
LBerhaltnis unmiglich.

Handelt e3 fih 3 B. um dag WVerhiltnid AB: BC =1:m,
offp um 152314159 265 858 979 /. i/ , wo ber Degimalbrud
nad) noh fo vielen Stellen feine Periode zeigt, fo tviirde nad) der

gefunbdenen Regel, da bdie Periode gewiffermafen unendlich lang ift,

folgender Brud) entftehen 2z = %%gzgg;/, wad dasjelbe ijt, toie

= Hoouccos, wobei jedodh) fowohl ber Sihler, ald amc) ber

RNenner unendlich) viele Stellen hat. Jn diefem Falle tviirde aucd) die
Anzahl der Quabdrate unendlich grof tverben, die Seiten der Duadrate
affo unendlich flein. Cin folhes, nidht mehr ganzzahlig darftellbares
Lerhaltnid Heift ein irvationaled Verhdltnis. Die Seiten AB
und BC Haben dann fein gemeinjdhajtliches Nafy von endlidher Grife
und Beifen daher incommenjurabel. Jn jolden Fallen begniigt
man fih mit einer endlichen Anzahl von Degimaljtellen, je nach der
Genauigfeit, die man wiinfdht. So fann man ftatt 1 :x jagen 100: 314,
ober 1000000 : 3141593, ober 1000000000 : 3141592 654
. .. Je mehr Stellen man nimmt, mit um fo groerer Genauig-
feit hat man bdie Quadratteilung erzielt und in dem Produfte bdie
Anzahl der Quadrate erhalten. Selbjt bei Meter-Cinheiten geniigen
fhon 6 Ctellen hinter dem Dezimalfomma, um den Fehler fiir die eine

©eite fleiner al3 EIOO Millimeter, aljo ,mifroffopifd) flein” zu machen.]

146) Nimmt man die Quadratjeite af8 Cinheit ded Lingen:
maBes an, jo giebt da3 Produft der Mafzahlen beider Rechtectsjeiten
die Anzahl der Flacheneinheiten am, und abgefiirst fagt man (aud) bei
irrationalem Berhiltnis):

DerJInhaltded Redhtedsift SrundliniemalHohe, d.h F=a-n.*)

* Da zu jeder Fladhe ein Quadrat gleichen JInhaltd gehort, defjen Seite
man f begeidynen fann, defien Jnbalt aljo f* ift, jo jchreiben manche ftatt
unjerer Formel £ = ah und deuten damit an, daf der Ausdrud zweidimenjional
ift. €benjo bezeichnen {ie den Rorperinhalt I mit ¢, iweil derfelbe drei-
dimenfional ift-
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Jiir  rvationales BVerhdltnid ijt diefer Sap mit voller Strenge, fiiv
irvationaled BVerhiltnis mit beliebig grofer Genauigfeit betiefen.

147) ©o evgeben {ih im Wnfdhuf an dad Frithere folgende
Formeln:
a) Dasd Redjted mit Grundlinie @ und Hohe & Hat die Flade F=ah.
b) Dagd Quadrat mit Grundlinie a (und Hohe «) Hat die Flache
=g
Umfehrung: Das Quadrat von Flidhe F Hat die Seite a = )/ F.
¢) Dad Pavallelogramm mit Srundlinie a und Hohe » Hat die
Jlide F = a- .
d) Dag Dreted mit Grundlinie ¢ und Hohe ~ Hat die Flache
ah
S
e) Dag Trapez mit den Pavallelfeiten a und b und der Hohe 7

hat die Fliche F—-a~'t~b L [benn e3 it jo grof tvie ein Parallelo-

gramm mit Grundlinie a—_;-— und Hobhe &, vergl. 97].

f) Jft der Umfang eined Tangentenvieleds gleidh) « und der
Radiugd ded Ju-Kreijes gleidh) o,
jo it die Flache bdes Wieleds
il oAl
F = 3 2
[Beweid am DBeijpiele ber_

Fig. 85.

I =

Fig. 85.

AABM =%, ABOM =",
A DM =2, ADAM="2,

folglich durd) Addition:
efamtlice — 0 4 20 404 D02 pp o+ @) ="22]

Dies gilt inébefonbere bon rege[ma%tgen Bieleden, bdenen ftd)
ftetd ein Rreid einbejchreiben. (dft.
[2) Der Rreid mit Rabdiugd » Hat die Flade F = »*m.
Beweis. Der Umfang des Kreifes, den man als regelmiRiges BVieled
mit von unendlidger Seitengahl und Radiug o = » betradhten fann,

ift nad) 53) w=—=2rm. Folglih ift Fe—=uy = 2rmy=rn.

Sit r=1, fo ift F==mn Uljo bedeutet # and) den Jnbalt eines
Kreifed mit Radiug 1.
Holymitller, Mathematif. L 6
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h) Der @reiéfeftor vom Centriwintel «° und dem Radiusd » Hat

' v o
die Flidhe F = »* “3’6" ©ein Bogen ift s = 27 71:360 T

Beweid: €3 verhilt fidh, wie aud Figur 86 zu erfehen ijt,
Seftorflache: @reiéft&cf)e=a°:360“=a:360, oder F:rim=«:360,
alfo ift F=r 71:360

Cbenfo verhdlt fich DBogen : Kreidumfang =— « : 360, oder
§:2rm=qa:360, b. s—21n360

i) Gegment = Seftor — Dreied.

Beifpiel: Jn Figur 86 DHanbelt ed fih um den zum Centri-

1% winfel 90° gehorigen Seftor und dasd
sttty entjprecdjende Segment. .ﬁc}ier ijt

" Ceftor ABM = r®x - e

300 R e
Das Dreied M AB tiirde allgemein
aud Grundlinie AB und Hohe 2 zu
bevedynen fein, hier aber ift @rltnbﬁnie r

und Hiohe » bequemer und giebtr- - = S,
Folglidh:
Segment = Seftor — Dreiec
rix r? rir=
='4__’2'=’2_[§ °e l]=?]
k) &ind @ und b die RKatheten eines rechtwinfligen Dreieds,
und ift ¢ die Hypotenufe, jo ift & = a* + v, folglih ¢ = Va® + V2.
1) St ¢ Hypotenufe, a RKathete eined rvechtwinfligen Dreiets, jo
bevechnet fih Das Quabdrat iiber der RKathete b aud v* = * — &,

affo ift Rathete v = V& — a®

[148) Aufgabe. Die Jahl = mit beliebiger Genanigteit
ju beredhnen.®)

*) Abjdynitt 148 fann itberjdhlagen twerden, wenn dad Ausdziehen von
Quabdratwurzeln nidht vorher in der Arithmetit geitbt war. Jijt lehtered der
Fall, fo empfiehlt ficdh) die Durcynahme der gany elementaven, wenn aud) um-
ftandlidien Bevechnung, damit moglichjt jhuell Ubungdmaterial fitr Bered)-
nungen von praftijhem Werte auf Grund der ficheren Kenntnid der Jahl =
sur Bermwendung gelangen fann.  Die gegebene Tabelle joll natitrlich nidht
volljtindig in den Unterridhtdftunden nachgerechnet werden. Riivzere Bevedh-
nung3arten giebt e3, jedboch find diefelben nicht fitr den angenomntenen elemen=
taven Standpunft geeignet.
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Nuflojung. In Fig. 87 fei der Rabdius des Halbkreifed gleidh 1.
Da fich der Radiud dreimal al3 Sehne eintvagen laft, ijt zunddit
die Halbfreislinie groper al3 3.
Man halbiere den Bogen AB in C.

Dann ift AD =+, AM =1,

21
folgliy MD=YAM — 4D
2
o= (=Y 1=V
Folglih ift CD = MC — MD §
s A
—1— Vi Soglig

. e 2 - _‘_
AC—VATFor=)/1 4 (1-V3) =V}+ (143 —2V3)
=V2— V3. :
Hier ift V3 = 1,732051, 2 — }/3 = 0,267949, alfo AC
—=1/0,267949 = 0,5176380. Der halbe Umfang des regelmiigen
12:Cd3 ijt da3 6:fache Davon, . §. 3,105828, Dies ift jdhon ein
befjerer Ndherungdwert fiiv = al3 3.
Jebt Halbiert man den Bogen AC in F, die Sehne AC in E.
Dann ift 2

Fig. 87.

73

AE = ; AC = 0,2588190,
EM=VAM? — AE? = )1 — AE?,
. FE=1—EM=1—V1— AE?
folglich b
AF=VAE + FE =VAE' + (1 — V1 — 45"
—VAB 4+ 14+1— A —2Y1—AB=V2(1—)1 —4F).
Hier ijt AE? = 0,06698728,

affo 1 — AE? — 0,9330127 und AF — V2 (1 — 1/0,9330127),

Der halbe Umfang ijt ded 24:Ccf8 dag 12-fache davon, oder
3,132630, wa3 ein bdritter Anniherungdwert fiiv = ift.
©o fortfahrend und bdiefelbe Redhnung fiix dad umbefchriebene
6-Cf, 12:Cd, 24:-Cd u. {. w. durchfithrend, gelangt man auf folgende
Tabelle fiiv den Phalben Umfang bdiefer BVielede:
6*
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Ginbejchrieben, Umbejchrieben. Folglidh:
6-6¢  3,00000 346410 3 <m<34..
12:Gd 3,10583 3,21539 3,1 <m< 32
24-E 3,13263 315966 3,13 < w< 315
48:Gd 3,13935 3,14609 3,139 < =< 3,146
96-Et 3,14103 3,14271 3,1410 < m < 3,142
192:Gd 3,14145 3,14187 31414 < m < 38,1418
384:G¢  3,14156 3,14166  3,14156 < w < 3,14166
768Gt 3,14158 3,14161 8,14158 < mw < 3,14161
1536-Gd 3,14159 314160  3,14159 < = < 3,14160

Avchimeded, geb. 287 v. Chr. zu Shrafus, fand fiix = den Fu
grofen Ndherungswert ?7?, den ivir 3,1428 - - - {dhreiben tviirden.

Cubdolf van Ceulen, von Geburt ein Deuticher, bevedhnete = auf 35 Desi-
malftellen. Qambert, ebenfalld ein Deutjdher, bewied, dbap = eine
Srrationalzahl ift. Jn neuefter Jeit Detwied Lindemann, daf = zu
den trandcenbenten Jrrationalzahlen gehirt, nicht zu den algebraifdhen,

aug der Wurzelausdziehung hervorgehenden, wie etva /2.%) Damit ift
sugleid) nadhgetviefen, daf weder der Umfang, nod) der Jnhalt eines Kreifes
von gegebenem Radiud mit Jivfel und Lineal genau fonftruiert werden
fann. nndherungsfonitruftionen giebt e in griperer Jahl. Die Rejul
tate von Lambert und Lindemann find weit widtiger al3 die Fortjepung
der auf bereitd 700 Dezimaljtellen durdhgefithrien Bervechnung von .]

149) Bu 147f) ift Folgenbes zu bemerfen:

St o ber Anfreid eines Tangentenviereds, mweldes
den Kreid mit ¢ und d unmittelbar bevithrt, dagegen mit
a und b vermitteld der Verldngerungen, jo ijt die Flade
bes Biereds F=ga—'i;L—'~i-

Bum Beteife verbinde man die Eden mit dem RKreidcentrum,
abbiere die fo itber « und b fjtehenden Dreiecfe und ziehe bie fiber
¢ und d ftehenden ab. Entjprechend lautet ber Sap fiir anbejchriebene
WBielece von Dbeliebiger Seitengahl. Fiir dad Dreied erhilt man im
Gangen folgende Formeln:

F=ea+bt9___ .:aj-ékitc:g

0 a—=b+c . latotc
2 1 ’ e

2 ) 03 9 ’

ober, in den Bezeihnungen von 119 und 120:
F=p-o=0p¢ =P0:=250

*) Diefe hiftorijdhe Bemerfung wird hier nur gemadyt, um ein fiir alle mal
die Unmbglichfeit der genauen Konftruftion von = audzujprechen.
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Aus diefer Beziehung folgen merfiviirdige Sape. Wie lautet der Vievedjap
bei anbejchriebenen Bieveden, die mit feiner Seite unmittelbar beriihren?

150) Az Ubungsjtofi fei Folgendbes angegeben: Wie groff ift
der Jubalt des vegelmdpigen 3=, 6z, 12:Cd3 oder ded regelmdpigen
4:, 8:, 16:Cf3 u. |. w. je nadhdem bdie Seite a, oder der Radius »,
ober Der Radiud o gegeben ift. Daburd) erhilt man Fugleich bie
sugehorigen Seqmentfladen. Fitr die Ubungen im praftijhen Rechnen
benupe man jdhon jept den Sah der Stereometrie, daf gerabe Saulen
beztv. Gylindber bvon Deliebig geftalteter Grundfldche der Formel
I=Gn (b.9. abgefitgt gefprodhen: Jnhalt glei) Grundfldche mal
Hiohe) gehordjen. Die Multiplifation des Juhaltd mit dem fpesi-
fijthen Getvichte der Maffe giebt Dann dad Getvicht ded Kidrpers.
Die Grundflachen fonnen Dreiede, Parallelogramme, Trapeze, vegel:
mipige Bielece, RKreife, Seftoven und Segmente fein.

Beifpiel. Wiebiel tviegt die Schraubentvelle eined Kriegddampfers
auf das laufende Meter bei 0,5 m Durchmefler und dem jpezififdhen
Getvidhte 7,7 bed Materiald?

Unfldjung. rim-1-7,7=0,25-m 17,7 = "1 " Tomnen — ?kg.

Die Aufgaben fonnen auch) fo geftellt twerden, daf der Flachen-
inhalt gegeben ift, und daf Seiten, Radien u. {. 1. berechnet werden
follen. Gbenjo fann bei gegebenem Kiorperinfalte dad Entjprechende
beredhriet twerben.

Beijpiel. Wie grof mup der Rabius eines Kreifed fein, wenn
feine Flache 1 qm fein foll? i

Auflsjung. Aus »*z = 1 folgt »° =% und » =V%

Beijpiel. Cin cylindrijded Gefidf foll 1 cbm faffen und dabei
jollen Durcdhmefier und Hohe dibeveinftimmen. Wie find leptere zu
nehmen?

Aufldjung. 7= G-h=1r*n-2r = 2¢°x foll gleih 1 fein.

3 i
€3 folgt r = l/ gl,,'

1. Von der Abmlicykeit ebener Gebilde.

151) Werben bdie Sdenfel eined Winfeld (ober ifhre
Berldngerungen iiber bden Sdeitel Hhinausd) durd jwei
PBarallele gefdnitten, jo verhalten jid) die Abjdynitte des
einen twie die ded anbern.
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Beweisd. Jn Fig. 88 mbgen die Teile A B und BC ein rationaled
Lerhaltnis Haben. Man vertvandle dasfelbe (wie in Abjdhnitt 143
Fig. 88. und 144) in ein ganzzahliged BVerhiltnis
m:n.  Jept denfe man fich AB in m,
BC in n gleidge Teile eingeteilt. Durd
die Teilpunfte lege man Parallele zu den
beiden gegebenen Parvallelen BD und CE.
Dadurd) wird (nah) 98) AD in m, DE in
n gleiche Teile eingeteilt, und damit gezeigt,
- ¢ daf i) AD su DE ebenfalld wie m : n
(./ £ verhilt. Die Teile von AD und DE find
/ il namlid) von derfelben Grife.
Jit bag Verhdltnisd ein irrationales, ie
3 B. 1:m, jo fithrt man den Nadhiveid mit beliebiger Genanigteit, indem
man {tatt ded endlofen Brudhed = den auf beliebig viele Stellen ab-
gefiirzten Degimalbrucd) nimmt, twobei der Fehler ver{dhivindend flein
gemacht twerden fann.

152) Jft bag Verhiltnis ziveier Grifen gleid) dem Verhiltnifje
stveier andern, fo fagt man, die Grofen jtehen in Proportion ober
feien einanber proportioniert. Jn Fig. 88 finden folgende Propor-
tionen ftatt: ;

a) AB:BC=AD:DE ober b:c=d:e,

b) AB:AC=AD: AE obex b:b+c=d:d-+ e,

¢) AC :BC = AE:DE ober b+ c:c=d-+e:e

Jede fann nach At bon 151 betviefen werden.®) Man fdhliept davaus:
Befteht die Proportion b:c=d:e, jo befteht aud) die Proportion
d) (b4c):(d+e)=0b:d Cept man b+c=Fk und d + e=1,
fo fautet bie Proportion ¢) %:c=1:e Proportion a) lautet dann
(b—c):c=(1—d):eoder (k—c):(l— d) = c:e. Allgemein folgt:

it m:n = my:my, jo ift aud) (m + ) : (my 4 n,) =m:m,
ferner ift audy (m —n): (my —mn)=m:m, folglih aud
(m 4 n): (m — n) = (m, + n)): (my —n;). (Madje die Probe,
ob Die Produfte der dufeven und inneven Glieder gleid) find, und
verfudje den Sap in Worten auszudriiden.)

Auperdem folgt ausd Figur 88 folgender Sab.

*) Die Moglichteit der verjdhiedenen Umftellungen jeder Proportion wird
al3 befannt voraudgefept. Jm andern Falle ift zu zeigen, dap aué—g = %fo[gt:

be=cd, d. ). baf dad Produft der innern Glieder gleich dem der
dufern ift. Ale Umitellungen Haben jo ju erfolgen, daf b und e beibe
tnen, oder beidbe aufien jtehen.
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153) Werden die Schenfel eined Winfeld (oder ihre
Berlingerungen) von zwei Pavallelen gefdnitten, jo ver:
Halten jid) die Pavallelen (von Sdhenfel zu gemejjen) wie
die Abfdhnitte jedes Schentfeld (vom Sdheitel ausd gemejfen).

Bum Betveife ziche man in Fig. 88 DF | AC, bamn ift nad
vorigem Sape CF:CE= AD:AE, ober, dba CF = BD ift
BD:CE=AD: AE, dolfo au) BD:CE = AB: AC.

154) Umfehrung: Werden die Shentel eined Winteld von
3mwet Geraden fo gejdnitten, dap die WUbfdnitte ded einen
Sdenteld fidh) jo verhalten, wie die des anbern, jo find die
Gervaben pavallel

Beweis. Jn Figur 89 fei AB: AC=AD:AE. Ange:
nommen BD wire nidht pavdllel zu CE, fo liepe fich eine Linie
BD parallel 3u CE jiehen. Dann iviirde

Fig. 89.
AB:AC=AD,:AE fein, d. 1. die gleidh)- A
: it AR % s .
namigen Briiche iE und 45 tviirben beide

gleidy %o fein, obwoBl der Sifler AD, ver:

{chieden vom Bihler A D ift. Dies ift aber B
unmiglid), alfo ift die Unnahme, BD fet nidht
parallel z3u CE, falfd).

Bemerfung. Fiiv jede Avt von Pavallel- .
projeftion (jdhrdge ober gerade) folgt aus 151):

Die BVerhaltnijje zveier Abjdhnitte einer Geraden jind
gleich) Den Verhdaltnijjen der entipredenden Ab]dnitte auf der
Projeftionder Geraden, oder:Beider Parallelprojeftiongehen
bie LVerhaltniffe auf jeder Geraden
ungedndert auf die Projeftion iber. oig 0.

So ift gum Beifpiel in Fig. 90:
AB:BC=A,B,:B,C,. (Lege jum Be- ¢
weife durd) 4, eine Parallele ju AC.) Das-
felbe gilt bon Dden Projeftionen pavalleler
Geraden auf eine andere Gerade. ' i

I

5

B

155) Aufgabe. Bu drei gegebenen !
®eraben a, b, ¢ die vierte Propor: 2 3 C
tionale « zu fonjtruierven.

Auflojung. Sdneide vom Scheitel eined Winfelds ausd auf
deffen Sdentfeln « bejw. ¢ ab und verlingere @ um b, verbinde
die Cndpunfte bon a und ¢ und lege durd) bden freien End-
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Fig. 91. punft von b eine Paval=
} & b fele zur Berbindbungs-
b

] linie.  Diefe {chneidet

¢ bag gefudhte Ctiid =«
\ / ab.  (Warum?)

156) Stimmen

jmwet Bielede in

allen Winfeln und

in den Verhdalt-

niffen je zweier aufeinander folgenden Seiten iiberein, jo
jagt man, jie feien einander &hnlich (cv).

Qft 3 B. in Fig. 92 LA =4, XB=<B, uf w

A'B.5 BO B, C,

wmd it o =B op = op W fo find fie dhuticy, uud

%lg b bag eine ift bdie gefehmafpige

Lergroperung bezw. Berfleine:

/ rung bes anbern.
157) Bwei Dreiede find

éif)n'[icb, wenn fie itberein:-
, ftimmen in einem Winfel
und im Berhdltnis der ein:
§ jdhliegenden Seiten. (Criter

Apnlichteitafap.)
- AC A G
Beweis. Jn Jig. 93 fei y =y, wnd o= o Man
lege a3 fleinere Dreie fo auf dad grofere, daf y, auf p fallt und
bie entiprechenden Schentel auf
einander fallen. Dabei gelangt
7 A A, B, in cine Sage DE. Da
nun g—g gg, fo it DE|
3 P ANp AB, folgli) Le=<<CDE
/ £ = Ko und L=< CED

C &ig. 938. (:

= < B,. Auferdem ijt

B AC _DC __ 40,
4B~ DE~ 4B,

(unb _Bg = f;_g — 11;:2). Die Forberungen der Uhnlichieit find

damit erfitllt.
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158) Bwei Dreiece find dhnlich, wenn fie in zwei
Winfeln iiberveinftimmen. (Jweiter Ahnlidhteitdfap.).
Beweis. J[n Fig. 93 fei y = », und ¢ = ¢, fo dap
von felbft B = B, ift. Legt man dad fleinere Dreied fo auf dasd
grifere, daf << p, mit den entfpredhenden Sdenfeln auf o fallt,
fo gelangt 4, B, in eine Qage DE, und da o, = « ift, {o wird
§ et iR DF 4,B, BC EC B C’
DE | AB. olglih) wird P00 RO e D
(unb %% = 0—11)0 = g‘l‘%‘l)- Den Fordberungen der ‘l(f)nhd)fett 1ft
alfo geniigt.

159) Bwei Dreiede jind dhnlid), wenn zivei Seitenver:
haltniffe desd einen mit 3wei Seitenverhaltniffen desd anbern
iibereinftimmen. (Dritter Ahnlidhfeitsfap.)

. : - 2 A, B BC 73 ) C

Beweis. J[n Fig. 93 fei T BICIL und gi TRl
Multipliziert man die linfen und die rechten Seiten bdiejer @Ieid)ungen

fo febt fich ints BC, vedts B, C,, unb e3 bleibt ftefen 7% — g f

Diefes dritte Verhiltnis ift alfo eine Folge der beiden anbern E)Jtan mache
jept CD = C, A, und CE = C, B, und verbinde D mit E. Dann
ift der gleihen Berhiltniffe wegen DE | AB und A DEC, wie in

ben friteen Fllen, dhntiy A ABC. Folglid) ift 3 ﬂ'? i %g ks

Lol 4,B, _AB B,C,- AB
DE — — B0 @émaraber?ﬁ B alfo ift 4,B, _T
g ECB (;1 B DE. Folglid ift dad Hiilfsdreiet CDE = A, B, C,

(3. Qongruengjap) und daher aud) 4, B,C, ~ ABC.

160) Bwei Dreiede jind dhnlidh, tenn fie itberein:
ftimmen in einem Geitenverhdltnis und in dbem ber griferen
biefer Seiten gegeniiberliegendben Winfel. (BVierter Ahnlich-
feitdfab.) %

Beweisd. Jn Fig. 93 fei BC > C’A, CA CIA und Lae=ue,.

Man made CD = C, 4, und CE = C,B,, bann ijt twegen
der gleichen Berhiltnifle DE | AB und A CDE ~ A CAB. 63 ijt
alfo CCDE = ¢, und da « = ¢, ift, aud) SC CDE = o,. Folg-
lig it A CDE> /A C,A,B, (4. Qongruenzjap) und daher audy
ACAB~ A CAB

161) Zwei Dreiede {ind dhnlidh), wenn fjie itberein:=
ftimmen in einem Seitenverhaltnid und in dem der fleineren
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Seite gegeniiberliegenden Wintfel, und wenn der der groferen
Seite gegeniiberliegende Winfel in beiden Dreieden gleidy-
artig ijt (in beiden pip, oder in beiden ftumpf). (5. Ahnlichteitsiap.)

Beweid ie vorher, nur wird die Kongrueny ded Hilfsdreieds
mit Dem fleineven der gegebenen Dreiecte nac) dem fiinften Kongrueny
fabe beiefen.

Bemerfung. Wird die leptgenannte Bedingung unterlafien, jo treten
bie beim fiinften Qongruenzjape befprochenen beiden IMMoglicheiten ein.

c Fig- 94.

C:
SV S wmoros DUl
D M Y Xy

ot

162) Anfgabe. Bu einem gegebemen Vieled ein dhn-
lides in vorgefdricbenem Mahftabe ju zeidhnen (3. B. Ver-
fleinerung der Seiten auf ; der gegebenen.)

Auflojung. Verbinde die Edpunite bes gegeben Vieleds BCDEF
in Fig. 94 mit einem beliebigen Punfte 4. Davanf madje A B, = :— AB,
siehe B, C, | BC, C,D, | CD, D,E, | DE, E, F, | EF, und verbinde
Fy mit B,, damn
ift B,C, D, E, F, B,
das gejuchte Bieled.
(Warum?)

Bemerfung. Man
nennt A den dufpe-
ven Ahnlidhteits-
punft Dder Dbeidben
ahnlichen und in
dahnlidher Lage be-

- findlichen Bielece.

Fitr beide Bielede ift nod) eine ziweite Lage moglidh), wie aus
der folgenben anbderen Ronjtruftion Hervorgeht.

Man verbinde famtliche Ccen ded gegebenen Bieleds BCDEF
(Fig. 95) mit einem beliebigen Puntte 7, verlangere jede der Verbindbungs:
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III. Bon der Jihulichfeit ebener Gebilbe. 91

finien iiber I Hinaud, madpe die BVerlingerung I B, = ; BI, jiebe
B,C,|CB, C\D, || DC, D, E, | ED und verbindbe E, mit F,, dbann
it B,C,D,E,F, ba3 gefudhte Bielet (warum?), jedod) gegen bas
anbere um 180° gedreht.

Man nennt 7 denn inneven Ahnlichfeitdpuntt der dhnlichen
und entgegengejeht ahnlich liegenden Wielecke.

Hpnlide Vielede laffen fid) ftetd in dhnlidhe oder in
entgegengejept dhnlidhe Lagen bringen. Cine jolde Lage ift
evreicht, twenn bdie LVerbindbungslinien entjprechender Punfte famtlic
durd) einen Punft gehen. Beide Wrten von dhnlichen Lagen fafit
man ujamunten unter dem Namen perjpeftivijde Lage. Denit
man fid) ndmlid) in Fig. 97 da3 Wuge nadh) A verfept, jo liegt jeder
Runft besd griferen Bieledd genau Pinter dem entjprechenden desd
fleineren. €3 Handelt {idh) alfo um eine Projeftion bom Centrum A4
aud, d. §. um cine Centralprojeftion (im Gegenfap zur Pavallel:
projeftion). Jn Fig. 95 gejchieht a3 Projizieven dadburd), daf jeder
Strahl viidwirtd verlingert wivd. Aud) bei I Handelt ed fidh um
eine Centralprojeftion.

163) Auj diefen Beziehungen beruht ein Teil der Lehre von
der Centralperipeftive, und aud) jamtliche Berkleinerungd- und BVer-
griperungdmedyanidmen, die unter dem Namen Stord)jdnabel in
per QJubujtrie und im RKunjtgetverbe vielfache UAntvendung finbden,
griinden fich auf bie Qehre von der dhnlidhen Lage ahnlicher
®ebilde.

Sn Fig. 96 3 B. ift ein gelenfigesd Parallelogramm ABCD
gezeichnet und die gleidhfalld eingelenfte Pavallele EF jo gelegt, dafs
AE = ; AD (und BF= § BC) ift. ®Bringt man nun den Seidhen-

ftift in C, an, wobei EC, = 5 EF fein joll, fo liegt C, ftetd auf AC

1

und 8 ift AC; = AC, wie man Fig. 96.

aud) dad Parallefogramm in fich G - B
betvege. Wird nun A auf der cf

Unterfage befeftigt, und laft man

C einen vorgejdriebenen Weg uriic- - \C

fegen, fo bewegt fic§ der Stift C, g \
auf dahnlichem und dafhnlich legen- D = —A
bem Wege, ». . er giebt die ent-

fprecdhende Beidhnung in % ped Mafjtabs. ©So erfennt man Ddie
Moglichfeit von Medjanidmen, die gefepmihige BVergrioBerung ober
Berfleinerung bewertjtelligen follen.
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164) Jn dhnlidhen Gebilden find Homologe Linien
unter einander proportional, und Hhomologe Winfel gleid).

Qn dhnlichen Dreiecten 3. B. verhalten fich Homologe Hihen wie
hHomologe Seiten, ebenfo ift e3 mit homologen Mittellinien, Mittel=
Gentrechten, Winfelhalbievenden, mit den Rabien des Um:-RKreifes, des
Qu-RKreifes, der Homologen Un:Rreife. Sdamtlidhe von Homologen
Qinien diefer vten gebilbeten Winfel find gleich. (Fithre den Beweis
an Beifpielen.)

165) Jn dhnlichen Gebildben {ind Homologe Fldaden:
jtitfe proportional den Quadraten homologer Seiten.

Ware 3. B. dag eine Gebilde im 3. Teile bes Mapitabsd gezeichnet,

und Ddenft man fih) zwei Homologe Flachenteile in Duadrate ver-
wandelt, jo Hat da3 Heinere Quadrat Seiten von ; der Seitenldnge
pes groferen Quadrated, die Jnhalte verhalten ficdh aljo wie 1: 9.

Ebenfo ift bei ;lb Mapitad ba3d Verhaltnis homologer Fladen:
jtiide — ;- Bugleidy ift damit geseigt, daf homologe Flédeniice
afnlicher Figuren unter eimander proportional find.

166) RegelmiBige BVielede derfelben Seitenzahl find
einander dhnlid). Folglih find aud) Kreife einander ahnlich.
Rreife in Dderfelben EGbene befinden fidh) ftetd in dhnlicher und zugleich
in entgegengefept dafnlicher Lage. Folglih: Bivei RKveife Haben

Fig. 97.

ftetd3 einen inmeven und einen dufeven Jhnlichfeitdpuntt.
(Fig. 97.) Diefe PLunfte werben, wenn die Kreife auseinanbder liegen,
burd) die gemeinichaftlichen Tangenten beftimmt (vgl. 124). Fiir alle
Qagen finbet man A4 und I folgendermafien. Bieht man pavallele und
gleichgeridhtete Radien M B und M, B,, {o {dyneidet B B, die Centrale im
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Uhnlichteitspuntte A. Bieht man dagegen die Rabdien MB und M, B,
entgegengejebt pavallel, fo giebt BB, auf der Centrale den Punft I.

167) Uud) swei pavallele Gerade Haben ftetd zwwei hnlichteits-
punfte 4 und 7, die durd) Berbindung bder gleidhliegenden und bder
entgegengefept liegenden Punfte gefunden werben. (BVgl. Fig. 98.) 4
und 7 liegen auf der. Verbindungslinie der Halbievungdpuntte der Paval:
lelen, Denn die lebteren laffen fid) ald Durchmefjer von Kreifen betradten.
(Bgl. Fig. 97.) Jijt BC in lauter gleiche Teile geteilt, und verbindet

Big. 98.

(&
et
[\ R\\ P
B B )

/ ez
MF- - W et
Y e m A
/ £
nidproeg A
B

man bdie ZTeilpunfte mit A ober I, fo twird aud) B,C, in gleiche
Teile geteilt. Teilt man BC in beliebigem BVerhiltnis, jo wird durdh
diejelben BVerbindungslinien aud) B,C,; (ober C; B,) in demfelben Ver:
hiltnis geteilt.  Folglid): Bei der Centralprojeftion einer Ge-
raden auf eine parallele Gerade werden alle Teilungsver:
haltniffe Der einen unvevdandert auf die andere fibertragen.
(Widhtig fiir die Perjpettive.)

168) Aufgabe. Cine Gerade MM, im gegebenen Ber:
haltniffe m:m, u teilem. (m foll gu M, m, su M, gehiren;
mound m, mbgen ald Gerabe von Dbeftimmter Linge gegeben fein.)

Auflojung. a) Junere Teilung. Jjt MM, (Fig. 98) die
gegebene Gevade, fo lege man bdie Qinie m in M unter beliebiger
Ridtung an, die Linie m, in M, in entgegengefepter Ridhtung, was
bie Geraben MC und M, B, gicbt. Die Gerade CB, teilt MM, im
Berhaltnid m : m,. (BVeweife durd) dhnliche Dreiece, da MI: M, I
= m:m, ift.)

b) Hupere Teilung. Bilde twie vorher MC = m und ziehe
M,C, = m, al3 gleidhgerichtete Parvallele. CC, giebt dann auf der
Lerlingerung von MM, den duperen Teilpuntt 4. (Beteife durdh
ihnliche Dreiede, daf MA : M, A = m : m, ift.)

Bemerfung, Aus M7: M, I=m:m, und MA:DI; A= m:m,
folgt: I : DM I = MA:DM A DBeide Teilungen Hhavmonieven mit

www.rcin.org.pl



94 Grite Abteilung: Geometrie.

einander. Diefe Doppelteilung nennt man daher die harmonijdhe Tei=
{ung einer gegebenen Gevaben®) M, M,, I, A nennt man harmo=
nifde Punite. M und M, find zugeordbnete Puntte, ebenjo 7 und A.
Sdligt man mit m und m, Kreije um M und M, o Hat man die
Beidhmung der Kreife mit ihren Ahnlichteitspuniten. Die Mittelpuntte
ber Rreife und die hnlichteitspuntte find alfo hHarmonifhe Punfte.

Aufjgabe. Bu drei gegebemen Punften, von denmen zivei
sugeordnete find, den vierten harmonifden zu findben. (Sude
aud MM, und I, oder aud MM, und A den nitigen Teil von
Sig. 98 BHerzuftellen.)

169) Sab. Die PHalbierungslinien eined Dreieds:
mwinfeld und feined Nebenwinfeld teilen die Gegenfeite
Darmonifd) und zwar im Verhaltnisd der anliegenden Drei-
ecdajeiten.

Beweid. Jn Fig. 99a fei ABC ein Dreied mit der Wintel-
halbievenden CD. Man verlingere AC iiber C'f)inaué um a, dann

&ig. 99a. E
" Fig. 99 b.

witd BCE ein gleidhjchentliges Dreied, alfo << o« = ;. Nad) dem
Sape vom Aufenwintel ift f 4+ B, = « + «,, und demnad) g = o,
folglih CD | EB, wnd AC:CE = AD: DB, folgli aud
AC3:BC = AD: BD.

S Fig. 99b ift ber uBentwinfel BCX bde3 Dreiedd ABC
halbiert, aljo y = p,. Man made CF = BC, fo bap A BCF
gleihjhentlig ijt und 0 = d, wird. ABE WuBenwintel ift y + »,
= 0 + 0, folglih p, =90,, folglih CE| FB, und AC:FC
= AE: BE, dlfo aud) AC: BC = AE: BE.

Aud AC:BC = AD:DB und AC:BC= AE:BE folgt,
wenn man fitv ein Dreied dad Gange in einer Jeidynung vereinigt:
AD : DB = AE: BE, und bdie3 ijt eine harmonijde Teilung.

*) Die Avaber begeidyneten itbrigend bdiefe Teilung aud anderen Griinden
al3 eine Harmonijcpe.
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Bemerfung. Aus diefer Proportion folgt AD - BE = DB- AE,
wad geometrijd) leicht zu deuten ift.

170) Stimmen in einer Proportion die inneven Glieder iiberein,
fo Deifit die Proportion eine ftetige, und dad Mittelglied Heift die
mittleve Proportionale der Deiden andeven. So ijt 3. B. 4:6
= 6:9 eine vidtige Proportion, alfo 6 die mittleve Proportionale
ifdhen 4 und 9. Allgemein: ¢ ift mittlere Proportionale zwijdhen
a und b, wenn a:c=c:0, oder wenn ab = c? ift.

171) ©af. Die zur Hypotenufe ded vedytwinfligen
Dreieds gehorige Hohe it mittlere Proportionale zwifden
ben Abjhnitten der Hhpotenufe; jede Kathete ift mittleve
Proportionale 3wi-
fhen Dder Hypotenufe
und dem anliegenben
Abjdhnitte derfelben.

Beweis. Jn Fig. 100
fet ABC ba3 redhtwintlige
Dreiect und CD die Hihe k
auf der Hypotenufe, dann
iit A ACD~ /A ABC,
denn fie ftimmen im ge-
meinjamen Winfel « und
im vechten Wintel itbevein; ferner ift A BCD ~ /A BAC, denn fie
ftimmen im gemeinfamen Winfel B und im << 90° iibevein. Folglich
it au) A ACD~ A BCD. Folglih ift a) p:h=h:qg und
B=p-q b) g:a=a:c, folgli) o®> =g-¢c, ¢) p:b=0b:g¢
folglih v*=p-c.

Bemerfung. Aus a® = gc und »* = p - ¢ folgt durc) Addition
a4+ =pct+qgc=cp+4q) =c-c= 7 odera’4b*=¢c

Died ift der dritte und einfadhjte Beweis ded Pythago:
reifden Lehriabes.

172) Aujgabe. Ju zwei Geraden p und ¢ die mittlere
Lroportionale ju fonftruieven (oder ein Redted mit den
Seiten p und ¢ in ein Quadrat ju verwandeln).

Auflojung. Made AB = p + g, eidhne iiber A B al3 Durd)-
meffer einen Rreis, ervidhte im Teilpunfte D (wo p und ¢ ujammen:
ftofen) ein Lot bis yur Peviphevie, o ift dasfelbe bie mittlere Pro-
portionale. Bugleid ift 2* =p - ¢

Fig. 100.
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IV. Proportionen und Abnlidyheitsbesichungen ain fireife.*)

173) @af. Jieht man durd einen Punkt innerhalb des
RKreifes beliebig viele Sehnen, fo ift a3 Produtt (Redted)
aud bden Ab{dnitten jeber
Gehne gleidh dem Quadrate
itber der Halfte der fleinjten
Sefhne, die durd) den Punft
gelegt werden fann.

Beweis. A B in Fig. 101 ift
pie fleinfte moglihe Sehne durdh
P, wenn fie fenfredht auf dem
durd) P gelegten Durchmefjer fteht.
(Warum?) Dabei ift AP= PB.
Aud =y und 0 =B (Peri-
pherietvinfel iiber gleichen Bogen)
folgt, daf A ADP~ A CBP
ift. Folglid) ift DP: AP = BP
s CP obey DP: AP— AP:CP, folglih: DP-OP= AP,

174) @af. Jieht man von einem Puntte auBerhalb
eined Kreifesd beliebig viele Sefanten, {o ift dasd Produft
(Rechtedt) aus jeber
Sefante und ihrem
duferen Abjhnitte
gleid) dem Quadrate
ber bon dem Punfte
aud an den Kreid ge:
legten Tangente.

Betweis. Berbindet man
in Fig. 102 4 mit B
und C, fo it A PAB
~ A PAC, benn ¢ it
gemeinjdaftlicher Wintel
und o« =y nad) dem
Sape vom Tangenten:
Sehnenwintel. Folglidh ift BP: PA=PA:PCund PB-PC= PA*

Fig. 101.

Fig. 102.

#) uf dem Gymmafium fonnen die Abjchnitte IV und V gany ober teil-
weije in die Ila verlegt werden. Dies ift jedod) nicht u empfehlen, damit
bort zu einer groferen Vertiefung in jdywierigere Dinge die nbtige Beit frei
bletbe. Man betradhte dad Gegebene ald Ubungsjtofi nupbringender Art.
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175) Saf. Gebhen durd) zwei Punfte beliebig viele
Kreife, fo find die von jedem duBeren Punfte der gemein:
fdhaftlidhen Sefante aud an die Kreife gezogenen Tangenten
einander gleid).

Beweis., J[n Fig. 103 gehen die Kreife M und M, dhed) P
und Q. Bom Punfte 4 der Sefante PQ aud find an die beiden

Fig. 103.

Qreife vier Tangenten gelegt. Dabei ift AB*= AQ - AP, AC*®
= AQ- AP, chenfo AD* und AE? jebes glei) A4Q - AP. Aljo
find alle Tangenten gleid). Died gilt filr beliebig viele Kreife durd
P und Q.

Bemerfung. Der Kreid um A mit Radius AB jdneidet bad Kreis-
bitjchel durc) P und @ vechtivinflig, denn Radiug M, E fteht fenfrecht

auf Tangente 4 E; ebenfo ift e3 an den anbderven @d)mtﬁteﬁen Sdligt
Polzmiiller, Mathematif, I.

www.rcin.org.pl



88 Crite Abteilung: Geometrie.

man affo wm einen anbern Puntt 4, der Sefante PQ nod) einen andeven
Rreid mit der entjpredjenden Tangentenlinge ald Radiug, jo {dneidet
aud) diefer die durd) P und @ gehenden RKveife rechtwinflig. Folglich
find die Tangenten M, E, M,C, M,C, und M, E, einanbder gleid.
Folglich lautet der vervollftindigte Sah:

Qegt man durd) zwei Puntte ein Rreidbiifdel, {o liegen
die Mittelpunfte der dasd Bitfdhel fenfredht fdhneidenden
Rreidjdar auf der gemeinfdaftlidhen Sefante. Die Tan:-
genten von jedem dufeven Punfte der gemeinfdaftliden

Sefante ded Biifdheld an die Kreife bed Biijhels find ein:
ander gleid). GEbenjo find die Tangenten von jedem Puntte
dber Gentrale ded Bitfdeld an bdie RKreife der Kreidjdar
einander gleid.

[176) Aufgabe. Die Rarte der bitlihen oder weftliden
Halbfugel mit Meridianen und Pavallelfreifen im Abftanbde
ot 15 3u 15° genau zu zeidhnen.

Auflojung. Sdlage um M den Grensfreid der Ravte mit
beliebigem Rabiud und ziehe die auf einanbder fenfrechten Durchmefjer
PQ und RS, bie beide zu verlingern jind. Jn Fig. 104 ijt der
Biertelfreid RQ in drei Bogen von je 30° geteilt, wad die Punfte
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A und B giebt. Die Tangenten in A und B geben bdie Mittel-
punfte M, und M, fiiv die Parvallelfreife 30° und 60°. Ebenfo find
bie Parallelfreife 15° 45° 75° zu fonftruieven. — Durd) Q Tlege
man eine Tangente Q7, o daf L TQV = 90° ift. Durd) QW
und Q7 twerde diefer Winfel in Winfel von je 30° eingeteilt. Das Lot
auf QW in @ giebt ben Mittelpuntt w, Ded den Grenzfreid unter
30° jdyneidenben Meridiantreifes. Da3d Lot auf @Z in @ giebt den
Mittelpuntt w, dDe3 unter 60° jdhneidenden Meridiantreifes. Halbiert
man die Winfel bei @, fo erhdlt man die Teilung von L 7QV in
Winfel von 15° Die LQote auf den mnewen Teillinien geben die
Mittelpuntte fiir die anbern Meridiane. Diefe RKonftruftion riihrt
von dem Aftronomen Hippard) Her, fie wird jedod) in der Regel nad
Ptolemiusd genannt.)

Bemerfung. Jeidnet man die Kreife vollftindig und Hebt man
einen groferen RKreid der RKreidjhar ald Grenzfreid befonbderd Hervor,
fo Hat man in ihm eine Halbfugelfarte mit excentrijd liegendem
Rol nadh) vt der Halbfugeln der groften und fleinjten Wafjermafie,
nur gelten natiivlich die vorher angegebenen Grabbezeifnungen nicht
mehr. Naheres fiehe in § 30 der ,Cinfithrung in dasd ftereometrijche
Beidynen” des Verfafjers, erjdjienen bei B. ©. Teubner.]

177) Aujgabe. Cine Gerade AB fo zu teilen, daf der
grifere Teil mittlere Proportionale zwifden der ganzen
Qinie und dem fleineven Teile ift. (Stetige Teilung oder
golbener Sdnitt.)*)

1. Auflojung. Crridte im Cndpunfte B der gegebenen Ge-

raben AB (Fig. 105) ein Lot BM = —;—AB, fhlage mit BM um

M einen Rreid und lege durd) M die Sefante AE. Durd) D lege
eine Pavallele ju E B, die in O, {dneidet, dann ijt €, der gefuchte
Teilpuntt.

Beweis. AD:AB= AB: AE, aber AB= DE, folglid)
AD:DE = DE: AE, aljo ift AE ftetig geteilt. Da nun DC, | EB,
fo ift aud) AC,: C,B = C,B: AB (warum?).

2. uflojung. Beginne wie vorher und made AC = AD,
bann ift BC: AC = AC: AB. (Die Teilung ijt jept in entgegen-
gefebter Ridhtung ausgefithrt.)

*) Die Lehrpline vertveifen den goldbnen Sdhnitt in die Ila desd Gym:-
nafiuma. Die erfte der gegebenmen Lijungen verlangt aber jo zu jagen gar
feine Redhnung. Sie ijt fo felbjtverftindlid), daf fie unbedenflich auf Ila
gelehrt terden fanm, um bdie Oberflafje zu entlaften. — Die gebvdudyliche
Lojung ift der {1bung Halber in zwei Berechnungdarten beigefiigt.

7*
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100 Grite Abteilung: Geometrie.
Beweis. Verlingere DM Hi3 zum Punfte E der Peripherie,
dann ijt
AB* = AD-AE = AD(AD + DE)= AC(AC + AB)
= AC?* 4+ AB - AC,
folglich -
AC? = AB®* — AB-AC = AB(AB — AC) = AB - BC.

Daraud folgt:
B0 CA=—.CA:BA

[Andever Beweid: AE: AB = AB:AD, folglid)

Fig. 105.

) 7 B

AE— AB:AB — AD = AB: AD ober AC: BC= AB:AC,
alfo aud BO 2 AC = AC: 4B]

178) ufgabe. JIn einen Kreis ein vegelmdipiges Behned
einguzeidhnen. ;

Aufldjung. Teile den Radius nach bem goldenen Schnitt, dann
ift ber grifere Teil die Seite ded regelmdBigen Behneds.

Beweis. it M A in C ftetig geteilt und ift A B = MC (Fig. 106)
fo ift AC:CM = CM: AM ober AC: AB = AB: AM, aufer-
bem ift << o« Den Dreieden ABC und BAM gemein, folglich ift
A ABC ~ A BAM (1. Sihnlichkeitsfal), und da AMB gleichy
jehentlig ift, o ift audh ABC gleihjchentlig, folglich aud)y MC = BC.
Daraus folgt < f = B, Aus der bewiefenen hnlichfeit der Dreiecte
folgt B = B, aljo ift SC MBA = 28 und auc) ber anbere Bafis:
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winfel « = 28. ©o Hhat man Fig. 106.
im Dretece M A B fiinf mal den
Wintel B. Folglid) ift 58 =180,
Ao —— 560 — %o. Dem:-
nad) LGt fih AB zehn mal
auf der Peripherie abtragen.

179) Aufgabe. Ein ve:
gelmdapiges Fitnfed ineinen

fRreid einjuzeidhnen. ; /

Auflofjung. Man teile den ;
Rrei3, wie vorher, in 10 gleiche /
Teile ein und itberjhlage beim e

Biehen Dder Sehuen jededmal
cinen Punft. Der Centritvinfel wird gleih 72° ijt alfo der des
regelmdfpigen Fiinfeds.

Bemerfung. Jwei fidh {dneidende Diagonalen des regelmdapigen
Fitnfeds teilen fid) gegenfeitig nac) dem goldnen Sdnitt. (Folgt aus
ber Uphnlichfeit zweier gleichichentligen Dreiede.)

180) Hufgabe. Das rvegelmdafige Fiinfzehned zu fon-
ftruieren.

Nuflojung. Die Secdhsedsfonftruttion giebt den Centritvintel 60°,
die Behnedafonjtruftion giebt den Winfel 36°, bie Diffevens beiber

Winfel ijt 24° = 31—6_,:)°~ Sdyneidet man alfo vom Sed)sedbogen den

Behnedbogen ab, o hat man den Bogen Dded rvegelmdfigen Fiinf:
zehneds.

Bemerfung. Man foun jept folgendbe vegelmdpigen BVielede
genau fonjtruieven: 5:C¢, 10-Cd, 20-Cd, 40:Cd u. . w., 15:Cf,
30:Cd, 60-C¢ u. j.w. Ju den genau zu fonftruierenden Winfeln
find alfo nod) gefommen: 72°, 36° 18°, 9°, 41° u. f. . 24°, 12°, 6,

39 l—éof go . §.o . Bergl. Abjdhnitt 76. CEigentitmlich) muf e
erfcheinen, dafp ed unmiglich ift, den Winfel 1 Grad mit Jivfel und
Qineal zu fonftruieven, und daff man ihn trobdbem zur Grundlage
der Gradteilung gemadht Hat. Diefe Cinteilung ijt eine durdjaus
fimftliche und twird wohl in der Chronologie der alten Vabylonier
ihren Grund Haben, die dad Jahr zu 360 Tagen annahmen. Beildufig
fei bemertt, Dafy e3 unmoglich ift, mit Jivfel und Lineal das regelmdpige
7:Cd, 11:Cd, 13:Cd, 19-Cd u.§. tv. u fonjtruieren, wihrend die Kon-
ftruftion des 17-Cd3, 257-Ccf3 und ihrer Ableitungen miglich ift.]
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181) Beziehungen zwijden den Seiten und den Radien
ber Beriihrungsfreife eined Dreieds.

&ig. 107 war jdhon in Abjdnitt 119, 120 und 149 Hehandelt.
LBon den Mittelpuntten der gezeidhneten Rreife find auf die Seiten
Qote gefillt. Da BF = DC
=p, ift, o ift CF =
a — pg=p,. Tun ijt

A MCD ~ A M,CF
(warum?), folglich

D3 Q= 01:Ps

Fig. 107.

aljo
a) Q0 = Ps - P
Ferner ift
AAME ~ A AM, G,
folglich
Dyip=20:0y
oder

LIt
b) (4 b
Multipliziert man bie
vedhten und die linfen Seiten
per Gleidhungen a) und b),
fo Bebt fih o, tweg, und e3
Bleibt ftehen: o = I;f £k
ober, twenn man die BVebeutungen vbon p, py, py und pg (vergl. Ab-
fhnitt 119 und 120) einfithrt:

2 P

Durd) Divifion erhilt man aud den Gleidhungen a) und b), da

fich o weghebt: o, = Iﬂ';—p*‘- Cntjprechend findet man: o,* = p—%’ﬁﬂ,
1 2

932=p—';‘&, fo baf ber Rabdiuzd jeded Berithrungsfreifed aud den
%reiedéieften beredhnet tverden famm.

_1/Ppsps _ 11/(—atbt)@—bto@atb—o,
0 - —3 V—p—s - PuF oy I e SNSRI 5. —

182) Aufgabe: Den Juhalt eined Dreieds aud den Seiten
a, b und ¢ zu bervednen.
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Auflojung.

; ekl b g
Py =p]/”_l?;_ps =V V’i‘%ﬁ =V pp.peps,
aljo:

F=VPI’1P2P3
=Ve+r+)(—a+2+)@—b4)(a+0b— o).

Died ift die Hevonifde Formel fiir die Fladenberednung desd
Dreieds.
2F

Wy - . 9 F 2F
Da =5 = F ift, fo ift by = —, ebenfo hy = 5=, hy = —

ebenfalls leicht duvd) bie usbdriide p, p,, p,, ps darzuftellen. Die
Hiohen de3 Dreied3 laffen fih alfo aud den Seiten berechnen.

V. Geometrifthe Dentung und KRonficuktion algebraifdyer
Ausdriidee,

183] Jn diefem Abjchnitte follen a, b und ¢ jtetd Gerade von
gegebener Liinge bedeuten. Dann gelten folgende Begiehungen:

a) = a - b bedeutet die Summe, z = a — b die Differeny
der Geraden ¢ und b in Bejug auf ihre Lainge.

b) Jft = eine gange ober gebrochene Bahl, {o bedeutet x = na
eine Gerade, twelde die n-fache Linge Hat, wie a. Bei Jrrational=
sablen ift im allgemeinen nur angendherte Lonftruftion mbglich.

¢) # = a)/n bebeutet die mittlere Proportionale wijhen a
und na, denn aud «:z = x:na folgt 2 = na® oder z = aln.
Genane KRonftruttion ijt {tetd moglich, wenn na fonjteuiert werden fann.

d) 2= ,{‘cl?, bebeutet bie bierte Proportionale zu ¢, a und b,

dennt aud c:a==0:z folgt z = a?b- Bugleidh ift x die jziveite
Seite eined Rechteds, deffen eine Seite = ¢ und deffen Jnhalt
= ab ift.
2

0) &= % bebeutet die vierte Proportionale in der Proportion
b:a=a:xz und zugleid) bie jiveite Seite eined Rechtedtd, beffen
erfte Seite = b und defjen Jnhalt = @ ift.

f) z =1Vab ijt die mittlere Proportionale swijden a und b,
benn aud a:x=a:b folgt 2 = ab ober » = Vab.
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g) © =Va® 4 b® bebeutet die Hypotenuje eined rechtwinfltyen
Dreiedd mit den Ratheten a und b, denn in diefem ift 2* = o® 4+ V%

h) # = V/a® — b® bebeutet die zweite Rathete eines vechtwintligen
Dreieds, deffen erjte Kathete = b, deflen Hypotenufe = a ijt.

184) Diefe Begiehungen fonnen bidiweilen dazu benuht werden, ein-
fache Ronjtruttionsmethoden aufzufinden, indbem man die gejuchte Grife
al3 Unbefannte einer Gleihung bevechnet und den Yusdruct fonjtruiert.

Beijpiel: Cin gleidieitiged Dreied zu fonjtruieven, dejjen Flade
dreimal {o grofy ift, al3 die des Quadrated iiber eimer gegebenen
®eraben a.

Auflojung. Jjt = die Seite des gleichieitigen Dreiects, o ift

“ 2 2 z\* 3 2
defien Hohe zu berechnen ausd 2* = a* — (E) = ;2% alfo b =

23, folglicy ift der Supatt = 2" =2 Ly5 =T Y3 Qept
fee man ‘%31/3 = 3a® alfo 2® = 12a2V%— und z =V (4a) (a)/ 3).
Man  fonftruiere jept = ald8 mittlere Proportionale zwijden 4a
und al/3.

Bisweilen giebt und diefe Redhnungsmethode bden eigentlichen
Sdtiffel au einer mit Hiilfe eined blofien Kunitgrifis geldften Kon:
fteuftion.  Gine fjoldhe twar bdie in Abfdnitt 177 gegebene bes
goldenen ©dnittes. Angenommen, fie wdive nicht befannt, jo Hatte
man folgendermapen zu verfahren:

Die gegebene Linie fei a, der grifere Teil, der gejucht wird,
werde = genannt, der Reft alfo @« — 2. Die ujgabe verlangt folgende
Proportion:

(a —z):z=u=x:a, ober 2* = a (a — z), oder 2® + az = a’*),

aljo
x = — ~+V

Die pofitive Wurzel giebt z, = V + 2 — — . Die Wurgel
wird fonjtruiert al8 Hypotenuje eined redtwinfligen SDreiecfs mit den
Ratheten a und % LBon diefer Hypotenufe ift % abguziehen, und fo

exhalt man 2 Die Aufldjung jtimmt genaw mit Dder fritheren
itberein. —

*) Dieje Gleidhung ziveiten Graded gehort zu den durd) die Lehrplane
in IlTa zugelafjenen leichten Gleichungen.
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(Die mnegative Lofung giebt die neben bdiefer inmeren nod) mig-
liche dufere Teilung, die jebod) nidht verlangt twar.)
Bemerfung. Fiiv 2, fann man {Greiben:

PR e s e

Das fleinere Stitct ift o [3 — /5]

Hiufiger vorfommende Ausdriice, die oft die Lojungen erleidjtern,
find folgende:

@ = a)/2 ift die Diagonale des Duadrates mit Seite a.
2= aV% ift bie Seite eined Quabdrated mit Diagonale a.

% o % V3 ijt bie Hihe des gleichieitigen Dreieds mit Seite a.
0 QaVE ift bie Seite be3 gleidhjeitigen Dreieds mit Hihe a.

@ = % (V5 — 1) ift die Seite des regelmifigen Behneds im RKreife
mit Radiusd r.

2
Ausdriide wie z = ¢ - o (aud z : ¢ = a’ : %) founten Shwierig-
b?

(5)e
b ca

feiten madjen. Man [dreibe 2 = gy tonfteuieve evft y =

nad) obiger Methode und dann z =y_};g auf diefelbe Art. Auf

biefe Weife finbet man gerade Qinien, die {id) verhalten twie gegebene
Quabrate. ]

185) Vermifhte Abungsaufgaben.

a) Wie grof ift die Seite bed3 dem RKreife mit Radiud » ein:
bejchricbenen Fiinfeds? (BVeredyne die Hohe des gleihichentligen Drei-
ef3 ABC in Fig. 106, und verdoppele diefelbe.) Wie grofy ift der
Radiud ded einbejchriebenen Kreifed bdiefes Fiinfeds, und wie grof
ift ber Jnbalt des Fiinfeds?

b) - Gin vegelmipiged Fiinfed Habe die Seite b, wie grof find
r, o und F?

c) Beantworte die Fragen b) fiir das vegelmifige Dreied, Sed)3ed,
Achte und Behned.

d) Cin RKreis habe den Radiud ». Wie grof ift die Jnhalts:
bifferens ded um- und de3 einbefdhriebenen Quabdrates?

e) Diefe Differeny fei gegeben. Wie grop ift der Radiugd besd
Rreifes?
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f) Die Aufgaben d) und e) fiiv die Umfangsbifferens der Qua:
drate zu (Bfen.

g) Ginem Duabdrate mit Seite a find zwei RKreife um:- bezw.
einbejdrieben. Wie grop ift die Differeny ihrer- Fladhen und wie
grof bie Umfangsdiffereny?

h) Gine bdiefer Differenzen fei gegeben. Die Luadratieite joH
berechnet twerben.

i) Die Aufgaben d) big h) jollen fiir das regelmafige Dreied,
Sedysect, Fiinfed, Jehned aufgeftellt und geldjt werden.

k) Ginem gleidhjchentligen Dreied dad auf der Bafid {tehenbde
einbejcdhriebene Quadrat einguzeicdhnen.

1) Diefelbe Aufgabe fiiv einen Halbfreid zu lbfen.

m) Die Aufgaben k) und 1) dahin umguindern, dap nidht ein
Duadrat, fondern ein Redted von gegebenem Seiten-Verhiltnis ein-
befdyrieben tverden foll.

Bemerfung: Die Anbdeutungen eined Lehrbuch3 iiber die zu
ftellenben Aufgaben Haben durchaus nicht den Jiwed, eine der befferen
Aufgabenfammlungen zu erfepen. Sie follen nur zeigen, tvie ausd den
gebrdudylichen und auf der Hand liegenden ufgaben ganze Gruppen
anbderer abgeleitet twerden fimnen, die geeignet {ind, von der Mannig-
faltigfeit bed ©toffes ein Bild zu geben und jhon dadburd) Jnterefje
su erieden. €3 empfiehlt fidh, jede Wujgabe auf mehreve mibglichit
verfdhiedene Urten zu (bfen und neben Dden vein fonjtruftiven aud
bevechnende Auflofungen zu verjuchen, jobald BVeided miiglich ift.
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Jweite Abtetlung.
RAritbmetik.

A. Lehranfgabe der Tertin b.
(Criter Jahrgang.)

I Bas Gebiet der abfoluten gangen Bahlen.

1) Um angeben u fonnen ivie oft gleidhartige Gegenftinde
vorhanden find, erfand der Menfch die Jahl. Durc) bad Abzahlen
entjtand die Zahlenveihe. Das BVediirfnis nad) leichter [Tberfichtlich-
feit veranlafte die Jujammenitellung der Bahlen zu geordneten Gruppen.
Wahriheinlih) twar der Umitand, daf der Menjd) 10 Finger Hat, an
denen er abjuzdflen und zu vedhuen begann, der Grund dafiir, daf
die Gruppierung zu je 10, da3 Dezimaliyjtem, die Alleinherrichaft
eroberte. [Aud) anbere Syjteme waren in Gebraud) und Haben aud),
wwie dag Duobdezimalipftem, iwiffenjhaftliche Bearbeitung gefunden.]

2) Diefes Syjtem erforderte alfo 10 Beihen ober Jiffern.
Dabei erfdhien e3 aber zwedmdpig, aud) filr dag Nidhtvorhandenjein
(fein mal vorhanden) ein Wort und ein entfprechendes Jeidhen fejt:
sujtellen, die Zahl Null oder 0, und fo jahlte man die erfte Gruppe
nidht bon 1 6i8 10, jonbern von O Hi3 9. Died wurden die ein:
ftelligen Bahlen. Von 10 bi3 99 folgten die zweiftelligen Jahlen,
von 100 bid 999 bie dreiftelligen, wu. {. .

Septe man nun feft, dafp die vor die Jahl gejdhricbene Null die
Bahl nidht dndert, jo fonnte man ftatt 7 aud) 07 oder 007 jdjreiben,
diefe Zahl alfo ald einz, 3weiz, dreiftellig u. §. . auffaffen, und fo
ergab fich, daf man bdie Wnzahl der jweiftelligen Babhlen ald 100,
die der ODreiftelligen af8 1000 u. . . Dbetracdhten durfte. [Diefe
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Cinfadhheit war 3 B. bei der Schhreibiveife der romifden Jahlen nidht
vorhanden, denn dort erfchien XIII al8 vierftellig, XXI al8 dreiftellig,
C al8 einftellig u. {. to., fo daf ein einfaches Redpenjhema gar nicht
miglidh twar.]

3) Jedbe 3abl der Bahlenreihe ift grifer (>), ald alle vorher-
gehenden und Feiner (<), al8 alle folgenden, und war ift fie um
die Cinbeit 1 griofer beytv. fleiner, ald8 die beiben Nadhbarzabhlen.

A3 Ginbeiten galten zunddft die gezdhlten gleichartigen Gegen=
ftande. So jpricht man 3 B. von 10 Véiumen, obwohl unter diefen
vedht auffallende Werjdhiedenheiten bemerft tverden Eommen. Befjer
fimmen jdon bdie aud dem Bediirfnid genaueren Bergleichend umnd
Meflens Hervorgegangenen Mafeinfheiten diberein. So fimnen 3. B.
sivei MetermaPftibe in ihrer Lange oder zwei Kilogrammitiide in
ihrem Gevichte jo genau iibeveinjtimmen, daf man mit gewdhnlichen
Hitlfamitteln feinen Unterjchied zwvifchen ihnen twahrnimmt. Wohl aber
werden feinere Mef= beziv. Wigungsdmethoden Unterjdyiede nadyiveifen.
Beigt doch 3 B. die RhHyjif, dap jogar bderjelbe Meterjtab bei ver-
fhiedenen Temperaturen ver{dhiedene Léinge Hat, und daf dasjelbe
RilogrammititE an verjchiedenen Orten und in verjhiedenen Hohen:
lagen verfdjiebened Gewicht zeigt. Dazu fommt aud) nod) die all-
mabhliche Abnupung.

Die angewandte Mathematif fieht von allen Unterjdhieden zufilliger
Art ab und fennt nur genau iibereinftimmende Mafeinheiten.
Die reine Jahlentheorie aber befhaftigt fich nicht mit Mafeinheiten
diefer ober jemer Art, jombern nur mit ihrer Anzahl (Venannte
Bahlen, unbenannte Jahlen.) Wie die Jahl diberhaupt nur etwad
Gedachtes, nidyt ettwad wirflich Borhandenes ijt, {o ift aud) die abjolute
Einheit der Bahlentwelt, die Jahleneinheit, oder die unbenannte
Bahl Cins nur etwvad Gedadjted. ede Bahl, 3. B. 3 =1+ 1+ 1
bedeutet eine Mehrheit folher unteveinander abfolut gleidhen
Bahleneinbeiten. Crjt durd) dad volljtandige Entfernen aller Unter-
fhiede Der gezahlten Cinbeiten entjteht die Mioglichteit, iiber die Jdeal-
welt der Jahlen beftimmte Ausdjagen von untriiglicher Sidherheit zu
madjen.

4) Mm gewifje Ausfagen nicdht nur fii einzelne beftimmte Jahlen,
fondern fiir jede belicbige Bahl ausdfprechen zu fomnen, fithrt man
ald mneue Beichen Budftaben ein, 3 B. a, b, ¢ u. {. ., die man ald
allgemeine Bafhlen betrachtet, da jede jpezielle Bahl fitr fie gefebt
werden fann. [Allgenein find diefe Jahlen aud) in dem Sinne, ald
fie neben bem Degimaljyftem auc) andere Syjteme umfajjen fonmnen.]
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LBorlaufig bejdranten toiv und auf die abjoluten JBahlen, Ddie
eine Mehrheit von Cinheiten Ddarjtellen, aljo, gange, nicht gebrochene
Bahlen und, von O und 1 abgefehen, famtlih grofer ald8 1 find.
PNean nennt diefed Sahlengebiet auch dad der ganzen, pofitiven
Bahlen

5) Das Rehnen mit unbenannten Jahlen wird infoweit ald
befannt bovausgefept, ald es fich um die vier Grundrechnungdarten
(4 ©pesied) handelt, um dad Addieven, Subtrahieven, Multiplizieren
und Dividieren. [lber jede diefer Rechnungsarten jollen allgemeine
Bemerfungen gemad)t und bdabei foll da3 Redhnen mit beftimmten
Bahlen auf da3 Redynen mit allgemeinen Bahlen itbertragen twerben.

6) Unter Addieren verfteht man die Kunjt, angugeben, tvieviele
GCinpeiten mehrere Jahlen zujammengenommen enthalten. Dadurdh
erhilt man die Summe der eingelnen Bahlen. Die leteren Heifen
®lieder der Summe ober Summanden (d. §. zujammenzuzihlende

Bahlen).

©oift3B. 2+ 5=17, und gugleih) 5 + 2 = 7. Allgemein
alfo gilt:

a+b=0>-+a,
ober Dei einer griferen Anzahl von Gliedern:
at+b+c---=a+c+b+---=b+c+a---ufw

Sn Worten: Cine Summe dndert ihren Wert nidt, wenn

man ihre Glieder beliebig umitellt.

7) Jft die Anzahl der Glieder eine groBere, jo fann man
sunddft einzelme Gruppen fummieven und dann die Summe ber
Gingeljummen bilben. Deutet man die Gruppen durd) Klammern amn,
fo it 3 B.

54+24+94+1=06+4+2)4+0O+1)=7+4 10=17.
Allgemeiner 3. B.
a+b+c+dt+e=(a+b)+(ct+d+e)= (a4 bv+ d
+(c+e)=ufmw

Die Gruppierung fann eine ganz beliebige fein. o ift 3 B.
1521 4 342 4 13 4 2 = 1000 4 (500 4 300) 4+ (20 + 404 10)

4+ 14243+ 2=1000 4 800 4 70 + 8 = 1878.
Hier wurden alfo die Giner, die Jehuer wu. f. w. in je einer Gruppe
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110 Beite Abteilung: Avithmetif.

vereinigt. So entftand dad gebriuchliche Adbitionsjdhema, fitr unfer
Beifpiel aljo
1521
342
13

[Bei der rvomijchen Schreibiveife der Jahlen tviirde ein o ein=
fadges Sdjema nidht moglich fein.]

8) Unter Subtrahieven verfteht man bdie Kunjt, anzugeben,
twiepiele Cinbeiten iibrig bleiben, twenn man von einer gunddit groeren
Anzahl von Cinbeiten eine fleineve wegnimmt.

©o ift 3 B. 7T — 5=2. Hier heift 7 der Minuendus (die
Bahl, bdie verfleinert werben foll), 5 der Subtrahendus (bie Bahl
bie abgejogen werden joll), 2 heifit der Rejt, ober die Differeny (ber
Unterfdhied) der beiben Bahlen. Minuend und Subtrahend bdiirfen
nicht umgeftellt werden, jedoch tonnen Subtrahend und Differveny
ihre Stellen vertaujden. So ift 3 B. 7 — 5 = 2 und zugleich
7 — 2 =5. Ullgemein:

Aug a — b=-c folgt a — c=1"0.
9) Adbiert man jur Differeny (7 — 5) den Subtvahend 5, jo
exhalt man die Anfangdzahl 7. Aljo:
Differeny + Subtrahend = Minuend.

(a—b)+b=a/

(a+0b)—b=a.
Alfo: Addition und Subtraftion derfelben Bahl Hheben

fih gegenfeitig auf.
Aus jeber der Gleichungen

a+b=c¢c c—a=b c—b=a

oder:

ebenjo:

folgen bie beiden ambdern.

10) $at man von einer Jahl mehreve andeve abjuziehen, fo
fann bied Sdritt fiilr Scritt gefhehen, man fann aber aud) die
Gumme der abyuzichenden Bahlen bilben und diefe Summe von der
erft genannten Babhl abziehen. So ijt 3. B.

12 — 5 —383 =7—3=4, aber aud) = 12— (5+43)=12 —8=4.
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Folglich ijt allgemein:
a—b—c=a— (b+ec).
Umgetehrt ergiebt fich der Sah: Cine Summe wird von einer

Bahl fubtrabhiert, indbem man die eingelnen Glieder jub=
trabiert.

11) Da dad Summieren gruppeniveife gejdehen fann, fo ift aud
gruppentveijes Abziehen geftattet, 3. B.
2978 — 1236 = (2000900 4 70 4 8) — (1000 4200+ 30} 6)
= (2000 — 1000) + (900 — 200) + (70 — 30) + (8 —6)
= 1000 + 700 + 40 4 2 = 1742

Aus diefer Gruppierung der Ciner, Jehner u. {. . entjpringt
dad befannte Subtraftiondjhema, bei unferem Beifpiele alfo:

2978
_1236
1742.
[Aucd) bdiejes Schema ift bei bder rimijhen Schreibiveife nidht
miglid).]
Aus der Willkiirlichteit der Gruppierung folgt:
a+b—c)=(a+0b) —ec

Afjo: Cine Differeny wird zu einer Jahl addiert, indem
man den WMinuendus abddbiert und den Subtrahendus fub-
trahiert. 8. B.

84 (5 —8)=(8+45) —3=13—3=10.

12) Dagegen ift 8 — (5 — 3) =8 — 2 =6 und zugleidh
8—(5—8)=(8—5)+3=3+43=26. Goll namlid) von
8 bie Differeny (5 — 3) abgezogen tverden, und ieht man s unddit
5 ab, fo Hat man 3 zu viel abgezogen und muf, um dad ridtige
Refultat zu erhalten, 3 addieven. Allgemein folgt:

a—(b—c)=a—b+ec
Afo: Cine Differens wird fubtrahiert, indem man bden
Minuendus jubtrahiert und den Subtrahendus addiert.

18) Ginen aweigliedrigen Ausdbrud nennt man ein Vinom,
einen Dreigliedrigen ein Trinom, einen mehrgliedrigen Uusdrud
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iiberhaupt ein Polynom. Aus Obigem ergiebt fich fiir dag Rechnen
mit Polynomen Folgendesd:

a+@+c—dte—f—g)=at+bte—d+e—f—y,
bagegen:
80—t ec—d+te—F—g)=ma—b-Eidesedf+ g
Demnad) fann bei der zu abddierenden Klammer da3
Rlammerzeihen einfad) weggelajjen werden; will man da=
gegen die abzuziehende Klammer entfernmen, fo jind alle
Aditionsdglieder der Klammer zu fubtrahieren, alle Sub=
traftiongglieder zu adbdieven. (Umfehrung der Borzeichen.)

Diefed Entfernen ded KRlammerseichend bezeihnet man ald da3d
Auflifen der Klammern.

14) Jm Juuern bder Klammer fonnen ftatt der Jahlen audh
Klammern ftehen. Dann giebt man, um BVerwed)jelungen vorzubeugern,
pen Rlammern verjdhiedene Geftalt, 3. B. () ober [ ] ober { }. Beim
uflofen fann man erft die duferen oder erft die immeren Klammiern
entfernen. ©o ijt 3. B.

a—{b—lo+@—e)—(f—g— M) +i)
a—{b—[c+d—e—f+g+n+i)
6—{b—c—d+etf—g—h+i]
a—b4+c+d—e—f+g+h—i,

6—bt et @—e) = (f—g—H—i
a—b+c+@—e)—(Ff—9g—h) —i
a—b+c+t+d—e—f+g+nr—i

oder

[

15) Unter Multiplizieven verfteht man die Kunjt, die Summe
mehrerer Summanden von gleicher Grofe in einfacdjer Weife zu
finden.

Handelt e3 fih 3B um 747 4+ 7 4 7 = 28, fo johreibt
man einfader 7 - 4 = 28. Der mehrfad) tviederholte Summand
beipt der Multiplifand (bie Bahl, twelde vervielfltigt werben
foll), bie Anzahl der gleichen Summanden Beifst der Multiplifator
(bie verviclfiltigende Bahl). Das Refultat der Redhmung Heift
Produft, Multiplifand und Multiplifator HeiBen Faftoren bdes
Produftes.

Dabei beobachtet man 3 B., dap 4 - 3 = 12 und aud
3.4=12 it ,
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I. Dag Gebiet der abjoluten gangen Jahlen. 113

o o o Ju der That ift es gleidgiiltig, ob man die nebenftehenden
o o o oiblf Punfte ald 3 Horizontalreihen zu je bier ober ald
o o o o pier BVertifalveihen zu je 3 betradhtet. Allgemein ift alfo

a-b="b-a,
0. 5. Multiplitator und Multiplifand fénnen mit einander
vertaujdht werden, ohne daf dasd Produft jid) dndert. Auf
die Otellung bder erfteren foll daher nicht mehr geadhtet werben.
Wihrend zvifdhen jtvet mit einander zu multiplizievenden Sahlen ge:
wohnlicher Art ein Puntt ald Jeihen der IMultiplifation ftehen muf,
fann er bei Budjtaben entbehrt werden, jo daf 3. B. ab dasfelbe
bebeutet wie a-b- — €8 ift a-1 = a, der Faftor 1 fann alfo
weggelaffen werden. Ferner ift a - 0 = o.

16) Sind mehrere Bahlen mit einander zu multiplizieven, jo ijt
die Reihenfolge der Multiplifationen gleidhgiiltig, aud) fann man dabei
Klammern anwenden oder vorhandene Klammern weglafien. So ijt 3. B.

2:3.4=(2:3)-4=2-(3-4)=8-2.4=3-4-2=ufmw.
Allgemein alfo:

abe = (ab)ec = a(bc) = achb = bac = bca = cab = cba,
D. h. ber Wert eined Probdufted ift unabhangig von der
Reihenfolge der Faftoven; ein Produft wird mit einer Jah!
multipliziert, indem man einen feiner Faftoren mit ihr
multipliziert; man multipliziert mit einem Produft, indbem
man mit feinen eingelnen Faftoren multipliziert.

17) Aud) eine Summe fann ald Faftor auftveten. 3. B. ijt
3(7T+4+2)=3-9=27,

sugleid) aber 83(74+2)=8-7+38.2=21-46=27.
Allgemeiner ift

(a4 1)8 =(a+ ) (a +b) 4+ (a 4 b)

=(a+a-+a)+ (b4 b+ b) = 3a + 30,
gang allgemein

(a4+b)c=c(a+b)=-ca—+ cb=nac+ be.
Folglich:

a) Cine Summe wird mit einer Jahl multipliziert,
inbem man die eingelnen Glieder mit der Jahl multipliziert
(und die entitandenmen Produfte addiert).

Dolzmitller Mathematil. L 8
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114 Bweite Abteilung: Arithmetit.

b) €ine ZFahl wird mit einer Summe multipliziert,
inbem man die Zahl mit den eingelnen Gliedern ber Summe
multipliziert (und die entftefenden Probdufte addbiert).

Aud ac + be =c (a + b) folgt nod):

c) Rommt in einer Summe von Produften bderjelbe
Faftor in jedbem Gliedbe vor, fo fann man ihn abfondern;
9. §. man Dbefreit jedes Glied von dem Faftor und multipliziert mit
biefemn die Summe bder Dleibenden Jahlen. (Abjondern ded gemein:
fdaftlichen Faftors.)

Beifpiel 3u a)

2812 - 3 = (2000 4 300 4 10 4 2) 3
=2000-3 4+ 300-3+10-3+2-3
= 6000 + 900 + 30 -+ 6 == 6936.
Darvauf beruht das befannte Multiplifationsjhema:
2312
3
6936

Beifpiel u c)

17122 4 17 - 340 4+ 17 - 538 = 17 (122 + 340 -} 538)
= 17 - 1000 = 17000.

18) ber aud) beide Faftoven foumen Summen fein. Dann
ift 3. B.
(a+b)(c+d)y=(@+b)ct+(a+b)d=uacH+ bc+ ad+ b4,
ober aud
(a+b)(c+d =a(c+ad)+b(c+d) =ac+ad~+bc+H bd,
was dazfelbe ift. — Abhnlich ift e3 mit mehrgliedrigen Summen; 3. B.
123 - 21 = (100 + 20 + 3) (20 + 1)
= (100 + 20 + 3) 20 + (100 + 20 4 3) - 1
"= (2000 + 400 + 60) 4 (100 + 20 + 3),
oder, (wenn man die mit gleid) viel Nullen behafteten Glieder abdiert)
= 2000 + 500 -+ 80 4 3 = 2583.
Dabher fommt dad Multiplifationdjdema fiiv diefes Beifpiel:
128
.. ¢
123
246

2583
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19) Jit dagegen ein Faftor de3 Probufted eine Differeny, fo

wird 3. B. folgendermafen verfahren:
(@ —b)3=(a—1b)+ (a —b) + (a — b)
=@+a+a)— (b4 b+ b)=238a— 30b.
Durd) Umijtellung folgt ebenjo
3(a — b) = 3a — 30.
Folglidh:

a) Gine Differeny wird mit einer Zahl multipliziert,
inbem man den Minuendusd und den Subtvahendus fir jidh
mit Der Bahl multipliziert (und vom erjteren Produfte das
leptere abzieht).

b) Eine Bahl wird mit einer Diffeveny multipliziert,
indem man die Jahl erft mit dem Minuendusd, dann mit dbem
SGubtrahendud multipliziert (und vom erfteven Produfte
das leptere abzieht). 3. B.

(50—38)3=150-3—2388:3=150—114=36. Probe: 12-3=236.

o 20) Jijt einer ber Faftoren eine Summe, der andere eine
Differeny, jo ift nad) dem Borigen

(a+b)(c—d=((@+bc—(a+b)d
= ac + bc — (ad + bd) = ac + bc — ad — bd.

Probebeifpiel: (564 2)(7 —8)=5.74+2.-7—5.3—2.3
=354 14 — 15 — 6 = 28. Jn der That ift 7 - 4 = 28.

21) @ind beide Faftoren Differengen, fo tvird
(@a—0b)(c—d)=(a—bec—(a—b)d=ac—bc— (ad —bd)

=ac — be — ad + ba.

Probebeijpiel: (5—2) (7 —8)=5.-7T—2.7—5-3+42-3
=35 — 14 — 15 4+ 6 = 12. Qn der That ift 3 - 4 = 12.

22) Einige Spesialfille:
(a+1v) (a+b) =aa 4+ ba + ab + bb = aa + 2ab + bbd.
Abgefiivat fdhreibt man o jtatt aa (a® lies: , a=Quadrat” oder ,a hod) 2).
Died giebt die Formel:
a) (a +b)* =a® + 2ab + V*,
in Worten: Dag Quadrat der Summe Fweier Jahlen ift gleich

per SGumme der Quadrate der eingelnen JBahlen, vermehrt
8*
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um dad doppelte Produft aus beiden Jahlen (Vergl. Geo-
metrie Abjhnitt 131.)
Beijpiel: 10042 = (1000 + 4)* = 1000° 4 2 - 1000 - 4 + 4*
= 1000000 + 8000 4+ 16 = 1008 016.
Cbenjo ijt
b) (a — b)?=a® — 2ab + ¥,
in Worten: Dagd Quadrat der Differens zweier Fahlen ijt
gleid) ber Summe der Quadrate der eingelnen Jahlen, ver:
mindert um dasd doppelte Produftt beider Jahlen. (BVergl Geo-
metrie Abjdhnitt 132.)
Beijpiel: 9972 — (1000 — 3)? = 1000* — 2 - 10003 + 3*
== 1000000 — 6000 -+ 9 = 994 009.
c) (a+0)(a—0b)=0a*~+ab — ab — V¥ =a* — V2.
Rury audgebdriidt: Summe mal Differeny gleid) der Differeny
per Quabrate.
Beifpiel: 1003 - 997 = (1000 - 3) (1000 — 3) = 1000 — 32
= 1000000 — 9 = 999 991.
Beifpiel: 8324° — 16767 — (8324 4 1676) (8324 — 1676)
= 10000 - 6648 = 66 480 000.
Beijpiel:
(a 4+ b)?— (a—0b?=0a"+ 2ab+ 0> — (a* — 2ab + b*) = 4ab,
3 8. 10072 — 9932 — (1000 4+ 7)* — (1000 — 7)2
= 410007 = 28 000.
Beijpiel:
(a+b)+ (a—b)=a*+2ab+ b+ (a®*— 2ab +b*) = 2(a’+ b?),
3B 821% + 779% = (8004 21)* 4 (800 — 21)? = 2(800° 4 21%)
= 2 (640000 + 441) = 2 - 640441 = 1 280 882.
Nad) a) wird

(a4+0P=(@+v)(a+b)(a+b)=(@+b?(@+0D)
- = (a* 4+ 2ab + b*) (a + b) = d@® + 3a’b + 3ab® 4 o
(a® = aaa, lie3 ,a Hod) 3", oder ,a jur dritten’) Aljo:
a) (a 4 b)* = a® + 3ab + 3ab® + V7,
3-3B. 1004°= (1000 + 4)® = 1000° 4 3-1000%-4 + 3 - 1000- 4* 4 4°
= 1000 000 000
12 000 000
48 000
IS EAYS, «
1012 048 064
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Ebenfo ergiebt fid
e) (¢ — b)® = a® — 3a®b + 3ab® — B°
3 B. 996° = (1000 — 4)* = 1000° —3:1000%-4 4 3-1000-4% — 4?
= 1000000 000 — 12 000 000 + 48000 — 64 = 998 047 936.
Beadhte die abmwedjjelnden BVorzeidjen.
Beijpiel: (a+0)°+ (a—1)*=2(a*+ 3ab*)=2(aa®+ 3ab?)
= 2a (a® + 30b%).
Beijpiel: (a +b)°— (a—b)*=2(8a’b+b*)=20(8a+b?).
Bilde felbjt Bahlenbeifpiele zu den beiden lepteren Formeln, um
die darvin liegende Bereinfachung ded Redynensd fenmen zu lernen.
) (a+b4+c+d+e=a+0++ a4+ 2ad
+2ac+2ad+ 2ae+2bc+ 2bd+2be-+2cd+ 2ce+2de.

Sn Worten: dad Quadrat einer Summe ift gleid) der Summe
der Ginzelquadrate vermehrt um die Summe der miglidyen
doppelten Produfte.
Wichtig ift nod) folgende anbere Anordnung:
(a4+bv+4+c+ a—+ e =a®+ (2ab + %) 4+ [2(a + b)c + ]
+R2@+bv4+c)da+ a4+ 2@+ b+ c+ d)e+ €.
Auf diefer Schreibiweife, die feiht in Worten ausdzubdriiden it
beruht da3 fpdter zu lehrende usdziehen der Vuabdratiwurel.
Nufgaben: Jeige, daf:
(a+b—cP=0a 40"+ ¢+ 2ab — 2ac — 2be,
(@a—b—cP=a4 b+ & — 2ab — 2ac + 2be,
(@404 ) =a"~+ b+ ¢+ 34’ 4 3a%c + 3ab® 4 3b%¢c
+ 3ac® + 3bc® + 6abe,
(a4+b —¢) =da® 4+ v®— 4+ 3a’b — 8a’c + 3ab? — 3b%¢
+ 8ac® 4 3bc* — 6abe,
(@a—b—cf=0d —b—¢° —3(12b—E’»ac-{-3ab2—3b2
+ 8ac® — 3bc® + 6abe,
(a* 4+ ab + V*) (@ — b) = a® — ¥?,
(@ + a®b + ab® + V°) (a — b) = a* — b* = (a® 4+ V*) (a® — V),
(a* + a®b + a*v® + ab® 4 b*) (@ — b) = a® — 15,
(a* — ab 4 b%) (a + b) = a® 4+ ?°,
(a®* — a*b + ab® — %) (a + b) = a* — ¥*,
(a* — a®b + a*b® — ab® + b*) (a + b) = a® + Vo
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Gebe in eingelne diefer Formeln fitr die Budhjtaben griofere Jahlen
ein, um auc) Hier die Crleihterung der Rechnungen fenmen zu lernen.
Man fann fiiv jeden Budhjtaben aud) eine Klammer emiegen 3 3B
(2e 4+ 3B) an Stelle von a wu.fi. .

23) Unter Dividieven verfteht man die Kunit, diejenige Bahl
su finden, die, mit einer gegebemen Bahl multipliziert, eine anbere
gegebene Bahl giebt.

Beifpiel: Welde Bahl giebt mit 3 multipliziert die Bahl 62

Auflojung. 2, denn 2 - 3 =6, ober (g) -3 = 6. Daber dreibt
man 6:3 = 2 ober % = 2 {(Tie3:" 6 Dirch '8 =—"2).

Die gefundene Jahl 2 oder % giebt an, wie oft 3 in 6 enthalten
ift (vie oft 3 in 6 aufgeht). Aus 2 -3 = 6 folgt 3 - 2 = 6, alfo ift
auch ; =3, fo dafp 2 und 3 in Vezug auf ihre Stelle vertaujdht
werben fonnen; 6 enthdlt die Jahl 2 dreimal al8 FTeil in fidh), da:
gegen die Jahl 3 nur weimal.

Allgemein: Weldje Jahl giebt, mit b multipliziert, die Bahl a?

Huflojung. Die Jahl (Z) ober (@:b); denn (%)b = a.
Hierbei werde zunddft vorausgefept, dap a ein BVielfached von b ijt
(baB b in a aufgeht). et man 'Z- =c jo. it c.bh=a, 3

glei) aber aud) b-c=a, folglih auch b = % Demnach fonnen

b und ¢ in Bezug auf ihre Stelle vertaujdht werden; b ijt in a cmal,
¢ in a bmal al3 Teil enthalten.

Sn % — ¢ nennt man a den Dividendus (die ahl, die ge:
b

teilt terben foll), b den Divifor (die teilende Jahl), ¢ oder —Z— ben

Quotienten der Jahlen a und b (die Jahl, weldje angiebt, wie
oft b in a enthalten ift).
Aus jeder der Gleichungen
a
=
folgen die Deiden amdern. Jn Worten lauten fie:
Quotient*) = Dividend durd) Divijor.
Dividend = Divifor mal Quotient,
R, = Dividend durd) Quotient.
#) Dad Wort Brud) fiir Quotient wird vorliufig vermieden, iveil dad
Aufgehen voraudgefept war. Danad) ridhten fid) vorldufig aud) die Jahlen=
beijpiele.

a
=c¢, a=hbc, ?=b
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Divifor und Duotient fonnen vertaujdht twerden, dagegen fann bder
Divibend nicht mit eimer der andernm Griofen in eine Bertaujdhung
eintreten.

s o —a-1 folgt & =1, 0.9 jede Bahl ift in ficy felbft
ein Mal enthalten. AuBerdem folgt %= a, eine Jahl bleibt aljo

bet ber Divifion durd) 1 ungedndert, der Divifor 1 darf alfo iveg-
gelaffert twerden.

Aus der obigen Crildrung (%)b = a folgt: Wird eine Bahl

durc) eine jieite dividiert und danm mit derjelben multipliziert (oder
umgefehrt), jo bleibt fie ungedndert: Aljo: Multiplifation und
Divifion durd) diefelbe Jahl Heben fjid) gegenjeitig auf.

(Die3 folgt aud) daraus, dah a% — e

24) @8 ift -3 = 2 -3 = 6, aber audy % = > = 6, folglich
s 8.3 8 . . e . ¢
ift == = [ -3. G3ijt alfo gleidhgiiltig, ob man 8 erjt mit 3 multi-
pligiert und dann durd) 4 dividiert, oder ob man ed erjt durd) 4
dividiert und dann mit 3 multipliziert. WAllgemein ift aljo
ac a a

== —C == C—5+°*

b b b

Dies lift fid) folgendermafen deuten:

a) Gin Probuft twird durd) eine Jahl dividiert, indem man
einen der Faftoren durc) die Jahl dividiert (und den Quotienten mit
dem anbdern Faftor multipliziert).

b) ECin Quotient wird mit einer Jahl multipliziert, indem man
ben Dividendusd mit der Jahl multipliziert (und dad Prodbuft durd) .
den Divifor dividiert).

c) Cine Bahl toird mit einem Duotienten multipliziert, indem
man fie mit dem Dividendusd multipliziert und durd) den Divijor
dibidiert.

25) Man fann 30 erjt dDurd) 2 und dann nod) durd) 3 dividieren,
aljo auc) unmittelbar durd) 2 - 3 = 6 teilen. Dabet ift

& el

T e

Allgemeiner: Jjt a erjt durd) b teilbar, und dann nod) durd) ¢, fo ift

e L

c be b
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Sn Worten: a) Cin DQuotient wird durd) eine Jahl dividiert,
indbem man den Divijor mit der Jahl multipliziert.

b) Cine Bahl wird durd) ein Produft dividiert, indem man fie
exft durch den einen Faftor dividiert und dann den Quotienten durd) den
anbern Faftor teilt. Die Reihenfolge der Divifionen ift Dabei gleidgiiltig.

26) Aus 24b und 25c¢ folgt

o WL g 1 L
5 a8 T b
Beijpiel: RS =25 —12. 3n Worten:

Cin Quotient ird mit einem Quotienten multipliziert, indem man
die Dbeiben Dividenden und ebenjo die beiden Diviforen mit einander
multipliziert.

27) Gpecieller Fall: %-%= % c1l= Z'—, folglic): a) Multipliziert
man ben Dividenden und den Duotienten mit derfelben Bahl, fo
bleibt ber Quotient ungedindert. (Criveitern des Quotienten.)

b) Qift fih vom Divifor und vom Dividendus derfelbe Faftor
abjonbern, fo fann diefer bei beiden geftrichen twerben, ofhne dafy der
Quotient fid) dndert. (Riirzen ded Quotienten.)

prect SN BT SEE ) bl gl et ]
Beijpiel: =5 =153 = 5, ober = ;- = -, oder
10 - 6 6
ST i u. {. .

ac

28) 63 ift a I;_z = ( b*) (—Ic’—) =a. Nun folgt aus % -1 = gq,

bafy k — T ift, folglich ift auch

=2 ober: =a
b N N
(2) ()
S Worten: Man dividiert durd) eimen Quotienten, indem man ihn

umfehrt und damit multipliciert, d. . indem man mit dem Divifor
multipliziert und durd) den Dividenden dividiert. (Selbftverftindlic

ift % in a ¢ mal fo oft enthalten, wie b, weldes % mal darin aufgeht.)
38 o =22_3.2—5.
()

a
Folglidy ift audy (’L) =3 g G Z‘g'

(a)

a

(SR
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L Das Gebiet ber abjoluten gangen Bahlen. ¥21

()
Beifpiel: (%) == =2
2

29) Gs ift (& + %) c=2e4Yo— a1 Fun folgt aus
a
f

kce=(@+0b) k= _i" ¥ , fet man affo fiiv % die Klammer
(¢ + <) To it
Shere
Beifpiel:  + 7 ="T"_2_5_9 13

Jn Worten: a) Cine Summe wird durd) eine Jahl dividiert, indem
man jeded eingelne Glied durd) die Bahl dividiert. -
b) Quotienten mit demfelben Divijor werden abbdiert, indem man
bie Dividenden addiert (und die Summe durd) den Divijor dividiert).
Beijpiel: ? oder 6—0-;;9 = %f—] -:— =20 4+ 3. Hierauf be-
ruht dad Divifionsjhema

69 :3 = 23
6

—

o| o ol

Auf diefelbe Art wird bewiejen, daf
a b acth
TR e o
was fid) ebenfalld auf zweierlei Art in Worten ausddriiden laft.
oA, ¢ ad be ad + be
P Lo T i Rl T 3 T e ¢ Y
Folglich gelten bdie beiden Formeln

a ¢ ad + be
e e

in denen bdie oberen Jeihen (4) unbd die unteven Jeidhen (—) 3u:
fammengehoren. Jn Worten: Jvei Quotienten mit  ungleichem
Divifor werden adbdiert, inbem man jeden von bHeiden mit dem Divijor
bead anbern ertveitert und dann die neuen Quotienten gleihen Divijors
abdiert. Dasjelbe gilt vom Subtrabieren.
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122 Beite Abteilung: Arithmetit.

L& N 4.12 8.844.12 24+48 v S
Betfpiel: + =15+ mr= "t =5 =6
wie aud 2 + 4 zu erwarten iar.

32) Ginige [1bungsbeifpiele:
@ t2ab 40 @+ B+ _ 4,

a-+0b a-+b
—2ab—{—b2 (a——b)(a—b) Hhle o
FREET a—b x
a® — b? (Aa_-l-_b)(a-—b) B
T S a+Db :
a® — b? (a+b@—0b
Pl a—2b i i b
actbetad+bd__clat+b)+da+b) __ (a+b)(c+d) ok
c+d i c+d c+d '
10ac + 15bc + 14ad 4 21bd __ 5¢ (2a + 3D) 4 7d (2a + 8b)
2a + 3b B 2a + 3b
(2a + 80) (5c 4 74d)
2a + 30 =be-+1qd.
chi-
—abc = ac.

llbe an eingelnen geeigneten Beijpielen jhon jeht dag Divifions-
fdhema ein, 3. B.
a* 4+ 2ab+V*:a+b=a-t10
@4 ab |
ab -+ b?
g v?

ac+bec+ad+bd:c+d=a-+0
ac | + ad

be -+ bd

be + bd

II. @Grweiterung des Balhlengebietes durvdy Einfithrung
der negativen und der gebrodyenen Baklen,
33) Bisher bezeidhneten die Budjjtaben a, b, ¢ u. {. . nur pofitive

gange Bablen, d. §. foldhe, die fich burd) Adbdition aus der Jahl 1 Her-
ftellen laffen. Jnfolge defjen twurde die Subtvattionsformel a —b=c¢
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1I. Griveiter. ded Jahlengedb. durd) Cinfithr. d. negat. u. d. gebrod). Jahlen 123

auf die Fille bejchrantt, o b <a ift; und die Divifionsformel '_;, ==¢

auf die Fille, wo a ein BVielfadjed von b ift. Beide Bejdhrantungen
engten die TWahl der Ubungsbeifpiele ein, und jchon einfacdhe Anfjgaben
de3 praftijhen Lebend verlangen die Aujhebung bdiefer Schranten.

34) Jemand befige 300 Marf und Habe einen Gejdhaftaveriuit
vont 400 Marf. Wie ftellt {ich jein BVermigen? E8 ift 300 — 400
= (300 — 300) — 100 = 0 — 100, alfo ergiebt fich ein Ber-
migen von (0 — 100) Marf oder wie man fiivzer jdhreibt, von
— 100 Mart (Tied: ,minus hundert Mart”). €3 Handelt {ih alfo um
100 Marf Schulden, wenn man dad negative Vermigen ald Schuld
Dbegeichnet.

Jn dhnlider Weife giebt jede Differens, deven Subtrahend grifer
ift, ald der Minuend, eine Jahl, die fih ald Differens ztvijhen O
und einer anderen Pheraudjtellt. So ijt

5—6=0—1=—1, 8—10=0—2=— 2,

83—6=—=0—3=—3 5—9=0—4=—4

Man nennt jede Diffeveny, deven Minuend Null ift, eine negative
Bahl, fo dap die Reihe der negativen Jahlen lautet:

L I g e e T

Jm Gegenjaly dazu mennt man die frither behandelten Jahlen
pofitive und begeichnet fie ald + 1, 4+ 2, 4+ 3, 4+ 4 u.{.w. Man
nennt — 5 bdie entgegengefebte Zahl von 4 5, — a die ent:
gegengejepte von -+ a.

35) Bur Beranjaulihung der pofitiven und negativen gangen
Bahlen fann man eine Reihe von Puntten auf gerader Linie marfieren,
die in gleichen Abjtdnden von einem Punfte 0 aud nad) rehtd und
lint aufeinander folgen. Nach) vehtd migen fidh die pofitiven ahlen
Definden. eht man von 5 aus, fdrittiveife nad) linf3, fo gelangt
man iiber 4, 3, 2, 1 nad) O, der nichjte Schritt fithrt nach — 1,
die folgenden nad) — 2, — 3, — 4 u. | w. Sdneidet man von O
aud nad) vedhitd + 3 ab, dann vom Endpunfte aus — 5 (0. 5. 5
nad) linf3), fo gelangt man an die Stelle — 2, und e3 ift wirklich
3 — 5= —2GQn bdiefer Weife laft fih an Dder geraben Linie
jebes Abdieren und Subtvahieven mit den Jahlen des ertweiterten
Baplenjyftems priifen.

Fig. 108.
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124 Bmweite Abteilung: Arithmetif,

36) Wie 8 — 13 = — 5 = — (18 — 8) ift, fo ift fiir b > a
allgemein (¢ — b) = — (b — a).

Dies fteht im Cinflange mit dem BVertaujdungsdgefepe der Addition,
bent a — b= — b - a, wobei lebtered mit — (b — a) iiberein-
fimmt.  Ausd dem Beftehenbleiben bdiefed Gefebed folgt fitr pofitives
¢ und die negative Grife (— c) nod) Folgenbdes.

a+(—c)=a4+ 0O —c)=(@+0) —c=0a—c,

a—(—c)=a—(0—c)=(a—0)+c=a+tec
0. h. Abdition einer negativen Jahl bebeutet Dasfelbe, wie
bie Subtraftion dev entipredenden pojitiven; Subtraftion
der negativen dasdfelbe, wie Abdition ber pofitiven. (Puiife
Died an den Punften der gezeichneten Gevaben und an dem Beifpiele
von Vermdgen und Schulben.)

Auch alle Gruppierungdgefehe der Adbdition bleiben fiir
baz erweiterte Zahlengebiet beftehen (benn alled Abdbdieven und
Subtrahieren mit mnegativen Jablen ift auf dad Subtrahieven und
Adbieven pofitiver uviidgefithrt).

37) Hat Jemand 3 mal (d. h. (4 3) mal den Gejhaftdverluft
400 Mark, fo verliert er 1200 Marf, ober er getwinnt, wad dasdfelbe
ift, — 1200 Mart. €3 ift alfo verftandedgemdf,

(— 400) - 3 = — 1200, alfo aud) (— 400) (4 3) = — 1200
und allgemein
) (— @)« (+b) = — ab

su fepen. Died fjteht auch im Cinflang mit der fritheren Formel
(¢ — a) (d+ b)=cd—ad+ cb — ab, denn fept man hier c=o0
und d=o, fo erhilt man (0 —a)(o+b)=o0-0—a-0+o0-b—ab
= —ab. WAljo gilt dad Gefeh: Jit der Multiplifand negativ
und der Multiplifator pofitiv, jo ift dad Produft negativ.

38) Wird nun verlangt, daf bdas Bertaufdhungsgefeh bder
Multiplifation Deftehen bleibt, jo muB man fepen (4 3) - (— 400)
= — 1200 und allgemein:

b) (+8) (— &) = — ab.

[Prattifh deuten liepe fih das Multiplizieren von (4 3) mit
(— 400) etwa al8 ein 400 maliges Wegnehmen von (4 3), wa3d
ein YVermindern um 1200 Dbebeutet.] Seht man died feft, jo ijt
man  wieber im Cinflange mit Dder Formel (d + b) (¢ — a)
= d¢ + bc — ad — ab fiir d =0 und ¢ = o, und die ge-
nannte Fejtfebung fithrt nicht auf Wiberfpriihe. [Das BVerlangen,
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1I. Griveiter. ded Safhlengeb. durd) Einfithr. d. negat. u. . gebroch. Jahlen. 125

bei der Criveiterung ded Multiplifationsbegriffed mit den fritheren
Feftiepungen nidt in Wiberjprud) zu geraten, ift allerdingd bevedhtigt,
aber an fih durdhausd feine logijdje Notwendigleit. 3 Hhandelt jidh
bei Der Formel b) nicht um einen beweidbaren Sap, jondern
um eine 3wedmdaBige Fejtfepung.] Die Formel b) fagt lediglich,
dap man unter Multiplifation mit einer negativen Jahl dasjelbe ver:
fteben toill, tie bei der Multiplifation mit einer pofitiven, jedoch Joll
Dabei das Produft dad entgegengefepte Vorzeidhen Haben,
tie bei der lefteren Operation.

39) Hilt man Leptered feft, fo mup ausd a folgen:
5 (— @) (—b) = + ab.

Auch Ddied fteht im Cinflang mit Dder fritheren Formel
(¢c—a)(d—0b)=cd— ad—cb+ ab fiix c=10 und d =o.
[Brattijch liefe fich die Formel c) beifpieldiweife und sur Not deuten al3
ein viederholtes Vermindern oder Wegnehmen von Schulben, was einer
LVermehrung ded Vermigend gleichfommt. Wer 3 mal jeine Schulben
um je 400 Marf vermindert, beffert fein Vermigen um -+ 1200 Mart.
Das eigentlihe Wefen der Multiplifation negativer Griofen mit
etnander wird jeboch) durcd) joldhe Deutungen nidht Hinveidhend getroffen,
denn diefe erlautern auc) nur die in der Formel (— 1)(—b)=—(—10)
fiegende Fejtiebung.]

40) ©p ergiebt fid) fiir Den eviveiterten Multiplifationsbegriff
folgenbe Borzeichentabelle:

+ -+ =+ (plud mal plud = plus)

— 4+ = — (minud mal plus = minus)
+ - — = — (plusd mal minus = minus)
— + — = -+ (minud mal minué = plus).

41) $alt man ferner bei der Eriveiterung be§ Multiplifations-
begriffes feft, dap aud a-b = ¢ folgen joll a = 5, o gilt ebenjo
fitv die Divifion die Vorzeidhentabelle:

+ + + (plug durd) plus = plus)
— (minug durd) plus = minus)

-+ ; = — (plug durd) minus = minus)
—:— =+ (minud durd) minus = plus).
Demnady ijt +b 7_7:1:_%" ,j,z_:o_‘"__“b:_%
il U =0 a
oy g S 3

www.rcin.org.pl



126 Bweite Abteihung: Arithmetif.

Jebt ift das Rechnen mit negativen Jahlen auf dad Redhnen
mit pofitiven Fuviidgefithrt, ohne dafy Wiberjpriiche entjtanden find.
Die fritheren Formeln behalten alfo ihre Geltung auc) dann, wenn
negative Differengen auftreten ober die Budjtabengripen Jelbjt negative
Babhlen find. Die Jeidhen - und — werden von jept ab BVorzeiden
genannt.  Der Jahlenwert Heifpt, wenn man vom Vorzeidhen abfieht,
der abjolute Jahlenert.

42) Wird ivgend eine Cinbeit (fei e3 eine Miing-, Gewidyts-
ober Qéngeneinbeit u. dergl) in 4 gleihe Teile zerlegt, fo nennt
man jeden Teil i ber Cinbeit. Das 4-fache bes Teiled giebt bdie
urfpriingliche Cinbeit twieder, e3 ift alfo aud) in der veinen Jahlen-
lehre 4 - = 1.

Teilt man dagegen 3 Cinbeiten in 4 gleidhe Teile, Jo begeichnet
man jeben Teil al3 (»i- Cinpeit). Dad 4:-fade ded Teils giebt die
urfpritnglichen 3 Cinbeiten wieder. Alfo ift aud) in der reinen Jahlen-
lehre 4 - i = 3. Da aber jeht dag 3-fadje der vorigen Einbeit geteilt
urde, jo muf jeder Teil der meuen Teilung drei mal fo grof fein, al3
jeber Der vovigen Teifung, d.§. €3 ift ; =3 |-

Allgemein: It b eine ganze Bahl, und joll die Babhleneinheit
1 in b gleidge Teile zerlegt verden, fo bezeihnet man jeden Teil
al3 %, und ed ift b; = 1. Jft aud) a eine gange Bahl, und foll
man bdiefe in b gleidhe Teile zerfegen, fo begeichnet man jeden Teil

a i a a 1
ald 4+, und e ift b =aud y=a- -

b
Dabei darf b grofer, fleiner ober gleid) a jein, feine von beiden
Bahlen braudh)t ein Bielfached bder anbdernm zu fjein, beide fdnnen
pofitiv, beidbe negativ, beide fdnmen ver{chiedenen Borzeichen3 fein.
Man bezeichnet 2 al3 die umgefehrte Grofe von b und b

af3 bie umgefehrte Grife von %

43) Da nun a% =% ift, {o bedeutet die Multiplifation

mit ; dbasjelbe, wie die Divifion durd) b. Da fermer b%=1,

e

B

alfo cb%= ¢ ift, fo folgt nach den fritheren Formeln bec=

S
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aber (—f—)-=c-b, fo ift die Divifion durd) ; dasfelbe, wie
b
pie Multiplifation mit b. Ebenjo ift die Multiplifation

mit 7 basfelbe, wie die Multiplifation mit a und die

Divifion durd) b; die Divifion durd % dasdfelbe, wie die
Divifion dburd) a und die Multiplifation mit b.

Man  nennt % eine gebrodjene Jahl oder einen Brud,
a feinen Jahler, b feinen Nenner. Dad Multiplizieven und
Dividieven durcd) Briihe Gpt fidh auf das Multiplizieren und
Dividieren mit gangen Jahlen zuviidfithren, aljo treten feine neuen
Formeln auf. Der Brud) ift ein Quotient, nur ift jebt die friiheve Be-
fdhriantung weggefallen, dafy a ein Bielfad)ed von b fein joll, audy diicfen
negative Jahlen auftreten. it Briihen wird aljo ebenjo gerechnet,
wie mit Quotienten, aud) fann man fie, wie diefe, ertveitern und Hirzen.

44) Dies gilt auch vom Abdbdieven und Subtrahieven. Betvadtet

man namlid) 3. B. % af eine neue Einbeit, fo ijt 3 % + 2. —; =15 % 5
1

ebenjo 2 - g— +3.-5=5" %, fo dafp Dad Vertaujdungsgefes gilt; ebenfo
folgt aus 5+ — 2+ 5=23-%, baf 5.5 — 8.5 =24 ift. Allgemein:

1 1 1 1 1 1 1 1
ay + 03=(a-|— C>3=03+ (l’l‘)‘; ausd az = 03‘:((&_6)3
folgt, daf a% — (a— c)% = c;

Haben bdie Briide verfdjiedene Nenner, fo muf man, um Has
Addieven zu ermdglichert, eine nene Einbeit judjen, den umgefehrten
Wert ded Hauptnennerd. Died gejdhieht, twie bei den fritheren Qo=
tienten, mit Hiilfe der geeigneten Criveiterung.

Soift 38 ~F i =212 .1 43 _ 1
allgemein alfo %+%=%.%+%.%=”_2;_“
@ommppif: 2 4 S D 2 B8 _TeRtb i U 8
und allgemein £+%=%£+%§=bc:‘b“d

45) Haben die Nenner gemeinfdhaftlihe Faftoren, fo braudht
man al gemeinjdhaftlichen Nenner (ald Hauptnenner) fiir die Adbition
nidht dad Produft der Eingelnenner zu nehmen, fondern man fann
Lereinfachungen einfiihren. 7. B.

www.rcin.org.pl



128 Beite Abteilung: Arithmetit.

1 1 ¢ 1 W G ¢
Wigemein:, | m = o= - o s - o
1 1 I ¢ 1 ac® 1 ab 1
O T o st T ddare T abaR
¢+ ac® + ab
7 a’bc’

Der Hauptnenner wird alfo gefunden, indem man jeden Nenmer
in feine Grunbdfaftoren (bei Bahlen die fogenannten Primfaftoren)
gerlegt und jeden der lepteren fo oft ald Faftor Hinjdhreibt, als er
am haufigften vorfommt. Dad Produft der Bahlen giebt dann den
Hauptnenner. [Primgahlen {ind joldhe ganze Jahlen, die nur duvd) 1
ofjne Reft teilbar find.]

Sahlenbeijpiel: |+ o+ 5+ o5+ 5

12—=2.2.3
18=2-3-3
15 =35
20=12-2-5
8.9 .9

Durd) Unterftreichen ift angezeigt, wo der betrveffende Rrimfattor
am baufigiten vorfommt.

Hauptnenner = 2-2.2-8-3-5=28-9 5 = 360.

e 24 - & 187
@umme ber Briide = ;- 30-]- e 20—}-13 24—I—18 AR Tl

Ebenfo ijt e3, wenn die Bihler andere Bahlen, ald 1 find.

TN c d _ cla—0b4da4)
46) Beijpiele: 2y + == S R T

__cla—b)+da+ b)

az_b!

d c d
atsTa—v"axst@rna—0n
c_:—b c d __cla—b+a
o a—Db a+b+(a+b)(a—b)_ a® —b?

¢ d
e e A R R el
_cla—b+da+b) ca—b +da+b)

T (a+0b (@ —0b) a4 a*b— ab® — b’
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Somit (@Rt fih dag Adbbieren und Subtvahieren mit Briichen
genau fo Ddurdfithren, twie bei bden fritheren Quotienten. Die
Formeln Ded porigen Kapiteld gelten demnad) aud fiiv ge-
brodjene, und, wie borher gezeigt, aud fiir negative Sahlen.

[Stelle die fiir Quotienten gefundenen Redynungsdregeln fiir
Briide zujammen, und jage ftatt Dividend und Divifor jept Jdhler
bezin. Nenner.]

47) Divifionditbungen. Dad Divifionsjdhema
2784 +112'="239
24|
38
36
24
24

ift eigentlich) aud folgendem durd) ein Beifpiel veranjhaulichten Hervor-
gegangen:
2.10°47-10°48-10 4+ 4:(1042)=2.10*+3-10+4 2
2-10°+ 4-10 \
3-10° 4+ 8.10 '
3-10*+ 6 - 10
2.10 4 4
2.1044

Set man a ftatt 10, jo erhilt man al8 Beifpiel fiiv dad allgemeine
Sdema:

a) 2a®+4 74° +8a+4 (a+ 2) =2d*+ 3a+ 2
2a® + 4a® \
342 4 8a |
sa+ 6o |
2a + 4
=24 + 3
Fiihre diefelbe Aufgabe durd) in der umgefehrien Anordmung
44 8a-+ 7a® 4 24*: (2 + a).
Wefentlid) ijt dabei die Reihenfolge der Glieder Hed Dividendus
und ded Divijors, indem «’, «®, a und dad Glied ohne « auf ein:
anber folgen, genau jo, wie vorher 10% 102 10 u. §. w. Bei jeder

ufgabe mup alfo vehtd und linfd zunddjt gleihmahig geordnet
werden. o ijt 3 B.

Dolzmiiller, Mathematil. I. 9
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130 Bweite Abteilung: Arithmetit.

b) 84® 4 18a%b + 19ab® 4 15b3 (2a+8b)=4ad*+ 3ab+450%
84 4 124% |
60’ + 19ab?
6a’b + 9ad?
10ab? 4 151°
10ab® 4 155

Sind Briide dabei, jo folgen 3. B. auf einander «®, a, Glied ohue a,
T ()

a' a
95y 8 a* 8 .(a” 2) 9 4
s " muTmr\s ) T3 T
2 4 4 a |
g7 % b |
AT e 8
15?*"‘ 25b*
4 at 8
15 5=+ 25b4

Divifionen brauden nidht immer aufzugehen. Jn den meiften
Fillen bleibt ein Reft iibrig. So ift 3 B. 2 =1+ 7, b. h. die
Divifion von 12 durd) 7 (aft den Reft 5, der befonbders durch 7

su teilen ijt, wa3 neben der gangen Bahl cinen edjten Brud) giebt.
Ahnlich bleibt in ber Writhmetif Haufig ein Reftglied, 3. B.

2a+3b’(a—|—b)=2-|—-7_1;—_—6
2a + 2b
Reft: b

48) Bemerfung itber die Primzahlen.

Qn Adbjdhnitt 45 ourde von den Primfattoven gefproden, d.h.
vor ben Primzahlen,*) in deven Produft fid) jede Bahl zerlegen
{afgt; 3.B. 120 =2-2-2.3.5=2%.3.5. Man findet die Reihe
der Primzahlen beliebig tweit durd) dasd jogenannte ,Sieb ded Cra:
tofthenesd”. Sdreibt man ndmlid) die Jahlenreihe Hin, und ftreicht
man von 2 ab jede zweite Jahl, fo erhilt man bdie Primzahlen bid
sur Gtelle 3.3 =9. OGtreiht man davauf von 3 ab die dritten
Bahlen, fo exhilt man die Primzahlen i3 ju 5 - 5 = 25. Streidhung
der Sten Jahlen giebt die Primzahlen bi3 7 - 7 = 49 u. . w. Aljo:

1,9, 8, (%5, (6), 7,(8) (8),-(10), 11, (19),°18; (14),
(15)1 (16)r 17! (18)1 191 (20)1 (21)1 (22>1 23/ (24)1 (25)1 (26>/

*) Diefer Abjdhnitt ift im Rechenuntervichte zu behandeln, wo jolder auf
IIIb gegeben ivird.
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(27>r (28)r 29, (30)1 31, (32)1 (33)1 (34)l (35) (36)1 37, (38)1
(39), (40), 41, (42), 43, (44), (45), (46), 47, (48), (49) u. . w.

Die hier jtehengebliebenen Jahlen find die abioluten Prim:
jahlen big 47 (beziv. 49). —

Unter velativen Primzahlen verfteht man folde, die, ofhne
abjolute Primzahlen zu fein, feinen gemeinjdhajtlichen Teiler Haben.
©p find 3 B. 12 und 35 velative Primzahlen, dbagegen find 12
und 15 feine jolchen.

[48b) Jn jeder gamgen Quadratzahl ijt jeder Rrimfaftor in
gerader Anzahl vorhanden, 3. B. 100 =22 -5 .5 = 22. 5%
Jit der Quotient ziveier ganzer Duadratzahlen eine gange Jahy,
fo it diefe eine Quadratzahl.
152 © 985 3.3
3

Beijpiel. - == =

32 9

2P — 5.5 =25

-3

Die beim Heben iibrig bleibenden Primfattoren miiffen namlicd) doppelt
oder in gerader Amnzahl vorhanden fein.

Jft der Quotient weier ganzer Quabdrvatzahlen feine gange
Quadratzahl, o ift er nicht eine andere ganze Jahl, jondern basd Quadrat
eined Brudjes.

2062 100 2.2.5-5 5.5 25 5\2
Beipiel. 7 =335 =53=5—(3)"

Beim Heben bleibt namlich nur nod) ein Duotient velativer Prim-
sablen, deren jebe Doppelt oder in geraber Anzahl vorhanden ift. Hier-
von tird fpiter eine widtige Unwendung gemadt.

IIL. Desimalbriidye.*)

49) ©3 ift J1s = 2 4 1 -+ 155, ober in befannter Schreibiveife
= 2,71.

Ein Brud), deffen Nenner 10 odber 100 oder 1000 ober eine
anbere davaud durc) Multiplifation mit 10 enttehende Bahl ift, laft
fi) fo ordnen, daf exjt die Gangen, dann die Jehntel, Hundertjtel u. j. w.
gejchrieben tverden. Man nennt ihn Dezimalbruch). Durd) Wnfepen
von Nullen Hinter dem Komma wird er nidht gedndert. (Die gange

*) Diefed Kapitel, defjen fhon in der Geometrie gedad)t wurbe, ift mig-
lidhft bem Redjenunterrvichte zuzumweifen, dad itber die Jrrationalzahl Gejagte
mufy aber in ber Urithmetif zur Sprache fommen.

9*
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132 Bweite Abteilung: Arithmetit.

Bapl, bei ber man Pinter dem Romma eine Reihe von Nullen jebt,
fann aud) al3 Dezimalbrud) aufgefaft werben).

50) Gine Summe foldjer Briihe giebt ftetd wieder einen Deji-
malbrud.

Belfpiel: 3+ S5+ ot o+t im +iw
=3+ 5 + w5 + 00 = 3278

Adbitions|dhema: 598300  ober: 5,983
2,72861 2,72861

8,71161 8,71161

51) Cine Differeny von Degimalbrithen ift ftetd wieder ein
Degimalbrud).

Gubtraftionsdfdema: 5,4631  oder: 54631
2,1820 2,132

38,3311 3,3311

4631 9 1320 3811

52) Riidt man da3 Komma eined Dezimalbrud)d um eine, iei,
drei Stellen u. {. v. nad) vechtd, jo ift er mit 10, 100, 1000 u. {. tv.
multipliziert toorben; 3. B.

5296,21 = 5,29621 - 1000.
Ritcft man dad Romma um 1, 2, 8 u. i w. Stellen nach linfs, jo ijt
der Brud) durd) 10, 100, 1000 u. f. w. dividiert worben, 3 B.
31,9826 = 31982,6 : 1000.

53) Die Multiplifation der Dezimalbriihe gejdhieht wie bie der
gangen Bahlen, nur werden zum ShHluf von redhtd her jo viele
Stellen durd) dad Komma abgejdhnitten, al8 beide Briidhe zujammen
Degimalftellen hatten. (Demn 155 * 1006 = 100066 Vi Angahl der Mullen
im Nenner ded Produfted ift gleid) der Anzahl der Nullen in Heiden
Faftoren zujammengenommen.)

Multiplifationdfhema:  0,5388 0,231
22,3 0,012
16164 462
10776 231
10776 0,002772
12,01524
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III. Degimalbritche. 133

Reicht die nzahl der Stellen zum Abjhneiden nicht aus, fo
find Mullen in Hinveichender Bahl vorzujepen.

54) Nidht aufgehende Divifion ganger Bahlen durdeinander fann
degimal fortgefept tverden. Dasfelbe gilt von der- Divifion eines
Degimalbrud)3 durd) eine gange Bahl.

8.8. 107:4 = 26,75 10,7:4 — 2,675 1,07 :4 = 0,2675.

_8] 8 B,

27 27 10

24 24 8

30 30 Y

28 28 24
720 20 30
20 20 28
b 2 720
20

55) Qn derfelben Weife wird jeber gewdhnlidhe Brud) in einen
Degimalbrud) verwanbelt.

2 5 9. giebt 3:8 = 0,375.
0
30
24
60
56
40
40

56) Geht die Divifion jenfeits ded Kommasd nach fo Haufiger
Wiederholung, ald veridhiedene Refte miglich find, nicht auf, fo wieder-
holen fi) die Refte periodifd). Der Degimalbrud) wird dann endlod
und periodifd. (Die Reriode fann aber fdon frither beginmen.)

Beifpieles 2 giebt 5:6 — 0,8333 . ..
0

50
48

20
18
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134 Biveite Abteilung: Arithmetit.

2 giebt 5:7 = 0,714285 714285 ....
Cbenjo ift:

R = 0,28761761 ....

99900

Der Degitfalbruch Heift rein periodifd), wenn unmittelbar
hinter dem Romma die Periobe beginnt. Beginnt fie {pdter, fo Heifst
er unvein periodifdd. Die Stellen jwijden dem Komma und der
Periobe bilden die BVorperiode.

57) Ginen rein periodbifden Dezimalbrud) vertwanbdelt
man in einen gewodhnliden Brud), indem man die Periode
ald Bdhler {dreibt und ald Nenner fo oft die Jiffer 9
febt, al3 die Periode Stellen Hat.

Beifpiel: 0813843843 .. = ;0 =20

Beweisd: Den Wert de3 Brudjes fepe man gleih 2, dann it
im Beifpiele

1000 z= 843,843 843 . ..
x= 0,843843 ...

burd) Subtraftion 999 2 = 843,000 000 . ..

b9 o=y =

58) Ginen unvein periodifden Dezimalbrud) vermwandelt
man in einen gewdhuliden, indem man Borperiodbe und
Periode ald eine Jahl Hhintereinander {dhreibt und die Vor-
periode abzieht. Died giebt den Jahler. AL3 Nenner
fdreibt man fo oft 9, wie die Periode Jiffern zdahlt und
fhliept jo oft Null an, wie die Vorperiode Jiffern Hat.

Beijpiel: 0,28 463 463463 . . ;

28463
28

;o 28435 _ 5687

99900 19980
Beweis: Sept man den Wert ded Brudhed = =, fo ift im
Beifpiele
. 100000z = 28 463,463 463 . ... 2

100z = 28,463 463 .. -
durd) Subtraftion 99 900 2 = 28 435,000 000 . . ..
28435 5687
alfo @ = 55500 = toom0”
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[569) DHat der Degimalbruc) feine Periodbe, und ijt er tropdem
unendlich lang, fo (@Bt er ficdh nicht in einen gewshnlichen Brud) ver-
tanbdeln. Denn iodre er aud einem gewshnlihen Brudhe entjtanden,
fo miifte ex periodijd) fein, da die NRefte fich [hlieplich dodh) twieber:
Holen tiivden. Betradhtet man ihn ald rein periodifd, jedod) mit un-
endlich fanger Periode, fo erhalt der Jahler unendlid) viele Stellen
und der Nenner ebenfo oft die Bahl 9. Statt deflen fann man
ihn, wie e3 gewdhnlich gefchieht, aud) al3 gewdhnlichen Bruch jdhreiben,
deflen Nenner 1 mit unendlich vielen Nullen ift. Cinen {olden
Brud) nennt man eine Jrrationalzahl. AB eine folde ift 3 B.

7w = 8,14159265 . ... nadjgeiefen worben (vergl. Geometrie), was
314159265 . . .. 314159265 ... . . 3 .
nun ald oo oder ald jiooeceno . aufsufafien ift, jedod) mit

endlofem Jdhler und Nenner. Die gangen Jahlen, die gewshnlichen
Briihe, die endlihen Dezimalbriihe und bdie endlofen periodijchen
Briige nennt man Rationalzahlen. Mit ihnen fann man ab-
folut genaw rechnen. Beim Redynen mit Jrrationalzahlen dagegen
bevitdfichtigt man mnur eine beliebige WAnzahl von Stellen. Durd
Cinfithrung der Jrrationalzahlen toird e3 erveicdht, daf jedem PRunfte
der geraben Linie eine beftimmte Sahl entfpricht und umgefehrt jeder
Bahl ein Punft der Geraden ]

60) Die Divifion eined Vegimalbruch3d durd) einen Dezimalbrud
gefchieht, indem man in beiden Bahlen dad Komma jo lange nad
rechtd fchiebt, big der Divifor eine gange Sahl tird.

1375 13750

—(],TZ—.') R =110;

Beijpiel:
on = 7, worauf die Divifion wie getshnlich) erfolgt.

61) ©dema der abgefiivzten Multiplifation fiir 5-jtelliged Redhnen,
ecldutert durch Bergleidh) mit der gewdhnlichen Ausfithrung:

125,21 125,21

L 25,245
25042 25042]
10017 100168

346 37563
50 50,084

G  6/2605
3549,1 3549,0(7745

Alles rechtd vom Stridh) ftehende ift dabei diberflitffige Redhnung.
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136 Biveite Abteilung: Arithmetif.

62) Sdema bder abgefiirzten Divifion fiir 5-ftelliges Rechnen,
erfdutert durc) LBergleid) mit der gewohnlichen Wusfithrung:

3549,1:125,21 = 28,345,  3549,1:12521 = 28,345 . ..

25042 25042
10449 104490
10017 100168
432 43220
376 37563
56 "56/570
50 50,084
6 64860
. 6/2605

B. Lehranfgabe der Tertin a.
(Secunda der Realfchulen)
(Bweiter Jahrgang.)

I. Proportionen.*)

63) Der Quotient »';— turde {hon frither al3 da3 Verhdltnis

ber Grife a jur GriBe b begeidhuet. Sind et Verhiltnifje einanbder

gleih, {o mennt man die entfpredjende Gleichung eine Proportion.

©o {ind 3 B. dbie Quotienten g und Z gleidy, aljo ijt % =% eirne

Rroportion. Man jdreibt diefelbe aud) folgendermafen:
6:3=28:4

(Giea: e3 verhdlt fih 6 zu 3 twie 8 zu 4.) Hier heiffen 6 und 4
die duferen Glieder, 3 und 8 die inneren. Jm Beijpiele ift dasd
Produft der duperen Glieder gleich) dem bder inneren.

*) Auf Sdyulen, die auf Tertia Redhenunterricht haben, fann aud) diejed
RKapitel dem Redynen dibermwiefen werden. CEiniged ift bereitd in der Geo-
metrie behandelt tworden.
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1. Proportionen. 137
Allgemein fei
a:b=c:d ober —=-

eine richtige Proportion. Dann folgt aus ber lepten Gleichung durch
beiberfeitige Multiplifation mit bd

—bd %bd oder ad = bd.

Folglid): Jjt eine Proportion ridhtig, fo ift dasd Produft
der duferen Glieder gleich dem der immervem (Umfehrung?)

64) ufgabe: Die drei erften Glieder einer Proportion feien
gegebert, ba3 vierte joll berechnet twerben.

Auflojung. Aus a:b=c:x folgt ax = be, aljo, wenn
beiderfeitd durd) a dividiert tird,

@
Beijpiel : Bt Qe divsim,

Aufldjung: z2=-"F=F=3=172

65) Uufgabe: Stelle die Proportion 6:3 = 8:4 auf alle
miglihen Wrten jo um, daf fie vidhtig bleibt; 3. B. 6 :8 = 3 : 4,
wobei ebenfall8 das Produft der duferen Glieder gleidh) dem Ddexr
inneren ift.

66) Aus jeder Proportion laffen ficd) andeve Proportionen ableiten.

Yus = 7 folgt nimlicy & + 1= 4 1 ober LHL 7

ober durd) Umijtellung der Proportion:

a) Zis=%,ober(a+b):(c+d)=b:d.

(Ei)enfo ift % —1 =~fi — 1 ober a—;—b o c—;—d, ober durd) Wm:
ftellung ber ‘Broportion

b) el e (a—b):(c—d)=b:a

Hieraud und aus a) folgt, dba bie vechten Seiten iibeveinftimmen:

(@a+b):(c+d)=(a—0):(c—ad),
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138 Bweite Abteilung: Arithmetif.

ober aud
c) a+bia—b=c+d:c—d
So folgt 3. B. aud 6:3 =8:4

(6+38):(84+4)=3:4 ober 9:12=23:4
(6 —3):(8—4)=23:4 oder 3: 4=3:4
(6+38):(6—8)=(8+4):(8—4) oder 9:3=12:4,

Alfo: Jit eine Proportion ridhtig, fo verhalt fid) die Summe
Ded erften und piveiten Glieded zur Summe ded Ddritten und vierten
Gliedes tvie das jtveite um vierten (oder erfte zum dritten). Das-
felbe gilt bon den entjprechenden Diffevenzen. AuBerbem verhilt fich
die Summe der beiden erften zu ihrer Differeny vie die Sunime der
beiden lepten zu ihrer Differens.

Aus % = ‘:i und % = 2—‘ folgt duvd) Multiplifation der redhten
1 1

und linfen Seiten:
aa, _ c¢

38 ddy
Alfo: Multipliziert man bdie gleihjtelligen Glieder jtveier Pro-
portionen mit einander, jo entjteht eine neue Proportion.

[67) ©ind drei Verhiltnifje einander gleid, 3. B. % = -;;— = Ec ;
und ijt jeder Quotient = n, o ift o = na,, b =nb;, ¢ = ne,
folglich @ + b + ¢ = naq, —|— nby + ne, = n (a, + b, + ¢;), und
(r+b+c___ AL 4__2___
e Wl M S e
folgt ig—*—l——cl = :l — %’— — ci Sn Worten: @mb mefhreve
Briide (BVerhaltniffe) einander gleid, jo ift dad Verhaltnis
dber Summe der Jdhler jur Summe der Nenner gleid) jedem

der gegebenen Berhaltnijje.

o folgt 3. B. aus % — —:— = ig dap i{%i—ig = —; = : = i: ift.]
Antwendungen der Proportionen bietet die Ahnlichteitdlehre der
Geometrie. Dort fpielt eine befondere NRolle die ftetige Proportion
a:b="0:c, aud welder folgt v* = ac. Hier Heift v die mittlere
Proportionale zwijden a und c. (Pythagor. Lehrial; Goldbner Sdnitt.)
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II. Gleidungen vom erjten Grade. 139

IL Gleidpungen vom erften Grade.

68) Ju jeder Gleichung fann man gewifje Umijtellungen machen,
die ihre Ricdhtigfeit fortbejtehen laffen. Jijt 3. B. @ + b = ¢, fo folgt
davaus, wie {hon frither gezeigt wurde, durc) Subtraftion bon b auf
beiben Seiten, a = ¢ — b. Folglidh:

Sdafit man in einer Gleichung einen Summanden auf die andere
©eite, und giebt man ihm dad entgegengefebte Vorzeichen, fo bleibt
die Gleidung ridhtig. (Dabei fann e3 vorfommen, daf fid) Glieder
twegheben.)

69) Jit ferner a (b + ¢) =d, o folgt daraus durd) Divifion
beiber Seiten durd) a:

d
b+C—-Z

GEbenjo folgt aus a (b 4+ ¢c)=d + ¢ b+c=f{,+e

a
Folglich: Macht man in einer Gleihung einen Faftor der ganzen
einen Seite jum Divifor der ganzen andern Seite, jo bleibt bdie
Gleidung ridhtig.
Ebenjo [afst fich jeder Divijor ald Multiplifator auf bdie andere
Seite dhaffen. (Dabei fann es vorfommen, daf Faftoven {idh auf-
Deben.)

70) €3 giebt Gleichungen, die fiiv jeden Jahlentvert richtig find.
©o ift 3 B. fitr jeden beIieﬁigen Wert von « und b

(z 4+ b)* =a® 4+ 2bz + V.
Eine jolche Gleichung Heift eine identijdhe Gleichung.

71) Anbdere Gleichungen giebt e3, die nuv fiir beftimmte Werte
gelten. o ift 3 B. die Gleihung z 4+ 5 = 10 nur dann miglid),
wenn z = 5 ift. Die Kunjt, die Werte einer Grife z aufjufinden,
fiiv tvelde eine mit = Dehaftete und nicdht identijhe Gleihung ridhtig
ift, Deipt dasd Wuflojen der Gleihung. Gleihungen jolder Avt
beifen Veftimmungsgleihungen. Die zu Dbeftimmende Grofe
nennt man die unbefannte Grofe. ©3 wird ficdh) zeigen, daf aud
mefhrere Unbefannte vorhanden fein diivfen, twobei jedoch) zur Bejtim:
mung der Unbefannten ebenfo viele Gleichungen erforderlid) find.

72) Qommt die Unbefannte mur in der Form x in der Gleichung
bor, o Deift die leptere eine Gleidung vom erften Grade. Kommt
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140 Bweite Abteilung: Arithmetif.

z aud) in der Form 2® vor, jo ift die Gleihung vom zweiten GSrade,
fommt « aud) in der Form z® vor, fo ift die Gleidhung vom drit-
ten @rade.

73) Die Normalform der Beftimmungs-Gleidjung erften Grades
ift az =1, ifre Lojung ift x = %- Jebe Gleichung erften Grades lift
fih auf diefe Form uviidfithren. Man Hhat nur ndtig, die Glieder
mit z auf die linfe Seite, bie Glieder ohne z auf die vechte zu bringen.

It 3B 2¢—8=502—2)+3(@x—14),
fo (bfe man zunddjt die Klammern, in denen z fteht, auf und fithre
dann dad oben BVerlangte durd). Aljo:

22 —83=10 — 5x -} 3z — 12,
2z + 5z — 32 =10 — 12 4 3,
oder 7 L ) x=1

b abgefehen von z twirflidhe Babhlen, ober allgemeine durch
Budjtaben Ddargejtellte, ober ob beide Wrten von Jahlen in bder
Gfeidung ftehen, ift gleichgiiltig. Die Budhftaben twerben dabei dem
Anfang ded Alphabetd entnommen; 3. B.

2az + 8z (a+b) + 5 (az — b)) =2¢ + dw
2ax + 8z (a + b) + 5ax — 5b = 2¢ + dx
2az + 3z (a + b) + 5az — dz = 5b + 2¢
(20 + 3a + 3b + 5a — d) = 5b + 2¢,
oder x(10a 4+ 8b — d) = 5b 4 2¢
5b + 2¢
LN Al

74) Hebt fidh) die Unbefannte weg, fo ijt die Gleidung nur
fcheinbar eine Beftimmungsgleidhung, fie ift alfo enttveder eine identifche

oder cine falfche, mit einem Wiberfprud) behaftete Gleidhung, 3 B.

2 (24 3) = 212 giet 40 4 12 = 12 4 42 ober 12 — 19,

wad felbjtverjtandlich ift. Dagegen giebt
2(x+8)=7+22, 204+6=17+4 22 ober 6=17,

was falih ift. Diefe Gleihung ift alfo eine unmigliche.
DBeziiglich der [Tbungsbeifpicle wird auf die gebrdudlichen Auf:
gabenjammlungen vertiefen.
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75) @8 feien zwei Gleichungen erjten Grades mit 2 Unbefannten
2 und y gegeben, die fich auf folgendbe Normal=Form bringen lafjen:

1) ar + by = ¢
2) a @+ by =c,

dann find verjdhiedene Falle moglid). Crjtens fann die zweite Gleichung
bie umgeformte erfte fein (3. B. bei a, = 24a, b, = 2b, ¢, = 2¢,)
fo daf fie gar nichtd Neues giebt. Dann hat man zwei Unbefannte,
aber nur eine Gleidung. E3 giebt demmnach unendlic) viele Lisjungen,
denn jedem twillfiirlichen Werte von z entfpricdht ein beftimmier Wert
von .

Cin anbderer Fall ift der, dafp beibe Unbefannte fich) entfermen
laffen und nur Ridhtiges oder Faljches iibrig bleibt. Jijt 3. B. gegeben -

4z 4 6y =12
2¢ 4+ 3y =17

fo ergiebt Multiplifation beider Seiten der jiweiten Gleihung mit 2
die Gleiung 4z + 6y = 14. Diefe Gleidjung fann man durd
Gubtraftion mit der erften vereinigen, wad 12 = 14 geben fviirde.
Weil dies falfch ift, widerfprechen fih beide Gleihungen.

Der dritte Fall ift der, in dem bdie LWjung durdfithrbar ift.
Die LWfung fann dann auf verjchiedene Wrten gejdhehen.

75) a) Subftitutiondmethode (Einfepungsmethode).
Aus Gleidung 1) folgt 2 = s L Dies, in die 2. Gleidhung ein-

a
» b s
: = y»—}—bly—-=c,~ Darausd folgt giag‘ﬂ/—}—bly——:cl,
oder, wenn man beiderfeitd mit a multipliziert, a, c— a,by + aby =ac,,

y (ab, — a;b) = ac, — ayc, aljo.

gefebt, giebt a,

— 96 — ¢
3) ab, — a; b

Dies, eingefeht in die obige Hiilfsgleihung = = c—faby, giebt

it s Ml 4.4
ab, — a, b ab,c —a,be — abe, + a,be

g a a (ab, — a,b) ober
__bie—be
A e

S 3) und 4) hat man die Wuflsjung beider Gleichungen.
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Bei Bahlengleihungen vedhnet man aud 3) erjt y fertig aus
und benupt den einfachen Wert zur Beredpumg von = 3. B.

5z + Ty = 31

2z + 3y = 13
. aAc; — Oy C 5.13—2-31 65 — 62 3 . 2
e bl S = rend w1 e Dies ein-
gefest in x=3:a—b—y, giebt x=§l—_57'3=9¥.‘5_‘.2~=%_2_

Geht man x = 2 und y = 3 in die gegebenen Gleichungen ein,
fo ftimmt bie Probe.

76) b) KRombinationdmethode (Gleichjepungdmethode).
@ind Ddie gegebenen Gleihungen die fritheren (Ubjdhnitt 74),
o beredyne man aus beiden x. Died giebt

a4 —by

c—b
r=——"" und xr =
a a,

Da jebt die linfen Seiten der Gleichungen iibeveinftimmen, find
auch die vecdhten gleid), . §.
c—by __ea—by,

a a,

Hievaus ergiebt ficdh fiiv y derfelbe Wert, wie vorher, und = wird
entjprechend gefunden.
Dad vorvige Jahlenbeifpiel erledigt fih folgendermafen: Aus
e S ] 3y 810y .. A3 589

13 — .
 SRialACT. D i e U 3 Dier:

aud folgt y = 3. Diez ift wie vorher in z = ?—1%71’ einzufepen

und giebt z = 2.

77) ¢) Die Adbitions- bezw. Subtraftiondmethode.
Man multipliziere, um y zu entfernen, beide Seiten ber erjten
®leichung mit b,, beide der zweiten Gleihung mit b. Died giebt

abyx =4 bby = b;c
a,bx + bbyy = be,

Durd) Subtraftion erhilt man
z (aby — a,b) = bc — be,

woraud fiiv = derfelbe Wert vie vorber folgt. Jebt fann man bden
Wert von z in eine der gegebenen Gleichungen einfepen und jo y
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berechnen, oder man gewinnt y, indem man oben mit «,, unten mit
a multipliziert.

Sm vorigen Bahlenbeifpiele ift zur Cntfernung von y die erfte
®fleidung mit dem Faftor 3, die zveite mit dem Faftor 7 zu er-
tweitern.  Aus den Gleihungen

152 + 21y =938
14z 4+ 21y = 91

folgt durch Cubtraftion 2 = 2. Died ift in eine der gegebenen
Gleihungen eingufepen und fiihrt auf y = 3.

Lerlangen e3 die BVorgeidhen, jo entfernt man die eine Unbefannte
durch Addition, ftatt durd) Subtraftion. —

Sind bie Multiplifationen iiberlitffig, fo fiihrt diefe Methobe
am {dnelljten zum Jiele. 3. B. Aus

st+y=a

r—y="=
folgt durd) Addition 22 —=a 45, &= “T " burd) Subtrattion
M=a—My=”;V

[78) Bei drei Gleidhungen erften Graded mit drei Unbefannten
a, y und z beredyne man undd)ft 2 aud der einen und jepe den Wert
in Die beiden andern ein, jo daf nur nodh zwei Gleichungen mit zivei
Unbefanntern bleitben, deven BVehandlung die vorige ift. Neued bietet
fich babei micht, und fo fann auf die Mbungsbitdher vermwiefen werben.]

II1. Mie vein quadvatifdhen Gleidyungen und das Aussiehen
der Quadratwurzel.

79) Gleidhungen, die x nur in bder Form a? (ober az® ober 'ﬁ‘-)

enthalten, nicdht aber in der Form z, nennt man vein quadratijde
Gleidhungen. Wiirdbe auferdem die Form z in der Gleidung vor:
fommen, jo iviirbe fie eine gemijdht quadratijdhe Heifen.

Manche Gleihungen jehen auf den erften Blid wie Gleidhungen
erften. ®rades aus, find aber dod) jolde ziveiten Grades, 3 B.

a) x+;cl—=a
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144 Biveite Abteilung: Arithmetit.

giebt duvd) Deiderfeitige Multiplifation mit «
22+ 1=azx oder 2! —ar=—1,

wag eine gemijcht quadratifhe Gleichung ift. Diefe Art von Gleidhungen
wird erjt im folgenden Rapitel behanbelt.

Andere fehen twie quadratifhe Gleihungen ausd, find aber in
Wahrheit folhe vom erften Grade, da Dad Glied o beim Umformen
verjchiwindet, 3 B.

b) (x4 a)* — (z—0b)*=¢? giebt 2’ 2ax+ a®— 24 2bz—b*=¢*
b2 BE ¢t — g ;
2(a + b)
Andere endlidh) fehen tie gemijcht quadratifhe Gleichungen aus,
find aber tropbem rvein quadratifdhe, 3 B.

oder 22(a+0)=0b"+4c* —a® D) 2=

) @@ —1)— 20+ 1) = 501 — datz —?) gicht

4 1 C it i
@t —ad— 2t —du— 2= —dz—"y, ober, ba — 4z fidh hebt:

x2(a2 — 2 —{—a—l,) =d 4 2+ % oder x2<a — 7:—)2———<a+%)2,
1\2
ober 7% = ﬁa +—f)a.
o

Eine rein quadbratifhe Sleidung lEft fich alfo ftetd auf die Form
2 =a

suviidfithren.

80) Jijt 2* = a, jo nennt man z die ODuadratwurzel aus
a, wofiir man {Qreibt z = Va, fo daff z- 2 = Va - Va = a ijt.

Coift 3B a°—=49=7-T=z-2, alfo 2 =149 =1.
Bugleid ift aber 2 =49'=(— 7)(— ) =u2-2,

alfo aud =149 = — 7,
folglich V49 = + 7.

St allgemeiner 2® = a, fo hat = die beiben Werte x — + Va.
Demnad) giebt e3 ftets zwei entgegengefepte Jahlen,
die, mit {ich) Jelbjt multipliziert, eine gegebene Jahl geben.
Diefe beiden heiBen die Quadrativurzeln der lepteren. Das
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III. Die rein quadrat Gleidhungen u. d. Audziehen d. Duadratwurzel. 145

uffinden diefer Jahlen nennt man dad usziehen der Quabdrat:
wurzel.

oijt (+Va) - (4Va) = a,und ebenjo (—Va) - (=Y a) =g,
ober (+Va) =(=Va)=a

Bieht man alfo aud einer Jahl die Quadratwurzel aus, und
erhebt man bdie febtere zum Quabdrat, fo erhilt man ivieder bie
urfpriingliche Bahl.

Sft 2* = a®, o ift 2= a, denn aud feptever Gleichung
folgt 2*=(4a)(4 a)=0a® und ebenfo (—a)(—a)=a®. €8 ift alfo

Va: =+ a

Crhebt man alfo eine Jahl zum Quadrat, und zieht man dann
die Quabdratwurzel aus, fo erhilt man, abgefehen vom Borzeidjen,
tvieber die urjpriingliche Babhl.

Sm Sinne der beiden lepten Sdape fann man fagen: Das
Quadrieven und dasd Ausziehen der Quadratwurzel Heben
fich gegenfeitig auf, dagd eine ijt die Umfehrung ded andern.

81) It 2*=(a+ b)) =a®+ 2ab+4 1,
fo folgt ¢ =+ (a4 b) =+ Va* + 2ab + 1.
R 2 = (a — b)* = o — 2ab 4+ V*,
fo folgt ¢ =+ (a —b) = + Va® — 2ab + V*.

Auf die Dbeiden mioglichen BVorzeichen foll mur nod) aufmerfjam
gemad)t ferden, wenn ed notig ift. Man merfe alfo

a) Vad + 2ab +*=a+ b
b) Va2 — 2ab + 0* = a — b.
Ferner ijt c) Va Vb= Vab,

bennt quadriert man beide Seiten, jo folgt ab = ab, wad felbit:
perftandlic) ift.

. Va _1/a
@benio 1ft d) 173‘ = -‘/3, :
weil Beiderfeitige Quabdrierung {beveinjtimmendes giebt. Wie lauten

¢) und d) in Worten?
Folglich ift 3 B.

Vots o M b e N

Holzmiiller, Mathematif. I 10
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146 Bweite Abteilung: Avithmetit.

ebenfo Vb +o)=VaiVo+c=aVb+c

b+c___Vb+c Vb+c
und BB L Vgi -——Vb—-l—c

Qift fih alfo unter ber Wurzel ein quadratiffer Faftor vom ganzen
Ausdruce abjondern, fo fann man aud ihm die Wurzel bejonbders
audzieher.

Bublenﬁeiﬂ)iele >

Y0,75 = 0,25 -3 = 0,5 V3.

Va® + 2a*b 4 ab® = Va (a® + 2ab + V) = (a + V) Va-
Umgefehrt: Man fann einen Faftor der Wurgel unter die Wurgel
feben, indem man ihn quadriect. 3. B.

VB =VEVE =V e LVE=VE=VE

Bemerfung. Man vermeide den naheliegenden Fehler Va® + b2
gleid) @ -+ b zu fepen, der al8 joldher fofort einlenchtet, wenn man
beiberfeitd quadriert.

82) Jn manden Ausdriiden laffen fich die Wurzeln entfernen,
fo daf ifhre Ausdredynung nicht notig ift, 3. B.
(a+Vb)(a—Vb) =a® —b-
€3 laffen fidh auch Wurzeln aud dem Nenmer i den Jéhler
fhaffen, 3. B. i
1. 1 e<=V¥d _ a—Vyb
a+ Vb a4+ Vb a—yb @ —0b’
eine unmittelbare Folge ded vorigen usdbrucs.
Andere Hiufige Umformungen find:
(@a+Vb)'=a+0b+ 24V,
(a—Vb)=10a4+b—2a V0,

(a4+Vo)' + (@—Vo) =2+ ),
(a+ V) —(@a—Vb) = 4aVo.

folglich:
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111, Die tein quadrat. Gleidungen u. d. Audziehen d. Duadrativurzel. 147

[Va-;-ci a——cJ2=a-;-c+a;ci2VE+_a——c

c
3 2 2
=at Ve -2,

FYotVF=2lz ol

Sett man Bier a® — 2 =10, alfo ¢ = Va® — b, jo folgt:

folglid)

— 4 B oy
+Vax Vo= tVE=t  Ja-VED
83) Dasd Audziehen der Duadrativurgel
G5 ift a® + 2ab + v = (a + b)®. Davaud ergiebt fid

folgendes Rechenjdhema:
Va +2ab+ 02 =a+40b%) 398 /529 =20-4 3 =23
a’ \ a® = 400

"~ 2al2ab 2a = 40[129
2ab 2ab = 120

b? 9

bj 3

Chenfo war nad) Nr. 22
(a+b+ o =a + (2ab+ ¥) + (2 (@ + V) e+ ¢,

alfo gilt folgendes Recdhenjchema:
VdZ—}—2a’b+l?2+2(a+b)c+cg=a+b+c
a | |

|

2a/2ab
2ab
TR il
b2

2(@+0)2(a+b)e
2(a+0b)c

SISl oy

&

*) 2a|2ab foll heifen 2a in 2ab, aljo dagfelbe wie 2ab: 2a. Diefe

Umitellung ift Hier aud Raumgriinden gwedmipig.
10*
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148 Beite Abteilung: Avithmetit.

3 9. /104976 = 300 + 20 + 4
! — 90000 e S
& _a_ 60014976 ober abgetiist J/104976 —= 324
2ab = 12000 (%4' |
2976 ‘12’ J
= 400 59! |
2 (a 4+ b) = 640/2576 4l
o Lt
A g —*2552 64/257
= 16 it
k4 16
16

Man zieht alfo die erfte Wurzel @ aus, dividiert fodann dasd zveite
®lied durch) 2a, was b giebt, worauf b* abgezogen wird. Jept jteht
redht8 a 4 b, man dividiert durd) 2 (a + b), wasd ¢ giebt, worauf
¢® abjusiehen ift. Wbwedhfelnd wird alfo dividiert und das Quabrat
der gulept gefunbenen Bahl abgezogen.

84) Bilbe ebenjo die Wurzel aud den folgenden Yusdriicen und
Babhlen.
Vi + @2ab+ )+ 2@+ e+ O+ 2@+ +d+a],
Va+(2ab+b) +[2(a+b)c+ ]+ [2(a+b+ec)d+d]+[2(a+ b+ c+d) e+ &)
V/5/49/90/25 = 2345  ober aud: VZ:TQW= 2345

&N 4
414 “ | 43]149
12 |||} 129
29 464/20 90
8 ih49
46/209 4685(2 34 25
b diod 0545
250
. X
468(2 34 2
2340
25
»

Regel: Teile die Jahl von rehtd anfangend, in Gruppen 3u
stveien ein.  Jft fie ein Deyimalbrud), jo teile vom Komma ausd
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III. Die rein quabdrat. Gleidjungen u. db. Ausdziehen d. Duadratwurzeln. 149

nad) redhtd und [linf8 in Gruppen zu zweien ein. (Steht ndmlich
porn 52, fo tweif man zunddit nidht, ob man mit /5 ober V52
beginnen foll. Bei 526 liegt aber die erite Wurzel zwijdhen 20 und 30,
bagegent bet 5263 3wijhen 70 und 80. Dag eine Mal Hatte man
bie Gruppierung 525 und begann mit /5, das zweite Mal 52 63
und begann mit J/52.) — Rann man gelegentlich dad Quabrat nicht
abziehen, fo ijt bdie [lebte Redhnung mit dem um 1 niedrigeren
Quotienten zu iwiederholen, iwad bisweilen mehrfad) gejchehen mufp.
Dies gefdhieht 3. B. im folgenden Beifpiele bei der erften Divifion
ourd) 2.

V/224,3896 — 14,979 - - .
1

2(12
8
44
16
28/283
252
318
81
298/2379
2086
2936
49
2894(28870
26946
19240

®eht die Rechnung nicht auf, fo redhnet man unter Unbhingung von
Nullen toeiter.

Sdema fiiv abgefitrzte Ausziehung der Quabdratiourzel bei fedh)3-
ftelligem Rechnen:
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150 Biveite Abteilung: Arithmetit.

V26,6821 = 5,16546

25 |||
101/1 68 ]
101} Probe: 516546
1026/6721 5,16546
6156 25 8273
103/565 5164
516 3099
1049 258
40 20
19 i
6 26,6817

Die Ungenauigleit am Schlup beruht auf den angetvandten Abfiirzungen.
Gie ift al3 geringfiigig zu betradyten.

[85) Die Quabdrativurzel aud einer Primzahl ift jtetd ein end-
[ofer Degimalbruch) ofhne Periode, d. h. eine Jrrationalzahl.

Wive 3. B. /7 ein endlicher Degimalbrud), oder ein endlofer mit
Reriode, alfo ein rationaler Brudh, fo liefe diefer fich ald %n darjtellen
(vergl. 58), wo m und » gange Jahlen find, die man durd) Kiivzung Fu

pard 2
velativen Primzahlen gemacht hat. Dann wire 7 = g, alfo 7= %‘2

Died ift aber nach bjdynitt 48b unmioglih), da %: feine gange

Babl fein famn, folglich ift J/7 irvational. 1berhaupt ift die
Duadratwurzel ausd jeder ganzen Fahl, die niht Quabdrat:-
zahl ift, eine Jrrationalzahl. Beim Yudziehen bder Quabdrat-
mwurzel aud gangen Jahlen ift die Jrrationalzahl nidht die Ausnahme,
fontbexn die Regel, ihre Cinfithrung ift alfo nidht etad Willkiirliches
und Uberflitffiges, fjonbern eine unbedingte Notwendigleit. — Die

: dburd) Wurzelaudziehung entjte-

ey, Penben Jrrationalzahlen Heifen

algebraifde Srrationalzafhlen

D im Gegenfap zu den fpiter auf-
tretenden trangcendenten.

V7 Handelt e3 fih um Qua-

! : | . bratwurgeln (ober um Quadrat:
A7y 0 wurgeln aus  Duabdrattourzeln)

gewihnlicher Bahlen, fo famn
man fie geometrij) darftellen, d. §. mit Jirfel und Lineal fonftruieren,
und zwar ald mittlere Proportionale wijchen der Jahl und 1.
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1IV. Grundform d. gemijht quadrat. Gleihung mit einer Unbefannten. 151

St 3 B, in Fig. 109 AB=1, BC =7, {o ift BD =7,
penn 1:BD =BD:7, BD*=1, aljo BD=V)7. DBergl
Geometrie 171. Aus jeder Zahl alfo, die fich Fonftvuieven [Gft, fann
man geometrifd) die Duadratwurzel ausziehen, ausd diefer Wurzel
tieberum die Quabdrvatwurzel, u. §. w.

IV. Grundform der gemiftht guadvatifchen Gleidyung
mit einer Unbekannten.®)

86) Jur Lfung gemifht quadratijder Gleichungen vereinigt
man zunddft alle Glieder mit 2, fodbann alle Glieder mit z, zulept
alle Glieber ohne x. Die fo gewonnene Form a,2® + b2 = ¢
bringt man durd) beiderjeitige Divifion durd) a, nod) auf die Form

a? -+ %x — Z—‘l oder auf die Normaljorm
1) 2 4 ax =1b-

Man fann vorldufig den Kunitgriff antwenden, az ald ein
doppeltes Produft 2%x su {dreiben und dadurd), baf man rvedhts

und [infd (%)2 abdiert, die linfe Seite in ein volljtdndiged Quadrat
31 vertwanbdeln, Y
a

alfo: 2 + ng - (%)2 = (5)2 + v,
tofitr man {dyreiben fann
o+ 3 = (&) 0.

Beiderfeitige Ausziehung der Quadratwurzel giebt, da man die
Borzeiden der beiden Wurgeln auf zweterlei Art fombinieren fann,

r 4+ % s V@)Z) A
aljo ift die Lojung SR
2) = EUGEFY

*) Diefer Abjchnitt fann auf dem Gymmnafium in der Secunda b durdge-
nommen verden. Die veihe nivendbarfeit empfiehlt tropdem die Bejpredhung
in der Tertia a.

www.rcin.org.pl



152 Bweite Abteilung: Avithmetit.

(Begeidhuet man ; al8 ben Halben Faftor (von «), fo fann man
fury merfen:

x = — Balber Faftor + J/halber Faftor zum Quadrat + rvechte Seite.]
Cr giebt alfo zivei LWjungen,

==+ VT

: ] a)\2
und x2=—§— (E) +b
Beijpiel: 2* + = 12 giebt, da Dder Faftor von » = 1 ijft,
— = VA F12=— 1A VE=— L4+, dfo
9‘1=A—3,12=——%=—4

Probe: 32+ 3 =9+4+3=12, (—4) ) —4=16—4=12.
Die beiden miglihen Ljungen (Wurzeln) find alfo gefunden.
Beijpiel:

x-—5x——-ﬁgtebtx—?i—]/( ) — ?—}_]/_ fa-t
G i gt g e ]

Wiederhole an beiden Beifpielen den allgemeinen Entividelungs-
gang. Beadte aud), dafp im erften Beifpiele die Summe der Lojungen
84+ (— 4)=—1, ihr Prodbuft 8 - (— 4) = — 12 ift, d. h. ab-
gefehen vom LBorzeidhen, den Faftor von x besiv. die vechte Seite giebt,
wiabhrend im zweiten Beifpiele 3 + 2 =5, 3 -2 = 6 ijt. Wuch bei
ber allgemeinen Ljung ift 2, + 2y = — 0, 2,2, = — b. — Ein-
gehendere Befpredjung der Gleidhung jweiten Grabdes erfolgt fpiter.
Ubungdmaterial bieten die Aufgabenfammiungen.

V. Potenzen und Wurzeln mit gangen pofitiven Eeponenten.

87) Werden 2 Faftoven e mit einander multipliziert, fo be-
seichnet man Dad Prodbuft mit o, bei 3 Faftoven a fdhreibt man o
bet 4 Faftoren o [lie3: @ Hodh) 4 (odber a zur vierten Poten)]
bei n Faftoren a”, alfo

1) G QG- a==a"
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V. Rotengen und Wurzeln mit gangen pofitiven Crponenten. 153

Der Ausdruc a” Heift die »'-Poteny von «, die Jahl a Heifst
Grundzahl oder Bafi derfelben, n heipt der Roteng-Cyrponent.

88) Da a*- a’ = (aa) - (aaa) = aaaaa = a® ift, fo folgt
a® - a® = a®. Ullgemein folgt fiiv ganzed m und »
2) alPgh=— ai
5 Ty g ; a®
»Zs—a Z‘Z%~(f=a-a=a2 ift, o folgt ;,=a2
= qa®—3. Ullgemein ift

3) — = a™—", wobei yunddit m > n fein foll.
a
m-n m—n
alfo 2—— = atmtm—n.)
a

(us 2) fonnte man folgern: a” =2

GG
Da (¥ =a®-a®: a® = a?1+2+2 = af ift, alfo (a®)® = a?'?,

fo folgt allgemein

4) (am)n = qh ",

Aus 2), 3) und 4) folgen fiiv ganzzahlige pofitive Erponenten
folgenbe Regeln:

a) Potenzen derfelben Grundzahl werden mit einander
multipliziert, indem man ihre Crponenten addiert.

b) Cine Poteny wird durd) eine andeve devjelben Grund-
3abhl dividbiert, indem man den Crponenten der lepteren bon
pem der erfteren abzieht. (Dabei foll vorliufig der Crponent der
erfteven Potens grifer al8 ber der jtweiten fein.)

¢) Gine Poteny wird potenziert, indem man die beiden
Crponenten mit einander multipliziert.

Bei a) und c) ift die Reihenfolge gleidhgiiltig, alfo 3. B.

P U= il s 26— g i T e TR T

[(am)n]q = Q™" = gI™® = g"Im y | .

) a® aaa 1 1 a® 1

89) &3 lft E_aaaa_a——ﬁ=aé’ ﬂIfD a®  ab—38
: : a™ 1

Allgemeiner ift pr-emr v

fobald » > m ift.

BWird aljo eine Poten durc) eine andere von derfelben Grund:
3abl Ddividiert, beren Crpoment grifer ift, jo dividiert man 1 durd
die Potenz, deven Erponent die pofitive Diffeveny der beiden gegebernen
Erponenten ift.
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154 Bioeite Abteilung: Arithmetif.

90) Ferner ift ‘
(ab)® = (ad) (ab) (ab) = aaa bbb = a’?®,

allgemein 5) (abo) = ambren.
f . . 3 3
digulicy ift (g) —s.80_a
' allgemein 6 LA W%
allgemein 6) (b) :

Daraus entjpringen die Regeln:

d) Gin Produft wird potengiert, indem man die ein:
selnen Faftoven potenziert

e) Gin Brud) wird potenziert, indem man den Fdhler
und den Nenner potengiert.

91) Der Ausbrud z — Va gitt al3 Auflsjung der Gleidhung

2° = a. Ghenjo gilt 2z = % (ies: dritte Wurzel aud a) al3 Auj-
[Bjung der Gleidung 2° = a. (Von der Miglichfeit, daff mehreve
Warzelwerte exiftieven fonnen, joll Hier abgefehen tverben.) Algemein:

1) x=1Ya ift die uflojung der Gleihung 2" = a.

Hier Heift 7';/“ die n'® Wurzel ausd a, n der Wurzel-Crponent,
der zunddft eine ganze pofitive Bahl fein joll, die Bahl a beifst der
Rabdifand (die Bahl, aud der die Wurzel audgezogen werden joll).

Nad) diefer Crilarung ift

2) (i/g)n =a.
92) St x='i/c7, fo folgt z" = a, ijt ferner y=i'/b—, fo

folgt y™» = 0.
Durd) Multiplifation evgiebt fidh ausd den neuen Gleichungen

amy" = ab, oder (zy)" = ab, folglih) zy = "Vab, ober

3) Va Vb = Vab, aligemeiner: Va Vo Ve ... = Vabe ...

n

Durd) Divifion Ddagegen Hatte man gefunden :f;=% ober
ey Y
AR ag) L)y G oy
(5)“b'b'b'y l/b pic
Va 3/a
9 ve_i/3
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V. Botenzen und Wurzeln mit gangen pofitiven Erponenten. 155

Folgli) gelten die Regeln:

a) Man multipliziert Wurzeln mit gleihen Crponenten, indem
man die Radifanden multipliziert (und aud dem Probdufte die Wurzel
auszieht). Und umgefehrt:

b) Die Wurzel tird aud einem Produfte audgezogen, indem
man fie aud den eingelnen Faftoven auszieht (und das Produft der
Gingelourzeln bildet).

c) Gine Wurzel wird durd) eine anbeve derfelben Grundzahl
dibidiert, indem man den Rabifanbden der erjten durd) den der zveiten
dividiert (und aus dem Bruche die Wurzel audzieht). Und umgefehrt:

d) Cin Brud) tird vadiziert, indem man Jdhler und Nenner
eingeln vabiziert (und die erfte ber entjtandenen Wuvzeln durd) die
jteite dividiert).

93) Aug YaVaVa--=Va-a-a---
folgt 5) (Va)m = Va", afjo:

e) Eine Wurzel wird potenziert, indem man den Radifanden potengiert
(unb aus der entftandenen Potens die Wrzel ausdzieht); und umgefehrt:

f) Man zieht die Wurzel aud einer Poteny aug, indem man fie
aud der Grundzahl auszieht (und die fo entftandene Wurzel zur ent:
fprechenden Poteny erhebt). Obder:

g) Hat man eine Bahl ju potenzieren und zugleidh ju rvabizieren,
fo ijt die Reihenfolge gleidhgiiltig.

94) it VVa =2, fo folgt Va = o™, folglich a = (a™) = 2",
Aug @™ = q folgt aber z = }a. Died, in die Anfangs:
gleidhung eingefet, giebt

6) "1/ "Va, und allgemeiner:

6%) VVVa _

Alfo: h) Soll eine Jahl mehrfad) nadjeinander vadiziert werden,
fo fann man fie mit dem Produtte der Crponenten radizieven. Umgefehrt:

i) Man rvadbiziert eine Jahl durd) ein Produft, indem man mit
den eingelnen Cyponenten nacdjeinanbder radiziert.

95) €3 war %F = . Gept man a? fiiv z ein, fo erhalt man

V(@#) = av over Yar™ = ar.
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156 Biweite Abteilung: Arithmetik.
Bieht man beiberfeits die gt Wurzel aud, fo ergiebt fich
7) Varn = YVar. Folglich:

k) Die Wurzel aud einer Poteny bleibt ungedndert, wenn man
die beiben Gyponenten mit derfelben Fahl multipliziert; dasfelbe gilt,
wenn man beide Erponenten durd) bdiefelbe Bahl dividiert, voraus-
gefebt, dafy diefe Divifion einen ganzzahligen Erponenten giebt.

llbunggbeifpiele fiehe in den Aufgabenjammiungen.

16) Ausziehung der Kubifurzel*)
Gs war (@ + b)® = a® + 34’0 4 3ab® 4 b*. Daraus er-
giebt fich al8 Recdpenjdhema:

V& F3a% F3ab’ F P —a+b
a’ | |

545 | 3a% 1

3a%b | |
s VU
3ab® |
bS
b3
Beijpiel. %2
V12167 — 20 + 3 -
8000
3. 20% = 12004167
3600
567
3.20 3% = 540
27
3 =i 97
Ober abgetiirst gejdhrieben:
V12167 = 23
_8]]
35928 = 1241
36 '
g 1
3.2.3%= 54|
27
3% =97

#) Diefer Abjdhnitt fann auf dem Gymnajium ganz entbefhrt twerden, da
man fid) dort auf die logavithmijdje Beredynung bejdjrdanfen darf.
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V. Sotengen und Wurzeln mit gangen pofitiven Crponenten. 157

Fermer ar:

(@ 4+ b 4 ¢)® =10a® 4 b® + ¢ + 3a°b + 3a’c + 3ab® + 30%¢
+ 3ac® 4 3bc® + 6abe,

wad fidh folgendermaBen orbuen laft:

(a40b+c)P=10d"+ Ba®b + 8ab® + %) + [8(a + b)* ¢
+ 38 (a+0b) 4+ &)

Dag entjprecdhende Redjenjhema ergiebt fih ausd folgendem
Beifpiele:

| PPN b 1R
Y/14348907 = 200 4 40 + 3

a® = 200° = 8000000
3a® = 120000 | 6348907
3a%b = 4800000
1548907
3ab? — 960000
588907
b = 64000
3(a + b)* = 172800  [524907
3(a + b)fe = 518400
6507
3(a 4+ b)t = 6480
R
= 27
Abgetitrat:
1/14 348}907 == 243
a=2"=38||| 1
3a* =12 6 3[ |
48 |
3a%b 4 3ab® + VP = 5824 | {
3(a 4 b)* = 1728 | 5249 |

07
3(a+v)Pc+ 3@+ ) + ¢ = 524 907

Hiilfsredhnungen und Crlduterung:

30’ =38-4. 4 =48
3ab? =3-.2.16 = 96
PW=4.4. 4= 64

3a®b 4 3ab® + b° = 5824
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158 Biveite Abteilung: Arithmetif.

3(a 4 b)? =3 242 = 1728
3(a 4 b)’c=1728 -3 = 5184
3(a4b)*=3-24-9= 648
=30 = 27
3(a + b)%c + 3(a + b)® + ¢ = 524907 '
Dad Sdema geht iveiter:

(@a+b+c+ d+. ) =a + (3a° + 3ab® + v°)
+ [8(a + b)*c 4+ 8(a + b)? + ¢°]
3@+ b4 P Sat b d Ol at e

Regel: Abgeteilt wird zu dreien von rehtd ab, bei Dezimal:
briihen vom Romma ab nad) rvedhtd und (infs zu dreien.

Quabdrat: und Kubifroureln werben aud geordneten algebraijchen
Ausdriiden ebenfo wie aud Jahlen, audgezogen. 3. B.

2
Va“’x‘ + 4aba® + 4b* + 6ac ch + % s P o 2b+i§

x !
a’zt \
2a2®|+ 4aba® |
-+ 4aba? t '
40t
4pt \
2af + 40 | 6ac ‘—%’j—c
1
6ac -+ %»c
oet
z*
9c?
ot

[Sn dhnlicher Weife, wie bet den Quabdratiwurzeln, fann gezeigt
werden, daf die Rubifivurzeln aud gangen Babhlen, die nidht Kubit:

sablen find, Jrrationalzahlen fein miiffen. So ift 3 B. 51/1—6, ebenfo
Sl;/T(E eine Jrrationalzahl. Soll bei gangem pofitiven » bdie dritte
Wurzel aud 10" eine gange Jahl fein, fo muf g eine ganze Jah!

fein.  Gntjprechendes gilt von ben 4, 5., n'e" Wurzeln.

Spiter wird gezeigt twerden daf, wenn » eine gange Jahl ijt, im
Gangen n verfdhiedene ntt Wurzeln aus jeder Jahl eriftieven, die zu
der Hier berechneten eimen Wurzel in einfacher Beziehung jtehen. Dazu
ift jebodh) die Cinfithrung einer neuwen Urt von Jahlen erforderlich.
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Man fonn die 4., 8, 16. Wurzel ausdjziehen, indem man aus
der Quadratiwurgel die Quadratiourzel, ausd diefer wieder die Quadrat-
wurzel audzieht u. . w. Die 6. Wurzel zieht man aus, indem man
aud der 3. Wurzel die Quadratiwourzel ausdzieht, die 9. Wurzel, indem
man aud der Kubifourzel die Kubifourzel ausdszieht wu. j. w.

Fiir die 5, 7., 11. Wurgel u. . 1. Ennte man fid) die Rechnungs-
{hemata ebenfall8 aufjtellen, Diefelbent iwerden aber fo umitdndlich,
dafp man andeve, jpdater zu behandelnde Methoden vorzieht.]

C. Rehraujgabe der Secumda b.
(Prima der Realfdhulen.)
(Dritter Jahrgang.)

I. Gleidpungen sweiten Grades.
97) AB Normalform der jdhon behandelten Gleihung jiveiten
Grades diene jebt die folgende:
1) @ —ax 4+ b=o.

Man fann fie folgendevmafen umfornen:
2 2
#—250+ T —5+b=0
a\? IR
ober =2~V E) =] =0
Nun (Gt fid) aber die Diffeveny weier Quabdrate in Summe mal
Differeny der Grundzahlen zerlegen, alfo ift jept

a axri o a 1a\?
= 2~1( —s] - e =5+ V(&) 2] =0
Soll nun da3 Produft zweier Grofen gleih Null fein, fo muf ent:
weber der erite Faftor, oder der zweite gleich Null jein. Sept man

die eingelnen Rlammern gleidh) Null, {o hat man zwei Gleichungen
erftent. Graded, aud Ddemen fid) die beiden Lojungen evgeben, ndmlich

*) Diefed Kapitel fann aud) an den Schluf der Lefhraufgabe der Secunda
geftellt twerden, wenn bder Unterricht3betried der Trigonometrie wegen eine
frithere Cinfithrung in die Lehre von den Logarithmen erfordert.
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160 Bweite Abteilung: Avithmetit,

Ix1=-§+]/(—g")“——”£=@
s Y e I

98) An Stelle des frither angewandten Kunitgrifis ift aljo die
Gigenfdyaft jedbed Ausbrudd vom zweiten Grabde getreten, jich
jedesmal in zwei Faftoren erften Gradesd verwandeln zu
Lafjen, [eine Produftzerlegung, die in allgemeinever Geftalt bei allen
Gleihungen moglich ift, die x mur in Potengen mit gangen pofitiven
Grponenten enthalten].

Addiert man die Werte der Lojungen (die jogenannten Wurzeln
ber Gleihung) fo erhilt man

3) x + 2y =a,
multipliziert man die Lojungdwerte, fo ergiebt fich

wa=[3+VG -] [L-VE -]
- @ -(VE -2 -@- 6+

oder 4) 2 g =b:
Folglid) gilt der Sab:
Jn der Gleidung
22 —ar+4+b=0
ift ber Coefficient von = gleidh) der Summe der Wurzeln,
pas Glied ohne 2 gleid) dem Produfte derfelben.

99) Diefer merbwiivdige Sap ergiebt fih ald felftverftandlich
auf folgendem Wege:

Die Gleihung (z — a) (x — b) = o ift offenbar erfiillt fii
die Werte x;, = a und 2, = b, denn bei der Einfepung eined joldhen
wird der betveffende Faftor gleih Null. Multipliziert man nun bie
linfe Seite aud, fo ergiebt fid):

2 — (a+b)z+ ab =0,
der Coefficient von z ift alfo wirflid) die Summe der Wurzeln, dasd
fogenannte abfolute &lied (ohne z) gleidh) dem Produfte der Wurzeln.

100) Man faun alfo leidt Gleihungen aufjtellen, die gegebene
Wurzeln Haben follen. Sollen 3. B. die Wurzeln einer Gleichung
3 und 8 fein, jo lautet jie

2 — (34824 3-8=0, ober 2°— 112+ 24=0.
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1. Gleidyungen zweiten Grades. 161

©ollen die TWurzeln — 3 und - 8 fein, {o lautet die Gleichung
2 — (— 8+ 8)x+ (— 3)(48)=0, oder 2* — 52 — 24 =0.
Die getwdhulide uflojungdart bejtitigt die Richtigteit.

[101) Bei der Lijung » = ; iV(g-)z— b fann nun der Fall

eintreten, dafp b > (g-)z ift, fo dap unter ber Wurzel Negatives fteht.

Dann nennt man die Lojung der Gleidjung eine imagindre (oder
unmdgliche). Bisher nidmlid) find und nur Quadratwurzeln aus
pofitiven Saflen entgegengetveten. Wir wufiten 3. B, daff V49 = 47
war, bdagegen fannten iiv bidher feime Jahl, die mit fidh) felbit
multipliziert, — 49 gab, o dafy Y — 49 vorldufig ald etwas Un:
mbgliches, al3 imagindr zu betvacdten ift. Jm Gegenfah dazu
beiffen die bisher behandelten Bahlen veelle Bahlen. Crft in bder
3weiten Halfte ded bovigen Jahrhundertd agte man ed, diefe Jo-
genannten unmoglichen Sabhlen eingehender zu unterjudjen, wobei fich
bald zeigte, dap nur mit ihrer Hiilfe eine gewiffe Abrundung bded
mathematijhen Lehrgebduded und ein diberfichtlicher Ausbau desjelben
exmiglidht tourde. Crit jept lernte man betveifenr, daf jede Gleichung
7 Graded n Wurgeln Haben mufy, erft jest twurde eine iiffen-
{dhaftliche @artograpbte moglic) u. §. w. Man fept 3. B. V— 49
— V49V — 1=+ 7Y/ =1 und bejeichuet die Grife +1V —1

(af8 die imagindve Einbeit) mit i, jo daf V' — 49 =+ 7.4 ift,
allgemein V' — @* =Va'Y — 1= +a-i Femer ift (Y— 1)
= —1, alfo #¥=—1 ufmw Bahlen von der Form a -+ bi
erden fomplege Bahlen genannt. Wir gehen auf diejen Gegen-
ftand nod) nidht ndher ein und erinmern nur an Folgendes:

Die Gubtraftion jwang zur Cinfithrung der negativen
Baplen.

Die Divifion zwang zur Cinfithrung der gebrodenen Jahlen.

Big bierher veichte dad3 Gebiet der rvationalen Jahlen.

Die Wurzelaudziehung zwang zur Cinfithrung der Jrrational-
sablen.

Big hierher reihte dad Gebiet der veellen Jahlen.

Die Wurzelaudziehung zwingt (3. B. gelegentlich der Gleidhungen)
audg zur Cinfithrung der imagindren Bahlen. Diefe, mit Dden
veellen zujammengejept, geben dad Gebiet der fompleren Bahlen.
Bu ihrer geometvijhen Darftellung ift auf der frither bejprodhenen
®eraben, bdie durch) die Rational- und Jrrationalzahlen jtetig erfitllt

Dolzmitller, Mathematif. I. 11
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162 Bweite Abteilung: Arithmetif.

ift, fein Raum vorhanden. Wuf einer Hoheren Stufe joll gezeigt
werden, dafy die fompleren Bahlen eine gange Ebene ftetig erfiillen.
Diefe geometrijdje Darftellungsdiveife ift fiix die Cntwidelung der
Mathematit von auferordentliher Bedeutung getworden.]

102) Hat man eine Gleihung weiten Grades mit zwei Un:
befannten von der Form

ax® + by’ +cay +dz+ ey + =0

und eine 3iveite Gleihung erften Grabesd mit zwei Unbefannten von
der Form
ar + by +c¢c=0,

fo fann man y aud bder jiweiten berechnen, Den Wert in die erfte
einfepen und die fo entjtehende Gleidhung 2. Graded auflbfen, wasd
stei Werte fiiv = giebt. Jeber von diefen, in die ziveite Gleichung
eingefett, exmiglicht die Bevedhnung der beidben ugehorvigen Werte fiir .
Auch) 2y ift ald Ausdrud ziveiten Grvaded zu betradhten.
Handelt e3 fih um jivei Gleidhungen 2. Graded mit je et
Unbefannten, fo giebt die Cutfernung (Elimination) von y im Al-
gemeinen eine Gleidung vom 4. Grade, mur in bejonderen Fallen
(aft fih die Gleihung auf den 2. Grad zuvitdfithren.
1bungdmaterial findet fidh in den Aufgabenjammiungen.

II. Potengen mit negativen nud gebrodyenen Erponenten.

S . 1
103) @3 ift —- = a™—", fobald m>n, ud — = ——
a a

an — m*

m

jobatd > m. Qft m=mn, fo ift *. =am—m™ affo ba L. =1
a a

und m — m = 0 ijt:
1) a =1,

Sede Bahl, zur 0. Poteny erhoben, ift aljo gleid) 1.
0
Demnad) ijt % = 51-, alfo, wenn man die alteSdreibveife
a

0
beibehilt: % =" le=g!= %, und ebenfo findet man

allgemein
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1 1
2) =M= und @" = ——-

am o m

Eine Poteny mit negativem Erponenten joll demgemdf von jeht ab
bebeuten den umgefehrten Wert von bder entfprechenden Poteny mit
pofitiven Erponenten.

it bies feftgefebt, fo ergiebt fich

a—" . at ._—_-1— ="t T M = a—m+”,
a™

0. §. der Gap fiir die Multiplifation von Potengen gleicher Grund-
zabl gilt audy fiir negative Crponenten.

- LR D 4 | 1
Ebenjo ift qd;~= . ~=ﬁ+—n=a—"‘—"-

a"l, aﬂ

Jn gleicher Weife [apt fih geigen, dafy alle fiir pofitive gange CEp-
ponenten beiefenen Sibe aud) fitr negative Crponenten gelten, 3 B.

- m
a a

— g 0tn a—M . g —
oo G * ¢ @ a G L
a a

= ghTn
_a+’

a— ™ a\—™ b\ ™
a—mph—"m = (a,‘b)——m’ b:,,_”_ o (3) =y (;) ; (a—m)n=a—-mn,
((am)——r: . a—mn' (a-—m)—n —

104) Jn Abjdhnitt 95 wurbe gezeigt, daf 1"/ a*? = a? ift, alfo,
wenn man np = m, folglid) p =% febt,

1) Var = a”.

Dort war angenommen, daf % gang war. Jeht wird feftgefest,

baf aud) banm tvenn ’: nidt gamg ift, " die ntt Wurzel aus am
bedbeuten joll, fo daf Gleidhung 1) aud) dbann fortbefteht. So ift 3. B.
2 3

a® = Va, a® — V. Dann fann der Grponent aud) negativ wnd
gebrochen fein, 3. B. ijt
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164 . Beite Abteilung: Arithmetit.

Die frithere Gleidhung (Abjnitt 95 Nr. 7) "Varr =7Var lafit

b5 2
fih dann {dreiben a"? = a?, {o daB der gebrodhene Erponent er:
weitert ober gefiirat iverden famn, ohne daf der Potenziert fich
dnbdert. .
Aucd) der Sap itber die Multiplifation von Potenzen gleidjer

Grundzahl bleibt beftehen, denn

m p
— = n,—q,— nq ng,— uq,——— nQ,——————
a®™ a1 = 'Va’" ]/al’ = ane Val”‘ = ]/amQa,P” = ]/a"“l'f"‘l’
m np m
q:—_ o S0 4
=il 9 ==t .

Aljo gelten, toie frither, die Sipe:

o e m ik
}eal = a% Pl
R S A

amal =a® 9,
m m m
a* <b* == (ab)*,
m m &
) e a
a" ;b = (g)n .
mAL ny
(a")q == a“q,

Moo ? skl
a® -a 1= q® 9'
m » m »
T e e St
a:a. 1. ="g" 9,
u. .1,

fo daf famtliche fiiv Potenzen mit gangen pofitiven Cyponenten be-
wiefenen Sdge aud) fitv negative und gebrochene Erpomenten un-
bejdrintte Geltung Haben.

1. Die gemeinen oder Briggifthen Logarithmen.
1
105) Aus a = b folgt b—a™. ©8 fragt fich, 0b man aus der
erfteren Gleidung nidht nur b, jondern ftatt defjen aud) m Hevedhnen
fann. Wir bejdyranfen und vorlaufig auf die Grundzahl 10 und fepen
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Folgendes feft: Jjt 10 = a, jo nemnt man « Den gemeinen®)
ober Briggifden Logarithmusd von a, gefdrieben log a; a Heift
der Numerusd zum Logavithmud e

Aljo 1) ausd 10* = a folgt « =loga.

Jn Worten: Der gemeine Logarithmus einer Jahl a ift
der Grponent, mit dem man die Grundzahl 10 potengzierven
muf, um jene Jahl zu erhalten.

106) So ift 3. B.

10% == 1 folglich 0 =1log 1
10L=—510" folglich 1 = log 10
10* — 100, folglich 2 = log 100
10° = 1000, folglich 3 = log 1000
Gbenfo 10~! = =01,  folgli§ — 1=1logOo,1
10-2 = - =001, folglih — 2= log 0,01
1000

0 g e s 0,001, folglih) — 3 = log 0,001

Die Logarithmen der Potengen von 10 mit pofitiven gangen und
negativen gangen Crponenten find aljo leicht zu finden.

107) Man fann aud) andere Qogavithmen bestv. Numerus
leicht beftimmen. 8. B. €3 ift

1
102 = /10 = 3,1622 - - -, folglid) ift 5 = 0,5 = log 3,1622 - - -

£ AL, 5
102 =10 ? =10-)10 = 31,622 ---,
folglich ift + =15 = log 31,622 - - -
B igaid ;
102 =10 2 =100 J/10 = 316,22 - - -,
folglich ijt S =25 =10g 316,22 - - -

*) Qogarithmen mit anbderen Grundzahlen twerden jpdter befannt gegeben.
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1

2 1 3
hnlich fann man fiix 103, 103
5 Iy

STET R 5B,
, 104, 10%, 10 6

1 ¥ sy
S 102 108,

A1
108, 108, 10® u. {. w. und ihre 10-fachen, 100-facjen, 1000-fachen
Werte und fiiv die umgefehrten Werte aller diefer Bahlen die loga-
rithmijden Folgerungen ziehen.

Sdjon fo erfennt man die Miglidhfeit, fiir gange NReihen von
Bahlen fejtzuftellen, von telden anderen Bahlen fie die Logarithmen
find, man evfennt die Mbglichteit logavithmijdher Tabellen,
ber {ogenannten Qogarithmentafeln, obwohl diefe auf anberem
Wege bevedhnet toorben find. Sdaltet man die neugefundenen Be-
siehungen an geeigneter Gtelle in die Tabelle unter 106) ein, fo
erfennt man Folgendes:

Die Logarithmen pofitiver einftelliger Jahlen beginnen mit 0,

n n n 6meifteuiget " n n 1 ’
n " " brElfteulger n n n 2 ’
n " " nlerfteutger n " n 3’
n " n 71:fteuiger n ” n (n_l)'

Die Logavithmen edjter Briide find megativ, umd gwar gilt
Folgenbes:

Qiegt die Bah! zwifd). 01.0,1, {o liegt der Logarithmus zwifdh.0 . —1,

" " " " Orl . 01011 "on " " Wi = 1 u'—'2r
" " " IIOIO]'u'OIO()l Ty " " ,,—211. —31
u. . .

[108) Oben waven zu gewiffen Logarithmen bdie Numerus be-
vechnet; umgefehrt fann gefragt werben, wie man zu einem Numerusd
ben Qogarithmusg finbet. Die Miglichfeit dazu joll an einem Beijpiele
nadygetviefen werben. *)

NAufgabe. » aus der Gleihung 10° = 2 zu bevehnen, d. h.
den Logavithmus der Jahl 2 aufzufinden.

Auflojung. 2 legt zwifden 10° = 1 und 10' = 10, aljo

10" < 107 = 2.< 10, folglidh 4ft .0 <o <1

*) Auf dem Gymnajium wegzulafjen.
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darausd folgen die Gleichungen

10° < 10%7 = 4 < 10! folgli) 0 < 22 <1 und 0 < < +
10' < 10 = 16 < 10*  folglih 1 < dz <2 und ; <z < +
10? < 108 — 256 < 10°  folglih) 2 <8z < 3 umd 3 <z < 3
10* < 10%2 — 65536 < 10° folgli) 4 < 162 <5 und 1 <z < 15

©o fortfafrend famn man z zwifden engere und engere Gremgen .
einfdhliefen, diefe in Degimalbriifen darftellen und aud BVergleichung
der zufammengehdvigen Werte erfennen, bis auf vie viele Stellen man
den Wert vbon log 2 genau gefunden Hat. Oben ijt erft gezeigt,
daf 2 wifden 0,25 und 0,312 liegt, und e3 dauert ziemlich lange,
bi8 man gejeigt Hat, daf log 2 = 0,3010300 ift. (Man berechnet
jebt die Logavithmen auf befjerem Wege tweit jdneller mit grofer
®enauigfeit.)

Sind m und » gange Bahlen und it m > n, o giebt

m
10” nur dann eine ganze Bahl, und war eine Poteny von 10 mit
gangem Eyrponenten, wenn » in m ofhne Rejt aufgeht. Jjt lepteres

nidht der Fall, fo ift 10" eine Jrrationalzahl (ogl. bjdnitt 85
und 96). Sebt man alfo 10* = a, und ift @ eine gane Jahl, aber
feine Poteny von 10 mit gangem pofitiven CErponenten, jo muf 2
irrational fein, denn ivdve e3 rational, fo miifte vechts Jrrationales
fteben.  Folglich find die gemeinen Qogarithmen aller gangen Jahlen,
die nidht Potenzen von 10 mit gangem pofitiven Erponenten find,
Srrationalzahlen. Die Vedeutung bder Jrrationalzahlen iwird alfo
ourd) die Cinfithrung der Logarithmen gany erheblid) gefteigert. Sie
bilben aud) bier bdie Regel, die Rationalzahlen bdagegen eine ver-
{dhtoindende Ausnahme.

Jn ben meiften Logavithmentafeln befindet fih eine niveijung
sum Aufihlagen ded zu einem Numerusd gehovigen Logarithmusd und
Des zu einem Logavithmud gehorvigen RNumerus.

Wir bejdhranfen und auf die Logavithmen pofitiver Jahlen.
[Die Logarithmen von negativen Bahlen fommen in den oben ab-
geleiteten Tabellen nicht vor. Der Grund ergiebt fid) jofort.]

109) Die GrundformelnfiirdadRedhnenmit Logarithmen.
Jit a=Iga, fo folgt 10* = a}
ijt B =1gb, fo folgt 107 =10

1)
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alfo  durd) Multiplifation 10%- 108 = ab oder 10°+F = ab;
folgli it « 4 p=1g(ab) oder lga -+ lgb =lg(ab). Alfo:
2) lg (ab) =1ga + 1gb.

0. h. Der Logarithmus eined Produftesd ift gleih) der Summe

ber Qogarithmen*), 1g(abe ..)=1ga + 1gb + lgc + ..
‘Dagegen f)&tte man durd) Divifion aud den Gleichungen 1) er:

el a a
Dalten »10{, b’ ober 10°—F =, 0.5 a — Fre s
oder 1ga——]gb=lg%

a
Atfo 3) lgy =1ga —Igb,

0. h. Der Logarithmus eines VBrudes it der Logarithmus
be3 Bdhlers vermindert um den ded Nenners.

St e =1ga, jo folgt 10* = a, und, wenn man [infd und
rechtd gur " Poteny erhebt, (10%)* = a”, d. §. 10" = a*, folglich
nae = lga® oder nlga = lga”, aljo:

4) Ig (a") = nlga.

0. ). Der Logarithmusd einer Potenz ijt ba3 Prodbuft aus
dem Crponenten und dem Logarithmus der Grundzahl
St « = 1ga, o folgt 10* = a, und, wenn man beiderfeitd die

nt* Wurel ausgicht, Y10 = Va, oder 10" = Va, alfo g Va
ober —:L— lga =g i‘/a_ Alfjo
5) Ig n]/E = % lga,

D.h.: Der Logarithmus einer Wurzel ijt der Quotient aus
dpem fogarithmus ded Rabifanden und dem Wurgelerpo-
nenten.

*Hz

110) Diefe Formeln fithren in BVerbindung mit den Logarithmen=
tafeln auf gang auBerordentliche Redjen-Crleidyterungen, toozu

*) Da (— 10) = 77 - 10 ift, fo folgt, wenn man dad Multiplifations:
gefep gelten [aft Jg(— 10) = lgé + lgi +1g 10 = 2 1g¢ -+ 1, aljo 1g(— 10)
=1+42lgi=14+21gyV—1. Allgemein: lg(— a) = lga + 21g.
©o erfennt man, daf die Logarithmen negativer veeller Jahlen nur durd) die
imagindren Jafhlen erfldrt werden fdmnen, worauf twir hHier nidht eingehen.
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einige Beifpiele gegeben jein mbgen (5jtellige Logarithmen). Bejonders
bag Wugziehen Hoherer Wurzeln twird ermiglicht beytv. erleichtert,
3 B. ift 1g %/E_—_— i) lga = 021ga, wozu der Numerus aufju=

jhlagen ijt, wenn man i’/ a erhalten il

51,2763?’ - 5,78213 a_“_-“lf
Wafgabe. V172,45 - 0,98216 ghee Ve-d
" a’b® 1
Auflojung. lg s [21ga + 31gb] — [§1gc + 1gd]-
C -

Iga = 1,70980, 2 lga = 3,41960
~ lgh = 0,76209 3 lgb = 2,28627
lg be3 Bihlerd: 1gZ = 5,70587

lgc = 2,88787  lgc = 1,44394
lgd = 099218 — 1

lg des Memnerd: Ig N = 1,43612
lgZ =157 — 1gN = 4,26975
Z

Bemerfung. Mit Hiilfe der Logarithnmen vertvandelt man dad
Multipligieven in Wddieven, dad Dividieren in Subtrahieven, bda3
Potengieven in Multiplizieven, dad Wurzelaudziehen in Dividieven.
Dagegen find die Logarithmen nidht braudhbar fiir die BVereinfadyung
der Adbdition und Subtraftion (man miifte denn durd) Abjonbderung
gemeinjdjajtlicher Fattoren BVorteile finben). Die negativen Logarithmen
fdhreibt man pofitiv, zieht jedod) von dem Dezimalbrud) (Mantiffe) die
gangzahlige Charvafteriftit (Rennsiffer) ab. So war im vorigen
Beifpiele lgd = 0,99218 — 1, wa3d dasfelbe ift wie — 0,000782.

Sind Wurzeln ausd edyten Briichen audzuziehen, 3. B. i’/ 0,98216, fo
ift nach Obigem der Logarithmus durd) den Erponenten zu dividieren,
und bdabei fann die abjuziehende Kenmziffer, die mit zu bividieren
ift, eine gebrochene Jahl werden, wasd nidht mehr in dad gebraudliche
Rechenjhema paft. Wm died zu vermeiden, vermehrt man Mantifje und
Chavafteriftif um diefelbe Jahl, und zwar fo, daf jene Divifion auf-
geht. So wird im lepten Beijpiele gefdhrieben lgd = 2,99218 — 3,
jo bafi 4 lgd= 099739 — 1 wird. Demnady it

B
1/0,98216 = 0,99401.
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170 Beite Abteilung: Arithmetit.

111) Aber nicht nur Redjen-Crleihterungen finden ftatt, jondern
e3 werden aud) gang neue Gebiete eviffnet, 3. B. dbas ber Crponential-
gleidhungen.

NAufgabe. =z aud ber Gleichung 2% = 3 zu bereduen.

Auflojung, 1g(2%) =1g3, folglih »1g2 =1g3, folglich

e }g,g und lgz = 1g(lg 3) — 1g(1g2). Nun ift:

lg8 =0,47712, alfo 1g(lg8) = 0,67863 — 1
lg2 = 0,301 03, alfo lg(lg2) = 0,47861 — 1
lge =1g(lg3) — 1g(lg2) = 0,20002
folglih 2 = 1,5850

Aufgabe. g,

Auflojung. z1ga + 221gb =lgc, z(lga + 21gb) =lgg,
R Ige
T lga+20gh

Auf der LWsbarfeit der Crponentialgleihungen beruht die Los-
barfeit gewiffer Wufgaben der Jinfessins- und Rentenvedhmung. Jebt
foll nur auf die erftere eingegangen werden.

112) Binfedzindrednung.
€3 fei ¢ ein beftimmtes nfangdfapital, weldes zu einem ge-
wiffen Progentjah p zinsdbar angelegt wird. Da nun 100 Mart

jabhelich p Mart Jinfen geben, eine Mart afjo -2 100 Mart giebt, fo geben
¢ Mart G §marf und nad) einem Jahre erhilt man durd) Jins-

sufdlag c+ i' 5 Mart ald ein neues Kapital ¢, =c (1 -4 1%5) . Das

vergriferte Rapital vertoandelt fidh) im gweiten Jahre in ¢;=¢, (1 wir 00)

3
= c( S o7 0—0) nad) einem weiteven Jahre erhilt man cg=c (1 +3 00)

nennt man alfo dad Sdlupfapital &, fo Hhat man nadh » Jahren,
wenn man den Prozentfap mit dem faufmdnnijden Beiden 9,
begeichret:

1) k=c(1+ )

folglich

2) gk =lge+ nlg (14 ),

aljo zur Berechnung ded Anfangsfapitald bei gegebenem Endfapital
3) lgc=1gk —nlg (1 + 100)
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L. Die gemeinen obder Briggijdjen Logarithmen. 131

Bur Beredhnung ded Progentjabes hat man zundadit » lg (1 -+ :%)
=Ilgk — lgc, ober

1
4) g (1 + &) =~ (ghk — 1go).
Bezeidhnet man den Numerus, der zur rvedten Seite gehort, ald
N(lgl & lg c) fo ergiebt fidh ( N(l—g—rk—%r{g C), aljo
4% o =100[N(8E lgc) I 1] —100[N — 1]

Die Beredhnung der Anzahl der Jahre beruht auf der Erponential=
gleihung 1) und erfolgt, wie fih ausd 2) ergiebt, nad) der Formel

Igk —1gec
5 o
) Ig (1 + i)
aljo
5%) lgn = Ig[lgk — 1gc] — lglg (1 -+ 100)

Diefe lepte Lojung gilt nur fiix ganze Jahlen, da der Jing-
sujdlag nidht mitten im Jabhre, jondern nur am Jahresidhluf erfolgt.
Der ettwaige Jeititberjhup tviirde alfo eine bejonbdere BVereinbarung
ndtig madern.

118) Werden die Jinfen halbjahrlich sum RKapital gejdhlagen,
fo bat man bdie doppelte Wnzahl ber Termine, alfo bei » Jahren
2n Termine, fiiv diefe aber den halben Prozentjah. Died giebt fiiv
n Jahre die Grundformel

6) b=c(1+4 &),

aud ber die andern durd) Logavithmierung u. |. . abyuleiten find.
Bei monatlichem Jindzujdlag erhilt man ebenjo

7) k=c(1+4 50)™",
affo bet jahrlich m-maligem Bindzujdlag
8) k=c( +100m) :

(liber bie Rentenrechnung foll erft fpdter gefproden werden.)
Beijpiele zur Jinjeszindrednung finden fih in den Aufgaben-
fammfungen. Sie bejiehen fidh) auch auf die Junahme der Bevilfe-
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172 Bieite Abteilung: Arithmetif.

rung von Stiabten und Staaten, auf die Entiwidelung der Berfehrs-
verhdltniffe, 3 B. auf die Junahme der jahrlichen Frachtmengen unfever
Eifenbahnen, ded Holzbeftanded von Walbfompleren . dgl.

Wird der Progentjah ald mnegativ angenommen, geht alfo die
Grundformel dtber in

h=c(1—&)",

fo Handelt e3 fih 3 B. um eine allmdhliche Abnahme desd Wnfangs-
fapital8, die jedod) niemald gany zu Ende geht.

Die praftijh) widtigite Anivendung der Logarithmenlehre findet
fitr dbie Scdhule in dem Gebiete der Trigomometrie ftatt.
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Dritte Abteitlung.
Crigonometrie.

Lehranfgabe der Secunda b.
(Prima der Realjdulen.)
(Criter Jahrgang.)

L Mie trigonometrifthen Funktionen am redybwinkligen
Mreiede.

1) Unter Trigonometrie (DreiedsmeRfunit) verfteht man die
Beredynung von Dreiecten aud drei zur BVeredynung geeigneten Stiicken.
Solche Verechnungen fanden jdhon in der Geometrie ftatt. Sie be-
{drantten fich aber auf die Beredhnung von Seiten und Fliacdhen,
wihrend Winfel nur infoweit zur Bevednung famen, al8 fie, ivie
bie Winfel 60°, 30°, 45° 36° w. i w. geometrije) fonftruiert werben
fonnten. Aud) waren die gegebenen Stiide in der Regel nur Seiten
und Fladgen, nur audnahmsiveife fonftruierbare Winfel. Sdon die
Landmeffunit beanfprudht volle Befreiung von jenen Einjdyrantungen.
Sie verlangt die Beredhnung bdes Dreieds mit Hiilfe beliebiger
Winfel und die BVevecdhnung beliebiger Winfel ausd gegebenen Stiicen.
Dag Jiel der Trigonometrie befteht zundadyit darvin, jene Schranfen
aufsubeben. Bu Ddiefem Bwede ift e3 nitig, zwifden Seiten und
Winfeln beftimmte Beziehungen aufzuftellen.

2) Nad) der Ubnlichfeitslehre Haben vedytwinflige Dreiece
diefelben Winfel, jobald fie in einem Seitenverhiltnid itberveinjtimmen.
Aus dem Seitenverhaltnid alfo miiffen fih die Winfel beftimmen
laffen; umgefehrt folgen aud den Winfeln die Seitenverhiltnifje.
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174 Dritte Abteilung: Trigonometrie.

St 5 B. in Fig. 110, © =1, fo ift « = f = 45% ft =1,
fo ift @ = 60°% B = 30° denn e3 Handelt fih um ein Halbes gleich-

feitiged Dreiedt, u. §. .

T Soldjer Seitenverhiltnifie find 6 moglich,
/ﬁ %, %, %— und ihre Umfehrungen E, —Z——, %- Nur

mit den brei erftgenannten braud)t man fid) ju
bejchaftigen, die Cinrvidtung der Logarithmentafeln

L
@ madt e3 aber zwedmihig, aud % heranguziehen.
Die vier begeidhneten Seitenverhiltnifie hat man
mit dem Winfel o folgendermafen in Beziehung
ALLY;——-C gefebt:

Man begeichnet % al3 ben Sinus des Winteld o,

‘2‘ al3 den Cofinus bedjelben, % al3 die Tangente desjelben, %

al8 feine Eotangente.*)
Man jdreibt abgefiivst:

cot e =

|

!

| 8

z a b
sineg = —, cose = —, tane =
¢ ¢

Sn Worten: Jm vedhtivintligen Dreiece ift

ber Sinug eines Winfeld dad WVerhdltnid der Gegenfathete zur
Hypotenufe,

per Cofinus eines Winfels dasd BVerhiltnid der anliegenbden
Rathete zur Hypotenuje,

bie Tangente eined Winfeld dad Verhaltnid der Gegenfathete
gur anliegenden Rathete,

die Cotangente eined Winfeld das Verhiltnid der anliegenden
RKathete ur Gegentathete.

Weil diefe vier BVerhdltnifje von der Grife der Wintel abhingig
find, begeichnet man fie ald Funftionen der Dreieddwinfel oder
al@ bdie trigonometrifden ober goniometrifden Funftionen

*) Dad Wort Sinusd hat nidht3 mit dem lateinijhen Worte sinus = Bufen
gemein. Die Bezeidhnung fdeint aud dem Wrabijdhen zu ftammen und ift
unaufgefldrt geblieben. Die iibrigen Worte werden piter gelegentlich er-

ldutert. Die BVerhiltnifje % = Gefante von o, und 2 = Qojefante von «

find fitx die Sdyulzivede iiberflitjjig.
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3) Beijpiele. Fiir a =10 ift 9« =45° und dabei ift
E=a 40 =2a alfo c = al/2 =bY2, alfo:

sin 457 = - — V=105 = cos45%

tan45° = 2 — 1, cot 45° = 2 = 1.
a a g
Jm gleichjeitigen Dreiede mit Seite « ift die Hihe 2 = Va’ — fl—
— V%—’ = %1/5: Demnad) ift in dem Ddurd) diefe Hihe ab-
gejdnittenen vedhtivinfligen Dreiecte:

Gy —
Y3 (8 )
2 e
B 0P =t . — =3V3= V3 =V0,75 = cos 30°;
2
cos 60° = % =— — = sin 30°
tan 600 = * =2 — /5 — cot 30%;
2 2
fick
00k BO% i - 1L iy Y/ e OB
@ Vs 3
,2 V3

Fallt man ferner bei einem fonftruierbaven Centritvinfel vom
Centrum da3 Qot auf die Sehne, fo entjtehen vedhtwintlige Dreiede,
peren Winfelfunttionen man beredhnen fanm. Jjt 3 B. » der Rabdiug

bes Rreifes, fo ift die Seite des regelmafigen Jehneds %(VE— 1),
bie Balbe Geite alfo § ()5 — 1), folglidy:

r( e )
0 + ‘V5 : V6 —1 Y 0
o8 72" we —— o wmmt oy e M1 W f.w. Nad) Art von

Abjchnitt 148 der Geometrie fann man ftetd vehnend zu den Halben
Winteln itbergehen.

©o erfennt man die Moglichfeit bon Tabellen fiir die Funftionen
der Winfel von 0° Hid 90° und von Tabellen ber Logarithmen der trigo=
nometrijhen Funttionen. Dasd Aufidlagen der Funftionen (bezv. ihrer
Qogarithmen) zu gegebenen Winfeln ift yu itben, ebenjo das Aufjdhlagen
per Winfel zu gegebenen Funftiondiwerten beyw. ihren Logavithmen.
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176 Dritte Abteilung: Trigonometrie.

4) Aufgabe a) Cin vedtwinfliges Dreied Habe die Hypotenufe
¢ =12 und die Rathete a = 7. Wie grof ﬁnb feine Wintel?

Aufldjung. sine — _, alfo lgsine =1g - = 1g 7 — 1g 12.

127/ S 12
lg 7 — 0,84510
lg 12 = 1,07918

lgsine =1g 7 — 1g 12 = 9,76592 — 10%)

folglich X o = 35° 41 10”
X B = 54° 18’ 50”
Aufgabe b) Cin redtwinfliges Dreie habe die Katheten a=15
und b = 8. Wie grof find die Winfel?
Aufldjung. tane = 2, lgtane = 1g 15 — g 8.
1g 15 = 1,17609
lg 8= - 0,90309
lgtana = 1g 15 — Ig 8 = 0,27300, folglic) ST a=61°55"40"
X B = 28" 4" 20"
Aufgabe c) Cin redhtwinfliges Dreiet habe die Hypotenuje 13 und

den Winfel o« = 35° 20" 10”. Wie grof find die Seiten a und b
und der Jnbalt F?

Auflojung. % = sine, folgli a =c-sinc, g = cosa alfo
b=ccose (aud) b=7¢c* — a*=V(c + a)(c — a) fann angewandt
werben). F = . 9ulfo

lga=1lgc+1gsine, lgb=Ilgc—+lgcose, lgF=Ilga-lgb—Ig2.

Igc=1,11394 lgc=1,11394
Ig sine = 9,76221 — 10 lgcose = 9,91157 — 10
lga = 0,87615 lgb—102551—_w7
a = 17,5188 = 10,605
lg a = 0,87615

lg b = 1,02551
Iga 4+ 1g b = 1,90166
lg 2 — 030103
Ig F = 1,60063
F = 39,869
Aufgabe d) Jn einer Stadt, die unter 51° 30" nordlicher Breite
Itegt fuc[)t jemand bei Nadt eine Stellung auf, bei der ihm die

*) Sn ben Tabellen ijt ftatt 0,..... — 1 ftetd gefept 9,....— 10, ftatt
0,....— 2 ftet3d 8,... — 10, flatt 0,... — 3 ftet8 7,... — 10 u. . w.
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I. Die trigonometrijden Funftionen am redhtwintligen Dreiede. 177

©pige eined Domturm3 genau den Polarjtern verdedt. Wie Hod)
ift die Spige itber dem Uuge ded Veobadhters, wenn feine Entfermung
pon der Mitte ded Turmed 120 m betrigt?

Auflojung. Unter der genannten Breite fteht der Polarftern

51° 30" {iber bem $Horizonte. €8 ift alfo & o tans1 30", . 0.

120
h = 120 tan 51° 30’
g h = 2,07918
lg tane = 0,09939
g h = 2,17857
h = 150,86 m.

Aufgabe o) Wie viele Meilen (bezt. Rilometer) betvigt der
Wmfang ded 50. Pavallelfreifes der CErdfugel, wenn der Radiusd bder
Grde zu 860 Meilen angenommen wird?

Auflojung. Bieht man von einem Punfte des Parallelfreifes
aug einen Erdrabiug » und ein Lot ¢ nad) der Erbadhje, fo entfteht
ein vechtivinfliges Dretet mit dem Winfel (90° — 50°) bei bem Crd-
centrum.  Alfo wird ¢ = rsin 40° =rcos 50°. Der gejudyte Umfang
ift u=20m=2rmcos50°. Wlfo lgu=1g2 -4 1gr-+1gn+1gcos50’;

lg 2 = 0,30103
lgr = 2,93450
g ® = 0,49715
lg cos 50° = 9,80807 — 10
3,54075

w = 34734 Meilen.

5) Biwijden den Funftionen beftehen einfache Beziehungen, die
fogenannten goniometrijden (ber Wintelmefjung entjpringenden)
Beziehunger.

Bildet man die Funttionen der {piven Winfel « und = 90° — «
eines rechtivinfligen Dreieds, o ergiebt fidh) Folgendes:

1) sin (90° — «) = cose, tan(90° — &) = cot «,

in Worten: Der Cofinud eined Winteld ijt gleid) dem Sinus feines
Complementivinfel3; die Cotangente eined Wintels ift gleid) der Tangente
feined Complementwinfeld. Jufammengefapt: Die Cofunttionen einesd
Winkels find gleid) den Funftionen ded Complementivinfe(s. (Cofinus
Deifit alfo ded Complementes Sinus, fo daf e3 fich um eine abgekiirzte
Sdhreibweife Hanbdelt.)

Dedhalb Haben die Logarithmentafeln nur die Winfel von 0°
big 45° nitig. —

Polzmitller, Mathematif. I 12
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6) Ferner ift

sin e cos «
2) tane =-——, cote=——,
COos BIn «
a
sin « e a
dennt e gy T ken e
c
e
cos « ¢ b
—— = — = — = cot e,
sSin «@ a a
Cc
woraud nod) folgt
1
3) cot a = ta;zx =

(olglich ift lgcote=1g1 —Ilgtane=0—Igtane= —Igtane,
wad in Dden Tafeln zu vergleihen ift. o ift 3 B. lg tan 18"
=9,51178 — 10 = — 0,48822 = — lg cot 18". Die Tabelle der
Gotangenten ift aljo leiht aud der dber Tangenten abguleiten, weldhe
ifhrerjeitd aud lg tan @ = lg sine — lg cosa Hervorgeht.)

7) Gine tweitere Formel ift:

4) sin®a + cos® o = 1.

Betweis. sin o ==

2 5
folglih) sin*a - sin’p = % g - L=1.
Folgerungen darvausd find
5) cose = )1 — sin’a, sine=7)1— cos’e

"(Yus cosa = )1 — sin®a ergiebt fich, wie man -aud der
logarithmijdhen Sinud-Tabelle die der Cofinusd berechnen fann. Man
fennt BHiernad) und nad) Obigem famtlidhe Funftionen aller Wintel
awifden 0° und 90°, wenn man nur die Sinud pon 0° big 45°
fennt.)

8) Jijt im rechtvintligen Dreiede die Kathete @ von der Linge

a

Rull, fo ift aud) <o =10, und es evgiebt fih sin 0° = - =0,

und, ba b und ¢ aufeinanbder fallen, cos 0° = %= —Z =1, tan O°=-g

cot 00 = g = oo (unendlidh grof). Fiir den Complementwinfel 90°
folgt: sin 90° =1, cos 90° = 0, tan 90° = 0o, cot 90°=0.

=O,
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9) QJn Fig. 111 fei der Radiud MB =1, dann ijt

sina =42 —2P — 4B Despald Geift 4B bie Sinuslinie
fiir ben Winfel o« (Die Mafzahl
ihrer Qdnge ftimmt itberein mit dem

Baplentwerte de3 Sinug.) Ehenjo ijt

MA MA
heift die Cofinuslinie. Diefe ift
aljo die Projeftion ded Schentfels

MB=1 auf den Cdenfel MC.

: AB CD CD
%ernet 1& tan ¢ = M’A = M—C= *'i*
= CD, daber Beifit CD die Tangentenlinie. (Cigentlid) ftammt
umgefehrt der Name der JFunftion tan « daher, daf CD eine Rreis-

tangente ift.) Endlid) ift nod) cotw = % = %‘: — g = RIbl
FE Yeipt die Cotangentenlinie, und ift zugleih die Tangentenlinie
fiiv den Complementiinfel.

Fig. 111.

CosS o ==

10) An der Figur erfennt man Folgendes:

Wichft der Winfel von 0° bi3 90°, fo widhit der Sinud von
0 i3 1 und bdie Tangente von O bid oo, dagegen nimmt der Cofinusd
ab vont 1 bi8 O, die Cotangente nimmt ab von oo big 0.

[Weil Bier die Funftionen Sinud und Tangente mit dem Wintel
wadyjen, fwerben beim Aufjdhlagen ifhrer Logarithmen die jogenanmnten
logarithmijchen Differenzen abdiert, dagegen fubtrahiert, jobald e3 fidh
um Cofunftionen Hhanbelt, denn bie lepteren nehmen ab, wenn bder
Wintel wadit.]

IL. Beredynung redyiwinkliger wnd gleidyfthenkliger Dreiede
und regelmiBiger Vieledke,
11) Aufgabe a) Cin redtiwinfliges Dreied zu bevedhynen ausd
a und c.
Aufldjung. sin o« — %, B=190"—«, b=ccosa (ober

b=V& — ot =V + a)(c — a)), F=""- Gntfprechend ift bic

Beredhnung ded Dreieed aud b und c.
Nufgabe b) Cin redhtivintliges Dreied zu bevechnen ausd a und b.
12%
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Aufldjung. tana — 5, F=190"—a, c=

e=Va +7), F=%
Aufgabe c) Cin redtwinfliges Dreied aud @ und o zu be-
redhren.

(ober

sin «

" a a
Auflijung. f=90°—e, c= —, b= —=acote,
ab
r=".

(Gbenfo gefdyieht die Berehnung aud a und B, aus b und o,
aug b und B.)
NAufgabe d) Cin rechtivintliges Dreied ausd ¢ und o gu berechnen,

NAuflojung. a=csine, b=rccosa, f=90"— ¢, Fiaos

2
(Gbenfo A aug ¢ und B.)

12) Berfucdhe Aufgaben wie folgende zu (Gjen: Cin redytivinfliges
Dreiect zu bevedhen aud a und », ober « und r, aud F und o,
F und a, F und ¢, F und ¢; aud Umfang » und o, aus » und o;
aud h und «, wo A die Ho<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>